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Premidre partie : "Le Wh2 et le théortme de la pseudo-isotopie dans le cas sim-

plement connexe" par A. Chenciner et F. Laudenbach,

Deuxiéme partie : "La torsion d'un h-cobordisme par la méthode fonctionnelle,
Application au probléme de la pseudo-isotopie sur 1l'espace

total dfun fibré de base 81 (d'aprés I. Siebenmann)“.

Avant propos

Au premier semestre de 1l'année scolaire 1971-72, Alain Chenciner a fait un
cours de %éme cycle sur la stratification de 1‘espacé des fonctions différen—
tiables réelles., Il a présenté plusieurs voies pour stratifier 1'espace des fonc—
tions numériques sur une variété V : codimension d'une fonction, orbites du
groupe Diff V x Diff R  (théordme de trivialité locale de Sergeraert); il a mon=-
tré les pathologies que l{on rencontre sur chacune de ces voies, I1 a exposé
ensuite des lemmes & caractére semi~local cancellation lemma, lemme de la queue
d'aronde etec, Il a terminé son cours en prouvant la connexité de 1l'espace ﬁﬁk(w),

espace des fonctions ordonnées & deux indices critiques sur un h-cobordisme VW .,

Prenant sa suite et utilisant les résultats qu'il svait mis en place, jtai
prouvé le théoreme de Cerf sur la pseudé—isotqpie dans le cas simplement connexe,
Jtai choisi une démonstration utilisant ia K-théorie algébrique, comme Wagoner et
Hatcher avait montré qu'il fallait le faire, mais respectant aussi 1!'idée de
cheming élémentaires de Cerf., C'est avec A, Chenciner que j'ai mis cette démons—
tration au point, Blle a 1'intérét, dans sa partie algébrique, de faire jouer un
rdle central aux matrices triangulaires, comme c'était déjd le cas dans la démons-
tration originale de J. Cerf, alors gque J. Wagoner, par exemple, privilégie les

matrices de permutation, Au bout du compte, nous. avons été amené & proposer une



nouvelle définition de Wh2<n) : A, Chenciner a prouvé qufelle coincidait avec
celle de Hatcher-Wagoner ; peut-8tre ce résultat purement algébrique aura=t-il
quelque intérét ! Liensemble de ce travall constitue la premiére partie de la
publication, soué le titre "Le Wh2 et le théoréme de la pseudo-isotopie dans
le cas siﬁplement connexel,

Je dois signaler qu'a la sulte d'une erreur de fabrication, les références n'ont

pas été placées & la fin de 1l'article mais entre les appendices I et II.

Pour finir le cours, Je désirails atteindre les premiers exemples de pseudo-
isotopies non triviales donnés par L, Siebenmann, n'ayant par ailleurs pas le
temps d'aborder la théorie dlobstiruction de Hatcher-Wagoner, Mais il fallait pour
cela introduire la torsion de Whitehead, Quand on a & sa disposition un théordme
comme la connexité de @} , on peut le faire, sans aucun effort algébrique, par
la méthode fonctionnelle, ('est un exercice dont lt!inconvénient est de maséuer
1'idée de type simple d'homotopie, Cependant, en certains points (formule du pro-
duit par exemple), elle éclaire la théorie simpliciale, un peu comme le fait la
cohomologie des formes différentielles pour la cohomologie singuliére,
la secondebpartie de la publication s'intitule donc "Ia torsion d*un h~cobordisme
par la méthode foncticnnelle, Application au probleme de la pseudo-isotopie sur
1'espace total d'un fibré de base S1 (d'aprés Lo Siebenmann)“°
Pour la rédaction j'ai regu le concours de Harrie Hendriks qui m'a apporté ses

notes "rédigées" : je l'en remercie,

F. LAUDENBACH
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§ 0 - INTRODUCTION

Soit (W,VO,VI) un h-cobordisme compact, de dimension n +1.
On considere 1'espace ¥ des fonctions € définies sur W, a valeurs dans
[0,1], telles que f—l(i) =V, pour i = 0,1. On le munit de la topologie
Cm; c'est un convexe dans 1l'espace de toutes les fonctions réelles sur W.

N

On note € le sous-espace deygﬂdes fonctions sans point critique.

Le théoreme de la pseudo-isotopie, traduit en termes de fonc-

tions numériques, peut s'énoncer ainsi :

Théoreme : Si W est l-connexe et si n 2 5, alors £ est un espace non

vide et connexe.

Le fait que € soit non vide constitue la forme fonctionnelle
du théoreme de S. Smale, dit théoreme du h-cobordisme ([2], [7]). La
connexité de & a été prouvée par J. Cerf dans [1]. La démonstration

s'articule autour des idées suivantes

1) Définir une siratification de Jr’par des strates de codimension in-
férieure ou égale a 2, de sorte que le complémentaire dans 5r.de leur
réunion soit de codimension strictement plus grande que 2. Les strates
sont en fait des orbites de la composante neutre du groupe

Diff(W) x Diff+([0,1])pour son action naturelle a gauche sur & .
Rappelons enfin que la réunion des strates de codimension 0 cofncide avec
1'espace des fonctions de Morse excellentes (i.e. : a valeurs critiques

distinctes).

2) Remplacer tout chemin de traversée d'une strate de codimension 1 par

un chemin dit élémentaire, c'est-a-dire donné par un plongement d'un

modele explicite. Ces chemins sont porteurs d'une information géométrique
et leur classification se ramene a celle de certains systemes de nappes

adaptées a une fonction de Morse excellente.



Alors le probleme de déformer un chemin de fonctions, dans le
but par exemple de simplifier son graphique, se réduit dans certains
cas a un probleme soluble par les procédés classiques de la topologie
différentielle (théoremes de fibration d'espaces de plongements, procé-
dé de Whitney de modification d'intersections, etc...). Cette méthode
fournit des lemmes a caractere semi-local : lemme de la queue d'aronde
[3], lemme du triangle, lemme du bec, de l'unicité des naissances, de

1'unicité des morts [17].

3) Introduire un objet, défini purement algébriquement, sur lequel on
a des renseignements assez fins pour montrer qu'il décrit la structure
du nerf de la stratification d'un certain sous-espace defyi noté 67; :

par définition, f € éz;,q si f est une fonction de Morse ordonnée ,
ayant q points critiques d'indice i et q points critiques d'indice i+ 1
(2 <i<n-2). En particulier on montre que le nerf de & =C;;,o ést
réduit a un point.

Cet outil algébrique permet donc d'obtenir un résultat plus
fin que celui auquel on en a dans le théoreme de la pseudo-isotopie. Cer-
tains mathématiciens ont donc cherché a remplacer cette algebre par la

K-théerie algébrique, qui, au niveau du K, avait déja permis de faire

la théorie d'obstruction au théoreme de Siale (cf. théoreme du s-cobordis-
me de Barden- Mazur- Stallings [6]). Dans cet ordre d'idées, J. Wagoner
[9] a été le premier a donner une démonstration du théoreme de Cerf a
partir du théoreme de Milnor sur K2(% ) [8]. Puis A. Hatcher [5] et

J. Wagoner ont défini algébriquement le groupe th(nl(W)) et ont montré

¢ Le lemme d'unicité des morts, a la différence des précédents, n'est
valable que dans le cas 1-connexe; dans le cas général, dans [4] on donne
une borne supérieure de l'obstruction; récemment A. Hatcher a annoncé

qu'il savait effectivement calculer cette obstruction.



que ce groupe représentait une partie de l'obstruction au probleme de la
pseudo-isotopie dans le cas non l-connexe, l'autre partie venant de
l'obstruction a l'unicité des morts. Dans leurs travaux, Hatcher et Wago-
ner ont abandenné le langage des chemins élémentaires pour le remplacer

par celul des "gradient-like vector fields”.

Nous allons donner ici une démonstration du théoreme de la pseu-
do-isotopie, utilisant a la fois 1l'outil des chemins élémentaires et les
résultats de la K-théorie algébrique. Cette démonstration sera mise en
parallele avec une démonstration du théoreme de Smale; la premiere en

paraitra d'autant plus naturelle.

Signalons que, dans le cas l-connexe, nous utilisons la K-thé-
orie d'une fagon un peu différente de celle de Hatcher-Wagoner et que,
parallelement, dans le cas général, nous proposons une autre définition
de Wh, qui nous permet de formuler une conjecture relative a nlﬁgr;)
(cf. Appendice II). Pour finir, nous donnerons une démonstration du
théoreme de classification des fonctions de Morse excellentes de "type
(i,q)“, sans faire appel au nerf deé;: et dans les conditions

|
2 i<n-3, ce qui améliore 1'énoncé donné par Cerf [1; p.162 corollaire].



§ 1 - POINT DE DEPART GEOMETRIQUE : LA CONNEXITE DE 61:

1.1 Définitions : On note 61? le sous-espace detSZZOnstitué par les
’

fonctions de Morse excellentes, ordonnées, avec q points critiques

d'indice i et q points critiques d'indice i + 1. On note67-2 la réunion

dest9rg q et 57; 1'intérieur de 1'adhérence de 67? dans & .
)

On appelle variété intermédiaire une sous-variété de W qui est

. . . o . .
une variété de niveau d'une fonction f ééz}.q, séparant les points cri-
’

tiques d'indice i de ceux d'indice i + 1.

1.2 Proposition : Si W est un h-cobordisme compact orientable (non né-
/ . . . .
cessairement l-connexe), de dimension n + 1, n 25, et si 2 i s n-2,

alorsc5[? est non vide et€7; est connexe.

Le fait que 5[? soit non vide est au point de départ de la
démonstration du théoreme du g-cobordisme [6]. La connexité der; est
prouvée dans [3] ' et est un ingrédient dans la théorie d'obstruction

au théoreme de la pseudo-isotopie.

A partir de maintenant on suppose que € est non vide, clest-a-
dire que W est un produit. D'apres la proposition 1.2, deux fonctions
sans point critique sont joignables par un chemin sur lequel les seuls
accidents sont des trois types suivants : la naissance d'une paire de
points critiquesd'indice i et i+ 1 (2 un niveau convenable pour que la
fonction reste ordonnée), 1l'élimination d'une telle paire, enfin le croi-
sement de deux valeurs critiques de méme indice. En fait on peut prouver

mieux

¢ La premiere démonstration a été donnée dans [4] avec des hypotheses

dimensionnelles plus restrictives.



1.3 Propoesition : Sin =5 et 2 £ i = n-2, deux fonctions sans point

critique sont joignables par une suite de chemins élémentaires qui, dans
l'ordre, sont des types suivants : naissance, croisement de deux valeurs
critiques d'indice i + 1, élimination, de telle sorte que les points cri-

tiques nés ensemble meurent ensemble.

Remarque : Soit y la partie de ce chemin ou ont lieu les croisements

de valeurs critiques. Puisque y est composé de chemins élémentaires, tou-
tes les fonctions de y ont les mémes points critiques et 1'on peut
supposer qu'il existe une méme variété intermédiaire pour toutes les

fonctions de 7y.

Démonstration : 1) D'apres la proposition 1.2 et les lemmes d'unicité
des naissances et de singularités indépendantes (cf. [1]), on peut se
réduire au cas ou le chemin est une suite de chemins élémentaires qui,
dans l'ordre, sont des types suivants : naissance,croisement de deux
valeurs critiques d'indice i, cronisement de deux valeurs critiques

d'indice i +1, enfin mort.

2) On remplace les croisements (i,i) par des croise-
ments (i+1, i+ 1) par le truc suivant, expliqué par une suite de

graphiques :

T ——, -
"______j_____._.._...___-———
i //“ e o~ ~. !(
d R TN
- = = [N
\\\ ‘\ apparition // "

RN _ dtun bec Y(; E
T\ ]

e LN y —_ /////::/7'

singularités . suppression :
) 2 ; \
indépendantes “C \ d'un bec -
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3) Numérotons les points critiques d'indice i et ceux
[ IR 1 3 ' 3 1 . 1 t t
d'indice i+ 1 dans 1'ordre de leur apparition : (Cl’cl)’ (c2fc2),.,.(cq,cq)

si f est l'origine de y et g son extrémité, on a
f(cl) > f(cz) >0 f(cq) > f(cé) >...> f(ci).
En conservant cette numérotation le long de y, on arrive a
'
g(cd(l)) > g(cd(g)) >...> g(cd(q)) > g(Cé) >...> gle))

ou 0 est une certaine permutation de {1,2,...,q};

{§)

|
|
I
|

o()|
|

|

q

l
I
!
l
|

i

g

1 1
cc(q) se tue avec cq,...,cc(l) se tue avec Ct-

Ajoutons a la fin du chemin un lacet y' d'origine g ayant le
graphique indiqué sur la figure ; son existence est assurée par les

lemmes d'apparition de queue d'aronde et d'unicité des naissances.



Soit o' la permutation : o' (k)
o'(k+ 1)

gt (j)

o(k + 1)
o(k)
a(§) si j # k,k+1.

Alors a la fin du chemin y * y', Cd‘(q) se tue avec cé,...,cg,(l) se
tue avec ci. Par itération de ce processus, on peut construire entre
f et g un chemin y ne comportant que des croisements de valeurs critiques

d'indice i+ 1 et tel que les points critiques nés ensemble se tuent en-

semble.

cqfd.
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(Référence générale de ce paragraphe : [8]).

A désigne un anneau unitaire.

2.1 Notations : Si k et 1 sont deux entiers naturels distincts et

. A
si A € A, on note tkl

n'a que des 1 sur la diagonale, des zéros partout ailleurs sauf a

la matrice élémentaire de GL(A) = ling GLn(A) qui

ltintersection de la k-ieme ligne et de la l-ieme colonne ou le coefficier

est A.

On note E(A) le sous-groupe de GL(A) engendré par les matrices

élémentaires. On rappelle que
E(A) = [GL(A),GL(A)] = [E(A),E(A)].

2.2 En K-théorie algébrique, on étudie le groupe quotient
GL(A)/E(A) = Kl(A) et les relations entre matrices élémentaires. Dans

l'ensemble de ces relations, les plus simples sont celles de Steinberg

gh gk L e

ki 'kl kl -,

A Hoq .. .
[tij,tklj_ 1 , si jJAketigl,
A hoq_ A ..
[tij,tjk]_ to o osid £ k.

Elles sont universelles, c'est-a-dire valables quel que soit
l1'anneau A. Nous verrons gu paragraphe 4 (Remarque 2 et lemme 4.3) une

propriété caractéristique des relations de Steinberg.
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Remarque : D'apres le théoreme de Milnor [8; th.10.1] toutes les rela-

tions universelles sont engendrées par les relations de Steinberg et par

la relation

1 -1 ;1 .4
(t1p tay typ) =1

Cependant cette derniere relation peut devenir conséquence des relations
de Steinberg pour certains anneaux, par exemple A = Z/mz , m £ 0 mod.4,
[8; cor.10.8].

On définit alors le groupe de Steinberg St(A). par générateurs
et relations : les générateurs sont notés x?j, i, j EIN+, i#j, A €A

et les relations sont les suivantes :

Mot
ij "ij = i

~
L]
>
Lol
=
(W]
|
-

si j#k, 141,

[x?j,xH ] = xii siif k.

On les appellera relations de Steinberg. L'application
A

x4 5 o t?j définit donc un épimorphisme de groupes p : St(A) — E(A).
On prouve que le noyau de p est le centre de A et on pose
K2(A) = Ker p. Les éléments de K2(A) représentent les relations non tri-

viales entre les matrices élémentaires sur 1l'anneau A.

2.3 Résultats pour A = Z

i) Ki(ZD = E,/zn . Ces deux éléments sont représentés par les deux uni-
tés de % . On peut encore dire que E(Z) = SL(Z ). En fait 1'anneau

¢ On définit de méme Stq(ﬂi) en imposant i,j £ q.
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Z étant euclidien, cette égalité peut méme étre déstabilisée : pour tout
n, En(Z ) = SLn(E), ou encore toute matrice unimodulaire est produit de

matrices élémentaires.

2) Théoreme de Milnor [8] : K2(Z ) =Z /2% ; le générateur de K2(Z )
€ -€ _¢€ 4

est (x.. x.. x_. )
ij Tji Tij

fie qu'en faisant varier i,j et & on obtient des écritures différentes

du méme élément de St(Z)).

ol ¢ = +1,-1 (en appliquant [8; lemme 9.2], on véri-

Nous allons interpréter ce résultat d'une fagon plus adaptée a
v
la géométrie, Considérons le sous-groupe T de GL (Z) formé des matrices

triangulaires supérieures.

Considérons d'autre part le sous-groupe G de st(z ) engendré
par des éléments
(e-1)e' _et _(e-1)e!

1 w—
yji(s,e ) = X35 X5 %X 5 ,

j>1i, et g, ¢! = I

(comparer & la définition donnée dans 1'appendice du sous-groupe
G(r) de St(Z (n]))k

2.4 Proposition
1) o(6) =T nsuz),
2) G est invariant dans p_1(¥),
3) Kg(Z) C G,

Remarquons que 1) et 2) impliquent que 1'inclusion
-1
Kz(z)/K (z) neG =P (¥)/G

2

est un isomorphisme; ce groupe quotient est trivial dlapres le 3).

(Avec les notations de l'appendice II, cela revient a dire que
Wy ({1}} = 0).
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Démonstration

1) Désignons par dij la matrice diagonale n'ayant que des 1, gauf & la
i°™® et 3 la jeme place ou le coefficient est -1; on vérifie immédiate-

ment gque

YJi(l!E') = xlj ’
1
donc P(in(lfﬁ')) = ij s

et p(yji(i,e')yji(—1,60)= dij (indépendamment de e').

La conclusion résulte alors du fait que, pour j > i, les

. e! v
matrices tij et dij engendrent T N SL(Z).

2) Soit x € G, et a € p_1(¥); puisque p(6)=F N SL(Z ), il existe y€G avec
o{y) = p(«). Puisque K2(E ) est contenu dans le centre de St(Z ), on a

-1 - 15
y ax o y=xa YY a = x, et donc!:
ocxoc“1 = y}!{y—1 € G.
3) Introduisons la notation w_ (&) = x. x; x5.;
ji ji Tij i
1 1
On vérifie immédiatement sur 1'écriture v..(e,c') = x.. w..(-e")x""
Ji Jr J1 Ji

1'identité

in(la‘ee’)yji(e'95)in(5€'7_1)in(5’€')

-ee! +ee!
X35 wji(ea')wji(_s)wji(l)wji(—e')xji

wji(es’)wji(—e)wji(l)wji(—e') € K2(E )
En particulier,

(yji(1’~1)yji(—1’—1))2 = (Wji(l))4

qui est le générateur de Kz(Z ).
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§=3 -_BASES ADAPTEES ET MATRICES D'INTERSECTION

3.1 1I1 s'agit la de notiongqui permettent de relier 1l'algebre et la

géométrie., Dans toute la suite on suppose W l-connexe et 2 < 1 S n-2,

Soient f une fonction de Srg q et M une variété intermédiaire
b

(1.1) de f; M est unique & isotopie pres. Notons W_oet W les

cobordismes supérieurs et inférieurs : W = W+ UW . On sait que

Hi+ 1 (W+,M) et Hn4—1

une forme d'intersection qui les met en dualité. Choisir des bases pour

_i(W_,M) sont isomorphes a7z et qu'il existe
ces groupes d'homologie, c'est cloisir des isomorphismes
. q
o+ &y Hi+_1(W+, M)
- q
o'+ Ly Hn+1_i (W_,M)

On peut écrire dans ces bases la matrice de la forme d'intersec

tion A = (a;)

ak]. = ‘P'(gk) . (P(gl)
ol (81,...,€q) est la base canonique de % .

Définitions

1) Un systeme de nappes descendantes pour f W+ est la donnée de nappes
de f, deux a deux disjointes, issues de chaque point critique de ¥ W+,

a bord dans M.

2) On dit que ¢ est une base adaptée a fjW+ s'il existe un systeme de

nappes orientées D Dq, tel que, pour tout k € {1,...,q},

1,-.0,

CP(Ek) = [Dk]-
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On donne des définitions analogues concernant W .

Remarque : La donnée d'une base adaptée sur W+ (resp,W_) détermine :
a) une numérotation des points critiques d'indice i+ 1
(resp. d'indice i),

b) une orientation des germes de nappes.

Un couple (9,p') de bases adaptées étant choisi, on note

C ceoyC
1! ’ q

les points critiques d'indice i+ 1 et c¢!,...,¢c' ceux d'indice i,
p q 19 b q
Avec notre définition, l'ordre des valeurs critiques n'est pas comparable

a l'ordre des points critiques de méme indice; en cela notre définition

différe de celle donnée par J. Cerf [1; p. 1457,

3) Si, en plus, f(ci) > f(cz) > c.0 > f(cq)
f(ci) < f(cé) <. ... < f(c(’l)

on dira alors que (9,p') est adapté & f et & l'ordre des valeurs critiques.

3.2 Lemme : 1) Il existe un couple (¢,p') adapté & £ et & 1'ordre des

valeurs critiques.

2) Si ¢ (resp.p') est adaptée & f sur L (respewm) et si
til est une matrice élémentaire, A € Z , A # 0, alors
?o til (resp. o' til) est adaptée a f si et seulement si f(cl) > f(ck)
(resp. f(c'l) < f(c'k)).

3) On passe de ¢ (resp. 9') & n'importe quelle autre
base adaptée a f sur W, (resp,W_), qui numérote les points critiques et
oriente les germes de nappes comme le fait ¢ (resp.@'), en répétant le

processus de composition avec une matrice élémentaire permise par le 2).

Remarque : Le 1) est vrai sans hypothése dimensionnelle. Sur W+9 le
2) et le 3) sont vreais si 2 S i+1 < n-1; leur démonstration utilise
seulement la classification homologique des systémes de nappes et non

leur classification isotopique.
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Démonstration (pour W+) : 1) On sait bien que, pour un choix générique
d'une métrique riemannienne sur W+, les nappes de gradient descendant

des points critiques ont leurs bords dans M et qu'elles engendrent
l1'homologie. On les oriente arbitrairement et on les numérote par

valeur critique décroissante. On rappelle en passant que tout systeme

de nappes est de gradient pour une certaine métrique.

2) Soient ¢ une base adaptée & f et
(D1,...,Dq) un systeme de nappes orientées réalisant la base 9. Soit 7
une métrique riemannienne pour laquelle D.1,...,Dq sont de gradient; no-
tons A1’°°"Aq les nappes de gradient montantes; elles montent jusqu'au

bord supérieur de W+.

Si f(cl) > f(ck), on sait construire une nappe Di igsue de 5
dont l'intersection homologique avec A, soit égale & A et qui ne rencon-
tre pas Dj'pour J % 1 (cf [1; ch.II, § 4, en particulier le lemme 2
(sl)]; on oriente Di de fagon cohérente avec Dl (on peut supposer qu'elles
ont méme germe en cl). Alors le systeme de nappes orientées D1,...,Di,...,
Dq réalise la base 9o tkl'

En revanche, si f(cl) < f(ck), un disque orienté représentant
Q(el) + Ao (sk) doit couper Ak; sur un tel disque, f prend des
valeurs strictement plus grandes que f(cl); ce disque ne peut donc étre
une nappe de f issue de Cye

3) Soit ¢ une autre base adaptée a f, possé-
dant par rapport a ¢ la propriété énoncée au 3). On a alors les intersec-

tions homologiques suivantes :

1

¥ 1 ¢ {11--"‘1}'9 ¢(81) . [Alj

$(ey) - (4]

0 si f(ck) > f(cl).

En appliquant la construction du 2), on peut modifier arbitrairement la

valeur de ¢(el) . [Ak] si f(cl) > f(ck) et en particulier 1'annuler.
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En le faisant, on ne change pas la valeur de ¢(51,) . [Ak']’ sauf
éventuellement celle de ¢(€1) . [Ak']’ pour f(ck,) < f(ck), au cas ou
¢(ek) . [Ak,] # 0 ., Ainsi, en effectuant la construction par récurrence
a partir de la valeur critigque la plus basse, on peut se ramener a

¢(€1) . [Ak] =8y (symbole de Kronecker), qui signifie ¢ = 9.

3.3 Ce lemme permet de définir un invariant de la maniere suivante :

soient donnés une fonction f E‘ﬁr? q et un ceuple (Q,@') de bases
’

adaptées a f et & l'ordre des valeurs critiques; soit A la matrice de la

forme d'intersectien dans ces bases. On considere sa classe dans 1'ensem-
v v
ble des classes doubles Tq \ GLq (ﬂi)/Tq, ol Tq (resp. Tq) est le sous-

groupe de GLq(ﬂi) des matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures

v
Corollaire : La double classe de A dans Tq\GLq>(z )/Tq ne dépend que

de la fonction f.
On définit ainsi une application naturelle
— (i} 4
T:F° —3T \6L (z)/T_.
1,49 q\ q( )/q

Si H est un difféomorphisme de W laissant invariante chagque composante

du bord de W, alors
5(t) = 5(fo H).

Nous verrons {§ 6) que W(f) classifie f & isotopie pres, ce qui

prouvera en outre que la classification des fenctions de type (i,q) a

conjugaison différentiable pres cofncide avec leur classification & iso-
topie pres, [1; p.162, Remarques 1 ].

3.4 L'invariant & permet de reconnaitre si f est une fonction primitive,
clest-a~-dire extrémité d'un chemin, issu d'une fonction sans point cri-
tique, consistant en les naissances de q paires de points critiques

d'indices(i,i +1), & 1'exclusion de tout autre accident.
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Proposition : Sin 25, 2 <is<n-2, alors f E,?; . est primitive
b

si et seulement si ®(f) est la double classe triviale dans

v

T\GL (Z)/T .

6L, (2)/1

Démonstration : D'apres le lemme de cancellation [2])f est primitive
si et seulement si il existe un couple (9,p') de bases adaptées a f et 2
l'ordre des valeurs critiques dans lequel la matrice de la forme
d'intersection est diagonale. D'apres le lemme 3.2, ceci est équivalent

a la trivialité de W (f).

Remarque : Soit f primitive; si 1'on impose d'une part une base

p' adaptée a f et & l'ordre des valeurs critiques sur W_, d'autre part
une orientation des germes de nappes au voisinage de tous les points cri-
tiques, alors on peut trouver une base p, adaptée & f et a l'ordre des
valeurs critiques sur W+, telle que, dans les bases (@,m'), la matrice

d'intersection soit une triangulaire supérieure. La base ¢ est d'ailleurs

unique.
3.5 Lemme : On suppese 3 < i+1 s n-2,

Soient f €é7'2,q et ¢ une base adaptée a f sur W+. On considere deux
valeurs critiques consécutives f(ck) < f(cl). Soit C le complexe de Kan
des chemins élémentaires descendants , d'origine f, relatifs au croise-
ment de ces deux valeurs critiques.

1) Il existe y € @, tel que ¢ soit adaptée & toutes les fonctions de y

(sans hypothese de dimension),

2) La classe de y dans nO(C) est déterminée univoquement par o.

3) si (j,m) # (k,1), 9o tg n détermine la méme classe dans no(C).

Démonstration : 1) Soit (Dl""’Dl""’Dq) un systeme de nappes orien-
tées représentant 9. Alors, on peut abaisser la valeur de c, par un che-

min élémentaire y dont la nappe descendante asssociée est contenue

-
o cf. [1; p.44, Lemme 2],
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dans D1 *. Le systeme (D1’°'°’Dq) est adapté a toutes les fonctions de 7.

2) Soit M une métrique riemannienne faisant de (Dl""Dq)
un systeme de gradient., Considérons les nappes de gradient montantes
AyyooeyA . Soit y' un autre chemin élémentaire de croisement possédant
1a propriété du 1), d'extrémité notée f'. Par hypothese il existe une

nappe orientée DY, adaptée & f', issue de c, et & bord dans M telle que

1
9(e)) = [Dy].

Donc [Dy] - [Ak] = [Dy] - [Ak] = 0, Or y' étant un chemin élémentaire,
on peut choisir D} également adaptée & f, la partie 4 de D] comprise entre
les niveaux f(cl) et f(ck) étant la nappe associée a y'. Puisque D ne

gsaurait recouper A, en- dessous du niveau f(ck), on a [A] . [Ak] = 0.

k
Or d'apres [1; p.54, prop.4], cette classe d'intersection classifie les

chemins de croisement. En conclusion y' est homotope a Y.

3) La base @gat? o D'est adaptée & f que si f(cm)>»f(cj).
Cette nouvelle base est réalisable par un systeme de nappes (Di,...,D')
ol D! = D_ sauf pour r = m. Sim=1cet j# kf alors f(cj) < f(ck) et
on peut impeser & Di de cofncider avec Dy jusqu'en-dessous de f(ck).
La conclusion est alors claire,

3.6 Corollaire : Dans les conditions du lemme, on considere un
chemin «, d'origine f, & support dans W+, composé de chemins élémentaires
de croisement. On suppose qu'il existe une base ¢ adaptée & toutes les

X .
fonctions de a, Alors toute déformation du graphique de « se releve

¢ Un chemin élémentaire détermine une nappe issue du point critique dont
on abaisse la valeur; le bord inférieur de cette nappe est a un niveau
strictement inférieur a celui de Cpr ‘

s Il est sous-entendu que 1'on déforme le graphique a extrémités fixes,

parmi les graphiques de chemins dans les fonctions de Morse.



en une déformation de « de sorte que p reste adaptée & toutes les fonctions

de la déformation.

Démonstration : Génériquement les déformations d'un graphique se

décompose dans les opérations suivantes :

oy — N
— AN

J N\

D>
oy L\ ey e
(111) S
€

Le relévement de (I) est trivialj celui de (II) résulte du lemme 3.5;

celui de (III) se fait par application du lemme du triangle [1;p.76].
cqfd.

3.7 Corollaire : On suppose 2 < i S n-2. Si A est la matrice de la
forme d'intersection dans les bases (p,0') adaptées a f, alors, pour tou-
te matrice élémentaire tﬁl’ A4 0, il existe une fonction %ﬁ cofncidant
avec f sur W_, et des bases adaptées a ?'(g'a o tﬁl’ ¢') dans lesquelles
la matrice de la forme d'intersection est A t
1) si f(cl) > f(ck),

2) si f(cl) < f(ck), on peut prendre pour T 1'extrémité d'un chemin de

Kl Plus précisément,

~s
on peut prendre f = f,

croisement (éventuellement de multicroisement), a support dans le

voisinage d'une nappe D issue de €y telle que [Dk] = @(sk).

k’

Preuve : Dans le cas 1), on applique le lemme 3.2; par le lemme 3.5 1)

on ramene le cas 2) au cas 1). 2
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§ 4 - FAMILLE DE BASES ADAPTEE A UN CHEMIN DE_CROISEMENTS

- e D e Y e Mo e D e DT e S e I e T e SR e T e I e I e T e T e I e I e S e T e T e D T e I e 0 e Tt e SR D

Dans ce paragraphe, on ne s'intéresse qu'a des croisement: de
valeurs critiques de méme indice i+ 1. Les fonctions seront donc

. . +
restreintes a W+ et nous noterons, comme Cerf, & . 1'espace des

fonctions de Morse sur W+, ayant q points critique;qigus d'indice i+ 1,
gui sont restriction de fonctions appartenant a éz;,q et admettant M
comme variété intermédiaire. Pour avoir la classification des croisements
{i+1,i+1), on supposera 3 s i+1 < n-2 [1; p.54, prop.4].

4.1 Définition : Soit y = {f |e € [0,1]} un chemin dans é¢/ Une

i,q;M°
famille de bases B adaptée a y est la donnée d'une subdivision

0=6 <8, <...< ep = 1 de 1l'intervalle [0,1] et, pour j € {1,...,p}, .
' . q .
d'une base ¢j /A .___*I%.+1(W+,M) de sorte que :

1) 95 soit adaptée a toutes les fonctions f_, @ € [ej_l,ej],

e’
2) 9. o 95 41 soit une matrice élémentaire tkglj.

A cette donnée, on peut associer le mot

dont les lettres sont des générateurs de St(%) et 1'él1ément p(B) qu'il
définit dans St(%) Ce mot peut étre porte sur le graphigue de 7y

M e 3

k,1 k1

111 olo K313

T

0=90 G
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Conséquences Supposons qu'une telle famille B existe.

Alors 1) toutes les bases @1,@2,...,@p numérotent les points éritiques

et orientent les germes de nappes de la méme fagon.

2) d'apres le lemme 3.2, on a pour tout j € {1,...,p]
*
(*) £g (e ) < 15 (e ).
J J J J

4.2 Existence : Dans la suite, 6n se limitera au cas ou y est un
chemin générique ; alors on ne perd pas de généralité en le supposant
composé de chemins élémentaires. Choisissons une subdivision de [0,1]
telle que chaque intervalle [9"93+1] ne contienne qu'un croisement,

disons des valeurs fg (ck) < f, (cl). Supposons par récurrence gue 95
J J

soit construite; d'apres le lemme 3.5, cette base détermine un chemin y'
de croisement de ces deux valeurs; y' est unique a homotopie pres.

D'apres la classification des croisements, la classe de y—l*'ylfej,ej+1]

. A . ,
est un entier A; posons alors ®j+1 = @jo tkl ; cette base est adaptee
s . .

a toutes les fonctions fe, 8 € [ej,ej+1j.
Remargue 1 : Si on a un chemin y et une famille B de bases adaptée a

Y, alors toute déformation du graphique de fixe au-dessus des points
grapnlq L)
90,61,...,9p, se releve en une déformation de y, de sorte que B soit

adaptée a chaque étape de la déformation. (cf. cor.3.6).

Remarque 2 : 8i sur 1l'intervalle [Gj ’ej ] il n'y a aucun croisement
o 1
et si
, Kj Aj
o 1
(1)t " ety Ty =1
Jo  Jo J1 J1

¢ Quitte a prendre une subdivision plus fine, on peut se dispenser de

la classification des croisements et n'utiliser que le 3) du lemme 3.2.
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dans GLq(Z)., on peut modifier la famille adaptée en supprimant de la

subdivision de [0,1] les points ej ,...,ej et simultanément les lettres

. 1
correspondantes du mot associé.

Observons que la relatien (1') de GLq(E) est bien particuliere.

En effet si 6 € (8, ,0, ], d'apres (*), on a
Jo Ji )

foley ) > (e, ),

--------------------

ce gui revient & dire qu'il existe un ordre << sur {1,2,...,q} tel que

1oo>> ke, 1 >k, ,...,l0 >> k.
3, Jo 3y iy

On dira que la relation (1) est compatible avec un ordre.

Par exemple les relations de Steinberg ont cette propriété alors que la

. -1 4
relation (t12 to] t12) ne 1'a pas.
A1 Ar -
4.3 Lemme : Si t coot = 1 est une relation de GL (%) compatible
klll krlr 4

avec un ordre << sur {1,2,..,q}, alors elle est engendrée par les rela-

tions de Steinberg compatibles avec le méme ordre. En particulier
A A
i r
e, 1,0 K1
rr

®
= 1 dans St(Z) .
1*1 a

¢ Le méme lemme est vrai pour n'importe quel anneau de base.
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Démonstration : On remarque d'abord que si 0 est une permutation de

{1y29-°-yQ}9

A -1 A
Stk 9 T Ys(k)o(1)

donc en conjuguant la relation par &, on obtient une relation compatible

avec l'ordre << : par définition

1>k @ 6'1(1) >> c"i(k).

On se ramene ainsi a prouver le lemme pour l'ordre naturel,
. < <
kl 11, k2 12,..., kr < lr'

En utilisant les deux relations de commutation de Steinberg,

on se ramene au cas ou la suite kl’ k2,..

la suite 11,12,...,1r: par exemple on utilise

"kr est croissante, ainsi que

A (VR ' ~Au LA
tog t1g = typ ty3 tog

A !
ou  tyg tyy = by, tyg-

Ensuite on réduit le mot par la premiere relation de Steinberg.

Ceci étant fait, on peut écrire la relation sous la forme

A A A A A
" 12 " 13....t iq ¢ 23 ¢ q-1,q

12  "13 1q 723 """ “gq-1,q 1

Si on effectue le produit de cette matrice, la premiere ligne est

(1,A12,x13 + x23 Agre-

che que tous les exposants sont nuls.

.),on voit donmc éomment prouver de proche en pro-

cgfd.
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Ce lemme revient a dire que le sous-groupe de GLq(Z ) engendré

par les matrices élémentaires supérieures possede une présentation

dont les générateurs sont les xgj , 1 < j et dont les relations sont celles
de Steinberg. '
Remargue 3 : On peut permuter un changement de base et un croisement

xk xx

kl k1

—~ 7 T "

ety

des que le couple de points dont on croise les valeurs est autre que
ie couple {Ck’cl}' En effet, si f et g désignent les extrémités du che-

min de croisement, d'apres le lemme 3.2, g(cl) > g(ck), donc f(cl) >-f(ck);

d'apres le lemme 3.5, on peut faire le changement de base avant le

croisement,

4.4 Proposition : Soient y un chemin de croisements et B une famille

de bases adaptée h‘y, dont le mot associé est m . Soit R une relation
de Steinberg. Alors on peut déformer y en y' et trouver une famille
B' adaptdée & y' dont le mot associé m' s'obtienne a partir de m en insé-

rant R ou en la supprimant, au cas ou R est dans m.

Remarque : D'apres le lemme 4.3, la méme proposition est vraie pour
toute relation compatible avec un ordre sur {1,2,...q}. Ce sont évidemment
ies seules relations qui ont une chance d'étre localisées entre deux

croisements du chemin en appliquant les modifications des remarques 1 et 3
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ci-dessus; si l'on est parvenu a localiser la relation entre deux croise-
ments, il suffit pour démontrer la proposition d'appliquer la remarque

2. Observons enfin que dans cette situation, la relation est compatible
avec l'ordre sur {1,...,q} défini par 1l'ordre naturel des valeurs criti-

ques

1 >> k @ f(cl) > f(ck).

Démonstration : 1) Suppression de R.

hi A

kil

Soient R = x compatible avec un ordre << et fl""’fr les

fonctions de y auxquelles on applique les changements de base. On note
95 la base de B adaptée aux fonctions précédant juste fj. De fj’ on
neut faire partir un chemin de multicroisement gqui ne croise pas les

veleurs de ¢, et de ¢, et dont 1'extrémité fj ait la propriété
J J

k<<l @ fj(ck) < fj(cl),

On peut le faire de telle sorte que la base adaptée ?; soit adaptée a

toutes les fonctions de ce chemin (cf. lemme 3.5).

LY 4 fs f3

N0

[\
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Le nouveau chemin y' indiqué sur la figure passe deux fois par chagque
fonction f, et le changement de -base se fait au second passage. Sur le
chemin [fj,f5+1], on a un seul changement de bases, précédé par des
croisements avec lesquels il commute (remarque 3). On peut donc se
ramener au cas ou le changement de base a lieu en f&. On peut alors
appliquer la remarque 1 en observant que les valeurs critiques sont dans
le méme ordre aux deux extrémités de [fj,fj+1]. I1 peut donc étre défor-
mé en un chemin sur lequel il n'y a aucun accident. En appliquant ce
procédé pour tout j, on ‘arrive au cas ou la relation est "écrite" entre

deux croisements, ce qui permet de la supprimer d'apres la remarque 2.

2) Insertion de R

Soit f une fonction de 7y, située entre les deux lettres de m, entre
lesquelles on veut insérer R. Si R est compatible avec l'ordre des
veleurs critiques de f, on peut insérer R sans modifier y. Sinon on in-
sere dansy un aller et retour de f a f' de sorte que R soit compatible
avec l'ordre des valeurs critiques de f'; comme en 1), on choisit le
chemin de multicroisement [f,f'] de sorte qu'il soit permis par la base
de B qui est adaptée aux fonctions précédant juste f. Sur y', on

insere R au niveau de f'.

'\y'

f!

4.5 Corollaire : Soient fO et f1 les extrémités d'un chemin de

croisements y et B une famille de bases adaptée a y. Si les valeurs cri-

tiques de fo et de f1 sont dans le méme ordre et si le mot associé u(B)

est trivial dans Stq(z ), alors les fonctions fo et f1 sont isotopes

dans érf
1,9

sM°



30

4.6 Complément : L'énoncé de ce corollaire est un peu décevant, bien
qu'au paragraphe suivant nous n'ayons a l'utiliser que sous cette forme.
En effet il donne un critere d'isotopie entre deux fonctions dépendant
non seulement du chemin y, mais du choix (tres arbitraire) de la

famille B. En fait, si 1'on fixe une base ?, adaptée a fo sur W+, alors,

pour deux familles B et B' adaptées a v, d'origine ¢ ,
o

-1 '

p(B)"" u(B')

’ Ve ’ A-
est un élément du groupe engendré par {xij,fl(cj) > fl(ci)}'

Bien entendu on a cette latitude de rajouter a la fin du chemin des

changements de bases adaptées a f,. Cette assertion se prouve par récurren-

ce sur le nombre de croisements di chemin y; c'est évidemment trivial
8'il n'y a pas de croisement; l'argument de la récurrence est assuré par
la classification des croisements et par le fait algébrique suivant, déja
démontré pour le lemme 4.3 :

si << est un ordre sur {1,2,X..q},ktout élément du groupe engendré par

{x?jlj >> i} peut s'éerire x, x.2. ...y, o les suites 11,i2,... et

1149 1adp

jl’j2"" sont croissantes pour la relation <<,

D'autre part, il est immédiat de voir que la classe u(B) est
un invariant de la classe d'homotopie du cpemin joignant fo a fl dans
éri,q;M' Par exemple la traversée d'une singularité de codimension 2
(triangle) est possible grace aux relations de Steinberg.

1 y

Steinberg 3

2 remarque J
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§ 5 - DEMONSTRATION DES THEOREMES DU h-COBORDISME (I

ET DE_LA PSEUDO-ISOTOPIE (II).

5.1 Démonstrations paralleles

1 Pour prouver le théoreme du h-cobordisme, on commence avec une
1 ’

fonction f € Sﬁ? q et un couple (@,@') de bases adaptées a f (prop. 1.2
?

et lémme 3.2). On note A la matrice d'intersection dans ces bases.

(II.)1 Pour prouver le théoreme de la pseudo-isotopie, on commence
avec un chemin du type décrit a la proposition 1.3, joignant deux fonc-
tions sans point critique; on note f, et £, les extrémités de la partie

v de ce chemin o2 ont lieu les croisements

t y

Rappelons que fo et f1 ont leurs valeurs critiques dans le méme ordre.
Choisissons d'abord un couple (mo,wé) de bases adaptées a £, et a l'ordre
de ses valeurs critiques de sorte que, dans ces bases, la matrice d'inter-
section soit 1'identité. Ensuite, on choisit une famille de bases B
adaptée a y sur W;; sur W on garde toujours la base ¢$. Soit Py la
derniere base de B; en notant p(B) 1'élément de Stq(% ) associé a B et

p ¢ Stq(% )y - GLq(Z) le morphisme naturel, la matrice d'intersection dans

les bases (ol,ms) est p(u(B)). Puisque f1 est une fonction primitive,on peut
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choisir B pour que p{u(B)) soit une matrice triangulaire supérieure
(cf. 3.4 remarque; appliquer éventuellement le lemme 3.2 3)), c'est-a-

dire que p(B) € p_1(¥q).

(I)2 L'opération de multiplier A par une matrice élémentaire se
"releve" en une modificatien de la base ¢ et de la fonction f (corollaire

3.7).

(II)2 Sur le mot associé & B (4.1), 1l'opération d'insérer ou de
retirer une relation de Steinberg "se releve" en une homotopie de y et

en une modification de la famille de bases (proposition 4.4).

(I)3 Si la classe [A] est nulle dans GLq(E )/% (z)r °" peut, par(I):
se ramener au cas ou il existe f ECgrg et ug couple (¢,¢') de
bases adaptées a f (peut-étre pas a 1l'ordre égs valeurs critiques) dans
lesquelles la matrice d'intersection est I. La fonction f n'est peut-étre
pas encore primitive; elle le deviendra si on réordonne les valeurs cri-
tiques en parcourant des chemins de croisements compatibles avec les

bases (0,90') (cf lemme 3.5).

(II)3 Si u(B) = 1 dans Stq(% ), on peut se ramener au cas ou y est
un chemin sans accident joignant fo et fig en effet fo et fl ont leurs
valeurs critiques dans le méme ordre, on peut donc appliquer le
corollaire 4.5. On conclut grace au lemme d'unicité des morts (1] qui

affirme que les extrémités d'un chemin dont le graphique est

sont isotopes.
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(I)4 D'apres la K-théorie algébrique, il est immédiat dans le cas (T)
de se ramener a [A] = 0; il suffit de changer les orientations des

nappes. Donc le théoreme du h-cobordisme est démontré.

(II)4 En revanche, il est moins immédiat de se ramener a p(B):l dans
Stq(% ) ;3 d'ailleurs ce n'est peut-étre pas possible et tout ce que 1l'on

pourra faire c'est de se ramener a L(B) = 1 dans st(z).

5.2 Lemme : Soient fO une fonction primitive de type (i,q), M une
variété intermédiaire pour fo’ (@O,@é) un couple de bases adaptées a fo
et a l1'ordre des valeurs critiques, dans lesquelles la matrice d'inter-
section est triangulaire supérieure. Pour k > 1, considérons

ykl(e,e') € Stq(%) (cf.2.3). alors il existe un chemin « d'origine £

dans 67; QM ., dont la restriction a W est triviale, et une famille
14 -
de bases B adaptée a y, d'origine 9, tels que
1) 1'extrémité f, de a soit une fonction primitive,

2) f et f, soient isotopes dans ¥ .
] 1 i,q

3) “(B) = 'Ykl(e’g')-

Remarque : En général fo et f1 ne seront pas isotopes dans 67? M
t e
, . . o J(e-1)er et (e-1)=!
Démonstration : Rappelons que ykl(e,e ) = X Xk Xk

e',e € {+1,-1} et que fo(cl) > fo(ck).

1 et 3). Sans changer la fonction, on commence par faire le changement
(e-1)e',
k1 ’

de croisement des valeurs de c, et de €\’
1

changement de base défini par xik, puis on remet les valeurs critiques

de base adaptée défini par x la nouvelle base défipit un chemin

ceci étant, on peut faire le

. Sr; ;M est l'espace des fonctions de Morse de type (i,q) sur W, admet-
14

tant M comme variété intermédiaire.
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dans l'ordre initial et on fait le dernier changement de base. Ainsi,

on construit le chemin a et la famille de bases B :

(e-1) ¢! e’ (e-1)e
X1 X1k X1

: ' |

| t

fo(cl) rd ‘T //7 | \\\ =

|

H l ]

e | N

N T !
io(ck) - \ .
| i
! !
] |
t ]
! |
: i

f0 ' f1
Netons AO la matrice d'intersection dans le couple (mo,@é), 9y la derniere
base de B, A1 la matrice d'intersection dans le couple (ml,wi = @é). On

a
A1 = on p(ykl(s,s'))

Done A1 est une matrice triangulaire supérieure et f1 est une fonction
primitive {3.4). (Signalons que, sur l'anneau Z , pour que

o(xil xgk xil) soit triangulaire supérieure, il faut et il suffit que
A= (e-1)e', p=ce', v = (e-1)e'). Par ailleurs, par construction

U(B) = Ykl(eye')'

2) Pour trouver une déformation de o jusqu'a un chemin sans accident,
nous allons nous servir des informations sur les matrices d'intersection.
Bien entendu pour faire ce calcul, on peut rempacer la base @é par une
autre base ¢é adaptée a fO sur W . On choisit ¢$ = mé AZ, pour qgue dans
les bases (@0,¢$) la matrice d'intersection soit 1'identité. Pour simpli-

fier, dans la suite nous supposons k = 2, 1 = 1, Ecrivons les matrices
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d'intersection

| T T | '
, / ‘ ‘ ! |
- i 7' \ 1 \?\
S \“J-\_“___M ) N
' ' | P \
! | ! i \\\
} i ‘ y ~
' i | l i /
e B e
' : ] ! //
? T e
| ! i i
1 O) i1 o /1 e I E.)!
01 k(eml)e‘ 1 (e-1)e' ¢ 0 ¢
£ ‘ £
o 1

Par croisenent des points critiques d'indice i (de fagon compatible avec
la base ¢é), on peut déformer o en un chemin dont le graphique a

1'alliure suivante

> » . . . . . . .
ou g est une fonction primitive. A cause de l'unicité des naissances,

pour prouver que fo et f, sont isotopes dans dzi , i1 suffit de prouver

1 19
gque les chemins dont les graphiques sont donnés ci-dessous ont leurs
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extrémités isotopes :

(1)

(2)

Pour les parties de ces chemins ol ont lieu les croisements,
on a indigué les matrices d'intersection dans des couples de bases

adaptées.

Le chemin {1) a ses extrémités isotopes : les deux croisements étant

indépendants, on peut le déformer en
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Au niveau de la fleche, on a une intersection nulle entre la nappe
descendant du point critique d'indice i+ 1 le plus bas et celle montant

du point critique d'indice i le plus haut, ce qui permet la déformatien
suivante

Cette fois les deux couples de points reliés par la fleche sont en pesi-
tion d'étre éliminés
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Par les lemmes du bec [1] [4] et d'unicité des naissances on arrive a

Par unicité des morts, on vide le graphique.

Le chemin (2) a ses extrémités isotopes 3

g £,

Les deux points reliés par la fleche sont en position d'élimination :
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La queue d'aronde de droite peut étre éliminée [3] car i S n-3 :

Par apparition d'un bec :

et élimination d'un autre bec (i s n-2 [4]) :

On conclut par le lemme de la queue d'aronde et l'unicité des morts.

cqgfd.
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5.3 Fin de la démonstration du théoreme de pseudo-isotopie :

Reprenons la donnée (II)l; en ajoutant en fl’ le chemin « du

lemme 5.2, on construit un chemin y' de f_ a f!

1 et une famille de bases

B' adaptée a y' tels que :
- f! soit isctope f1 dans F° R
: i,q

1
- u(B") = u(B)y, (e, e).

La K-théorie algébrique (prop.2.4) affirme que,quitte a stabiliser'en

ajoutant des paires de points critiques auxiliaires,

$ (stabilisation)

on peut par ce procédé tuer p(B) dans Stq,(% ), pour q' assez grand. On

est ainsi ramené a (11)3.

cqfd.

¢ En fait, pour l'anneau Z , la stabilisation est inutile des que

q 23 [8].
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§ 6 - CLASSIFICATION DES FONCTIONS DE TYPE (i,q)

On a défini en 3.3 une application

Gem (Fy ) o \Gqu(?Z)/T
q q
Théoreme : Si 2 £ i S n-3 et si W est 1-connexe, alors @ est une bijec-
tion.
Démonstration : 1) Surjectivité :

On commence avec une fonction f € 6rg’q et on choisit un couple
(p,9') de bases adaptées a f et a l'ordre des valeurs critiques. Soit A
la matrice d'intersection. Pour la multiplier a droite par t € Tq’ il
suffit de changer de bases (lemme 3.2). Considérons d'autre part une ma-
trice de permutation ¢ € Sq. On fait partir de f un chemin y de croise-
ments des valeurs critiques d'indice i+ 1, tel que ¢ soit adaptée a tou-
tes les fonctions de y et que les valeurs critiques d'indice i+ 1 de
1'extrémité T de Y soient les permutées par 6_1 de celles de f. La base
p.0 est adaptée a T et a ltordre de ses valeurs critiques; dans les

bases (@a d,9') la matrice d'intersection est Ac. La surjectivité de

résulte alors du fait que Tq et Sq engendrent GLq(Zi).

2) Injectivité

Le premier fait a rappeler est que 1l'espace des variétés
intermédiaires de type (i,q) est connexe si W est 1-connexe: On peut donc
supposer que deux fonctions fl’f2 € é;;,q ont méme variété intermédiaire
M. Si w(fl) = B(fz), il existe des bases (@1,¢i) [resp.(wz,@é)],
adaptées a £y [resp. f2] et a 1'ordre des valeurs critiques, dans lesquel-

les la forme d'intersection est représentée par la méme matrice.

®* Ref {Chap. VII, § 2.1, Prop. 3, p.142)
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D'apres [1; prop.7 p.158], proposition dont nous donnerons
une démonstration élémentaire dans 1'appendice I, il existe un difféomor-
phisme H de W, laissant M invariante, isotope a Id|{W dans Diff W et tel
que H, Py = Py, ce qui entraine aussi Hyg! = @i. On est maintenant

2

dans la situation ou f1 et f2 ont la méme variété intermédiaire M

et un méme couple (¢,9') de bases adaptées.

Nous allons prouver que f1‘W+ et fg‘W+ sont isotopes; le meéme
raisonnement conduirait a prouver que f1|w_ et fng+ sont isotopes.

Considérons ¢ : Z ¢

- Hn_i(W+,V1) la base duale de ¢ pour la
dualité de Poincaré sur le cobordisme (W+,M,V1); ¢ est aussi une .base

adaptée a £, et a fy- D'apres le théoreme de presque -isotopie de Cerf

[(1;p.158], qui est en fait ici un théoreme d'isotopie puisgu'on
travaille sur un cobordisme 1-connexe, il suffit de prouver 1l'assertion
suivante :quitte 3 faire une isotopie de f2]W+, il existe une famille

de (n-i)-disques orientées Al""’Aq a bord dans V, qui soit un systeme

1
de nappes montantes a la fois pour f1 et f2, réalisant la base ¢. (Sur

W_, on chercherait au contraire un systeme de nappes descendantes).

La preuve de cette assertion est simple : a priori on réalise

¢ par un systeme de nappes adaptées a f. et un autre systeme de nappes

1
adaptées a f_ . Ces deux familles de disques sont homologues dans
Hn_i(w+,V ), donc homotopes dans (W+,V1) d'apres le théoreme d'Hurewicsz

N ;s é .
relatif ,donc isotopes d'apres le théoreme de Hudson e puisque la

¢ Les hypotheses de cette proposition sont bien vérifiées, car, d'apres
la connexité de 1'espace des variétés intermédiaires de type (i,q), on

peut supposer que M est la variéte intermédiaire d'une fonction primitive

X V1 est l-connexe et W+ est aussi l-connexe car n-i 2 3.

se¢ Le théoreme d'isotopie d'Hudson (Piecewise linear topology, Benjamin
1969; p.199) est énoncé dans la catégorie PL; il est fondé sur 1'engulfing;
cette méthode ne présente pas d'obstruction au lissage; il est donc valable

aussi dans la catégorie Diff.
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dimension des (n-i)-disques vérifie 2 S n-i < n- 2. Ceci acheve la

démonstration du théoreme.

3t 3
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APPENDICE 1

Proposition : Soit W_la variété de dimension n+ 1 obtenue en attachant

a Vo,g[O,ij q anses triviales d'indice i. Notons W le cobordisme obtenu
en attachant a W_ les q anses supplémentaires aux précédentes (ctest-a-
dire qui les tuent); on note W+ = W-int W_ et M = W+ N W . On suppose

i £n-1.Alors tout automorphisme de Hi(W_,Vo) (et par dualité tout

automorphisme de H_ _ i(W__,M)) est induit par un difféomorphisme de

+1
paires

H: (W,W ) - (W,w)
isotope a 1'identité dans Diff W.

Preuve : Désignons par xl,...,xq les générateurs de Hi(W_,M) =79

représentés par les q anses orientées d'indice i. Il suffit de démontrer
la proposition pour les automorphismes des types suivants, qui par com-

position, engendrent tous les automorphismes.
a) {xk.—-—) - X
X o) X pour 1 % k.
1 1
b) Xkb-—) xk,
T ¥

X, X;, pour 1 £ k, k',
¢) X X+ X
th—) xl, pour 1 # k.

Puisque, dans Vox {1}, les spheres d'attachement des anses d'indice i

sont au-moins de codimension 2, on peut affirmer les faits suivants :
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cas a) Soient S la sphere orientée d'attachement de 1l'anse, notée Xy
par abus de notations, et D le disque qu'elle borde dans Vox {1}. On
peut faire une isotopie de D dans Vox {1}, a la fin de laquelle D est

2 . . 0 . . - . Ve
envoyé sur sa position initiale avec l'orientation opposée.

cas b) Il existe une isotopie de Vox {1} qui permute les spheres
d'attachement de X, et de Xy re

cas c¢) Scient Wé la sous-variété de W obtenue en attachant a Vox (0,1]
l'anse X et Vé = awg - Vo’ Il existe un lacet de plongements de S dans

Vé, qui coupe une, fois et une seule (transversalement) la sphere trans-
v

! g .
verse de 1l'anse X 14
ser l'anse Xy par-dessus l'anse x

classiquement cette opération s'appelle faire glis-

k'’

Dans les trois cas, les isotopies qui sont identiquées se
prolongent en isotopies de W, de 1'identité jusqu'a un difféomerphisme

de paires (W,W_) ayant 1l'effet homologique voulu.

cqgfd.
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APPENDICE I1

I - UNE NOUVELLE DEFINITION DE thggj
Nous reprenons les définitions du paragraphe 2.

Soient u, u' deux unités de 1l'anneau A. Si i, j sont deux en-

tiers, on définit un élément yji(u,u') du groupe St(A) par la formule

x(u—i)u'xu‘—1 x(u_i—l)u'

1 _
in(“’“ ) = ji ij ji

Introduisons les éléments

I1 vient

uu'

-1 \
ji . .

yji(u,u') = x ji

!
wji( u')x
Rappelons que, si m est un groupe et si A = Z [n], on appelle
"unités triviales” les unités de A de la forme u = eg, ou e € {+#1,-1}, et

g €.

I.1 Définition : On note G(n) le sous-groupe de St(Z [n]) engendré par
les éléments yji(u,u'), o1 u,u' sont des unités triviales de Z [n], et

Jj > i.

1.2 Définition : (Comparer a2 [8 ] § 9) : on note W(n) le sous-groupe
de St(Z [n]) engendré par les éléments wji(u), o1 u est une unité triviale

de Z [n].
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Rappelons que 1'image du morphisme naturel o : St(A) = GL(A)

est le sous groupe E(A) de GL(A) engendré par les matrices élémentaires.

1.3 Définition : On note T(n) (resp.¥(n)) le sous-groupe de GL(Z [n])
formé des matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures) dont

les termes diagonaux sont des unités triviales de Z [n].

On note TE(n) (resp. TE(n)) 1'intersection T(n) N E(Z [n])
(resp. *(n) N EB(Z [ ])).

Touj ces groupes sont obtenus comme limites inductives de sous-

groupes de GLq(E [1]) notés respectivement Tq(n), Tq(n), TEq(n), qu(n);

Par exemple, TEq(n) est le sous-groupe de GLq(ﬂi[nl)formé des
matrices triangulaires inférieures dont les termes diagonaux sont des

unités triviales de Z [n] et dont le déterminant abélianisé vaut +1.

I.4 Définition : On note PD(n) le sous-groupe de E(Z [n])engendré par
les matrices de permutation et les matrices diagonales dont les termes

sont des unités triviales de Z [n].

I.5 Proposition

(i) o(G(n)) = TE(n)

(ii) G(n) est un sous-groupe invariant de p_1(¥E(n)).

1.6 Proposition : (voir [9])

(i) o(W(x)) = PD(n)

(ii) W(n)i est un sous-groupe invariant de p_l(PD(n)).

|

Démonstration des propositions I.5 et 1.6 : Dans les deux cas, le (ii)

est une conséquence du (i) et de 1'inclusion K2(A) c Centre (8t(A))
(voir [8 ] théoreme 5.1).
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Quant aux (i) ils résultent des calculs suivants

Fg,—l -1 g g,g,—l
P(in(sg;ﬁ'g'))= =
0 £g
1 rs'g'_l g—1 eg'—l g'l ' 0
0 1 0 £g
et en particulier
1 a'g‘—l

olv;(1,078")) =

0 1
De méme
0 -sg—l 0 1 £g 0
p(wji(gg)) = =
g 0 1 0 0 -ag_l

(Comparer a [ 9] § 6).

¢ Dans chaque matrice, nous n'avons écrit que les termes aux places (i,i),

(i,j),(j,i)(j,j). Cette convention sera comservée pour la suite.
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I.7 Définition

Why(x) = p'l(TE(n))/G(ﬁ)

I.8 Définition : (Wagoner; Hatcher)

th(n)

o™ (®D(1)) /).

I.9 Théoreme
' o
th(n) e Wh2(n).
Le reste du paragraphe est consacré a la démonstration de ce théoreme.

1.10 Définition : Soit L(n) le sous-groupe de G(n) engendré par les

éléments
1 — - 1 1
lji(u’u ) = ’Y.J(l uu - )Y (u u )1
ol u,u' sont des unités triviales de Z [n], et j > i.

Remarquons que

p(lji(sg,S'g')) =

I.11 Définition (comparer a [8 ] §9) : Soit H(n) le sous-groupe de W(=n)

engendré par les éléments

th(u) = .] (u)w ( 1)
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ou u est une unité triviale de Z [n]. On a

eg_l 0

p(hji(Eg)) =
0 g

I.12 Lemme : On a 1'égalité
H(n) = L(n)

Démonstration : Montrons les identités suivantes

a) lji(u,u’) w.i(u u')wji(—u')

J

-1
b) 1J.i(u,u') 1ji(uu',+1)1ji (™7, -1)

Par définition,

-1 -1 -1
R A uu' iy L ow!
lji(u,u') = x5 X5 wji(—u ) x ji
-1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1,
-u' “u uu'_-u' “u u'"Tu ~uu'y _uu u Tu
= x, . (x,. x. X, . x.. )x.. w..(-u)x,,
ij ji Tij ij ji ji i ji
-1 -1 -1
= w..(-—u'—1 -l)x?{ u w,.(-u")x", u'
1) 1] Ji J1
=1 -1 , , u'_iu" (a u—lu'
= wij(—u u )(wji(-u )wji(u ))xij ik )xji

(uu') (- ,)xu'(u'—iu_i)(—u') xufiu' (d'apre [8 ] cor.9.4)
¥ii wiil-u ji ji apres .9.

|

wji(uu')wji(—u’) .

*

Jean-Pierre Delale nous a aidé & raccourcir nos premiers calculs.
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On en déduit

_1,_1)

il

-1
1ji(uu',+1)1ji(u' wji(uu')wji(—l)wji(—u' )wji(l)

wji(uu')wij(u'—l) (d'apres [8 ] cor.9.4)

= wji(uu')wji(—u‘) (d'apres [ 8 ] lemme 9.5)
= lji(u,u') (d'apres (a)).
cqfd.

L'égalité du lemme I.12 découle immédiatement de (v), car

[

1J.i(u,1) hji(u) , et

-1
lji(u,—l) hij(u )

I.13 Remargque : On peut déduire de (a) 1'identité
= -1 '
(c) in(usu') = in(uu'71) Vji(u' "1)in(1:u )
qui montre que G(n) est déja engendré par les éléments
in(lsu') et in(u’e'),

ok u,u' sont des unités triviales de Z[n], j > i, et e' € {+1,-1}.
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I.14 Définition : Soit D(n), le sous-groupe de E(n) formé des matrices
diagonales dont les termes sont des unités triviales de Z [n]. On a

comme en 1.5 et 1.6 le

1.15 Lemme

(i)  o(B(n)) = o(L(n)) = D(x)

L(n) est un sous-groupe invariant de p—l(D(n)).

(ii) H(n)
I.16 Proposition

(i) H(z) = w(x) n o ((x)).

]

(ii) L(n) = 6(x) N o~ " (D(n)).

Remarquons que le théoreme 1.9 est une conséquepce immédiate de la

proposition I.16, car d'apres le lemme I1.15 on peut écrire

Whé(n)

p—l(D(T())/G(n) n p_l(D(Tt)) = p—l(b(n))/L(n)

Wh,, ()

1}
[}

e O y(ny o t(n(x)) = ° P/ gy -

Démonstration de la proposition I.16

En ce qui concerne (i), on imite la démonstration de ([8 ] § 9

p- 77) en remplagant le mot "unité" par "unité triviale":

(a) On commence par remarquer que H(n) est un sous-groupe in-
variant de W(n); pour cela on utilise le calcul explicite du corcllaire

9.4 de [8 ] qui donne le conjugué par w € W(x) de hij(u)’ Si p(w) = =.8,
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ou n est une matrice de permutation et & = 2 est

une matrice diagonale,

-1 -1 -1y-1
why (v = by () i) Ra(ay () )

(b) Par définition de H(n), on a les relations

wij(u) = wij(l) mod. H(m),

pour toute unité triviale u de Z [n]. On note wij cette classe.

Modulo H(n), on a les relations (voir [8 ] § 9)

(1) Wiy =Wy

1]

(2) wij w41 wn(l) (1) wij si i,j > 1 (o n est la permutation qui
b

échange i et j).

(3) Wiy ¥qp =1
(4) w1j i1 T Yy wlj si j # 1.

On déduit de (2) que tout élément de W(n) s'écrit modulo H(m)
sous la forme d'un produit de LI dans lequel tous les Yi1 sont au début.
D'apres les relations (3) et (4) on peut supposer qu'il y a au plus un

unique w mais c'est impossible si 1'élément dont on est parti est dans

11}
W(n) N p=1(D(n)), et de méme par récurrence sur Wy ete...

On en déduit que W(n) N p~1(D(n)) C H(n), ce qui démontre (i).

Pour démontrer le (ii) il faut faire un peu plus attention car
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L{n) n'est pas un sous-groupe invariant de G(n).
(a) En utilisant les identités

-1
yji(ag,e‘g') = in(l,—ef'gg') lji(£g>€g')7

tot) t oo PR
lji(ag,e g ) - wji(€€ gg )wji( € g )

et le corollaire 9.4 de [8 ] , on montre immédiatement que tout élément
de G(n) peut étre éecrit A.t, o A € L(n), et ol Tt est un élément du sous-

groupe de G{n) engendré par les éléments

eg

-1 . .
in(lssg ) = xlj (J > 1)

(b) Nous sommes maintenant en mesure de montrer l'inclusion

G(n) N p—l(D(n)) < L(n).

Seit ¢ € G(wn) N p_i(D(n)). D'apres (a), on a ¢ = At, et donc
T € pni(D(n)), On en déduit , comme en 4.3, gque T = 1.
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II - ORIGINE GEOMETRIQUE DU GROUPE G(n)

11.1 On remarque que le contenu des paragraphes 3 et 4 est valable
dans le cas non simplement connexe a condition de définir la notion de
base adaptée dans le revétement universel de W, et de remplacer partout

Zpar Z[n], ou n désigne le groupe fondamental de la variété W.

En particulier, on définit comme au paragraphe 3 une applica-

tion naturelle

G - %q(n)\GLq(% [nﬁ/Tq(n),

i,q
Cet invariant ne suffit plus a classifier les fonctions de
type (i,q) a isotopie pres mais sa nullité est, comme dans le cas

simplement connexe, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une

fonction de 6f2 q soit primitive.
’

5

; M) le sous-espace de §[§

Nous noterons P’ (resp. P°
i,q i i, q

s

0,+ . L 5, + . .
(resp.éfl’q M) formé des fonctions primitives; i’q M désigne ici
’ ’ ’ b
le sous-espace de ¥ . formé des fonctions coincidant avec une

i,q,M
fonction primitive donnée fO sur le cobordisme inférieur W 1limité par M.

Des résultats du paragraphe 4, en particulier le complément 4.@

on déduit facilement la

I1.2 Proposition : 11 existe une bijection naturelle

) 4 0,+ . - -1
Xt no[SA(éf;,q,M , Pi,q,M ,fo)] 0 (TEq(n))
s + 0, + . o . +
ou SA(éf;’q’M, Pi,q,M’fo) désigne 1'espace des chemins de<§Z;’q,M

d'origine fo, d'extrémité primitive, admettant une numérotation des
points critiques qui en fo et f1 est compatible avec 1l'ordre des valeurs

critiques.
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Définition de X : On se fixe une base adaptée a f0 et a 1'ordre des

valeurs critiques (voir § 3.1) dans laquelle la matrice d'intersection

est 1'identité.

+ o,+
t}tG[O,l] est un élément de SA(C?J’q,M, i,q,M;fo)

et si B est une famille de bases adaptée a y d'origine la base donnée de
£, 1 élément u(B) € St (Z (n]) (voir § 4.1) a une image p(u(B))ciGL (Z[n])
qui représente 1'e1ement trivial de f (n)\GLq(ZL[n]/Tq(n), c'est- a—dlre
p(u(B)) € %q(n).Tq(n); puisque p(p(B)) € Eq(% {n]), on a en fait

o(n(B)) ¢ ¥Eq(n).TEq(n)-

Siy = {f

Enfin, d'apres 4.6, le choix d'une autre base B' de méme
origine que B ne modifie p(B) que par multiplication a droite par un

élément du sous-groupe eq(n) de Stq(% [n])engendré par les x?j , (i >3).

I1 existe alors un unique élément x(y) € Stq(% (n]) qui vérifie :

1) x(y) = u(B) oh B est comme ci-dessus

2) p(x(y)) € TEq(n)

En effet, 1'existence résulte de TE (n) TE (n) = qu(n).p(eq(n));
1'unicité vient de p(e (=)) n ¥E ( ) = 1 et de ce que la restriction
de p a eq( n) est 1ngect1ve d'apres 4.3.

L'invariance par homotopie est esquissée dans le complément

II.3 Définition de G(n) : On commence par définir pour chaque entier q

un sous-groupe Gq(n) de p—l(qu(n)); G(n) est défini comme la limite in-
ductive des Gq(n),
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‘L'idée est de prendre pour générateurs de G (n) 1'image par x
. 2y 2 0,+ R ’ ’
de certains éléments de no[(SA ﬁ,q,M’ @i,q,M’ fo)] représenteées par des
chemins y ayant les deux propriétés suivantes :
1) Le graphique de y est aussi simple que possible.
2) Les extrémités f0 et £ de y sont dans la méme composante connexe

1
par arcs de 6’?
. 1,9
I1 est en effet clair que, cherchant a attacher un invariant
a l'extrémité f1 du chemin, nous devons passer au quotient par les inva-

riants attachéds aux chemins de\ng M qui sont des lacets dans Jz;

i,q, ,q°

Considérons les éléments y de SA(&f} P2t

i,q,M ’ "i,q,M ;fo) de

graphique de la forme

framm —— e e e e

n°k

I \ | inatee
// \\ i+ 1

/
\
n° 1
}indice i
n°k J
- — - — - — — £,

Nous supposerons de plus gqu'il existe une famille de bases adap-

tée a y dans laguelle les changements de base ne concernent que les deux
points critiques numérotés k et 1 sur la figure précédente. La famille B

la plus générale de cette forme est représentée sur la figure qui'suit :



59

x)ltk "'4{1 "ik
| |
n°k T r i \ ‘ N
ndi
S— N
7 ' "
n°i ' ' 7
| l | l
| T 1'
nel T
r | l indi-
T ' }ce i
" I
] ' I
n°k i | } /
foxp__v. /N ~ </|\_, — A/l\ ~ 41f1
(1 0) ( 1 0 ‘) ( 1ty ) ( yz+1 y
0 1 x 1 x xy+1 x+(xy+1)z xy+1

(matrice d'intersection des points k et 1)

La condition p(B) ¢ p—l(TEq(n)) s'écrit
(%) yz + 1 et xy + 1 sont des unités triviales.
x + (xy+1)z = 0

Nous allons voir que le systeme (*) a deux types de solutions

"triviales", obtenus en supposant que x(resp. y) est une unité triviale.

Premier type de solutions triviales (cas ol x est une unité triviale) :

On pose { xy + 1

X = u'

avec u et u' unités triviales; il vient immédiatement
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d
i
]
-
—
=
i
[N
S

Zz est donc aussi une unité triviale.

Deuxieme type de solutions triviales (cas ol y est une unité triviale) :

On pose xy + 1 =1
y = u! ;

il vient

]
——
[+
i
[ure
~—
=1}

n
—~~
=
i
[y
i
-
~—
=

L'élément x(y) associé dans p_l(qu(n)) n'est autre que ylk(u,u')

défini au début de cet appendice, ou 1 > k.

Le premier type de solution fournit des éléments Blk(u,u') (1>k),
. , u' _u'~1(u-1)_-u"tu’
ol Blk(u,u ) = e Xk

La proposition qui suit montre que ces éléments sont en fait

dans le sous-groupe Gq(n) de p_1(¥Eq(n)) engendré par les ylk(u,u'), 1>k.

I1.4 Proposition :

ylk(l’u')ylk(u’-u')

[}

Brglu,ut)

ut’
xkl ylk(u”'u')

I1.5 Corollaire : G(n) est engendré par les Blk(u,u') (1>k, u et u!'
unités triviales) et les xil (1 > k). ‘



61

Démonstration de la proposition II.4

—u' :
X By (uu’)

W (—u'—l) xu'“'u Lu u!
T Tkl k1 1k

Pl

u' "t —u—iu'
= wlk(u')xk1 X1 (voir [ 8 ] lemme 9.5)
-uu' , ~u~1u' .
= X, Wlk(u ) X ( voir [8 ] lemme 9.4)
= ylk(u,-u') par définition.

cqfd.

Enfin, la proposition suivante justifie le choix de G(n) :

I11.4 Proposition : les chemins correspondant aux deux types de solutions
triviales possedent tous la propriété suivante : foet flsont dans la
méme composante connexe par arcs de Jrg q
b
La démonstration pour le deuxieme type est identique a celle

faite dans le paragraphe 5.

En ce qui concerne le premier type, la démonstration est encore
plus simple, et se fait essentiellement en utilisant le lemme de la

queue d'aronde.

11.5 Le principal intérét de la nouvelle définition du groupe Whg(n)

semble étre la bijection donnée dans la proposition II.Z2.
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On peut espérer a partir de la défimr par passage au quotient

une bijection de nl(éf;’Pi;fo) sur le quotient de p_l(TEq(n)) par un
certain sous-groupe invariant Iq(n) contenu dans Gq(n) et contenant les

Bji(u,u'), et un diagramme commutatif
7 z -1
nl(di’Pi;fo) Y ('qu(ﬂ'.)/Iq(ﬂ:)
%:p-i(TEq(n))/Gq(n) S Whé(n).
et des strates

71 (G1:P508,)
est la réunion des P°
b}

Dans ce diagramme, P
de naissance qui les séparent; Qi désigne 1'intérieur de l'adhérence de

l'espace Qg des fonctions de Morse n'ayant que des points critiques d'in-

dice i et i+ 1.
On sait que no(Qi) = {1} et A. Hatcher a récemment annoncé que

ni(qi) = {1}. On en déduit alors, en plus de 1'isomorphisme no(Pi) £ Whg(n)

des renseignements sur ni(dz;).
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LA TORSION D'UN h—COBORDISME

PAR LA METHODE PONCTIONNELLE

APPLICATION AU PROBLEME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE
SUR L'ESPACE TOTAL D'UN FIBRE DE BASE S1

(ataprés L., Siebenmann)

Notes de HENDRIKS
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§1 = LA TORSION DE WHITEHEAD D'UN h~-COBORDISME

PO . n-+14 . <o .
1.1 Définition ¢ Soit (W ,VO,V1) un h-cobordisme C compact orien=
table de dimension n+t , n » 5 , Btant donné un entier i tel que

2 1 ¢n=-2 , il existe une fonction de Morse
: ) = ( ) )
£ 2 (w,v ,v,) - ([0,1],0,1

ordonnée et ayant q points critiques de chaque indice i et i4y , c.a.d

f E:Kci) . (voir [2] prop. 1.2).
?

Soient M une variété intermédiaire pour f (voir [2] 1.1), W+ la partie

(i+1) D(i+1)
1 ,coo’- q

,ogo,Dél)) un systéme de nappes orientées adaptées & f et descen-

entre M et V1 , W la partie entre VO et M . Soient D

(1)
1

(resp. D
dant des points critiques dlindice i+ (resp° d'indice i) jusqu'd M (resp.

jusqu'a VO) (voir [2] §3), Dans le rev8tement universel W de W , on choisit

des relévements D§l+1) (respo Dgl)) de D§l+1) (resp° D§1>) pour

3 = 1560059 o Observons que 1'inégalité 2 ¢ i ¢ n-2 implique que les préimages

~ ~

~

L’ W et M de W+ , W et M dans W sont des revétements universels de

=

leurs bases respectives, Lfaction de

sur W fait de H*(W+,M;Z§ et de H%<W~,VO;Z) des Z[n]nmodules libres ayant

pour bases les familles des classes d'homologie de D$l+1),o..,Dél+1> et de
~(i) ~(1)

D1 s0s03D °

(%) Cette notation signifie £ (i) = v, et £(v)) =1 pour i=0,1.
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Ltopérateur o : H. (W ,M)-ﬁ H,(W',V ) est un isomorphisme parce que
1+1 7+ it =""0
H*(W,V) =0 , On définit alors la torsion ri(w,vo) comme étant la classe de

Whitehead de la matrice représentant o dans les bases de Z{n]—modules libres

choisies précédemment :
7, (07 ) €, (n) = X, (2[x])/4n

(ot +7 désigne le sous—-groupe de K1(Z[n]) engendré par les matrices
(-g) e aL(1,2[x]) , 2 € ). e groupe K1(Z[ﬁ]) a été aéfini en [2] 2.2 5 pour

plus de détails sur K1 et Wh1 on peut se reporter & llarticle de Milnor [4],

1.2 Avant de prouver que Ti<W,VO) ne dépend pas des différents choix qui
ont été faits au cours de la construction, nous allons exhiber la matrice repré-
sentant O . Pour cela choisissons un systeme de nappes adaptées & f ,

(i) (i)

, montant des points critiques d'indice 1 Jusqu'a M tel que

A1 90009Aq
(1) 4 (1) _ .
Ay n Dz =¢d si k #£2

= 1 poinit,

A3y 8
J d
On oriente Agl) de sorte que cette intersection solt positive, Ceci étant, Agl)
est le relevement de Agl) dans W qui rencontre Dgl)g Les classes [A§l>]

[
o~

sont déterminées de facon unique dans H i+1(w ,M;Z) par la donnée des disques
o (d)
nt .
orientés Dk

Remargque 2 Soit 2z € Hi<W;,VO) s le coefficient de =z sur 1'élément de base

[5§i)] est 1'élément de Z[n] donné par

2 (20 [edt)e
gem

~(1) ~(1)

ol 4g°Aj est le translaté par g de Aj o
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Maintenant, on peut écrire le coefficient akz de la matrice de O 3
~(i+1) ~(1)
a, = = (100,771 0 [ga, ]e
gen ‘
eof = o~ i
= I ([éDil+1)] n [goaAi )])g
gEn

Dans ces formules sont les bords orientés de et de

i}) ¢ dang la premiére, le coefficient de g est un nombre d'intersection dans

~(i+1) ~(1) ~(i+1)
+
éDz e éAk Dz
A
W ; dans la seconde, c'est un nombre dlintersection dans M , orienté comme

bord de W .

1.3 La torsion est bien définie

31 on change ltorientation et le relévement dfune nappe, on modifie la

matrice de 0 en multipliant une de ses lignes ou colonnes par 8, 8 €m.

3i on change de systéme de nappes adaptées & f , on effectue sur la matrice

une opération dite é€lémentaire, addition de lignes ou de colonnes,

Choisissons maintenant sur W wune autre fonction de Morse f €EF§ e
?

Diapres la connexité de l'espace 3; ([2], prop. 1.2), f et ' sont joi-
gnables par un chemin de fonctions sur lequel les seuls accidentsvsont des croi=
sements de valeurs éritiques ou des naissances ou éliminations de paires de
points critiques, Chagque croisement pouvant se faire avec une base adaptée fixe
convenablement choisie, il n'en résulte aucun phénomene algébrique. Quant aux
naissances (resp, éliminations), elles s'accompagnent de la stabilisation (resp.

la déstabilisation) de la matrice de o .

Remarque s Par un petit effort algébrique - la définition de la torsion pour un
complexe de chaines acyclique = on peut remplacer la connexité de 3& , par celle,

beaucoup plus facile & prouver, de 1l'espace A (adhérence de 1'espace des
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fonctions de Morse ordonnées).‘De toutes facons, la bonne définition de la tor-
sion était bien connue avant le moindre théoregme sur l'espace des fonctions numé-
riques sur VW (voir [4]) : & la place, on utilissit le théoréme d'unicité, a
subdivision et isomorphisme linéaire homotope érl'identité‘prés;_des
C1~triangulations dtune variété lisse [8] et le ieﬁme d'invariance de la torsion

par subdivision [4].
1.4 Proposition : Si 2 i n=3, ona

T (vao) = - Ti(W’Vo)

Conséguence : Apres cette proposition, il est naturel de définir la torsion

T(W,Vo) comme (—1)1 Ti(W,VO), ce qui est d'ailleurs la définition classique,

Démongtration ¢ Soit 1 €3f§ 0 s on va échanger les points critiques d'indice 1
b4

par des points critiques d'indice i+2 et ainsi construire une fonction

f1 ¢ $€+1,q , extrémité d'un chemin de Smale issu de f (voir [1] ch V 2.3),

On commence par faire naitre ¢ paires de points critiques d'indice i+1 et

i+2 au-dessus des points critiques d'indice i+t de f , de sorte que la fonc-

tion " ainsi obtenue soit ordonnée., On note M' wune surface de niveau de £

séparant les points dfindice i+2 de ceux d'indice i+t . On choisit des sys~

temes de nappes adaptées & £, 6$l+2),og,,6(1+2) descendant des points dfindice
i+2 jusqu'a I et a$1+1>,..,,aél+1) montant des nouveaux points dtindice

i+1 jusquta M',
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v
1

plie2)

MI

v, D(i+1) | '\Aiiﬂ) Y U\ a<i“'1)
j J

. N
\\/ \/\A(ﬁ

- k

~ ~

On choigit ces nappes et leurs relévements & , a« dans W tels que

5. n alit!)

5 N = ¢ pour tout j,k

(*)1'53 n @ = ¢ si j#k et 6j aj = 1 point

1 point (intersection transversale) ;

[og}
oo ]
Q
i

comme toujours les orientations sont choisies pour que cette intersection soit

positive,

Puisque la matrice (akz = 3T ([6D§l+1>]n'[geAi%)])g) appartient & I
gem

GLq(Z[n]), il existe des é1éments A, € Z[n] tels que

k4
~fs w2 0 si j#k
2 a0 V10 (e P]e -
gén J 1 si 3=k
/821 200 o,q

Ia matrice (xkﬁ) est la transposde de (akz)_1 » Choisissons maintenant un sys-

A(l+1> , descendant des nou~

9000 9

N . Fd z N\ ( i+1
téme de nappes orientées adaptées & £V, A1 )

veaux points dfindice i+1 Jusqu'd M , et leurs relévements de sorte que l'on

ait
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g si j;ék

1 point positif j=k

A}({m Vo olivt) _

MO

(i+1)

(i41) : - -
[Ak ]:;g }\k_ﬂ [D/Z ] dans H*(W+,M)

=1
La nappe Ak permet donc 1'élimination du point critique correspondant avec le
k-itme peint d'indice i , bien entendu aprés tous les croisements nécessaires

de valeurs critiques dfindice di+1 . Toutes ces éliminations étant faites, on

arrive & la fonction cherchée f! ul admet M? our variété intermédiaire,
q 2 }

Si 1l'on remplace le systéme A$l+1)gooo,A(l+1) par un nouveau systeme de nappes
A;(l”),m,Aé(l”) adapté 3 " et disjoint de A1(l+1),“.,,Aél+1) , alors ce

nouveau systéme sera aussi adapté & f' et Ti+1(w’vo) sera la classe de

Whitehead de la matrice

(o, = T ([0532 10 [e.ii])e) .
gem

= ¢ pour tout j et tout k

Homologiquement, la condition AL<1+1>H A51+1)
J

impose
~ (i41) _ ~(341) ~(i41)
[A:Z{ ] - [Ak ] = % ?\'/gk [a/e ] ®

compte tenu des relations (*), on trouve

Py =7 M
-1
dong (bkz) (akz)
ou encore Ti+1<W9VO) = - mi(w,vo? .

cgfd
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1.5 Quelques propriétés élémentaires

1561 Commencons par rappeler que si € est un automorphisme intérieur d'un
groupe G , alors C dinduit 1'identité sur Wh1(G) ;s donc si X est un espace
topologique connexe par arcs et si x,y € X, Wh1(n1(X,X)) est naturellement
isomcrphe & Wh1(n1(X9y)) ; de 1a cette habitude de ne pas préciser le point
base, Si f : X - Y est une application continue de source et but connexes par

arcs, £ induit un morphisme f* H Wh1(n1(X))‘é Wh1(n1(Y)),

1.5.2 Naturalité de la forsion
Soient (W,VO,V1) et (W‘,Vé,vi) deux h-cobordismes de groupe fondamental
respectivement n et x'. Solt F ¢ W - W' un difféomorphisme tel que

| S ) -
L =F(r ). alors <(w',v!) =T, <(W,7 ).

Exemple : Si & est un difféomorphisme de VO on peut construire
W' = VO X [0,1] VW . I1 existe un difféomorphisme F ¢ W - W' dont la restric-
D

tion & V_ st @”‘"e Done c(w',vo) =@;1(T(W,Vo>) ¢ wvm?(«%(va))°

1.5.3 Formule dtaddition

Soient (WOQVO,V1) et (W1,V ,V2) deux h-cobordismes et @ un difféo~

1
morphisme de V1 . Alors (WO U W1,VO$V2) est un h-cobordisme et 1'cn a
o) v

T(W uw,,v ) = T(W SV ) + ¢f1T(W oV ) , formile qui prend son sens une fols que
o 10 o’ 0 * 1

1 _
lf'on a identifié Wh1(n1(wg)) a Wh1(n1(w1)) par 1l'isomorphisme induit par les

équivalences d'homotcpie WOeJ V1 =W

1

Démonstration : D'aprés 1.5.2,.1il1 suffit de prouver la formule lorsque

® = Tdentité., Soient fo 65??(Wo) , T

) € fg(w1) ; on peut construire

U WT-» [0,2] , puls £ € ?&(WOL}W1) par réordonnement des

| °
£ _fOU(f1+1) 2 ¢
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points critiques de f' et par composition avec un difféomorphisme

[0,2] = [0,1]. Ainsi on trouve naturellement un représentant de fu(wou W1 ,Vo)
de la forme Ao B ou AO 3 ’L‘(WO,VO) et A1 € ’c(W,' ,V1)., Alors le
0 A1
lemme de Whitehead (voir [4] lemme 1,1) implique la formule d'addition,
cgfd

1.5.4 Formule de dualité

Rappelons d'abord que Z[n] est muni d'une conjugaison, antiautomorphisme

dlanneau, x = I n_ g¢ X= % n g—1 , laquelle induit une conjugaison sur
gEm _g g€n
GL(Z[n]) ’ (ai.) > (aji). Blle induit un isomorphisme involutif sur les groupes

abéliens K1(Z[n]) et Wh1(n), noté te 71 .

s s . n+1 _ -
Propogition 'ci(w ,VO) = ’cn_i(W,V1)
done 'c(Wn+1 ,VO) = (-1 >n -’E(W,V1)

Indication : On calcule 'ci(W,VO) avec une fonction f 65‘2 et un systéeme de

(W,V ), on considére la fonction 1-f ; les

bases adaptées. Pour calculer Ts 1

nappes montantes de f sont les nappes descendantes de 1-f et vice versa ; le
calcul est alors immédiat si 1l'on observe que

z ([op]n[e.0a])e = & ([¢ .opln[oal)e = = ([g.0D]NoA)e

gEn gen gen

(les notations sont celles de 1.1 et 1.2).
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1.6 Le théoreme de classification

Théordme s 1°) v(W,V )&= W2V x [0,1] ;
20) Pour tout x € Wh1(n1(vo)), il existe un h~cobordisme
(W9V09V1) tel que T(Wyvo) =X 3

30) Soient (W,VO9V1) et (W',VO,V{) deux h=cobordismes
tdtorigine® VO H T(W9VO> = T(W',Vo) équivaut & l'existence d'un difféomor-

phisme P 3 W - W' tel que FlVO = Identité,

Démonstration : Le 1°) est connu sous le nom de théordme du s—cobordisme,

Pour sa démonstratioﬁ nous renvoyons & l'article de Kervaire dans [5]o Cependant
la démonstration que ncus avons donnée dans [2] §5 pour le théordme du
h=cobordisme se traduit immédiatement en une démonstration du théoreme du
s-cobordisme si 1'on réécrit le §3 en remplacant les espaces par leurs revé-

tements universels et 1l'annean Z par Z[n]o

20) On choisit une matrice A = (akz) € GLq(Z[n]) représentant x , On

attache 3 V_ x [0,1] q anses triviales d'indice i,2 ¢ i ¢ n-2,

=
il

<
X

[0,1] + (cpf) fooot (cpz) .

e
3
[\
=
ii
o

HS
i
<

o
X

=)
R

i = i n-1i \ i
V_ #8, xS #..£5 xS ., Les sphéres S
o 1 1 q q dJ

sont & fibré normal trivial, ainsi que celles que l'on construit & partir
dteiles par sommes connexes plongées le long dlarcs simples les joignant, Toutes
ces i-spheres peuvent donc servir de sphires d'attachement & des anses d'ine-
dice 141 . Choisissons donc des spheres G1’°°”Gq plongées mutuellement dis—
jointes dans M telles que, dans le revétement universel, on ait en homologie

~ q. Ni

[&,] = 2 oy [s;]

k=
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On construit W en attachant & W des anses d'indice i+1 1le long de

61’oooycq ; ctest un h-cobordisme et l'on a T(W,VO) =X .

%0) (Partie directe ; la réciproque est triviale),

Soit (W",V ,Vé) un  h=cobordisme de torsion —T(W,Vo), Wh1(n1(v1))

1

ayant é%é identifié a Wh1(n1(vo>) par l'isomorphisme induit par les équiva-
lences d'homotopie VOCQ W e’V1 . Dtapres la formule d'addition et le 10), il

existe un difféomorphisme & ¢ W U W" - VO x [0,1] qui est 1'identité sur VO°
v
1

1,V;) a pour torsion T(W"9V1) + @:1T(W‘,VO) s mals,

sous l'identification faite plus haut, @  est 1t'identité et cette torsion est

Le cobordisme (W" U W',V
d :

nulle ; par conséquent 11 existe un difféomorphisme ¢ ¢ W" U W! e-V1 X [0,1]

tel que ¢\V1 = Id . FPinalement cn a une suite de difféomorphismes qui sont

1'identité sur VO s

| -4 o~ 1 7 o o
W “Vox[o’1]v09<{ = Uy Uyt =y U v, x[of1]—w

v, o 1

cqgfd

1.7 Applications

10) Un difféomorphisme P de Vo se prolonge & W si et seulement si
T(W,VO) = F*T(W,VO)e En effet T ge prolonge toujours en un difféomorphisme de

W sur VO X [0,1] li1 W . Il suffit d'appliquer alors le théordme 1.6 3°),
' P

20) -V, est difféomorphe & V_ x [0,1] . On utilise le fait que W a un
inverse W' et le précédé de répétition infinie (voir [7] Po I=T7)s

On dédult aussi VO X ]0,1[ = V1 X ]0,1[ . Le résultat est & rapprocher du
théoreme d'isomorrhisme stable de B, Matur [3], concernant les équivalences
d*homotopie entre variétés qui se reldvent en isomorphisme de leurs fibrés tan—

gents stables,
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30) W X 81 est un h-cobordisme *trivial, donc VO X 81 2 V1 X S1 o 11

résulte en effet de la formule du produit 1.8 que (W X S1 ’ Vo X 81) =0 .

~

40) si r(W,VO) est de la forme <= + (—1)n§ , alors V‘I = Vo . Bn effet W

est difféomorphe & W' Y w' , ob (W',Vv_,V!) est un h-cobordisme de forsion
V: 0’1
1 . -

T . Si w est fini, des théorémes sur Wh1(n) permettent de prouver que si n
est pair, il n*y a (& difféomorphisme prés) quiun nombre fini de variétés

h-cobordantes (voir [4], théoreme IT.5).

1.8 Formyle du produit

Soient (W,VO,V1) un  h~cobordisme et N wune variéié fermée. Alors
(w XM,V XN,V %xN) est un h~cobordisme et on a (W xN,VOxN) = () ,zu;*t(w,vo)
ol X(N) est la caractéristique d'Buler et u: Wxpt e WXN 1'injection d'un

facteur du- produit,

Démonstration s On choisit f ¢ ?i(w) et g une fonction de Morse ordonnée

sur N . Considérons la fonction
h s WxN -—-R

donnée par h(x9y) = f(x) + g(y) pour (x,y) € WXN , Malheureusement la
fonction h ne prend pas des valeurs constantes sur les composantes du bord
VO><N et Vﬁ N . On modifie done h comme 1'indique le lemme suivant, dont

les hypotheéses sont clairement satisfaites ici,

Lemme 3 Soient une variété compacte X , 0X une composante de sor bord et
h : X~ R une fonction C“)g On suppose qu'il existe un champ de vecteurs v
sur X , transversal & 03X , tel que v(h)(x) >0 vpour tout x € X . Alors il

existe un prolongement de h
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ho: XgXaX:gXX{O} 30X x [0,1] = R

sans point critique dans 00X X [0,1] et tel que E]ax x {1} soit constante,

Preuve : Par hy?othése, il existe un voisinage collier 09X X [—1,0] de 00X

dans X tel que pour (X,t) € 0X X [—1;0] h(x,t) = h(x)4—t . Soient d'une part
un nombre ¢ P Max thX et dtautre parf une fonction d” a ¢ [0,1]'* [0,1] s
telle que a' ¢ 0 et que «a=1 (respa a;;o) au voisinage de O (respo de 1).
Pour (X,t) € 0X X [0,1] , On pose E(xyt) =1 + a(t) h(X) + (1~a(t))c » On voit

que =% (x,%) > 0.0

De cette fagon, on définit h s WxN -~ B ol W est obtenu & partir de W
en ajoutant un collier "extérieur" du bord, Notons ao,ooo,ap les points cri-
tigues de g , numérotés par indice croissant, et 01,°°e,cq (resp. c;,e,.,cé)

les points critiques d'indice i+q1 (resp, i) de f , Ceux de h sont (ck,az)

et (cﬁ?az) ; ils appartiennent & WxN .

Pour avoir E(ok,ag) < E(c£9aﬁv) des que £' < £ ,' on imposeqcque.:
1'écart entre deux valeurs critiques de g soit supérieur & la longueur de
1'intervalle contenant les valeurs critiques de f , I1 existe alors des valeurs

réguliéres ao9é1,°,o,a telles que Q. = 551[a,gaj+1] contiennent tous les

P+l d J.

points critiques (ck,aj) et (cﬁ,aj}gvet rien qu'eux° Pour pouvolr prendre Qj

dans WxN , on impcse

Ming +1 > h(ck’%)

h(Cégaz) > Max g

Cette dernidre condition est compatible avec la précédente,
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. . N N . .
Ia fonction h Qj appartient & gﬁ+indaj(gj)° Si 1t'on munit WxN d*une .
métrique Riemannienne produit, on stapercoit que, dans Qj , les nappes de gra-—
dient h se coupent comme celles de f dans W : en effet une ligue de gra-

dient joignant (ck,aj) a (ci,,aj) se trouve en fait dans w><aj . On en

déduit que (nghf1(aj),h_1(aj+1)) est un h-cobordisme et que

_1 _
Ti+indaj(gj’h (aj)) =u, mi(W,VO>.

Diaprés 1.4, on a T(Qthf1(aj)) = (~1)lndaj u, z(W,Vb). La conclusion découle

alors de la formule d'addition 1.5.3. cgfd,

§2 ~ TORSION D!UN h=COBORDISME A FACE IATERAIE

2.1 Définitions
Une triade (Wn+1,V05V1) est un cobordisme & face latérale si W est une

z

variété & bord et & coins de dimension n+1 , dont le bord

on. AW est un cobordisme de OVO a ov

) appelé face latérale, (W,VO,V{) est
un h—~cobordisme si les inclusions Vo L»MI@°V& et OVO‘» AW«—abV1 sont des

équivalences d'homotopie, Il revient au méme de dire que les inclusions

(VO,OVO)‘ﬁ (W,00) « (V196V1) gsont desg équivalences dthomotopie de paires,

Pour un tel cobordisme, on peut définir une torsion T(W,VO) dont la nul=
1ité n'est suffisante pour affirmer que W est trivial que dans le cas parti-

culier ol AW est déja trivial (on dit que W est un h-cobordisme relatif),
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202 Cas d'un h-cobordisme relatif

2,241 On choisit une fonction h (AW,6V096V1)-» ([0,1],0,1) sans point
critique et on considére 1l'espace F' des fonctions Cx

(W,VO,V1)-é ([0,1],0,1) dént la restriction 4 AW est h . On définit le sous=—
espace 32 de ¥ des fonctions ordonnées n'ayant de points critiques que d'in-
dice i et i+1 . Comme dans le cas sans bord si n ) 5et 2 ¢ ign2, ﬂ?i
est connexe non vide, Soit f E’?ﬁ ; on prend un systéme de nappes adpatées & £
ne rencontrant pas AW , ce que 1'on peut toujours faire en prenant par exemple
les nappes de gradient pour une métrique Riemannienne telle que les lignes de
gradient issues de AW ¥ restent., Toute la théorie esquissée au §1 marche de la
méme fagon ici et les résultats sont les mémes, En particuiier si T(W,VO) =0,
W est trivial s la fonection h se prolonge en une fonction sans point critique

sur W . I1 faut seulement vérifier que t(w,vo) ne dépend pas de h , ce qui

est prouvé par le

2.2,2 Lemme ¢ Soient une variété M et deux fonctions sans point critique
ho , h1 H fo([0,1],091)-é ([091],031)0 Alors il existe une fonction sans point

critique
H:ux ([0,1],0,1) x [0,1] = ([0,1],0,1)

telle que HIM X [0,1] X {O} = ho et H!M X [0,1] x {1} = h1 o

Remargue : Cet énoncé revient & dire que toute pseudo-isotopie est pseudo-

isotope & 1l'identité,

Démonstration : Un point de M x [0,1] x [0,1] est noté (x,t,u). Posons

H(x,t,u) = (1-u) ho(xst) tun (x,%). si pour (x,t) ¢ M x Jo,1[ ,

ii H(X,tgu) % 0 et H est la fonction cherchée, Or,

h1(x,t) > ho(x,t) , alors 5o



par une isotopie de ho et de h1 , on peut se ramener & ce cas : on peut par

exemple imposer que sur chaque composante de M X ([0,1/4]11[3/4,1]) ho et h1

scient des fonctions affines de la seule variable t et que

n (0 x [1/4,3/41) = [1/4,1/2) , n (wx[1/4,3/4]) = [1/2,3/4] .

cqgfd.,

2.2.% Une autre formule dladdition

On peut recoller des h-cobordismes relatifs le long d'une partie de leurs

faces latérales, Soit, pour J =1,2 , un h=cobordisme relatif (WJ,V%,V?) ou

avg = BleB . On construit un h-cobordisme relatif (W,VO,V1) en posant

W= W1 U W2 s VO = Vl U Vi ’ V? = V: U Vf . Notons i, 1'inclusion
Bx[0,1] Bx{0} Bx{1} J
3 ' . 1.1 . 2 .2
VO 3 VO » On a la formule T(WQVO} = 11* m(w ,VO) + 12* m(W ,Vo) o

Ta démonstration est lailssée en exercice,

2.3 Cas général
2.3,1 A partir de (W9V09V1) on peut construire plus ou moins canoniquement

un he-cobordisme relatif : on considére Vo X [O,1]L}W s on lisse l'aréte év1

et on fait apparaftre une aréte le lomg de OV X {1} . Le h-cobordisme

relatif W ainsi obtenu va de V ) v, éJv Nl . Par définition I(W,VQ):?(W,VO).
1
v
v, 1
/_‘_\
— AW — , W e—éVox[Oﬂ]
1
Vo v
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2,3.2 Abttention 3 Si AW n'est pas trivial, il n'y a pas & proprement par-

ler de formule de dualité, On a
Np= . o=
7, v,) = (1) [=w,v,) - 7 (aw,0v )]
o 1 est l'inclusion 6\/‘0 ¢—>Vo .
2,3.3 Bxemple s Soit (Wn+1;.VO,V1) un h-~cobordisme sans face latérale ;

alors (W x [091] 9Vo X [O,‘I] ,V1 X [O,‘i]) est un h~cobordisme & face laté-

rale, On a 'z;(W X [091] ’Vo X [O,‘I]) = r(W;Vo)o

Démenstration ¢ Soit f €S~"i(w) , Notons W = WU V1 X [1,2] et
f=rfu pr, : W [092] s T est ¢ pour une structure différentiable convenable
de W comme recollement de W et de V1 X [1,2] . Considérons sur WxR 1la
. = P = = 2 =
fonction h définie par h(x,t) = F(x)+1t° pour (X,t) € WxR ,

(ij[1,2])><{o} s

: . A |\ )
\S

h 4

On s'intéresse au h-cobordisme relatif W= {(x,t)|h(x,t) ¢ [£,2]} on
¢ est un nombre positif inférieur aux valeurs critiques de f , Ses extrémités
sont S8' = {(x,t)li(x,t) = 2} et 8 = {(X,t)]ﬁ(x,t) = g} o

BEn utilisant les lignes du champ de gradient de h , pour une métrique
produit sur WxR , on constate que S' est le résultat du lissage de
W oX {-=-=1}Uv1 X [=1,+1]JUW x {+1} et que s = L [-\[?,+\1_a] . I1 est alors
facile de voir que W est difféomorphe au h-cobordisme relatif m o

I1 reste & remarquer que '::(W,VO X [mV’E,H]’E]) = ’C('V,VO) . Or les points critiques
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de h se trouvent dans W x {0} et sont ceux de f avec le méme indice ; les
intersections de nappes de gradient descendantes et ascendantes de h , pour
une métrique produit, sont les mémes que celles de f , car une ligne de gra-

dient issue de W x{0} ¥ reste,

cafd
. . n+2 0 . .
2.3.4 Corollaire : Soit (Q ’Vo X [0,1] ,W1) un h-cobordisme relatif

de dimension n+2 ;, n ) 4 , Alors W1 est un he~cobordisme de VO a VO et

1'on a

(i, 7)) = w2, v x [0,1]) +(=1)"%(e, v x [0,1])

Démonstration ¢ Soit (W,VO,V1) un h-~cobordisme de torsion r(Q 9VO X [0,1])

(on utilise le théordme 1,6 2°) qui est valable pour n=4), D'aprés 2,%.1 et

—T T .
2.%.3,1le h-cobordisme relatif (W x [0,1] T, X [0,1] ,w y W) a la méme
: 1
torsion, D'apres 1.6 1°), il est donc difféomorphe & Q . Donc w1 est difféo-

morphe & W U W , par un difféomorphisme qui est 1l'identité sur les deux copies
V 9
1

de Vo . La formule résulte donc de 1.5.3 et 1.5.4, cafd

2.4 Formule d'addition générale

Pour

I

1.,2,3, considérons un h=-cobordisme (wq,vg,vi) , de dimension

n+1  pour 1,2 et n pour Jj=% ., On donne des inclusions

av: > vf s avf
1 1 12
AW1 2 W3 > AW

N

OVt « T2 e OV
o] C 0

Alors (W9V oV ) = (W1U‘W2, V1 U V2 5 V1 U V2) est un h-cobordisme et
0’1 3 0.% © 1.3 1
: i Vo V1

. 1.1 , 2 .2y . \ ,
1'on a x(wgvo) = 11*$(W ,VO) + 12*T(w ,vo) - 13*r(w3,V2) ou, pour j =1,2,3,
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ij est 1'inclusion de Vg dans VO o

Remarque : Cette formule d'addition contient comme cas particulier celles don-
nées aux §1 et 2, que nous allons d'ailleurs utiliser,

&~

Démonstration § Considérons d'abord les h-cobordismes relatifs W1 et W2

et celui (Q,VO,X) obtenu par recollement le long de Vz X [0,1]

o X = (an'y v}) v (aw%ﬁ) . 0n a

v2

o]

. 1.1 . 2 .2
w(Q,V ) = 11*T(W V) +i, (i, v0) .
Par ailleurs, d'aprés 2,%,3 et la formule de dualité

"/\
(07 x [0,1] LU, W) = = o(00,v0) (x)
v °
. 0 . T ’

Or on obtient W en recollant & @ le h-cobordism W x [0,1] comme il est
indiqué sur la figure (partie hachurée ), En appliquant alors une formule d'ad-

dition du type 1.5.3%, on a la conclusion, cqfd

o

(%) Ici, & la différence de 2.%.1, la construction est faite en conservant

la face "supérieure" v, X [0,1] .
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2.5 Bxercice ¢ Généraliser la formule du prodult au cas ou N a un bord,
Par la formule générale d'addition, on peut se limiter au cas ou N est un

cobordisme élémentaire, On peut alors utiliser les idées de 1.8 et 2.%.3,

§3 = PSBUDO-ISOTOPIES SUR L'ESPACE TOTAL D'UN FIBRE
1

DE BASE S' (d'aprds Siebenmann [6])
3.1 Soit Fn'&w-En+1 JQ S1 une fibration localement triviale ou 1la fibre

T est une variété lisse compacte de dimension n , n ) 4 . Cette fibration est
caractérisée par un difféomorphisme de monodrcmie 6 : F — F , unique a isotorpie

pres tel que
EzP x [0,1]/(x,1)~(e(x),0)
Br. passant aux groupes fondamentaux on a une sulte exacte
{1 =>Hes» G=>7Z >0

oW H est un sous-groupe invariant de G , Soit t € G , relevement de 1 € 7

la menodromie induit sur H wn morphisme 6 bien défini & la composition

x ?

prés par un automorphisme intérieur 6*(a) = t—1 at .

Au sous-groupe H correspond le rev8tement infini cyclique de E associé &

la fibration., Le difféomorphisme ¢ de F xR ,
o(x,t) = (e(x),t-1)

gt un générateur du groupe de ce revétement,

Notation : Si X est une variédté lisse, %(X) est le groupe

Diff (X x [0,1] mod X x {0}) , mmi de la topologie ¢ .,
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3,2 Construction d'un morphisme 1y : no(%(F><R)) ﬁ'Wh1(H) o

soit ¢ € %(F XR) ; on considdre le cobordisme W 1imité dans

F xR x[0,1] par F x {a} x[0,1] et o(F x b x [0,1]) , de base

F X [a,b] , OU a,b ¢ R sont choisis pour que a < b et

F x {a} x [0,11n ¢(F x b x [0,1]) = ¢ .

Fxf{a} x[0,1] —s W ;Mq)(?xbx[on])

On vérifie immédiatement que W est h~cobordisme relatif qui, & difféomor—

N

phisme prés, est indépendant de a et b satisfaisant & la condition ci-

dessus, et qui ne dépend que de la classe d'isotopie de ¢ . On pose
w(e) = «(w, Fx[a,b])

Propriétés

(1) y est un morphisme : Soient ¢1 ’ ¢2 g g,(li‘ xR)

Fxf{al x[0,1] —_
W, ¢2(W1) g\\% oy, (Fxex[c,1])
¢2(F xbx[0,1]) : s

En appliquant la formule d'addition 2.2.3, on voit sur cette figure que

(e, 00,) = x(e,) + o, x(e,) . 0r ¢, =TI car ¢ |FxRx{0} = Identite,

(2) x est un monomorphisme s 81 y(¢) = 0 , d'aprés le théordme du

s—-cobordisme, quitte & modifier ¢ par isotopie, on peut supposer qus
o|F x {0} x[0,1] = Identité, Par le procédé de linéarisation, on peut faire

coincider ¢ avec 1l'identité sur un voisinage tubulaire de Fx {0} x{0,1] ,
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contenant ntimporte quel compact donné & l'avance, Dans la topologie ¢

(droite), ceci prouve que ¢ est isotope & 1l'identité,
(3) On a un morphisme naturel de reldvement

1 xG®) ~ n (glexm))

¢ = Y

¢ commute avec la transformation o ¢ ¢ = o ¢ ¢ , Or on vérifie sur la

définition que
(6T o) = ox@) = e,x(®)

Donc X(E)‘= e*x(E) ou encore (1d—6*) oxoq=0,

303 Proposition : La suite

7, (g(m)) 2Ly, () =22, (1)

est exacte,

Corollaire ¢ y est un épimorphisme, (11 suffit d'appliquer la proposition au

fibré trivial F><S1)°

Démonstration : D'apres les propriétés prouvées en 3,2, il reste & démontrer

que, si <=1 € Wh1(H) avec 9*(1) =75 , il existe alors E € %(F><R) tel que
X(E) =71 et E =0 ¢ ofT , ce qul garantit que & est le relévement dlun
élément de g(E) .

Dlapres 1.6, il existe des h-cobordismes relatifs W de torsion =
sur P x [0,4] et W' de torsion -t sur F x [§,1] . Pour k € Z, on note
W(@k) un  h-cobordisme relatif sur¥ T X [k,k+%] tel que le difféomorphisme

& Fox [k,k+5] ~ P x [0,4] se prolonge en un difféomorphisme de w(ek) sur

W . On définit de méme wv(ek)‘ sur P x [k++, k+1] . On peut alors construire
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le h-—cobordisme infini
k k
v = = w(6®) uwt (6°)v ~——pule) v ur (o) y —-

ol les recollements sont faits sulvant les faces latérales communes, V est
muni dtun difféomorphisme canonique £ dont la restriction & FxR est o 3
il a la propriété de rendre commutatif les diagrammes sulvants

Zk

W) == w(e®)

! ko

P X [k, k] ——> F x[0,4]

X
ot (et L wr(e%)

oo

Fx[kd, k1] —— Fx[$,1]

Choisissons une trivialisation h : Wuw' - [0,1] . Alors hozk est une
trivialisation de w(ek) U w“(ek) ; on trivialise ainsi le cobordisme V , Il
en suit un difféomorphisme (I,c)-équivariant 9, : V->PFxRx[0,1] tel que
9, (W(6™) ww (69) = F x [k, k1] x[0,1] .

Remarquons que si 1 = 0,7 » le h-cobordisme relatif w“(eo)u W(91)
est trivial (en général sa torsion est =1 + 6:1 ('U)) . Si
ht W'(90>U W(61) - [0,1] est une trivialisation, on trivialise

ket )

W'(@k) vw(e par. h'o Zk . On construit ainsi un difféomorphisme (296)—

équivariant 9, v - FXRX[O,‘I] tel que

cp2(W' (ek) U W(Gk+1 )) = Fx[ktt, k+3/2] x[0,1] . Posons finalement ¢ = ? Ocp; ,
qui est un difféomorphisme c—équivariant-g on obsefve que le h-cobordisme -
limité dans FxRx[0,1] par Px{0}x[0,1] et par @(Fx {t}x[0,1]) est
difféomorphe a ?, (W) par un difféomoryhisme qui est 1'identité s;zr

FX[O,%—] x {0} . Sa torsion est donc Py, TET car P, est 1'identité sur

F xRx {0} . cgfd
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3.4 yt o ﬂ:o(Diff(F XR)) - W, (1)

Supposons ici n »5 . Soit ¢ € Diff(F xR) . Comme en 3.2, on peut con-
sidérer la torsion du h-cobordisme (sans face latérale) W 1limité dans
P xR par Fx{a} et cp(Fx{b}) pour a «b , On pose X'(cp) = “C(W,Fx{a}) ’
qui est indépendant de a et b et ne dépend que de la classe dtisotopie de—
¢ - x' est un monomorphisme de groupe.

D'autre part on a un morphisme de restriction & F xR x {1}

p 2 m ( (FxR)) - n_(Diff(FxR)) .

Proposition : ' o p(e) = x(¢) + (=1)" F(TT .

C'est une conséquence immédiate du corollaire 2,3.4 .,
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