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Vérification interactive de démonstrations mathématiques.

Cette étude est une contribution au projet AUTOMATH
dirigé par Mr le professeur De Bruijn de l'université

d'Eindhoven.

L'étude mathématique de la notion de démonstration
mathématique permet de situer les systémes AUTOMATH par
rapport 4 la théorie de la démonstration classique.

La formalisation des démonstrations est faite dans un
langage mathématique qui est un systéme de lambda-calcul
lambda-typé. L'étude de la typification au sens de la
correspondance de Howard est entreprise. Ses théories
sont appliquées pour la spécification du langage LAMBDA.
Un vérificateur de livres mathématique écrits en langage

LAMBDA a été.mis en place en utilisant le systéme SISGOF.
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I / La démonstration assistée par ordinateur.

1 : Objectifs

Quelle que soit l‘ecole a 1aquelle il appartleﬂt (cla331que,
1ntu1t10nnlste,.. ), quel que soit le domaine de ses travaux
(analyse, logique, geometrle,...) le mathématicien effectue une
grande quantlte de vérifications mlnutleuses, repetltlves, qui
bien qu'indispensables pour conserverrune certaine rigueur,
constituent la partie la moins 1nteressante de son travall.

Le premler objectif est donc de faire effectuer ces Ver1f1~‘
cations par une machine. Pour cela il faut définir les demcns~
trations de fagon & ce qu'il n'y ait plus dfambiguités possibles.
Cet effort d‘explicitationkdesydémonstraﬁidﬁs, qu'il soif
accbmpli’parkle mathématicien ou'parbla‘maChiné, apporteiuné
“meilleure éompréhension des mathématiques‘elles-mémes; En partiQ‘
culier, 1'8tude des démonstrations en tant que telles,:
leur mise sous une forme standara, les simplifie et fait
apparaitrellés hypothésés réelles dont elles dépendent, .alors

que lesvhypothéses‘initialés pouvaient &tre plus fortes.

2 : Nécessité de définir un langage mathdmatique.

Les travaux de 1'école Tormaliste d'Hilbert ont bien mis
en &vidence la nécessité d'une formalisation des théories

mathématiques, c'est 3 dire la définition explicite du langage
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utilisé par de telles théories. On a donc &té amené.é distin-
guer hettement le langage de la théorie et le langage utilisé
pour parler de la théorie (métalangage).

D'un autre c0té, l'informatique fournit le moyen de traiter
des langages formalisés. Alors, bien que la définition d'un
langage mathématique formel puisse se faire indépendamment
de tout support physique de traitement, une définition de niveau
assez bas pour étre traitée automatiquement par une machine,
pfésente un certain intérét.
| En conclusion, la définition d'un langage mathématique,
bien que présentant un intérét mathématique en tant que tel,
se justifie dtautant plus que le handicap de la lourdeur d'un

tel systéme sera supporté par la machine.

3 : Quelles doivent &tre les caractéristiques d'un tel langage ?

Il devra étre indépendant de tout systéme logique.
Mieux, 11 servira 3 étudier différents systémes logiques
et 3 les comparer, par exemple, les systéme classique,
intuitionniste et modal...

Ii faut aussi que 1l'on puisse y formaliser toutes les
théories mathématiques, pour qu'il mérite son nom de langage
mathématique.

De plus, il est souhaitable qu'il soit lui méme un objet
mathématique, c'est & dire qu'il soit bien dé&fini de fagon
d pouvoir étre étudié en tant que tel, ce qui permettra de

connaltre trés exactement ses propriétés.
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D'un point de vue pragmétiQue, il doit étre linguis-
tiquement simple pour &tre analysé par les méthodes informa-
tiques usuelles.

Un dernier point peut &tre soulevé, son interaction avec
L'utilisateur. Ce point est en réalité secondaire, car
on peut envisager des interfaces adaptées 3 chaque profil
d'utilisateur. Par exemple, un langage de niveau plus
€levé pour les besoins de l'algébriste, un autre pour
le topologue... Au niveau de ces langages spécialisés on-
introduira des facilités pour l'apprentissage et l'utili-

sation du systéme.

I : Pourquoi la vérification et non pas la construction

de démonstrations ?

Le probléme de la démonstration automatique de
théorémes mathématiques peut prendre deux formes.

La premiére consiste 3 définir un systéme formel et
a fairé générer par la machine "tous" les théorémes.

A 1'utilisateur de voir quels sont ceux quli sont "intéres-
sants" .

Une deuxiéme approche est de fixer un théoréme 3
‘démontrer. Théoriquement, ce probléme dans sa généralité
n'est pas décidable. Si l'on se place dans un systeéme
formel décidable aussi simple que le calcul des propositions,
des difficultés combinatoires apparaissent trés vite.

Le probléme est donc alors de dé&finir les méthodes heuris-

tiques qui permettront de le résoudre effectivement.



Une deuxidme critique 2 1a démonstration automatique,
d'ordre philosophique, est que le mathématicien veut
comprendre la démonstration du théoréme. Or, la démonstra-
tion la plué simple pour la machine, ne l'est pas forcément
pour le mathématicien du fait d'une-longueur et d'une
complexité combinatoire trop grandes.

La compréhension de la démonstration est aussi
importante que le théoréme lui méme. Ces problémes seront
peut &tre résolus un jour. Cependant la vérification
automatique des démonstrations peut déjid apporter une
aide pratique au mathématicien en allégeant sa téche
et en garantissant, par un contrdle strict, la rigueur de
ses démonstrations. De plus, ce travall peut amener 3
une meilleur compréhension des mécanismes de démonstra-
tion en mathématique et par 13 méme apporter une aide

appréciable au probléme de la démonstration automatique.

5 : Présentation de la méthode suivie

La théorie de la démonstration créée par Hilbert est
étudiée au chapitre II, on y montre pourquoi les systémes
déductifs de Gentzen sont mieux adaptés 4 1'étude des
preuves. Pour Hilbert la th&orie de la démonstration
consistait surtout a dnoncer des résultats sur ce qui
étaig démontrable dans un systéme formel. Gentzen a
aussi étudié la facon dont s'effectuent les démonstra-
tions.

Une premiére formalisation, P.A.L montre comment
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on peut utiliser la correspondance de Howard

objet démonstration
———

type énoncé

Ensuite, une analyse plus fine de la notion de fonction,
a l'aide du lambda-calcul, nous conduit aux systémes du

type AUTOMATH.

Le chapitre III est consacré 3 un rappel du lambda-calcul.

La relation entre le sysﬁéme de Gentzen G et le lambda-calcul

typé D est étudiée. Le systéme D est une formalisation des
démonstrations dans G.

Une formalisation des démonstrations dans le lambda-calcul
lui méme conduit & un lambda-calcul lambda-typé.

C'est le systéme de Nederpelt &tudié au chapitre IV.

Dans ce chapitre, 1l'étude de la typification‘est une
contribution originale. Elle permet de faire le lien avec
les différents systémes AUTOMATH qui sont &tudiés au chapitre V.

Ce chapitre V contient aussi la description des systémes
effectivements réalisés : AUT-SL et LAMBDA.

Cette réalisation utilise le systéme SISGOF et la partie

gestion du livre et des lignes de LIMA-PAL.
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II / LA THEORIE DE LA DEMONSTRATION.

1 : Hilbert et les systémes formels.

Ctest gréce aux travaux d'Hilbert que l'utilisation
de systémes formels s'est généralisée en mathématique.
Cette approche permet de distinguer le‘langage du méta-
langége. Dans le langage sont &crits les théorémes et
dans le métalangage est décrite la fagon d'obtenir ces
théoré&mes. C'est pourquoi l'étude métalinguistique peut

s'appeler "théorie de la démonstration".

Exemple de systéme formel d'Hilbert.

Soit H (A,F,Z,R) un systéme formel ainsi défini

1]

«A

1]

(V,L,U) 1l'alphabet composé de
V ensemble des variables p;q,r,s,t....
L ensemble des connecteurs logiquest
U ensemble des signes auxiliaires ()
.F:A“ ensemble des formules ou ebf (expressions
bien formées)
1) VeF
2) P et QgF alors P+QeF
, laF enéemble des axiomes
S1 P-+(Q-»P)

S2 (P=(Q+M) )»((P+Q)~(P+M))
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+R ensemble des rdgles de déductions
R1 régle de substitution

3 P,Q,M on peut substituer n'importe quelle ebf.
Ré modus ponens

si P et QgF, P et P+Q alors Q.

Démonstrations dans H.

La dé@onstratibn d'un théordme dans H est une suite
de formules dont la derniére est ie théoréme.
Toute formule d'une démonstration est, soit un axiome,
soit déduite des formules précédentes par application

des régles de déduction.

ex: démonstration de p-p

(6 T UV (S T

p+((a»p)-p) R1(p~P,p-qrQ)S1
p~(q-p) - R1(p~P,qvQ)S1

(p+( (qeop Jop o ( (p=2(q-sp) J=(p=>p))  R1(p~P,q=prQ,pvll)S2
(p-+(q=p) )=(p=p) R2(1,3)

DD R2(2,4)

Bemarques :

1) toutes les ebf utilises dans la démonstration
sont des théorémes de H.
2) le choix des axiomes et des régles & utiliser

n'est pas évident.

. L'étude métamathématique d'Hilbert visait surtout
& énoncer des propriétés sur les théor&mes démontrables

dans un systéme formel.
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Par exemple

1

la consistance (non-contradiction)

- 1la décidabilité

i

la complétude

LR

2 Systéme de déduction naturelle de Gentzen.

Nous allons définir le systéme équivalent a celui
présenté au paragraphe précédent.
G = (A,F,R) oll A et F ont la méme définition que
pour H.
Dans ce systéme il n;y a pas d’axiomes, mais des régles

- d'introduction et d'élimination des connecteurs logiques.

Régles
Aba

régle de répétition régle de réitération
11 A hypothése 11.A.  hypothése

21 1B hypothése
ni{A répét (1) nl{a  réit(1)
Sous l'hypothése A on Sous 1'hypothdse B on peut
peut utiliser A dans utiliser A, si B est déja

la démonstration. sous l'hypoth&se A.
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"A" BRA-B régle -I A,A*B%B régle «E (modus-ponens)
™
11 | A hypothése 1 A=#B hypothése
2 A hypothése
n B démonstration 3 B -+E(1,2)
m| A-B ~I(1,n)
Sous l'hypothése 4, Sous les hypothéses A et
si l'on démontre B, - A+B, on peut d&duire B.

on peut déduire A+B
en s'affranchissant

de l'hypothése A.

Démonstrations dans G.

La démonstration d'un théordme est une suite de formules
dont la dernidre est le théoréme. Une formule est, soit
une hypoth&se, soit l'application d'une régle aux formules
précédentes. Toute formule n'est pés nécessairement un |
théoréme, mais plutdt une assertion du’style suivant :

"sous telles hypothéses, on peut déduire telle formule"

Nous avons vu que la régle -l permet'd’éliminer une
hypoth&se. Un théordme est une formule ﬁéduite dtun ens-
emble vide d'hypothéses.

ex : démonstration de p=p.

hypothése

N e
’G!"C‘

. répét(1)

3] - pep +I(1,2)
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p+p ne dépend d'aucune hypothése, puisque l'hyopthese 1

est levée lors de l'application en 3 de la régle =I.

Une premiére remarqué s'impose, cette démonstration
€st beaucoup plus simple et plus naturelle que celle
effectuée dans le formalisme d'Hilbert.

Alors que la premiére démonstration est linéaire,

celle-cl est structurée par les barres de contexte.

Donnons un autre exemple.

1 P hypothése
2 lsz hypothése
3 p réit (1)
4 q =E(2,3)
5 (p=q)=q ~I(2,4)
6] pe((p+a)+q) -+1(1,5)

Pour démontrer le méme résultat dans H, il faut
utiliser la démonstration de p-p, et démontrer la régle
dérivée suivante

Si A»B et B#C alors A+C (transitivité).

Alors la démonstration est la suivante

1 p+((g=+p)-=p) N\

. ' p démonstration précédente
5 p-+p .
6 (p=q)-»(p+q) R1(p~qg-p)5

7 ((p+q)=»(p-=q) )>(((p=q)=p)-*((p=q)=q))

R1(p»g~P,prQ,qvM)S2
8 ((p»q)=p)=((p»qa)-=q) R2(6,7)

9  p*((p=q)=q) transitivité(1,8)
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Dans la pratique on utilise des régles défivées
pour pouvoir effectuer des démonstratiéns dans H.b
Les régles primitives de G sont directement
utilisables et permettent des démonstrations plus

directes.

3 : Comparaison des systémes du type Gentzen et Hilbert.

1 - Un systéme de Gentzen emploie seulement la

dérivation, il ne dispose pas d‘'axiomes.

2 - Dans un systéme de Hilbert, les axiomes sont
les points de départ des déductions (prémisses), les
théorémes sont les conclusions de l'application des
régles aux prémisses. Dans un systéme de déduction
naturelle de Gentzen, les prémisses sont des hypothéses,
et les conclusions déduites des régles sont des assertions.
Une hypothésevpeut étre'n'importe quelle formule, elle

peut &tre vraie, fausse ou contingente.

3 - Chaque formule d'une déduction valide dans le
systéme d'Hilbert est elle-méme un théordme, ce n'eSﬁ'
pas le‘cas chez Gentzen. En fait, dans la plupart des
dérivations seule la derniére étape donné un théoréme.

Donc dans un systéme de Gentzen, la distinction est
faite entre assertion et théoréme. Une assertion est
un théoréme sous réserve de la satisfaction des hypo?
théses. Noté H}TH.

Un théoréme est une assertion avec un ensemble dfhypo-

theses vide. Noté fTH.



IT.7

4 ~kDans le syst@me d'Hilbert on dispose de beaucoup
d'axiomes et de deux régles. Dans le systéme de Gentzen
il n'y a pas d'axiomes, mais ceux-ci sont remplacés
par de nombreuses régles, deux par connecteur logique,
qui peuvent &tre considérées commé sa définition.

L'une permet de l'introduire, 1'autre de 1'&liminer.
Dans deux systémes équivalents, 1l'un de Gentzen et

l'autre de Hilbert, les théorémes sont les mémes. En

particulier, dans le systéme de (Gentzen, on peat démon-

trer les axiomes du sysﬁéme de Hilbert.

5 - Les démonstrations sont plus simples et plus
naturelleé dans un systéme de Gentzen que dans un
systéme de‘Hilbert. Cela est 4l 2 l‘extension de 1:
notion de déduction (prémisses vers conclusion et
non pas théordmes vers théordme) et & la structuration

de la démonstration.

4 : Forme normale d'une démonstration.

Dans les syst@mes de Gentzen, les démonstrations
sont des suites de déductions él8mentaires.
Ces déductions &lémentaires portent sur un seul
connecteur‘logique, elles sont de deux sortes :
introduction et é&limination.
Ce couple de régles, inverses l'une de l'autre, peut

étre considéré comme la définition du connecteur.
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La décomposition d'une démonstration en dé&ductions
€lémentaires est donc l'analyse la plus fine que 1l'on
puisse faire de celle-ci. Ainsi, il est possible d'étudier
le développement d'une preuve et de supprimer les &tapes
inutiles. Intuitivement, on peut dire qu'une démonstra-
tion est sous forme normale si l'on a suppfimé toutes

les étapes inutiles. Gentzen a été le premier 3 démontrer
dans son systéme "sequents calculi", lfexistance d'une
fofme normale pour toute démonstration.

Noﬁs reviendrons sur cette question des formes normales
de démonstrations lors de 1'étude du formalisme utilisé
pour le langage mathématique. Il est équivalent au for-
malisme de Gentzen, mais ces propriétés y sont plus

évidentes.

5 : Premier essal de formalisation d'un langage

mathématique : P.A.L,

-

Le systéme de déduction naturelle a &té appliqué 3
la formalisation d'une parﬁie de la logique. Mais si
1'on considére la méthode utilisée, elle peut &tre
appliquée plus généralement. Par exemple en arithmé-
tique, au lieu d'introduire les connecteurs logiques,
bn introduit la fonction successeur, les opérateurs ...

Dans notre syst@me il faut définir les connecteurs
logiques, les aXiomes, les opérateurs que 1'on veut
utiliser. Ce sont les constantes, ellés peuvent avoir

)

plusieurs arguments. On peut aussi y définir des
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variables qui correspondent aux hypothéses..
Le format des lignes est similaire & celui donné

lors des preuves dans G.

indicateur indentificateur démonstration é&noncé.
de contexte de la ligne

La séule régle &tant la substitution, ou plutdt le
changement de contexte; Une constante C, & n paramétres,
définie dans un contexte (p,qg,r...s,t) peut &tre utilisée
dans un autre contexte (a,b,c...d,e,f)

D= ... Clc,a,..6,0)....

n

De plus, l'analogie suivante, appelée "correspondance
de Howard"~permet si 1l'on considére la typification des
objets, d'obtenir le modus ponens sur les types. Les

objets sont alors les démonstrations.

xe X  x a pour type X
fe X—+=Y f a pour type 1'application de X dans Y

f(x)e Y f(x) a donc pour type Y.

En ‘fait, dans le format de la ligne, la démonstration
est un objet et l'énoncé est son type. Il faut; bien
entendu,~imp08er»une condition d'applicabilité lors du
chahgemént de contexte des constantes. Les paramétres
correspondants, "lors de leur définition et de leur

utilisation, devront avoir le méme type.
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La vérification qu'une démonstration donne bien le
théoreme indiqué, consiste & constater que le type
de l'objet démonstration est bien le type énoncé.

De cette fagon on obtient le systéme P.A.L de De Bruijn.

La description de P.A.L est donnée dans LIMA PAL

(note ESCTASM n®°8).

Les pages quil suivent en sont un extrait.

La version décrite dans cette note, n'utilisait pas
SISGOF. La différence entre cette premiére version et la
version actuelle se situe au niveau expression.

La validité et le type d'une expression sont fournis par
un vérificateur généré par SISGOF. En annexe 1, se trouve
la description de la syntaxe et de la sémantique du langage

des expressions.
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Structure — Définitions,

Un texte écrit en P,A.L est appelé LIVRE, La structure physique du livre est
une séquence de LIGNES. La structure logique est une arborescence,

La structure de la ligne est la suivante ¢

IN ID DEF CAT

ID : identificateur qui est le nom donné & l'expression introduite par la ligne

DEF : la définition de cetle expression

s

CAT : la catégorie qui indique le type de l'expression -

XN' : est un indicateur de‘contexte.

"Chaque mot de P.A.L est représenté par son idéntificatéur. I1 y a deux sortes
de mots : les variables et les constantes, Ces mots sont introduits dans le texte
P.A.L suivant les besoins de la théorie dont il est la formalisation. Les variable
sont définiesbpar le symbﬁle 'EB! enkzone définition, Les consténtes sont
~ soit des éléments primitifs définis par 'PN! en zone définition
- so0it des expressions formées de constantes et de variables déjd introduites,

A chague mot est donc associé une,défihition et une catégorie..

Les catégories sont définies comme variables ou constantes en mettant 'TYFR'
en zone catégorie, Quand de houvelles catégories sont définies; elles peuvent deve
nir la catégorie d'un mot en étant placées en zone catégorie de la ligne ol est

défini ce mot,

I,'indicateur de contexte permet d'accrocher la ligne bourante é,l‘arbre que
forme le livre, Si‘layligﬁe‘ n'est dans aucun bloc, son indicateuf est la racine
de 1’arbre :’O . Si elle est dans le bloc ouvert par la variable -a , son indicate
»est a . il peut y avoir plusieurs blocs imbriqués. Dans ce cas, on définit la lis
des indicateurs de la ligne (Lz(w)) . Cette liste correspond aux variables écce?—

tables dans ce contexte, L'identificateur dépend de toutes ces variables,
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Excemple de texte en P.ALL

§o de ligne  IN D DEF - CAT
(1) 0 REEL PN TYPE
(2) o] A~ EB REEL
(3) A B EB REEL
(4) B PROD PN REEL
(5) A v PN REEL
(6) B QUOT PrOD(A, THV(B)) | RESD
(7) A CARRE | ProD(A,n) REEL

ARBRE 0

(1) REEL

mv(a) (5) carre(n) (7) “

W prRoD(A, ) quor(,B) )

On aurait pu inverser les lignes (3) et (5), (5) et (7); les permﬁtaﬁions de
1tarbre sont restreintes psr les conditions de>précédence dans la définition_des
objets successifs figurant aﬁx noeuds,

Ainsi, on ne peut pas inverser (1) et (2) car A est de type REEL défini en
ligne (1). De méme QUOT dont la défirition dé?end de PROD et INV ne peut &tre placé
plus t6%,

Voyons la liste d'indicateurs des lignes : c'est la suite des noeuds qu'il .

faut traverser pour remonter jusqu'ad la racine, Ex pour INV : A et pour QUOT :B,2

Interprétation :

ligne 1 : la définition PN : notion primitive ou axiome, indiéue que lton définit

une constante appelde REEL (zonc.ID) indépendante de toute variable (hors contexte

car IN = 0) qui sera un type,
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ligne 2 : hors contexte (IN = O), A(ID) est une variasble (DEF = ‘EBi) réelle (CAT).

ligne 3 : dans le bloc A , B est une variable réelle.
}igne 4 : en fonction de A et B, PROb(A,B) est une notion primitive de‘type REEL.

o e e e Bt

ligne 5 : de méme pour INV(A).

[ ——y

ligne 6 : en fonction de A et de B , QUoT(A,B) = PROD(A,TNV(B)) est réel.

e e s e

}}§§§~Z‘: en fonction de A , CARRE(A) = PROﬁ(A,A) est un réel,
‘Daﬁs ces deux derniérs cas REEL semble redondant car on peut construire la catégori
3 partir dé_la définition, QUOT = PROD( ) quotient et produit doivent donc avoir
aussi le m8me type. Donc QUOT a le type de PROD : REEL.

I1e travail se borne a vérifier que le type donné en zone‘catégofie correspondb
au type construit, Ceci est trés important dans la suité car on utilise cette véri-

fication pour constater qu'une démonstration donne le résultat voulu, La ligne

prend la forme

N ) DEF CA

Théoreme expression qui est énoncé du
la démonstration - théoreme

Remarque sur lgsrsubstitutions & effectuer dans le contrble de validité,
Dans la ligne (6) on a PRDD(A,INV(E)) alors que PROD est défini avec les paramétres
Aet B, donc le deuxiéme parametre Bvest devenu INV(B) . Pour que la ligne 6 soit
acceptable, il faut que B et INV(B) aient méme type, De méme en ligne (%); dans
PROD, B devenant A , implique que A et B aient méme type pour que‘la substitution

soit valide,

Nous allons maintenant préciser la grammaire de P,A.L , puis son utilisation,

Grammaire et logiocue de PALL

On peut distinguner trois niveaux de structure : le livre, la ligne et 1'expre:
sion,
1e livre vide étant valide, un livre valide est défini récursivement par

~ajout de ligres valides, Une ligne valide, & la suite du livre { a pour indicateur
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0 ou une variable définie dans le livre 1, Son identificateur peut étre un mot

qﬁelconque de 1l'alphabet, & condition qu'il ne soit pas déji uﬁilisé. Sa définition
peut &tre 'EB', 'PN' ou une expression valide 22 . Sa catégorie peut &tre 'TYPE!
ou une expression valide 21 . On veut de plus gque la catégorie de 21‘ soit *TYPE!
et celle de 22 soit 21 modunlo certaines sgbstitutions.

Reste & voir la définition d'expression valide dans le contexte o .

Une variable x est admissible si elle appartient & la liste d‘indica?eurs de
6 c'est & dire au contexte,

Une constante est admissible si le contexte de la lizne ol elle est définie
esf inciu dans le contexte de ¢ .

Maintenant par récurrence nous allons définir une expression parenthésée
admissible,

si B est une constante définie dans le contexte‘ X1,X e X, On a donc dans

2 k

le livre les lignes suivantes :

0 X? EB F1
x, X%, - EB I‘2(x1)
Xk’“‘l Xk. EB Pk(x‘l,".,xk"1)

)

Xk B Q(Xi,...?xk) 2(X1,’00’X

12
Alors 'B(Ei”"EK) est admissible si
10) tous les B, sont admissibles

20) les catégories des parametres correspondants sont égaux modulo certaines substi-

tutions,

CAT(E1) 5T
can(E,) 5 S’x1 ~E, T,(x)

on substitue E1 a X, dans FE(xl)
CAT(Bk) :‘6‘ XT -] F}:(XT ¥ iO»t )xk)

X}(—.i - i'k~1
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Alors la catégorie construite de l'expression B(E1,...Ek é%t dans ces
conditions 3

sx1 = z(x1,...,xk)

[T ————————,

X = By

Note sur A 5 B . |
Il se peut que dans la définition de A on utilise une constante qui soit
elle méme‘foﬁction d'autres constantes par sa définition
exemple : A(x) = P(i(x),x) et u(x) = alx,x) .
Supposons que F et G solent des notions primitives, alors on dit gque A est’

nis sous forme développde quand
o(a) = Plox,x),x)

car on ne peut plus remplacer une constante par sa définition,

A 5 B est équivalent a FD(A) :VFD(B) .

Comme cela, on est sfir que A et B sont logiquement équivalents, méme stil

ont des formes différentes,
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Exemples de livres PAL

Démonstration de p-p

Ci-dessous se trouve la démonstration de p-p dans le

systéme de Gentzen donnée & la page II.U est reprise

Sous

forme de livre PAL.

A la page suivante, la méme démonstration est donnée

dans le systéme de Hilbert. Elle est décrite en

IT.2

mais
page
LIVRE
0
P
Q
P Q
Q PT
0
A .
e A
-
A A AT

INCLU
PT
ar

Ir

AT

TH

EB

EB

PN

EB

EB

Py

EB

EB

TYPE

TYPE
TYPE définition de INCLU

P
4] .
_ définition de la ré&gle de
ITHCLU(P,Q) . . .
lnclu-introduction
TYPE
y:|

II(A,A,AT,AT) INCLUCA,A)

démonstration immédiate

définition de la logique



0 EBF PN TYPE

0 P EB  EBF

7 VRAI PN LEPE | sérinitions de EBF,VRAI,INCLU o

P Q EB EBF ‘ g

2 INCLU PN EBF | W%

Q ax1 PN <mbwn~aqchm,ﬂaomqﬁa.muvv bpos(Q->P) L

Q M EB EBF . | S

Y ixa PN VRAI(INCLU(INCLU(INCLU(Q,M)),INCLUCINCLU, INCLU(M)))) Jm

4 ASP1  EB VRAI(P) . *Q..!oizitvﬁm&ﬁlimiz: m

15P1  ASP2  EB VRAI(INCLU(P,@)) : | | ‘m

452  MOPO PN VRAI(Q) ke et Fera alors|a

o A  EB EBF

4 B EB  EBF

B #1 AX1(4,INCLU(B,4)) <mhaﬂ&aquqﬁh.waquqﬁaaqanm,bv.mvvv fa = ((B-vA)~ A)

B Wa ~ AXA(A,B) VRAI(INCLU(A,INCLU(B, 1)) e (BA) |

B 13 AX2 (A, INCLU(B,A) ,A) wmbwANEQBQAHaamQAb,&EQﬁqAHaqm:Am_>v ), INCLUCINCLU(A, THCEY(B,A)) INCIUCA,

2))) o (A= ((B-2A)—+A) ) e ((Ams (B—A))—>(A=#A)) |
B gy MOPO(INCLU(A, Hammmhmzqmqﬁm aF £)).IHCLU(IRCLA, INCLU(B,4)) TNCLUCALAY) HE,H3) VRAI(INCLU(INCL
(A.INCLU(B,4)),INCLUCA,4))) | - | *A>,snm;wpvvcahbprv )

B H #OPO(THCLUCA, THCLU(B, ), THCLUCALA) B2 ,R4)  VRAICINCLU(AA)) Fa—sA =
L
B
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7 : Insuffisances de P.A.L.

Dans le systéme PAL, les fonctions sont définies en
extension. Une fonction f, qui a x fait correspondre y,

est définie par l'ensemble des couples de constantes

(x,y) = (x,£(x)).

En d'autres termes, x €tant un objet de type T1, on
lui associe un objet f(x) de type T2. Mais il n'est pas
possible de définir une fonction f du type T1 dans T2.

Les mathématiques modernes utilisent trés fréquemment
des objets du type fonction. Méme dans notre schéma de

correspondance objet - type nous utilisons cette notion.

Dans le chapitre suivant, nous verrons que le forma-
‘lisme du lambda-calcul introduit par Church apporte une

solution naturelle 3 ce probléme de l'extension de PAL.
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III / Les systémes du lambda-calcul.

1 : Présentation du lambda-calcul de Church.

Ce systéme a été introduit pour expliciter les méca-
nismes de la substitution dans les systémes formels.
Il est done normal d'y faire appel dans cette étude.
Ce formalisme permet de préciser la notion de fone-
tion. En effet, dans la notation f(x) se trouvent confdn-
dues deux notions
- la définition de la fonction f
- la valeur de f appliquée 3 X.
Par exemple, soit f la fonction x-px+2 elle sera notée
f,=A.v.v+2 et f(x) = (Rv.v'+2)(x)-§- X+2
A est i'opérateur-d'abstractioh fonctionnelle, son afgument.
v est le paramétre dont dépend la fonction. v+2 est le corps
de la définition de la fonction, il permet'le;calcul_effectif
de la valeur de celle-ci pour une valeur donnée au paramétre.

f(x) note la valeur de f lors de son évaluation avec x

comme paramétre. Cette é&valuation se fait suivant les régles

du lambda-calcul. Dans notre exemple,;r note la p;réduction,

c'est 3 dire la subtitution de la valeur x au paramétre V. |
Dans les systémes de Gentzen, les régles de déductions

sont des fonctions qui, appliquées & desvformules'(prémisses)

donnent une formule (conclusion). Or 1e'iambda—calcu1 eSt
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Justement une formalisation de la notion de fonetion calcu-
lable,'et toute fonctioﬁ calculable peut &tre représentée
par un lambda-terme. Donc si dans notre éystéme, 1'on prend
comme couple de régles l'abstraction et l'application,
on pourra exprimer toutes les autres régles désirables.

AUn autre point & noter pour l'analogie entre le lambda-
‘calcul et les systémes de Gentzen, concerne l'existence
d'une dualité des régles. Dans le systéme de GentZeh,
les régles permettent dtintroduire ou d'&liminer un cbnnecteup
logique, dans le lambda-calcul, l'abstraction permet d'intro—
duire une variable lide et 1'application de 1'8liminer.

Dans toute sa généralité le lambda?calcul permet dtéliminer

les variables liges (hypothéses) en appliquant n'importe
quelkterme; Or pour gue dans notre interprétabion cette
opération ait un sens, il faut limiter la classe des termes
susceptibles‘de lever une hypothése.

Cette restriction est obtenue, dans un lambda-calcul
typé par la condition d'applicabilité. C'est 3 dire,.
1'exigence que les arguments d'une fonction aient méme

type que les variables liéeskqu'elles vont remplacer.

Comparaison entre le’ lambda-calcul et le lambda-calcul typé.

. Dans le lambda-calcul, 1l'égalité de deux termes
est indécidable. |

. Dans le lambda~calcul tous les termes n'ont pas
de forme~normale;

Ex ¢ (Ax.xx)(Ax.xx)
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. Cepehdant, d'aprés le théoréme de Church-Rosser, si un
terme a une forme normale, alors elle est unique.
Cette propriété établit la consistance du lambda-calcul.
. Dans le lambda-calcul typé, tout terme a une forme normale
On en déduit son unicité par le théor&me de Church-Rosser.
La décidabilité de 1'égalité'de deux termes résulte alors

de la comparaison des formes normales des deux termes.

2 : Un systéme du lémbda—calcul : L.

Nous allons définir les formules de L.
Soit V un ensemble de variables u,v,w...
- les formules atomiques : ce sont les variables Ve L
- les formﬁles composées
+ par abstraction veV et wel alors (V]wel
noté classiquement Av.w
v est dite liée dans la formule [v]w
+ par application u et welL alors upwel
noté classiquement wu
u est ltargument de w.
Par exemple Ax.y se note [x]y et f(x) se note<xpy.
alors (Ax.y)(x) devient <x%(x]y
et Axy.x(y(y)) se note [x][v])<<y>y>x .
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Conditions sur les formules.

1) On impose que dans une formule, toutes les variables

liées soient distinctes.
2) Lors d'une substitution, 11 est entendu que le nom des
variables liées est modifié de facon & éviter les collisions.
3) Toutes les formulés qui ne différent que paf le nom

de leurs variables liées sont ldentifiées.

Nous avons défini les formules de L, voici maintenant

les régles de conversion.

B: <w>vlw -7;¢ S(vau)w ou S est la substitution.
uk vl<vow v sivéw.
cette derniére régle peut &tre omise.
Exemples:
GH>CvICedy — (2] x
<CyI<y> x>z 7i~b<x>z

(xJ<x>lyly

Cydy Im__;ﬁ,_, P x]x
Cette notation permet de localiser plus facilement les

et réductions que la notation classique.

Kx.(ly.y)x

" P
Ay.y o ot — AX.x

Une formule est sous forme normale si on ne peut pas

la réduire par application des régles de conversion.
Par exemple si u,v,weV alors u, <cu>v et fuJCvlw

sont sous forme normale.
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Dans L, il existe des formules composées par auto-application
( up»u), par exemple la formule sans forme normale
z = <[xI<xDxD Ey~3<y>y
notée classiquement (A x.xx)(A X.xx)

On peut constater que :
. 11 n'y a pas de 01~rédudtion possible sur '[x]<x:>x

la condition v¢w n'est pas remplie.

il reste 1la %-réducéion <u Sty w

ou uuzktxj<x>x et w= <y>y

z = S(ysu)w = < Lx,T<%> X% 0x, <Xy Xy,

La substitution est faite en respectant la condition

.2, la formule obtenue est conforme 3 la condition 1 et

par la condition 3, u etaxi sont identiques 3 Ug

4
De plus, le résultat est z lui méme (condition 3)
Donc 2 cp 2 e—p 2 .o

g ¢

z n'a pas de forme normale.

3 : Typification de L. Le systéme D.

| Soit B un ensemble de types primitifs.
T l'ensemble des types sur B, est défini ainsi :
1 - B appartient a' T,
2-8iagTet begT alors (a—sb)e T.
La typification est une application de L dans T
qui a chaque»formule_de L assoéie, soit un type de T,
soit &L qui note 1'ind&termination :

T: L—sTu{sl
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Si veg V alors par définition t(v)e T.
les variables sont classées par type lors de leur définition.
Soit ve V, w et uglL tels que <w(v)=a, <T(u)=b, %(u)=c alors
< (Lvdw)
et T(Cupw)

1l

(a=Db)

d si b=c=d;l sinon.

i1

Exemples :
Si <T(x)=a, ©(y)=a et =(z)=b quel est le type de
E = &xpCylCdy 2
Soit w = (yIlzly, E = <xdw et T(w)=T(LyIl=y)
= (Wy)==T(Lzdy))
= (a=+(T(z2)—=T(y)))
= (a=e(b-pa))
d'ou ©(E) = T(x>w) = (b-sa) puisque T(x)=a.
On peut constater que le type de E est le méme que celul
de sa forme normale [[z]ly.
De méme, T([x]<x>[yly)= T([xlx)=(a=sa)
Cependant si *%(x)=a et ©(y)=b alors
T(xJx)=(a=s»a) mais (XKD Yy)=4L1
car T(x5Uydy)=.L en effet Tx)=a et <T(Lyly)=(b-sb).
Pour qu'un terme et sa forme normale aient le méme type,
il ne faut considérer qu'un sous-ensemble de L.
Nous allons définir D comme étant la partie de L dont
les termes ont un type défini.
D=L - T2*d)
D ne contient que les termes qui vérifient la condition
d'applicabilité. Tous les termes de D ont une forme normale,
zZ = <[k]<x>x>[y]<y>y' n'appartient pas & D puisque T(z)=4 .

Si x est de type a, <xyx est de type . puisque a#a -»b.
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4 : Isomorphisme entre D et déductions'dans G.

Les formules de T et de G étant les mémes, nous allons
établir la correspondance entre.

- abstraction et =sintroduction

- application et -s»&limination
sur la base de l'interprétation suivante

" 5 pour type " se 1lit " est une preuve de ",

+ Régle ~sintroduction
a soit a une preuve de A.

b b est une preuve de B dépendant de la

preuve a de A.

| A=B Calb alors [8]Jb est une preuve de A=B.
En effet c'est une constructioﬁ'qﬁi
i toute pfeuve a de A associe une
preuve b de B.

Ceci prouve que [&]b est l'équivalent de la régle =I.
+ Régle -&limination
TR
A : a solit a une preuve de A.

- A—»B {a]Jb soit a b une construction qui a toute

peuve u de A assoclie une preuve b de B.

B b alors on obtient une preuve de B en

appliquant a 3 la construction [é]b.«
et <a>[u]b-—§;-»

L'application suivie de la %~féduction est donc bien

1'équivalent de la régle =E.
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Les théorémes de G sont les déductions qui ne dépen-
dent d'aucune hypothése.

L'introduction d'une hypothése se traduit par l'appa-
rition d'une variable. Son é&limination se traduit paf
son abstraction, de la méme facgon que pour la régle -»I,

Uh théor&me de T est donc le type d'une expression
close de D. Une expression est dite close, si elle ne‘
contient pas de variable libre.

Dang cette optique, les_%-réductions correspondent
4 la simplification de la démonstration.

Ex : démonstration dans T de p-((p=»qg)=q).

(preuve) D~~~ T (enoncé)
a p Voir la similitude
b jo¥ ] avec la démonstration
<a>b o} de la page I1.5
[(bi<ayb (p=q)-=q
Callblgayb p-»( (p=»q)=q) .

I1 est clair sur cet exemple, que le lambda-calcul
typé sur T, établit la formalisation des déduction dans T.

T est un caleul implicationnel trds simple.

Cet isomorphisme est étendu par Stenlund au calcul des
prédicats du second ‘ordre utilisant les symboles -» et ¥ .

On peut donc formaliser les démonstrations d'un systéme
plus fort. Par exemple le 1ambdé-calcul lui méme. On
obtient ainsi un lambda-calcul dont les types sont des
lambda-termes. Cl'est 1l'étude dl'un tel systéme‘qu‘a entre~
pris Nederpelt.

Dans 1le chapitre suivant, nous é&tudierons un tel

systéme.



Iv.1

IV / Le systéme de Nederpelt.

1 : Définition.

La présentation adoptée est différente dé celle de la
thése de Nederpelt. Les aspects techniques de ses démons-
trations étant omis, les définitions sont plus adaptées
aux considérations que 1l'on développera dans ce chapitre.

Soit M = (A,F,R) le sytéme formel éuivaht
A alphabet constitué de
- 1'ensemble V des variables X,y,Z...
- la constante T
- les symboles auxiliaires [ J < > €
F ensemble des formules
- formules atom\iquesA Ve F et TEF
- formules composéeé
si_ aet be F alors <a>b e F
si xgV, a et & F et x¢ a alors
[xealbF
La variable x de [x€a] b est dite liée.
Une variable non liée est dite libre.
La notation a(x) indique que x est une

variable libre de a.
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R ensemble des regles

1 - o{~équivalence : toutes les formules qui ne
différent que par le nom de leurs variables liées sont
identifiées.

2 - Toutes les variables 1liées d'une formule
doivent &tre distinctes entre elles et distinctes des variabies
libres apparaissant dans cette formule.

3 - Lors des substitutions, le nom des variables
liées est modifié& de facon d respecter la régle 2.

b,5 - p ettQ‘contraotions. |

+ La contraction a=~—ebh

par définition a est le redex et b le contracté5
p -contraction <b>[xeﬁja(x)7;va(b) = S(x~b)é
p-redex - p-contracté
ﬂtcontraction EXﬁE](‘X?a»—Ji"& a sixé& a
m-redex ; ‘ﬁ;contracté'
+ La réduction notée ~Xp est la cldture reflexive et
transitive de la contraction.
+ La 1-réduction, réduction en une &étape : a-—sb.

1
b est obtenue par une suite standard de contractions

des redex de a. b lul méme peut alors contenir de nouveaux
redex qui n'apparaisaient pas dans a.

+ La réduction en n étapes.

Définition inductive a~—pa
a—»c sidb tg a —eb—sc.
vo. 3b tq a-#b |

Propiété : si afeb alors 3n tq a-——aD.
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Précisons la définition de la 1-réduction pour les deux

types de contractions.

a - b ‘est la relation engendrée par
1-5ia-—sb alors a..ga-b
2 -sia-—b alors <b>a~?;w<p>b
>0
3 - si a_ab alors [xea]c =" (xeble
B Pa
L - 81 a_s b alors <ade —addrc
B Ba
et 5 qui peut &tre déduit des précédents

sia gwab alors [xec]a —s{xeclb
4 ' A

Les quatres dernidres relations sont les r&gles de monotonie.
Pour a.:f.b il suffit de remplacer g par M dans la
2 : ;

définition précédente.

Un terme a est sous forme normale s'il ne contient pas de

redex.

Un terme a est normalisable s'il existe une réduction

‘a-fifbktelle que b soit sous forme normale.

Un terme est fortement normalisable si TOUTE réduction

se termine.

La typification.

C'est une application T de M dans MlL@} telle que ;k
’c('r) ="

a si x est 1liée par [x¢a)

i

T(x)
b si x est libre

[xealt(v)

T([xealb)
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¢ si t(b) = [xealec
T(garb) =
Ll sinon.
Le systéme N de Nederpelt est la partie de M dont

1'image par % est différente de ..

Dans N, [kea]b est équivalent & ([xJb avec <T(x)=a.

Comme le type d'une variabletlibre est JL, toutes les formules

‘de Nksont‘closes.

Soit SFN 1l'ensemble des sous formules de_N
€ SFN.

E
Une sous formule A de E peut contenir des variables libres.

SPN = {(E,A)/EQN et Ag M} notation A

Cependant, on peut attribuer a ces variables libres dans A,
mails liées dans E, le type qu‘telles ont dans E.
Si AEGZSFN, le contexte de A est l'ensemble des variables

libres qu'il contient.
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Les résultats obtenus par Nederpelt.

' § Dans le systéme M.

+ Pour la p-contraction.
.:‘I‘héorémes de cldture
1 - Si aegM et a-é-:a-b alors be M.
2 - 81 aeM et a_?-ub alors be M.
« Propriété de Church-Rosser

SiaeM et a——g—o et a-fec alors 3d tgq

AR,
A

+ Pour 1la q—contraction
+« Théoréme de cldture
Si aegM et a—s b alors begM.

“Ta
« Théoréme de séparation des réductions.

Si agM et aZec alors 3b tq a-éfa. b—ﬁ’iwc.
« La propriété de Church-Rosser n'est pas vraile pour
les Pﬂt—réductions.

Contre-exemple

Q [SceA]< x>lyeBlc avec x§lyeB]c

A0

Qlyerlc Qlxes]c

A et B sont quelconques !
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§ Dans le systéme typé N les résultats sont plus intéressants.

. Claturé par typification
Si agN alors <T(a)e€N.
. Définition d'une norme qui est la typification iﬁérée de
la formule et de ses sous formules.
La norme étant 1liée 3 la typification, tous les termes
de M n'ont pas‘de norme. Par contre ceux de N en ont une.
. Théoréme de normalisation
Toute formule normable est normalisable.
. Forme normale dans N
Si a appartient & N a%ors il existe b, sous forme
normale tel que»a-ﬂbsb. La démonstration donne une
procédure pour obtenir b.
Nederpelt démontre de plus la forte normalisation dans N.
Il é énoncé deux conjectures qul ont été démontrées

~depuis par Van Daalen.

. La premiére est la propriété de Church-Rosser pour
les §Q~réductions dans N
Ce résultat établit la consistance du systéme et
1tunicité des formes normales.
. La seéonde conjecture est la cldture par réduction.
si aeN et aXyb alors beN.
De plus le syst®me N est décidable pour les relations
" Egalité entre termes " et "&tre le type de".
.Toutes‘ces propriétés font de N un objet mathématique
bien adapté 3 notre probldme.
Dans,le;éhapitre suivant nous allons étudier la typifi~

cation. Cette &tude permettra de saisir comment utiliser ce

syst@me pour la formalisation ge textes mathématiques



Iv.7

% : Etude de la typification et des opérateurs associés.

‘Dans le syst@me N, ce qui nous intéresse au point de
vue de la théorie de la démonstration, ce sont les termes
sous forme normale.

Le paragraphe précédent a montré l'existence et l'uni-
cité de la forme normale de tout terme de N. La relation
"avoir méme forme normale" est donc une relation d'équi-
valence dans N.

Soit K l'ensemble des formes normales de N.

xe€ K est de la forme QT
ou Q est une chaine d'abstracteurs qui péut étre vide.

Q = q; ce dp Ou q = ﬁceﬁkj E;‘ est une-expression
de contexte {Xd .o Xt,i}

T est une T-expression de contexte {X4 oo x“}

Une T—expfession est de la forme T ou xy ou <EQ) Xy .

E

¢ est une expression de contexte {X4 “e Xm} .

Exemples

[aeT)[pe7] [H1ea] [Hoe [xea] p] <HIYHR
[ae ] [bexeT]a] [cecadb] e
faeT] (e (xeT]a] [celyeal Czey] b] <<apbde

‘Pour ex3 le contexte de q3 est : a, b

exl

ex2

n

ex?

le contexte de T est : a, b, ¢
le contexte de qg,.est : a, b, y.
Quelques définitions relatives & la structure des termes.

On appelle valence de X le nombre n d'abstracteurs.

v(x) = V(q4 ves Gy ) = N
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On appelle ordre de x le nombre maximum d'emboltements

des abstracteurs (noté o). De fagon plus précise

1t

X =kQT_ o(x)
et 0(Q)
avec o(qL ) = o([xeEL]) = 1 + o(Ey).

o(Q) et o(T) = 0 (chaine d'abstracteurs

H

max (o(qy )) vide).
|9

On appelle pivot de x l'indice d'u'qP le plus‘é«drbité
d'ordre maximum : o(qp) = o(x) et o(q3)< o(x) pour p<jgvix).

Exemples

ex4 = faev]lbexerlad(cea]e

exl ex? ex3? exh.
4 3 3 3
O 2 2 3 2
p | H 3 3 2

Aprés avoir précisé la structure des termés de K, Voici
~quelques définitions de fonctions lides 2 la typification.
Affinons la définition de v pour xeK. |

T(x) = ®(QT) = Qv(T)

~ et péur T =T, s(T) =T

T Xis 'U(XL) = Ei

T

1]

€ | o
KEZ X 1(<E@fx;) = ¢ ou w(xy) = qq ...q

. QtT!
<E¢§ = Lg? <ep...<g> de fagon que. |

¢

<e‘><e’:>‘...<e;>q1...q:}Qth Lo QT = ¢,

Dérinition de la norme e
1. Q(?) =T
2 . p(xy) = p(BL)
3 . pllxeple) = [xep(v)]e(e)
i, Q((b}c) = e ou Q(c) = (yed]e eﬁ d = Q(b)‘
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Comparaison de T et de p .

La relation 3 donne la premiére différence
x=Qr  T(x) = QuT) et p(x) = p(Qp(T)
donc.f_s'applique 3 la formule et 4 toutes ses sous
formules, alors que % ne s'applique qu'a la formule.
La relation 2 donne la seconde différence
T(xg) = E; et Q(XL) = e(@b)
s'applique.de fagcon itérée jusqu'a ne plus avoir
d'occurence de variableé liées. Il ne reste plus

alors que la constante ¢ dans la formule.

Définition du degré 4

px) = 0
J(x) = u(T)
M(T) = 1+ p(s(T)),

Le degré mesure le nombre de’ fois que l'on peut
typifier une expression avant qufelle ne soit

son propre type.

Exemples
exl = [aeT] DJE.“'] [H1ea] [H2€[xea] b] <H1>H2.
t(exl)v= e b
Tcllex1) = ceees | T
p(ex1) = (eet][per][H1eT]{H2e[xe TIT] T

"

/1(ex1) 2
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ex2 = [aeT] [be [xer]a][c e(a§b] c

T(ex2) = e {ayb

tHex2) = e a

tHex2) = T
plex2) = [aevlve(xewriT)Eer] T

plex2) =3

ex3 = [aeT][be [xeT]a] [celyeal[zeylbl<ga>byc

T (ex3) = e ﬁié(a}b}b
Thex3) = cen {uecadp]ver]a
T (ex3) = e [ue<a>v] lveTlT
e (ex3) = [aer][vexeTIT] [celyeTIlzeT] CweTl v [ue] LveTdT
M(ex3) =3

Les expressions de @egré 0 sont de la forme Qr .
Elles sont invariantes par‘t':‘r(QT) = Qr(T) = QT .
La relation "avoir m@me degré" est une relation d'équi-
valence qui partionne K en sous ensembles Kos Kys oo Kyp oot
T est une application de K., dans K, .
Définisons KC comme étant»le sous’ensemble‘de Kotelkque
toutes les sous-formules des formules de K&,appartiennent a Kg-

La norme e est done la projection de K dans KP’
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Relations entre p et & .
\Y

+ absorption de w par P

r(e(x)) f(x) évident.

et C('C(X))
Pv(x)) = (=(aD)) = p(QR(T) = Q)p(T(T)).
I1 faut donc que €(t(T)) = f(T). Examinons les 3 cas

f(x) preuve

possibles suivant T

Si T =T, %(T) =7 c'est vrai.

Si T = x¢, t(ixy) = E; d'ou fCU(X;)) = P(EL)
et par définition e(xL) = €<EL)‘

Si T = <evxy, TWT) = ¢ si w(xy) = (xeEle

alors Q(E(T)) = e(c)
dtautre part, par définition si Q(xc) = [xealb et f(e) = a
f<e>x ) = b mais P(xz) = P(%(x;)) = p(Cx€EJe) = [xeg(ENp(e)
d'ou b = e(c), en conséquence €(t(T)) = ?(T). CQFD

+T est une relation plus fine que ?.

Si deux expression ont méme type, elles ont méme norme.

El E2

E -~ E
¢

#T est une relation plus fine quejr.

'Si deux expressions ont m@me type, elles ont méme degré.
El E2
. . < },(54): ple)et = fr(€4)
¥ | -
B

©
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Ce n'est pas vrai pour la norme car f(x) = e(t(x))

et }«(x)‘ =}:.('z:(x’))—-1.

+ Invariance de l'ordre.

Si x = QT, ©(x) = Qv(T) mais %(T) est une partie d'une sous

formule de Q, donc, d'ordre sﬁrictement inférieur 30(Q).

En-consé@uence o(x) = o(v(x)).

De plus Q étant invariant, le q; d'ordre maximum lui appartenant,
p(x) = p(v(x)).

L‘ordre étant invariant par typification, il en est de méme

pour 'la norme, celle-ci stant la cldture de la typification

pour la formule et ses sous~formules.

o(x) = o(g(x)) et  p(x) = p(e(x)).

+ Intervalle de variation de la valence.

<(T) &tant une formule de K, T(T) = Q'T!

donc T(x) = T(QT) = Q&(T) = QQ'T'  v(w(x))Zv(x).
La valence‘estkindépenéanté des sous-formules de x,.
en conséquence v(p(x)) = vie*¥(x)).

d'ou V(Q(X)):—p v(‘c‘(X))?/V(X)?/p(X)
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Interprétation de la typification.

Nous avons vu au chapitre précédent que la correspondance

de Howard peut se résumer par le tableau suivant :

démonstration ‘énoncé
objet type
lambda~terme de D formule de T.

T étant le langage, la formalisation des démonstrations dans T

est 1l'objet du métalangage D sur T.

Voyons comment cette interprétation peut s'étendre 3 K.
Dans les livres PAL, il y a deux sortes de lignes. Les lignes

de définition et les lignes de démonstration.

DEF CAT
ligne de définition : - T
ligne de démonstration D E

et %(D) = E avec %(E) = T.

-Donc les expressions de degré 0 servent plutdt pour la défini-
tion du langage qui est constitué des expressions de degré 1.
Les expressiohs de degré 2 sohﬁ les démonstration, donc le
métalangage.

On peut donc. considérer la typification comme une fonction

permettant de passer du métalangage au langage.



Iv.15

Application de cette interprétation a K.

K

K, ML
p— -

K, ML
/"""——-

K, |m&talangage ML
T :

Ky }langage L

‘ protolangage PL

PourQuoi un protolangage ?

Le langage L que 1'on considdre est typé, le protolangage
sert érdéfinir ce langage typé dans les systémes AUTOMATH.
Ko ne contient qﬁe des expressions de la forme Qv. Le véritable
langage est Kt,kil comprend les variables de type ¥ |
lles fonctions de type txéﬂ?‘
les fonctionnelles ...
Une expression de K, &tant 1'€noncé d'une démonstration de

degré 2, donc appartenant 3 K, .

Dans AUTOMATH, les expressions sont limitées au degré 2. Mais
on peut trés bien considérer les expreSsibns de degré supérieur.
Dans ML par exemple, on peut exprimer les propriétés des

démonstrations dans L...
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Qu'est gue trouver une démonstration ?

Trouver une démonstration de E, c'est trouvér ‘une expression
D telle qué '::(D)-*z E. Il est donc intéressant de vdéfinir une
fonction réciproque de %. La fonction 1 de preuvké ’de K, vers .Km
qui a E de K, fait corr‘espondre"une classe d’équivalence‘pouf ?_
dans K,,. Avant de définir-{, donnons queilques résultats relatif

4 la structure de D tel que D = T(E).

1 . o(D) = o(E) 1l'ordre est invai*iant par ¥ puisqutil’
1“est’ par T .

2 . p(D) = p(E)

3. plg(E))g V(D) S V(B) v (p(E))

b . la partie Qg ev+Q

o(e) €5E invariante par TC .

Asso‘cié iTw n'oiis avoﬁs définivléfdegré }A dtune expression.

de méme 2 ¥ nous pouvons associer ¥* le codegré de 1'expression.’
Une remarqueid’abord,w une expression Vn“ar. pas forcement de
démonstration, dans ce.casv,'. 16 (E) = & (vide).

Par définition *(’(E) =0

VY(x) = 1 +¥((x)).

Expression de codegré maximum.

Soit x,qu 5 X¢ = Qr et soit i le pivot de x, alors
Xy = sz’ puis 1ton cohsidére ai = [xe€EJ ot E;é Kf,v
alors de méme gue pour X, on construit El=Q'x; '
done X,= qp ...q.,[x&Q'x7q,, . QX

PED = plx) - 1



Iv.17

et 1l'on continue ainsi jusqu'd obtenir la sous expression
de degré 0.
Le degré de l'expression finale x est égal & l'ordre de x .

Donc Mm(x) g o(x)
et C(x) g olx) - w(x)

Cette derniére relation permet dans bien des.cas’de'savoir que
w(x) = & quand V(x) = 0.

Dans le cas ol w(x) est non viae, voyons la constfdction de .

Soit D(x) l'ensemble des variables liées de X.

Considérons 1'ensemble des T-expressions de contexte D(x)

T = Y™ D)

Sur ‘G modulo la relation d‘'équivalence T, 76 est 1'isomorphisme

~inverse.de % <
Ml

On peut alors définir ¥ pour tout X par

(x) = {E = QT tq X = QQ'T' ob Q'T'gT(D(Q)) et T'=~75<Q‘T.">}




Iv.18 -

Exemple :

Caerjtbe[xer]q][ce[ya@j[zetjb‘

Q3 =

Q2 = Q3 (uea]
Q1 = Q2 (ve Tl
Q0 = Q1fwe+l

‘Par application répétée de?& 3 Q0r , on obtient l'arbre suivant

0 - QOr

1 Q0a QO0v ow

I

2 ) Q1b - Q0u Q0<a>b
QO<vyb
QOgwyb

3 Q3c  Q2eue C Qicaade

Q2<gay bec Qlgaxcarbvc
Q1<a$«y>b7§
Qi(ﬁ%u?c
Qigv>®arbyc

Q1 r<cvobre

+ La branche la plus 2 gauche est celle de codegré maximum.
+ Les fils qui contienent des applications produisent des
p—rédﬁcticns par typification.

+ Les fils d'indice de Q maximum sont ceux de contexte minimum.
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Ayant un ensemble de preuves de X, le probléme est de
sélectionner la plus "intéressante. On peut appliquer

divers critéres. Par exemple :

- 1l'expression de codegré maximum

- 1l'expression de contexte minimum

- 1l'expression de moindre réduction
c-a~d celle qui minimise les g—réductions lors

de la typification.

- on peut aussi imposer des conditions au niveau de M*L
ce qul permet de sélectionner une démonstration plutdt

que d'autres.

Les fonctions % et R&perméttent de cerner de plus prés la notion
de démonstration. Nous avons donnd quelques"résultats relatifs
"3 la structure des démonstrations. Cependant une étuae;plus‘

approfondie reste encore i faire.



V / La famille des langages AUTOMATH.

1 : Présentation historique du projet AUTOMATH.

Commencé en 1967, par une équipe de l'université
d*Eindhoven, éous la direction du professeur N.G.De Bruijn,
le projet AUTOMATH est popularisé par une communication
"au Symposium de la démonstration automatique de 1'IRIA, en
décembfe 1968. Cette premidre présentation décritvPAL‘et
une premiére version du langage AUTOMATH (AUT-68).

Déja dans cet article, des possibilitées d'extensions
sont envisagées. La pratique de l'€criture de livres en
AUTOMATH; conduit & une version plus souple et plus concise
AUT-QE. Cette version est l'objet du volume 1 du Symposiuh

APLASM d'Orsay de décembre 1973.

En se penchant sur les fondements mathé€matiques de ces
systémes, Nederpelt a étudié un systéme LAMBDA-AUT»en 1971.
Les idées essentielles sont contenues dans AUT-SL de
‘De Bruijn (fin 1971). Uﬁ approfondissement de ces idées fait
l'objet de 1a'thése de»Nederpeit (Juin 1973). Elles ont

été étudiées au chapitre précedent.



2 : Relations entre ces langagés.

AUT-SL : - PAL

AUT%58

AUT-QE

‘1 - N est un systéme fprmel du lambda-calcul lambda-typé.
AUT-SL est uné‘réaliéation d'un véfificateur de démons-~
trations en une seule ligne. I1 fournit le type d'une
expression et sa forme normale. Cette expression étant
considérée.comme la démonstration‘d'un-thécréme, il
faut vérifier que levuype de l'expression’correSpohd

2 1'énoncé du théoréme. Alors;,la forme normale corres-
‘pond ébla déﬁonstratioh la "plus simple" du théoréme.

AUT-SL sera décrit au'paragraphe 3.
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2,3 - LAMBDA est la généralisation de AUT-SL en une
version:en plusieurs lignes. Elle utilise le format des
'lignes de~PAL, son mode d'introduction des variébles et
des constantes et son systéme d'indicateur de contexte.
Le systéme‘dé substitution de PAL est remplcé paf le
couple abstraction-appliéation qni par p—réduction, lors
de‘la mise sous forme normale, provogue les substitutions.
Ex: si f(x,y) par changement de contexte donne f(a;b)
dans PAL, alors dans LAMBDA, il s'écrit <y><x>f |
Ceci»dans le contexté;x,,y; le‘cdhtexte étant
adjoint, on bbﬁieﬁt‘ txjcyj<y><x>f
et 1l'application &8 a et b donne
‘<b)<a>txlry3<y><x>f ~Eq> <b><a>f
Lak@fréduction‘donné*bieh le résultat.
LAMBDA sera décrit au paragréphe,H.
4,5 - Dans AUT-QE et AUT-68 on permet les deux formes de
Substitutioﬁ. De plus, on_1imite le degré des expressions
a 2 et on impose aux expréésioné typicales d'étre de type 7.

‘Dans AUT-68, il existe une seule expression de degfé 0:T.
Pour cela oﬁ ajoute la régle CXDngT; |

Dans»AUTwQE, on accepte les,éxﬁressions”dé degré O,kmais
-on‘peut~aussifles~rem§1acer paf‘ﬁi,c‘est donc‘uh~a$séupli~
ssement de AUT-68.

L‘utilisatiOn des deux formes de Substitution n’aﬁporte
rien'de plﬁs sur le plan de la puissance du langage.
Cependant, lors de 1l'écriture d‘uﬁ livre en AUTCMATH5
AUT*QE est plus facile 3 utiliser. C'est donc un aspect

) pragmatiquekimpoftant.
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AUT-QE a été étudié par Van Daalen et réalisé par
Zandlevén. Jutting a entiérement traduit en AUT-QE le

livre "Grundlagen der Analysis" de Landau.

3 : Réalisation de AUT-SL.

Définition abstraitekdu‘langage.
+ Syntaxe
Les variableées sont des identificateurs ﬁotés par d
la constante est T
les symboles auxiliaires sont [ ] < > €
Les expressions sont engendrées par la formule
| T
ex =,tdee§? d
{exyex
On note Q‘ Vlé partie [deex:]"e et T la partie restante..

+ Sémantique

Elle est définie par les attributs fn et éat (noté %).
Ils correspondent respectivement 3 la forme normale et au
type de 1'expfesssion.
"fn(ex) : - si ex = ap(xecld
+ si t(fn(a))‘=~fn(c)-alors
B-red : fn(ex) = S(xsa)d §
+ sinon erreur : afgumenttnon |
applicable.‘ _
- si ex = (xea]gx>b et si x ¢ b alors
A-red : fn(ex) = b

- :ginon fn(ex) = ex.
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Q% (T)

QT alors. “c(ex)

%(ex) : - si ex

]
e

- si ex =T alors <w(7T)
- si ex = d alors
+ si d est définie bar {dea] dans Q
alors T(d) = a
+ sinon erreur : variable non définie.
- 81 ex = <dasb alors

+ si w(b) = (xecld alors

°© si w(fn(a))

"

fn(ec) alors

p-red <t(ex) S(x~a)d §§
°© sinon erreur : argument non
applicableQ

+ sinon T%(ex) = G(b).

Remarque : les définitions de fn et © dépendent l'une de
ltautre. fn dépend de % pour le tesﬁ §. Ce test peut &tre
supppimé; il est redondant avec celui effectué dans la
fonction ¥ en §§, car si b=(xgcle alors % (b)=[xec)w(e).

On rend done fn indépendant de ¥ .Lors du calcul des attributs

on impose le calcul de fn avant G .
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Définition concréte du langage.

Ctest une définition acceptable par’le systéme SISGOF.

‘Elle est équivalente 3 la définition abstraite.

+ Syntaxe

«x%%x PRODUCTIONS kdkkhkkkk

1 ADEF 13= AEX
2 AEX s:= AT
3 AEX s:1= AH AT
u AT sz D
5 AH t:= AH AEE
6 AH 11z AHE
7 AHE t:= [ D e AEXT ]}
8 AEXT 112 AEX
8 AT s:= < AEXA > AEXF
10 AEXA 1= AEX
11 AEXF s:= AEX
s:= T

12 AT

Des symboles non-terminaux sont introduits pour otenir une

grammaire de précédence.

+ Sémantique

' On retrouve les attributs fn et cat.

Les attributs ex et atyp en sont les . équivalents pour les
.spus—expreséions de la chaine d‘abstracteqrs.

L'attribut.ld mémorise les variables liées définies et permet

de tester l'unicité de leur définition.
L'attribut ty sert i la synchronlsatlon, il permet le calcul
du type de 1'expre331on, aprés l'avoir mise sous forme normale

et avoir trouvé le type de toutes ses variables liées.
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Régles sémantiques

x%xx*% POUR LA REGLE %x%%%
1 ~ _ADEF ::= AEX
oooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST
- FN.ADEF « FN.AEX
CAT .ADEF < CAT.AEX
LD.ADEF <« LD.AEX
7Y AEX < APRES ( FN.ADEF )

’e.

kKK KkK POUR LA REGLE *x%%%
2 AEX ::= AT
cooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST
FN.AEX <« FN.AT
CAT .AEX < CAT.AT
LD.AEX <« LD.AT
PY AT <« TY.AEX

e

x%x%x%* POUR LA REGLE *x%%x
3 AEX ::= AH AT
cooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST :
FN.AEX <« ( EX.AH Y ETARED ( FR.AT )
CAT.AEX <« ATYP.AH , ( EX.AH ) ETATYP ( CAT AT
LD.AEX <« ( LD.AH ) UNIQ ( LD.AT )
7Y AT <« TY.AEX

xhkkk POUR LA REGLE **%*%%

on , AT ::= D ‘
ocooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST
FN.AT <« NOM

CAT AT < TY.AT , CATE ( NOM )
LD.AT <~ VIDE

..

#%x%xx%x POUR. LA REGLE %*%%kk%
5 AH ::= AH AHE
cooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST
EX.AH < EX.AH" EX. AHE
ATYP .AH « ATYP.AH ., ATYP.MHE
" LD.AH <+ ¢ LD. &H ) UNIQ ( LD.AHE )

'

*%xxk*% POUR LA REGLE *x%%x*%
6 AH ::= AHE
cooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST :
EX.AH <« EX.AMHE
ATYP.AH <« ATYP.AHE
LD.AH <+ LD.DHE
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*kx*x% POUR LA REGLE **%%%
7 AHE ::= [ D € AEXT ]
cooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST :
EX.AHE < ( NOM ) HEAD ( FN.AEXT )
ATYP.AHE <« ( NOM ) FMTYP ( FN.AEXT ) , APRES ( CAT.AEXT )
LD.AHE < ( LD.AEXT ) UNIQ ( NOM )

*%kxkxkx POUR LA REGLE **x*x%xx*
8 AEXT ::= AEX
cooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST
FN.AEXT < FN.AEX
CAT.AEXT < CAT . AEX
LD.AEXT <« LD.AEX
TY.AEX <« APRES ( FN.AEXT )

*kk%%x POUR LA REGLE *%%x%x%
9 AT ::= < AEXA > AEXF
oooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST :
FN.,AT <« ( FN.AEXA ) BETARED ( FN.AEXF )
CAT.AT <« ( CAT.AEXA ) BETATYP ( FN.AEXA ) BETA1 ( CAT.AEXF )
BETA2 ( FN.AEXF )
LD.AT < ( LD.AEXA ) UNIQ ( LD.AEXF )
TY AEXA <« TY.AT
TY.AEXF <« TY.AT

*xx*x%* POUR LA REGLE *x%x%xx%
10 AEXA ::= AEX
cooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST :
FN.AEXA <« FN.AEX
CAT .AEXA <« CAT.AEX
LD.AFXA «~ LD.AEX
TY.AEX <« TY.AEXA

*%kkx%x POUR LA REGLFE *%%*%
11 AEXF ::= AEX
ecooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST :
FN.AEXF « FN.AEX
CAT .AEXF <« CAT.AEX
LD.AEXF +« LD.AEX
TY.AEX <« TY.AEXA

x%%x%%x POUR LA REGLE *%*%%

12 AT ::= 7T

oooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST :
FN.AT <« 0

CAT.AT « 0

LD.AT <« VIDE

Le détail des fonctions sémantiques utilisées se trouve

en annexe 2.
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Voici maintemant quelques exemples d'expressions de AUT-SL.

.

LIGNE LUE : T

Expression de deg 0 . wes TEMPS ANALYSE LEXICALE :0
ooo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0

Ll )
(o]

de Valence 1
EXPRESSION : T

d'ordre O : :
' TYPE s T
000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 0 47
LIGNE LUE : [XeNATIT
eo+ TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 0 20
_ , coo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 0O 4i
Expression de deg 0 ATTENTION : NAT A POUR TYPE T

de valence 1 et d'ordre 1 EXPRESSION : [XeNATIT

NAT 3 par défaut le type TYPE : [XeNATIT |
‘000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 2 33

LIGNE~LUE’: [FelXeNATITIT
e«s TEMPS ANALYSE LEXICALE OKO 34
. coe TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ 111
Expression de deg 0O : ATTENTION : NAT A POUR TYPE T

.

de valence 1 et d'ordre 2 EXPRESSION : [FelXeHATIT]T

F ést;une fonction des o TYPE  ‘, . Epe[xéygf3rjr

entiers vers les entiers. 000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ_:O,u 16
 LIGNE LUE : EXeNAfjx'

Expression de deg 2= ' w.. TEMPS ANALYSE LEXICALE o'd 2y

coo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ. 0 4y
de valence 1 et d'ordre 4 ATTENTION : NAT A POUR .T.YPE’. T

Soit X une variable de EXPRESSION : [XeNATIX

.

type;NAT. TYPE : [XeNATINAT
000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 2 44

Expression de deg 2 LIGNE LUE : [(FelXeNATINATIF

de valence 1 et d'ordre 2 pgpyps ANALYSE LEXICALE :0 0 10

ooo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 1 15

F est une fonction.
: EXPRESSION : [Fe[XeNAT]NAT3F

TXPE : [Fe[XeNAT]NAT3{XeNAT3NAT

000 TEMPS AHALYSE SEMANTIQ <0 4 u7
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Exemple de substitution D1~ Q et D2~P

LIGNE LUE : <P><Q>[D1eT][D2e7][D3eD21D1
«es TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 1 12

ooo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 2 52
ATTENTION : P A POUR TYPE T

ATTENTION : @ A POUR TYPE 7

EXPRESSION : [D3ePlQ
TYPE : [D3ePIT

000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 10 55

Régle du modus-ponens

Soit H1 de type P et soit H2 de type P @

~alors <H1pPH2 est de type Q.

LIGNE LUE : [H1ePI[H2e[XeP1QI<H1>H2

eeo TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 1 8
ceo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 2 14

ETA REDUCTION POSSIBLE

1

ATTENTION : P A POUR TYPE T
ATTENTION : P A POUR TYPE T
ATTENTION : @ A POUR TYPE 7

EXPRESSION : [H1eP1[H2e[XePJQI<H1>H2

TYPE [HiePllH2e(XeP1Q1Q

000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 9 14

La chaine d'abstracteurs contient les hypoth&ses,

{H1)H2 est la ré&gle i appliquer pour obtenir le

resultat Q.
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Norme d'une fonction F de Nat vers Nat.

LIGNE LUE : [WelFe(XeNATINATINATI<F>N
.. TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 1 7

oo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 2 15
EXPRESSION : [Ne[Fe[XeNATINATINATI<F>N

TYPE : (NelPelXeNATINATINATINAT

000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 9 14

N est une application de 1l'ensemble des fonctions F

dans l1l'ensemble des entiers.

C'est une expression de degré 2 et d'ordre 3.

Fonction dyadique D

(x,y) = z ; x,y,z NAT

LIGNE LUE : [De[XeHAT][Y€N4T3NAT]<X><Y>D’

... TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 1 17
coo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 2 47
EXPRESSION : [DelXeNATILYeNATINATI<X><Y>D
TYPE : [DelXeNATILYeNATINATINAT

000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 12 5

C'est une expression de degré 2 et d'ordre 3.

_Produit scalaire de deux fonctions F et G

LIGNE LUE : [PSe[FelXeNATINATI(GelYeNATINATINATI<F><G>PS

... TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 1 52
ooo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 3 47

EXPRESSION {PSeiFe{XeHATlNAT]{Ge[YeHAT]NAT]NAT]<F><G>PS

TYPE : [PSeEFe{XeNAT]ﬁAT3[Ge{YeNAT]NAT]NAT]NAT

000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 17 26

C'est une - expression de degré‘2“et d'ordre 3.



Exemples d'erreurs.

LIGNE LUE : [XeTl<4>

wes TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 0 24
[DeTl<D>
A
ERREUR DE SYNTAXE
coo TEMPS ANALYSE SYNTAXI@ :0 0 u9

LIGNE LUE : (Xev]lXexdT

eeoe TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 0 35
coo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 1 12
VARIABLE LIEE DEFINIFE DEUX FOIS

000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 3 22

LIGNE LUE : <X>[YeXx]r

.«. TEMPS ANALYSE LEXICALE :0 0 30
oo TEMPS ANALYSE SYNTAXIQ :0 1 18
ATTENTION : X A POUR TYPE T
ATTENTION : X A POUR TYPE T
DANS LA BETA-REDUCTION LES TYPES NE SONT PAS COMPATIBLES?
ERREUR FONCTION IS
QUE FAIRE ? : EDEX A
b
QUE FAIRE ? : EDEX TY
T |
QUE FAIRE ? :
000 TEMPS ANALYSE SEMANTIQ :0 3 48

Actions en cas d'erreur.

AERR

ERR _

"VARIABLE LIEE DEFINIE DEUX FOIS'
‘CODE 11 LIBRE!

‘CODE 12 LIBRE®

*CODE 13 LIBRE'

'DANS LA BETA-REDUCTION LES TYPES NE SONT PAS COMPATIBLES'
ERSY

"CODE 16 LIBRE!

"CODE 17 LIBRE!'

ERSY ,

"CODE 19 LIBRE®

‘CODE 20 LIBRE'

YCODE 21 LIBRE!'

'CODE 22 LIBRE!

ERLX
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4 : Réalisation de LAMBDA.

Lambda est entiérement basé sur AUT-SL pour ce qui concerne
le niveau expression. Il feprend les idéés de PAL pour les-
niveéux livre eﬁ ligne. |

N Le principe est d'utiliser 1'indicateur de contexte pour .
réduire la longueur des expressions introduites. Lé mise en
évidence du contexte présente 1l'intérét d'éclater la démonstra-
‘tion en plusieurs‘parties : hypothé&ses,lemmes et théoréme.

Le-secbnd intérét est d'éviter 1la duplication de la chaihe
d'abstracteurs‘dansrles zpﬁeé démonstfation et éndngé;
La possibilité est auséi donnée‘d'introduiré-des axiomes

ou constanteé primitives. C'est une extension indiépensable,
mais sans grande influence sur les mécanismes de base.

. La principale difficulté supplémentaire dahs'LAMBDAkest due
a 1'existénce de la §-réduction, c'est-i-dire, le‘remplacementv
d'un:objet'par sa définition. |

Dans la réalisatioﬁkeffecﬁuée, nous avons systématiquement
effectué cette 8-réduction ainsi que la mise'sbusjforée normale
des expressions. Cette approche simplifie la procédure de'décisi
de 1'égalité de deux termes. En annexé, se trou#ent'les détails
de la réalisation n'étant pas d&jia décrits dans AUT~ SL

Voyons plutdt 1! utlllsatlon de LAMBDA et des 1angages AUTOMAT
pour écrire des livres mathématiques.

Pour l‘implication, il nfy a pas de probléme,‘c'est l'abstractio
Son élimination est - 1a régle du modus-ponens. En. 1ntrodu1sant un

constante prlmltlve CON pour 1la contradiction, on peut deflnlr 1
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négation. Suivant cette définition, on obtient le calcul propo-

sitionnel classique ou intuitioniste.

c W o>

> >

A
CO

A c EB N Explications.,

B EB | T

IMP  [x€A]B [xeAlT A-B

CON PN T |

NOT  <CON><ADIMP  [x€Alx NOT(A) = A—s CON

H1 EB A |

H2  EB <AYNOT -

NOTOUT HISH2 CON A,NOT(A) }= CON

H3 EB CON

NOTIN  [xgAJH2 {APNOT "A",CONJ NOT(A)
iﬁtuitionis%e\

I PN {ADSCONDIMP  |pCON=~+A
classique

Cco EB < ASNOT |

C PN <A <CONDIMP "NOT(A)" j~ CON=» A

Voyons maintemant l'introduction de Vk, ainsi nous aurons

le calcul des prédicats du 1° ordre.

W W » W e, O

A EB
P EB

NOTP  (CONSKPSIMP
B EB

ALL  (xeAlB

some -S¥BPNOTPHCAPALLSNOT

-
e AlY

feepdT

xeAdT

Gead CyenlT
(ve<<B>NOTPS<AYALL]T
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V-introduction et élimination. Explications

0o X EB T

X P EB fuex]r

P H1I  EB P

H1  ALLIN (ueXJH1 <P><XSALL P(X)FV x.p(x)
P H2  EB <PSCXPALL

H2 Y EB - ¢

Y  ALLOUT <Y>SPPCXPH2 P Vx.p(x) | P(Y)

Ensuite, 1l'on peut définir 1'égalité, avec ses proprié-
tés : réflexivité, symétrie, transitivité...

puis les entiers et les axiomes de Peano

0 1 PN NAT
0 S PN {(Te NAT]NAT

0 AX3 PN (TeNAT]TS>S % 1
0 AX4 PN [TeNAT] (UeNAT](S(T)=S(U)) ~» T=U

Les pages suivantes contiennent un exemple de texte en LAMBDA.
C'est 1la traduction du début du texte en AUT—QE qul se trouve
dans le rapport APLASM. Ce texte de Jutting explique de fagon
détailiée comment passer d'un.texte mathématique, au texte
AUTOMATH correspondant. Il l'applique & la démonstration du

théoréme suivant

Si f est une injection de [1,r] dans lui-méme,

alors f est une surjection.



10
11
12
13
14
15

16
17
18
is
20
21
22
23

24

25

26

27

28

29

30

>~

> om N W e

N2

Al

N3

Ny

- Ny

Al

Bo

AU
Vs

AU

- IMP

CON
yor

I

N
CONTR
A0
TH1
N1

DBLNE

ANYCA
N2
TH2
a1

w3
TH3
o
Y
THS
OR
ORI1
BO
ORI2
AU
us
NOTC1

e

[Xedl<<X>I>N

EB 7

EB T

[x sA.]B T

FN ¥
<CON><A>IMP T
EB <B><A>IMP

EB  <B>NOT

EB A

[Te<A>NOTI1<AOST <<A>NOT>NOT

<A>NOT

EB  <<A>NOT>NOT

PN A

EB - <B><<A>NOT

<[Te<B>ﬁ0T]<<<T><I><B><A>CONTR>J>T><B>DBLNEG B

EB  <A>NOT

[TeA1<[Ue<B>NOT] <I'>N2><B>DBLNEG <B><A>IMP

EB A

EB  <B>NOT

>IMP
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{Te<B><A>L%P3<§Ai>T>N3 <<B><A>IMP>NOT

EB  <<B><A>IMP

<£Te<.4>NOT]<<T><B><A>TH2>N4}<A>DBLNE’G A

[TeBl<[UeAd1T>Nu

<B><<A>NOT>IMP

>NOT

T

<B>NOT

<<A1><A>THA><B><<A>NOT>TH2 <B><A>OR

EB B
[Te<A>NOT1BO
EB §B><A>0R
EB <A>NOT
<N5>AU B

EB  <B>NOT

<B><A4A>0R
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Explications
Ligne
3 définition de IMP implication logique
4 introduction de la constante primitive CON
pour la contradiction, elle permet la définition
5 de la négation NOT par si A alors NOT(A);¢CON
6 soit A—sB (1)
7 soit NOT(B) (N)
8 alors NOT(A) (CONTR)
9 soit i A
10 alors NOT(NOT(A)) (TH1)
11 soit - NOT(NOT(A))
12 alors A axiome de la double négation
6 soit A.uB ()
13 soit (NOT(A))—eB (J)
14 alors- B démontré ainsi
1| AB (1)
2 | not(A)—B (J)
3 not (B) par [te<B>NOT]
4 not (A) par 8(1,3)
5 B ' par 4 appliqué a 2(J)
6 | not(B)waCON . ¢Byt |
| et{par dérinition c'est not(not(B)}
d'ou 71 8B par la double négation.
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Extrait de 1l'introduction des lignes.

LIGNE 22

: demande d'introduction de la ligne 22
N4 THS [TeBl<[UecAlT>Nu <B>NOT o &

: . . ligne introduite
EXPRESSION : [DUM11eBICON & 4

résultat de 1l'analyse de 1la zone CAT

TYPE T T o ;
on fournit la forme normale et le type
EXPRESSION : [DUM1eB1<[DUM2eAIDUMA>NY > -
résultat de l'analyse de la zone
TYPE s [DUMieBICON , , : y ‘
'  DEF ' \
Fkok Kk - Ny THS [TeBl<UeAIT>Ns  <B>NOT ligne acceptée.
LIGNE 23

B OR <B><<A>NOT>IMP 1
EXPRESSION : [DUM21[DUM11€A1CONB
TYPE . i T

Kk B OR <B><<A>NOT>IMP T
LIGNE 2u ‘ - .
Al ORI <<<A1><A>T81><B><<A>NT

v correction de la ligne lors de
OT>>TH2 <B><A>0R  q11ingroduction

EXPRESSION : [DUM31e[DUM21€AlCONIB

TYPE T

..

<<<D><PoD> <D <<D>D>>D
A

ERREUR DE SYNTAXE zone DEF

TH2 a trois paramétres et non un.
La forme est <{a)dbd{cHTH2

: Sormpyremn S sl syl S

TAPEZ UNE NOUVELLE DEFINITI ON

‘<<':;41>"
<A>THi><B><<A>§ors>TH2  introduction de la modification

EXPRESSION : [DUM31e[DUM21eAICONI<[DUM32¢[DUMu3eBICON]<DUM31>[ DUM11e[DUM22€A1CON]
| ' <A1>DUM11><B>DBLNE

2]

TYPE : [DUM11e[DUM21eA1CONIB

wrxkt Al ORI <<A1><A>TH1><B><<A>NOT>TH2 <B><A>OR
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'Table de la forme normale Table des identificateurs
des zones CAT du livre utilisés
TCAT LFICH 'TCAT' TYPE  NOM

(11 (11 v A
{21 7 [21 v B -
[31 7 {31 ¢ IMP
(41 7 (4l ¢ CON
[5] T [5] C NOT
[6] [DUMicAlB 61 Vv I
(7] [DUM1eBICON 71 v~ N
(8] [DUMiecAICON (8l ¢ CONTR
el 4 ’ (9] v A0
[10]  [DUM21e[DUM11eATCONICON (101 ¢ TH1
(111  [DUM21e[DUM11eAICONICON (111 v N
[12] 4 | |{:12§ c DBLNE
(131 [DuM21elDUM11 131 v J
(18] L el eA1CONIB Spe A .
(151 [DuMileAlCON [asl v N2
(16] [DUM11eAlB ~ (161 C TH2
(171 4 ' (171 v A1
[18] [DUM11eBICON (18] V N3
[19]  [DUM21e[DUMA1eAIBICON Em% g TH3
[20] [DUM21e[DUM11eAIBICON 20 Ny
[21] 4 _ [211 ¢ THY
[22] C[DUM11eBICON | (221 ¢ 785
{231 v (23] C OR
[24]  [DUM31e[DUM21eAICONIB 241 C ORT1
[25] B : [25] v BO
[26] [DUM31e[DUM21eA1CONIB [255/% g %f 2
[27]  [DUM31e[DUM21eAICONIB Egsl v Av
28 _ _
Ezgg- gDUM:LleA]CON [28] C s

: [30] Vv N6

[301  [DuMi1eBICON

correspondance position table/ligne du livre

LDEF/\pLDEF
358 10 14 16 19 21 22 23 24 26 29

Table de la forme normale des zones DEF du livre

TEXP LFICH'TEXP"
(1] [DuMieAlB
[2]  [DUM1eAJCON
[3] [DUM1eA1<<DUM1>I>N
(4] [DUM1e[DUM12¢AICON]<AO>DUML
[5) <[ DUM1e[DUM12¢BICON1<<[DUM21eA1<<DUM21>I>DUML>J >DUM1><B>DBLNE
[6] [DUM1eA1<[DUM2¢[DUM13eBICONI<DUML>N2><B>DBLNE
[7] [DUM1elDUM12eA])Bl<<A1>DUM1>N3
(8]  <[DuMielDUM12eAICONI<[DUM21€eA1<[ DUM22e[ DUM33eBICON]<DUM21>DUM1 ><B>DBLNE>N4><A>DBLNE
({91 [DUM1eBI<[DUM2eAIDUM1>NY4
{10] [DUM21e[DUM11€AICON]B
[11]  [DUM31e[DUM21eA JCON<[ DUM32¢ [ DUM43eBICON1<DUM31>[ DUM11 e[ DUM22eA 1CON1<A1>DUM11 ><B>DBL
[12]  [DUM1e[DUM12€A1CONIBO
[13] <N5>AU



Conclusion.

Ltétude entréprisé montre bien le double intérét dﬁ
projet  AUTOMATH.

Le prémierVest'de fournir une aide au mathématicien.
kLés~perspectives’dans ce domaine'sont trés prometteuses.
Avec le perfectionnement sans cesse croiSSant des
- machines, dans un évenir‘proche, le mathématicien,'ag'
lieu d'utiiiSer'le tableau noir, utiliséra un terminal
’dfordlnateur. Celui-ci aura l'avantage dé l'avertirv
immédiatement de ses erreurs dans les démonStrétions.

Un tel éyétéme‘pdurrait étre cdngu comme une maéhine7
ayant AUTOMATH comme langage de base. I1 pourra
éémporter deskbiblioth§Qués‘de.1ineé'mathématiques.
I1 s'agira élors, partant d'uh.livrébde géométfie, par
exempie,kde'le continuer en introduisant de nouveaux
théorémesjqui pourréntjétre exprimés dans,unflangage
approprié é'la'géométrie. Ce langage sera'lui'méme‘
traduit en AUTOMATH, de 1la meme fagon que les langages

1nformat1ques évolués sont tradults en 1angage machlne.

Le deuxiéme'aspect est d'unifier les mathématiQués
sur une méme base. Ce qui. permettra de comparer
:dlfferentes theorles. De plus, ce trava11 presente un
1nteret~mathemat1que en lui méme. En effet,‘la‘theOrie
de la démbhstrationkést»une-branche dés méthémétiques.
Cette approche permet d'apporter une contrlbutlon

g

1mportante d cette théorie encore assez jeune.
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Annexe 1

PAL

‘***** POUR LA RPGLE x%%%%

-1 , ADEF ::v= AEXP .
ec oo LA SEHMANTIQUE INTRODUITE EST
EX. ADEF « EX.AEXP
CAT . ADEF <« CAT ,AEXFP
CHPX.ADEF < CCHTEXTE (CNTX. ACXP )
PY.ADEF <« TY.AEXP
xxxk% POUR LA PEGLE %%%%x%

2 , . AREXP = (O
ooeo LA SEMAETIQUE INTRODUITE EST

EX.AEXP < LE.ARXP , DO!M , ADDZ ( CHTX,ARXP )

CCAT.AEXP <« TIP
CRTX . AEXP <« LI ( PoX )
LEJAEXD? <= p CNTX AFXP
CPYLARXP « O . ,
xxx%% POUR- LA REGLE #x%*x%
‘ 3 CAEXP 1= V
o000 LA SCMANTIQUE INTRODUITE ~u‘?’l’
C EX AEXP <« 0 , NOMH
CAT.AEXP < T1IP. .
CNTX JAEXP <« NOM
LE.ATXP « O .
DY AEXP <71
- k%xk% POUR LA EREGLE #%x%%* .
o AEXP ::= C ( ALEXP )
“eoos LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST :

fFX ARXP « ( p LI ( NOM ) ) , NO# , (. ADDZ ( ( - LN.ALEXYP ) &

AT, AEXP « ( EX.ALEXP ) SUB ( LOM )
CNTX  ARXP « CNTX.ALEXP _
LN.AEXP < ( LN.,ALEXP ) LONG ¢ NOM )
TY.AEXP « 1

“xxxxx POUR LA REGLE #xxx% -

5 " ALEXP ::= ALXP o
evoo LA SEMANTIQUE TNTRODUITE EST :
EX,ALEXP <« EX.AEXP

[‘ﬁT ALFXD <~ AT AEXP.

CNTX ,ALEXP < CNTX.ALXP

LFV.ALEXP < 1

xxxx%* POUR LA RF”LF *kokok K :

6 . ALEXP ::= ALEXP , AEXP
eooo LA SEMANTIQUE INTRODUITE EST '+
EX ALEXP <« EX.ALEXP" , EX.AEXP
CAT .ALEXP < CAT  ALEXP" , CAT.AEXP

CHTX .ALEXP <« CNTX.ALEXP". , CHTX,AEXP

LV.ALEXP <« LN.ALEXP" + 1

LI ( noM ) )y )

» FX,ALEXP



pn LISTE DU GROUPE DE <PROCEDURES SEMANTIQUES>

-LE 6/10/1975 A 14H S8MN

V Z<ADDZ X
{131 Z2<,0,{1.51 X

V Z2<CONTEXTE X
(13 <X
[2] +0 IF 1=VAL<X INCLU LI N
[31] 12 ERREUR ‘'CONTEXTE!

V V<P0S GET PILE
(1]  PILE<'A',PILE
[2]  e'V«',PILE,'[POS+1' ,PILE,'[POS]]"

V Z«A INCLU B
(1] Z+«A/(AeB)

V 72«4 IS B;Ji;AJ;BJ3;PA;PB
[13] +>((pA)#pB)/5S1
(2]  >(A/A=B)/FIN
(3] S1:»F IF(A/A=0)VA/B=0
[u] +52 IF A[23}=B[2]
(53 >S4 IF(pA)<pB
[6] +F IF 0=LDEF[B[2]]
(71 B<RED B
[8] +(Z«A IS B)/O
[9] SA:>F IF 0=LDEF[A[2]]
[10] A<«RED A
[11] ~(Z<«A IS B)/0
[12] S2:J«Z<«1
[13] PA<«2A
[14] PB+«24B
[153 B1:+S3 IF Al1l<d
[16] AJ<TAKE PA
[17] PA<(pAJ)+PA
[{18] BJ+«TAKE PB
{191 PB«(pBJ){PB
[20] =0 IF 0=2+«ZAAJ IS BJ
[21]) -B1l,J<«J+1
{22] S83:-20
(23 FIN:Z<1
[24] =0
[25] F:2Z<0
(261 10 ERREUR 'IS‘'
[27] =0
Y

V Z<LI N:R
£11] Z<0p1
[21 +(0=p,N)/0



A LISTE DU GROUPE DE <PROCEDURES SEMANTIQUES> PAGE

-LE  6/10/1975 A 14H 59MN

[3] +(0=R<ARBIN])/0
Lul Z«(LI R),R

V Z<NOM
(1] Z<,AVALLV[1];1]

vV POS<«V PUT PILE
[1] POS«1+pePILE<«'A' ,PILE
[2] ¢PILE,'«'" ,PILE,' ,(p,V),V?

V Z<RED E;C3;L;P;ASBS
(11 Z<E
[21] +0 IF O0=LDEF{C<«E[2]]
(3] ASBS<LI C
fu] L<2+4E
[5] P<«TEXP[+/C+LDEF]
[61] Z«I SUBS P GET ‘TEXP'
L7131 +0
[8] ATEXP

V Z«A SUB B;ASBS
(1] ASBS<LI B
(2] Z<A SUBS TCAT[B] GET 'TCAT!
(31 VAL<ASBS TCKCAT A

V B<A SUBS C3;AI3;I;POS;S;PILOT
[1] +0 IFA/0=B<C
[2] I<0
(33 PILOT«ASBSe.=Bx 1¢B=0
[u] S<«pASBS
£5] S1:+0 IF S<I<I+1
(6] >0 IF O=pAI<TAKE A
7] A« (pAI)+4
'[8] .82:+51 IF(pB)<POS«PILOT[I;1
(o] B«((P0OS-2)4B),AT,POSYB
[10] PILOT[I;PO0S]<«0
{111 PILOT«((S,(P0S-2))+PILOT),((S,(pAI))p0),(0,POS)+PILOT

{121 -»82
{13] ER:16 ERREUR 'SUBSTITUTION!
f1u4] -0
[15] ATCAT
v

V Z<TAKE XTI
(1] +0 IF O=pZ+,X
(21 I+2



af LISTE DU GROUPE DE <PROCEDURES SEMANTIQUES> PAGE

"LE 6/10/1875 A 15H 1MN

[3] X<14X
[4] B:>FIN IF 0=X
{51 I«I+p,TAKE I¥2
{6] X<X-1
(7] =B
{81 FIN:Z2<I47Z

v

V Z«ASBS TCKCAT LA;I3;CATEXP;EI3;L;A;CATE;;SBS
{11 +0 IF 0=I<«pASBS
[21] A<LA
[3] EXP<10
(4] B:+81 IF 0=L<pEI<«TAKE A
(5] EXP<«EXP,EI[2]
(6] A<LvA
{71 +B
{81 S1:I<IlpEXP"
(9] CAT<«TCAT[{ ASBSLI]] GET 'TCAT'
{101 CATE<TCAT(EXPLI]] GET ‘TCAT'
{111 ASBS«(I<I-1)+ASBS
(121 »F IF~Z<CATE IS LA SUBS CAT
[13] =81 IF 0<T ’

[1ul =0

[15] F:11 ERREUR ‘TCKCAT!
v
V Z<«TIP

[11] Z«TCATINOM] GET *'TCAT'
v

V Z<«TRADUC X;NOM;PT;J
(1] PT«1
[21] DUM<'?
[3] 2+« 2 0 po
[4] S1:20 IF PI>p,X
5] +532 IF 0=NOM<ENCODE SEP SCAN X -
[6] J«DICO\NOM
[7} »ER IF J>pDICO
(8] Z<Z, 2 1 p(yCcrL'vc*1\TYPE(J1]1),J
{91 S52:»0 IF BI>p,X
{10 Z«Z, 2 1 p(YZISEP\X[PZ11),0
[11] PBI<PT+1 '
[12] -=»S1
[13] ER:J<«DUM\NOM
[14] -»S3 IF JspDUM
{151 DUM<DUM,NOM
f16] S3:2«2, 2 1 p(¥cri31),-J
{1471 =852
v

V Z<VALID EXP;AVAL3ASAT;VAL;DUM
[1]  VAL<«1 ‘
[2]  Z<EXEC AEXP EXP
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[31 >0 IF 2
[4] 14 ERREUR ‘VALID'
v

AERR

ERR
'DEUX EXPRESSIONS NE SONT PAS D-EGALES!

'LE PARAMETRE ',(¥I+1),' DE ',(,DECODE DICO[X11),' PAS COMPA

TIBLE AVEC ',,DECODE DICO[LSBS[I+11]

'"ERREUR DE CONTEXTE

'TROP DE PARAMETRE POUR ', ,DECODE DICOLX1]
'L"EXPRESSION‘SUIVANTE ¥ VEST PAS VALIDE®

ERSY

' SUBSTITUTION
‘ERREUR DANS ©A RECHERCHE. DU PERE POUR LA DECORATION DE ARBR

. | FOUR e

‘ggsy'

"NON DEFINIS : *,,DECODE(ISDUM=0)/DUM

'‘DOUBLE DEFINITION DE VAR LIEE : ‘',,DECODE DUMEI3
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f13]

(11
[2]
-[3]
(u]
(5]
{6]
(71

(1]
[2]

{3}
{u)

[s]
[6]
(7]

:N)

Lol

{101
v

(1]
[2]
[31]
]
[(s]

(11
[21

{31

(4]

(s}

(1]
£21
(3]

(vl
N

{6]
{71

Annexe 2 AUT.SL

I3
[
1<y
[l |
oy

6/10/1975 A 131 uuMN

V Z<«APRES X
Z.(..'l
v

V Z«A BETARED B3BB
DEB:»S1 IF SYMBZP[1]¢1+B
ASBS<«,B[ 2]
7<( A) SUBS, (SVNBPB[z 1] FRST B)+B
>0 -
S1:B<RED BB<B

+DEB IFv/B#(pB)4BR
2«SYMBNB[31,A,SYMBNRIu4],B

v

V Z<A BETATYP B;TY:BB
DEB:+S1 IF SYMENB[11#14B
TY<"1424(SYMBNBL2 1] FRST B)Y+B.

Z«(SYMBNB[2 1] FRST B)+B
*ER IE~T7Y IS5 A
+0 , o

ER:14 ERREUR ‘BETATYP!
>0

81 :B<RED BB<B
+DEB I”V/Pw(pB)%BB
2« ,B

v ?+A BFTA1 B
+31 IF SYMBNE[1121+4B
ASBS«,B[ 27
Z+(,A) SUBS,B
+0
S1:72«R
v

V Z«CATE A o

»81 IF 22[NC Z<«'TY',%A

L2

o

51:2+<0 , ,
"ATTENTION : ',(LIRE A),' A POUR TYPE T '

V Z<«EDEX X
T<pZet?
Bl:+F1 IF{pX+,X)<I«I+1
+(D1,D2,03)[2+xX[11] ' :
"D1:+B1, p2+7 CAT(,DECODE DUML|XTII1),' e'[1+SYMBNRL1]=X[
1r7-11) :
D2:+B1,p7«7 CAT ‘t!
D3:+D&'§E‘X€IJESYMBNB ;
*B1,p2«Z CAT(LIRE X[I1),' e'[1+SYMBNB[1]=X[1TT-11]]
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(8] Du:+B1l,p2<«Z CAT SYMBCRLSYMBNBAX[I]]
[91 F1:2<(22' ')/2%«,2 CAC ' !
v

V Z«A ETARED B;LA;LD;LDA
{11 LD<+( 1$4A=8YMBNE[11)/A
[21] LA<( 1¢B=SYMBNE[31)/R
[3] LDA<«LA INTER LD
[u] +51 IF O0=pLDA .
[5] 'ETA REDUCTION POSSIBLE!
[61] LDA
[7] S1:2<A,B

v

<3

Z<A ETATYP B
(1] Z<«A,B

vV 2«4 FMTYP B
[1] Z+"
[2] 'TY' , ($A),'<B"

V Z«A FRST B;P
{11 P<«Ae,=B
[2] Pl1;)«-P[1;]
[3] P<+\+/P
(4] 2+«P10

V Z<«A HEAD B
[11] Z+SYMBNB[11,A,B,SYMBNB[2]

_V Z<NOM
11 Z< ,AVAL[14V;]

V Z<«RFD X
[11 AFONCTION IRUTILE
[2] 2<X

v

V Z<A UNTIQ B

[1] Z«A,B V Z<VIDE
[21] +0 IF~v/v/(,A)0.=,B (13 Z«t?
(3] 10 ERREUR ‘UNIQDUMMY'® v

R
1%
1%
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IE
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MS

LE
CODE
8co
DECODE
ENCODE
INPUT
TESTO

TESTL

{E
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MATCH
SCAN

ERCODE
IRPUT
Is

PUT
VALID

IE
ENCODE
INPUT
IS

PUT
VALID
IE
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L
-+
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EXEC

LBXP

&
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-

+
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PP

ERR

o -
ERREUR
TRDEB
TRFIN
TRITOP
i£
COMPILE

TIME -
TRADUC

+ ERCATE

ERLX
ERSY

EDEX

~ IE
+ RP
{E

REDUCE

RN

STARKING

+ IE

*

~ ENCODE
+ SCAN

+ IE

LR B I I N R A

LI SR AR A AR

» »

*

DECODE =

b ed

DECODE
LIRE
BCO
CAC
CAT

&

RP
IE

ERREUR
ERSY
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ERSY
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*
*
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V DEBUT

[11 DICO<«0p'!
[2] TTYYPP<«0p'
(3] BOOK<«0p1
[u] ARB<0p1l
[51] TEXP<0p1
[6] TCAT<0p1
£7] ATEXP«10
(8] ATCAT+10
[9] LDEF+«10
[10] ENTRE 1

V ENTRE Ni;W;X;IDsIN;DEF;CAT
[11] BOOK<BOOK,'="
[2]1 B1:'ENTREZ LA LIGNE ' ;N<N
[3] 'POUR FINIR TAPEZ: FIN!
ful X<INPUT,1
[51] +>(A/(34X)= 7 10 15)/FIN
(6] +B1 IF DECOMPOSE X
[71 TRAVAIL
[8] RESULTAT
[91] N<N+1
(101 =1 _
[11] FIN:'POUR AVOIR LA COMPOSITION DU LIVRE, TAPER: LIVRE!
{12] 'POUR AVOIR LA TABLE DES CONSTANTES ET CELLE DES VARIABLES, TAPE
R: TABLES! '
[13]1 =0
v

V Z<DECOMPOSE X;PT

[1]  Z<PT<1

[2]  +ER IF O=pIN<+1 MS X

[3] +ER IF O=pID<«1 MS X

[yl +ER IF 0=pDEF<1 MS X

[5] =ER IF. 0=pCAT<1 MS X

[61] +7+0

[7] ER:' NB DE CHAMPS ERRONNE!
\"
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V RESULTAT;Z

[11 '"LIGNE ACCEPTEE!
[2] 50p' ';Z«(DECODE IN),' ',(DECODE ID),' ',ALPHALDEF]1l,' ‘',ALPE
[CATL)

[3]1 aCONSTRUCTION DU LIVRE
[u] BOOK«BOOK,Z
v

V Z«A MS B
(1] = Z<«A MATCH B
[2] ~Z«A SCAN B

V Z«DECODE NB;V
[11] V<V+0=V<(5pL47)TNB
[2] Z<Q(ALPHA,'?')[V]

V Z<A MATCH B
11 PI«PT+pZ«( 1+((A1,B«(PI~1)¥B)11+pA+«,A))+B
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v
[11
[2]
[3]
Lul
{5]
[e]
(73
[8]
N

14/5/1975 A 10H 18MN

Z<REPARTIR M;P

(M) /51

' IMPOSSIBLE, NOUS EN SOMMES A LA LIGNE ';N

+0

S1:BOOK<(((+\('='0,=BO0K))1M)-1)}+BO0OK

TCAT<(M=1)+TCAT"
ATCAT<(P+ATCATL P+ 1+TCAT1)+ATCAT
LDEF<«(M=1)+LDEF

+52 IF OszEXP*(+/LDEF)+TEXP
+53 ,ATEXP<'"}

f10] S2: ATEXP+(P+ATEXP[P+ 1+TEXP])+ATEXP
[11] S3:ARB«(M-1)+ARB

[12]
{131
f14]

v

(1]
[2]
(3]
(u]
£5]
(6]
L7]
£el

1]
£2]
(3]
(u]
(51
(6]
71

DICO«(M=-1)4DICO
TTYYPP+(M- 1)§TTYYPP
ENTRE M ’

LIVRE;I;B;P0S;BOK

I<1
POS«(+/B)4YB<«'=to,=BOK<+14BOOK
POS+«0,P0OS

B<'='0,=B00K

RET:"?

5 0 vI;!" 1, POSLI1+(POS~1)[IT+114BOK
I<«I+1 :
+(I<+/B)/RET

TABLES ;L
11 V
11 ’

v TYPE  NOM!

tt

(NUMER\L) (RHO TTYYPP),(((L+pTTYYPP), 7)9'

=0

'),DECODE DICO

oy

e
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f11

£23
(3]
C4]
[5]

el

£71
[8]
[s]
[103]
(111
[1213
[13]

(1473

{1537
[16]
{171
{181
f19]
[20]
[21]

[11 -
[21

[1]
{21
£s]
Cul
[s]
(6]
71
L8]
[a]

(101

{1113

i4/5/1975 A4 10H 27MN

V <TRAVAIL;M;CEXP.
eVERIFICATION DE LYIDENTIFICATEUR
Bl :M«DICOVID+ENCODE ID
+(M>pDIC0O)/B2
VIDENTIFICATEUR DEJA UTILISE EN LIGNE ',vM
‘ENTREZ EN UN AUTRE!
ID«INPUT
+B1
aVERIFICATION DE LYINDICATEUR
B2 :M<DICOVIN«ENCODE IN
+S2 IF M>pDICO
+S1 IF 'V'=TTYYPP[M]
82 :M<«0
+(IN=180548197)/51
'"INDICATEUR DOIT ETRE UNE VARIABLE DEF 0U 0!
‘ENTREZ EN UN AUTRE!
IN<«INPUT
+B2
QCONSTRUCTION DE L'ARBRE'!
S1:ARB<ARB M
TESTO
" TEST1
v

V Z«CODE EXP. :
ALPHA<? ABCDEFGHIJKLMNOPQRQTUVWXYZi234567890 (){3<> Tet
Z+ALPHAEXP- .

V AARBRE«COMPILE TEXT;STAK;G;S;PIL;N

PIL<1~G<+S«1

AARBRE<(0,2+NBF)p0

AVAL<(0,NBTR)pO

TEXT<TEXT,STAK< 2 1 pTRUC,0
S1:STAKING

>0 IF~VAL

REDUCE

+0 IF~VAL

281 IP~(TEXT[13;G1=TRUC)A(STAK[1;58-1]= TRUCYASTAKI1;91= AXIOM
AARBRE<©MARBRE

AARBREL 31+11+NBF1«N|(N<«1+14pAARBRE)=MARBREL ; 1+114NBF1]
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[11

[11
[2]

1]

f1]

(21

[3]
[u]

{51
(61

L71
(8]

(1]
[2]

[31

14/5/1975 A 10H 29MN

V Z<ENCODE A
Z+47L5+A

V V<P0S GET PILE
PILE«'AY ,PILE
&' V<! PILE,'[POS+1' ,PILE,'[POS]]"

V Z<A INCLU B
Z<An/(AeB)

¥ Z<INPUT:L

"ASUPPRESSION DES BLANCS DE FIN DE LIGNE
Bi:L<Bco [

aTOUS LES CARACTERES SONT ILS VALIDES

+(~(A/((2<«CODE L)e1pALPHA)))/S1

-0

S1:'CARACTERE NON VALIDE!

'RECOMMENCEZ?

+B1
v

V 2«4 IS B
Z<1 _ _
+>0 IF(0="14B)A0="144

X

Iy

JLes
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- LE

£1]
[21
£3]
Lul

(11

{231

(1]
[2]
31
[w]
(51
[6]
L71
(8]
{9l

10}

[11]
(121
[13]
[1u]

[151

147571975 A 10H 30MN

Z<LI N;E-
Z<«0pil

~{(0=pN)/0
- +(0=R<«ARBILN]1)/0

Z<(LI R),R

POS«V PUT PILE
" POS<1+pePILE«'A' ,PILE
- $PILE, '« ,PILE, ', (p,V),V!

Z<«TESTO;AEXP; ACAT

~9VERIFICATION DE LA CATEGORIE

CEXP<+0.
Bl +>(224465326=ENCODE CAT)/SS
+52 IF~VALID CAT
+52 IF~ACAT IS 0
CEXP<AEXP
+53
S2: B+ALPHA[QAZJ
YPAPEZ UNE NOUVELLE CATEGORIE!
QAT+INPUT
- =»B1 ‘
anCONSTRUCTION DE LA TABLE DES CATEGORIES
S3:TCAT<~TCAT ,CEXP PUT YTCAT!
-0
ATCAT

V- Z<«TEST1;AEXP 3 ACAT

[11
[2]
[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[s8]

AVERIFICATION DE LA DEFINITION
B1:+(29589555 84511922 €ENCODE DEF)/S1,82
+83 IF~VALID DEF
+83 IF~ACAT IS CEXP .

ACONSTRUCTION DE LA TABLE DES EXPRESSIONS
TEXP<TEXP,AEXP PUT ‘TEXP!

ACONSTRUCTION DE LA TABLE DES CONSTANTES
LDEF<LDEF,1
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[9] DICO<«DICO,ID

[10] TTYYPP«TTYYPP,'(C!

[111 =0 ’ o

[12] S2:DICO«~DICO,ID

{131 TrYYPP«TTYYPP,'(C!

{143 LDEF<LDEF,0

{151 =0

[16] mCONSTRUCTION DE LA TABLE DES VARIABLES
[17] S1:DICO«~DICO,ID

[18] TTYYPP<«TTYYPP,'V!

[193 LDEF<LDEF,0

[201 =0

[21] S3:00«ALPHALDEF]

L22] 'YTAPEZ UNE NOUVELLE DEFINITION!
(23] DEF<INPUT

[24] -B1

[251 =0

(261 ATEXP

V Z<TIME;T
[1] Z<« 60 60 60 T(T<I21)=-TIMER
[2]  TINMER<T |

V Z<«TRADUC X3;NOM;PT:;J
[1] PI«1 ‘
(21 DUM<1!
[31] Z« 2 0 p0
(41 S1:20 IF ET>p,X : .
{51 82 IF O=NOM«ENCODE SEP SCAN X
[6] J<DICO\NOM _
[71 +ER IF J>pDICO
[8] Z<Z, 2 1 p(YCTL'VCU'\TTYYPPLJI1),J

. S o

[8] 52:+0 IF PI>p,X
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[101 2<Z, 2 1 p(VTLSEP1X[PT11),0
[11) PBI<PI+1
[12]1 =51
[13] ER:J«DUM\NOM
[14] 383 [F J<pDUM
{4151 DUM<«DUM,NOM
[16] 83:2<+Z2, 2 1 p()crL31),~
[17] =82 '
v

, V Z<«VALID EXP3;AVAL;ASAT; VAL
[1] VAL<«1

[21] Z<EXEC AEXP EXP

[3] +0 IF Z _

[u] i4 ERREUR ‘'VALID'

, V Z<AEXP X;T;AARBRE
[11 T<«TIME
[2] 4<COMPILE TRADUC X
- [3)  '"xxSY**xxTEMPS MIS : ';vTIME

g\\l’)ll by, \\\
)
Q\ %m”w

Q@gm

)V]y ;’ \\\
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