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I.1

I - INTRODUCTION.

Nous avons tenté dans ce travail de traiter deux types de problémes se posant
en optimisation des structures. Dans les deux cas la variable de contrdle est
l'épaisseur de la structure et la fréquence fondamentale de vibration joue un rdle

trés important.

Le premier type de probléme peut s'énoncer ainsi : minimiser le poids d'une
structure tout en gardant la fréquence fondamentale de vibration identique & celle
d'une structure d'épaisseur uniforme. Les travaux sur ce sujet sont nombreux,

citons [ﬁS], [26], [l], LZ], [81, [91, [24], [29] .. On trouvera dans [2J une

bibliographie assez complé&te.

Le deuxiéme type de probléme est en quelque sorte le probléme dual :
maximiser la premiére fréquence de vibration d'une structure tout en gardant soﬁ
. . . . r
poids constant. Citons ici les travaux de Lli], L16], [22], [231, [241, [171.

Le lien entre les deux problémes dans le cas d'une barre &tant fait dans [22].

Nous ne considérerons ici que les cas ol la valeur propre est celle d'un
opérateur elliptique du second ordre, le principe du maximum jouant un rolg trés

important.

Indiquons maintenant bri&vement le plan de cette &tude et les résultats

obtenus.

Nous avons au cours du Chapitre I &tudié les propriétés de la fréquence
fondamentale de vibration, Si u est la fonction représentant 1'épaisseur de la
structure et si A(u) est la premiére valeur propre du probl@me spectral considéré,

nous avons montré en particulier que la fonction :
u —a(u)

-5} r .
€tait différentiable dans L () [@ étant la forme de la structurél et quasi-

concave.

Dans le Chapitre III nous avons tout d'abord décrit, dans un cadre fonctionnel
qui nous a semblé naturel, les deux types de problémes indiqués auparavant, puis’

nous avons étudié ces problémes. Nous avons montré, dans le cas oli il n'y a
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aucune contrainte sur 1'@paisseur ou une contrainte portant sur l'épaisseur
minimale de la structure, que les problémes admettaient des conditions nécessaires
et suffisantes d'optimalité. Dans le cas ol l'&paisseur de la structure est
comprise entre deux valeurs fixes, nous avons obtenu, en plus de ces conditions,

des théorémes d'existence.

Le Chapitre IV traite de l'approximation de ces problémes par la méthode des
éléments finis. Nous avons montré, seulement dans certains cas, la convergence en
un sens faible d'une solution du probl&me approché vers une solution du probléme
continu. La méthode dite du lagrangien augmenté a &t& utilisée pour résoudre le

probléme approché.

Je tiens & remercier ici R. TEMAM pour les conseils et encouragements qu'il
m'a prodigués pendant ce travail, ainsi que les membres de 1'Equipe d'Analyse

Numérique d'Orsay avec qui j'ai eu de nombreuses et fructueuses discussions.
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I1 - ETUDE.DU PROBLEME SPECTRAL.

1 - ENONCE DU PROBLEME SPECTRAL.

. - n . . .
Soit £ wun ouvert borné connexe de R de frontiére [ lipschitzienne.

On désigne par (.,.) [resp. ((.,.))] le produit scalaire dans LZ(Q) [resp.

Hi(Q)] , par ”'"o [resp. ".”] la norme de LZ(Q) [resp. Hﬁ(ﬂ)] s PAr <.,.>
le crochet de dualité entre Hi(Q) et son dual H—l(Q) et par' ] fm la norme
de L (Q)

[e0)
On considére deux fonctions a et b dé&finies sur un ouvért @ de L (R)

3 valeurs dans l'ouvert U de LW(Q) défini par
(1.1) U= {ue L (@) ;3 o(u) e R tel que u(x) > a(u) > 0 p.p.} .

Pour (W,9) « (Hi(ﬂ))2 , u e @ on pose :

(1.2) au(w,¢) = J a(u) (x) grad w(x)egrad ¢(x) dx .
Q
On a
2 2
(1.3) a(a(u»”w“ < au(w,w) < |a(u)|w lwi< .

cas o s . . e s . . 1
La forme bilinéaire continue coercive a, définit un isomorphisme Au de HO(Q)

sur fH—l :
; 1,2
(1.4) <A w,¢> = a (wW,$) ¥ (w,9) e HI(QT .
u u )
Au‘ peut étre considéré comme opérateur de LZ(Q) dont le domaine est :
) =W6HHm'AweL%m}.
u o > Tu

On appellera Gu 1'opérateur réciproque de A,

Pour We LZ(Q) , ue U on pose
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(1.5) Bw = b(we L) .
On a

2 ) 2
(1.6) oc(b(u))”w“'o s (B w,w) < lb(u)’ooﬂwﬁo .

On va s'intéresser au problé&me spectral
1. = 0
(1.7 Aw=1Bw

Le probléme est un probléme classique de valeurs propres. On sait, cf. KATO [10]

et MIKLIN [15] que son spectre est composé d'un ensemble dénombrable

0 < Al ES kz € oes & An € oo

A — 4o quand n —~» ©

n
de plus
<A w,w> <A w, ,wW,>
_ u ’ _ ul’'l
(1.8) ME O B T Bl
1 u ul’’l
wesHo(Q)
w#o

ol Wy est un vecteur propre associé 3 Xl et les sous-espaces propres associés

d deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Remarquons également que le probléme (1.7) est équivalent &

(1.9) (-1— I-G B )w

Il
o

. Soit W, ' un vecteur propre associé 3 A, . On désigne par lwl{ la fonction

X —> le(x){

|w1| est un vecteur propre de (l1.7) associé a A car ]wllea Hz(Q) cof,

STAMPACHIA [20],

1

<Ayl [ lwy > = <agwppu>

(Bu|w1\,]w1!) = (Bu Wl’wl) .
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Posons

(1.10) A(a) = A

(1.11) w(u) = n—lw—n]—
1'%

Lemme 1.1.

(1.12) w(u3x) > O p.p. dans @

(1.13) A(u) est une valeur propre simple gg_(1.7).

Démonstration : Le principe fort du maximum STAMPACCHIA [20] appliqué & 1'opéra-
teur Au - Au Bu montre que w(u;x) > 0 p.p. dans f . Pour montrer que A(u)
est une valeur propre simple de (1.7) on va faire le raisonnement classique

suivant :

Soit v un second vecteur propre associé & A(u) , on peut supposer que V

est orthogonal 4 w et donc d'aprés (1.12)
+ —
(1.14) v #0 et v #0

]v] est galement un vecteur propre associé 3 A(u)

1

Gu Bu(lvl) = T IVI = IGu Buvl

c'est-a-dire
+ - + -

(1.15) G B v +G B v =|6 B v -G B_ vV

u u u u u u uu

. + - + -
pulsque |VJ =v +v et v=v =-v ,
Comme B (1) e 12 ¢ (L2) « 12 1'galité (1.15) implique
u o+ + u+ + )
v+ =0 ou v =0

ce qui est en contradiction avec (l.14).

On vient donc de montrer la
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Proposition 1.1,

(1.16) Au w(u) = A(u) Bu w(u) =0
(1.17) w(u;x) > 0 p.p. dans
(1.18) lwewl =1 .

De plus (A(u),w(u)) vérifie (1.10), (1.12), (1.13) et (1.8).

Cette derniére relation s'@crit, compte tenu des notations :

<Au w(u),w(u)> <Au WyW>
N R (O I 3 B S R
u weH (2) ¢
(o]
w#o

L'unicité est évidente car si (Aj,wj) vérifie (1.7) alors wj L w(u) et donc on

ne peut avoir wj(x) >0 p.p. et Wj #0 .

2 - CONTINUITE BE A(u) ET w(u)

On va considérer tout d'abord la topologie forte de LW(Q)

Proposition 2.1.

On sﬁppose que les applications

2.1) u — a(u) et u —> b(u) sont continues dans )

alors les applications

uteld — \(wekR
ve O — w(u)eHi(Q)

sont continues dans @ .

Démonstration : Soit u e O tel que u, —> ue dc LW(Q)

On notera (An,wn) le couple (A(un),w(un)) et o [?esp. BO] le scalaire
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(a(a(uo)) [}esp. u(b(uo)5] . D'aprés (2.1) pour n assez grand on a

o
(2.2) a(a(u ) » 59> 0,
BO
(2.3) oa(b-(un)) > T> 0.

Soit we Hi(Q) fixd. On a d'aprés (1.19), (1.4), (1.3), (1.6), (2.3), (2.2).

2l aqu)|, flvl?

(2.4) Ay =A(un)< ;
B Il s
et
(2.5) 2w ? e el fud?
) 2 a" ¥ "n n’'e U onlo °

Or a(un) et b(un) sont bornées dans ﬁ”(n) et par conséquent on déduit de
(2.4) puis de (2.5) les majorations
ste

>\n\<. c s

EN R

On peut donc, des suites (An) et (wn), extraire des sous-suites, toujours notées

() (Wn) , telles que

!

(2.6) An ~» A, dans R,
(2.7) Wy W, dans Hi(Q) faible et dans LZ(Q) fort,
(2.8) wn(x). — w*(x) p.p. dans Q .

Le couple (An,wn) vérifie (1.16) pour u = u c'est~g-dire :
(2.9) J a(u ) (x) Vw (%) .Vw(x) dx = A J b(u )(x) w (x) w(x) dx V W’G.Hl(Q) .
g O n nj, n n o
On passe & la limite dans 1l'&quation (2.9)

(2.10) Jﬂa(uo) (%) Vw, () .Vw(x) dx = ), Jﬂb(uc)(x) w0 ww ax Ywenl@ .
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Par consdquent (A, ,w,) vérifie (1.16) pour u = u,

De plus, cotume W vérifie (1.17), (1.18) et que l'on a (2.7), (2.8), w, vérifie
également (1.17), (1.18). La Proposition 1.1 permet alors d'affirmer que

W w(uo)

>
[

. A(uo)

et l'unicité de (A(uo).w(uo)) implique que ce sont les suites tout entidres qui
convergent vers- (A(uo),w(uo)) .

On doit maintenant démontrer que

, . 1
(2.11) w, > w(uo) W dans HO(Q) fort.

Caleulons
B jn 8Cu) (0 176 (0) =y ax

B = J Qa(u ) (x)lvwn<x>12 dx + J,a(uﬁ) leé(x)]?‘dx - nga(un) vu_(x).Pu (x) dx .

£
Or 1'on a d'aprds (2.9) et (1.19)

Jna(un)(x) l?wn(x)lzdx = An fﬂb(un)(x) wi(x) dx
Lza(un) (x) Tur, (%) Fw (x) dx = A, ng(un) (x) W (x) w_(x) dx ,

jnamo) (x)!Vwo<x)!2 dx = A [b(uo)(x) wg(x) dx .

Q

D'oli la nouvelle expression de E ¢

El,n = Jn(a(un)~a(uo))(x)|vwo(x)|2dx ,

Ez,n = A JQ b(u ) (x) w (%)@ (x)=w (x)) dx ,
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Ey = fﬂ(xo b(u ) (x) w (%) = A b(u)(x) w (%)) v (x) dx .

On peut maintenant passer 3 la limite et constater que chacun des termes Ei n
H

i=1, 2, 3 tend vers zéro et donc
En——+0 quand n e ©

D'aprés (1.3), (2.2) on a, pour n assez grand
0 2
5w v |* < E
ce qui démontre (2.11).

o0 =]
On va maintenant munir L de la topologie faible# c'est-d-dire o(L ,Ll) .

o]
On notera cet espace topologique Lc .

o] [+]
Si l'on suppose a et b continues de LO dans L, on n'est pas assuré

-

d'avoir (2.2) et l'on ne peut passer i la limite dans (2.9). Par suite on ne peut
affirmer que les fonctions A(u) et w(u) sont continues pour la topologie
sw”,Lly .

Par contre si l'on suppose a indépendant'de u et b continue de L:

dans L: alors, si (un) est une suite de LQ(Q) telle que

u, == uo&mquand n =% o

la démonstration précédente montre que

A —_— A dans R
n o

w —» w_dans Hl(Q) fort.
n o o

D'ol la

Proposition 2.2. On suppose que

(2.12) a(u) = qi, Vued

(2.13) u —> b(u) est séquentiellement continue de L: dans fc
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alors les applications A(u) et w(u) sont séquentiellement continues pour la

topologie c(Lm,Ll) .

Remarque 2.1l. Le seul esemple ol l'on appliquera cette proposition est le cas ol

b est affine.

Remarque 2.2. On verra dans la section 4 que, sous certaines hypothéses sur a

et b, A(u) est faible * semi-continue supérieurement.

3 - DERIVIBALITE DE A(u) ET w(u) .

On considére les fonctions
ued — A(weR

ue § — w(u) G:Hi(fz) N 8,

2
5, = {ve L7(®) ; ||v[lo =1} .
On wva supposer que
(3.1) a et b sont continument différentiables de @ dans U

et l'on va montrer, comme dans MIGNOT [13], que les fonctions A(u) et w(u)

sont différentiables.

Considérons la fonction F de
g x Hi(Q) xR dans H -
définie par
(3.2) F(u,w,%) = Auw - A BuW = div(a(u) W) = A b(uw .

Soit uoe.@ posons :

w, o= w(uo) s Ao = A(uo) , Ao = Au° , B =lBuo .
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Calculons les dérivées partielles de F par rapport 4 u, w, A au point

(uos Wos }\O)

oF 1 -1
(3.3) (-é-; ] s weHo(Q) —— Aow Ao Bowe: H () ,
oF 2
(3.4) (-3-7\- . : 2e R — - A BO WO€ L7y
(3.5) &) i he 1@ — A w_ - A B w
’ u o a'(uo).h o o b'(uo)Jh‘ o °

Par conséquent F est continument différentiable sur @ .

Posons

Y = (w,A) .

dF . . 1 4 o S A
Lemme 3.1, (3? . est un isomorphisme de R x (Ho N wo) sur H ol + désigne

l'orthogonalité par rapport au produit scalaire de LZ(Q)

Démonstration : On a

oF ) _ 4oF oF
(339 (A,w) = (53? A+ (5§) w .
) ) )

D'aprés (3.4) (%%- est un isomorphisme de R sur R Bo LA et, si 1l'on admet
0

pour l'instant que

(3.6) (EEQ | est un isomorphisme de 't N Wl sur o
ow o o 0

o
o -1
v, = {veHd @) ; VW > = o ,
le lemme est complitement démontré puisque

o _ .1
IRBOWOC-DWO—H .
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Démonstration de (3.6). On a

e s W M S s B e B e

S, _ . 1.
(3.7) (ﬁ)o = >\o Ao ° (A0 I G, Bo)

* s
Remarquons que Bo W est un vecteur propre de (Go Bo) = Bo Go » associé

- ° 1 - N 3
d la valeur propre simple 5T et par conséquent, d'aprés l'alternative de

Freedholm, ©
li-c s i hisme de w- B
X o B, est un isomorphisme de w_ = sur (B w.)

1 1 1 1
et donc'de H@)ONw. sur HE® N B w) .
o o o o o

1
D'autre part Ao est un isomorphisme de (B0 Wo) N H})(Q) sur wg et donc grice
d (3.7) on en déduit (3.6).

Lemme 3.2. Pour tout point ug de U e Lw(SZ) il existe une boule D de centre

. . . P 1 ‘
u gt une fonction continue unique Y(u) définie dans D de classe C” telles

que

(3.8) Y() e B A S x R

(3.9) Y(u) ={w_,1,)

(3.10) F(u,Y¥(w)) =0 YueD.

‘Qéggggggggigg : D'aprés le Lemme 3.1 on peut appliquer le théoréme des fonctions

implicites 8 la fonction F définie sur :
1 L
U x (wo + HO(Q) N wo) xR .

A
Il existe donec une boule D de centre u et une fonction unique Y(u) dé&finie

sur D de classe C1 vérifiant (3.9), (3.10)
(348) Y(w) & (v, + Ho(i.'l) Nw) xR .

~/
Si 1l'on normalise la premiére composante de Y(u) on obtient une fonction unique

Y(u) de classe C1 vérifiant (3.8), (3.9) et (3.10).
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Théor&me 3.1. Si 1l'on suppose que a et b vérifient 1'hypothése (3.1) alors

les applications

u = A(u)
U = y(u)

o - ) o 0
gsont différentiables en tout point u, de » de plus

(3.12) @) JQ{(av(ﬁo),h)(X) leo(x)I2 = A, (b'(u ). h) (x) Wﬁ(x)} dx
3.1 )\' u ‘h=
(o)

JQ b(uo)(x) wg(x) dx
W, o= w(uo) Ao = A(uo) .

Démonstration : Posons

Flw) = W, A ) e E® NS) xR .

3 e A 3 o i3 -
D'aprés la Proposition 2.1 Y(u) est continue sur D , comme on a unicité de la

fonction Y définie dans le Lemme 3.3 on en déduit que
)
Y(u) = ¥(u) = (w(u),r(u))
et d'aprés (3.10)
3 (4 BEy (o o B
(3.13) (BA)O(A (u)).h) + (aw)o(w (w).h) = -Gz b .

0 0

Compte tenu de (3.6) on a

3F oF
<GF (A'(u)h),w > = - <(zpe) Jhyw >
fe) (o]

(o}

ce qui d'aprés (3.4), (3.5) nous donne (3.12).
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4 - PSEUDO-CONCAVITE ET FAIBLE * SEMI-CONTINUITE SUPERIEURE DE Au)

Théoréme 4.1. Soit C un convexe contenu dans . On suppose gque

(4.1) a et b sont continument différentiables de o dans U ;

(4.2) b est convexe sur C relativement gg_cane des fonctions positives de
L (@) ;

(4.3) a est concave sur C relativement au méme cOne

alors

J’Qb(u) (%) wP(usx) dx

(4.4) AW) s A(w) + AT(w). (v-u) : Y (u,w)e ¢ xC .
J b(v)(x) w (u,x) dx

9]

Démonstration : Afin d'alléger 1'@criture on supprime la variable d'intégration

X . Appelons © 1la quantité situBe 3 droite dans 1'indégalité (4.4). On a, d'aprés
(3.12)

A(u) J b(v) wz(u) dx + I (a'(u).(v—u))|Vw(u)|2 dx
Q

Q

(4.5) 6 =
[

J b(v) wz(u) dx
Q

~ A (w) j (b'(u). (v=u)) wo(u) dx
9]

I b(v) wz(u) dx
Q

Et (4.2), (4.3) impliquent

(4.6) a'(u).(v=u) > a(v) - a(u)
et
(4.7) b'(u).(v-u) € b(v) - b(u) ,

d'oli, compte tenu de (1.19),
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( 2
J a(v) I Vw(u) | dx
9]

8 > = > A(v) .

J. b (v) Wz(u) dx
Q

Remarque 4.1. Cette relation (4.4) est fondamentale car elle permettra au

chapitre III de montrer que A est pseudoconcave et donc que l'ensemble AC

est convexe ol
Ac={ve:C;)\(v)>/c} .
On va admettre, pour l'instant, ce ré@sultat pour pouvoir démontrer la

Proposition 4.1. Soit C un convexe contenu dans ©® . On suppose que a et b

vérifient (4.1), (4.2), (4.3) et que chacune des fonctions a et b vérifie les

deux hypothéses suivantes (&noncées seulement pour a)

(4.8) Si u e C v = ue C p.p. alors a(un) — a(u) p.p. et

(4.9) Si ueC lu_|

Si u S kl alors _—'_l k2 > 0 tel que la(un)loo.s k

2 2

alors

A(u) est faible # semi-continue supérieurement sur C

Démonstration : Il faut montrer que le convexe Ac est faible % fermé.

Nous aurons besoin pour cela des deux résultats suivants

b o]
Lemme 4.1. Si Q est un ouvert borné de R" » si A est un convexe de L () et

. . - - . o 1 . .
si u est un point adhérent & A pour la topologie o(L ,L7) alors il existe

une suite (un) d'éléments de A telle que
(4.10) u —> u dans LP(Q) V p>l, p#ee,

(4.11) u —- u pour la topologie O(Loo,Ll) .

Lemme 4.2. Soit Q wun ouvert borné de IRn , (vn) une suite d'éléments de Lw(Q)

et ve Lw(Q) tels que

[Vn]oos kl et v, ™ VvV p.p. dans @
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alors

v, T> v dans Lm(Q) pour la topologie O(Lw,Ll) .

Admettons pour l'instant ces Lemmes et continuons la démonstration de la
Proposition 4.1. Soit u wun point adhérent & l'ensemble Ac , d'aprés le Lemme
4,1, 11 existe une suite (un) d'éléments de Ac vérifiant (4.10), (4.11). Cette

derniére relation implique
(4.12) lu | <k Y.
D'aprés (4.10) on peut supposer, quitte 3 extraire une sous-suite, que

(4.13) u —> u  p.p. dans § .

Les hypothéses (4.8) et (4.9) montrent que 1l'on peut appliquer aux suites a(un)

et b(un) le Lemme 4.2 et par suite
a(un) ~—> a(u) faible =x,
b(u) —= b(w) faible x.

D'autre part on a

f a(un) IVw(u)]2 dx
c < A(un) < L Yn ,

Jbe (u ) wo(u) dx

et, si l'on passe 34 la limite, on obtient
) P

c< A(u) .

Démonstration du Lemme 4.1. Voir Grothendieck [ 6] p.96.

Démonstration du Lemme 4.2, J2'cQ tel que mes(2\Q') =0 et

e e e e e -

Vxeaq'
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Soit ¢ e.Ll(Q) alors
(v ) - v(®) ¢(x) —= 0 p.p. x€8,
(v, (& - v@®) 4@ | < Gp+lvl) [e@] pop. xe @
et donc, d'aprés le Théoréme de Lebesgue,

f (Vn(X) - v(x)) ¢(x) dx — O .
Q

J (v (%) - v(x) $(x) dx —» O .
g " ‘

Remarque 4.l. L'hypothé&se (4.8) peut sembler artificielle mais cela provient du

[eo]
fait que 1l'on a considéré des fonctions abstraites a et b de L (2) dans
(o]
L () . Dans le cas oli les fonctions a et b sont construites 3 partir de

fonctions de R dans R on verra, dans la prochaine section, que l'hypothi@se se

simplifie.

o0 *
Remarque 4.2. Soit (Fl,FZ) une partition de T . Soit c e L (Pz) tel que

e(x) 20 >0 p.p. x € I', . Posons

2

W={ve Hl(Q) ; 'vll, = 0}
1

(4.14) a (w,4) = J a(u) Yw Vo dx + f cewodds Y@ud)e Wxw.

Q FZ

Tout ce que l'on vient de faire dans ces quatre premiéres sections est
valable si 1l'on prend cette nouvelle forme bilinBaire continue coercive sur W qui
nous définit un isomorphisme Au de W sur W' . Si Q et a(u) sont suffi—

samment réguliers alors le probléme (1.7) est équivalent dans ce cas &
- div (a(u)Vw) - A b(ww =0

ow _
{u SE'+ e W}!Pz = 0

On peut supposer e = 0 si la mesure superficielle de Iy est non nulle car sur

W j {VW(X)]Z dx est une norme &quivalente d la norme habituelle, c'est-a-dire
9 ;
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celle induite par Hl(Q)

5 —- EXEMPLES.

Compte tenu de la Remarque 4.2. Nous consid@rerons ( %, %) une partition de
T . On supposera toujours mes Tl # 0 (il s'agit de la mesure superficielle), par
contre PZ pourra étre de mesure nulle, la fonction e figurant dans (4.14) sera

identiquement nulle.

Exemple 1. On suppose que
(5.1) 0 =W au) = u b(u) =1 .

Les relations (1.19), (3.12) et (4.4) deviennent dans ce cas :

(5.2) A (u) = Inf J u(x)|VW(x)|2 dx = ( u(x)|Vw(x,u)]2 dx
weW ‘Q ‘9
|wl =1
(5.3) A'(u) h = [ h(x)|Vw(u;x)|2 ix Yhe L @)
&Y
(5.4) A (V) € Au) + 2" (). (v-u) Y vwe Ux U

Cette derniére relation montre que
(5.5) A est concave sur W.

L'hypothé&se (4.4) étant vérifiée, A est faible ¥ s.c.s. Enfin (5.3), (5.4)

impliquent que si u 3 v alors A(u) 2 A(V)

Exemple 2. On suppose que

9= U a(u) =1 b(u) =u .

[ ]Vw(x)lzdx [ [Vw(u;x)lzdx

J
Inf & = 2

weW u(x) wz(x)dx I u(x) w2(u;x)dx
Il =1 ‘o Q

(5.6) A (u)

]
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[ h(x) wz(u;x)dx
5.7 AT(@) h o= - A(w) —

u(x) wz(u;x) dx
IQ

Les relations (5.7) et (4.4) montrent que
(5.8) vzu => AMv) < rA(uw .
D'aprés la Proposition 2.2 A(u) est faible# sé&quentiellement continue.

Exemple 3. d=u a(u) = u b(u) =u + 8 oli & est un scalaire
strictement positif.
D'od
2 2
J u(x)]Vw(x)l dx f u(x) le(u;X)l dx
Q

(5.9 A(u) = Inf -2 > - -
weW j (u(x)+8) w (x)dx f (u(x)+8) w (u3x)dx
Q Q

fwll =1

f {|\7W(u;x)12 - A(uw) w2(u;x)} h(x) dx
Q .

(5.10) A .h = ' 5
I (u(x)+8) w (u;x) dx
9]

D'aprés les résultats des sections précédentes 7a(u) est faible » s.c.s. sur U

et pseudo concave sur U .

Avant de considérer un probléme oi b ne sera pas affine. On va étudier les
co o«
propriétés des fonctions de L () dans L () construites & partir de fonctions

numériques.

Proposition 5.1, Soit @& une fonction continue de ]O,+°°[ dans :[0,+°°£ .

Pour ue WU on pose
a(u) x ~rn~———3 A(u(x)) ,

i) Alors a(we U et vérifie (4.8) sur le convexe U ;

ii) Si 4 est localement lipschitzienne alors a est continue sur WU ;

. 1 s aa e s . .
iii) Si 4@ est de classe C° et & dérivée localement lipschitzienne alors

1
a est de classe C sur U et

a'(u).h : xe Q ~~— a'(u(x)).h(x) ;
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iv) Si @ est concave [resp. convexe] alors a est concave [resp.

convexe] par rapport au cdne des fonctions positives p.p. ;

v) Si @ est croissante alors a vérifie (4.9) sur le convexe U ;

vi) Soit
¢, = fueW; ux »>a0>0 p.p. xel , a fixé,

alors a vérifie (4.9) sur le convexe Coc

Exemple 4. @=Uu a(u) =1 b(u) = -1-2-
u

é—z' Vf €],0,+°°’[ , b est donc de classe

convexe sur U . On a

c'est-d-dire b(¥) =

f IVW(X)IZ dx )( t‘\?w(u;x)l2 dx
(5.11) Aw) = Inf - 2
weW w (%) d J w (u3x) d
o dx Ty ax
”W”o=1 I u(x) Q u (x)
2 .
21 (u) f E—(‘;—”-‘)—h(x) dx
(5.12) A'(u).h = ‘9w ()
2, . )
( wéu,x dx
I u (%)
Les relations (5.11) et (4.4) montrent que
(5.13) Vw,vel x U, veu = Av) < r(u)

Sur COL 1'hypoth&se (4.9) est vérifiée pour b et par conséquent

faible* s.c.s. sur COL .

C1

Aduw)

sur W,

est

Remarque 5.1. Constatons que dans tous les exemples A'(u) est un élément de

L)
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ITI - OPTIMISATION EN THEORIE DES STRUCTURES.

Avant d'énoncer et d'étudier les problémes d'optimisation, nous allons
rappeler quelques définitions et propriétés des fonctions pseudo-ccnvexes et
quasi-convexes sur un E.L.C.S. : E . On trouvera dans MANGASARIAN [12] le cas

oi E’ est de dimension finie.

1 - FONCTIONS PSEUDOCONVEXES ET QUASTCONVEXES.

Soient E un E.L.C.S. sur R, G une fonction de E dans R et C

un convexe de E . On pose pour tout ¢ R

*Ac= {fuscCc ; G(u) < ¢t

Définition 1.1. On dit que G est quasiconvexe sur C si Vce R, Ac est

convexe.

On dit que G est quasiconcave sur C si =G est quasiconvexe.

Remarque 1.1. La notion de quasiconvexité est indépendante de la topologie définie

sur E .

Proposition 1.1. On a les résultats suivants

(1) G est quasiconvexe sur C si et seulement si

(1.1) f wwecxc, Yee [0, , 6ltu + (1-8)v) < Max(6(v),6(w)

(11) On suppose que G est Gateaux—différentiable sur C et on note G'(u)

sa Gateaux-différentielle (G'(u)e E') ; G est quasiconvexe sur C si et seule-

ment si
(1.2) v (u,v) € C x C tel que G(v) < G(u) alors G'(u).(v-u) < 0 .
Démonstration : (i) est évident. Quant 3 (ii) il suffit de regarder la démonstratior

de [12:] et de se rappeler qu'une fonction Gateaux—différentiable sur C est

continue sur tout segment ]-u,vl .
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Remarque 1.2. La propriété (1.2) est équivalente 2

(1.3) V(u,v)e C xC tel que G'(u).(v-u) > 0 alors G(v) > G(u) .

Définition 1.2. On dit que G est pseudoconvexe sur C si G est Gateaux-

différentiable sur C et si

(1.4) V (u,v) & C x C tel que G'(u).(v-u) > O alors on a G(v) » G(u) .

On dit que G est pseudoconcave sur C si -G est pseudoconvexe sur C .

Remarque 1.3. La propriété (l.4) est Equivalente &

(1.5) 'V(u,v)éi C x C tel que G(v) < G(u) alors on-a G'(u).(v-u) <O .

Proposition 1.2. Si G est pseudoconvexe sur C alors G est quasiconvexe sur

et

| Vu,wecxc tel que G(v) < G(u) ona G(Eu + (1-8)v) < G(u)
(1.6) {

pour tout %;a]O,l:[ .

Démonstration : Il faut montrer que la propriété (1.1) est vérifiée c'est-a-dire

(1.7) G(w) < Max(G(u),G(v)) ol w = ¢&u + (1-€)v , £e [0,1].
On a

(1.8) G'(w).(v-w) = £ G'(w).(v—u) et

(1.9 G'(wW) .(u~w) = = (1-8) G'(w).(v-u)

Si G'(w).(v-u) > 0 alors d'aprés (1.8), (1.4)

G(v) » G(w) ;
si G'(w).(v-u) < 0 alors d'aprés (1.9), (1.4)
G(u) 2z G(w)

Dans les deux cas (1.7) est vérifiée.
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La démonstration de (1.6) se fait comme dans [12].

2 - FORMULATION DES PROBLEMES,

. - n . s . oL
Soit £ wun ouvert borné connexe de R a frontiére T 1lipschitzienne.

On pose
U= {uel’ @ ;7 au) >0 ulx) »a(u) p.p. xe} .

Soient a et b deux applications continument différentiables de U dans W ,

a é&tant concave et b convexe. On considére la fonction colit suivante :

(2.1) J(u) = J u(x) dx ue .
Q
On pose
J a(u) (0 |yu@o|? dx

(2.2) A(u) = Inf = 5

weW J b(w (x) w (x) dx

Q

wfo

ol

W={we Hl(Q) ; WII‘ = 0}
1

» est différentiable sur AU sa dérivée &tant donnée par II.(3.12) c'est-a-dire

étant une partition de T telle que mes Tl # 0 . D'aprés le Chapitre II,

j {(a"(u) .v) (%) |Vw(u;x)|2 - A(w) (b'(v).v) (x) Wz(u;x)} dx
(2.3) A'(u).v = 2o :
J b(u) (%) w(u;x) dx
Q

De plus on a II.(4.4) c'est—3-dire
J b (u) (%) wz(u;x) dx
Q

(2.4) M) € A(u) + AT (W) . (v-u) ¥(u,v)e Ux U,

J b((v) (%) wz(u;x) dx
Q

Proposition 2.1. La fonction A(u) est pseudoconcave et quasiconcave sur U .

Démonstration : <Cela résulte de (2.4), de la définition des fonctions pseudo-

concaves et de la Proposition 1.2.
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On va considé@rer une structure d'épaisseur uniforme u; ., par un changement de

variable on peut supposer

(2.5) ul(x) = .
On pose
(2.6) Xl = X(ul) et Jl = J(ul) .

Les problémes auxquels on va s'intéresser sont les suivants :

W Inf  J(uw)
uell
l(u)=k1
et
(gbo) Sup A(u) .
uell
J(u)=J1

Remarque 2.1. La variable u représente 1'épaisseur d'une structure et par

-~

conséquent pour des raisons technologiques on est obligé de rajouter 3 ces problémes

une contrainte supplémentaire
u(x) 2 «a
ol A est fixé et vérifie
(2.7) 0<ao <1
Par conséquent on va introduire le convexe Ca défini par
(2.8) c, = {fuel ; u(x) >0 p.p. xe Q} ,
ainsi que les problémes
(%) Inf  J(u)

ol .
ueC
vl

X(u)=k1
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et
(@{u) Sup Afu) .
ueC
a
J(u) =J

1

-~ °

Pour obtenir des résultats d'existence nous serons amenés a4 rajouter une

contrainte supplémentaire

u(x) €< B p.p. x i
ol B est fixé et vérifie
(2.9) L<B8
§i 1'on pose

(2.10) Cu8={ue‘u,; o< u(x) €8 p.p. xe 0},

on appelle (% ) et (&

o8 ) les problémes (%) et (%_.) ol la contrainte
b

o,B o o

ue—:COL

a 8té remplacée par

Nous autoriserons B & valoir +« et ainsi le probléme (é?d)sera (@; o) s de
¥
méme pour (Qia). Mais nous préciserons toujours dans 1'énoncé des résultats obtenus

si 1'hypothése
B < 4w

est intervenue.

Si a et b sont définies par des fonctions de jO,+w[ dans |O0,+<[ : a et
2
b , on supposera @ et b de classe C~ , @ concave et b convexe. Sous ces
hypoth&ses on a vu que a et b possédaient les propriétés que l'on a énoncées au

début de ce paragraphe, de plus d'aprés la Proposition II.5.1 et II.4.1.
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(2.11) A(u) est faible ¥ s.c.s. sur C

3 - ETUDE DU PROBLEME § .

Proposition 3.1. On suppose de plus que

(3.1) Bl u €U rel gue A(w) > A, .

Si u est solution du probléme gg alors 3 ne R tel que

(3.2) J'(u) +n A'(uw) =0 .

Démonstration : J et XA &tant Frechet-différentiables pour démontrer (3.2), il

suffit de montrer que u est un point régulier pour A ; c'est—d-dire que
A'(u) £ 0.
Supposons le contraire alors on a
A(u) . (u-u) =0 .
Y
Et donec, d'apré&s (2.4) cela implique
1 b

CHES A = A

ce qui est en contradiction avec (3.1).

Proposition 3.2. Soit ueql tel que

}\(E) = )\1 ’
et
3 ng§ 0 vérifiant (3.2)

alors u est solution du probléme (3’0) .

Démonstration : Soit v vérifiant la contrainte

o ks e e s e e e
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M) = Al .
A étant quasi-concave on a, d'aprés (1.2),
A'(u)(v-u) > O
et donc, puisque n < 0, (3.2) implique
J'"(w).(v-u) >0
c'est—-a~dire

J(v) > J() .

Remarque 3.1. Le caractdre particulier de la fonctionnelle J n'est pas intervenu

au cours de la démomstration. On n'a utilisé que la pseudoconvexité de J .

On pose

V=dveUU; 2v) = }\1} .

Proposition 3.3. Si a et b sont définies par des fonctions @ et b Eﬁ.ii

1'hypoth&se (3.1) est vérifiée alors ue Y est solution du probléme (‘?o) si

dve R vérifiant :
YT oy 2 ''(@ 25
(3.3) a (u(x)]Vw(u;x)| - Al b'(u(x)) w(uyx) = v .

'Qg_plus si v est strictement positif la réciproque est vérifice.

Démonstration : Comme J'(u) = 1 pour tout ue WU, la constante 7 intervenant

e —————

dans (3.2) est différente de zero. Posons

f b(E(x)) wo(ix) dx
Q

v o= -
n

alors les relations (2.3) et (3.2) impliquent (3.3).

D'ol le résultat.
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Application 3.1 : Exemple 1.

Y oi vy >1

u, (x)

alors, comme
AMu) =y A

(3.1) est vérifiée. Et donc par application de la Proposition 3.3 on sait qu'il

existe ve& R vérifiant

lvw(a;x)|2 = v
ce qui implique Vv > O . De plus on a, d'aprés I.(5.2)
v f u(x) dx = A(u) .
Q

Enongons le résultat : une condition nécessaire et suffisante pour que ue S~ soit

solution du probléme 5:) pour 1l'exemple 1 est que w(u) (définie par la Proposition

I.l.l) vérifie

(3.4) IVW(G}X)IZ = v

oi v est une constante strictement positive.

On retrouve ainsi les résultats de [1].

Cette condition nécessaire et suffisante va nous permettre d'obtenir la
solution. Si Q =:]0,1[. et

W= {we Hl(Q) ; w(0) = 0} .

On obtient

. 2
>\1=(_2—) ’\)=3’
A 2
[ Tax ==t =>20,82 ([ 1 aw
JQ 0
et A

(%) =-2-1- a- € .
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Application 3.2 : Exemple 3.
Si 1'on considé&re la fonction
x) = > 1
uY() Y
elle vérifie
1

=
A(uY) = s (1+3) Al > A

Par suite, compte tenu de la Proposition 3.3 et de 1l'expression I.(5.10) de la

dérivée, on sait qu'il existe ve R tel que
[Vw(usx) |[© - A(w) w (usx) = v.

En multipliant par u(x) , en intégrant sur Q et en utilisant la relation I.(5.9)

on obtient
A(w)s = v J u(x) dx .
Q

Cette relation implique Vv > O puisque & > O .

Donc on vient de montrer : une condition nécessaire et suffisante pour que

u g U soit solution du probléme 6; pour 1'exemple 3 est que w(u) vérifie
(3.5) 1Vw(Gsx) |2 = A, wi(msx) = v,

oli v est une constante strictement positive.

Si 1'on prend O = ]0,1[ et W= Hi(ﬂ) on obtient

TT2
M TR o
1 1
_ Il.{ sh P 0« x< 7
w(u3x) = ‘
1 1
ﬂ; sh ul(l X) E—s x<1
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U
5 e’ EL
5 ( = - 1) 0s x< 1/2
2
ch ulx
u(x) = 5 M
s B 3
5 - 1) 1/2s xs 1
ch ul(l-x)
et
_ 5 sh u Tr2
IW =y (=D S I
On trouvera dans [2] le calcul explicite de la solution dans le cas d'un ouvert
rectangulaire.

Application 3.3 : Exemple 4.

On considére toujours la méme fonction vy et sur cet exemple elle vérifie
Au) = ¥2 A, > AL .
Y 1 1
Par conséquent d'aprés les résultats précédents 3 ve R tel que

W (1,%) _

_X(u) v

> ()

Cette relation montre que v > O . Si on multiplie par u(x) cette égalité et si

l'on intégre sur § on obtient

[ le(E;x)I2 dx = v J u(x) dx .
IQ Q

On a donc sur cet exemple le résultat suivant : une condition nécesgsaire et

suffisante pour que ue Y soit solution du probléme Q’o pour l'exemple 4 est

que W(E) vérifie

2 (4,x%)
A w (u,%) _ \Y

1
T (%)

our v >0 .,
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4 - ETUDE DU PROBLEME &, .

Proposition 4.1. Soit U e U vérifiant la contrainte

(4.1) J(Q) = Iy s

mm—

une condition nécessaire et suffisante pour que u soit solution du probléme Gio

est qu'il existe ne R tel que
(4.2) | AT +n J'@ =0 .

Démonstration : Soit U une solution de gk). J et A étant différentiables sur

1'ouvert W et J'(u) # O , on sait qu'il existe n vérifiant (4.2). Etudions la

réciproque.,

Soit veU tel que

J(v) =3, = J(w) .
La relation (4.2) s'écerit :
A'(u).(v-u) = - n J' (v-u) dx = 0 .
Q
Ce qui implique, puisque 2 est pseudoconcave,

A(v) € A (w)

Remarque 4.1. Ici le caractére lindaire de J est intervenu . Si on avait supposé

seulement J pseudoconvexe, il aurait fallu faire 1'hypoth&se n < O pour démontrer

la réciproque.

Remarque 4.2. Si a et b sont définies par des fonctions & et b alors, comme

dans le paragraphe précédent, (4.2) peut €tre remplacé par :

(4.3) a' @) w2 - 2@ b' @) @ =v .

S e — — - — — e e —

Enongons le résultat : une condition nécessaire et suffisante pour que
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uedl vérifiant (4.1) soit solution du probléme ®  pour l'eXemglevé'est que

(A(W) ,w(u)) vérifie :

(4.4) A@ wi(mx) _

5
(%)

ol vV est une constante strictement positive.

J.B. KELLER [}2] avait montré en admettant implicitement la différentiabilité

(A(u) ,w(u)) , que cette condition (4.4) était nécessaire.

Remarque 4.3. La fonction w(u) étant continue sur £ , la relation (4.4) montre

que u va s'annuler sur la partie du bord oili w(u) sera nulle. Par suite u

n'appartient pas a3 .

Avant d'étudier les problémes 6; 8 et gxx g nous allons considérer ces
79 b

problémes dans un cadre abstrait.

5 - ETUDE DES PROBLEMES : CADRE ABSTRAIT.

Soient E un E.L.C.S., C un convexe de E , J et XA deux applications

de C dans R . On s'interesse aux problémes d'optimisation suivants

Probléme @ Inf J(u)
A(u)=hl

ueC

Probléme ( Inf J(u)
'AOﬂzkl

ueC
et

Probléme 9§ Sup A(u)
J(u)=Ji

ueC

oi X, = A(ul) s J

1 = J(ul) u, « C

1 1

5.1. ETUDE DES PROBLEMES § ET & .

Proposition 5.1. On suppose que

(5.1) J est pseudoconvexe sur C ,




(5.2) A est continue sur tout segment [u,vl de C-,

J u,e ¢ tel gue A(u) <A et
(5.3)

pour tout ueC , u# Uy J(u) > J(ua)

alors les problémes @_P:E_Q gont équivalents.

Démonstration : On va tout d'abord démontrer le

Lemme 5.1. Avec les mémes hypothéses que dans la Proposition 5.l1. on a

(5.4) Inf § = Inf &

(5.5) Inf Q€ Inf &,
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pour montrer le résultat il suffit de montrer que 1l'inégalité stricte est absurde.

Supposons donc que

Jvec tel que A(v) > A, et J(v) < Inf &.

1

Alors, d'aprés (5.3), (1.6), on a
(5.6) v 3 G::IO,II: J(E,‘uoﬂ + (.1—5)‘7)( Max(J(uO‘) WJ(v)) ‘.s Inf g’ .
L'hypothése (5.2) montre que la fonction
g —= £(8) = r(Eu, + (1-5)V)
est continue sur [_E),lj . Or

£(0) = A(v) > >\1

et

£(1) = A(ua) < )\1

par cons&quent
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3 goejo,l[ tel que
f(go) = >\1 .
Et par suite
Inf ¥« JE_u, + (1-E)v) ,

inégalité qui contredit (5.6).

Ce lemme montre que si U est solution du probléme gﬁ u est solution du

probléme € . Etudions la réciproque.

Soit 4 wune solution du probléme ({ . On a
J(@) = Inf Q =1Inf &

et
A(G) > >‘1 .

Supposons que cette dernidre inégalité soit stricte, alors par le méme raisonnement

que précédemment, on peut affirmer que
3 aoe:]o,l[ tel que A(E_ u, + (1-E)8) = A, .

Et, comme

J(u) < 3@ ,

on a, en appliquant la Proposition 1.2
= 5 2y = Tnf @ -
I u + (1-€ )T ) < J(@) = Inf €3

ce qui est absurde.

5.2, ETUDE DES CONDITIONS D'OPTIMALITE.

Proposition 5.2. Sous les hypothéses (5.1),
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(5.7) A est pseudoconcave
et
(5.8) 3 uYe C tel que )\(uY) > >\1

alors U est solution du probléme Q si et seulement“gi_a n< 0 tel que

(5.9) JI'@.(v-w) +n A @.(v-) >0 Yvec
(5.10) O (w) - A =0
Démonstration : (i) La condition est nécessaire.

Soit U une solution du probléme ( . Alors d'aprés HALKIN [7] :

- 2
J @ 0P eR” tel que

(5.11) (Ho,?.l) #0

(5.12) (n_o,ﬁ'l) €0

(5.13) FI@. T A@ v s 0 Yvec
(5.14) il(A(E)—xl) =0 .

On va montrer que ﬁ; est différent de zéro.

Ssi El =0 alors (5.11) implique ,FO #0 . 81 ﬁl # 0 (5.14) implique

A(u) = Al . Supposons alors que 'ﬁg = 0 . L'inéquation (5.13) s'écrit :
M@W.v-) <0 Vvec,
et donc d'aprés (5.7) ,

A(V) s A=A, YVvec;

1

inégalité qui contredit (5.8).

On peut par conséquent diviser (5.13) par 'H; ;3 d'oll (5.9)



III.16

(i1) La condition est suffisante.

Soit ue C wvérifiant (5.9), (5.10) o n < O et

A 3 Ao

n

si 0 alors (5.1) et (5.9) impliquent :
J(v) > J@ VYvec.

Et donc u est solution du probléme @ .

# 0 alors, d'aprés (5.10) ,.

31

Si
A = A .
Soit ve ¢ vérifiant la contrainte
M) 2 Ay = Mw)
(5.7) et (1.2) impliquent
A (@ (v-u) >0,
et donc
1'(w).(v-u) >0 .
Inégalité qui entraine, compte tenu de 1'hypothése (5.1)

J(v) 2 J(W

Par suite : U est solution du probléme Q.

Corollaire 5.1. On suppose gque les hypothéses (5.1), (5.3), (5.7) et (5.“8) sont

vérifiées. Soit u e C alors U est solution du probléme @& ou du probléme g si

==

et seulement si 1 n <0 tel que

(5.9) J'@.(v-8) +n AV'@W.vu) 20 VYvec.
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Démonstration : D'aprds le Proposition 5.1, les problémes & et Q sont

dquivalents, par suite on peut appliquer la Proposition 5.2 au probléme & . Reste

3 montrer que n < O .

Si m =0 alors (5.1) et (5.9) impliquent
J(v) > J() VVGC H

ce qui est en contradiction avec (5.3).

Remarque 5.1. On ne peut déduire de (5.9) un principe du maximum car la somme de

deux fonctions pseudoconvexes n'est pas nécessairement pseudoconvexe.

5.3. DUALISATION DU PROBLEME { .

On va dualiser par les minimax le probléme & (cf. EKELAND-TEMAM [5]
chapitrve VI).

On a pour tout us C

+o si A(u) < Al

Sup {J(u) + p(h(u)—kl)} = '

p<o _ J(u) si  A(u) ?>;\1
Ce qui permet d'écrire le probléme @
(5.15) Inf Sup £ (u,p)

ueC pso

ol
(5.16) £ (u,p) = J() + pAA(w)-2A) .

On appelle probléme dual de Q 1e probléme

Q* Sup Inf & (u,p) .
zo ueC

Bien entendu on a

(5.17) Sup 0% L Inf @ .
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Posons
(5.18) h(p) = Inf %(u,p)
ueC

La fonction h est concave et s.c.s. puisque c'est l'enveloppe inférieure des

fonctions affines :
re R ——»%(u,p) .

Jusqu'a présent nous n'avions pas fait d'hypothé&se particuliére sur J et X .

Si 1l'on suppose que X vérifie (5.8) alors on a

(5.19) h(p) —> —» quand p =—> -~ ,

En effet (5.16) et (5.18) impliquent

(5.20) h(p) < p(K(uY) - Kl) + J(uY)

et, compte tenu de (5.8), cela implique (5.19). D'ol la

Proposition 5.3. Si la fonction A vérifie la condition (5.8) alors le probléme

M* , dual de Q , admet une solution p .

Proposition 5.4. On suppose que 1'hypothése (5.8) est vérifile et que

pour tout p < O la fonction

(5.21) u —> %Z(u,p) est quasiconvexe, sur C
(5.22) J est s.c.i. sur C
(5.23) A est s.c.s. sur C
alors
(5.24) Max Inf %kv,p) = Inf Sup fz(v,p)
pso weC veC p<go

c'est-d-dire
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sup Q% = 1af Q

-

De plus
_ P est solution de Q
(5.25) (u,p) point selle sur C x R de %(u,p)<=> et
T est solution de 0 .
Démonstration : L'&galité (5.24) résultera du principe du minimax de Ky-Fan:

(cf. [3]) , si on montre qu'il existe V& C et FTE&€R tels que
(5.26) £ < Inf Q

et
IE = {ps 03 9,p) > Elsoit compact ..

Quel que soit & wvérifiant (5.26) on a, si l'on prend V= uY et compte tenu
de (5.8), (5.16) :
E = J(u)
I o= [—.———’Y—; R OJ
?\(uY) - A

1

Done IE est compact.

(5.25) résulte de (5.24) et de la caractérisation suivante d'un point selle :

Lemme 5.1. Une fonction ¥ définie sur ‘Ax B & valeurs réelles poss&de un point

selle sur Ax® si et seulement si

Max Inf %(u,p) = Min Sup Qf(u,p)
pe® ued ued pe

et ce nombre est alors égal 3 Y (u,p) .

5.4. ETUDE DU PROBLEME (R, .

On peut si l'on fait les hypoth&ses similaires 3 celles faites dans les
sections précédentes, appliquer les résultats obtenus. Par exemple 1'équivalent de
1'hypothése (5.3) est
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(5.27) 3 uoe: C tel que J(uo) > J ‘/\(uo) > Sup R et pour tout ueC ,

1 b4
u # u )\(uo) > Alu) .
Mais pour certains probl&mes cette hypothése n'est pas vérifiée ; c'est le cas
pour le probléme G’uoc dans le cas oli le probléme spectral est donné par celui
décrit dans l'exemple 4 du paragraphe IL.5.
Si Inf £> - et si 1'on pose
(5.28) i, =i §

alors on va voir que les problémes 4§ et (R sont 1liés.

Proposition 5.5. Si on fait les hypothéses (5.1), (5.2) et (5.3) alors :

(i) si u est solution du probléme 5’, u est solution du probléme ® et

toute solution du probléme ®R est solution du probléme 2

(i1) si U est solution du probléme R et si A(w) > 7\1 alors u est

solution du probléme .

Démonstration : Supposons que u ne soit pas solution de R alors il existe.

veC vérifiant

(5.29) AV > A(uw)

L]
>

et

Inf gf)

J(v) = J(1)
Par suite v est solution de @ et donc de & ce qui impose
AMV) =2y

Cette relation contredit (5.29).

Remarque 5.2. L'8quivalence des problémes $® et (A n'étant pas compléte nous

ferons dans le paragraphe 7 une &tude du probléme (R, indépendante de 1'étude du
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probléme 8" .

6 — ETUDE DES PROBLEMES @OL

8 7

On revient aux hypoth&ses et notations du paragraphe 2. On va introduire

les problémes suivants

ro,B Inf J(u) .
ueCOL 8
)\(u)>>\1

Si 1'on pose

(6.1) u (x) =0 Yxea,
d'aprés (2.1), (2.10) on a

(6.2) J(ua) < J(u) pour tout ue COL

B

Proposition 6.1. Si on suppose de plus que

(6.3) )\(ua) < }\1
(6.4) BuYe Cy g felgue A(uw) >
alors

(i) les problémes &

et (‘ro g sont équivalents
2

o,B
(ii) v e Coc,B est solutlonv@_ probléme @OL,B ou ro,B
si et seulement si
(6.5) AQ) = 11
et
i :] n <0 tel que
(6.6) -

J(v) - J@) +n AW . (v=u) >0 Vve:Ca 8

est convexe

(iii) 1'ensemble S(Q?OL B) des solutions du probléme g’a 8
3 ]
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et w(u) est indépendant de u pour ue S(g& B) .
b

(iv) S8i B < 4+ galors le probléme ?a 8 admet au moins une solution.
9

Démonstration : Par application de la Proposition 5.1 et du Corollaire 5.1, on

obtient (i) et (ii).

Posons S = S(@; B) . Soient (u,v)& S xS et £ é:[b,ij on pose
’

u(g) =%u + (1-8)v ,

J é&tant linéaire, on a

[

J(u()) = mf § , .

D'autre part, puisque ) est pseudoconcave on a

A(u(E)) 2 Min(A (W) ,A (V)= AL

Et par suite u(f) est solution du probléme Qu 8 et donc de gb g D'od
9 -]

Yeelo,1] ,

AET + (1-8)v) = A

ce qui implique
(6.7) MW@ -v) =0.
On pose

Wy = w(u) et w, = w(v)

La relation (6.7), compte tenu de (2.3), devient

6.8) | a'®.@EN [w,(0]% ax = A f B! (W) . (G (x) walx) dx .
Q : Q
Ce qui donne

[ a® - a @ [7,@!1? <2 [ 6@ - b@)e vy &
JQ Q



puisque

a est concave et b
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convexe. Par suite II(1.19) implique
> & A — .
SAg WyoWy” € Ay (Bg w,,wy)
Et donc w, est un vecteur propre associé 3 U et Al . Ce qui implique, d'aprés
la Proposition II.l.1,
Wy =W

Cela termine la démonstration de (iii).
Démontrons la propriété (iv).
et comme

C
a,B
B < +» , il est faible * compact. Posons

K={ue Ca,B ;

est un convexe faible * fermé de L (8) ,

A(u) > Al} .

o0
D'aprés (2.11) K est faiblex compact. J &tant faiblement-+# continue sur L ()
atteint donc son minimum en au moins un point de

K .
|
Proposition 6.2. (MEmes hypoth&ses que dans la Proposition 6.1.
Si a et b sont définies par des fonctions & et b alors la relation
(6.6) est &quivalente 3 :
Je > 0 vérifiant
(6.9) g(u3x) < e p.p. X€& QB = {x & Q;u(x) < Bl

_ei

(6.10) g(;x) > e p.p. xel = {x = 0;U(x) > a}
ol
(6.11)

g(mx) = &' @) W@ |? - A b (u0) V(@D
Démonstration : On pose
(6.12)

[ b@E®) @0 dx
0
.-

n




IIT.24

La relation (6.6) s'écrit alors

(6.13) r fe - gmx)Hv(x) ~dx®}tdx>0 Vve C,

0 ,B

Supposons que (6.9) ne soit pas vérifiée. Alors on peut considérer une partie Ql

de Q{S , de mesure non nulle, telle que

(6.14) {e - g(u;x)} €0 p.p. XE 9

u(x) < B, < B p.p. X€Q; -

Si 1'on prend dans (6.13), comme fonction v , la fonction

u(x) sur Ql\Q
v(x) =

u(x) + —— sur
on obtient

f {e - g(u;x)} dx 2> 0
'Q
1
ce qui contredit (6.14).

On démontrerait de la méme fagon (6.10)
Si B = +» 1les relations se simplifient et on obtient

Corollaire 6.1. Si B = += , la relation (6.6) est équivalente 3

3 e >0 vérifiant
(6.15) g(d;x) s e p.p. x&Q

(6.16) (g(u;x) - e)(U(x) ~a) =0 p.p. X Q

oi g est définie par (6.11).

On pose

(6.17) £ (,p) = J(w) + p((w - A
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Proposition 6.3. Sous les mémes hypothé&ses que dans la Proposition 6.1 et si 1'on

suppose que :

u —> <4(u,p) est quasiconvexe pour tout p < O

alors ueC est solution du probléme & (ou @
= o,B — — Ta,B

0.8 ) si et seulement si (u,p)
X [}
est point selle sur Coc g ¥ R_ de “Z(u,p) . De plus on a p<o.
’

Démonstration : Le résultat énoncé, sauf p # O , est obtenu par application de

la Proposition 5.4.

Si p =0 alors on a

J(u) € IV VveCOé 8

ce qui est en contradiction avec (6.3), (6.2).

Corollaire 6.2. (Mémes hypothéses que la Proposition 6.3). Soit E€COL 8 alors u
b
est solution du probléme g)a 5 (ou (‘!‘)oa B) si et seulement 31_
2 b
(6.18) Au) >
et 1 p vérifiant
(6.19) <O
(6.20) JU) € J(¥) + PO - 1), ¥ vec
17 0,8
Démonstration : La Proposition 6.3 montre que la condition est nécessaire.
Montrons que la condition est suffisante. Soit ve ch 8 vérifiant la
s
contrainte
A(v) 2 A

1

alors (6.19) et (6.20) montrent que :
J(u) < J(v)

et donc U est solution du probleme ('Qu g ©t donc du probléme g)a 5" g
b b
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Remarque 6.1, Une condition nécessaire pour que (u,p) soit point selle de

ﬁg(u,p) sur Ca,s X R_ est

J(v) - J() + p A (). (v-u) > O Vvec, o -
b
Par conséquent p est l'une des constantes 1 de la Proposition 6.1. Et par suite,
si 0 existe et est unique alors le probléme Q; B admet une seule solution.

Application 6.1. Exemple 1. On a

A(ua) = q Al
et donc, d'aprés (2.7) , X(ua) <”A1 .
Si l'on choisit
(6.21) 1<y<8
et si 1'on pose
(6.22) uY(x) =v V xe 0

on a
K(uY) =y Al > Xl .

Donc les hypothéses (6.3) et (6.4) sont vérifiées. On va pouvoir par conséquent

appliquer les résultats qui précédent en distinguant les deux cas B < +» et

B =z 400

ler cas. B < 4w

Le probléme €; 8 admet une solution au moins.

b
Soit ﬁ”e.cOt 8 vérifiant (6.5), u est solution du probléme %; 8 si et
b ‘9
seulement si Je> 0 tel que
— 2

(6.23) |Vw(u(x);x)| < e PP X e;QB
et

v — 2
(6.24) |Vw(u(x);x)l >e p.p. xe 0 .



. Nous allons montrer que cette constante e

Soit V wune autre solution du probléme ?ca

»B

6.1 on a

w(v) = w(w)
De plus ] e' > O

tel que

17w (G030 % < e = {x;7(x) < B8}

[1']

p.pP- X Qé
et

17w (@0 50 |2 > e

o

p.D- er& = {x;v(x) > a}

Posons

o]
]

{x;u(v) > v(x)1 ,

1
QZ = {x;v(x) > u(x)} .
Constatons que si u est différent de Vv alors mes 91 et mes 92
de zéro puisque
f’ﬁ(x) dx = J v(x) dx .
94 Q

D'autre part on a

= e ¢ |Wlu(x);x) |2 < e'!

er_l —_ xeﬂaﬂ Q! PP

B
et

Xe:Qz = er&(\QB ::—.9e'5|Vw(u(x);x)|2\<e P.P.

Toutes ces inégalités impliquent

28me cas. B = 4o .

On ne sait pas si le probléme goc

caractériser cette solution. Soit T e Ca 8
H

111.27

est indépendante de la solution u .

. Alors d'aprés la Proposition

sont différentes

admet une solution mais on sait

vérifiant (6.5), U est une solution du
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probléme g’u si et seulement si

3e‘>0 tel que

(6.25) IVW(E(X);X)]Z < e p:p. x& 0
(6.26) (le(G'(x);lez -e)(u(x) —a) =0 p.p. X Q .

De méme que dans le cas pré&cédent on montrerait que e est indépendante de la

solution u de ?oc .

Application 6.2. Exemple 3.

On a

(¢}
)\(ua) = m (1+6) }\1 < >\1 .

On considére toujours la méme fonction Uy définie par (6.22) avec < vérifiant
(6.21). On a

N
X(uY) o (1+8) Al > Xl .

Par application des résultats obtenus dans ce paragraphe on obtient :

ler cas . B oo

Le probléme @a admet une solution au moins.

sB

Soit W e COL 8 vérifiant (6.5), U est une solution du probléme 9@ 8 si et
s . b

seulement si e > 0 tel que

(6.27) ]Vw(ﬁ(x);x)l2 - 7\1 wz(ﬁ—(x);x) < e p.p. X< QB

(6.28) |vw(a(x);x)| - Ay WZ(E(X);X) »e p.p. XEQ.
Comme dans 1'Application 6.1. on peut montrer que cette constante est unique.
28me cas . B ="+ .,

%

On ne sait pas si 1'on a existence de solutions du probléme g)oc . La
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condition nécessaire et suffisante est la méme, l'inégalité (6.28) &tant remplacée
par une égalité. C'est l'exemple que nous avions traité dans [9] mais nous n'avicnas
pas démontré que e &tait strictement positive. L'idée de comparer les problémes

@ et & est due & D. SERRE.

Remarque 6.2. Dans les deux exemples qui précédent, la condition nécessaire et

suffisante pour que u soit solution de g; ne dépendait pas explicitement

B
s ——
de u car a et b @&taient des fonctions affines de u . Nous allons maintenant

traiter un exemple ol il n'en n'est plus ainsi.

Application 6.3. Exemple 4.

Les fonctions u, et uY vérifient

2
= < A
k(ua) o Al 1
Mu) =vE A > .
Y 1 1
Enongons les résultats obtenus
ler cas. B < +=
Le probléme g; 8 admet une et une seule solution u caractérisée par
2

la condition suilvante
3e>0 tel que

w2 (a(x) ;%)

(6.29) =3 s e p.p. X E:QB
u” (x)
wz(akx)'x)
(6n30) ___3—.—’—_>e P'P' xena .
u” (%)
Le probléme Q; g dual de Qa g » admet une et une seule solution p
] E]
vérifiant
2 —
{6.31) P=-e 1 J W (E.;X)’X) dx .
Q u” (%)
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28me cas. B = 4= ,

Si le probléme g& admet une solution celle-ci est unique et elle est

caractérisée par la méme condition ; (6.30) étant remplac&e par une &égalité.

Seule l'unicité de la solution reste 3 montrer. Soit V une seconde solution

de @; g alors Je'> 0 tel que
2 (@) 53)
(6.32) v_J__u_3x__,____$ e' p.p. xE Qé = {x;v(x) < B}
V(%)
2 (@(x) 3%)
(6.33) M AMKIIX) 5 e pP.D- erO'L = {x;v(x) > a} .
V()
Posons
Ql = {x;u(x) > v(x)} ,
92 = {x;0(x) < v(x)} .

Supposons u # vV , alors les ensembles Ql et 92 sont de mesures non nulles.

D'autre part, comme 91C:$%xﬂ Qé , on a

e 33(x) < wz(ﬁ(x);x) g e 53(x) P.P. XE& Ql

et 1l'on en déduit que

De méme comme &, < Q& 0o on a

2 B

e' <e .
On arrive ainsi 3 une contradiction.

(e,u) é&tant unique, la relation (6.12) montre que n est unique ainsi que 7P

d'aprés la Remarque 6.2.
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7 - ETUDE DES PROBLEMES @%

B

Sous les hypothéses de la section 2 on a le résultat suivant :

Proposition 7.1. Soit TUe C, 3 vérifiant la contrainte
>

(7.1) , J =73,

alors u est solution du probléme (Ra 8 si et seulement si il existe N € R tel

, e
que

(7.2) M@ (v-m) 3w -J@) <o Yvec, g

(1ii) L'ensemble S@,_  ,) des solutions du probléme S est convexe et
e OL,B —_— OL,B Pratvead ooty

w(u) est indépendant de u pour ue S(@u’s) .

(iii) Si B < +» le probléme G{d 8 admet au moins une solution.
51 le probleme , au

. o - , 2
Démonstration : D'aprés les résultats d'HALKIN [j], on sait que : 3'(uo,u1)e;]R

tel que

(7.3) (ugshp) # (0,0)

(7.4) My S 0

(7.5) S MWL o @D 0 Tve Cog

Si M., =0 alors (7.5) s'écrit
1

°

u (T(W) - J@) <0 ¥ ve Co g

Si M, < 0 cela implique

W »I@ =3, fvec,

»B

Tandis que, si Hy > 0 , cela implique
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J(v) € J@ =J Vveca

1 B

Dans les deux cas c'est incompatible avec la définition de J et de Ca g Par
E
suite on a

< .
Ul 0
Et donc (7.5) implique (7.2).
Réciproquement soient U e C05 3 et ne R vérifiant (7.1) et (7.2). Soit
>
ve C vérifiant la contrainte (7.1) alors (7.2) s'écrit :

OB

A'(u).(v-u) £ 0 .
Et donc, puisque A est pseudoconcave
Av) € A .

Cela termine la démonstration de (1).

Démontrons la propriété (ii). On pose S = S(ng 6) .
H

Soit (u,w)& Sx§ et t£e [0,1] . Soit
u(g) = £ @+ (1-8) v .

On a

u(®) e Cu,B

J(u(g)) = Jl (J @&tant linéaire)

et
A(u(®) > MaO@ A@) = swp & ,

Par conséquent u(¥) est solution du probléme G&ﬂ . On termine alors la

B

démonstration comme dans le cas de la Proposition 6.1.

Le résultat (iii) est évident puisque on maximise une fonction faible -%* s.c.s.

sur un compact faible~-% de Lm(Q) .
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Proposition 7.2. Si a et b sont définies par des fonctions & et b alors

la relation (7.2) est équivalente &

J eeR vérifiant (6.9) et (6.10)

oii g est définie par

(7.6) g(u(x),x) = a' (TI(X))|VW(F(X),X)|2 - A(u) Bb' (u(x)) wz(u(X) 3%) .

Démonstration : On fait la démonstration comme dans le cas de la Proposition 6.2

mais (6.12) est remplacée par

(7.7) e =-n| BE®) FEE®,D dx .
Iq ]

Application 7.1. Exemple 4.

On peut appliquer les résultats qui précédent et par conséquent si

u G‘ch 8 et vérifie (7.1), U est solution du probléme ﬂa 8 si et seulement si
E] s

3 eae R tel que

2 - o
(7.8) 'W—S'E:(,"x—)’—}'{—)- <e p.p. xe.QB
u” (%)
2 (5 ;%)
(7.9) W—:%-}'{—’—x—}e P.P. XE& Qoz .
u” (%)

Comme u(x) = 8 n'est pas solution de CR,OL , on en déduit que- mes QB # 0

B
’
et donc (7.8) implique

On démontrerait comme dans le cas de l'application 6.3, que 1l'existence d'une
solution implique 1'unicit& de cette solution. Et par conséquent si B < +° on a

existence et unicité de solution du probléme (Ru g -
’

Nous allons appliquer les ré&sultats du paragraphe 5 au probléme, c'est pourquei

nous supposerons que

(7.10) B < 4
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Et nous allons considérer les fonctions u, définie par (6.1) et ug définie par
(7.10D) uB(x) =B .

-Ces fonctions vérifient

(7.12) J(ua) < J(u) < J(ug) pour tout ua C@,B , u# Ug et u # u

93

Nous supposerons que

(7.13) A(uB) > A(u) pour tout ue&C, g , U # u

On introduit le probléme :

Sup A(ua)
(5¢’3 uel

a,B
J(u)éJ1

Constatons que les hypothéses (5.3) et (5.8) sont véfifiées. En effet

EuBE:C tel que J(uB) /‘Jl et pour tout ue C u#ue, A(u) £ - (u

o,B g) .

et
3 u € C tel que J(ua) J1 .

D'ol

Prbposition 7.3. Sous les hypothéses (7.10), (7.13) alors

(i) les problémes Q@ et 4%

sont &quivalents ;
0,8 .

8

(ii) la constante n intervenant dans (7.2) est positive .
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Application 7.1. Exemple 4. (suite).

Montrons que, si B vérifie (7.10) alors on a (7.13).

Soit u eC, g > U # ug , on a, d'aprés II.(1.12), II.(5.11),
H]

|Vw(uB,x)|2 dx
A(u) ¢ = < Aug)
J wz(uB,X)
Q u2(x)

dx

Ce qui démontre (7.13).
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IV - DISCRETISATION DES PROBLEMES PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS.

Dans tout ce chapitre on suppose que les hypothéses de la section IIIL.2 ainsi
que IIL.(6.3) et IIL.(6.4) sont védrifiées ; a et b &tant définies par des
applications @ et b de ]0,+WE dans ]O,+WE . D'autre part on supposera, bien
que cela ne soit pas nécessaire, que le domaine § est 3 frontidre polygonale.
Enfin nous ne traiterons que 1'approximation des problémes @h g o ies problémes

L
G{a 8 pouvant &tre résolus par des méthodes semblables.
3

1 ~ APPROXIMATION DES ESPACES.

Soit f% une triangulation de Q . On suppose que cette triangulation
vérifie les hypothéses habituelles suivantes : (cf. CIARLET [ﬁ], STRANG et FIX
[21])

(1) la réunion des triangles fermés de ¥ est ,Q ,

h

(ii) tout triangle de ¢ a un diamétre inférieur ou égal 3 h ,

h

(iii) deux triangles de ‘ﬁh ont, soit une intersection vide, soit une

-~

intersection réduite 3 un cOté commun ou 4 un sommet commun,

(iv) 7fh est une suite réguliére de triangulations de £ , c'est-3a-dire si

6(h) est le plus petit des angles de tous les triangles de ‘Eh on a

\

8(h) > 8 > 0O pour tout h ,

(v) si mes Pz # 0 alors les extrémités communes de Pl et F2 sont des

noeuds de la triangulation. Et elle vérifie 1l'hypoth&se supplémentaire suivante
(vi) si 6(h) est le plus grand des angles de tous les triangles de ﬁ% on a

- ™

1 ° Sg s see s Sy les sommets de la triangulation, par ?fh

l'ensemble de ces sommets et par Tl’ TZ""’ Tp les triangles ‘f% . 81 N est le

On désigne par s s

nombre de sommets de la triangulation <§h non situé sur [, , on peut supposer,

1
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sans nuire i la généralité, que ces sommets sont S1s SpsecesSy o

Soit W, 1l'ensemble des fonctions affines sur chaque triangle de Q:h s

h
continues sur £ et nulles sur Pl . On a donc
(1.1) W W
et
dim Wh =N .
On désignera par ¢1,h s ¢2,h seeny ¢N,h la base habituelle de Wh et par LT w2,
ey Wy les composantes suivant cette base d'un vecteur W de Wh . On a donc
les relations
(1.2) ¢i,h(sj) ssi,j leigN, l<€j<€N
N
(1.3) W = W ¢i,h .
i=1
On écrira (1.3) sous la forme
Wy = (w.)
Pour tout we‘@z(ﬁ) NN\ W on définit
nw =W
oll Wy est la fonction de W telle que
wh(sj) = w(sj) j = 1l,...,M .

On a d'aprés [25—_1

Lemme 1.1. Pour tout we W et tout h>0 il existe wﬁe; Wh telle que si

converge vers w dans W quand h tend vers O .

2 -
we 6 (Q) s W = LW et w

h

oc
On va maintenant approximer en un sens faible le convexe de L () .

C
o, B

Soit Uh 1l'ensemble des fonctions constantes sur chaque triangle de ﬁfh . L'ensemble
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(xh) des fonctions caractéristiques de ces triangles forme une base de Uh . On a

P
(1.4) u (%) = zz::uk X (%)
k=1

que l'on notera

u = (uk) .
On pose
Ch,a,8 = Ca,p nou, .
Pour tout ue Cu 8 on définit
(1.5) qpu = u, = (uk)
od
(1.6) -l [ wmax k=1 P
Uy aire T, | 2remen o
k Tk

Lemme 1.2. Pour tout u.e:Ca g * qhu converge vers u dans Ll(Q) pour la
’ 0 o0
topologie forte et q,u converge vers u dans L (%) pour la topologie o(L ,Ll)

s1 B < 4x ,

Démonstration : On démontre facilement que

—— e et e 1 e S e i e

qu — u dans Ll(ﬂ) fort

D'autre part qu e:Ca 8 donc qu  est borné dans Lw(Q) , par suite
“ 9

qhu —> u dans Lw(Q) .

Notation. On désignera par MmGR) 1'anneau des matrices carrées d'ordre m 3

. . . . . . m
coefficients réels. On notera par ( , )e le produit scalaire habituel de R

i
[
o]

e
]
=

(x,y)e =
1=1

1'orthogonalité par rapport i ce produit scalaire sera noté JL .
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2 - APPROXTMATION DU PROBLEME SPECTRAL.

On va approximer le probléme spectral par :

trouver (Wh,)\h) c wh * R tel que

(2.1) JQa(uh) (x) Y, (x).9¢, (x) dx = A fﬂb@h) (x) w (x) ¢, (%) dx V¢he LA

Le systéme (2.1) s'écrit :

” N N
(2.2) E aij(uh) wj = Ah E bij(uh) wj Vis= 1,...,N
: T

j=1

(2.3) aij(uh) = JQa(uh)(X) V¢i,h(X)°V¢j,h(X) dx
(2.4) iJ-(uh) = be(uh)(X) ¢i,h<x) ¢j,h(x) dx ,
ce qui s'écrit :
- [
(2.5) a,.(u) = a(y, ) Ve, . (x).Vh., . (x) dx
ij* h Y 1,h i>h
g
(2.6) b. ,(uh) = b(uk) ~ ¢, (%) ¢. . (x) dx .
1,] J i,h Jsh
k=T Tx
On pose
(2.7) Auh = (aij(uh)) e.Mﬁ(R)
(2.8) Buh = (bij (uh)) e MN(TR)

Le probléme spectral (2.2) s'écrit sous la forme matricielle suivante :
Vel A
(2.9) A w =A_ B w

7\ e .
Les matrices A et Bu sont symétriques définies positives. Par consé@quent
h
le probléme spectral (2.9) est classique. On sait qu'il admet N valeurs propres

strictement positives et que les sous—-espaces propres sont orthogonaux par rapport
I3 ° - - [ A A el I3
au produit scalaire défini par Bu ou par A . Désignons par Ah(uh) la plus
h
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petite valeur propre on a

A
(A W Wh)e
SR Py, "’ "he
Wy # 0
fﬂa(uh)(x> | 7w, ()| ax
Inf 5
%E%wagw>%m)m
wh # 0

1. i P A x Srifi
Lemme 2.1 I1 existe un et un seul couple ( h(uh), wh(uh))ezﬁi Wh vérifiant

vy ————— Aot Snm— Sant—

(2.11) v () 20 [, (o) = (v (uy))]
et
(2.12) JQ wl(u 3% dx =1,

De plus Ah(uh) est la plus petite valeur propre du probléme (2.9), elle est

simple, elle vérifie

(B, v (u), w (W),
(2.13) A (w) = —2
(Buh w (u ), w (w )

et enfin on a
(2.14) Vk=1,...,N w (u)> 0.

Démonstration : On a unicité parceque les sous-espaces propres sont orthogonaux
-~
par rapport au produit scalaire défini par B

L'existence et les propriétés énoncées découleront du Théoréme de Perron-—

Frobenius appliqué & la matrice
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parceque l'on a le résultat suivant :

Lemme 2.2. La matrice Cu est une matrice strictement positive (c'est-a-dire
h
les é€léments de cette matrice sont strictement positifs).

Démonstration : Nous allons montrer que les &léments non situés sur la diagonale

de A sont négatifs ou nuls.

~

Les seuls &léments 3 considérer sont aij(uh) dans le cas ol s: Sj est
un c6té d'un des triangles de ‘Gh .

J
s.
i
Dans ce cas—ld on a d'aprés (2.5)
—_— _—_s —
8, 8; Sksj s §. smsj
aij(uh) R e— aKuq) - @(ur)

ce qui, d'aprés 1'hypothése (vi) que 1l'on a faite, montre que

. /\ P ah Lo

0O si s.s, 8. = 8,8 8, = =

1k ] imj 2

aij(uh) =

<0 sinon.

Remarquons que si aij<uh) = 0 alors aim(uh) # 0 et ahd(uh) #0 .
N
On va maintenant montrer que Au est irréductible.
h
@ étant connexe cela implique que

V(sj,sk)e:‘fhx ‘fh 3 jl, j2,..., jm tel que jl =3, jm=ket

est un coté d'un triangle de Tf pour tout 2 = 1,...,m-1 .

S, S.
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D'aprés la remarque précé&dente on peut supposer que

0 Yo=1,...,m1

a. .
Jo23g41
- A K - @
et par conséquent Au est irréductible.
h

On peut alors appliquer le résultat de VARGA [28] p.85, et par suite

A el
Comme Bu est une matrice positive réguliére, Cu est donc une matrice

h h
strictement positive.

Lemme 2.3. Les applications

u, U —_— )\h(uh)e R

sont continues.

On a posé ?ih =0 nuw .

Démonstration : On ne notera pas, pour les éléments de Uy et W , 1'indice

Soit u(n)e; QLh tel que

u(n) —_— u(w)e: uh s

Les applications 2@ et b &tant continues de ]0,+W[: dans 10,+w[_ on a

Ah(u(n)) < c jQWw(X) |2 dx VYwe Whﬂ S1

ol ¢ est une constante indépendante de n . Cette relation montre que

Ah(u(n)) est borné dans R . Il en est de méme de w(u(n))

Donc on peut extraire une sous suite telle que

(n,) x
u ! ) — A
(ni)

w(u ) —— wre S1

Ah(

puisque w(u(n) )es

h.

1°
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v étant un opérateur linéaire de Wh dans un espace de dimension finie,

on a aussi

(n;)
V w(u Yy > Vg™,

Constatons que

»*

w 0.

\Y

Les expressions de a..(u(n)) et bij(u(n)) montrent que

1]
(n,) o
aij(u Yy — aij(u( ))
(n,)
1 ()
bij(u ) —> bij(u ) .

Et donc si 1l'on passe 3 la limite, dans l'expression

(n,) (n,) A (n,)
A i _ 1 1
A (ni) w(u ) = Ah(u ) B ) w(u )

u u

(ni

on obtient

Ce qui, d'aprés le Lemme 2.1 implique

A= xh(u(”))

u(w)) )

w = w(

L'unicité des limites montre que ce sont les suites toute entiéres qui

convergent vers Ah(u”) et w(u(m)) -

Comme dans le cas continu on va démontrer la

Proposition 2.1. Les applications

u e ‘Llh — ’\h(uh) e R

uhe‘U..h — h(uh)e:wh
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(o)

sont différentiables en tout point u gg_<uh » de plus

(2.15) @) =

Jota @ Gl @17 - 27 b1 @ P @) v 0% v ax

[o Bl @) w07 ax

ol
o (o) _ (o) (o) _ (o)

Wy = wh(uh ) et Ah = )\h(uh ) .
Démonstration : On ne notera pas l'indice h pour les éléments de U oet W

de U, x (Wh xR) dans W

h h
ol
y = (w,})
Soit u(o)e ﬂh on pose
o) _ 4o ~(0) _ o (o) _ (o)
A =h B =B (o) > N0 = ()
u u
et w(o) = w(u(o)) .

MORMONNOR

Les dérivées partielles de Fh au point sont :
oF
_ by Mo} (o) ,(o)
(aw)o-wewh > AW A B We_wh
- oF . ~
) :rer — -230 ey
oA h
0
§.1_?. . Ay(0) (o) _ (o) 2, (0) (o)
(au)o tue ‘uh —> A W A B wole W

o 1 = @l W er 31 - 01w®),w

u(0 0)) et v = (vk) on a

)

Remarquons que d'apré&s (2.5), si
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P
(2.16) aij(u(o)).v = zz::a’(uéo))vk JT V¢i,h(x).v¢j,h(x) dx
k=1 K
2.17) &l ). = f a' @ (@) v(x) 7. (x) .6, . (x) dx
ij * Q ’ i,h * j,h ’
De méme

bij(“(°)>'v - JQ b' (' () v(x) 0, p O b, L0 ax .

Admettons pour l'instant le lemme suivant :

BFh ( )Jl
Lemme 2.4. (5370 est un isomorphisme de R x w © sur Wh .
o

On peut alors appliquer le théoréme des fonctions implicites & la fonction F

définie sur
Cu.h x {W(o) + whﬂ w(o).ﬂ.) x R}

Et on termine alors la démonstration comme dans le cas continu.

[ |
. . | M .
Démonstration du Lemme 2.4. : (ggﬂ e€st un isomorphisme de w(o) sur W(O)
o
oF .
(EXP) est un isomorphisme de R sur B(o) w(o)

Q

(o) 1L

Par suite (%%- est un isomorphisme de R x w sur

il
g(O)W(O)@W(O) - W

Proposition 2.,2. La propriété suivante est vérifiée

[ (u, @) Wl (ap 3%) dx

(2.18) Mv) € A () + A (u). (v, mu)
h''h h''h A R [ o Wi(uh;x) i

V(uh,vh) ecuh x ‘uh .

Démonstration : Elle est identique au cas continu,

On en déduit :



Corollaire 2.1. Ah est pseudoconcave (et donc quasiconcave) sur ‘Uh .

3 - APPROXIMATION DU PROBLEME & . .
s

On pose
Ah,l = )\h(l)
Et 1'on va approximer le probléme g; g par
5

@ Inf J(u) .
%>8,h u,eC nu h
h™ "a,B h

M) = Ah,l

On introduit également le probléme

Inf J(uh)

u e Ca,B ﬂUh

Qa,B,h
M) > Ay

constatons que la fonction u, définie par III(6.1) est un &lément de

que
(3.1) J(ua) < J(uh) pour tout u & Cq’sf\ Uh > Uy # u,
Proposition 3.1. Si on suppose de plus que
(3.2) Ah(ua) < xl,h
(3.3) 3 ?y;h.eica,gl\ Uh tel que ‘Ah(UW)h) > Al,h»
alors

(i) les problémes Sx,ﬁ,h et Qu,B,h sont équivalents

oo n | . - &
(ii) uy ELCQ,Bf\ Uh est solution du propléme Ju,B,h ou Qu,B,h

seulement si

(3.4) lh(ﬁh) = 11 h

Iv.11

/-U

h

et
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dn tel g
(3.5)
I = I * 0y M@ (v ) > 0 Vv,ec, s NU
(iii) 1'ensemble S& 8 h) des solutions du probléme g; 8 1 est convexe
— 3™y LR}
et wh(uh) est indépendant de u, pour u € S(g’ 8, h .
(iv) V(S e]l,w{[ le probléme Qu 8. h (et donc % , ,h)
une solution
Démonstration i
Proposition III.6.1.
Si B8 =

admet au moins

La démonstration de cette Proposition est identique & celle de la

+© on a existence car pour u < C 5 N Uh" J(u,_) est une norme
3
Proposition 3.2. Soit u = (uk) une solution de ga,ﬁ,h . On pose
(3.6) g (0 3%) = (g (uw)) = U
ol
_ v | 2 . [ 2.
(3.7) g, (T,) G) J |[Vw, @) 1% dx = Ay, B'Cu) J v, (T,) dx
T T
K k
alors la condition (3.5) est équivalente i
3 ey > 0 vérifiant
(3.8) g, G)<e Vke o = (k= [1,2,...,P]; @< 8}
et
(3.9) g (@) >e, VkelI =(k<€[1,2,....,p]5 T > o)
Démonstration : On pose
.
e

_ 2
b(u, (x)) w, (U _;x) dx
- JQ h h
h

"1,n
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La relation (3.5) est équivalente 3

(e, = g (T)} (v =5) >0 Vvh

ME

k=1

ce qui permet de déduire (3.8) et (3.9).

Par application de la Proposition III.5.4 on montre le résultat suivant :

Proposition 3.3. Si 1'on suppose que pour tout p g O la fonction

w = ) = I(w) e (W) = ApLh)

a0}
est quasiconvexe, alors 1 est solution du probléme 4 . & '
9 ’ h Sy a,3,n Q8 & o) st

et seulement si (ﬁh,ﬁh) est point selle de igh(u,p) sur Ca a N Uh xR .

De plus on a 'Eh <0 .

Nous allons maintenant étudier dans le cas de l'exemple 1 la convergence de

ce probléme 92 8.h lorsque le pas de discrétisation h tend vers zéro,
H ’

Proposition 3.4. Dans le cas de l'application III.6.1 et si B < +» on a le

résultat suivant :

(i) 1lim J(Ilh) = Inf 5; 8

(ii) on peut extraire de la suite ‘ﬁh une sous-suite convergeant vers une

solution U du probléme 3; g
’

Nous allons tout d'abord établir quelques résultats préliminaires.

2 > A, et lim Xb,l =X

Démonstration : voir STRANG et FI¥X 21

Lemme 3.2. Pour tout ue Ca g on a
?

1im Ah(qhu) = 2 (u)
h-o
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Démonstration : D'aprés (2.10) on a

J qhu(x) lVrh w(u;x)l2 dx
SOOI

j r w(u;x)2 dx
Q h

Ah(th) < 8B ey -

Les s désignent dans tout ce paragraphe des constantes indépendantes de h .

Comme
q, u(x)|vw, (q U'X)lz dx = X (q,u)
Q h h ih 277 h'*h
on en déduit

2 .
[ [th(qhu,x){ dx < ¢,

‘Q

Et par conséquent on peut extraire, des suites Ah(qhu) et wh(qhu) , des sous-

suites Ah,(qh,u) et wh,(qh,u) telles que
)h,(qh,u) —_— ¥
wh,(qh,u) —>» w®* dans W faible et dans LZ(Q) fort
wh,(qh,u;x) —> w'(x) p.p. x€8 .

Si l'on écrit la relation (2.1) pour ce probléme spectral avec Wy = ILW

oi we W on obtient

r _ r
| qh‘u(x) th,(qh,u;x).Vrh w(x) dx = Ah,(qh,u) jc\wh,(qh,u;x) L w(x) dx .

Jo

Or yw, est constant sur chaque triangle Tk de ‘fh pour tout W € wh et par
conséquent d'aprés (1.5), (1,6) le premier membre de cette €galité@ s'écrit

f
$X) . ) .
JQu(x) th.(qh,u,x) Vrh,w(x, dx

On peut alors passer 4 la limite et, .grice aux Lemmes 1.1 et 1.2 on obtient



p
J u(x) Vw*(x).Vw(x) dx = A" j W*Yx) w(x) dx
Q Q

et ceci pour tout we W .
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Comme w¥ vérifie IT.(1.17) et II.(1.18), la Proposition II.1.l1 permet d'affirmer

que

)]
>

A(u)

w(u)

I
g

et que ce sont toutes les suites Ah(qhu) et wh(qhu) qui convergent vers A(u)

et w(u) .

Lemme 3.3. Soit lﬁlel(j si u_ converge vers u pour la topologie faible »

Py 0‘,8 > = h
de L (2) alors

lim.sup Ah(uh) < A(w)
h~o

Démonstration : D'aprés (2.10) on a

u, (x) IVr w(u;x)]2 dx
Q h h

(3.11) A () < )
J Irh w(u;x) |© dx
§2

Et en passant 3 la limite on obtient le résultat.

bémonstration de la Proposition 3.4 ; Puisque A est concave sur C .\ U, ona,
2

h
d'aprés la Proposition 3.3 :

(3.12) I(G) € Iv) + B, (0 (V) - 1) Y v, € Cd\,ﬁﬂ u, -

Si 1'on écrit cette inégalité pour

on obtient alors
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1) - 3y)

s -1 S Pptyns Ny

c34"ﬁh\<0 .

On peut donc extraire des suites 3}1 et Eh , des sous=-suites Eh' et Uy

telles que

=)

-Eh' — dans L%®(Q) faible %

o)

5h . dans R_.

Soit ve Cc("3 > si 1'on passe 3 1la limite dans (3.12) avec
Vhl = thv

on obtient, compte tenu des Lemmes 1.2, 3.1 et 3.2,

(3.13) J@ ¢ I + B - A

et ceci pour tout ve Cy

%

D'aprés le Lemme 3.3 on a

(3.14) A8) » >‘l .
Les relations (3.13), (3.14) et le Corollaire III.6.2 montrent que { est solutior

du probléme Q’d,& .

Donc on vient de montrer la partie (ii) de la Proposition. Cette démonstratior
montre que toute valeur d'adhérence faible » de {l—h est solution du probléme

et donc toute valeur d'adhérence de J‘(Eh) vaut Inf @ . L'unicité de

gd,(& a,8,h

cette valeur implique (i) .
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On va utiliser la méthode du Lagrangien augmenté (cf. [19]). Nous allons

décrire cette méthode dans le cadre abstrait du paragraphe III.5, et on fait les

hypothéses III.(5.1), III1.(5.3), iII.(S.S) et II1.(5.7) . Le Lagrangien jusqu'a

présent considéré &tait celui dé&fini par III.(5.16) c'est-d-dire

(4.1) L(u,p) = J(u) + p(A(w) = Ap)

Nous allons maintenant &tudier celui défini par
A(ua)=A 2

, 2

(4.2) Efg(u,p) = J(u) + %-{[(p + ——}7———l h }

pour (u,p) e C *R_.

Constatons que l'on a

(u,p)e C xR_.

3w+ =)D + pGw-A) si AW = A< - pee

(4.3 <4 (u,p) = 2
| € J(uy - B2 si

(T,p) e C xR_ est Qpint selle sur

Proposition 4.1. Si

Q(Usp) alors (ﬁ,—)

Démonstration : Si (u,p)

il est. facile de voir que’

(4.4) M@ ¥ Ay
et

(4.5) I@ € I+ BA=h) Yuec .
Par suite

(4.6) 4 @) =3@ Ypso,

L5 + = =27 si A(w) - A< - Bue

- 2¢
éig(u,p) =

-2 -2 € .
J(u) -~ p7e + 7 5 sinon ,

est point selle de ¢ (u,p) sur

A(u) = A

C xR_

est point selle sur C * R Qg_f?e(u,p) .

L >~ Pe€

du Lagrangien

C *R_ alors,
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or fZ(u,ﬁ) s J(u) - 525 si A(u) - A, 2 - ¢
par comnséquent
(4.7 i&ui)afmﬁ) Yuec.

Les relations (4.5), (4.6) et (4.7) impliquent que (u,p) est point selle de
£ (u,p)

Proposition 4.2. Si (ﬁe,ﬁe) est point selle sur C x R_ de @E(U,P) alors U,

est solution du probléme g .

Démonstration : Soit (ﬁe;ﬁe) un point selle sur C x R_ de Efs(u,p) alors on

a les deux inéquations suivantes

(4.8) < (@, p) < 4.(T_,5,.) Vrer_
(4.9) gE(EE ’56') < sge (us_p-e) V ue C A'
Deux cas sont 3 considérer : EE =0 et Ee #0 .

ler cas : Es = Q . Alors

(4.10) X("Ja) > Ay s

car si A(EE) - Al < 0 alors (4.8) implique

A(ug) = Al .
(4.9) s'éerit :
(4.11) J(u) < Ju) + L [(aqu) - 1y) ]2
‘ : e’ = 2¢ - 1=
Cette relation et (4.10) impliquent que ﬁé est solution du probléme Q et donc
du probléme & .
28me cas 5% # 0 . Alors on a
(4,12) A(ua) - Al =0,
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En effet si A(Eé) - Al < -'58,8 alors, (4.8) montre que,
p(A(ﬁ;) - Xl) < BE(A(GE) - 31)

pour tout p dans un volsinage de Eé ; et par suite om a (4.12). Si

A(Gs) - Al > - 56.5 alors, (4.8) implique
2 3,°
—%QS—TE Vpe[ﬁE,O]

ce qui est absurde.
(4.9) s'écrit :
Alu) -4 2
1
» ] -

[T RY)
el
moN

- € —
IW) s I + 5 [, + ——

ce qui implique

(4.13) J(Ge) & J(u) vpour tout u appartenant 4 ¢ vérifiant A(u) = ll.
Et donc la relation (4.12), (4.13) montre que Ee est solution du probléme & .

Par conséquent si le probléme & admet une solution au moins, et si 1'on fait
1'hypothése supplémentaire (111.5.21), ¥(u,p) alors, admet au moins un point selle
(Proposition IIL.5.4) et donc, d'aprés la Proposition 4.1, ﬁé(u,p) admet un point
selle et la premi&re composante de tout point selle de ‘ﬂ%(u,p) est solution du pro-

- it . . ¢ 4 . .
bléme ' . Pour trouver un point selle de ﬁgg(u,p) on considére l'algorithme suivani

on part de p(o)e:IR_ on calcule u(l), p(l), oo u(n), p(n) s
, - . (n+l) e e e .
(4.14) on détermine u e C qul minimise sur C :
u = & (u,p™)
et on pose
+1
. ATy -

< - R
Revenons & notre probléme 9

. On suppose que (3.2) et (3.3) sont vérifiés
OL,B,h :
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alors ce probléme admet au moins une solution. En général (III.5.21) n'est pas
veplflee (sauf si A est concave) néanmoins on considdrera cette méthode, les

essais numériques (cf. §.5) ayant montré que cette méthode pouvait nous donner

de bons résultats.

Le probléme (4.14) admet au moins une solution sur Cu B(W UhJ¥(5<:]]” +m]
car ’
(n).2
(n) G
et
J(u) -—> +° quand uw = —> + , y e C Bﬂ U, -
3

Pour résoudre le probléme (4.14) on utilise une méthode de gradient. Et donc
a chaque &tape de cette méthode on doit calculer kﬂ(uh) . D'aprés (2.15) on doit

donc calculer

_Ah(uh) et wh(uh)

c'est-d~dite calculer la plus petite valeur propre du probléme spectral (2.9) et
le vecteur propre positif correspondant. Pour déterminer cette valeur propre on

utilise la méthode classique dite de la puissance inverse itérée .

5 — RESULTATS NUMERIQUES.

On a testé la méthode dans le cas de l'application III.6.2 olu l'on a

pris © = ]0,1] et comme conditions aux limites

w(0) w(l) =0 .

On a pris pour B8

Pour des raisons de symétrie on peut se limiter & 1l'ouvert 10,1/2[: en prenant

w'(l/2) =0 .
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On peut obtenir la solution explicitement en résolvant les conditions nécessaires

et suffisantes I1I1.(6.27) et ITI.(6.28) ;3 w(u) vérifiant
(uw') ' + Al(u+6)w =0
w(0) =0
w'(1l/2) =0 .
On obtient
2
ch /K; X 5 s
5 5 = . (E +a) - 7 0 <
T(x) = ch Al X
) o X <
o
et
w_ sh /A, x 0 ¢
o 1
w(u;x) =
sh /Xl xo 1
fo) cos M(X - E)
cos u@xo -1/2)
ol
b= [ a ]1/2
LA 1 J
X est la solution de
7%: th /Xi X = - %-cotg ulx - 1/2)
1

et

w, est obtenue par normalisation.

On peut calculer le poids minimal

(1 sh z/x—l X 5
M=J u(x) dx = ————— . (5 +a) + (1-2x )a ~ 6 x_ .
o f;q
On a pris
§ =1 et o = 0&5

(e}
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et alors M= 0,685 229 ...

On a découpé 1l'intervalle [b,l] en Nl intervalles de lengueur h = l—-.

N

Pour les essais numériques on a pris Nl = 20 ., On a obtenu au bout de 5 itérétions

dans la méthode de la puissance inverse it&rée une valeur approchée de A

1,h °
11’h4¥ 4.944 78
1 -~ cos W/N1
(En fait A, | = ——2 ( ) = 4. 944 957 3 .....
1,h . h2(1+6) 2 + cos TT/Nl
alors que
7T2 .
>\1='1—+'§' =4! 934 802 20!.)

On n'a fait qu'une seule étape dans la méthode du gradient. Si 1l'on -appelle

(n+1) (n+1 Ny .
up = (ui e R le vecteur ainsi obtenu, celui-ci est défini par
+1 .
ugn ) = T[(uin) - vin)) 11 Nl
oli vin) est le gradient normalisé pris au point uén) = (ugn)) de la fonction
N
1
uh = (ui)e)'R e —— e ige’h(uh,p.én))
et JU est la projection sur [u,+m[ .
On a pris pour test de convergence
_ (n+1) (nt+l), _
test(n+l) = gCup ) + [4 7y - ] < e
ol
(n+1) 3 (n+1l) _(n)
g(u ) = Max l-——— (u P )i,
h LsiaN, u, €h h ’Pn 7
u§n+1)> o
i

On est sorti de 1'algorithme au bout de 18 itérations en prenant

1 =3
p.=3, p =~-5, €= 7. € = 10 et uéo) =1,
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les résultats obtenus sont indiqués par le tableau 1, et

, (18), _
Ahcuh ) = 4,944 5
(18) . _ L
: u; a((1 2)h)
1 0.9920 0.9923
2 0.9558 0.9561
3 0.8867 0.8871
4 0.7911 0.7916
5 0.6767 0.6774
6 0.5517 0.5527
7 0.5000 0.5000
8 0.5000 0.5000
9 00,5000 0.5000
10 0.5000 0.5000
M 0.6854 0.6852
TABLEAU 1

On a également considéré le cas de l'application III.6.3 avec {Q = ]O,l[ s

B = +» et comme conditions aux limites

w(0) = w' (1) o .

On peut donc comme dans le cas précédent, résoudre les conditions nécessaires et

suffisantes : IIL1.(6.29) et III.(6.30) w vérifiant



On pose

Soit (xo,eo) la solution du systéme
sin2 60 /X,
o 3

20 - gin 26 -7 - 4
o o

u(x) =

sin(8(x)) , X £x<1,
sin 90

tandis que la vibration est donnée par
sin &x

w(x) = w
.3
sin” 0(x)
sin ©
o

ol 0(x) est solution de

26 - sin 26 -~ 7 - u(x-1) =0

A sin2 8
U 3 o .

On obtient le poids minimal suivant

et

1
- o 3 : -
M= IO u(x) dx = « X + 5 {2 (2 eo) + sin 260

. 8
sin” O u
O

Afin de considérer les mémes données physiques que [B] nous avons pris

I S
ul(x) =107 v;— 0.130 2940

sin 46
o

——1

V.24

°
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et o = 0.05 ,
cela correspond au cas Po = 1 000 livres des articles cités. Dans ce cas on a

A, = R(ul) = 0.041 887 9

1
M= 0.114 034 .
On a fait la méme discrétisation que dans le cas précédent avec N, = 20

1
et on a obtenu au bout de 5 itérations de la méthode de la puissance inverse itérée

Al,h = 0.041 912 .

On a tout d'abord effectué un essai en ne faisant qu'une seule Etape dans la
méthode du gradient pour résoudre (4.14) mais on a constaté une oscillation de 1la
fonction test(n) . Aussi a-t-on préféré faire quelques itérations dans la méthode

du gradient. Le probléme (4.14) est donc résolu de la maniére suivante

(n'9l) = uﬁ

(s atl) ﬂ(ugn’q) -0 VEq)) leisgN

1 1

o (q)

ol (Vi ) est le gradient normalisé pris au point

u}gn,q) - (ugn,q))
de la fonction
= () S (e
et Il est 1a projection sur [@,+wi .
On sort de l'algorithme au bout de 4, étapes ol q, est définie par

. n,q), . - ,
q .. Si g(&h yre  Ya=1,0004

ns‘l)> < ¢

le premier q < Upax tel que g(ué o
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On prend alors

(n+1) _ (n;qn)

Nous avons effectué un essai avec ¢= 0,15 , €= 0,001, 8m,= 0,001 et on est
sorti de 1l'algorithme global au bout de 4 itérations en obtenant pour dps dys 44
et q, respectivement 5, 5, 5 et 1, c'est-d-dire que 1'on a calculé 16 fois

une valeur propre c'est ce qui en gros mesure le cofit du calcul. On a obtenu
prop q g

(4)y _
A (u ™) = 0.419 36

1
J ué4) dx = 0.114 123

o

et la fonction uﬁ4) est donnée par le Tableau 2 ol elle est comparée avec la.
solution U du probléme continu.
Tableau 2
X u® u(d = Dh)
1 0.0500 0.0500
2 0.0500 0.0500
3 0.0596 0.0594
4 0.0729 0.:0727
5 0.0842 0.0840
6 0.0939 0,0938
7 0.1025 0.1024
8 0.1101 0.1100
9 0.1168 | 0.1167
10 0.1227 0.1226
11 0.1279 : 0.1279
12 00,1325 0.1325
13 0.1365 0.1365
14 0.1399 0.1399
15 0.1428 0.1428
16 0.1452 0.1452
17 0.1471 0.1471
18 0.1485 0.1485
19 0.1495 0.1495
20 0.1499 0.1499
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