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INTRODUCTION

Le sujet de ce cours est 1'application des méthodes numériques aux
problémes de dynsmique de fluides. La dynamique des fluides a une histoire trés
longue, puisque des études générales dans ce domaine sont réalisées depuis
plus de deux sizcles par les mathématiciens et ingénieurs de 1'Burope, en

particulier de France, d'Angleterre, d*Allemagne et de Russies

Les premigres recherches sur ce sujet stattaquaient principalement
aux problémes des écoulements dans l'eam ou dans 1'atmosphdre & basse vi-
tesses. On peut alors supposer, soit que la masse spécifique est .constante
partout dans le fluide, soit de fagon plus générale, que cette quantité,
attachée & chaque é1lément du fluide, reste constante au cours du mouve-
ment. En utilisant cette simplification et, en mfme temps, en négligeant les
effets de viscosité, les équations du mouvement se réduisent b 1'équation
de Laplace pour le potentiel de vitesse. Par consequent si nous nous res—
treinons aux problidmes dans lesquelles la forme des frontidres est assesm
simple, nous pouvons résoudre de tels problimes par les méthodes classiques

de 1'analyse mathématique.

Au milieu du dixneuvidme siécle, quel@ues chercheurs (notamment
Riemann) essayent de calculer 1'écoulement dans un canon apres la mise &
feu de la charge. Dans ce cas, on ne peut plus considérer que la masse
spécifique du gaz explosif & ltintérieur du canon est constante et les
équations du mouvement ne sont plus lindaires. Cependant Riemann a remar-
gué, dans le cas du mouvement unidimensionnel, on peut ramener ces équaw-

tions & une forme linéaire par changement de variables.

Avec les vitesses croissantes des avions, on ne peut négliger
les variations de la masse spécifique et on ne peut plus regarder 1'équation
de Laplace comme une bonne approximation des équations du mouvement. D'ail.
leurs il y a beaucoup de problémes pour lesquels 1'influence de la visco-

sité est tres importante ; si on tient compte de cet effet, les équations
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du mouvement contiennent des dérivées du deuxidme ordre et les équations ne

sont plus lindaires.

En effet, aujourdthui, la majorité des problemes de dynamique des fluides
Sofit non= lindaires et ne peuvent &tre résolus que par des méthodes numé-
rigues. Pendant les dernidres années, les spécialistes de dynamique des
fluides ont consacré, de plus en plus d'attention & ces méthodes. Naturel- -
lement il n'est pas utile de découvrir une nouvelle méthode numérique si 1%on
ne peut l’appliqﬁer aux problémes actuels. Au moment des premidres recherches
sur ces méthodes, les possibilités des machines & calculer étaient trop li-
mitées pour permettre dl'effectuer beaucoup dlapplications. Aujourd'hui la
situation a changée ; les machines. actuelles sont assez puissantes pour.
permettre de traiter tous les problémes qui se présentent, et il suffit

de découvrir des méthodes efficaces.

Tandis que les machines & calculer ont été construites et développées
surtout aux Etats Unis, les recherches numériques pour les problimes de dyna~
mique des fluides étaient faites principalement en Union Soviétique. On peut
diviser ces méthodes en deux catégories : dans la premidre on utilise uni-
quement une méthode aux différence finies et dans la deuxidme catégorie
on réduit le nombre des variables indépendantes en supposant que les inconnues

sont fonctions polyndmes ou trigonométriques de l'une de ces variables.

Nous nous intéressons aux probldmes de dynamique des gaz. Dans
beaucoup de ces problémes, la viscosité n'intervient pas et les équations
du mouvement se réduisent & un systéme d'équations aux dérivées -partielles
du premier ordre. Si le probleéme est instationnaire, ce systeéme est toujours
hyperboliques Si le probléme est stationnaire le type du systéme dépend de
la valeur de la vitesse du fluide. Si celle~ci est supérieure & la vitesse
du son le systeme est hyperbolique sinon il est elliptique. Ainsi les
problémes de dynamique des gaz sont de trois types : premiéremeht ellip-
tiques ce qui correspond aux basses vitesses ; deuxidmemént hyperbolique
quand la vitesse est supersonique partout ; et finalement du type mixte quand

la vitesse prend une valeur subsonique dans une région, et une valeur super—
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sonique dans une autre, Dans le cas des méthodes aux différences finies que
nous discuterons dans ce cours, on regarde l'écoulment stationnaire comme
un écoulement non siationnaire, Donc en décrivant ces méthodes, nous ne résoue -

drons que des systémes hyperboliques,

Nous allons décrirs deux méthodes aux différences finies, La premisre
est la méthode de GODUNOV qu'il présenta il y a environ 4ix ans, la deuxieme
plus récente, nous l'appelerons la méthode de RUSANOV ; cependant il faut
rappeler . que trois autres mathématiciens 1l'on aidé pour sa mise au point,
Le véritable fondement de ces deux méthodes est la méthode des caractéristiques,
En principe, on pourrait résoudre itous les probleémes instationnaires de dyna-
mique des géz par cette méthode, et actuellement il y a quelques chercheurs qui
emploient exclusivement cetie méthode, Mais cette méthode ne se préte pas faci~
lement aux caleculs sur machines, lLa difficulté principale de la méthode réside
dans le fait que le systime des coordonndes caractérisitques n'est pas rectan-
gulaire mais curviligne et souvent ltangle entre deux lignes de familles oppos
sées est trés petit., Naturellement il est préférable d'utiliser un systéme de

cocrdonnées rectangulaires si cela est possible,

Ie point de départ de la méthode de GODUNOV est la solution du probléme
du mouvement d'un piston que lion pousse dans un cylindre, Clest un probléme
classique 3 quarnd la vitesse du piston est constante la solutlon est bilen
corzme ¢ une onde de choc se propage dans le gaz, précédent le piston avec
une vitesse plus grarde mais également constante, La valeur de cette vitesse
est donnée pér une formule, Quand la trajectoire du piston o8t non uniforme
on sait résoudre le probldme par une méthode des xcaractéristiques et des in-

variants de RIEMANN,

GODUNCV propose de résoudre ce probléme comme suit ¢ on divise la région
entre la surface du piston et 1l'onde de choc au nombre de cellules de longueur
assez petite (en général les longueurs de toutes ces cellules sont édgales).
8i la distribution de vitesse le long du cylindre est donnée & un instant,
on peut calculer la valeur moyenne de la vitesse (etégalement*des autres

variables dépendantes) dans chaque cellule, On remplédce la distribution réelle
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par une réponse de valeurs constantes, une par cellule, Donc & travers la
frontidre entre deux cellules voisines les valeurs de la vitesse, la pression

et la masse spécifique sont en général disdontinues, Pour calculer les valeurs
gorrespondantes un instant plus'tard, il faut résoudre un probldme de cassure
d'un diaphragme., C'est un probléme classique et les valeurs sont données par

des formules bien établies, Ainsi, & l'instant suivants on connait les variables
dépendantes sur chagque frontidre limitant une cellule comme moyennes des valeurs
4 ces frontieres , De cette fagon, GODUNOV continue pas & pas,

Pour résoudre un problime plus général, par exemple, celui de 1'écoulement
d'un gaz avtour d'un cylindre, on diviée le éhamp d'écoulement en tranches dont
les frontidres sont paralléleé 3 l'axe de symétrie, L'épaisseur des tranches est -
constante et on traite chaque tranche comme une tuyere unidimensionnelle° Cepen—
dant il faut considérer maintenant la cassure d'un diapfragme entre deux cellules
consécutives. La méthode est trés subtile et trés importante,

La méthode de RUSANOV est purement une méthode aux différences finiéso Il
introduit trois varisbles indépendantes ; le temps (ou une Variéble spaﬁiale‘qui
joue le rdle du temps) et deux coordonnées, Pour faire progresser le calcul
dens le temps, il faut lier les valeurs dans les deux plans & temps constants
par certaines relations aux différences finies le long des lignes caractéris— . "~
tigues, RUSANOV remplace ces relations par celles qui courrent dans les direc— .
tions du temps et des coordonnées, En pius, une partie importante du calcul
‘est la détermination de la forme de l'onde de choc qui entoure le corps domnné,
Pour celd, il faut lier les conditions aux limites & la paroi & celles de
1'onde de choc. La méthode que RUSANQV et ses collaborateurs ont proposé est
particulidrement ingénieuse, C'est un prolongement de la méthode de double
balayage proposée par GELFAND et LOKUTSIEVSKI, »

Dans la deuxidme catégorie, nous allons discuter deux méthodes, la méthode

des relations intégrales et celle de TEIENIN. La premidre méthode a %6

développée par DORODNITSYN au Centre de Calcul de Moscou,
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En 1950, il a proposé une méthode pour résoudre le probleme de 1'écoulement
stationnaire d'un gaz autour d'un corps édmoussé & grande vitesse, L'application
de cette méthode par BELOTSERKOVSKII a donné la premidre solution du probléme
de la rentrde d'un véhicule spatial dans 1l'atmosphére, A partir de 1960,
DORODNITSYN a généralisé sa méthode par l'application aux prcblémes visqueux,
en particulier aux problémes de la couche limite et du sillage,

Aux ETATS UNIS, nous avons beauccup utilisé cette méthods et je vous montrerai
plusieurs exemples intéressants, lLa méthode consiste & écrire les équations
du mouvement scus forme divergente puis & intégrer lss équations par rapport

3 l'uns des variables indépendantes dfun bout & lfautre du champ de 1'écoule
ment, Pour calculer les intervales, on suppose gue les initégrants sont des
fonctions polynominales ou trigonoﬁétriques de la variable dfintdégration,

Ces fonctions contiennent des coefficients inconnus, Pour l'écoulement en deux
dimersions la méthode conduit & un systeme d'équations différentieiles ordi=-

rajires pour ces coefficienis,

Ia méthode de TELENIN est plus récente, A nouveau on représente les
incornues comme foncitions polynominales ou trigonométriques de l'une des
variables mais il n'est plus nécessaire d'intégrer les équations par rapport
A cetie variable, TELENIN et ses collaborateurs ont appliqué la méthode am
problime de 1l'écoulement supersonddue autour d'un corps émoussé en deux ou
trois dimensiorns, A BERKELEY, NDEFO et HOLT. ont résolu le probleme de

23

1v'écoulemernt supersonique autour d'un cbne circulaire avec angle d'attague,
Finallement CHATTOT a developpé la méthcde de TELENIN dans le plan hodographique
pour résoudre le probléme de 1'écoulement transonique autour d'un losange

en deux dimensions,

En fin de cours nous exposerons quelques applications de la méthode
des pas fractionnaires, Cette méthode a été introduite originalement par
PEACEMAN, RACHFORD et DOUGLAS., Pour généraliser la méthode, et pour son
applications aux problémes de Dynamique des Fluides, YANENKO et ses collabora-
teurs & NOVOSIBIRSK et LIONS, TEMAM en FRANCE, omt développé la méthode, La
méthode est trés efficace pour le problémes des équations de NAVIER-STOKES et
les problémes hydrodynamigues avec une frontiere libre {ondes de surfaces par

exemple .)°
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2. IDEES FONDAMENTALES

Quelgques remargues sur la stabilitd

Quand on utilise une méthode aux différences finies pour obtenir une
solution des équations aux dérivées partielles, il faut s'assurer que les
conditions < -dé . stabilité soient satisfaites.

Ltimportance de la propriété Codd:: stabilité est bien illustrée par
RICHTMYER et MORTON, en considérant 1%équation de la chaleur & une dimene
sion.

Ils posent le probléme suivant 3

Trouver la solution de 1%équation

(Gh ¢ est constante, x est dans 1'interval ( (014 ) t est le temps

et u est la température) qui satisfait & la condition initiale

(2) u(x,0) = o(x) 0 <xlm

et aux conditions limites

u(0,t) =0
(3) £ >0
u(ngt) =0

Pour simplifier le calcul prenons

p(x) = cx 0<x < mim
2
= 0(mx) mgm <x<m

La solution exacte, qui est obtemue en utilisant une série de Fourier, est

la suivante
o0

(1) ulx,t) =2 A e

=00

(4mx - mczt)
ooa/eoo



olt Ay =0 m pair
(5) I A ) (1) m impair
nm 2

Maintenant, RICHIMYER et MORTON résolvent le m8me probléme par
une méthode aux différences finies. Ils divisent 1‘intérvall‘e (Q,ﬂ:)
en dJ vparties, chacuﬁe édgale & X , et ils introduisent 1'incrément
du temps At tel que t= nAt . Nous appelons "maillage" le groupe des
points de coordomiées (jax , nAt) o La valeur capproximativeide u. au
point (jAx, nat ) esf dénotée par u? .
.Nous remplacons la dérivée par rapport au temps dans 1'ége. ( 1)
par un rapport aux différences simple. Nous représentons le deuxiéme membre
par une formule générale du deuxitme ordre et nous arrivons & 1'équation aux

différences suivante:s

n+1

n+i n 2 N, 2\
(6) %3~ % -¢. 0o u)q + (1=9)(2%u);
ot (ax)°
ou 0 <B <1 et
2 \n u - 2 u +u1(.1
(1) (o U-)j = -+ B o]

On peut démontrer facilement que la solution de lteqe (6) qui

satisfait aux conditions

ulg = 0
Y =091, @scese
u? = 0
) et
0 .
uj = (P(JAX) J = 0,1 o es o0 J
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est la suivante

(& o = I, oa, M@
(9) e(n) = 1= (1-8) L (1 = cos m Ax)
1+ 6L(1 = cOoS m Ax)
et L = 20 zya;/‘*(’zm)2

Pour assurer que le schéma (6) soit stable nous demardons que

ﬂu? - u(ij N nAt)I ne croft pas quand n - A& tous
points_du mailiage
Pour satisfaire & cette condition

(o) -2k« L 810 <0 < -
(%) 1. 20 2
et 2ok . valeur ‘gudleongue si -,-;%‘— <8<t
(o2 7

L & =0 1l'inconmue n'intervient pas au deuxidme membre de 1%eqe

(6) et nous appelons le schéma (6) explicite « En revanche si 6 £ 0 le
n+4d

schéma (6) s'appelle implicite et le calcul de uj

est plus compliquée
Remarquons que le schéma explicite est stable seulement si

cAtf(Ax)2< _%_ 3 ainsi il faut utiliser un pas de temps trés petit et on

demande un long temps & la machine pour faire le calcul. En revanche on peut

1
employer un pas de temps plus grand dans un schéme implicite ; si ©2 -

ce schéma est toujours stable.
Si possible, il est préférable & utiliser les schémas implicites

quand on veut résoudre mumériquement les équations du mouvement en dynamique

des fluides.
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. convergence

Selon le théordme: de LAX un schéma stable est aussi convergent en gée-

néral, Dans le probléme ci-dessus la condition de la convergence est que 3

]u? - u{jat , n&c)l -0

quand At -0 , AX~-Q

Lierreur et la précision

la différence ﬁu? - u(jAX 5 nAt)g est lferreur de l'approximation,
La précision d'un schéma dépend de l'ordre de magnitude de l'erreur, Par
exemple si Ax =k , At =k et ]u? ~ u{jm,nas)| = o(n? + k2) nous

constatons que le schéma est du deuxieme ordre de précision,

la méthode de caractéristiques

Pour comprendre la méthode de GODUNOV (ou celle de RUSANOV) il faut
rappeler les propriétés principales des lignes caractéristiques d'un systéme
hyperboligue des équations aux dérivéss partielles du premier cordre,

Tout d'abord nous considérons le systéme simplifié

o
() 2, % .t % L
o ot ox p ox
(;2) ,-.3&;- 4 i WQE..;«,@ =§:‘£‘m = O
. 0t dx. %

ces équations correspondent & 1'écoulement unidimensionnel d'un gaz dans une
tuyere quand 1ltentropie est une constante partout et la pression est une
fonction de la masse specifigues uniquement,

Ainsi

(13)  p = plp)

Nous introduisons une nouvelle variable indépendante

o =‘f =g%} et la vitesse du son a = =E§L
& dp



w10

(pou:c' un gaz parfaib (poly'trope) p = kpy

2
a

P

Maintenant les équations sont derites sous la forme

(14) =‘»§E'-== + u ngm + a w?_?_ = 0
3% &x a%,
e A
(15) B8y w88 2 Lo
ot ox ox

84 nous additiomnons les équations (-‘{4 + 4 5) et soustrayons l“équa‘tion;;ﬁg)

de 1'équation (14 nous obtenons s

(16) a(ut o)

Ltéquation (16) exprime les faits suivants

dx
Le long des lignes’ 5T T U+ &
Lo variable %B+¢ = constante ou d(u+a) =0
Le long des lignes a—%}fm = UeB
[

La variable y-g = constante eob  d(u-c) =0

Notons que chaque équation contient seulement les dérivées le long des
lignes,les dérivées dans la direction normale aux lignes sont absentes. Par
conséquent, on peut satisfairerces équations méme si les dérivées normales

sont discontinues.

Nous appelons les lignes avec ces propriétés les lignes caractéristiques

ou les caractéristicues »
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0. explicite

b A x. implicite
h
LE e

2
P 3
¢ © o X 6 X m+] @ é 4! & ﬁ)
12 L [ L]
Y e xoe xox n % o % oW o ¥ o)
) & ¢ s
X o x 0 x o X . - < <

1 <k> 1 r

Schéma nouveau de GODUNOV ET al

Tout d'abord considérons l'égquation moddle
Do
du on

(1) -3 + A e ¢

dans le domaine rectangulaire ci-dessus représentd,

o, m
Nous dénotons wlt,x) =ulms,mh) par CE

m .
Supposons que les valeurs de un solent connues pour tout n

. . , . m4+1
Nous écrivons les éguations pour déterminer u R
i ~ L, met/2 1
Tout d%abord nous calculons la guantité u / au temps t = (m effmé%‘ T

en uhilisant L fqygtion qux aifférengen at/2
(2

Yy = Uy % e ea]
- 4 A P, - : =

/2 2h

S

(formule implicite)

Ensuite nous calculons uii;;/é pér interpolation
TS ma /2 ome/2 o2 mef2
(3) um»@»“a/:?: « {{fma) 0+ n v g DR =1
nil /2 : > 2

En général o = 0,25

Pour calculér uzaﬁ au temps 1 = (mﬂ , )"{E nous utilisons
O S/2 o metf2
(4) n I S a41/2 n-1/2

% h

{(formie 1éxp1i@i%@>

La combinaison des formules (2) et (4) détermine la valeur uz‘m avec une
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—1 2
2 o e ‘s 2 - 2
précision du deuxieme ordre © 4 h
Le schéma est stable pour toutes valeurs du rapport m/h i
0 <a<0.25
C'est un schéma prédicteur-correcteur,
Nous appliquons ce schéma aux éguations du mouvement dfun fluide .

Pour commencer, nous écrivons les équations de dynamique de gaz

sous la forme 3

ofea(r)] , _elew(x)] _,

0t ' ar
(5)
2 3 .
d{pua(r) ofpualz)] . _o[palr) T
A,L,,a,t ] + ST + _-—_BE—‘J—- ) - mf(\ry
2. - 2, ..
olelz-re BR(z)) |, olew(Beg—s - Rx)F _
0t or T
o] masse spécifique
u vitesse du fluide
P préssion
E Energie interne

I

P, py B sont lides par 1'épuation d‘état

(6) p = p(p,E)

Si nous regardons le mouvement unidimensionnel cottme celui gui
se ﬁroduipait dans un tube de section variable Q est proportionnel Y
1ltaire d'un secteur croissant du tube,

1 symétrie plane

alr) =
Q(r) =r symétrie cylindrique
Q(r) =1 symétrie sphérique

Nous utilisons aussi la forme suivante de ces équatiohs

3
du, 1 = dp .\ ¢ du 1 3p v _ Q (z)
5% toa e+ (we) (g v ip— mur) = owe gy
(7) : ' '
du 1 dp du 1 0p \ _ @ (r)
(3¢ - pa 3% ) + (o-a) (5z— - pa. or /T ™M TR(T)
98 5. _,
TRl
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5 est 1‘éntropie

aE -pdp/p° = 1dS
a vitevwee AU wson

les équations (7) sont écrites sous la forme caractéristigue,

Nous intégrons les éguaticns (7 le long des lignes d'un maillage mobile

T, T T E

b+ =t 431/2 —— “naf2 T
| /
b+ F e “nt/2, o
0] ‘5 i /
/
to X .;?mztfé rﬁ+&»
.

Comme le montre la figure, nous considérons trois niveaux ¢ le niveau

initial tzto s. le niveau intermédiaire t:tb + 1 et le niveau final
t=t_+t . _ ¢
Nous. divisons chaque niveau en segments égaux

Nous dénotons les points au niveau initial par = s T r

=17 n D Ty )
. ~ o~ ~ . .
au niveau intermédiaire par r s T , I et au niveau final
n~1 " n 7 n4t
r T T T
pa -1 ' "mn ' Tngt

Ia valeur de T, est determinéde par la formule

Pour écrire le schéma aux différences au niveau intermédiaire,

nous utilisons les variables auxiliaires

=plw) =m=axnlp) o=ols)
Evidemment p =wu .mais n et ¢ restent & choisir,

Apres le changement des variasbles la premitre des dquations )

(8) | ‘~%%; + A —ggi) + (u+a)(~g§~ A —~~«) - u}(u) u.
ot A= pt) £ w'(p)ec.
Nous choisissons le séhéma aux différences pour calculer a ;nnt ’
;n‘ ’ ‘;n44';pomme il suif
(9) | Ch(:n+1 ) + >\"ncn%(wnﬂ "M T) * g * h T t

n
' R S
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ol b, = p(un) =y [u(to +‘"g' ’ rn)]
o~ r~r n 4
n, = m(p) = alp(t +-3-, r )]
Q1 il
= - 2 ¢ V.
fn ==u ua Qﬁ 5t Bt kuww
g_(un+an) T T
c = - le paramétre k est introduit pour
(? - T )k ‘
n+l n~1

calculer les conditions sur un choc

Les valeurs N etc,, correspondent & l'instant initial (t=t0)

Si nous supposons que Q = constanie et A = constante en égri=

vant u + A =2 , notre schéma cofncide avec le schéma pour l'équation

-g%— 4+ A —§%= = (0 , Puisque nous utilisons un maillage mobile il faut

remplacer l“exgression
o __ﬁf(uh * %n)

® Gy - Tad)

r
n+t Ny

par l'expression
Iy : o
=0 +a )4+ = T
2 ( n n) n

n
Cn = 4 (34
(g = Tk
ntn
(( ————— ——) est la vitesse du maillage mobile:)

/2

On peut interpréter cette équation comme suit, Si nous considérons
le coefficient (u+a) comme une constante ¢. la variable 3z est comparable
& une fonction de RIEMANN, Nous appliquons un schéma analogue aux autres
équations (7) (le long des caractéristiques négatives et 195 trajectoires
des particules, respectivement), De cette fagon, nous obtenons trois équa=
tions aux différences dont 1l'équation (9) est typique, Les trois équations
peuvent &tre écrites sous la forme matricielle

B ~

(10) AU 4 + BU + ¢U ;=G

ol les coefficients sont fonctions des valeurs au niveau initial et des
coordonnées données,
Dans 1'équation (I0) 2 {ngi=1 . Donc cette équation représente
N
N=2 - conditions pour déterminer N inconnues, Les condition§ qui maqquent
sont les conditions limites ; elles sont satisfaites aux frontiéreé a

gauche et & droite & chaque niveau,



=35=.

Nous resolvons ces équations, conditions aux limites comprises par la méthode

de double balayage,

Apres avoir calculé les valeurs des inconnues aux points entiers nous
déterminons des valeurs aux points n par interpolation lindaire (voir Bag
(3)).

N Pour calculer les valeurs au niveau final ( le pas correcteur) nous
utilisons les équations dans la forme intégrale
3(padr - pudt) =0

(puQdr - (p+pu2)th) =fpr“drdt
u2 o N2
afp(-5-+E)a & ~ pu(E + =£==+ -5 e at ] =0
Comme courbe d'intégration, nous prenons la frontidre de la cellule
comme le montre la figure, c'est & dire la frontidre indiquée par les lignes
pleines, Ie long de chaque ligne nous supposons que les valeurs de chaque

incomnue sont constantes, De cette fagon, nous trouvons les formumles

(p 22 W° 5) GODUNOV et al,

eoel oo
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les conditions aux limites

la région de 1l'écoulement peut &tre bordde par une frontidre
de trois types principaux : une onde de choc, un interface ou une
caractéristique (trajectoires comprises). Les conditions aux limites que
lton applique & une telle frontidre sont tres compliguées et nous expli-
quons seulement les principes,

Supposons par exemple, qu'une onde de choc sépare la région

d%écoulement m+t & droite de la région m & gauche, Nous désignons
les deux.'derniers peints de la région m sur un niveau (soit un niveau

intermédiaire, soit un niveau final) par N-1 et N , et les deux

premiers points de la région m+t par 1 et 2

Nous pouvons obtenir trois équations aux différences si; dans
1'Eq, (8) nous remplagons les dérivées par rapport & r par des diffé-
rences simples au lieu de: différences centréess, Ces équations s'écri-

vent

e

(12) By + Clpy = G

ol UN est le vecteur (pN s Ty ’ cN) et BN.CN sont des matrices

rectangulaires (2x5).
A travers le choc on peut obtenir deux équations pour les inconre

-4 t ()
nu.es UN & U1 . (13)

~

Dans la région m+1 il ¥y a une équation pour les valeurs U3 et

62 de la forme

(14) AT, +B1NT = ¢,

(A1)(B1) vecteurs ligne,

qp = ¢ m+t

Onde de choc

oou/
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Ta caractéristique et la trajectoire du coté droit de l'onde de
choc sont découpées par le choc, pouf cette réison deux des équations A
gauche disparaissent, —

Si les conditions & 1l'intérieur de la région m+1 sont connues

ces équations représentent six conditions pour déterminer les six inconnues,

La méthode de double balayage

Posons nous le probléme
uo= @‘

(1) au ,=2bu +ou . =g (1 ng ¥=1)

Uy = ¥

Considérons 1'équation

(2) a1uo - 2 biui o+ 01u2 = g}

Puisque u  =¢ ,1%équation (2) svéerit

c ap - g, -
) J S W LA R LN L
2 bq Z‘bg
ol L3/2 s Kj/g sont définis par
- 8,0 =8
(1) PPt 2o I
be o 2b!

A l'aide de (3) nous éliminons wu, dans 1'équation

1
(5) 8%y = 2D, +ojug =8,
1 gt g ,
I1 s'en suit que . K3/2
2 -
(6) u, = == + ‘
b - " - - B
2 5 agbg 2 b2 aZLé
Apres avoir posé
’ c, g K - g
(7) 145/2 = ‘k ey KB/Z = 2 3/2 2
2b = a L~ 2b = IB
T2 T2 2 T273/2



Nous pouvons écrire (6) sous la forme
8) u, = L u, +K
(&) 2 5/2 "3 T "5/2
Nous continuons ce processus d'élimination pas & pas vers la droite. 4 un

point courant nous trouvons la formule

(9) Yn = .Ln+‘ﬁ/2, Yne F Kn+1/2_

(10) °n n Kn 1/2 =g
10 L = K = —-LZ_=n
n4+/2 44 / 2
2 bn - anLn—-1/2 2 bn. - aL’.ranr=1/2
La dernidre valeur du type (10) est la suivante

(11) Ueq = M/t Bet/2

A la frontidre droite Uy = ¥

Par conséquent nous déterminons vy g o de 1téq. (11)

=

Puis wuv . est donné par la formule

(12) Wy = Ty + sy

ensuite

(13) oy = Loy Wyo * Kps/n

Le calcul est en deux parties

Dtabord pendant le balayage direct nous calculons les coefficients Lnﬂ /2,
Kn-H / 2 successivement(Eq. (10)). Ensuite, pendant le balayage
g 9

inverse nous calculons les inconmies w par 1B (11) (12)  etce

Les erreurs

Si & >8, o >8& ,b> 1/2 (an+ CIl) + B

on peut démontrer que le problime est bien posé et que la solution est uniquee

oo/ oo
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En outre si on change les valeurs de ¢ , ¥ , d'une quantité e
~ (une gquantité de l'ordre de g) la solution gue l'on cobtient par cetie

méthode s'écarte de la précédente d'une quanfité Qe ol Q est une

constante indépendante de ¢ , ¥ 5 N

- -

3 - Solution des éguations aux différences su niveau intermédiaire
Rappelons qu'au niveau intermédiaire nous résolvons un systeme

~ dtéguations aux différences du . deuxidme ordre de la forme

(1) AU . + BU + CU ., =6
ou Un = (un 9 T&n Pl Gn)
A, B, C sont les coefficients matriciels ; @
n ° n n ‘ n

est un vecteur, Il faut ajouter six conditions aux limites au systéme (1)
A la frontidre gauche nous utilisons 1'éguation aux différences

simples suivantes

(2) U = Bl 4 p
P3/2 matrice
Q veckeur,

3/2

g IR _3/2
Dénotons les éléments de P3/2 i Q3/2 par w

A 2
1 :
3/2
3/2] 3/2 3/2 3/2 3/2_ W
(3) 27 =pw)] oo Vo3 A= 24
3/2 3/2 3/2 . ‘ 3/2
U 31 V32 V33 V \ 34

Nous supposons que P sont connus
Aux points intérieurs nous satisfaisons au systéme (1)

n = 293 @8 s s0ea0 a0 N"I

900/



a3(1 }\'Ilan : 0 1 )\'n
0 1 =
ol A = - |
- bn )\nbn Bn 2
0 0 % i i :
— dn - Kn'an Y fu
e b
Cn bn M n ° Gh n
0 0 k -t
" n
. ::Er—(u? + Cn) I Ty x‘_,_,_EiiEQ—
n - i
(rnﬂ - rn-'-? )K i b(p)pc

Prenons n = 2 dans 1'Eq, (f)

Nous éliminons 51 des équations (T) (n=2) ot (") oy crriver h

‘1Véquation ‘ ‘
Ua = E5pp Uz +95

Nous progressons de cette fagon pas & pas vers la droite et nous

obtenons 1'By, matrice suivante :

(4)

A

ou

(5)

~

Un~1 = Pn~?/2 Un %’Qn

~1
Foar/2 =-(3, + O -4/2) A

; o
Ustfe = (3, + CnPn»T/?) (e, - CnQn--T/Z)
Pendant le balayage direct nous calculons les coefficients

P " successivement ,
n+t /2

Supposons que nous arrivions & une frontidre intérieure qui

sépare les régions nm et md

m
, n+i
} .

N-1 N 1

Pour traverser la frontiere nous utilisons les éguetions matricielles: -

suivantes
SO R € BT CY BN )
N1 ~1/2 X N-1/2
(1a dernidre équation (4)) ’
L (m) ~(m)
(7) By O = G

(relation & la frontidre intérieure)
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(8) ra CORE S Lt“f1(m+") o1
N

(conditions aux limites & droite dans la région m)

~ (ms1) (m41)
(9) A1U2‘ + B,U, = G,

(conditions aux limites pour la frontidre gauche)

4= La méthode BVIR ( voir Ref)

(voir Ref)

Nous considérons le probléme de l'écoulement supersonique autour
d'un corps soit emoussé soit pointu, Nous supposons, pour l'instant, que
le corps ¢stt symétrique pais le vecleur vitesse a 1lvinfini peut faire

un angle-avec ltaxe de symétrie,

Ie corps est entcuré par une onde de choc, Si le nez du copps
est emoussé l'onde est détachée, Dans ce cas la vitesse'prés du point
dtarrét est subsonique jusqu'eu plén I , En aval de II 1%'écoulement
eét supersonique,

Dans tous les cas nous supposons que les valeurs des variables
dépendantes, sont connues tout le long du plan II , la podition et la
pente de ltonde de bhéc y comprises, La méthode BVL& est une méthode aux
différences finies pour avancer le calcul pas & pas vers lbaval d'un plén
jusqu'au pian voisin°

ooo/o.o
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Tes édquations du mouvement stationnaires s'éerivent sous la forme

(1) A 0X X 0X

5. * B STt C 39 + I =0
ol
(2) Al ={u 0o 0o 1/p o gi= (v 0O 0 0 O
0O u O 0 0 O v 0 1t/ 0O
0 0 u 0 0 {0 © v 0 0
pc2 c O u 0 0 pc2 0 v 0
p 0 O 0 u \0 p 0 O v

0 0 p_clz w 0

0 O 0 0 W

\ Y,
' et X sont vecteurs
0 u\
(3) r=1 P X = v
wv R
QC2V P
oV P J

Soit 1l'équation du corps

(4) r = (z,¢)

et 1'éguation de l'onde de choc

(5) r = F(ZNP)
11 y a cing conditions de conservations (de masse quantité de mouvament et

de 1l'énergie) & travers le choc,. Ce sont

pVy = p“ng
P Vv Ty = o
o
po o2y, e
o0
2 2

u +VvEF =u 4+ VvF
7 oo oo

R E@
v -iﬁ + W = V&;—Er + W
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V) = U mmmm = ¥ e == w est la composante de la vitesse normale au

choc,

La condition & la paroi est

oG 1 3G
( 7) U s =y "'é"" "'5'(;"' =0
0z

Le probldme est le suivant, Les valeurs de X étant donndes sur 1
déterminer une solution en aval de II qui satisfasse aux équations (1) et aux
conditions limites ( g ) et (7).

Comme plans I, sl 0 ee...., nous pouvons choisir les plans 2z = const,

1772

si la composante de la vitesse dans la direction =z est toujours supersonique,

Nous faisons un changement de variables indépendantes

X =2
g = &(z,r,9)
=9
tel que
£ =

0 & la paroi

li

1 sur le choc

Une expression convenable est
r - G (ZsCD)b

(8) &= b
F(Zyﬂo) - G(Zscp)

Pour assurer la stabilite et la condition que le probléme soit bien

posé & doit satisfaire aux deuxiindgalités,

§ = constante

ligne de courant

4_#“_

aeo/eoo
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Dans un plan ¢ = const, la pente de-la caractéristique (=) est supérieure
tandis qué les pentes de la caraotéfistiques (+) et de la ligne de courant
gsont inférieures & la penté de la ligne (g) = ccnstanﬁe.

Aprés le changement des variables la région dans laguelle on cherche

une solution est la suivante @

x> x 0 g8g2n 0 L EK1
Ltéquation (1) est remplacde par
(9) PR SN2 S 2. S

10X 4% 4 08
ol A =24 s B =EA +~§IB:-+E~;@C C=C

Schéma aux différences

Nous construisons un maillage rectangulaire avec leg différences

Ax = b= 1 =h , M= 2n=h
M - L

ol M et L sont entiers
Notations @

X =0T 4 x° ’ §m=mh sy 0, = fh,

-

1L kel
f(‘x : g ; @g) -:.fm,

£

n ,m, 4 entiers

On ;ppélle un niveau le groupe des points avec le méme n

On appelle rayon le groupe de points avec les mémes valeurs de n et
F 2N
Nous remplacgons 1l'équation (9) par une équation aux differences finies, Nous
utilisons pour leé dérivées des formules avec différences centrées, ce qui cor-

respond & une précision du deuxidme ordre, En outre, nous introduisons les opéra-

teurs de passage

= f
e Y 44 o m, £+

ooo/oon
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Nous obtenons le systéme suivant d'équations aux différences finies

mjﬁ?é , (841) {Xm+4 _ [I+_ZZ;__ (T =21 + T 1)] szz}

(10)  + 2k, Bn+:§§ /&(S-I)(ocX:ln"Lzz + BE P,

k2 @+I¢g(S+I)(T”f1)(&X$1 BXn ) + 24114‘1;2 I

=A 2 ak1B b = A« QakTB
On écrit les conditions aux limites sous forme de différences, L'équation

(10) s'écrit sous forme condensée

n +1 n +1
= T
(11) Snet1/2,4 }iﬂ,z * /2,0 Bn,e T Tnet/2,s

On résoud 1l'équation (11) par une méthode itérative, On estime des valeurs de

n+t 141
d X
© 93 m+‘! 2

l‘equatlon (11) en’ X‘

pour calculer les coefficients a,b , Puis on résoud

n4+d
myp

L“équation (11) représente 5 ML équations,

et répéte le calcul des coefficients,

Eﬁ outre il y é, pour chaque £ , une condition & la paroi et 5 sur llonds

de choec,

En somme 5 ML + 6 L équations,

Les inconnﬁes correspondent uniquement au rayoﬁ £ donné, Donc on peut divi

ser les équations en L groupes de 5 M46 equations le long de chaque

rayon, |

(On peut exprimer les coefficients a et b comme fonction des valeurs

déja connues sur un niveau amont),

Effectivement, la résolution des équations (10) avec les conditions aux limi

tes se réduit—é 5 ML + 6L calculs indépendants le long de chaque rayon,
Nous résoivons chaque équation par la méthode de double balawage,

(12)

Nous commengons & la paroi en satisfaisant aux conditions

am+1/2Xm+1 * bm+1/2VXﬁ fm+1/29 m=0,1,Lc... =1

000/000'



(13) pX ¥g

00 "0
; e
¥, =‘W0{Gk‘~? » G ,0,0}
=
Wo est une constanté

1'équation (13) définit un hyperplen qui contient X e

Liéguation (12) détermine une série d'hyperplans contenant &m n=

+ !
?9" ° “M‘_‘F‘ 'Y

Nous supposons que

(4) wX, =,

et nous éliminons Xm entre cette équation et l*équation'(12). On trouve

alors que ¢
-] - - ’
“mcb. a%b+¢/2xm+1 "k“m§b< f)m+1/é~%n
| -1
ST P =Wﬂﬁ%#b'wmﬂ/2

-1 B
Snyt T Wm+1[pm(b; f>m44/2 - gh]

ou w # O nous obtenons

m+1
(?S) M1 Xm+1 = Snt
Nous choisissons les constantes w de telle facon que la norme des

m+l
vecteurs H soit égal & 1l'unité,
M 11 =1

clest & dire

1 -1 .
T “‘““m(b. a)mﬁﬁ/Zn

|

Ce procédé pour caléuler By et gm est le balayage direct,
Au dernier pas hous arrivons & la~cdnditioh

(16) p,MXM = gM
qui ferme le systéme deé équatioﬁ& de choc,

5 égquations sur l'onde de choc, 6 inconnues (Fx la pente de l'onde est la

000/0.0
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sixidme), Parmi plusieurs solutions seulement une correspond & la réalité
rhysigue,

Le balayage inverse détermine les valeurs successives de Xm m o= Wi 50

(17)

1/t * Poat /2 T Tt /2
(18) p’me::gm

Le systéme (11) seul n'est pas stable puisque

16 e >

| )m+1/2
I1 faut construire & partir des équations (11) (1_) cing combinaisons linéaires

telle que (11) et (18) se réduisent 3 1'équation

(19> Xm = Cme+1 + dm

RUSANOV et ses collaborateurs ont appliqué leur méthode au probléme
de<l’écoulement supersonique autour d‘'un cne (voir suite concernant la méthode
de TELENIN)o La solution correcte de ce probléme ne dépend pas de 1l'échelle
et elle es% déterminée par des fonctions des variables angulaires (r/z et o ).
Pour appliquer la méthode BVLR on estime les valeurs initiales et la position
du choc dans un plan II ., On appligque le procédé décrit ci%deSSus pas A pas

en aval jusqu'lau plan H@ ol la condition

ﬁXh - Xﬁw1 1< 8 est satisfaite,

ou & est une valeur trds petite,

5 « Analyse de ltécoulement autour d'un cdne prés de la surface

aab/oa.
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la figure montre 1l'écoulement dans un plan sécant (dans une section de
1%4coulement presque normale ,& la direction non-perturbée,

Dans ce plan © est la distance radiale et ¢ 1l'angle

(352 = ar® + r230% + rsin “edg?)

A et B sout points dtarrés .
Dans le plan de symétfie les particules approchent A et puis suivent la surface
du cbne, Par conséquent pﬁés de A la valeur de ltentropie dans le plan QA es?t
égale & la valeur sur la surface, Donc llentropie doit &tre continue dans le voisi-

nage de A et aussi en A,

Les lignes de courants sont les intégrales de 1l'équation

(T) ae - sin @ dg

U.@ - ue

Prés de A on écrit

g = a(6-6 ) + B (p=g ) +.coeerin

u
EE%=CP= ‘y(@«» @o) + 6(€p -=-(p0) + co0socossnco

A est un point de selle

Ies valeurs caraotéristiques de la matrice (?g) ont des signes opposés,

Puisque
_ (%P
MAy = g]
nous trouvons que 0(ug,ug) <0

oy(8,9)
L 1'autre point dlarrét S peut &tre discontinue, Nous supposons que, pres

de B , on a les développements suivants 3

U.® = {a(@—@o) +/’5(go—cpo)} g(@sfp) + g1 (®9(P)

u

—2- = {yle-6) + 8(p=p )} &(e, ) + &, (e,0)
sin @ :

ol g est une fonction bornée avec les dérivées qui satisfont aux conditions

Oeo/ooo
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O 1 o)
25 g ( ) 28 _ 0 (edee
06 le-o| o9 o ~o,|
Nous supposons que
2 2 2
¥ =0-8 o =(8-0)% +9
¥ - op
0 < ‘ —"&“1 < -‘6@—-— O(O’)
op
_—5-(;)_— 0 (U)
61}_@ 1 éum _
De 7.8 55+ “3I57E 5o +2u, = 0(o)
R : og og
] g v o e —macnme =
dtol (¢ + 8)g + 2u, + (e¥ + Bo) S+ (y¥ + 6p) 5 0(o)
' ' d ou 2
7o5e— gla¥ + 8o) B%f— + (y¥ + 6cp)=§$3] +0(c") =0
donc v, = f+wlc) ou £ -0 et satisfait 1'équation

g est donnde par l'équation
o) of
(a¥ + B¢) HE%E + (y¥ + 6¢) 35t (@ + 8)g + 2f =0

dont la solution unique est 3

2
= em emmm—— £ .,
& a + O
On peut monitrer que
6:Y:O a::é
Il s'en suit que
of of
(6"' @) ""‘é'"“’“’ 4+ ‘CP‘STP_ =,O

ce qui montre que

f(®9¢5) =T (-@—:2@"") = £(g)

Enfin on. peut représenter les composantes de la vitesse, la pression
et la masse spécifique au voisinage de A sous la forme
u, = £(¢) + 0(o)

U, == (@-@O) () + 0(62)

C)
u@ =- ¢ sin 8 F(Z) + 0 (62)
p=p0+0(05)
D
p = E e o(o)

k=1 . £-
ig - _,__%_(.z;l
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Au voisinage de B

Bug s up ) i ee2(c) -
Stor = sin 0£°(2) + 0(o)
dlu 1,u ) ,

B est un noeud,
Cette analyse est en accord aeaedlleideHOLT (1952) qui a démontré
que les lignes de courant dans le‘plan sécant peuvent approcher le point B

de toutes directions,

6 - Applications de la méthode de RUSANOV-~ ILIUBINMOV aw probldme de 1'écoule-

ment supersonique autour dlun corps émoussé

4

Nous considérons I'écoulement uniforme et supersonique autour 4'un

corps tridimensionnel dontbla forme estémnuagﬁg?et continuve, Puisqutil y a
un point d'arrét au nez du corps, le corps eét entouyé:par'Une onde de choo
détachde, A 1a t&te du corps, au voisinage du point d'8f#PBf, il y'a une région
“subsonique qui est bornéde par le corps, une surface sonique et l'onde de choc,
Dans le cas stationnaire le champ d'écoulement se divise en trois
régions ; une région uniforme et supersonique en amont du dhoa, une région
subsoniqﬁe et non uniforme en aval du front du choc, et une région supersoni~
gue et non uniforme en aval dé la surface sonique, éi nous connaissons les

valeurs des inconnues le long de la surface II qui traverse toute cette

dernidre région nous pouvons employer la méthode BVIR pour calculer 1'écou~

.aa./o-n



—-F -
lement plus en aval. Mais les conditions sur la surface I dépend de
1técoulement dans la région subsonique. lLe @robléme de calculer cet écoule=~
ment est trés difficile et on a proposé plusieurs méthodes pour y ﬁarvenire

Ces méthodes sont de deux types, Premidrement nous traitons le
probleme stationnairé.‘bans ce cas leé éqﬁations du mouvement sont du type
elliptiQue; Si les frontidres de l?écoulemeht étaient fixes et d'une forme
simple (soit reotangulaire, soit circulairé) on pourrait résoudre ces
équations en remplagant les dérivées par les différences finies et en appli-
quant une méthode de relaxation, Malheuresement le problime est strictement
non linéaire les formes de l'onde de choc et des surfaces sonique qui bornent
la région sont inconnues et éépendent de la solution & leur intérieur,

EMMONS et UCHIDA et YASUEARA ont essgyé d'appliquer cette méthode par un
processus itératif mais sa convergence est mauvaise, Le seul moyen pratique
pour résoudre le probléme stationnaire est de représenter les inconnues par
des séries d'interpolation par rapport & une ou deux variables indépendantes
de sorte que les équations du mouvement se réduisént & un systéme des dqua-
tions différentielles ordinaires pour détefminer ces coefficients° Cette
représentation est la base de la méthode des Relations Iﬁtégrales,_effeetuées
 parBELOTSERKOVSKIIet la méthodé de TELENIN., Nous décrirons plus tard ces
méthodes,’

le deuxidme type des méthodes pour résoudre le probldme ci-dessus
revient & condidérer 1l'écoulement non stationnaire, Si le temps intervient
dans le probldme les équations sont du type hyperbolique et on peut les
résoudre paf une méthode aux différences finies. La méthode de GODUNOV est
1a.premiére de ce type. Cette méthode est une généralisation de la méthode
fondamentale pour calculer le mouvemént d'un gaz uwnidimensionnel dans un
tube, La deuxidme méthode instationnaire est trés récente et a été développd
par RUSANOV et LIUBINOV, C'est une généralisation de la méthode BVIR et est
basée sur les mémes principes, Dans le probléme de 1l'écoulement supersonique
autouf dtun cbne on suppose.que les inconngea sont données dans un plan inji-

tial I qui traverse toute la région de l'écoulement, On applique une méthode
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aux différences finies dans les plans paralléles & I successivement en

aval, On arréte le processus quand, dans deux plans voisins, Hn et En+1

on satisfait & la condition

IIX

n+t Xﬁ” < &

ol € est un scalaire aussi petit que rous le voulons,

Dans la généralisation du probléme il y a trois coordonnées x1 »

X2 et XB par exemple et le temps + ., Au temps initial £+ =0 4 on

donne les valeurs des inconnues dans un hyperplan X1,X?9X390) =0
par exemple et on calcule l'écoulement dans les hyperplans successifs
@(X19X2,X3,t) =0 t =7 4 2%, ...01 , On arréte le calcul quand on

satisfait & la condition
+1 n
- Mce

Systéme de coordonnées - Eguations du mouvement

Systeme des coordonnées orthogonales 9 s 4 ’ q3 temps <=,

2

Equations du mouvement

d d
(1) K, T 9% gt 9% X

= T
o 0 0 0
T qT q2 q3
u
X est un vecteur avec les composantes x
P b
0
— P
T =1 ¢ 'Vﬁz usv W= q19q2,q3
pe=v ' -T
PV’

A s B s CT , sont des coefficients matriciels dont les éléments

dépendent des inconnues,

Ecoulement & deux dimensions ou a trois dimensions

ge=0 qT=Z 9 q2=:x: 9q3=y

Bcoulement autour d'un corps en: révolution

e =1 sq,(:qu,:r?q-B:(P
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L3équation du corps est :

: .
ou, Sous une forme parametrique

IO T
(3) g (= q(nsgym) k=1,2,3
Ie vecteur normale & la surface n et la vitesse du corps normale & lui-
& @ + ‘V o2 . . r-4 k3 I T
méme, o) » @t #sh fonction des dérivées de g et de G o

De la mé&me fagon, nous traitons 1l'équation de 1l'onde de choc

Transformation des coordonnées

Nous transformons le sysiéme des coordonnées en un nouveau sysStéme

(5) a’:f%k :qg(igngggt)
Nous choisissons § tei éu; -
£ =0 soit 1l'équation du corps
£ =1 soit 1%6quation de 1l'onde de choc
les autres coordonnées sont choisies telles que la formulation du probléme
soit aussi simple que possible,

Dans le cas général le choix de 71 et ¢ est compliquéy Nous nous

bornons au cas du corps de révolution

r#
Q- % 1
7 est la coordonnée dans la direction de l'axe de symétrie
T est la distance de cet axe dans un plan médian
8 est l'angle entre un plan fixe et un plan méridian général

Nous considérons 1y comme un paraméire,

oo‘d/ooo-



Pour un certain point O1

0,4 = G(n,0,7)
0B = F(1:9,7)
R = G45(™0)

w = angle entre A.O3 et 1'axe

R-G
s o £=9 .

Les équations aux différences finies

Apres cette transformation les équations (1) s'écrivent

(6) “.,...5.)2.(.._.._ + A _,..;é.?.(___ + B_Q_}_C._ 4+ C _é.}.(m + T =0

ot dF on o

ou Ay By Cu 1 sont fonctions des inconnuese
A un point & 1tintérieurdvitamp de 1'écoulement ces dérivées partielles sont

remplacées par les expressions aux différences de la forme

n+l .n + o
(D ami/oes Tmees FPusi/zea Tak,s = Taet/27Erd

a b , ¢ , sont des coefficents matriciels qui contiennent les opérateurs
de passage dans toutes les directions n (temps) m, £, ke u( i) ) £ 0
On peut résoudre individuellement ces équations le long de chague <wayon entre
1la paroi et & 1'onde de choc.
T condition & la paroi séerit

(8) wix =g, (g =0)
Si nous fixons le systéme'&e coordonndes dans le corps, les coefficient 1

sont conmus m8me pour un écoulement non-stationnaire.

On peut transférer cette condition sur l'onde de choc en utilisant

oae/ooo
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la méthode de double balayage,. L'équation (7) peut &tre écrite
(9) fust/2 Lot FPua/e = Mo/
Faisons m =0 et éliminons Xo entre 1'équation (8) et (9). Nous arrivons
) 13équa‘tioxi
(10) wky = 8
ol By est un vecteur conmti: et g¢ est un produit scalaire commuc. En
répétant ce processus pas & pas nous arrivons’ & 1'équation générale
(11) umxm =8y
BEnfin nous arrivons & 1'onde de choe
(12) oy %y =gy
Sur le choc cing conditions sont satisfaites comprenant la vitesse de 1lloné
elle m8me. Si nous éliminons cette inconmue des deux équations (1) et (12)
il reste cing équations pour déterminer les composantes de X—Mo
Ensui“{:e‘on applique le balayage inverse aux équatbions (9) et (11)

pour calculer Z e

Lia, méthode des relations intégrales

DORODNITSYN. o proposé cette méthode en 1956, Dans la formulation
originéle il a —appliqué la méthode aux problémes de mécanique des fluides 7
non visqueux. Les équations du mouvement correspondantes sont du type
elliptique si 1'écoulement est subsonique et du type mixte pour un ééoulement
transonique. CHUSEKIN a appliqué la méthode au probléme de 11écoulement
subsonique autour dtuneellipse et dfun profil. BEIOTSERKOVSKIa résolu le
probléme de 1'écoulement autour d'un corps émoussé par la méthode. La méthode

nfest pas convenabl& pour les problémes purement supersoniquess

aoe/oox
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En 1960 DORODNITSYN & généralisé la méthode pour ltapplication aux problémes
visqueux, en particulier aux problémes de la couche limitee Il a considéré les
écoulements incompressibles rgwvilement En 1962 PAVIOVSKII et LIU ont formulé
la méthode pour les couches limites compressibles, m8me avec soufflage a la.
paroi. Depuis 1964 NIBLSEY,HOLT et d'autre chercheurs ont essayé une généra-
lisation de la méthode plus loin pour résoudre le probléme du décollement Cde
la couche rtimide laminaireo

Tout dtabord, nous expliquong les principes de la méthode pour les
équations moddles (woiv-oiz=jcint)

Formulation générale

Probleme non-visqueux

I1 v a deux coordonnées

k inconnues u,i secsose rv.uk

k équations du 1% ordre

3 d |
e o) = T s
(1) - B, +354Qy =T, 1=1, 20 ko

P,Q,F sont fonotlions de XpT sl ooolhyo
Cotiditions ‘au¥’ limites |

xza < =zbh
Il y a k tonditidneux=a o x=b
ot ““k-eonditionsgy=® y=a

o.o/;o*“
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Points singuliers

Noﬁs remplagons quelques conditions agux limites par les conditions
d'analycité,

Pour appliquer la méthode nous multiplions 1'équation (1) par £(y)

et nous intégrons par rapport & y entre 0 et A

Noue obtenons l'équation suivante ¢
a 2
- aaomgy - f s ? ~ ] 3 e
(B g [fom - o, + sk, = 2,
ph A
- LQf‘(y)dy = if(y)ﬂ‘dy

Introduisons yn.-:m%—mzx(x) n=1,2,,, =1
feed = X

y_ =0 yy= Ax)

Représentons

A n
[rorw =0 5 Az
n n n
o n=0 .
Nous arrivons & KN équations aux dérivées ordinaires pour déterminer k(N%%)
V‘z1ooaok

inconnues u _(x)
wn
Il:OgJ! ooooN

Te choix de f

(1) £ =6(y=y )n =1,...... N(6 fonction de DIRAC)
n n
O _________ Y<y nw.z
(2)

fn= ] _,_,....----——u—yn_,l('y <.yﬁ

e A

Dang le cas;(1) nous arrivons 3 la méthode des lignes droites

Dans le cas (2) la relation intégrale, fondamentale, s'écrit

(5 L. [

¥
”g;i 4_ P P V4B Y B L{ Py
-1 Tnet

aoo/ooo



EXEMPLE Y
s V
Ecoulement subsonique autour dlune ellipse n
m=2 T
E=c -
Ok

Les équations du mouvement sont 3

oy Oow
(4) “3E *-”5%= =0
OA QE
(5) “"82‘ o= =§T]= = O
ol y = Hpu = Hpr A= He w =Hu
o =01 - rZ)T/O‘"’” 1 = (sin 0% + sin 2y )1/2

Conditions aux limites

un = Voo cos 1

a 17infini
Vo=V Sll’ln
[w]
u =0 3 la paroi

Nous divisons la région O < 7 <,% en N-=1 hyperboles

Nous supposons que

N1
%
n=0

N=1
z

n=1

(g) cos (2n+1)n

il

x a2n+1

&
1

b2n+?(g) sin (2n41)n

A,

'b . o o o Iy 7 . -
ou a2n+1 f onet sont fonctions lindaires et indépendantes des %,

et 'Xno
Nous obtenons 2 N équations ordinaires pour déterminer u v le long
n n

N =Ny

Ily a N=1 valeurs données de rn o

aeo/ono
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BELOTSERKOVSKII (1958) a résolu le probléme d'un corps émoussé,
Ces applications et les autres applications aux probldmes visqueux

sont décrites dans le volume rédigé par HOLT (1965).
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8 - METHODE DE TELENIN

I1 est bien connu que, généralement, le probléme de CAUCHY est
mal posé pour des équations e]_.liptiques° Oeéendant on peut avoir un problime
correcte si la fvontidre du domaine est fermée se comporte de courbes ana~
lytiques et si on restreint les solutions & las classe des fonctionss ana-
lytiques,

Rappelant ce principe TEIENIN et ses collaborateurs ont développé
un schéma numériéue pour trouver ls solution de 1l'équation de LAPLACE, qui

satisfait aux conditions fdimites le long d'une frontiére fermée,

Probléme de GAUCHY

Trouver la solution ¢ de 1l'équation de LAPLACE

2 2
(1) ag-i- bg:o
Tox oy

dans la région =¥<x<t , O<y<b

gui satisfait aux conditions initiales
(2)  olx,0) = o(x)

CPy(XiC)) = T(X)

A D
Supposons que dans une région plus grande ABCD
@ soit harmonique

et |gradp] < M

ab&?/oo-o
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tandis que les valeurs initiales sur KL sont inférieures & 1/2m
On peut démontrer que la solution générale de ce probléme s'derit

sous la forme suivante ¢

(3) (P(ny')

i

Re {o(z) - 1 jﬁt(é)da}

0

i

7(x) fr(a)da

ol 2z = x+iy
G(C) T(C) sont les prolongements analytiques des fonctions

o(x) et T(X) dans le plan complexe (¢ =x+in .
Nous choisissons 2n+1 noeuds sur le segment =1<xK1

Nous représentons G(C) et T(C) par les polynlmes de LAGRANGE

(4)  ole)

J

HE

a.g
j= 3

n .
= 3 J

o*(t) =

il

w(¢)

aj 9 bj sont combinaisons linéaires des valeurs c(xj) 5 T(Xj) aux noeuds

Si nous substituons 1'équation (4) dans 1'équation (3) nous arrivons & la

solution approximative du probleme de CAUCHY

2n . an b, '
J . j+
= ¥ = R a.z - ——Deee T
(5) CP(Xsy) ‘Pn(X9Y) e [ ? 5 3 + JEO 41 ]

qui satisfait aux données initiales

CPI')i(Xso) = U;.(X)

czj(x,o) = T;(X)

Dans la régions G cette solution converge uniformément vers la solution
exacte du probléme lorsque n—eo
Maintenant: nous représentons:. ons la solution cherchée par un pSlynlme de

LAGRANGE en x
n

| J
(6) (P(Xty) @;(Xiy) = gE@?J%(:)’)X
2 2 :
"9 O7¢n _ & 5(3-1)0 0 (y)x=2
TR T gl A e )

ol (y) est une fonction lindaire des valeurs

o)
¢jn
q)gn(y) = (P;;(Xj 9y) le long de chagque rayon =x=x

eofenn
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Quand on substitue ces expressions dans l'équation (]) on trouve

2 i ¥ on _
(7) _E-“E’Kz‘l_" + z J(J’T)Cpgn(y) :Kia{ 2 =0 (k:091goe¢:2 n.’_")
ay2 i=2 .
iti imi * = # =
avec les conditions limites ?kn(@) _,G(xgi oy (0) = t(x%)
la fonotion (8)gk (v) =g (x,y) =Re { £ az = 1 &£ ——dg k]
kn n j=0 Jk 50 541 kY
Zk = Xk+1y

satisfait 1'équation (7) et, en méme temps les conditions aux limites,
Quand mn—ee cebte solution approche de la solution exacie du probleéme,
Généralement on ne peut pas intégrer le systiéme (7)

L'erreur de la solution approximative se comporte de trois parties

6§ ¢ des polynlmes x
& [0 des polynlmes ¥y

a

6b P erreurs d'arrondis

< X . .
On peut démontrer que les erreurs @a ¢ croissent exponentiellement avec

le nombre de noeuds N &

57

Les erreurs de §i croissent en méme temps que @a . Donc on demande
gque des données initiales puissent 8tre rePrésentées par un polynSme de
degré bas, On demande également que les erreurs d'arrondis.ut soient

assez petites & chaque pas,

Ie probldme du clne

NDEFO et HOLT ont appliqué la méthode de TELENIN au probléme de
1*écoulement Stationnaire, supersdnique mais non symétrique autour d‘un
cbne circulaire, “

Nous utilisons un systéme de coordonnées siphérigue 1ié au cdne tel

que l'origine soit l'apex du cdne et 1l'axe celui du clne,
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Puisque l'écoulement est conique, les inconnues ne sont fonctions
Que des coordonnéésranguléires et elles ;ont indépendantes du rayon T
Par: conséguent on résoud le probldme dans un plan séecant perpendiculaire a
1'axe du cOne,

Nous plagons le clne dans un ééoulemént supersonique qui arrive
sur le clne abec un angle d'atteque o . Nous dénontons le demi-angle &u
cne par 6 . s 6, <o la composente de la vitesse dans:le plan sécant
est inférieure . 15 céiérité du son et les équations du mouvement sont du
type ellipti&ueé.

Les inconnues sont les trois composantes de la vitesse, u , ¥ ,
w , dans les directions‘ r o 6 , 9 respectivement, la pression p
la z;a,ss.e spécif‘iqzie pesllentropie S

Elles satisfont aux deux équations de conservation de la quantité
du mouvement & l'équation de BENOULLI '3 1l'équation de conservation de . la
masse et & la condition d'entropie constante le long des lignes (ol surfaces)
de courant,

Nous cherchons les solutions de cesvéqu&ticns qui~safisfont aux
écnditions‘auk iimites sur 1l'onde de choc qui entraine le clne et"suﬁ la
surface du cfne lui-méme,

Ces conditions s'écrivent

o 6-0/.0 ° o



Sur le céne ¢ (c)

O D

(1) v=0 0=0

(2)  we=qan

r =gn_ s8in g Co08 g = n
s Gos 3

4

2
cos g + n, tang ¢

= S 4
. SZ /
P~ @mﬁg cos g n4
2 2.2 2 =1 2 2
P, = (“&;ﬁ) I, COS e = (_§§ 1y qu)
¢ est l'angle entre la normale au choc et le plan méridian

¢ = constante,

Soit tang g =

n n o, n s 1N sont fonctions connues de a , @S sy O 9 €& 3 o

Puisque 1l'écoulement est symétrique il suffit de résoudre le
probleme dans le demi-plan 0 < ¢ < ® , En méme temps on doit satisfaire

aux conditions de symétrie

w =0 (P=O s K
de, i
_-a? —— = 0 o =0 g 4

ooo/oovo



Les points singulicrs

Les points o v=0 w=0 sont points singuliers de 1'équation

7. a8 v sin ©
_(1’5)» =
de w
Ils se trouvent aux points 6 =6
c
= 0
6 =8
c
9 ==
Le point 60, ¢ = 0 est un point selle.

. Une seule ligne de courant-passe par ce point et la valeur de chaque Zinconnue
est unique. |
Au contraire le point 6 = GE p= T est un point ébeud par lequel passent
toutes les lignes de courant. Ces lignes peuvent apbrochér le point de toutes
Jes directions. La valeur de la pression est unique eﬁ ce point mais la.
valeur de 1l'entropie dépend de la pente de la ligne de courant correspondante
clest & dire; lﬂéntropie est fonetion de ltangle entre 1a ligne de courant
et le plan de symétrie.

Pour wrésoudre lebprobléme nous transformons la région de 1'écoulement
en un rectangle.

Noug posons

{ =5
esxﬂ) S
=@ / LI § = e e
a(n)
ol G(?}) :.-:::ces(rn) - ge
Le choc correspond & la fonction & =0 , le cBne & g =1, tandis que

les segments du plan de symétrie deviennent les frontidres =0, 7N =1

respectivement.

coo/o-ao
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Pour satisfaire aux conditions de symétrie nous représentons les inconnues

par des séries trignonmétriques finies

u(gen) u;(ain)

- m+}
y(gfn) = p vo(g,n) cos k =
p(2;m) k=0 o5(gn) "
p(g,n) -~ eR(gm)
. m41 o
®S€n) = I @s cos knm
k=0 k

wig n) = ¥ w;(é)sin (knm)
k=0

Nous substituons ces expressions dans les équations du mouvement et nous
demandons & ce que celles—ci soient satisfaites le long de chaque. ligne,
De cette fagon néus arrivons & 5(m+2) équations ordinaires du premier
ordre pour déterminer‘ 5 dnconnues le long de chacune de (m+2) ’lignes
ni = gonstante, - |

Par exemple l'équation qui détermine u, est

(v? +‘W§>n8in By = W,

dug ii

dg

a¥, sin B,
i i
ok B, =9 ., - ko,
B si ~ 89
et ki est une fonction donnée des inconnues

' £,
_(ui dénote dui/d¢)

Procédure numérigue

Le long de chaque ligne 1 = constante nous résolvons '5 équations
du type (5) par une méthode aux différences finies,
Nous initions le calcul sur l'onde de choc,

Nous prenons m .= 3 , nous représentons la forme du cho¢ @r une

série de cosinus de cing termes, Tout d'abord nous estimons lés valeurs de

o
s4 ‘
des valeurs de 6, aux rayons ¢ =0 |, /4 ., w2 ,3n/h 5 m ).

too/son

cing constantes égo Yeeeaenso B (elles sont combinaisons linéaires
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Avec ces valeurs onipeut construire la série es(n) et , ensuitece, on peutd
calculer les. valeurs de toutes les inconnues sur le choc, Ces données déter-
minent les deuxidmes membres des équations (5) et, par conséquent, les valeurs

des dérivées par rapport & E§ sur le choc, Donc, nous pouvons effectuer
le premier pas de la résolution numérique des équations en se dirigeant vers

la surface (5)° A la fin de ce pas nous connaissons les valeurs des cing

s ©t nous résolvons lessystéme

inconnues ui s v s W, 45 P s P

i i i i
des équations algébriques (4) pour calculer les coefficients uﬁ etc,
Ensuite nous calculons les dérivées ug etc , de nouveau les deuxiémes
membres des équations (5) et nous répétons le calcul numérigue pour le
suivant, De cette fagon, nous arrivons finalement & la surface et nous
vérifions si la condition (1) est satisfaite, Si ce n'est pas le casy
nous utilisons les valeurs de v trouvées & 6:60 pour corriger les
valeurs estimées de eS et nous répétons la procédure & partir du choc,

Nous continuons cette procédurecjusqu’au temps ol la condition (1) est

satisfaite,

ooo/ooo
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9 « METHODE DE TELENIN (suite)

Les éouations du type mixte

Nous considérons 1'équation

2

6 2
(1) =g s (1= 22 w0
- Ox oy~

Cette équation est du type elliptique lorsgue ngi < %

hyperbolique si !yi > 1
Les lignes caractéristiques sont

y = cos h (z=c)
o1 ¢ est une constante »
x ¢ ¢ correspond & la fpremieére .famille

x » ¢ correspond & la Teuxidme famille

\/

g
i
e

1
!
|
!
!
!
!
f
'
]
c

La ligne y=1 est tangente: sux' .. lignes caractéristiques (am point x = c)

Nous cherchons des sélutions de 1téquation (1) du type
¢ = Fx) £ (v)
BEn substituant dans 1'équation (1) nous arrivons & deux familles de solutions
(2) 7, (=)= ¢ 2’) mlx) =0
CRNOERCN

(3) 1,) + 5
T-75

=0

ooo/oe‘



Nous supposons que les solutions de 1'équation (1) sentitpaires

Done
CF; 062;(9
Pour satisfaire & la condition ---é— quand vy = 1 nous demandons que
Ox
f (1) =
(4) k”‘(lﬂ) 0
£ (0) =0

Nous résolvons le probléme de CAUCHY
£ = '(0) =
(,5.) k(.0) 5 50) =0
Nous choisissons gk tel que (4) soit satisfaite. La seule solution avec m%kg

est la solution ﬂk(Y)jE 0 . ILa solution qui correspond & 4+ } 2

%
(6) x,g = x(k#1)

(M gl =0 SPIG) KB gt 4 6obkn 3 %]
Pk polyndme de LEGENDRE '

Probléme de CAUCHY

(8) 9(0y3) = o, (v)
‘P(lﬁ/29 ¥) = 02(37)

@yf(x,o) =0 (céngitioﬁs deAsymétrie)

0<n<H

Solution unigue si les fonctions sont analytiques et borndes

Ngus considérons le probleme

9(0,7) = o, ()
: 0 <y <1
9 (0,3) = 7, (v)

N i s ( .
ous choisissons =, (y) tel que ¢(1/2,5) = 65(y) soit satisfait,
Nous dessinons m rayons
y = yj
Représentons ¢ paf le polynSme de LAGRANGE

m

(10) o(x,7)0= ¢ *(x,y) = §=O$§;Lm<x) y* eeeeco
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)
) k3 7 > * = *
P (x) est une fonction lindaire de P (x) 9, (z,7.)
valeur de la fonction cherchée sur chaque rayon des m+! dans le demi plan

supérieur ,
En substituant (10) dans 1'équation (1) qui doit &tre satisfaite le long de

chaque rayon nous arrivons au systéme des équations ordinaires
. .k 0 2j=2
(1) —yp—- b (er?) 3 23(23 =1)g,, ()7, 22—
2.2 k k
d'x Jj=t
(k = 0,1,29,..m) '
T
qui déterminent les P - Ee long des rayons.

Probléme de CAUCHY

Dans la région 0 ¢ x < 1/2 s, O0<y<cosh (1/2 ﬂgo)

-

trouver la solution qui satisfasse aux conditions

” N
(12) 0(0,7) = 2, (v) = B+ a5 4 aees + azmyZm
Evidemment
e J - ’ [ 2
(13) By =+ P (y)(t = 37) 4+ ..l re, B L () (1=y%)

donc la solution du problime est

(a) - olxy) =a + 2‘131 [“23 25 1(y) (1-5")cos n{y 23(23=1)x}]"

3=t
La solution de 1'équation (11) est

(15). g *(x) = oxyy,) k=0,1 . .0m

En ce cas la solution de (11) conduit & la solution de (1)

Bolution du probléme non lindaire

Equation du mouvement

{“\(:Q(Y-4 )y Pw)

N %{[YP(Y“ WV P (y) o 42 -(-;%‘éw uv -—-——2‘; }

L Py (Y"" )/Y(2 ®+ v cot @) =0

; _ coc/one
ov 1 ou v y ) P ar(v)
qr ST 86 T Tr T Ty S "R E
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2
dp 1 /v, v v Ou ou
) = 2 e - v
2 T VS
—BEf _.iﬁrﬁ) p’'rvsin 6
1
(B(g) = -1p1/7)
sur le choc
(2) U =V sin 6 = v_cos 6
y X
Vv =V c0S 6 4+ v.8in 6
y X
v = Vx(c) v, = vy(o)
p = p(o) p = p(o)
Voo 2 .2
Y o= 1/2 EVEZX I'CS:LI]. 6
Paroi
Lo
(3)  u=vee-
r,,

(4)

Nous dessincns m rayons dans les demi-plans supérieurs et inférieurs ; au

total de 2m+t (l‘axe compris); Nous représentons les inconnues par des

polynfmes de LAGRANGE en tenant compte des conditions de symétrie,

(5) u &~z 5% ug(a)e _ Dsp
: o223+
r26
r o jgo q '
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Tes valeurs uj° v5° et xwé°' sont les fonctions lindaires des valeurs u,

ﬁg et xé le long de chacun des m+! rayons dans le demi plan supérieutr.
Nous substituons les dérivées par rapport & @ dans les équations (1) et
nous demandons que ces équations soient satisfaites le long de chague rayon.
Donc nous obtenons un systéme des équations ordinsires pour déterminer
les inconnues Yoo T s B s Y ( et pk) (6) et (7)
I1 faut ajouter une conditions géométrique entre la distance de 1tonde de choc
des paroi et 1lvangke de choce

o (g vEn) oot (4 vy - I
Nous cherchons Za solution des éguations (6) et (7) qui satisfont sux cone
ditions sur le chéc, & la condition &-lalparoii,.dola condition de symétrie
et enfin & la condition que la solution soit analytique au voisinage de
la ligne sonique (équivalent & la condition que les dérivées soient bornées
partout).

.La deuxiéme'condition est satisfaite aubomatiquement par les
polyndmes (5). En méme temps ces polyndmes satisfont & la conditionrde symétrieo
Pour effectuer le calcul on choisit m+1 parasmdire: xy@k +s Done les
équations (2) déterminent toutes les inconmues sur e choc éﬁg)en‘résolvanﬁ
(5) les coefficients uj°(1) ) v5°(1> esco=e Ensuite , nous détermihons
les dérivées uk1 sur le choc, les deuxidmes membres des équations (6),et
par conséquent les dérivées wgfkg o Maintenant nous détérminons les
valeurs de Uy 3 la fin du %%emier pas de § , en résolvant les équations(6)
par une méthode aux différences. Nous répétons le calcul effectué & g =1
et déterminons les inconmues & 1la fin du deuxidme pas etc. De cette fagon

nous arrivons & la paroi eﬁ nous vérifions si la condition (3) est satisfaites
8inon, nous retournons & la ligne &= 1 et aprés une correction des valeurs
de v, ~ hous répétons le calcule Nous continuons Jusqutd gengmenlaw lo

c
condition‘(3) soit satisfaite.
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