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PREFACE.~ Une bourse de la fondation Alfred P. Sloan m'a permis de passer six mois,
1962-63, & Paris. J'assistais au séminaire de la Faculté des Sciences & Orsay ol j'ai eu

le plaisir d'exposer le contenu de mon article : Generalized Positive-Definite Functions.

Celui-ci était polycopié comme rapport de travaux sous le National Science Foundation
Contract G 6136 {1962). J'avais eu 1'intention de le publier lorsqu'on m'a demandé de
faire une rédaction de mes conférences a Orsay. Des conversations avec des étudiants
m'ont convaincu que mon exposition n'était pas assez claire et que, au lieu d'un résumé
frangais de mon article, il fallait faire un ouvrage plus précis et mieux adapté & la
pédagogie. Donc, jlai décidé d'intégrer mes idées dans la théorie de distributions, ce
qui ne me semblait pas souhaitable auparavant. Alors, cette tentative d!amélioration
de la forme a amené & une importante amélioration du contenu. Llarticle actuel contient
presque tous les résultats qu'il y avait dans le précédent (donc, celui-ci ne sera pas
publié) mais en versionsbeaucoup plus générales et plus fortes. D'ailleurs, j'ai ajouté
plusieurs résultats nouveaux.

J'ai essayé, dans l'exposé qui suit, de garder le caractére élémentaire de mes
conférenges. Ainsi je donne les démonstrations détaillées, et j'évite les considérations
étrangdres & la ligne du texte. Je reprendrai les connexions avec la théorie du potentiel

et les processus stochastiques ailleurs. Ici, elles resteront cachées pour la plupart.
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0. INTRODUCTION.~ Depuis longtemps on a cherché des critéres élémentaires qui pourraien:
nous aider & démontrer qu'une fonction concrdte donnée est définie-positive, ou plus
généralement qu'une distribution ainsi donnde est de type positif. Dans ce domaine
il y a un résultat classique, voir [8 3 Th, 124].

THEOREME.~ Soit kX wune fonction réelle, paire et continue d'une variable rdelle,

Si k satisfait aux hypothéses

12) & est, en dehors de llorigine, une fonction convexe,

22) k(x) ‘décroit dans x ) O,

32) lim k(x) = O,

{xj—> ©
alors k esl une fonction définie-positive ; plus précisément, pour chaque 2 réelle,
r'S o 00 A
k(g):/ cosEx k(x)dx 3 0 et k(x):] cos £x k(& )ag/2n.
- V=00 -~00

Si 1'on essaie de généraliser ce théordme 3 plusieurs variables, on trouvera que
1'analogie directe est triviale. I1 faut en premier lieu renoncer & la continuité de k

au moins & l'origine. Autrement, tout marche bien. L'énoncé qui convient est

THEOREME.~ Soit k une fonction réelle, paire, continue dans C&, et localement

sommable au voisinage de l'origine. Si k satisfait aux hypotheses

12) k est une fonction sous-—harmonique dans C&,

22) la valeur moyenne de k prise sur une sphére de rayon r centrée en O est unc

fonction décroissante de r,

32) lim  k(x) =0,
1xl— 00

alors k est de type positif, c'est & dire, la distribution k(x)dx est la transformée

de Fourier d'une mesure de Radon positive & croissance lente.

(Ce dernier résultat est plus général méme en une dimension. Il s'applique, par
exemple, aux fonctions k(x) = lxl—P, 0<p<g1).
I1 est commode de formuler le résultat dlune gutre manidre, un peu plus générale

anrnTYo .
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THEOREME,- Soit k un noyeu de Frostman. Si k est pair et s'il s'annule & 1'infini.

alors la distidbution k(x)dx est de type positif.

Il faut, bien sfir, expliquer la terminologie noyau de Frostman. On rencontrera sa
signification préecise au numéro 3, ci-dessous. Un noyau de Frostman est une fonction
réelle satisfaisant aux hypothéses 12) et 22) du théordéme plus haut et ¥ une condition
supplémentaire notée (F) dans la suite. L'idée génératrice est la suivante. Au sens des
distributions on a une équation de la forme ﬁx*k(x)dx =D, ou A désigne le laplacien
ordinaire, qui est, 3 peu prés (voir théortme 1 ci-dessous) caractéristique pour les
noyaux de Frostman k. Ici D désigne une distribution d'un type spéecial que nous

ampelons laplceien généralisé. Les distributions de ce type sont bien connues ; elles

sont, vues corne opérateurs de convolution, exactement les opérateurs donnant lieu & une
bonne théorie -Ju potentiel, les générateurs infinitésimaux des semi-groupes sous-markoviens
Les la placiens généralisés méritent donc d'&tre étudiés pour leur propre compte. Mais on
paut aller plus loin. Au lieu de considérer les noyaux de Frostman, on peut passer &
1'examen des distributions K satisfaisant & une équation de convolution A * K =D

ou le laplacien A est remplacé par un laplacien généralisé A. L'énoncé précédent

reste valable pour ces distributions de Beurling (quotients, au sens de la convolution,

de deux laplaciens généralisés). Les théorémes plus haut sont des corollaires du théoréme €
du texte, un risultat concernant les transformées de Fourier de distributions de Beurling
paires s'annulant & 1ltinfini. On ne trouvera aucune référence claire dans le littérature
pour les distributions de Beurling, mais la nomenclature semble justifide & cause de
quelques remarques, orales et écrites, de A. BEURLING.

Nous considérerons aussi les transformées de Fourier des laplaciens généralisés pour

leur intérét p.opre. Ce sont les fonctions définies-négatives. L'étude de ces fonctions

est plus commods dans la pratique que 1'étude directe des laplaciens généralisés.

Par exemple, 1'idée de la démonstration des théorémes déjh mentionds est treés simple
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il est banal gu'une fonction définie-négative paire est positive j; la transformée de
Fourier d'une distribution de Beurling paire, ce qui est le quotient au sens du produit
de composition de deux laplaciens généralisés pairs, est donc le quotient de deux fometion:
définies-négativega§r§§est ainsi quelque chose de positif pourvu qu'on ait ajouté certaine.:
hypothéses pour éviter des difficultés provenant des zéros dans le dénominateur.

Dans notre étude des distributions de type positif il est commode de considérer la
classe plus générale constitude par les distributions conditionnellement de type positif.
On tombe de nouveau sur les fonctions définies-négatives par une autre voie. Une des
propriétés caractéristiques des fonctions définies-négatives 1 est que —ly(x)dx
est une distribution conditionnellement de type positif (voir théoréme 8)., Nous nous
intéressons beaucoup & la recherche des fonctions définies-négatives, et nous espérons

avoir évité la confusion habituelle entre les deux rdles joués par de telles fonctions

I1 y a six paragraphes

§ 1, Distributions conditionnellement positiveseseseeceesecscacses page 5
§ 2. Laplaciens généraliSéS.escssscescesecosvonsssssssnsassacsass M 8
§ 3. Noyaux de Frostman eeceecececcctoessocvocaccsasoncsascacaass T 12
§ 4. Distributions de Beuzrling eeececcscsseccscosaseccccsconcsase T 21
§ 5, Transformées de FoOUTLier eeecccescesvsossescsacanssecancnccsses 7 25

§ 6. Distributions conditionnellement de type positif ecececeeaes M 32
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§ 1. DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLEMENT POSITIVES.~ Soit r" 1'espace vectoriel réel &

n dimensions. On note & 1l'espace vectoriel des fonctions complexes définies sur Rn,
indéfiniment dérivables et & support compact ; on suppse & muni de la topologie de
SCHWARTZ [7]. N aésignera toujours un entier positif 0, 1, 2, ..., et on note F
1'espace des fonctions & support compact dont les dérivées jusqu'd 1llordre N sont
continues. Une distribution est un élément de l'espace dual {D', de o(D. Etant donné
PeED ot TE L' nous notons jf T 1la valeur de la forme bilindaire définissant
la dualité. Une distribution TE€ Q' est d'ordre N si elle peut s'étendre & une
fonctionnelle lindaire continue sur l'espace o‘DN. Remarquons que toute distribution
a support compact est d'ordre fini et que toute distribution s'exprime comme somme
dénombrable de distributions dont les supports sont compacts et s'éloignent indéfiniment.
Notons éD+ le cbne des fonctions positives de Q. On dit que TED est
positive si Jf T >/ 0 pour chaque f€ °@+. Une telle distribution posséde nécessaire—

ment la forme T =dp ot M est une mesure de Radon positive. Une distribution

conditionnellement positive est un élément T & D' tel que f f T ) 0 pour chaque
fe O(D+ qui s'annule au voisinage de l'origine ©, Il est évident qulune distribution
conditionnellement positive se représente hors de 1l'origine par une mesure de Radon
positive sur CO. Donc une telle distribution est d'ordre fini, et nous donnerons sa
formé générale aprés que nous aurons introduit quelques notations.

On note % 1'algdbre des fonctions indéfiniment dérivables (& support quelcongue)
définies sur R . GI\T désigne 1'idéal de % constitué par les fonctions qui s'annulent.
ainsi que leurs dérivées d'ordre <N, & l'origine. Soit f € ; alors il existe

€ O”N (£ est

un polymnone unique de degré <N, soit * tel que £ - £ Nt

N-1’ N-1
ainsi le début du développement de Taylor de f & 1l'origine). Soit {. une mesure de

Radon sur C& & support borné telle que J {x[Ndp. <o o |x| désigne une
tx1 <1

!
norme sur G. FEn ce cas il existe une distribution @ ap € % définie par



fes" ap - J J70) = g e o)

En général, si le support de | n'est pas borné, le symbole 3’ng est dépourvu de
t
sens méme s'il s'agit d'un élément de D . Pour éviter cette difficulté, on fait

intervenir une fonction auxiliaire UE telle que UN = 1. Définissons gaﬂ dw

1

par
Jeouan = |

Notons que ﬂ’ﬁ dp dépend de u mais, quelle que soit ., g’§ dpw - S’Ij dp est

ce.{f (x)-—fN_‘1 (x)u(x)} dp(x).

un opérateur de dérivation & ll'origine de degré <N, (u,ved, U 4 T Vg T 1).

Voici la forme générale des distributions conditionnellement positives.

!
PROPOSITION 1.- Pour qu'lune distribution T € & d'ordre (N soit conditionnelle-

ment positive il faut et il suffit qu'elle possede la forme suivante @

N
T=Lu+TN+ g’udp.

12) p est une mesure de Radon positive, définie sur CC, pour laquelle

J }xlN dp <o po me dépend que de T 3
Ix] <1

2¢) Tn est un opérateur de dérivation & 1'origine qui est homogéne de degré N
et ne dépend que de T ;

32) u est un élément quelcongue de 3) tel que uN1 =1 3

42) Lu est un opérateur de dérivation & l'origine, de degré <N définie par

L = u(T - T.) désignant un polyndme quelcongue de degré <N,
Pla=gJ" AR ¢ SIS

Démongtration, Il est évident qu'une distribution de la forme donnde est condition-
nellement positive. Donc, il ne reste & démontrer que la nécessité d'une telle décomposi-—
tion, T, restreinte & CO est une distribution positive. Donc il existe une mesure
de Radon positive, et une seule, ., définie sur C& telle que jf T = J fdp

co
pour chaque £ €@ dont le support ne contient pas l'origine. Puisque T est d'ordre
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(1)

N, cette égalité persiste pour chaque f€ O(DN N G'N+1 ¢« Soit x| wune norme sur

Rn, g e € une fonction identiquement unité dans x| {1 telle que \p(e) = 0,
et ged) une fonction égale 3 1 dans |x] {1 telleque ¢(6) =0, et ge @

une fonction égale & 1 dans |x] \<1. Pour 0 <o {1 posons

fo((x) = txlN\o(oi—.lx)g(x). Alors, les f

« 8Pppartiennent 3 o’DN(S) N g tandis que

N
lenrs normes, dans @ (S), sont uniformément bornées, S désignant le support de g.

I1 s'ensuit que J ;x}Ndp. R4 J f o dp = JfaT <M, une constante indépendante
o<ixt <1 N
de o o Ceci entraine f Ix{” dp < o0 Soit maintenant v wun élément de D
ixl <1 N+1
tel que iy = 1. Or, quelle que soit fE€4, ona £~ va el NG ', etdone

j(f - £7)T = joe(f - 2 V)ap = Jfg)liﬂw .

D'autre part, si u €@ et w.=1, 3’11\: dp  est bien définie. On a

N-+1 N N
Jer= fggvr+ [elo™ ap - guap)+ 10 an
ou, autrement exprimé,

N
T=L+T + 9 du

If Ty = J S v T + J(fN--fl\I_f1 v ap
et
N . N
ifL: JfN_1 v T+ Jf{g’v&p. - 9 &H}*'
On voit par 1 que L est un opérateur de dérivation & 1l'origine, de degré <N, et

TN en est un homogéne de degré N, Puisque le choix de u n'intervient pas dans

1'expression définissant TN’ cette distribution est indépendante de wu. Pour calculer

L on note d'abe»d que

N
L:T-TN— 5’udp..

(1) I1 faut provisoirement y entendre une limite convenable définissant 1l'intégrale.



Soit § un polyndme de degré <N ; alors

gguL:f u(lT - T.) - u-(pu),. .uldw.
Jt ? N CG'{? ¥ N1 } g
Or, (\i)u)N__1 = \? et la dernitre intégrale est nulle. D'autre part, j\{)u L =J P L.

On signale le fait que L dépend du choix de u en éerivant Iu au lieu de L,

§ 2. LAPLACIENC GENERALISES.- Un laplacien ordinaire est un opérateur A de dérivation

a l'origine qui est homogéne de degré 2 et pour lequel on a JgA) 0 quel que soit

le polyndme homogéne quadratique g non nul et positif partout. (I1 ne faut pas dire

"le laplacien" sans avoir spécifié une structure euclidienne pour Rn). Plus généralement,
nous appelons semi-laplacien un opérateur D de dérivation & llorigine qui est homogéne
de degré 2 et pour lequel on a Jg D )/ 0 quel que soit le polyn8me homogéne quadratique
g partout positif. Dans la théorie du potentiel, la propriété fondamentale des laplaciens
et méme des semi-laplaciens, est la suivante : si f €D est réelle et atteint son
maximum au point X, alors on a pour le produit de composition, D x f(xo) £ 0. Pour
éviter 1'intervention de produit de composition il suffit de supposer que Jf D \< 0

pour chaque f€ s Téelle, qui atteint son meximum en ©. Nous appelerons Laplacien
généralisé un élément réel -D e ‘ jouissant de cette propriété. Enregistrons trois
propriétés banales des laplaciens généralisds.

LEMME 1.~ Soit D un laplacien généralisé. On a_Nt) pour chaque polynSme homogéne

guadratique g, tel que g(x) » O si x#0, gD est une distribution conditionnelle-

ment positive : N2) jf D) O pour chague f € o@+ stannulant en ©& ; N3) J'glzl) »0

pour chaque ge ) _s'anmulant en O. Nous aurons

LEMME 2.~ Les trois propriétés N1), N2), N3) d'une distribution D sont équivalenter.

Le lemme 2 rappelle 1l!'énoncé bien connu que les trois propriétés suivantes d'une

distribution T soient équivalentes @
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P1) il existe une mesure de Radon positive \ tel que jf T= Jf(x)dp (x) ;
P2) jf T ) O pour chague f € o?)+ :
P3) jlggz’r » O pour chague ge& Do
L'analogie va plus loin. Nous avons aussi

PROPOSITION 24~ Les distributions D aysnt la propriété N)(z) sont exactement les

distributions conditionnellement positives D dlordre 2 itelles que D2 soit semi-

13,3 lacien,

Démonstration du lemme 2 et de la proposition 2. Nous prouverons, pour une distribu-

tion D, 1la chaine d'implications : N2) == N3) == N1)=—3N4) ==N2) ol, provisoire~
ment, N4) signifie que D est une distribution conditionnellement positive d'ordre 2
telle que D, soit un semi~laplacien. L'implication N2) == N3) est banale. Pour démontrex
que N3) entraine N1) supposons que E soit une fonctionnelle lindaire sur R et gque

h soit un élément quelconque de L. Alors Eh s'anmule en © ; done jlh\z EZD w0
ce qui entraine que E;ZD est une distribution positive {il s'agit ici de la propriété
P3)).\D'au‘bre part, chaque g de type spécifié est une somme de carrés de fonctionnelles
lindairese. Dire que D ait la propriété N1) est dire que gD =c¢d +dv ou ¢ est

une constante positive dépendant de g, ® désigne la distribution de Dirac, et v est

une mesure de Radon positive définie sur CO& telle que J dvy { o, I1 existe
ixi <1

alors un semi-laplacien D2 et une mesure de Radon positive ) définie sur C® et

pour laguelle J lx]zdp. { o, tels que Ig D2 =c¢c et g dp, = dv quel que
soit le polyn6me 1’1}(:II‘IO<g;ne quadratique g qui est strictement positif sauf 2 1l'origine,

I1 s'ensuit que gD = g(D2 + S’idv, Y, st ued et u, = 1. Pour conclure N1) ==N4)
il ne reste qu'd prouver le fait que si TE& O‘D' et gT =0 pour chagque g du type
spécifié alors T est un opérateur de dérivation 2 l'origine de degré <2. Or, on déduit

de lthypothe¢se que gT = 0 pour un seul g 1le fait que T est un opérateur de dériva~

(2) D'aprés le lemme 2 on n'a plus besoin de distinguer N1, N2 et N3,
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tion & 1l'origine. D'autre part, chaque polyndme homogéne quadratique est combinaison
linéaire de tels g. Donc gT = 0 quel que soit le polyndme quadratique g et il
slensuit que T est de degré (2. Ce qui reste & démontrer est 1'implication N4) = N2)
Si fe °®+ et £(0) =0 il stensuit que f1 =0 et J'f D2 ), 0 pour chaque semi-
laplacien D2. Donc, pour une D ayant la propriété N4) on a Jf D= Jf D2 + Jf ap

qui est positive quand £ est positive.

I1 est maintenant facile de donner la forme générale d'un laplacien généralisé.

’ !
PROPOSITION 3,~ Pour gu'une distribution D € )  soit un laplacien généralisé

il faut et il suffit qu'elle posséde la forme

* X
D==1o +L +D, + Pdp

12) e¢st une mesure de Radon positive définie sur CO& pour laguelle
pe

J |x‘.2d_P_ + J du { @j; p npe dépend que de D ;
ix} <1 xiy1

2¢) D‘2 est un semi-laplacien et ne dépend que de D

32) p est une constante positive ne dépendant que de D H

.
492) u est un élément réel quelconque de ) el gue u, = 1 et g’u dp désigne

la distribution définie par

Jf{PZdy., = j

ob g:f_'—-f(e');

{f(X) - £(8) ~ g(X)u(x)}dp (%)
co

*
592) Lu est un opérateur de dérivation & l'origine qui est réel et homogéne de degré 1.

NOTE, Si en outre D est peire, alors la forme générale est réduite 3
D=-p0 + D? + S’1dp_ et 1'intervention ennuyeuse d'une fonction arbitraire, wu, dis-
parait.

La proposition 3, qui n'est autre gue le théoréme de représentation des générateurs

infinitésimaux des semi-groupes sous-markoviens (processus stables) de Paul Lévy 5 ,[-_ch.VII_;:
§ 62].
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ne donne pas un critére trés commode pour déterminer si une distribution est un laplacien
généralisé ou non. A cette fin, nous donnerons une autre version de la caractérisation
des laplaciens généralisés. Auparavant nous avons besoin de la notion de suite unitaire,

cltest
ainsi définie : une suite {u}e °@+ (on supprime l'indice séquentiel) telle que

u(x) §ul®) =1 pour chaque u tandis que lim u(x) =1 uniformément sur tout compact.
u
Nous dirons que la suite unitaire {u} est dordre N si Uy = 1 pour chague u et

u(x) —3 1 sur tout compact dans la topologie de O‘DN.

]
PROPOSITION 4.- Pour gqu'une distribution réelle DE soit un laplacien généralisé

il faut et il suffit que

1¢) D soit conditionnellement positive ;

20) D soit d'ordre £2 et D, soit un semi~laplacien ;

2

32) il existe une suite unitaire {u} telle que JuD\< Ju D2 pour chaque u.

Démonstration des propositions 3 et 4. Encore une fois nous employons une chaine

d'implications A=2B =2C = A ol A désigne l'hypothése que D soit un laplacien
généralisé, B signifie que D ait la forme donnée par la proposition 3, et C signifie
que D satisfasse aux trois conditions de la proposition 4. Il s'agit toujours d'une dis-
tribution réelle D. Du lemme 1 et des propositions 1 et 2 on déduit que chague laplacie:
généralisé D posséde la forme

D=1In+D, + 3’3 dpe
ofx Lu est un opérateur de dérivation & l'origine de degré <2, D2 est un semi-laplacien,
et p est une mesure positive sur CO& telle que j | lxlzdp. { e Pour déduire
A == B i} reste & faire usage de propriétés de lapla,c‘:i{e!eni1 généralisés qui ne sont pas
incluses dans le lemme 1, Donnons-nous un voisinagé U de l'origine et une ve dont
le support est contenu dans U et telle que v(x) L v(8) =1, Soit fed une fonetion

réelle quelconque stannulant dens U. Soit m le maximum de f. Alors mv + f

atteint son maximum en 6., Donc O ), j(mv + £)D = mjv D+ jf dr s I1 s'ensuit que
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“n dp ¢ —Jv D. Nous savons maintenant que I(1 - u)dp est finie si ved et
u1CE- 1+ Donc la représexﬂ;a.‘bion de D donnée ci-dessus peut se transformer en la forme
exigée par B sauf que 1l'on ne sait pas encore que p » 0. Or, prenons pour {w} une
suite unitaire d'ordre 2. Alors Jw L1'1 = 0, ‘Iw D2 =0, et wa]’z dp —> O, Donc
Jw De— ~p mais ‘Jw D 0 pour chaque w parce qui les w atteignent leurs maxima
en & On a démontré A = B. Que B ==C est banal, on le voit en prenant pour {u}
une suite unitaire d'ordre 2. Prouver C == A c¢'est prouver que Jf DO si fe& 9,
2(x) { £(¢), et D satisfait les conditions 12), 22), 32) de la proposition 4. Des
conditions 12) et 22) on déduit D = L +D, + 9121 dp o Puisque f atteint son maximum
en ©, f1 = f(9) et on a

Jf D=-p 2(8) + Jf D, +-J [z - 2(e)u]ap
ol p= J u(D2 - D), voir 42) de la proposition 1. Ces formules sont valables quelle
que soit ue P telle qus u, = 1+ Prenons donc pour {u} une suite unitaire dont
1l'existence est assurée par la condition 32), On a ~pf(€) { O parce que p =Ju(D2-D) PR
ot J(e) % 0, jf D, O évidemnent, et enfin 1imj [£ - 2(0)u]ap (0. Ainsi
jf D {0 et 1'implication C =4 est d.émontrée.u

NOTE. Cn peut affaiblir la condition 32) de la proposition 4 en la remplacant par

i j u(D,-D) ), 0.

§ 3. NOYAUX DE FROSTMAN. Dans ce numéro on suppose 1'espace R" muni d'une structure

euclidienne. On note |x| la norme qui y est associde et /A 1le laplacien correspondant.
Nous nous posons le probléme suivant : déterminer les distributions réelles K& <@'
telle que l'on' ait

AxK=D
ot D est un laplacien généralisé.

I1 faut remarquer dds le début que 1'équation A x K =D a une solution quelle que
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soit la distribution D donnée. On connait bien 1ll'existence d'une solution élémentaire E,
satisfaisant A% E = = b s qui posseéde la forme

E= p(ix|)dx,

2-n log(1/r) si n = 2)

P(r) =cr (= c,
o1 c, = -1/2, c, = (2 )r)—1, ¢, >0 si n) 2, En principe la comnaissance de la
solution élémentaire nous permet de résoudre 1l'équation A x K =D en posant K =-D x B,
Cependant, on peut aller frés loin sans aucune connaissance de la solution élémentaire.
Pour commencer, il nous faut plusieurs notions. Soit U un ouvert de R". On dit

qu'une fonction k, définie sur U & valeurs dans [— w, + oo[, est sous-~harmonique

si elle est semi-continue supérieurement et localement sommable dans U et si pour chaque
x €U il existe €> 0 tel que k(x) W, * k(x) quel que soit r, 0 <r<¢ e,

ol wr désigne la distribution qui assigne 3 une fonetion sa valeur moyenne sur la sphire
de rayon r centrée & 1l'origine. Nous appelons gquasi-décroissante une fonction de Baire k
définie dans CO +telle que i(r) = jk W, est une fonction déeroissante de e] 0, oo[ .
Introduisons une

DEFINITION,~- Un noyau de Frostman est une fonction réelle définie dans CO gui est

sous~harmonique et quasi~décroissante et qui remplit la condition (F).

Qu'est-ce que c'est la condition (F) ?

Elle est une condition sur les fonctions k définies dans CO et sommable sur tout
conpact de C& qui, dans le cas n =1, équivaut & 1l'hypothése que k soit localement
sommable & l'origine ; mais qui, si n)1, est une hypothése moins forte. La condition
(F) s'exprime en trois parties dont les deux premidres sont

F1) j |K(x)]ax ¢ oo,
Ixi g1

F2) au voisinage de l'origine k = k1 + k2 ol k1 est sommable et k,(x) = S‘(lx\—n),
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Or, si k satisfait & F1) et si j |x| |k(x)] dx < o (condition beaucoup plus
tx1 1

faible que F2)) on peut définir une distribution VP k(x)dx en posant, pour £ & Q)

VPJf(x)k(x)dx = lim J f{x)k(x)dx
g—>0 YIX|>E

= £(9) X [2(x) - 2(0)) k(x)ax + j £(x)k(x)dx.
x| 1 1x) 1 x>

Remarquons que VP k(x)dx n'est une distribution d'ordre O que si k est localement

K(x)dx + j

sommable & l'origine, et en cette circonstance le symbole VP est inutile. La troisiéme
pertie de la condition (F) est F3) A % VP k(x)dx est une distribution d'ordre (2.

La condition F3) n'est pas une conséquence des hypothéses précédentes. On voudrait
la remplacer par quelque chose de plus effectif mais cela semble tres difficile. La condi-
tion (F) elle-~mdme est un tout petit peu plus forte que

(P*) Etant donné k localement sommable sur C@, la distribution k(x)dx € {)'(Co)
pent stétendre & un élément de o@{)'(Rn), dont le laplacien est une distribution d'ordre \<2.~

Si n > 1, alors il existe des fonctions harmoniques dans CC& dont les valeurs
moyennes sur ies sphéres centrées & 1l'origine sont nulles qui remplissent la condition
(P*) mais ne satisfont pas & F2). Les voici. Soit g un polyndme homogéne quadratique
de trace zéro, c'esf/a dire A x g =0, et soit c]'1 la constante telle que n/cI‘l est
1'aire de la sphére unité. Alors, la distribution

' -2
VP c! g(x) |x|

est une transformation de Hilbert (voir [ :[ ), d'un type qui n'existe pas en une dimension.
son laplacien est llopérateur de dérivation & 1'origine =g(9 /D x) comme on voit sans

trop de difficulté.

Nous sommes préts & énoncer un résultat important.
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THEOREME 1.~ Pour qu'une distribuition réelle K€ e(D‘ satisfasse une équation

AxX=D ou D est un laplacien généralisé, il feut et il suffit Qu‘elle possede la

forme _ £
K= xé +c£lVPg(x)lx| T4 ax + VP k(x)dx

12) % est une constante positive,

2¢) g est un polvndéme homogiéne quadratique de trace zéro tel que X Ixtz » g{x)
partout,

32) k est un noyau de Frostman.

Démonstration. Les solutions de 1!'équation homogine A x K =0 sont toutes de

la forme X = h(x)dx od h est une fonction harmonique partout. Une telle h peut
stabsorber dans un noyau-de Frostman. Tout semi-laplacien apparait cemme laplacien de
RS + 01’1 vP g(x)lxlmnuzdx avee % et g convenablement choisis et satisfaisant
12) et 22). De plus, on ne peut pas entremdler une distribution de cette forme avec
une de la forme VP k(x)dx ol k remplit la condition ¥2), Donc, pour établir le théoreuc
il reste & prouver (I) : si k est un noyeu de Frostman alors A % VP Xx(x)dx =D ol D
gst un laplacien généralisé avec D2 =0, et (II) s si A% E=Dal D est comme
ci-dessus alors K = VP k(x)dx ot k est un noyau de Frostman, Or {I) suit immédiatement
de la proposition 4. 'Il faut prouver que A yx VP k(x)dx rempiit les trois hypothdses
i2), 22), 3¢) de cette proposition. Evidemment la supposition que k scit sous-harmonique
dans €3 entraine 12) et la supposition qu'il satisfasse & (F*) entraine 22). De plus,
il résulte de la condition F2) que (A % VP k(x)dx) 5= 0, Montrons maintenant l'existencs
dtuse suite unitaire {u} telle que VP f (A« u(:;)] k{x)dx £ 0. Nous choisissons les u
d'une forme spéciale bien adapté & notre but. Supposons que u(x) ne dépend que de x|
et qu'il existe des nombres O <afu) {c(uj ¢ b(u) tels que

u{x) =1 dans |xi £ & u(x) =0 dans Ix]) b

Asu(x) {0 dans x| {er D u(x) ) 0 dens |x| Y ©o
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On & alors

VP J[[_\* u(x)} k(x)ax = J[A* u(x)]K(|x|)ax =

-4

(A*u)f:'dx+j (A% u)k ax
c Lixt b

\L\le\(c
\<f£(c)J A*udx+§(c)S
a (x| (e c\<|xl\<b

A
car k est décroissante. Il est facile de construire des u convenables ; par exemple,

A*udx:ﬁ(c) XA*udx:O

dans le cas n > 2 on poée

Ixi

u(x) =1 + (n—-2)‘1j [rZ—n - |x12‘n]w(r)dr

oﬁb w est nulle en dehl(:rs de ]a ) b[? wir) {0 si rgc et w(r)) O sinon,
j w(r)dr = 0, et Jv w(r)rz-ndr =2 -n,
2 : a

On peut essayer de démontrer (II) au moyen de la proposition 4 également, mais on
rencontrera quelques difficultés, et, d'ailleurs, nous voudrons des informations plus
détaillées. Donc, nous basons la démonstration de (II) sur la proposition 3. D'abord nous
ezaminons le comportement de k et puis celui de k - k. Enfin, nous résoudrons 1'équation
Ax K =D,

I1 y a une simplification importante pour les fonctions k(x) ne dépendant que de |x|
En ce cas la condition (F¥) équivaut & J |k(x}ldx < oo parce que, pour étudier
la distribution VP k{x)dx, on peut se borllnzl‘ <a:1x fonetions testsqui sont fonctions de la
distance et, alors, chaque fonction continue de |x| est localement le laplacien d'une
fonction appartenant a O‘DZ , ce qui n'est pas vrai en général pour les fonctions continues

arbitraires si n » 1, Donc le théoréme 1 est facile & démontrer moyennant la proposition

4 lorsqu'il s'agit des distributions K invariantes par rotation.

THEOREME 2.~ Supposons que k(x) ne dépend que de |x}. Pour que k soit un noyau

de Frostman il faut et il suffit que, en outre, k soit localement sommable,

k(x) =F [Pn(lxi)‘l ot F est une fonction convexe croissante définie sur le contredomaine

2-
de p» gelle-ci étent le fonction définie sur ]0 , oo[ par Pn(r) =cr ", c >0

ny 2, pylr)=+(1/2x)1log(1/r), pilr) = —(1/2):),

b

S
—

(3) C'est FROSTMAN qui a signalé le réle joué par les fonctions convexes croissantes de p
En reconnaissance de ses idées nous introduisons 1l'appelation "noyau de Frostman" (Voir
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THEOREME 2 bis.~- Les laplaciens généralisés invariants par rotation possédent tous

la forme

D=-pb + %A + & ap

ou p et u sont des constantes positives et i est une mesure de Radon positive,

définie sur CO, invariante par rotation, telle gue

m(r):p,{x:]xl)r}(oo pour r 3 0 et
1
J m{r)r dr <r
o

Alors, la solution générale de l'éguation Ax K =D est

K= K& +k(x)dx ou

v o ]
k(x) = cn(n-2) J [-m(r) + er Par + h(x),
S dix{

Ixi
h étant une fonction harmonique quelconque. (Il faut changer 1'intégrale en -1/ (ZK)j
x| 1
si n=2 et en —(1/2)\{ si n=1 ob c est une constante positive).
c

Il est évident que le théordme 2 bis est plus précis que le théoreme 2 et qu'il
1l'entraine, compte tenu du théoréme 1. Cependant le théordme 1 a un caractére plus élémen-
taire j; rien d'autre que la définition de noyau de Frostman n'y intervient.

Démonstration du théordme 2. Pour k(x) = k(ix|) la condition (F) veut dire que k

est localement sommable. Que k soit sous-harmonique équivaut & dl';(r)/dp (r) croissante
Or, dire que k est quasi-décroissante est tout logiquement dire que g(r) soit une
fonetion de r. Puisque p est une fonction sitrictement décroissante de r, pour que
k soit quasi-décroissante il faut et il suffit que k slexprime sous la forme

i(r) = F [_P(r)__l ou F est croissante, Donc dl';(r)/dp (r) = F? I__P (r)] ol F!' désigne
la dérivée de F, Comme nous avons vu, k est sous-harmonique si et seulement si F!
croit, ctest & dire que F est convexe.

Démor.stration du théoréme 2 bis. La forme générale des laplaciens généralisés ne

dépendant que de la distance se déduit immédiatement de la proposition 3. Selen le théoréme

1 {la partie déjh prouvée), les distributions possédant la forme K = ’e + k(x)ax,
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ot k est un noyau deé Frostman, satisfont & une équation A x K =D. Donc, pour démon-
trer le théoréme 2 bis, il ne reste essentiellement qu'a trouver une solution particuliére

de 1l'équation 1
Ax k(x)dx = & dp.

o
Or, 3’1 dp = J‘ (cor - 8)[—-dm(r)] et les solutions de 1l'équation
)

A% kr(x)dx = w, - b

sont bien connues. A une fonction harmonique prés, elles sont définies par

k (x) = plxl) - p(r) si ixy (e
= 0 sinon.
s
On a kix) = J kr(x)[-dm(r)] , d'ol résultent les formules énoncées aprés une intégration
[s] .
par parties.
Soit D wun laplacien généralisé tel que D2 = 0, Pour achever la démonstration
du théor¥ir 1 il faut étudier la sclution générale de A x K =D. Il convient dtécrire
D=~pd +L + 3’1d,,u + '572 ap"
ol p> 0, L estune dérivation & l'origine, ' est une mesure positive de masse tota-~
le finie dont le suppert est disjoint de 1'origine, et " est une mesure positive
portée par un voisinage compact de l'origine, avec j;x[zdp" (x) ¢ . Cette décomposi-

tion suit immédiatement de la proposition 3. La solution générale se présente sous la

forme
K = pP(x)dx + (& x)lxk-ndx + k' (x)dx + VP k"(x)dx + h(x)dx

ol € est une fonctionnelle linéaire, (Ex)(xl—n = =L % p(x), h est uné fonction
harmonigx=, k! est le potentiel du dipSle diffus 3’1dp' =dp! -m'd oh m' est
la,.ma,sse totale de p', et VPK"(x)ix =~ E *S’dex". I1 est évident que toute les
fonctions se comportent bien au voisinage de 1l'origine sauf, peut 8tre k". Sa forme

explicite est
k"(x) = J {p(le) -p (lx=y1) - P’(lxl)(x.y)lx2_1}d w" (y)

‘ol p' est la dérivée de p et x.y désigne le preduit intérieur des vecteurs x et
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¥+ On pose k" = k_’" + kg ol

k"l'(x) = J w(x,y)d u"(y), kg(x) = J‘ w(x,y)apn(y),
11 < 21yl X1 2131

w désignant la quantité intégrée par dp" dans l'expression pour k". Remarquons deux
faitse Si %> 0 alors w(tx ,ty) = tz-nw(x,y), et si |x|} 2iyl alors

{wix,y)| XY a.n§xl—n[yt2, a étant une constante. Donec

j[k?(x)i dx ” fw(x,y)|ax @ pr(y)
x| <21y}

it

ﬁ \w(z,y/151)| dz Iy12 dp"(y)
jz| <2

b lerz dp"(y) (oo

ou b = j [w(z,y/[y[)‘dz, une constante finie. D'ailleurs
lzl <2

k" (x)] axkl’nj wifapt(y) = o(1xI™),
el Lyl <ix1/2

lorsque x —= O. (D'autre part, kg(x) =o(1x|"7) lorsque X — 00).
Or, la solution K possdde la forme K = VP k(x)dx ou k remplit la condition (F).
I1 est évideut que k est sous-harmonique dans C®, et il suit du théoreme 2 bis que
k est quasi—décroissaﬁten Le théoréme 1 est ainsi démontré.

Nous voulons étudier également le comportement d'un noyau de Frostman & 1'infipi.

Comme nous venons de voir, pour x grand, k"(x) = kg(x) = G(lx!-n). Donc, & 1'infini

: 1-n
k(x) =pp(x]) + 6{ix|") + k'(x) + h(x).
La fonction k' n'est pas, en général, finie partout. On évite cette difficulté par
passage & vae moyenne convanable. Soit . la distribution qui assigne & une fonction

sa valeur moyenne sur la boule de rayon r centrée & ll'origine, On a

LEMME 3, k'=ki+ k) ol k; <0, ké(x) = O(lez_n), et pour chaque r % O,

o, * k{(x) =0(p(ix])) + 6(1) p(r) 2lorsque x —yoo. Dlailleurs, dans le cas n =1,

k' (0 et Kk'(x) = o(Ixl).
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Démonstration. (On écrira k au lieu de k'). Supposons d'abord n)2. Alors

on peu. noser k(x)ix = -E % (dp -m 8) d'ou on trouve la formule

k(x) = f{P(!Xl) - P(lX-yl)}d}L(y)-

Comme dans la démonstration du théoréme 2 bis on en déduit

k(1x)) = (1x1) = p(yDidw (y).
J\\x|<|yl{P' F } *
Donc on a

k(x) - K(x]) = j{inf [px1), plyD] - plx-yDlap(y).
Cetle dernidre formule est valable quel que soit n. On partage l'intégrale en deux
parties, S (x) étendue sur la région ol |x~y| { |x1/2 et gz(x), 1'intégrale sur le
. . 1-n, ;
cemplément. Si ]x—yl b3 |x{/2, alors llnf [P(ixl), P(IY})] - P(lx—yi) \<8~]’1\x| nlnf(]xl,-b:}

ol ar‘l est une constante. Il s'ensuit que gz(x) = G’(lxlz—n)

+ D'autre part, g, (x)go
parce que p est une fonction décroissante. De plus, il est facile de voir que

o, P(z) = p(izl) si. jz]l > r et o, * P(z) < P(r) toujours. Donc, pour Ix|} T,

7, % gy | fine [p(1x1), p (1)) = pap &)

|-yl y1x1/2
= 6(p (1xD) + 8(1) p (x).
I1 résulte du théoréme 2 bis que E(x) =@ (lx!z—n) si n)y2 et k(x) =0,

g(x): G’(p(!xl)) sinon. On pose k‘l = g, k2=E+g2 si n) 2, tandis que x

s'absorbe dans k1 si n £ 2. Dans le cas n = 1, on peut trouver une expression

trés simple pour k. I1 s'agit de remplacer la mesure p par la fonction croissante
correspondante, également notée , avec la normalisation —p(~0) = p(+o0) = m/2 .

Alors oun-a

X
K(x) = j

0

Le dernier énoncé du lemme s'en déduit immédiatement.

{}L(y) - (m/2)sgn y}dy.

Nous voudrions en tirer la conclusion suivante.

PROPOSITION 6.~ Soit k un novau de Frostman. Il existe une fonction harmonique h

telle que, pour chaque £ eg)+, si l'on pose
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gx) = [{i(ey)-nlzy)}2(y)ay,
alors g(x) = G(P (Ix]) et Tim g(x) 0.
X — 0
On appelera réduit un noyau de Frostman pour lequel cette proposition est valable

avec h = 0.

§ 4., DISTRIEUTIONS DE BEURLING.- Nous venons d'étudier 1'équation A % K =D dans le cas

o0 A= A est un laplacien ordinaire. Ici on généralise cette étude en supposant seule-
ment que A soit un laplacien généralisé non—trivial, Disons qu'une distribution K& OT)’
est réduitesi elle est réelle et 1im K x £(x) {0 pour chaque £ e°‘0+. Nous

distribution de Beurling toute distribution réduite K satis-

appelons provisoirement
faisant & une équation non-~triviale

A%*xK=0D
ou A et D sont des laplaciens généralisés. Quand le support de A est compact ce
produit de composition est bien défini d'une manidre non ambigue. Mais méme si le support
de A n'es pas compact, Jg A a un sens clair si ge ‘ﬁ est réelle et x@;mg(x) <
Nous pouvons donc toujours interpréter 1!'éguation ci-dessus comme voulant dire
J(K x DA = Jf D  pour chaque f € c®+, & désignant la distribution A (x) = &(-x).

D'une fagon pas tout & fait préecise, les distributions de Beurling sont essentiellemer.

tous les noyaux~distributions.convenables & une théorie du potentiel. Nous ne considérons
pas ce sujet ici sauf & indiquer quelques idées fondamentales.

Le r8le de la constante p dans la représentation des laplaciens généralisés donnée
par la proposition 3 mérite attention. Nous l'appelons poids de D.

LEMME 4.~ Soit D un laplacien généralisé de poids O et U un ouvert borné. Si

g est une fonetion réelle deux fois continfiment dérivable telle que D x g >/ 0 dans U,

alors il existe y € CU tel que, pour chaque x €U, ona g(x) g gly).

(4) L'hypothese que K soit réduite élimine certains cas intéressants. Malheureusement,
il faudrait beaucoup compliquer 1'exposition pour éviter une telle restriction.
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REMARQUE. Dans le cas classique o D est un laplacien ordinaire (plus généralement
D= D2 + L, D2 étant un semi-laplacien et L un epérateur de dérivation d'ordre 1)
on ¢_astate qu'un y convenable se trouve dans la frontidre de U, ce que est faux en
général. Quand méme, le lemme affirme qu'une fonction sous-harmonique partout (par rappor?

4 D) ae peut pas atteindre un maximum strict.

Dénonstration. Soit V l'ensemble, éventuellement vide, ou g atteint son maximum.

Si P est la mesure associée & D, alors en chague x €V on a
J.[g(x—y) - g(x)]dp«(y) £ O¢ Donc, si Dx g} 0 dans V il s'ensuit que V-~ S CV
(différence vectorielle d'ensembles) ol Sy est le support de . Une telle inclusion
n'est possible pour un compact V que si SKC {0}, ce qui entraine W= 0. Or,
supposons 1'énoncé du lemme faux. Alors V CU, dl'od il résulte que p=0 et enfin
que D est de la forme D = Dé + L. Donc nous sommes ramenés au cas classique.
Mainvenant on arrive rapidement au ;
THEOREME 3, Soit K wune distribution de Beurling. Si f & {D+ et Kx 2P (1

sur le support de f alors K % f gt Ba.rtout(S).

Démonstration. L'hypotheése suppose qu'il existe des laplaciens généralisés A et D
tels (iue pour chaque feo©+, A#g=Dx%xf ou g=K=#=f, Soit U={x : g{x) > T}.
Alors A% g=Dx f ) O en dehors du support de f, en'particulier sur U, Drailleurs
U  est un ouvert borné. Donc, si A a pour poids O, le lemme 4 s'applique & A, g, U ;
et il en résulte que U est vide. D'autre part, si A a un poids positif, A x g est
stric‘ﬁement négative en chaque point ot g atteint un maximum strict qui est strictement
positif ; alors U est encore vide.

Le théoréme 3 dit que les distributions de Beurling satisfont le¢ principe du
maximum. D'aprés des travaux non publiés de MM. Beurling et Deny, on sait que dans le cas

n=1 tsus les noyaux~distributions satisfaisant & un principe du maximum convenablement

(5) Ceci généralise, dans le cas de noyaux de convolution, un résultat de Beurling et Deny
(ef. 3).
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formulé et & une condition additionnelle de régularité sont des distributions de Beurling
et il est raisonnable d'escompter le méme résultat pour n ) 1. Naturellement, le princi-
pe dn maximum cité ci-~dessus est trop faible ; d'autre part, il ne faut pas insister sur
les distﬁ‘ibutions réduites. 8Si K est une distribution de Beurling satisfaisant &
AxK=D ou A**! =0 alors, pour chagque ¢ ) O, Kc =K 4+ ¢ dx satisfait A*KO=D»,.
Cependan®, si Kc n'est pas réduite elle peut ne pas satisfaire le principe du maximum.

EXEMPLE, n = 1, On pose A= ®" + ', §' étant la dérivée, §" la dérivée secou

de de & . Soit h(x) = —exp(-x). K = h(x)dx est une distribution de Beurling car

AxK=0 et Kxf (0O pour chaque fegD'ﬁ, Quant & K on g

17

Kxf(x) ¢ lim K« f(y)=|%f(y)dy >0
y — +00 J

pour chaque f & £+. Done K satisfait trivialement le principe du maximum tandis que
K‘l ne la satisfait pas.

Supposons A fixé. On peut, plus ou moins, caractériser les distributions de Beurling
par rapport & A moyennant la proposi‘bﬁn 4, Un analogue éu théordme 1 en résultera. Un
peu plus tard, nous donnerons quelques exemples, mais le cas de A général contient des

difficultés profondes. Elles se ramenent & la recherche des solutions élémentaires, les

E satisfuisant 3

AxE=-~ 5.
On sait {voir au n? 5) que, si A a un poids positif p, on peut prendre E =dn
ot . est une mesure de Radon positive de masse totale p-1. Dlailleurs si les seules
solutions bornées g e de A x g=0 sont des constantes et si n y 2, alors il est
certain qu'une solution élémentaire réduite existe. Au contraire, si n 2, méme si
1'on suppose A & support compact, ce qui évite des difficultés de technique, il est

(6)

1
vraisemblable qulaucune E € D  satisfaisant & A % E = - ® n'existe en général.
Aprés le cas A =D, dans lequel les distributions de Beurling correspondantes sont

celles données par le théordme 1 avec pour k un noyau de Frostman réduit, le cas le

(6) 11 est certain qu'aucune solution tempérée n'existe.
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plus naturel est celui de
4= &a—&’ afO0 ol Ba(x)'=6(x-—a).

Une solution élémentaire est évidemment donnée par

0

E =-J§ 6_3,3.
Ce choix de A ne donne pas lieu aux distributions de Beurling trés intéressantes. Il faus
ou bien prendre des combinaisons linéaires avec les a différents ou bien passer aux cas
limites,

Nous considérons maintenant certains exemples, et entre autres ceux considérés par
CHOQUET [2]. Nous nous bornons & une dimension et aux distributions de Beurling de la
forme ¥ = k(x)dx, k étant localement sommable partout. Il s'agit d'appliquer la
" proposition 4 3 A x k(x)dx et de vérifier que k(x)dx est réduite. La condition 12)
de la proposition 4 se traduit en "k soit sous-harmonique dans C& par rapport a A"
et le condition 32) en "k soit duasi—décroissa.nte par rapport a A",

EXEMPLE 1o~ A= & [2, p. 6, ex. 22],

k(x)dx sera une distribution de Beurling par rapport & A si et seulement si k

croit(ﬂ sur _—[—oo, 0[ et JO y of et k(-o0) { k(+w) £O. Que k soit sous-harmoni-
que dans CO& par rapport & A équivaut au fait qulelle y croisse. La quasi-décroissance
équivaut k(- )  k(+o0), et il faut que k(+o0) £ O pour que k(x)dx soit réduite.
Remarquons que si k est croissante et convexe sur ]—oo ’ 0[, k(-c0) <0, et k(x) =0
pour x ) O, alors k est & la fois un noysu de Frostman réduit et un noyau pour une
distribution de Beurling par rapport 3 3*.'

EXEMPLE 2.~ A= " -2 d' [2, P 6 ox. 1],

On pose k(x) = gl:exp(ax)]. Pour que k(x)dx soit une distribution de Beurling il faut

et 31 suffit que g soit convexe croissante sur }:0 ’ 1!_ et convexe décroissante

sur 1, oo| tandis que g(0) £ 0, g(+0) (O,
’ N

(7) Plus exaetement, k est égale presque partout & une fonction croissante sur ces inter-
valles. Désormais nous ne ferons plus attention aux banalités pareilles. k{o) veut
dire x_1__i,’x(r)10k(x), etc., (valeurs + © y comprises).
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il

EXEMPLE 3.~ A= 8"+ @ =0 [2, p. 7].

il

Rappelons que 2(1)& 69, + b-a' I1 est trop compliqué de donner les conditions nécessai-
res et suffisahtes pour que k(x)dx soit une distribution de Beurling par rapport & A.
Néanmoins, on voit facilement que des k existent qui sont paires et nulles hors d'un
intesvalle fini sans &bre ni convexes, ni décroissantes, ni positives partout.

EXSMPLE 4~ A=dp - md y B une mesure positive & support compact de fnasse
totale m. Pour que k(x)dx soit une distribution de Beurling par rapport & A avec
k continue il faut que k(x) { O partout. Raisonnement ¢ A x k est une fonction conti-
nue positive hors de 1l'origine, donc positive partout. Supposons k strictement positive
en un point, Alors il existerait une f & SD+ telle que k % £ = g soit strictement
positive en au moins un point. D'autre part, lim  g(x) L0 car k est réduite.

X —

Ceci entraine que g ait un maximum strict en contradiction avec le lemme 4 et le fait

que 4% g=(A%k)*f) 0 partout.

§ 5. TRANSFORMEES DE FOURIER.~ On note *J 1'anneau des fonctions complexes définies

!
sur R° indéfiniment dérivables & décroissance rapide. Son espace dual I s Se compose
des distributions tempérées, Voir [7, Ch. VII], Etent dommé f£€ , nous définissons
sa transformée de Fourier par

() = j e(Ex)(x)dx

x

ot e(u) = exp(iu). Il s'ensuit que f&3F sur 1lespace vectoriel dual de Rn, et on a

la formule d!'inversion

26) = [B(gxe(g)ag/n)™
t ) PN
Soit T€ ¥  une distribution tempérée ; on définie sa transformée de Fourier, T,

selon la formule

A A n
JEEHOE jf< £)T(E)/(2n)"
- t
T appartient également 3 Z'? « Remarquons que si f€Y¥ , alors la transformée de

Fouries de la distribution f(x)dx est f(-E)ak.
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]
Etant donné f,ge f et TE J , on a les produits de composition £ x ge& Y

t
et g«T€d , 2 savoir

]

£ % g(x) Jf(x—y)g(y)dy
Jf(g « T) j(f * g)T,

ou g (x) = g(=x), Les transformées de Pourier de f x g et g % T sont, respective-

il

" A A
—

~ ’

ment, £ g et g T. Certaines distributions S & S , en particulier celles & support
compict, donnent lieu & des opérateurs de convolution sur h ; clest & dire qu'on a

] - t
Sxf&ef et SxTE o quelles que soient f & ‘gf et TE Y . (Les éléments

. v
Sx2e¥ et £x8€Y sont 1lids par (S % £)(x)ax = £ % S). Une telle S est
caractérisée par le fait que S = (P( S)dg ol P est une fonction indéfiniment dérive-
ble & croissance lente, autrement dit, il existe M +tel que LP( ) = 6| ?)  lorsque
E .3 . La transformée de Fourier de la fonction 8 % f est la fonction K{)-f;

celle de la distribution S ¥ T est la distribution nPT. On peut calculer la fonction

&P directement par
¢(%) = jaex)s(x),
formule qui est valable pour chaque distribution S = 8! + 8" ou S' est une dérivée
d'une mesure de Radon & masse totale finie et S" & support compact.
Le théordme de Bochner, [1 ; Satz 23], constate que la transformation de Fourier
établit une correspondance biunivoque entre les mesures de Radon positive de masse totale

finie at les fonctions définies-~positives. Nous (8) appelons définie—positive une fonction

continue ¢ définie sur R° qui satisfait & la condition :
: &P(xi - xj)cicj %0
quelles que soient les suites finies de points Xyp weey X ER" et de constantes comple~
: *
XeS Cuy eeey Cpo Pour wune telle fonction on a toujours @ = ¢ et kp(er) » O

PP . . . oot n
Nous appelons définie-négative une fonction continue 3 définie sur R, en outre

*
Y=Y et W(O) )0, qui satisfait & la condition

(8) Sonvent on n'insiste pas sur la continuité, mais les fonctions de type positif
non continues ne jouent aucun réle ni dans la théorie de la transformetion de
Fourier sur R ni dens la théorie des distributions.
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3 \ (xi - xj)cic:j £0
quelles que soient la suite finie de points Kyyp oo X € B® et la suite finie de
nony ves complexes Cqy oo C tels que Z Oj = 0. Les fonctions <y =c¢ -
ol P est définie~positive et ¢ ) (&) est une constante sont des exemples de
fonctions définies-négatives. (En fait, chague fonction définie-négative est la limite,
uniforme sur chaque compact, d'une suite de telles fonctions, mais cela ne nous intéresse
pas ici). Les fonctions définies~positives sont forcément bornées, |L{J(x){ £9 (0.

Pour les fonctions négatives—définies le résultat analogue est

STPME 5.~ 81y est une fonction définie-négative alors l\p(x—y)l% £ I‘Lp(x)l% +

: 1
l'\{}(y)]? quels que soient x,y €R .

Démonstration. On peut supposer \y(&) =0, ce qui est le cas pire. Posons

¢ (x,y) = Y(x) +Y(y) - Y(x=y). On voit aisément que Yy est définie-négative si
et tzulement si @ est définie positive, -

Z: ‘-P(xi,xj )ci-c—j >/ 0

— ii suffit d'ajouter X, = o, C, == €4 meeom € BUX suites tests. On aura donc

1 1
L (x,x) | < ]kp(x,x)}z 19 (y,y)|?s Aprés un petit calcul cette dernidre inégalité se

transforme en la désirée.
Nous pouvons maintenant prouver un résultat important.

THEOREME 4.~ Il v a une correspondance biunivoque entre les laplaciens généralisés

ol ]3:—\p(§)d‘§.

D et les fonctions définies~négatives Y donnée par D¢ Y

Démonstration. D'aprés la proposition 3, il est facile de voir que la fonction Y

définie par y(§) = -J e(Ex)D, D é&tant un laplacien généralisé, est définie~négative.
Evidemment D = ~y(glag.

11 nous faut un raisonnement plus long pour démonirer la réciprogue. Donnons—nous une
fonction définie-négative Ve« La forme continue de 1'inégalité fondamentale définissant

telles fonctions est



. 28 .
[pCs -mecerEIasay o
pour ciaque f &€ telle que (f( E)dg = 0. Dlailleurs, il suit du lemme 5,que vy
d
est & croissance lente, et donc -Y(E)dE est une distribution tempérée, ce qui nous
permy:; de remplacer la classe ) par 5’ partout. Soit D 1la transformée de Fourier

de —\P(E)dg. Si ge ¥ NS, alors

- 2 R 2\n

jg(gmg =0 et jlga D=-Jg(g)g(m)w(g-q)d%dr\/(w .
Cette dernidre intégrale est donc positive ; autrement dit, D possdde la propriété XN),
ce qui entraine, selon la proposition 2, que D est une distribution conditionnellement

positive d'ordre 2 +telle que D2 soit un semi-leplacien. D'aprés la propesition 4,

il ne reste qu'd montrer l'existence d'une suite unitaire {u} e Y telle que
Tim Ju(D2-D) % 0. Prenons pour {G} une suite d'éléments pairs et positifs de D
dont les supports parcourent une base des voisinages de l'origine et tels que

SG( £lag/(2x Y =1, On note u la fonction dont la transformée de Fourier est .

"

La transformée de Fourier de D‘2 a la forme D2 = - g( E )dg ol g est un polyndme

homcgéne quadratique. Alors

1imj u(D,-D) = 1imjﬁ(g) {y(5)-e(x)ag/n)" = y(o),
u u
une quantité positive.

On en déduira des corollaires.

PROPOSITION 7.~ Soit n » 2. Pour que K = VP k(x)dx, ol k est un noyau de

Frogluwan réduit, il faut et il suffit que K= | & \_2\{)( g)dg ol vy est une fonction

définie-négative telle que 1lim ]Eg—zxp( £) = 0. (L'énoncé reste valable dans les

. §—roo o, 3-n -2 N
cas n=1 eb n=2 gi l'on pose K:Lu-i-g’u e \P(E)d§ ot L est un

<2 - n)(g).

N

epérateur convenable de dérivation & 1'origine d'ordre
Cette proposition admet une vaste généralisation. On peut remplacer le laplacien
par n'importe quel laplacien généralisé A & support compact. Alors on a A = ol E )dg

sl o« est une fonction entidre définie-négative. Une distribution tempérée K

(9) Iei |g| désigne la norme duale associée au laplacien ordinaire par rapport auquel
les noyaux de Frostman sont définis, ’
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"satisfaisant A % K =D posséde une transformée de Fourier K satisfaisant
W(EJK(E) = y(E)dE ot D=-Y(E)dt. La division par o est possible dans
1
) 3 clest banal d'aprés le lemme 5 qui implique que 1'ensemble des zéros de ¢ cons-

titue un sous-groupe de R". D'autre part la division par o mn'est pas toujours possi-

1
ble #ans Y . En voici un exemple dans R1- Soit {aj} une suite de nombres positifs

tendant vers zéro treés rapidement, et soit {aj} la suite aj =291, On pose A =
© . .

1o o5lw, =0) na a(g)=2 Zdjsin22"3"1:r§ . Alors 0< a(2 +q) ¢
3= i

00
2 7
7112 + 23? od Bj =7 o (on a supposé chaque oy &1)e Done

i=j

J

g2+ B A

J i J 0(—1( E)dE >/ (5 ﬁj )-1., Or 1l'inverse de A, qui est une distribution égale
2~ 8

) u(~ g)dg en dehors de l'origine, n'est pas tempérée si les B:l croissent rapide~
ment.

Evidemment la division par o est possible dans ‘3’ si OL—T est une fonection
sommable & croissance lente. Disons qu'un laplacien généralisé D est diffusif si
f): -w( E )dg ol 1;)"1 est sommable dans un voisinage de l'origine. Cette hypothese
n'est qulapparamment faible ; on a

LEMME 6.~ Soit y une fonction définie-négative. Si w~1 est sommable dans un

voisiiage de l'origine, alors elle est localement sommable partout et

‘J [lp-1( E)ldg = G(rn) lorsque r —r o, uniformément en e
lE-n1 ¢ T
Démonstration. Supposons \j hym1( E)]dg oo ot €)>0 est donné.
lgl<2e

Soit B une boule gquelconque de rayon & . La fonction 1yl étant continue, elle

-

atteint son minimum dans B en un point N 8i E € B, alors on a, selon le lemme 5,

IW(EH%+ Iw(n)l%z W(E—n)i%. Donc 4 |Ww(E)| )y 1W(g-7m)l, et ainsi

{ N-1(§){dg N 4J ]W-1(§~Q)!d§ L4 J lwﬂ1(§)]&§. Lténoncé sten déduit.
JB B 1< 2¢€
1
.. dit qu'une distribution K & d  s'emmule & 1'infini si lim K % £(x) =0
’ X = 00

pour chaque f & . Nous avons
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PROPOSITION 8.~ Soit A wun laplacien-généralisé diffusif et D une distribution

tempérée dont la transformée de Fourier possede la forme D = --1y( g )dg ou v est

1
une fonction continue ¥ croissance lente. Alors il existe une K &€ @ s'annulant a

1'infini, et une seule, satisfaisant & £ x K = D. La transformée de Fourier de X

- '—1 N N . . . .
est K= o (&)Y g)dg o A=~ of E)dg + Dlailleurs, si ~D _est une distribution

positive, alors K 1llest également.

Démonstration. Prouvons d'abord l'unicité de K. Nous suppesons que K€ £ slannuiz

& 1'infini et A % K = 0 ; il nous faut démontrer que K = O. Donnons-nous f €
réelle et posons g =K % £, Alors A% g=0 et ge® s'annule & 1'infini. Il
suffit de prouver que g £ 0 wpartout. Or, siﬁon g atteint son maximum dans un ensemble
compact et ce maximum est strictement pesitif. Si A a un poids positif, A x g O

en un tel point, d'ol une contradiction ; si A a pour poids O 1le lemme 4 fournit

~1
o ( E) y ( E)dg « Celle-ci

une contradiction. L'unicité étant établie, posons K

It

est une mesure absolument continue & croissance lente selon le lemme 6. Sa transformde
de Fourier, K, s'annule & 1l'infini d'aprés le lemme de Riemann~Lebesgue. Donc A x K

existe dans le sens que J(K % £)A  existe pour chaque f € { . Remarquons que la

1

fonction K % £ est la transformée de Fourier de la fonction s ommable o Tpf. Done -

It

‘J(K « 204 j(a“q;%)(_a)dg/(zn)n i -Jéq,ag/(zx)n - jf D
ce gqui implique A % K = D. Enfin, supposons -D positive., Alors, pour f € ch+,
Axg 0 ot g=K x f. Le méme raisonnement déjad utilisé pour prouver 1l'unicité
montre que g ne peut jamais 8tre négative (il faut considérer le minimum au lieu du
maximum) ; c'est d dire, K % £ ) O pour chaque f€ éD+~

| La proposition 7 est alors un cas spécial de la précédente. La transformée de
Fourier d'un laplacien ordinaire A posséde la forme A= -g( E )dg o g estun

polynome homogtne quadratigue strictement positif hors llorigine. Donc,.si n > 2,

A  est diffusif. D'ailleurs, si n )2 et k est un noyau de Frostman réduit, la
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distribution K = k(x)dx s'annule & 1'infini. Or A* K =D ou D est un laplacien

A

généralisé tel que D2 = 0, Ces D sont caractérisés par la fait que D = - y( E)dE
ot Y est une fonction définie-négative telle que é_ﬂ © QS\"Z Y ( E) = 0,

Si A e un poids positif p » 0, alors A est évidemment diffusif. Il est moins
banal que, 8i n » 2, n'importe quel laplacien généralisé non-dégénéré est diffusif.
On a

PROPOSITION 9.~ Scit =mn ) 2. Si A est un laplacien généralisé défini sur Rn,

alors ou A est diffusif ou A est 1l'extension triviale & RS d'un laplacien généralisé

non=-diffusif défini sur un sous—espace Rn'-1 .

Démenstration. Soit o 1la fonction définie-négative associde & A par le théoreéme

4. Nous considérons deux cas ¢ ou bien il existe a ) 0 +tel que o g) # 0 pour

a LIl K 2a ou bien aucun tel a n'existe. Dans le premier cas nous constatons
qu'il existe &) 0 tel que |o(§); ) € be (2 dans {E t [g| <@} cequi
implique que A est diffusif avec n ) 2. Supposons au contraire que pour chaque

g€ > 0 il existe &, Itl < a, tel que I(X(E)I < elg !2. I1 existe alors un
nombre naturel N ( 2al§l-1 tel que a ¢ |N ¢l £ 2a, mais, selon le lemme 5,
lu(Ng)]% <N |u(g){%, clest & dire |a(NE)| ( N° la(e)] < N €l g;z < 2a¢g,
ce gqui con‘bredit 1'hypothése que la fonction continue o« ne s'annule pas dans le
compact {E: a L1l & 2&}. Dans le second cas, l'origine est un point d'accumulation
des zéros de . Dlautre part, il suit du lemme 5 que 1'ensemble des zéros d'ume
fonction définie-négative est un sous-groupe G de R" et que o est périodique
par rapport & G, c'est & dire o(E +7) = a(E) pour M € G. Puisque G
n'est pas discret, il contient au moins une ligne R passant par llorigine. A est

évidemment déterminé sur le sous-espace Rn—-‘] orthogonal & R, et 1!'énoncé s'en déduit.
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§ 6. DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLEMENT DE TYPE POSITIF.~ Nous allons maintenant changer

notre point de vue. Au commencement nous avons étudié les distributions conditionnellement
positives. Parmi elles, les laplaciens généralisés ont joué un rdle spécial, et la théorie
des laplaciens généralisés a conduit & 1'étude des distributions de Beurling. Soit K

une distribution de Beurling paire et tempérée. On verra bientdt que IE est conditionnel-.
lement positive. Ce fait nous améne & considérer ici les distributions dont les transfor-
mées de Fourier sont conditionnellement positives, c'est & dire les distributions
conditionnellement de type positif. Bien sfir, le rdle des disiributions de Beurling,

et spécialement les noyaux de Frostman, dans la théorie des distributions conditionnelle~
ment peut &tre regardé comme accidentel mais il est important quand méme.

Pour parvenir au résultat fondamental il nous faut une généralisation de la prepesi-
tion 2. Notons g’N l'ensemble constitué par les distributions TE D ' telles que
Jffiz T )/0 pour chaque f»G dn Q‘N. De la méme facon nous notons (SPN) 1'ensemble
constitué par les distributions matricielles (Tij) telles que z: fi-f;jTij % 0 pour
chaque fonction vectorielle (fi) dont les composantes appartiennent & D 0 G’N. On a

1
PROPOSITION 10.- Les hypothéses suivantes, sur un élément TE D , sont équivalen-—

tes ou N désigme un entier strictement positif.

12) Te€ 5’N,

2¢) T est conditionnellement positif d'ordre 2N et t\P | 2T2N % 0 gquel gue

soit le polyndme hemogéne de degré N (voir la proposition 1)
¢ , ?

32) (&, g.T) G(S’N—1) e ¥., «vs, E_ sont n fonctionnelles lindaires réelles
i5j 1 n —

indépendantes sur Rn.

Démonstration. On proctde par induction sur N. De toute fagon les implications

20) =312) et 12) ==332) sont banales. Dtailleurs, le cas N =1 revient a la
preposition 2. I1 reste donc & prouver BQ)N ==:>2‘—’)N, N > 1, sous l'hypethése que

- .
10) entraine ZQ)N 1 Si (.gi gj T) E(TN 1) “alors il est évident que ‘rlz'.{' € J’N '

N-1

kg ' K3 ’ » 3 3 2
quelle que soit la fonctiomnelle linéaire réelle n e On voit ainsi que 1( T est
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conditionnellement positif d'ordre 2(N-1), Done, 1 étant arbitraire, T est con-

ditionnellement positif d'ordre { 2N. Il suit de la proposition 1 que T = TZN + Lu +

SJZN dp » Soit ¢ un polynome homogéne de degré N. D'apreés le théoréme d'Euler,

u
. ~1 2
¢ stexprime sous la forme ¢=N E €y Qg0 chague 95 étant homogéne de degré

(N-1)s Soit {v}.C @ wune.suite de fonctions dont les supports tendent vers l'origine

“tandis -que- “’VN”:FTW ‘pour chague V.. Alors

JHP;Z TZN-]_mj [npviz’l‘ l:LmN JE(?l V‘)(({)J V)E EJT)

‘puisque en-a_supposé (gi Ej T) e (o ) et ;v ed nNeE N—1

Posons éq “1'idéal.de-convolution de . J constitué- par les.éléments dont tous les
moments d’ordre- <N " sont. nuls, Autrement dit, f € O'N si et seulement si fe ¥ et
J ( gx)‘]f(x)dx =0 quels que soient llentier positif j <N et la fonctionnelle lindaire

- e '
E+ On note par f£* la fonction £*(x) = f(~x}. Une-distribution T € D est

N-conditionnellement de type positif, T € QN, si j(f % D) » 0 pour chaque
-~
e D ﬂ"ﬁN-r Par-exemple, une Tonction con‘blnueq) ~gst-définie~positive si-et seulement

si la distribution lp(x)dx.‘.-»est -de type” positif“o)' ; une fonction contime 1y telle

*
que ¥(8) ) 0 et Y=Y est définie-négative si et seulement si la distribution

!
- Y(x)dx est 1 -conditionnellement de type positife. On dit que T € § est conditionnel-
3'il existe N +tel que T est N-conditionnellement de type positif.
lement de type positifl. “I1 en résultera que les distributions-conditionnellement de type - por

sitif,
(Sont -les..transformées -de. Pourier- los.distributions tempérées. conditionnellement positives.

Auparavent nous .avons besoin d'un.lemme. Soient 51 y aveyd r,.funu.n—'triple -de. dérivation,
A

réelles et indépendantes,-& llorigine..Nous notons 't(gj) € ( S’u‘)" “si Tij est une

distribution matricielle telle que JE (:l’i % ﬁ)Ti' » 0 "quel,_que-'-soi‘t 1a. fonction

vectoriells™ \(f ) _.don% les composantes_sppartiennent b .’ ﬂ

! H
BME To~Soit N 1. 81 T€ P glors (T . e.(g““) ob o=~ 8 xboxl.

Démonstration. Donnons—nous f 40" .fn e P n GN-"1 o« Alors

(10) On dit.simplement "type positif" si N = 0.
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¥ == - * = *
XZ (£, % 20T, jz (85 % 2) * (-5, » T = [(g % go)1
1 A
ol g = Z 61 *® fic I1 est évident que g e PN G’N, et donc la dernieére intégrale
A
est positive, car on a supposé TE J’N.
Nous pouvons maintenant énoncer

A

A t A
PROPOSITION 11.~ Pour que 8 €& @ N il faut et il suffit que S =T 9_\1,_1. Tey N 3)N.

Ainsi les distributions conditionnellement de type positif sont exactement les distribue

tions tempérées telles que leurs transformées de Fourier sont conditionnellement positives.

Démonstration. Il est évident que f €& d n O‘N équivant £ € I n&N + Donc, si

! N
Te s NG alors
J(f * 29)0/(2%)° = J 12121y 0

A .\N . . S AN B L. .
pour chaque f &€y N & , ce qui entraine T€ P . Pour démontrer la récirpoque il
faut vérifier qu'une distribution conditionnellement de type positif est tempérée.

A ]

Nous prouverons que SE€& 5’N entraine S € b , (d%s qu'on le sait on voit aisément
que S € S’N) par induction sur N. Le cas N =0 est déja connu ; il  revient
‘au théorsme de Bochner~Schwartz, voir [:7 y, Che VII, Th, XVIII]. Supposons donc

AN . A‘-N“"‘ - o .

S€P ot N 1. Selon le lemme 7, - Ax SE QP quel que soit le semi~laplacien A,
1
Alors, suivant 1'hypothése de l'induction, Ax S € ¥ . Autrement dit, toutes les
1
dérivées secondes de la distribution S sont tempérées. Il s'ensuit que S € J dtapres
le critére de Schwartz ]'7, Ch. VII, Th. VI].

Assez souvent, pour montrer qu'une distribution donnée est de type positif il est
commode de vérifier dtabord qu'elle est conditionnellement de type positif et puis de
faire usage de la proposition qui suit. En fait, nous aurons besoin d'une notion plus
générale que celle de "conditionnellement de type positif?. Soit G wun sous-groupe

1
(fermé) propre de R'. Dire qu'une distribution S & f soit de type positif modulo

G est dire que S est, en dehors de G, une mesure de Radon positive. (Conditionnelle-

ment de type positif correspond 3 G = ©).
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PROPOSITION 12.~ Soit S une distribution s'annulant & 1'infini. Si S est de

type positif modulo un sous-groupe propre, alors elle est de type positif.

Démonstration. Puisque S s'annule & 1'infini elle est tempérée. Or, il est évident

gue S est de type positif modulo G si et seulement si J( £ x £¥)8 %» 0 pour chaque
red telle que ;‘ est nulle dans un voisinage de G. D'autre part, S, étant
tempérée, est d'ordre fini. Autrement dit, il existe un entier N tel que S 65’2, ceci
désignant 1'ensemble constitué par les distributions tempérées T telles que
J(f % £%)T 3 0 pour chaqgue f € ¥ dont la transformée de Fourier est nulle ainsi
que ses dérivées d'ordre &N dans G. Soit 3-2 l'ensemble des fonctions f & telles
que jg(x‘x)( gx)jf(x)dx = 0 quels que soient l’élément ¥ € G, la fonctionnelle
lindaire §, et lfer'ﬂ‘,ier positif j <N. On voit aisément ceci ¢ pour qu'une distribu-
tion tempérée T appartienne & §§ il faut et il suffit que j(f x F%)T » 0 pour
chaque f €& }go Or, nous savons qufil existe un entier N +tel que S€& Sf'g et nous
voulons prouver S & 5’ = 5’2* Supposons donc N > O et donnosS-nous f€ 321-1. Soit
a €R" tel que ya =0 pour chaque y €G. Evidemment g =f - 63. * £E 3§c
Done j(ga % g¥)8 ) 0. Mais, alors, g, * g% =2f x ¥ - 6a P x DX~ b % fx BX
L'hypothése que S s'annule & 1'infini entraine que J ( 63. % £ x £¥)S +tend vers O
lorsque a s'éloigne indéfiniment de 1l'origine. Il existe une suite de a convenables
tendant vers 1'infini parce que G est un sous~groupe non dense. Alors, il en résulte
que S(f % £%)8 ) 0, ce qui entraine S€ 3?1;-10 L'énoncé s'en déduits

On va tirer de la proposition précédente un corollaire qui 4tait le but initial

de ce travail.

'
THEOREME 6.- Les hypoth@ses suivantes, sur une distribution K€ ) qui est réelle

et paire, sont éauivalentes.

12) K est une distribution de Beurling s'annulant  1'infini.

A Y

2¢) Pour la transformée de Pourier on a K =¢(& )dg— ot ¢ esb une fonction

positive, localement sommable, & croissance lente gui est égale, sauf peut-8tre sur un

ensemble de mesure nulle, au quotient de deux fonctions définies~négatives.
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FIMARQUES. En pdrticulier, 1'énoncé dit qu'une distribution de Beurling paire s'annu-

lant & 1'infini est de type positif. On attend un résultat pareil dans le cas analogue ot il
ne s'agit pas nécessairement d'opérateur de convolution. Ainsi on voudrait éviter 1'inter-
vention de la transformée de Fourier. On peut chercher & s'appuyer sur le principe du
maximum, voir le théoreme 3. Alors Ninomiya [ 6] a démontré que tout noyau-fonction symé-
trique, continu en dehors de la diagonale et positif, qui satisfait au principe du maximum
vést de type positif. Cependant, comme nous avons vu au numéro 4, exemple 3, il existe des
distributions de Beurling de la forme K =k(x)dx ot k est une fonction réelle, paire,

(11)

continue, s'annulent & 1'infini, et 3 signe variable

Démonstration du théordme 6, Prouvons d'abord 2°2) = 12), Selon le lemme de Riemann-

Lebesgue, si IE = ¢ £ )dg y ol ¢ est une fonction localement sommable & croissance
lente, alors K s'annule & 1l'infini. De plus, on a supposé qu'on ait presque partout

¢ = a"‘w o 4=~ a( E)dE . D= -y(g)de, A et D ¢étant des laplaciens générali-
sés (voir le théordme 4)s Donc a(E) ¢(E)dg = y(E)dE, ce qui entraine, en présence

\Démontrons maintenant 12) = 22). On suppose A %K =D/
du fait que K s'annule & 1'infini, A x K=D.lou A et D sont des laplaciens géné-

ralisés, A # O. Puisque K est paire, on a également A % K =D . Donc, sans
restreindre la généralité, on peut supposer A et D, +tous les deux pairs. Or,

o E)IE(E) = Y(E)dE ot « et y sont comme ci-dessus et K est la transformée
de Pourier de la distribution tempérée K, Suivant le lemme 5, o et y sont partout
positifs et 1'ensgmb1e des zéros de « est un sous-groupe propre G de R®. Ainsi K
est une mesure positive hors de G. Il résulte de la poposition 12. et 1l'hypothdse qué
K s'annule & 1'infini que K est de type positif, autrement dit, YE est une mesure
positive. Ceci entraine que la fonction = oc—1\p est localement sommable, et enfin,

que K= LP( !—;-)dg +dp ot P est une mesure de Radon positive & croissance lente portée

par le sous=-groupe G. Mais le transformée de Fourier d'une mesure portée par un sous=

(11) Le princiPe du maximum utilisé par Ninomiya dans le cas de noyaux & signe variable
ne convient pas ici.
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groupe propre est périodique modulo le sous—groupe orthogonal, et donc elle ne s'annule
pas & 1l'infini si la mesure n'est pas nmulle. Il s'ensuit que [ =0, et on & ainsi vérifié
12) == 29),

Le théoréme 6 a comme corollaire immédiat ¢ si k est un noyau de Frostman pair

stannulant (ou positif) & 1'infini alors la distribution k(x)dx est de type positif.
I1 existe, cependant, une autre généralisation de 1'énoncé classique de 1l'introduction.

Pour cela, il faut faire intervenir 1l'opérateur d'Euler,

n

0
H= X, m—— o
=1 J axj

Si § est une fonction continument dérivable, alors HtF(x) est égal & la dérivée par
rapport & t de &p(tx) en t =1. Donc, pour qu'une telle P soit homogéne de degré
h il faut et il suffit que Hy = h&p « Nous avons le

]
THEOREME 7.~ Soit K € J (R") une distribution tempérde, positive, et paire. Si

(H+n~1)K O gt (H+n-2))(H +n-1)K )0 alors K gst de type positif.

Démonstration. Supposons d'abord que K posseéde la forme K = k(x)dx ou k est
une fonction deux fois continfiment dérivable. Il suffira alors de prouver que
J-e( gx)exp{-g(x)}k(x)dx % 0 pour chaque ¥ &R" quel que soit le polynfme g homogéne
quadratique tel que g(x) >0 si x # 0. Passons aux coordonnées polaires correspondant
3 1= g(x). Nous avons

00

2 j'e'( E x)exp{—g(x)} k(x)dx = 2 c;’l J e(r Ey)exp(--rz)k(ry)::‘n-'1 dr w, (y) =

- {7

Lt 0]

lyl=t jo

coslr gy)exp(-rz)k(ry) )™ dr} w, (y),

ol c;'l est 1l'aire. de la sphére-unité et w, 1la distribution donnant la valeur moyenne

1
sur la sphére-unité, Or, il suffit de prouver gque
® 2
cos(r’r{)exp(—_r )k_(r)ar 3 0
~00 A

pour chaque 1 € R‘l quel que soit y # 0 ou ky désigne la fonetion ky(r) = k(ry)lrlnm!.
Donc r )0 ona % ky(r) . H{k(ry)rn-1} = rn-z(H 4 n=1)k(ry) (O suivant 1'hypothese
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(H4n~1)k &0+ Done ky est décroissante dans r Y O De méme fagon,

2
d -1 d -1 —2
= ky(r) =7 HL ky(r) =1 H{r’“ (H4n—1 )k(ry)}

=™ (B4n-2) (B4n-1)k(zy) Y, 0.

If

Done ky est convexe hors de l'origine. Ainsi ky est un noyau de Frostman dans R1.
Puisqu'il est pair et positif, il est de type positif, et le résultat s’ensuit. Il reste
& considérer le cas général, On passe de K aux régularisées f xK ou f possdde
la forme £(x) = exp{-g(x)}k. Utilisant la formule
H(f * K) = (Hf) » K + £ % (HK) -~ nf » K

et le fait que Hf = -2gf ici, on voit que f % K satisfait également les hypothdses
de 1'énoncé. Alors £ x K s'exprime sous la forme £ x K = k(x)dx, et la démonstration
est achevée.

Le théoréme 7 n'a rien & voir avec les distributions de Beurling parce que 1l'opérateur
H ne commute pas avec les translations. Quand méme, il vaut la peine d'une étude appro-
fondie qu'on ne donnera pas ici. Comme cas particulier du théoréme 7 on a que toute dis-—

tribution K homogine de degré h, & savoir HK = BK, su h (1-n, _qui est paire et

positive est également de type positif,

La démonstration duthéoréme 7 signale un défaut du théordme 6 en ce qui concerne
la recherche de distributions de type positif. La classe de distributions de type positif
est évidemment stable pour l'addition tandis que la classe de distributions de Beyrling
ne l'est pas. Donc, souvent il faudra une certaine finesse en appliquant le théordme 6
pour montrer qu'une certaine distribution est de type positif.

La proposition 12 donne un critére suffisant pour qu'une distribution conditionnelle-
ment de type positif soit de type positif. Nous allons maintenant obtenir le résultat
qui convient quand on veut constater que la distribution est N-conditionnellement de type

positif. D'abord nous avons besoin du
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LEMME 8.~ Soit k une fonction continue telle que la distribution K = k(x)dx soit

conditionnellement de type positif. Si r'-ZN jik{ g-r“z) reste borné lorsque T tend

A

vers oo, alors K est une distribution d'ordre (2N,

Démonstration. La distribution K étant conditionnellement positive est d'ordre

fini, donc d'ordre 2(N + M) pour un entier positif M. Notons P(N , M) Dénoncé
ot N et M interviennent. Supposons qu'an a démontré P(N'', 1) pour chaque N, Il.en
résultera que P(N , M) est vrai pour chaque N ot tout M car P(N , M) - et P(NHM, 1)

ensemble entrainent P{N,M+1), Voici maintenant la démonstration de P(N,1). Dtapreés

s 2 2N+2 2N42 .
la proposition 1 on & K = T2N+2 + Lu + S’u dp, ou Lg[(f el dp oo
La transformée de Fourier de 'TZN 42 est un polynfme homogine de degré 2N+2 tandis que

2N+2

la transformée de Pourier de Lu + S’u dp  est 'G'(lleN+2)

B 1'infini. I1 »ésulte

2N+2
g>u

de lthypothése J\kl T, = c)r(rZN) que T = 0, Ainsi K = Lu + dp el Lu

2042
-est un opérateur de dérivation & l'origine d'ordre 2N+1, Pour + ) O pnsons gt(x) =

n/2

(-0) « exp(-!xiz,/%)/(z )2, on a ;t( g) = 1t Pexp(-t 1£1%/2), et ainsi

[ testatax = 2, + [ femplet 15 1%/2)-u Jgi®ap,
all -)‘u est indépenda.n't. de t. Dlautre part, un caleul élémentaire montre que
&gt(x)k(x)dx reste bornde lorsque +t —» . Il s'ensuit que 3u( £) iElZNdp < ob.
Done, nous avons. 12 =Lt + La + S‘iN dp ol L'v est-dtordre - 2N+ et 'La d’ordre-- L2N..
La; tra,nsforméé de Fourier de L!' . est un polynfme homogéne de degré .2N+1  +tandis que,
comme on sait maintenant, la transformée de Fourier de L + .fPiN dp  est G(thzN) B
1'infini. Donc L! =0 et P(N, 1) est démontré.

Dire qutun polyndéme g homogéne de degré 2N est fortement positif est-dire que

p2( d/9 x)g(x) > 0 quel que soit le polyndme p, réel et homogine de degré N. Un
polyndme fortement positif est positif ; la récirpoque est exacte si n (1 ou N (1

mais pas ailleurs. La distribution (-1 )Ng(x)dx est N-conditionnellement de type

(12) Rappelons que jfo*r signifie la valeur moyenne de la fonction f sur la boule

de rayon r centrée 3 llorigine.
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positif si et seulement si le polyndme g, homogdne de degré 2N, est fortement positif.

Plus généralement, on a

PROPOSITION 13.~ Soit K wune distribution conditionnellement de type positif. Pour

gque K soit N-conditionnellement de type positif (N >/1), il faut et il suffit que K

posséde la forme

K = (~1 )Ng(x)dx + K

1¢) g est un polyndme homogdne de degré 2N fortement positif,

29) pour chaque fed, 1lim r'-ZNJJK x fl o =0,
0 T
T - ®

NOTE,~ En fait il faut que Kﬂ * £(x) = G(lezN) lorsque x — o pour chaque fE€ O »

Démonstration. D'apres les propositions 11, 10 et 1 (dans cet ordre), .» 7 est
Ne-conditionnellement de type positif, alors K s'exprime sous la forme
Py r 2N
K ~«K21\T +Lu + {Pu ap
all KZN est la transformée de PFourier de (-1 )Ng(x)dx, g comme en 12), Lu est un

opérateur de dérivation & l'origine d'ordre <2N, et | est une mesure de Radon positive
définie sur CO +telle que j lgIZNdpL () ¢« On pose IEO = Lu + S’IZIN dp »

Si fe€ © alors la transformée |c;'::’ek;‘ourier de K0 # £ et ; IEO =L + 5.,2qu ou L

est d'ordre 2N—1 et ¥ est une mesure de Radon sur CO& +telle que J]g]mldvl or
Ainsi K x f(x) = J'e‘( Ex)L(E)/(2x )" +j [e(Ex) - &,  (5x)]av( g)/(2n)" =
(polyndme de degré & 2N-1) + (fonction continue & croissance G(lxlzN)).

Réciproquement, supposons K = (-1 )Ng(x)dx +K ol 12) et 22) ont lieu. Il faut démontrer
qgue K , qui est conditionnellement de type positif, est N-conditionnellement de type
positif. Soit f € D une fonction définie—positive. Alors f # K = k(x)dx ol k satis-
fait aux hypothdses du lemme 8. Donc la transformée de Fourier de f x K est d'ordre LA
Puisqu'on peut choisir une suite de f convanables telle que f % K — K, il en

résulte que K est d'ordre (2N, L'énoncé s'en déduit aisément.

Comme corollaire on obtient
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‘ *
THEOREME 8.~ Soit v une fonction continue telle qgue y= vy et (&) )0,

Pour que Y soit définie-néga,tive il faut et il suffit que

10) la distribution = w(x)dx soit conditionnellement de type positif,

20) y(x) = g(x) + 'q,'o(x) ou g est un polyndme homogtne gquadratique positif et
wo(x) =0(lxl2) lorsque x tend vers 0.

Démonstration. Selon le théordme 4, les fonctions définies-négatives sont les fonc-

tions continues vy telles que - 'q)(x)dx =13 ot D est un laplacien généralisé. Si D
est bien un laplacien généralisé il suit immédiatement de la proposition 13 que y satis~
fait aux hypothdses 12) et 22), D'autre part, d'aprés le méme proposition, si y satis~
fait & 12) et 22) alors - W(x)dx est 2-conditionnellement de type positif. Donc sa

%ransformée de Fourier, D, possdde la forme

2
= +
D Lu + D2 P du
ol D2 est un semi-laplacien. Puisque la iransformée de Fourier de 3’26.(_& est continue

dans un voisinage' de l'origine et p est positive, il en résulte que J
e

Donc nous avons

¥*
D=apd +L¥+D, + § dpe

2

Lu et p sont réelles parce que Y= \y*. Suivant la proposition 3, il reste & démontrer
P )/.0. Mais on a p = - ().

Nous terminons avec quelques exemples simples de 1l'application du précédent 3 la
recherche des fonctions définies-négatives.

EXEMPLE 1. n =1, my(x) = }xtp, 0 <p ¢te Alors =~y est un noyau de Frostman.
Done -W(x)dx est conditionnellement de type positif et le théoréme 8 s'applique directe-
ment., ‘

EXEMPLE 2, n =1, vy(x) =.tx|p, 1 <p <2+ Alors A% Y(x) est un noyau de

Frostman, donc A% y(x)dx est conditionnellement de type positif, ce qui entraine que

~ y(x)dx est conditionnellement de type positif.
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EXEMPLE 3. n = 2, Y(x) est une fonction paire, positive, convexe, et homogine

de degré 1., Alors la distribution A« w(x)dx est paire, homogéne de degré -1, et

positive parce que y est convexe. D'aprés le théoréme 7, Ag.w(x)dx est de type

positif. Donc =~ W(x)dx est conditionnellement de type positif et le théoréme 8

s'appliques (Ce résultat a été déjd obtemu par une voie beaucoup plus compliquée par

Te S. Perguson, Ann, Math. Stat, 33 (1962) p. 1256~1266 et par C. S. Herz, Proc. Amer.

Math. Soc. 14 (1963) 670-675).

(1]
[2]

[3]
[4]

[5]
6]

[7]
(8]
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