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Do I contradict myself ?
Very well then, I contradict myself.

(I am large, I contain multitudes)

Walt Whitman, Song of myself.

A Blandine
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Représentations du groupe de Weil d'un corps local

Soient F un corps local, F une cldture séparable algébrique

de F , et W le groupe de Weil de F sur F . Soit r une repré-

F
sentation projective de Wy . Nous 4tudions les représentations
linéaires relevant r . Si r est primitive. nous déterminons une

borne inférieure pour 1'exposant du conducteur d'Artin de ses releé-
vements. Puis nous examinons les représentations multiplement impri-
mitives de WF dans SL(2,C) et GL(2,€) , et les calculons expli-

citement pour F==Q2 . Pour ce dernier corps, nous déterminons aussi

les représentations primitives de degré 2 .

Representations of the Weil group of a local field

Let F Dbe a local field, F a separable algebraic closure of
F  and WF the Weil group of F over F . Let r be a projective
representation of WF . We study the linear representations 1lifting
r . When r is primitive, we calculate a lower bound for the expo-
nents of the Artin conductors of its liftings. We then look at the
multiply imprimitive representations of Wg into SL(2,C) and

GL(2,C) and give explicit calculations for F==Q2 . We also describe

the primitive representations of degree 2 for that particular field.
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INTRODUCTION

1. Le probléme.

1.1 Soit F wun corps local non archimédien, & corps résiduel
fini de caractéristique p . Soient F une cldture séparable algé-
brique de F , et W, le groupe de Weil de F sur F [We 1, app.II].

La théorie du corps de classes local donne une bijection entre
les caractéres de WF , i.e. ses représentations continues de degré 1,
et les caractéres du groupe multiplicatif FX de F .

1.2 R.P. Langlands conjecture qu'il y a une correspondance
analogue entre les (classes d'isomorphisme de) représentations irré-
ductibles de WF dans GL(n,C) et les (classes d'isomorphisme de)
représentations supercuspidales de GL(n,F). Cette correspondance,
entre autres propriétés, doit conserver les facteurs L et € ,
ainsi que les conducteurs.

De méme, il existerait un tel lien entre les représentations
irréductibles de Wg dans SL(n,C) (resp. PGL(n,C)) et les repré-
sentations supercuspidales de PGL(n,F) (resp. SL(n,F)) [Bo].

1.3 En fait cette conjecture n'est établie que pour n=2 , et
pour certains corps F seulement : on la connait pour les corps

locaux de caractéristique résiduelle distincte de 2 , pour ceux de



2.

caractéristique 2 , pour Q2 et certaines extensions de @ [ Tu,

2
Yo, Ca, Ge]. On ne posséde que des renseignements partiels pour

n>2 [co].

1.4 Nous étudierons ici les représentations de degré n de
Wo (le versant dit "galoisien" des conjectures de Langlands) en
suivant pour cela la méthode d'A. Weil [We 2 ou He 1].

Elle consiste a déterminer d'abord les représentations projec-
tives r : WF - PGL(n,C), puis & trouver les représentations liné-
aires R : Wo 2 GL(n,C) relevant r , c'est-a-dire telles que TWoR=r,

ou T est la projection de GL(n,C) sur PGL(n,C) :

R F
— -
GL(n,C) ——» PGL(n,C) .

Nous verrons que toute représentation projective r de WF

admet un tel relévement.

1.5 TUne représentation projective irréductible de WF a une
image finie. On peut demander le nombre de représentations projectives
de WF ayant une image donnée.

Si 1'on fixe la représentation projective irréductible r , on
peut rechercher un relévement R d'image finie, et s'intéresser a
1'exposant du conducteur d'Artin de R , qu'on appellera l'exposant

de R . L'on peut vouloir calculer l'exposant minimal de ces reléve-

ments de r , que 1l'on appellera l'exposant de r . L'on peut enfin

se demander si r a un relévement & SL(n,C) (o0 n est le degré
de r), c'est-d-dire un relévement dont 1l'image soit dans SL(n,C).

Ce sont tous ces problémes que nous aborderons.



2. Les résultats.

2.1 La seconde partie de ce mémoire, intitulée "Relévements de
représentations projectives", est 1l'exposé d'un travail effectué en
commun avec J. Buhler au cours de 1'été 1977, et de ses prclongements
durant 1'hiver.

On consideére une représentation primitive r de WF dans
PGL(n,C). (Dire que r est primitive revient a dire que r est
irréductible ef que ses relévements ne sont pas des représentations
induites [voir ch. 4]).

On sait alors, par les résultats de H. Koch [Ko 3] que le degré

n de r est une puissance de la caractéristique résiduelle, disons

Nous donnons un minorant pour l'exposant de r .

2.2 Le noyau de r fixe 1l'extension finie K de F . Soit

Fl 1'extension modérément ramifiée de F , incluse dans K , et

maximale pour ces propriétés. Soit r, la restriction de r a Wo o -
1

Cette représentation est irréductible [Ko 3]. Nous montrerons :

Théoréme 2.2. Si r est une représentation proijective primitive

de deqré pd de Wgp , les exposants alr) et a(rl) de r et r,

respectivement sont 1iés par la formule suivante :

eal(r) = (e—l)pd + a(rl) ,

ou e est 1l'indice de ramification de Fl sur F .

2.3 Appelons G le groupe de Galois de K sur F , et notons

u s . . . ;.
G ses sous—groupes de ramification en numérotation supérieure.

Théoréme 2.3. Soit « = sup{ulG"# 1} . Alors 1'exposant al(r)

de r vérifie 1'inégalité suivante :




alr) Y p® + (p%+1)o .

Pour d=1, on a méme 1'égalité al(r) =p + (p+l)o .

Le cas d=1 est df & J. Buhler [Bu]. Pour démontrer ces
théorémes, nous devons étudier les représentations de Wy induites
a partir d'un caractére d'un sous-groupe ouvert de W+ en particu-

lier dans le cas de degré premier.

2.4 Les résultats précédents nécessitent également 1'étude de
la torsion, par un caractére, d'une représentation linéaire de We -
Si P est une telle représentation, nous noterons a(P) 1'exposant

de son conducteur 4d'Artin.

Théoréme 2.4. Soit R une représentation linéaire de W_ , irré-

F

ductible et de degré n . Supposons gque, pour tout caractére 1 de

Wg » llon ait a(R) { a(R®n). (On dit alors gue R est primordiale).
Donnong-nous un caractére X de WF . Alors 1l'con a
a(R®x) = sup(a(R),na(x)) .

2.5 Les troisiéme et quatriéme parties de ce mémoire donnent

les démonstrations des résultats annoncés dans ma note aux Comptes-

rendus de 1'Académie des Sciences de Paris [He 2]. Ces résultats

concernent les représentations de degré 2 de Wg -

2.6 Dans la troisieéme partie, nous indiquons la construction

des représentations linéaires imprimitives de degré 2 de Wo o ou
"imprimitive" signifie "irréductible et induite".
Nous construisons aussi les représentations projectives corres-

pondantes, dites également imprimitives, et calculons leur exposant.

Nous examinons plus attentivement le cas des représentations triple-

ment imprimitives, i.e. induites & partir de trois sous-groupes dis-

tincts de WF .



5.

Suivant la méthode de J. Tunnell [Tu, ch. 4], nous complétons
ses résultats et comptons ainsi le ncmbre de représentations projec-
tives imprimitives d'exposant donné.

Nous calculons également le nombre de représentations triplement
imprimitives de W, dans SL(2,C), et examinons le problémevdu rele-
vement & SL(2,C) d'une représentation projective imprimitive.

Enfin, pour le corps F==Q2 , nous donnons, essentiellement sous
forme de tables, des constructions explicites de relévements pour les
représentations projectives triplement imprimitives de W s reléve-

ments primordiaux, relévements & SL(2,C), relevements dont 1'image

soit le groupe diédral Dg -

2.7 La quatriéme partie concerne les représentations primitives
de degré 2 de WF . Ce cas ne peut se produire que si p=2 .

L'exposant d'une représentation projective primitive de degré 2
est donné par le théoréme 2.3. Nous décrivons ces représentations, en
suivant [We 2], et comptons, par la méthode de [Tu, ch. 5], le nombre
de celles qui ont un exposant donné.

Puis nous donnons un critére de W. Zink [Zi 1| pour déterminer
si une représentation projective primitive se reléve a SL(2,C).

Enfin, nous indiquons une construction explicite de relévements
pour chacune des quatre représentations projectives primitives de
WQz .

Une conclusion examine quelques problémes ouverts.

3. Les notations.

3.1 Par corps local, nous entendrons : corps- local non archimé-

dien, de corps résiduel fini. Le corps local F sera fixé. On choisit
une cléture séparable algébrique F de F et tous les corps locaux

considérés sont supposés contenus dans F . Nous appellerons p la

caractéristique résiduelle de F .
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Si K est une extension finie de F , on note GK le groupe de
Galois de F sur K , et W, le groupe de Weil de F sur K, et

l'on munit ces groupes de leur topologie usuelle.

3.2 Nous utiliserons les autres notations usuelles sur les
corps locaux [Se 1].

Si K est une extension finie de F , K* sera son groupe mul-

tiplicatif, GK son anneau des entiers, PK son idéal maximal, WK
une uniformisante, Uk = UE le groupe des unités de GK ' UE , pbour
my1l , le groupe des unités de GK congrues 3 1 modulo P§ , et
enfin Vi la valuation de K telle que vK(ﬂK) =1
—_ _'l \
On mettra sur K 1la norme || HK , telle que HWKHK = qg , ol

dy est le cardinal du corps résiduel de K .

La théorie du corps de classes local définit 1'application de
réciprocité % ¢ Wg - g% ,» qui permet d'identifier Wﬁb ,
de W, , et Kx . Cela nous permet aussi de transporter la norme de

1l'abélianisé

X . . s o2
K sur WK . On introduit ainsi les caractéres non-ramifiés ws de

WF : s est un nombre complexe, et W, est défini par

- s '
w (x) = HTK(X)HK , pour x€W. .

3.3 Soit K wune extension galoisienne finie d'un corps local

L . On notera Gal(K/L) le groupe de Galois de K sur L , K /L,

[ [3 » . ] rd [ [}
1l'indice de ramification, fK/L le degré d'inertie, NR/L la norme,

ey . _y _ 9
8 la différente, & le discriminant, et dK/L v, ( K/L)

K/L K/L
1l'exposant différental.

K

Si 1l'on pose G = Gal(K/L), on notera G“ et Gv les sous-
groupes de ramification de G en numérotations supérieure et infé-

rieure respectivement, et wK/L ’ mK/L les fonctions de Herbrand

(v)

u

correspondantes [Selq ch.4]. ona G = Gw(u) et G° =G .

v
L'on désignera par o(K/L) 1le plus grand indice u tel que
G'# 1 et par B(K/L) = wK/L (¢(K/L)) 1le plus grand indice v +tel

que G_7#1.
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3.4 Nous noterons KC e groupe des éléments de ¥ dont la

norme sur L wvaut 1. Nous noterons KIG le sous-groupe de Kx

engendré par les éléments %571 = x°/x ol x€EK" et s€q .

16 est inclus dans KNG . D'ailleurs on a

NG/KIG

Evidemment K
H_l(G,Kx) = K . Si x¢€ KNG , nous noterons |xJ) son image dans

g t(g,KS).

3.5 Nous utiliserons souvent certains résultats sur les exten-
sions de groupes) gue nous rappelons ici d'aprés [AT, ch. 13]. En
fait, nous les énoncons de facon plus générale [He 1, app. Al.

On considére des extensions de groupes topologiques :

1 A°E~>G~ 1,

ol A est un sous-groupe abélien de E , distingué et fermé dans E ,
et G le quotient de E par A .

Nous supposerons que ces extensions vérifient 1'une des deux
conditions suivantes :

i) G est discret ;

ii) E est extension d'un groupe discret par un groupe pro-

fini, c'est-a-dire qu'il existe un sous~groupe ouvert de E , a la

fois invariant et profini.

3.6 Lemme 3.6. On se donne deux extensions E et E' de G

par A et de G' par A' respectivement. On se donne également des

homomorphismes continus f:A > A' et ©:G 2 G'.

On _appelle O (resp. 0') 1'élément de HZ(G,A) (resp. H2(G',A'))

définissant E (resp. E').

11 existe un homomorphisme F :E 2 E', continu, rendant commutatif le

diagramme suivant : 1 - A > E > G 1

e 5 e

1->A'"2E =G > 1 |,

si et seulement si les deux conditions suivantes scnt réalisées :




1) £ est un G-homomorphisme, G opérant sur A' 4 travers © :

* .
2) f*(c) =@ (0') (ces éléments appartiennent a HZ(G,A')).

Si l'on dit que deux solutions F et F' du probléme précédent

sont équivalentes quand elles différent par un automorphisme de E'

de la forme e' " a'e's’ avec a'€A', alors Hl(G,A') opére

transitivement sans point fixe sur 1l'ensemble des classes d'équivalence.

3.7 Si P est un corps et m un entier, m)1l , nous noterons
Nm(P) le groupe des racines m° de 1'unité dans P . C'est le noyau
de l'application d'élévation & la puissance m , que nous noterons

®:p*~> P . on posera Mm(C) =W -



RELEVEMENTS DES REPRéSENTATIONS PROJECTIVES

4. Généralités sur les relévements.

4.1 Soit G un groupe topologigue. Nous voulons étudier les
représentations de ¢ dans GL(n,C) ou PGL(n,C), ol par repré-
sentation nous entendons homomorphisme continu. En pratique, nous
prendrons une extension finie XK du corps local F et Q==Wk ou

GK . Pour ces groupes, il revient au méme de mettre la topologie
usuelle ou la topologie discréte sur GL(n,C) ou PGL(n,C). Nous
choisirons la topologie discreéte.

Un caractére de G sera une représentation linéaire de degré 1.

4.2 Une représentation linéaire R de § dans GL(n,C) dJdéfi-
nit, par composition avec la projection 7 de GL(n,C) sur PGL(n,C),
une représentation projective r=ToR . Inversement, si r est une

représentation projective de G , on peut chercher les relévements

de r , i.e. les représentations linéaires R de G vérifiant
r=mToR .
Si r posséde un relévement R , les autres relévements sont

les représentations R'=R®X , ol X est un caractére de § .
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4.3 Interprétons ceci en termes d'extensions de groupes. Dans
toute la suite, nous noterons ¢ 1'élément de H2(PGL(n,¢),Cx)
gui définit GL(n,C) comme extension de PGL(n,C) par ¢ , identi-
fié au centre de GL(n,C).

Si r est une représentation projective de degré n de G , un

relévement R de r est un homomorphisme rendant commutatif le

diagramme suivant : 1> 1 — § > G > 1

Lo e |=

m
1~ ¢ > 6L(n,¢) % peL(n,c) » 1 .

Proposition 4.3. Une représentation r de G dans PGL(n,C)

*
a un relévement si et seulement si l'on a r (c)=0 dans HZ(Q,GX).

C'est immédiat par le lemme 3.6. En fait, 1'élément r*(c) de
HZ(Q,CX) définit uhe extension QG de G par ¢® : c'est le sous-
groupe de GXGL(n,C) composé des paires (g,Y) telles que
r(g) = m(v). Il existe une représentation linéaire ry de QG , défi-
nie par rG((g,V)) = v , qui rende commutatif le diagramme suivant :

X ‘s
12 ¢ — G, — ¢ ——1

1id er | lr

1= ¢%- cL(n,C) % PGL(n,C) » 1 .

Dire que r posséde un relevement est dire que 1'homomorphisme

g @ une section, i.e. que QG est le produit direct de G par .

4.4 si nous notons cg 1'élément de H2(PGL(n,¢),Mn) qui

définit SL(n,C), on a, de la méme fagon, la proposition suivante :

Proposition 4.4. Une représentation «r de G dans PGL(n,C) a

*
un relévement & SL(n,C) si et seulement si l'ona r (cs) = 0 dans

B (G ).
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*
De méme, 1'élément r (cs) de H2(Q,Mn) définit 1l'extension

QS = QGﬂ (G XSL(n,C)) de § par M, et il existe une représentation
rg = rG!G rendant commutatif le diagramme ci-aprés :
S
s
1 - B, — G - » G — 1
lld. lrs - lr
1> u_~ SL(n,e) SL(n:C) | par(n,c) > 1 -

Alors r a un relevement a SL{(n,C) si et seulement si QS

est produit direct de G par Boo-
Remarquons que, si i désigne 1l'injection de B dans Cx ’

A . * * »
) = ¢, dou i (r (cS)) = r (¢). Comme c est annulée

l'on a i (c s

%

S

*
par n , r (c¢) est d'ordre divisant n dans Hz(Q,¢x).

4.5 Le groupe PGL(n,C) agit sur 1l'espace projectif Pn_l(c).
Une représentation r de G dans PGL(n,C) est dite irréductible

n-l(

s'il n'existe aucun sous-espace strict de P C) invariant par

r(G). Il revient au méme de dire que les représentations rs Ou Ig
sont des représentations linéaires irréductibles.
Si r posséde un relévement, elle sera irréductible précisément

quand un de ses relévements le sera, et tous ses relévements le seront

alors.

4.6 De méme, r sera dite jinduite si 1'on peut décomposer
Pn-l(c) en somme directe de sous-espaces stricts permutés par 1'ac-
tion de r(§). Cela revient 3 dire que Ta (ou rS) est induite
[se 4].

On dira que r est imprimitive si elle est irréductible et

induite, primitive si elle est irréductible et non induite ; de méme
pour des représentations linéaires de G .
Si r posséde un relévement, elle est imprimitive (resp.

primitive) quand un de ses relévements l'est, et tous le sont alors.
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4.7 Examinons d'abord le lien entre représentations de WF et

représentations de GF . I1 est bien connu que l'on a une injection

continue a image dense de W, dans G, . Toute représentation de

GF définit ainsi une représentation de WF , par restriction.

Inversement une représentation p de W, (linéaire ou projec-

tive) se prolonge en une représentation de GF si et seulement si

son image est finie. On dit alors que P est de type galoisien, et,

le plus souvent, on notera encore P 1'extension de P a GF , qui

est unique. En particulier, un caractére de F>< correspond, par la
théorie du corps de classes a un caractére de type galoisien de W

si et seulement s'il est d'ordre fini.

4.8 Rappelons que 7 désigne la projection de GL(n,C) sur

PGL(n,C) .

Nous appellerons non-ramifiée une représentation de WF gui est
triviale sur Ip - Fixons un élément Fr de Wr dont 1'image dans
WF/IFQ‘Z engendre ce groupe. Une représentation non-ramifiée de WF

est déterminée par la donnée de 1l'image de Fr .

Soient p et pP' deux représentations (linéaires ou projectives)
de W, - Si les éléments de p(WF) commutent 3 ceux de p'(WF),
(on dit, par abus de langage que P et p' commutent), l'on définit

le produit P.p' par (p.p')(g) = p(g)p'(g) pour gt Vg .

Théoréme 4.8. Soit r une représentation projective de degré n

de W, . Posons H = W_l(r(WF)). Alors il existe une représentation

non-ramifiée P : WF “ GL(n,C), telle gque les éléments de p(WF)

commutent & ceux de H et gue la représentation r.(mep) soit de

type galoisien.

4.9 Corollaire 1. Toute représentation projective irréductible

de W, est de type galoisien.
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Corollaire 2. Soit R une représentation linédaire de degré n

de W, . Alors il existe une représentation non-ramifiée

o :WF - GL(n,C), commutant & R , et telle que R.O soit de tvype

galoisien.

Corollaire 3. Toute représentation linéaire irréductible R

de WF est de la forme R==S§9ug , U S est de type galoisien.

4.10 Démontrons le corollaire 1 : Soient r la représentation

projective considérée et © 1la représentation non-ramifiée donnée
par le théoréme 4.8. Alors P commute a H , qui est un sous-groupe
irréductible de GL(ﬁ,w), puisque r est irréductible. Par suite
p(WF) est formé de matrices scalaires et Top est triviale. Donc

r est de type galoisien.

Démontrons les corollaires 2 et 3 : Soit R: WF - GL(n,C) wune

représentation linéaire. Appliquons le théoréme 4.8 &8 r=ToR . On

a une représentation non-ramifiée P , commutant & R , et telle que
r.(Mop) soit de type galoisien. Alors il existe un entier m tel
que (r(Top))(Fr™) = 1 dans PGL(n,C), d'ol R.p(Fr™) = ws(Frm).ln
pour un s€C , 1 étant la matrice unité d'ordre n . Ecrivant

S=R.(p® w__s), on a S(Frm)=1n , e&¢ S est de type galoisien. On a

S=R.0 ou 0==pébuts est une représentation non-ramifiée. On a donc

démontré le corollaire 2. Si R est irréductible, U(WF) est formb

de matrices scalaires donc il existe un nombre complexe s' +tel que

-1

o(x) = ws.(x).ln pour x€W Alors R = 8.7 = = SQQQLS. , d'ou le

F°

corollaire 3.

4.11 Passons 4 la démonstration du théoréme 4.8.

Soit r une représentation projective de degré n de WF .
Comme r est continue, elle est triviale sur un sous-groupe ouvert

F F -

dans WF . L'on fait agir WF par conjugaison sur IF/J . Comme

de I_. . Posons J = Ker(r ) = Ker(r)NI_ : ainsi J est invariant
IIF
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IF/J est fini, une puissance de Fr , disons Fc" agit triviale-

ment. Soit x€W_-. On voit gque r(Fr") commute & r(x). Soient ©®

F
et ¥ des éléments de GL(n,C) tels que 7(9) = r(Fr) et
T(y) = r(x). On a ainsi ®™ = gv¢" , o s est un nombre complexe

non nul. Prenant le déterminant des deux membres, on obtient sn==l ’
. mn N ' Y mn N
et par suite ¢ commute a Y . On en deduit que © commute a

tous les éléments de H = ﬂ_l(r(WF)).

4.12 Nous laissons au lecteur le soin de montrer qu'il existe

un polyndme Q€ C[T] tel que :

o)™ =1 modulo P(T) ,

ol P désigne le polyndme minimal de o¢™0 .

Posons @O = Q(¢mn). On obtient ainsi une matrice @o commutant

mn mn

4 tous les éléments de H et telle que Py =0 . Définissons la
représentation non-ramifiée p par :
P(Fr) = w;l . Evidemment p(WF) commute & H et l'on a

) -mnn

(r.(mep)) (Fr) 7T(CP)mnW(CPO =1, donc r.(mop) est de type

galoisien. C.Q.F.D.

4.13 Terminons ce chapitre par une remarque sur les représenta-

tions (projectives ou linéaires) du groupe profini Ip -

Proposition 4.13. Soit © une représentation de IF . Alors

il existe une extension non-ramifiée finie K de F et une repré-

sentation pP' de G telles que p==p‘l .
_ K IF

Remarquons gque, puisque K est non-ramifiée sur F , on a

Démonstration : Le corps fixé par IF est 1l'extension maximale

abélienne non-ramifiée de F , notée F , - Toute représentation de

IF a un noyau d'indice fini, puisque IF est profini. Soit E
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1'extension de Fnr’ fixée var Ker(p). Utilisons alors [Se 1,

lemme 7, p. 97). Ce lemme nous donne une extension non-ramifiée K
de F , et une extension totalement ramifiée E' de K , finie et
galoisienne sur K , et telle que E = E'.Fnr . L'inclusion de

IF==IK dans GK induit un isomorphisme de IF/Ker(p) sur Gal(E'/K),

ce qui nous permet bien de construire une représentation p' de GK

dont la restriction a IF scit 0O .

5. Les relévements des représentations proijectives et leur déterminant.

5.1 Propositibn 5.1. Soit n un entier, ny1l , et soit n'

le nombre de racines de l'unité dans F , dont 1'ordre divise une

puissance de n . Alors tout homomorphisme € de Mn(F) dans €~

s'étend en un caractére X de F*  vérifiant X =1.

Oon a un(F) < mn.(F), donc £ s'étend en un caractére de
mn.(F). Soit w(F) 1le groupe des racines de l'unité dans. F . Comme
L (F) est un groupe abélien fini, on a la décomposition
m(F) = ? mea(e)(F) , ou ¢ parcourt un ensemble fini de nombres pre-
miers. L'on a également mn.(F) = Z?n uea(e)(F) et par suite un.(F),

groupe cyciique‘d'ordre n', est un facteur direct dans wp(F). On

peut donc étendre £ en un caractére A de w(F) d'ordre divisant

n'.
Mais il est bien connu gque X se décompnse en
Fx = ﬂg X U' X ®(F), o0 U' est un module sur Zb de la forme
(Z )I . On peut donc étendre A en un caractére X de F*  trivial
P . .
sur ﬂgxu'. , d'od x® =1 . C.Q.F.D.

5.2 Si A est un groupe commutatif et n ua entier, ny1l ,

nous noterons Ny v et parfois simplement n , la multiplication par

n dans A . Nous noterons An 50N noyau et nA sOn conoyau.



16.

Proposition 5.2. Pour tout entier n>1 , on a ujne suite exache :

.
1 - aom(un(r),a:") 3 H?'(,GF,pn) 5 Hz(c;F.a:")n 1 .

Considérons la suite exacte de modules triviaux sur G :

F
1-w >3-,
La suite exacte de cohomologie associée est :
...ﬁE(GF,cx) 3 wte,, e 3 H2 (G n ) > (G, €) 3 HP(e,, ) ,

d'cl 1l'on déduit la suite exacte :
1~ #YG,,€X) » H,(G..mu_ ) > HG.,CS) - 1.
n F’ 2 F"n F’ n
Remarquons que Hl(GF,Cx) est le groupe des caractéres de G, .

F
Par la théorie du corps de classes local, on peut l'identifier avec

le groupe xf des caractéres d'ordre fini de F* . Il reste 3 iden-

tifier nXe et lkmﬂun(F),¢x). Pour cela, il suffit d'établir que

la suite suivante est exacte, P étant 1l'homomorphisme de restric-

. n o
tion : Xf - Xf =

La proposition 5.1 nous dit que 0 est surjectif, et il est

Hom(un(r-'),cx) -1 .

clair que pPon = 1 . Il reste a voir que si X est un caractére
d'ordre fini de FX . trivial sur mn(F), il est de la forme
x = (x")7, pour un caractére X' d'ordre fini de F*

Comme X est trivial sur Mn(F), il existe un caractére 6 de
(F)?  tel que 9(x?) = x(x) pour =x€ F* . Mais (F)® est un sous-
groupe fermé du groupe localement compact X , donc 0@ s'étend en

un caractére x' de e , d'od (x")? =x , et X' est d'ordre fini

puisque X 1l'est. C.Q.F.D.

5.3 Proposition 5.3. Pour tout entier n)1l , on a :

. 2 X\
i) H(GLCH =1,

ii) o: Hom(pn(F),¢x) - HZ(GF,mn(C)) est un isomorphisme.
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La démonstration que nous donnons est inspirée de |[Se 2, §6.6].
La proposition 5.2 montre que les assertions i) et ii) sont
équivalentes. Il suffira d'ailleurs de prouver l'une (ou 1l'autre)
lorsgue n est un nombre premier : en effet s'il n'y a pas d'élément
| R 2 2 X 4 L P21 A 1
d'ordre £ dans H (GF,¢ ), i1l n'y a pas non plus d'élément d'ordre

ml , quel que soit l'entier my1 .

5.4 Placons-nous dans le cas ou n est premier, mais distinct
de la caractéristique de F . Supposons en outre que F contienne
les racines n® de 1'unité de F . Alors mn(F) est un Gp-module
trivial, cyclique d'ordre n , donc isomorphe a B - Par suite,

2 . N 2
H (GF,pn) est isomorphe a H (GF,mn(F)).

Mais la théorie du corps de classes local nous donne le diagramme

commutatif suivant, dont les deux lignes sont exactes :

2 =X

.2 2 =%, 0
1~ H (GF,Mn(F)) - H (GF'F ) * H (GF’F )
1 1inVF lanF

1 — Z/nZ7 ——— Q/Z7 —— Q/7 .

L'application inv est un isomorphisme, et par conséquent

F
2 2 ' .

H (GF,Nn(F)) et H (GF,mn) sont d'ordre n . Mais Mn(F) et

Hom(un(F),Cx) sont aussi d'ordre n . L'application & étant injec-

tive par la proposition 5.2, c'est un isomorphisme.

5.5 Supposons maintenant que F ne contienne pas les racines
n® de 1'unité de F , n étant toujours un nombre premier distinct
"de la caractéristique de F . Soit E 1le corps engendré par F et
mn(ﬁ). Alors E est une extension finie de F , de degré premier a
n . La proposition 6 de [Se 1, chap. 7] montre alors que la restric-

tion de HZ(GF,CX)n dans HZ‘(GE,CX)n est injective. D'aprés 5.4 le

2, . X L. L2 X\
groupe H (GE,C )n est nul, d'ou H (GF,C )n =1 .
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5.6 Suppcscns enfin que F soit de caractéristique p et que
n=p . Alors pp(F) =1 et il s'agit de montrer que H2(GF,pp) =1 .
On peut identifier Mp au groupe additif du sous-corps premier Fp
de F . Les éléments de Fp forment le noyau de 1l'application 7
de F dans lui-méme définie par x P x*-x pour x€F

Considércns donc la suite exacte suivante de GF-modules :

- P
1-°>F_~>F>F-> 1.
b

La suite exacte de cohomologie associée nous donne, pulisque
Hm(GF,F) =1 pour myl , le résultat cherché : H2(GF,FP) =.1 .

On a donc démontré la proposition 5.3.

5.7 Théoréme 5.7. On _a H2(GF,¢X) =1 .
En effet, 1l'on sait que tout élément de H2(GF,¢X) est d'ordre
fini, d'od H%(e_,C9) = U_H%(e,C) =1 .
_F nGNX F n

Ces préliminaires cohomologiques vont nous permettre maintenant
d'examiner le probléme du relévement d'une représentation projective
de W, ou G, et méme celui du déterminant de ces relévements, ce

qui contient la question du relévement & SL(n,C).

5.8 Théoreme 5.8. Toute représentation proijective r de G

F

(respectivement de WF) posséde un relévement.

Démonstration : Pour le cas de GF , cela découle directement

du théoréme 5.7 : 1l'obstruction au relévement, qui est 1'élément

r*(c) de H2(GF,CX), est nulle.

Pour le cas de WF , 1l'on utilise le théoréme 4.8. Soit donc P

une représentation non-ramifiée de WF , P commutant & H , et

telle que r.(mepP) soit de type galoisien. Par le théoréme 5.8 pour

GF , 11 existe un relévement R de «r.(TepP). Mais alors. P commute

'Y

& R, puisque P commute a elle-m@me et & H . La représentation

R.p._1 est un relévement de r . C.Q.F.D.
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De la proposition 4.13 et du théoréme 5.8, l'on déduit immédiate-

ment le corollaire suivant :

Corollaire 5.8. Toute représentation proijective de IF posséde

un relévement.

5.9 Examinons maintenant si 1l'on peut imposer le déterminant
d'un relévement, pour une représentation projective donnée. D'une
facon générale, soit R une représentation linéaire de degré n de

WF . On appellera déterminant de R et on notera Det R le

N X . . . .
caractere de F qul rende commutatif le diagramme suivant :

W —R L Gn(n, @)
. .
l F ldet
X
F Det R ¢X .
Si R' est une représentation linéaire de Gn » nous noterons
Det R' 1le déterminant de sa restriction a Wo s c'est un caractére
d'ordre fini de Fx , que nous appellerons déterminant de R'.
Soit o un caractére de Fx ; si1 1l'on tord par @oT la repré-

sentation linéaire R de We , de degré n , cela revient a tordre

Det R par o™ . La donnée de la représentation projective r = ToR

associée & R fixe donc le déterminant d'un relévement modulo les

. e N . s
puissances n des caracteéres. Soit X 1le groupe des caracteres de

Fx . Un raisonnement analogue a celui de 5.2 montre que la restric-

LY

tion des caractéres a Mn(F) permet d'identifier Hom(Mn(F),cx) a

. e ’ . .
X modulo les puissances n . La donnée de r fixe donc la restric-

tion 3 un(F) du déterminant de ses relévements.

5.10 Donnons-nous une représentation projective r de GF dans

PGL(n,C), et conservons les notations de 4.3 et 4.4, avec Q==GF .
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L'obstruction au relevement de r a SL(n,C) est 1'élément
r*(cs) de HZ(GF,mn). Mais la propesition 5.3 nous donne un isomor-
phisme o de Hbm(wn(F),mx) sur H2(GF,un). A la représentation r
on peut donc associer le caractére r de mn(F) défini par

~ —l * ’, A - * ’ + . s
r=oo (r (cs)). Le théoreme suivant éclaire la remarque finale Ce

5.9.

Théorsme 5.10. Soient r une représentation projective de G

F
dans PGL(n,C), et € un caractére d'ordre fini de X . Pour qu'il

existe un relévement de r de déterminant € , il Ffaut et il suffit

. ~=1 . . .
gue € coincide avec r sur Mn(F). En particulier, r se relédve

~
A

3 SL(n,C) si et seulement si r=1 .

Corollaire 5.10. Soit n' le nombre des racines de 1'unité dans

F dont 1l'ordre divise une puissance de n . Alors la représenta-

tion proijective r: GF - PGL(n,C) posséde un relévement R tel que

(Det R)® =1 .

5.11 Montrons que le théoréme implique le corollaire (qui, 1lui,
implique triviélement le théoréme 5.8).

Soit r: GF - PGL(n,C) 1la représentation projective considérée.
Par la proposition 5.1, le caractére ’}—1 de mn(F) s'étend en un
caractére x de F* tel que ‘xnl==1 . Le théoréme 5.9 donne alors
l'existence d'un relévement R de r dont le déterminant soit X ,

d'ol le corollaire.

5.12 Démontrons le théoréme 5.10, et pour cela gardons les
notations de 4.3 et 4.4.

Scit 0 : PGL(n,C) — SL(n,C) une section quelconque de la pro-
SL(n,C) ° Alors Cq est la classe de cohomologie du
?(PGL(n,€),u_) aéfini par :

jection 7

cocycle Y € Z

y(u,v) = 0(u)o'(v)0(uv)—l pour u et v dans PGL(n,C).
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*
Par conséquent r (cS) est la classe de cohomclogie du ccecycle
v s ~ -1
vy € Zz(GF,MD) défini par VY(s,s') = 0{r(s))o(xr(s'))o(xr(ss'))

' dans GF .

Un relévement R: GF 2> GL(n,C) de r est défini par une appli-

pour s et s

cation continue h : G 7 c® telle que R(s) = h(s)o(r(s)) pour
s € G, . Comme R doit étre un homomorphisme, h est assujettie &

vérifier la condition :

r;(s,s')"1 = 1'1(5,)1'1(5')1’1(55')_l pour s et s' dans GF ,

c'est~-&-dire que 7_1 =8h , ol & est 1'opérateur cobord de
1 X 2 X N ' N -
C (GF,C ) dans Z (GF,C ), o l'on considére h comme une cochaine.
Remarquons alors que le déterminant de R(s) est égal & h(s)™.
Pour qgu'il existe un relévement R de r , tel que Det R=¢ , il
faut et il suffit donc qu'il existe une cochalne continue

he€ Cl(GF,Cx) telle que 1'on ait :

W' =¢' et 8&h =1 .

ol &' est le caractére de GF prolongeant EoT o E'EHl(GF,CX).

5.13 Considérons la suite exacte suivante de GF—modules

triviaux :
' n
1op o o5 - 1.

La suite exacte de cohomologie associée définit 1'opérateur
cobord 5 de Hl(GF,cx) dans H2(GF,Mn). Il est alors facile de
voir que les conditions imposées plus haut & h signifient précisé-
ment que l'on a r*(cs)—1 =3 (e").

~ — ‘ *
Comme r est défini par r = « l(r (CS)): ce qu'il s'agit de

montrer est que & (g') = m(E!u (F))' Pour cela, il nous faut revenir
n

4 la définition de o en 5.2. Appelons 7 la restriction de € &

Mn(F). Pour construire e« , 1l'on commence par étendre T en un carac-
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N L. X
tére d'ordre fini de F  : nous prendrons € . Alors o(m) est

définie par o(1) =8 (cr). C.Q.F.D.

’ ’ S

5.14 8i 1'on cherche a généraliser les résultats précédents a
une représentation projective r de We o l'on est amené & consi-—
dérer les éléments r*(cs) de H2(WF,Mn).

Utilisons 34 nouveau le théoréme 4.8 et écrivons r = r'.(mop),
ol r' est une représentation projéctive de type galoisien et p
une représentation linéaire non-ramifiée telle que P commute &

H

W_l(r(WF)). A cause de cette commutabilité, on a

r*(cs) = r'*(cs).(Wop)*(cs) dans HZ(WF,NH). Mais 7 p se reléve
évidemment a SL(n,C) : l'on peut choisir p(Fr) dans SL(n,C). Par
conséquent (Wop)*(cs) est nul et r*(cs) = r'*(cs). Notons r" 1la
représentation projective de GF prolongeant r', et e l'applica=-
tion de restriction de Hz(GF,pn) dans HZ(WF,pn). Alors on a

*

. *
r (cs) = wF(r (cs)).

5.15 Nous associerons alors & r le caractére T de mn(F)
égal a T" (défini en 5.10). Ce caractére ne dépend que de r et
non de la décomposition r = r'.(Top). Cela peut se voir en utilisant

le théoréme suivant, qui caractérise r comme la restriction a

mn(F) du déterminant d'un reldvement de r .

Théoréme 5.15. Soient r une représentation proijective de W

F

dans PGL(n,C) et r un caractére de mn(F) associé & r comme

’ P4 s \ X . )
précédemment. Soit € un caractere de F . Pour gu'il existe un

relévement de r de déterminant ¢ , il faut et il suffit qgue &

v . N—l » » . [N
coincide avec r sur Mn(F). En particulier r se releve a

SL(n,C) si et seulement si r=1 .

Comme en 5.11, 1l'on démontre le corcllaire suivant :
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Corollaire 5.15. Soit n' le nombre des racines de 1'unité dans

F dont l'ordre divise une puissance de n . Alors la représenia-—

tion projective r :WF » PGL(n,C) posséde un relévement R tel que

(Det ) =1 .

5.16 Démontrons le théoréme 5.15. Nous conservons les notations
de 5.14-5.15.

L'on supposera que P prenne ses valeurs dans SL(n,C). Si R’

est un relévement de r de déterminant € , alors R'.P est un

relevement de r de déterminant € , et réciproquement. Comme 1'on

N

x €' ou €' est d'ordre fini et X non-ramifié

peut écrire €
(et en particulier trivial sur un(F)), l'on peut supposer que €
est d'ordre fini. Mais alors r' a un relévement de déterminant ¢
si et seulement si r" a un relévement de déterminant € . Le

théoréme 5.10 permet alors de conclure.

5.17 Théoréme 5.17. Soient F un corps local de caractéristigue

p ., et r une représentation projective de W_, de degré une puis-

F
sance de p . Alors r se reléve & SL(n,C).
Démonstration : En ce cas mn(F) =1 donc r=1, et l'on

utilise le théoréme 5.15.
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6. Caractéres centriques.

6.1 Fixons une représentation prcjective r de degré n de

WF . de type galoisien. (Rappelons qu'une représentation projective

irréductible est de ce type). Elle a une image finie, donc définit

une représentation proisctive fidéle, enccre appelée r , d'un

quotient fini G de WF . Le corps K fixé par Ker(r) est le

corps centrique de r et G = Gal(K/F).

On cherche a relever r en une représentation R 2 Wy = GL(n,C).

Mais alors 1l'image de Wk par R est formée de matrices scalaires,

donc R est triviale sur 1l'adhérence du groupe des commutateurs de

WK . Le quotient de WF par ce groupe est le groupe de Weil relatif

W(K/F) de K sur F . Fixant r , 1'on considérera désormais les

relévements de r comme des représentations de W(K/F).

6.2 Le noyau de la projection de W(K/F) sur G est W;b ,

1l'abélianisé de W, , qui est isomorphe a K* . on peut donc consi-

K
dérer W(K/F) comme extension de G par K< . on sait d'ailleurs
que HZ(G,KX) est cyclique, d'ordre le cardinal de G , et qu'il
est engendré par la classe définissant 1l'extension W(K/F).

Si R est un relevement de r , on note XR le caractere de
K< défini par la restriction de R a K* :

R(x) = xR(x).ln pour x €KX W(K/F) .

On dit que ¥

R est le caractére centrique de R . On obtient ainsi

le diagramme commutatif suivant :

1- K > W(K/F) e , 1

e |® |

12 ¢ - @6L(n,C) @ PGL(n,C) - 1 .

Le caractére Xg détermine R 4 torsion prés par un caractére
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de W(K/F) se factorisant par G .
Inversement, &tant donnée une représentation fidéle r de
G = Gal(K/F), on appelle encore r la représentation de WF qu'elle

» « » 1 . Y x x .
définit et 1'on dit que le caractere X :K = C est centrigue pour

r s'il existe un relévement de r (relévement considéré, nous
1l'avons dit, comme une représentation de W(K/F)), dont X soit le

caractére centrique.

6.3 Remarquons que G agit trivialement sur . Par consé-

quent, le caractére X est invariant par G , i.e. est trivial sur

R
I x , 2 ’ 0__ l LY
K™ , le sous—groupe de K engendré par les éléments X ; Ou

x€EKS et o€G .

La projection de W_ sur W(K/F) définit un isomorphisme de

ab
F

procité, on obtient une application iK/F : W(K/F) - F* . Soient R

F

W(K/F)ab avec W et, par composition avec 1l'isomorphisme de réci-

et R' deux relévements de r . Alors il existe un caractére o de

F* , tel que R' = RO® (aei ). Mais la restriction de i a x°

K/F K/F

se traduit par la norme N

K/F =N, et 1'on a Xgt = XR.(NONk/F).
Par conséquent XRr et XR* ont méme restriction au noyau KN de
la norme NK/F : KX - Fx . Inversement, si X est un caractére de
K< ayant méme restriction que Xg a xV , il existe un caracteére

. X
a' de NK/F(K ) tel que

X(x) = a'oN p(x)Xp(x) pour x€K* .

X

Etendant «' en un caractére « de F , on obtient
X =X ,
K. *
On appellera Xr la restriction commune des XR a KN r R parcou-

rant l'ensemble des relévements de r . Remarquons que X, est
trivial sur KI , donc définit par passage au quotient un caractére

de H (G, KS). on peut énoncer :
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Proposition 6.3. Soit r une représentation projective fidéle

du groupe fini G = Gal(K/F). Un_caractére X de K est centrigue

pour r si et seulement s'il prolonge Xr .

6.4 Les raisonnements précédents supposent 1'existence d'un
relevement pour r , gque nous avons démontrée en 5.8. Il est plus
intéressant de définir X, directement, de démontrer (avec cette
définition de Xr) la proposition 6.3, puis d'en déduire le théoréme
5.8. C'est ce que fait Buhler [Bu, Th. 1]. Nous donnons ici la défi-
nition de X, selon [Bu].

Comme € est divisible, donc cohcmologiquement trivial, la

suite exacte de G-modules triviaux :

15 75 ¢ exp(2ﬂ1.);rcx -1

donne un isomorphisme, le cobord :

5 : H2(G,C) » B

(G,Z) .
* 2 X .
Comme on a r (c) € H*(G,€”) (notations de 4.3 avec §=G),

ona 6r (c) € B>

3

(G,Z). L'opération de cup-produit envoie
_1 X 2 X . » LY _1

H "(G,K") X H(G,Z) dans H"(G,K"), qui est isomorphe & X ~2Z/%Z

(o X est le cardinal de G) par 1l'application inVF du corps de

classes. Si x€KY , on note [x] sa classe dans H-l(G,Kx) et

l'on définit :

xr(x) = exp(2mi invF([x]Llér*(c))
Le théoréme 1 de [Bu] équivaut & la proposition 6.3, pour cette
définition de X, -

6.5 La proposition 6.3 a certaines conséquences intéressantes.
Si r est une représentation projective de type galoisien de

WF , e¢ R un relévement de type galoisien de r , on appelle
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niveau de R 1l'ordre du caractére centrique XR de R .

Proposition 6.5. Soient m un entier, m)1 , et r une repré-

sentation proijective de type galoisien de WF . Alors r a un relé-

vement de niveau divisant m si et seulement si la propriété suivante

est vérifiée :

pour x€ K~ (NK/F(X))m =1 =x_(x") = 1.

En effet, dire que le relévement R de r est de niveau divi-

. s s X .
sant m signifie que XR est trivial sur K m , gui est un sous-

groupe fermé de K . On utilise alors le lemme d'extension suivant,

avec J=KX, B=kK™ , x=xV, X'=X_ .

Lemme d'extension 6.5. Soient J un groupe abélien localement

compact, B un sous-groupe fermé de J , X un sous-groupe compact

de J et X' un caractére de X . Alors X' peut s'étendre en
un caractére X de J trivial sur B si et seulement si

BN X< Ker(Xx').

La condition donnée par ce lemme est xr(meﬂ KN) =1, ce qui

se traduit immédiatement par la condition de la proposition. C.Q.F.D.

6.6 Théoréme 6.6. Soit r une représentation projective de

degré n de WF » de type galoisien. Soit n' 1l'ordre du groupe

des racines de l'unité de F dont 1'exposant divise une puissance de

n . Alors r a un relévement de niveau divisant nn'.

Cette assertion est évidente d'aprés le corollaire 5.10, mais on
peut la démontrer sans utiliser ces résultats du chapitre 5, ce qui
donne d'ailleurs une nouvelle démonstration, due 3 Buhler, du
théoréme 5.8.

I1 suffit de remarquer que le caracteére X défini en 6.4 est

. ,
d'ordre divisant n : nous avons vu que Y (c)EZHz(G,Cx) provient
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* *
de r (cS)E H2(Gﬂun). Par conséguent r (c¢) est d'ordre divisant n

dans H2(G,cx) et Xr 1'est aussi.

$
Sachant cela, supposons que x €K vérifie NK/F(x)nn =1,
Alors on a NK/F(X)n =1, i.e. x° ¢xN . Ainsi 1'on obtient
xr(xnn ) = (Xr(xn N =1 et la condition de la proposition 6.5 est

vérifiée. C.Q.F.D.

6.7 Plutdt que de donner la démonstration du théoréme 1 de
Buhler, nous allons définir X, d'une autre fagon, et démontrer la
" proposition 6.3 correspondante.

Considérons le sous-groupe fermé GK de GF . La suite exacte

de Hochschild-Serre correspondant a ¢x vs‘écrit :
1~ al,c®) - Hl(GF,GZX) 5 Hl(GK,CX)G 29, 5%(e, ) » 1, puisque 1'on
a G==GF/GK et H2(GF,¢x) = O d'aprés le théoréme 5.7.

On peut identifier Hl(GF,Cx) et Hl(GK,Gx) avec les groupes

des caractéres d'ordre fini de Fx et Kx respectivement. Alors

Hl(G CX)G s'identifie au groupe des caractéres d'ordre fini de K*

KI
triviaux sur KI . A un caractére X de Fx , l'application B8

X

associe alors le caractére XoN de K . Un raisonnement semblable

K/F
a celui de 6.3 montre que le conoyau de B s'identifie canoniquement
| I N

au groupe X' des caractéres de kY triviaux sur K (K™ , étant
compact, n'a que des caractéres d'ordre fini). Par conséquent,la
transgression tg définit un isomorphisme Y de X' sur H2(G,¢x).

L'on définit alors X, par la formule 7(x;l) = r*(c).'Comme

*
r (¢) est d'ordre divisant n dans H2(G,Cx), on a x?==1 .

6.8 Reste i montrer qu'un caractére X de KX est centrique
pour r si et seulement s'il prolonge X, . Tout d'abord 1l'on peut

supposer que X est d'ordre fini : en effet,il existe un caractére

non-ramifié o de F* tel que ¥X. QONK/F soit d'ordre fini, et

- N
QONK/F est trivial sur K .
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Par le lemme 3.6, l'on sait que X est centrique pour r si
) *
et seulement s'il est trivial sur KI et vérifie X, (d) = r (c¢)

ou d‘sz(G,Kx) est la classe de cohomologie décrivant W(K/F).

Supposons donc X trivial sur KI .

Considérons 1'homomorphisme de transgression

tg : Hl(GK,CX)G - H2(G,¢x), et appelons 71 la restriction

de X% a KN . Alors on a, si X est le caractére de GK associé

3 X , y(n) = tg(X) dans H2(G,Cx), par définition de Y . Tout

revient alors'é montrer que l'on a :
~-1
tg(x 7) = x,.(a) .

En effet, si X est centrique pour r , il vérifie

x,(d) = r'(c), da'od y(n~t

1

) = Y(x;l) et ﬂ==xr . Inversement, si

) = r*(c), d'oa x,(d) = r*(c). De plus, X , pro-

longeant X est trivial sur KT .

n=X_.,alors y(n~

6.9 Prouvons donc la formule tg(y—l) = x,(d).
Choisissons une section T : G -» W(K/F) de la projection ¢ de
W(K/F) dans G . La classe de cohomologie d‘EHz(G,KX) est repré-

sentée par le cocycle d' défini par :
d'(s,s') = T(s)T(s')T(ss') "t pour s,s'€G .

Choisissons une section v de la projection de W sur G , telle

F
que T = jo°v , ou j est la projection de W sur W(K/F). Alors

P
2(GF,CX) est défini par le cocycle

1'élément inf(x,(d)) € H
inf x°d' = @" , ou inf désigne 1'inflation. On a
d"(g,g') = X(veu(g)vou(g')veu(gg')™t), o g et g' sont dans

GF et u est la projection de GF sur G . Considérons alors la

cochaine continue f£€ Cl(GF,cx) définie comme suit : pour g¢€ Cp

on écrit g = x(g)vou(g) avec x(g)E€ GK . et 1'on pose
N_l O
flg) = x ~( = %!

x(g)). 8i g¢ GK ., alors f(qg) (g).



30.

On a d4d"(g,g') = ?(x(g)"lg x(g')—lg'(x(gg')ﬂlgg')—l). Mais X%

est invariant par G , donc l'on trouve
an ' -~ 1 [ -1
a"(g,g') = £(g)f(g')f(gg') '

c'est-a-dire que d" est le cobord de f

Récapitulons : Nous avons construit une cochalne continue

~ X « . A » 2 ~—
f*:Cl(GF,G } dont 1la restriction a GK est 1'élément ¥ 1 de

Hl(GK,CX) et dont le cobord Of est 1l'inflation du cocycle xod'

représentant X,(d). On reconnait 13 le fait que tg(z-l) = x,(d)

(La, p. 109]. C.Q.F.D.

7. Conducteurs et exposants des représentations linéaires.

7.1 Soit L wune extension galoisienne finie du corps local F .
Si P est une représentation linéaire du groupe § = Gal(L/F), on

notera c(pP) le conducteur d'Artin de p [Se 1, ch. VI]. On notera

a(p) et on appellera exposant de 0 , l'exposant de ce conducteur :

g(p) . Si R est la représentation de W, que p

définit, il est cohérent de définir 1'exposant a(R) de R par la

l'on a c{(p) =79

formule af(R) = a(p).

Si R est une représentation linéaire de type galoisien de

WF , 1l'on vient de définir son_exposant. Il est facile de voir que

cet exposant ne dépend que de la restriction de R au groupe d'iner-

tie I . On peut alors étendre la définition de 1'exposant & toutes

les représentations linéaires de We si P est une représentaticn

non-ramifiée de Wg , de méme degré que R et commutant & R , et

telle que R.P soit de type galoisien, l'on définit a(R) par la

formule a(R) = a(R.p). Il reviendrait au méme d'utiliser la distri-
bution de Herbrand [We 1, App. 1].

. ; N x -
Si X est un caractere de F , l'exposant du caractere XoTF

de W, est a(XoTF) =mt+l , o0 m est le plus grand entier i tel
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que X soit non-trivial sur UL, (on posera m=-1 si x(U2)=1).

o]
F F

On écrira souvent a(Xx) au lieu de a(xoTF).

7.2 Si r est une représentation projective de WF , On

appelle exposant de r et on note alr) 1le plus petit des exposants

des relevements de r . Une représentation linéaire R de WF est

dite primordiale si 1l'on a a(R) = a(TeR). Il revient au méme de dire

gque 1'on a af(R) { a(R®x), quel que soit le caractére X de W -

Pour une représentation projective r donnée de We o il existe

toujours un relevement de r qui est primordial.

7.3 L'on peut définir [[Se 1, ch. IV, §3] les sous-groupes W;

de WF pour ufR , uy-1 : ce sont les sous-groupes_de ramification

de W, en numérotation supérieure. Si G = Gal(K/F) est un quotient

. . u _ u o
fini de WF . l'on a G WK.WF/WK . Le groupe WF est le groupe
d'inertie IF . On notera W; le groupe de ramification sauvage :
[ -
W+ = U W, . On a bien sir W 1==W . 8Si m est un entier positif
F 3o F F 'F
et u un nombre réel, tel que l'on ait m-1{u{m , alors l'on a
u —

Tp(Wg) = UL .

Par suite, si X est un caractére de WF , l'exposant de X
est a(x) = o+l ol a est le plus grand indice u tel que X soit

. u
non-trivial sur WF .

Si R est une représentation linéaire guelcongque de W. + nous

appellerons RY 1la restriction de R & W; . et nous noterons

*
o(R) le plus grand indice u tel que RY soit non-triviale . Nous

voulons généraliser la propriété précédente des caractéres a des

représentations irréductibles quelcondues de WF .

7.4 Soit G un sous-groupe fermé de W_ ; la restriction de

F
W
R & G sera notée ResqF(R). Si K est une extension (séparable)

¥ On pose «o(R)=-1 si R est triviale.
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de F et que l'on prend QJ:WK , on écrira aussi Resg(R) au lieu
WF(
WK

Si § ‘est un sous-groupe fermé de W, et R une représenta-

tion continue (de dimension finie) de G , nous noterons I{(R) Ile

de Res R), et parfois RK si aucune confusion ne peut en résulter.

nombre de fois ol la représentation triviale de G intervient dans R.

Nous nous intéressons d'abord & la restriction de R & W

quand K est une extension modérément ramifiée de F .

7.5 Théoréme 7.5. Soit R une représentation linéaire de

degré n de Wy . Soit K une extension modérément ramifiée finie

de F , fixée par Ker(R), et posons e = e(K/F). Alors on a

a(Re) + I(RY) - n = ela(R) + I(R°) -n] .

Corxollaire. Si I(Rﬁ) O on a

ea(R) n(e-l)-+a(RK) .

En effet, si la représentation triviale n'intervient pas dans

RE = Resi F (R), elle n'intervient pas non plus dans RC = Res§ (R).
““nr nr

Ceci prouve le corollagire.

Remarquons que, si R est irréductible et que RE est non-
triviale (i.e. I(Rﬁ);‘n) alors on a I(R§)==O et le corollaire est
applicable : en effet R est une représentation irréductible de WF,
et par suite RE est somme de représentations irréductibles permu-
tées par l'action de Wo -

Si RE est triviale, 1l'on trouve a(R) = n-I(R°), ce qui est

naturel.

7.6 Démontrons le théoréme 7.5,

Pour cela, supposons d'abord que R soit de type galoisien, se
factorisant par G = Gal(L/F). Alors K est incluse dans L .
Appelons H 1le groupe de Galois de L sur K et posons

g; = card(Gi) » hy = card(Hi) pour i y-1 . Appelons ¢ le carac-
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tére de la représentation de G définie par R .

Alors on a | Se 1, p- 108, cor. 1] :

S g. 1 .
a(R) = £ Zle(n)-= = o(s)]
i=0 Yo 9; s€a.
) 1
r Mg ! ]
a(R,) = Z — |Lo(1) -~ z o(s)] .
RK i=0 ho hi s€H.

1

Mais pour i1 , on a H, =G, . Par suite on a

h
1
a(R)-o(1)+3= 2 o(s) = 2la(®R) -o(1) +7~ £ o(s)] .
Yo s€G 9o o s€H
o o

On voit alors facilement que Ig = eho , 9(1) = n et
1 =z ©(s) = I(R°) , ﬁL L o(s) = I(R%), d'ol le résultat gquand
9o sEGO o s€HO

R est de type galoisien.
Si R n'est pas de type galoisien, choisissons une représenta-

tion non-ramifiée P de degré n de WF , commutant & R , et telle

gue R' = R.0 soit de type galoisien. On a a(R') = a(R), puisque

2 est triviale sur iz - Appelons K' 1la sous-extension de K.Fn

. 2 1 ] —_ - + 1
fixée par Ker(R'). Alors on a K .F . =K. F _:en effet K'.F_

r

r

» Ve n (] n
est le corps fixé par (IF WK).Ker(R ) IF et K.F__ le corps

K

K'.F__ - Réciproquement si x fixe K'.Fnr , i1 s'écrit sous la

fixé par WKﬂ In - Mais si x est un élément de W, N In .+ X fixe

forme x=yz ol y est dans WKﬂ IF et z dans Ker(R'). Mais

alors z est un élément de IF et donc aussi de Ker(R). L'on a

— e n . . . . rd »
alors x VZ Wk IF et x fixe K Fnr On a bien démontre

K'.F__ = K.F__ .
nr nr
’ . 2 : 2 —_ ] — )
On en déduit les égalités a(RK) = a(RK) = a(RK.) et
I(Rﬁ) = I(Rﬁ.) = I(Rﬁ?) , d'ol le résultat pour R & partir de

¢elui pour R'.
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7.7 Quand R est une représentation linéaire de WF , nous

avons défini en 7.3 le nombre «{R). Ce nombre intervient dans le

calcul du conducteur de R :

Théoréme 7.7. Soit R une représentation linéaire de degré n

de W, . Soit H un sous-groupe ouvert de Wp inclus dans

F
o(R) . . We
WF .Ker(R), et supposons gue l'on ait I(ResH R) = 0 . Alors on a :
i) a(R) = n(a(R)+1).
ii) Pour tout sous-groupe ocuvert H' de W_ , d'indice

F

fini dans Wo et contenant H et Ker(R), on_a

e(K/F) a(R) = nd(K/F) + a(RK) '

ou l'on a noté K 1l'extension de F fixée par H'.

7.8 8i 1l'ona a(R)=0, i.e. ¢(R)=-1, ce théoréme est évident.
Supposons donc que l'on ait «(R) 0 .
Supposons d'abord le théoréme démontré quand R est de type

galoisien. Prenons une représentation linéaire quelconque R de

WF , et, comme en 7.6, fixons une représentation non-ramifiée p de
WF , commutant & R , et telle que R' = R.p soit de type galoisien.
Alors on a af(R') = a(R) et &(R') = o(R) d'ou une démonstration
de i).

Appelons, comme en 7.6, K' le corps contenu dans K.Fnr et

fixé par Ker(R'). Alors on a K'.Fn = K.F et aussi

r r

a(RK) = a(Rk,). L'on vérifie facilement que l'on a e(K/F) = e(K'/F)

et 4(K/F) = d(K'/F) . On en déduit que ii) est vraie pour R .

Remargue : On pourrait énoncer les théorémes 7.5 et 7.7 en
supposant seulement que K.F . est finie sur F . rau lieu de sup-
poser que K est finie sur F . Mais cela nécessiterait de définir

e(K/F), d(K/F) et a(RK) pour une telle extension K de F , ce

qui n'est pas difficile, mais que nous n'avons pas fait.
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7.9 Il reste & démontrer le théoréme 7.7 cquand R est une
représentation de type galoisien. Elle se factorise alors & travers

un quotient fini G = Gal(L/F) de We - Si l'on prend pour L le

corps fixé par Ker(R), on obtient, par passage au quotient, une
injection R de G dans GL(n,C). De plus l'on a &(R) = a(L/F).

~t
Par conséquent, l'image H de H dans G est incluse dans

a(L/F) _
G = Gg(L/F) -

L'hypothése sur I(Res

W
H

~

FR) signifie que 1'on a I(Res_ R) = O .
H

Appelons H' l'image dans G d'un groupe H' vérifiant les

conditions de ii), et notons © 1le caractére de la représentation

~

R: 9(x) = Tr R(x) pour x€G .
7.10 Le groupe H est abélien, puisqu'il est inclus dans

GB(L/F) . Par conséquent, il existe une base de " et des carac-

téres XpreeorXy de H tels que, pour h€H , la matrice de R(h)
dans cette base soit la matrice diagonale d'éléments diagonaux |
Xl(h)l LI .,Xn(h) .

Soit x un élément de G . Soit (aij) la matrice de 'ﬁ(x)
dans la base précédemment fixée de c¢” . Alors la matrice dans cette

base de IE(xh), pour h€H , est (aj.xj(h)). Par conséquent, l'on a

J
n n
L, 9(xh) = £, I a,x.,(h)= 2 a,, Z, 6 x,(h) .
h€H héH i=1 1% i=1 Yt neg 1
Mais 1'on a I(Resglﬁ) = 0 et par suite aucun des caractéres Xy

n'est trivial, d'ou l'on tire

Z %:;(h) =0 et Z o(xh) =0 pour tout x€G .
nef * n€H

7.11 Utiliscns & nouvest la formule [Se 1, p. 108. Cor.

a(R)

(o] g.
o 2 (e -2 = o(s)],

i=0 9o i s€Gi
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ou g; = card(Gi).
Il suffit d'ailleurs de sommer de O a B(L/F). Mais, pour

i { B(L/F), G, contient H et par suite la somme L 9(s) est

s€ G,
nulle. *
_ B(L/F) g, B(L/F) g,
On en tire alors a(R) = n by — = n(1l+ z -=) d'ou
i=0 go i=1 go

a(R) = n(l'+®L/F(B(L/F))) par définition de la fonction °L/F -

Comme e(L/F) = wL/F(ﬁ(L/F)) on a i).

7.12 si G est le groupe de Galcis d'une ewtension galcisienne
finie de corps locaux, nous noterons aq le caractére de la représenta-~
tion dA'Artin de G [se 1, ch. vI].

N ~ LY ~
Le caractere aG est constant sur les classes xH ol x€ G\H ,

puisque H est inclus dans GB(L/F) . Par suite on a

a(R) = z as(x)e(x) = Z, as(x)e(x) =

= 2 ag(x)e(x) .
x€G 9 x€H

1
9 xeu

QI

L'on utilise alors [Se 1, p. 108, prop. 4] qui dit que l'on a

agla. = f(K/F)(nﬁ, A(K/F) + ary ol K est le corps fixé par "

- H‘) ’
et oy le caractére de la représentation réguliére de H' .
On en déduit 1'égalité suivante, ol h = card(H')

e(®/Ma(R) = § 2 (ry ()AK/E) +ag (x))o(x)
x_l

d'ou
Z,:V afI‘_il(X)Cp(X)

x€EH'

nd(K/F) + a(RK) , ce qui démontre ii).

S

e(K/F)a(R) = nd(K/F) +

il

7.13 Remargue‘: L'on a également e(L/F)a(R) =n(a(L/F)+3(L/F)+1)

en vertu de i) et du lemme suivant.

Lemme 7.13. Soit L wune extension galoisienne (finie) du corps

local F . Alors 1l'on a

e(L/F) (a(L/F)+1) = &(L/F) +B(L/F) +1 .
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Démonstration : Posons G = Gal(L/F) et écrivons g, pour le

cardinal de Gi . Alors par |Se, prop. 4, p. 72], on a

o0 8 (L/F)
d(L/F) = 2 (gl—l) = & (9,;"‘1)
i=0 i=0 =
B(L/F) B(L/F) g,
d(L/F) +B(L/F) +1 = z g. =g (1+ I )
i=0 °© i=1 9o
= 90(1+CPL/F(B(L/F))) = e(L/F)(1+a(L/F)).

CoQ-F-D.

7.14 Reprencns les notations et hypothéses du théoréme 7.7 il),
et supposons que K soit galoisienne sur F , i.e. H' invariant

dans Wg . L'égalité ii) du théoréme 7.7 peut encore s'écrire :

e(R/F)a(R) - n[a(k/F) +8(K/F) +1] = a(Ry) - n(B(K/F) +1) .
Le lemme 7.13 donne alors
e(K/F) [a(R) - n(a(K/F) +1)] = a(Ry) - n(B(K/F) +1) .

On a évidemment «(K/F) { e¢(L/F) , puisque Gal(K/F) est un gquotient

de Gal(L/F). L'on en déduit 1l'inégalité
a(R) = n(o(L/F) +1) ) n(e(K/F) + 1)

a'ol a(RK) Y n(B(K/F) +1).

Si le groupe H' contient W;(R) = Wg(L/F) , on a méme
o(K/F) { a(L/F)

d'ou a(RK) > n(B(K/F) +1). Enongons donc :

Provposition 7.14. Conservons les hypothéses et les notations du

Théoréme 7.7 ii). Supposons de plus K galoisienne sur F . Alors

on a a(RK) Y n(B(K/F) +1) et on a méme inégalité stricte si H'

contient Wg(R)
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7.15 Le thic

Supposons d'abord R
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'autres conséqguences intérecssantes.

irréductible de tvpe galoisien, et pre-

W
nons pour H 1le groupe W;(R).Ker(R). Alors ResHF R est somme de
caractéres tous conjugués par 1l'action de WF , et par conséquent ils
W
sont tous non-triviaux, d'ou I(ResHF R) =0 . On pourra donc appli-

quer le théoreme 7.7 avec ce choix de H .

Théoréme 7.15. Soit R

de W, ., de degré n . Alors on a

une représentation linéaire irréductible

a(R) = n(a(R) +1) .

Démonstration : D'aprés ce qui précéde, c'est vrai si R est
de type galoisien. Sinon, il existe un caractére non-ramifié x de
Wg tel que R®X soit de type galoisien. On a a(R) = a(R®x) et
o(R) = «(R®X). C.Q.F.D.

7.16 Supposons maintenant que la représentaticn projective
r = ToR soit de type galoisien. On a défini en 6.1 le corps centrique
de r . Appelons-le K . En 6.2, on a défini le caractére centrique
Xg de Rz Xp: k<> ¢ . on pourra appliquer le théoréme 7.7 a
H'==WK s'il existe un groupe H , inclus dans W;(R)r1Wk : et
d'image non triviale par R , i.e. si R(Wg(R)) contient au moins

une matrice scalaire non triviale.

Rk

Remarquant alors que

est équivalente & la somme

directe de

n fois le caractére Xg + on obtient le théoréme suivant :

r une représentation projective de

W o

Théoréme 7.16. Soit

F

son _corps centrigque,

caractére centrigue.

contienne une matrice scalaire non-

de deqré n et de type galoisien. Soient K
R un relévement de r et Xg Son
Supposons due R(W;(R))

triviale. Alors on a

e(K/F)a(R) =

n(d(X/F) +a(XR))
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et a(XR) » B(K/F) +1 . Cette derniére inégalité est stricte si W

K
contient W;(R)

+ . .
est Syrro-
F e ——— v e

ductible, alors on a e(K/F)a(R) = n(d(K/F)-+a(xR)) guel gue soit

7.17 Ccrolla‘re 7.17. S ls restriction de ¥ & W

le relévement R de r . On a aussi a(xR) > B(K/F) +1 .

Démonstration : La représentation linéaire R est irréductible.

I1 suffit donc de démontrer ce corollaire quand R est de type

galoisien. Appelons L 1le corps fixé par Ker(R), posons
G = Gal(L/F) et appelons R 1la représentation de G définie par
.

G - . VF
ResGl R est 1rreduqt1ble. Mais GB(L/F) est central dans G

R . Alors 1l'hypothése que Res r soit irréductible implique que

1
[Se 1, p. 77, prop. 10]. Par le lemme de Schur, on en déduit que

E(GB(L/F)) = R(wg(R)) est formé de matrices scalaires. On applique
alors le théoréme 7.16. Comme on a de plus W;(R) S W, , on obtient

1'inégalité stricte a(xg) > B(K/F)+1 .
La premiére partie de ce corollaire équivaut & la proposition 2

de LBu, P. 21].
7.18 Démontrons maintenant le théoréme 2.4 de 1l'introduction.

Théoréme 7.18. Soit R une représentation linéaire de WF ,

primordiale et de deqré n . Si, pour tout caractére X de Wo » on

a2 a(R®x) = n(e¢(R®Xx} +1), alors on a a(R®x) = sup(a(R),nalx)).

Cela est vrali en particulier si R est irréductible et primordiale.

Corollaire 7.18. Soit R une représentation linédaire de WF .

irréductible et de degqré n . Si a(R) n'est pas un multiple de n ,

R est primordiale.

Ce ccrollaire est immédiat. Nous verrons en 9.8 que si

n est premier et a(R) divisible par n , alors R est induite
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par un caractére de W ou F_est 1l'extension non-ramifiée de
n

degré n de F . Dans le cas général, on peut poser la question
suivante : soit R une représentation linéaire de We o irrédductible,
primordiale et de degré n . Si n divise a(R), existe-t-il une
extension non-ramifiée E de F , distincte de F , et telle que R

soit 1'induite d'une représentation de Wy ?

7.19 Démontronsg le théoréme 7.18.

Soit X un caractére de W, . On a a(x) = a(x) +1 ,
a(R) = n(a(R) +1) et a(R®X) = n(a(R®x) +1). De na(x) { a(R) on
tire o(x) { o(R). Par conséquent, quel que soit u , u ? «(R), les

représentations R, X et R®X sont triviales sur W Donc on a

u
F o
a(R®x%) { a(R). Comme R est primordiale, on a 1'égalité.
De na(x) » a(R) on tire a(X) »> «(R). Alors R®X est non-triviale
sur Wi(X) et triviale sur WE , siona u) o(x). Par suite

l'exposant a(R®¥X) est n(a(x)+1) = na(x). C.Q.F.D.
7.20 Par les mémes méthodes, on démontre le résultat suivant :

Théoréme 7.20. Soient R (resp. S) une représentation irréduc-
tible de W, , de degré n (resp. m). Alors on a

a(R®s) { sup(ma(R),na(S))

avec égalité guand ma(R) # na(S) et que R®S est irréductible.
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8. Représentat’ons imprimitives.

L

8.1 Soit E une extension finie (séparable) de F . Si 0 est

une représentation linéaire de W, et R 1'induite de P a W

nous noterons R = Indg P et nous dirons que R est induite & par-

tir de E . Tordre R par un caractére de We revient a tordre @
par la restriction a WE de ce caractére. Par conséquent, si r
est la représentation projective que définit R , nous pouvons dire,

par abus de langage, que r est induite a partir de E .

LY

Remarque : Tordre R par le caractére «oT de WF , Ou o

F
Y x . \ by
est un caractere de F revient a tordre QP par le caractere
LY . b x
3] T u o 3 -
o NE/F° g’ © ONE/F est bien un caractere de E
Si p est un caractére de WE , hous dirons que R est mono-

miale. Ecrivant p = XoTg ol X est un caractére de E" , on dira
que X induit R et on écrira parfois Indg X au lieu de Indg P .

Rappelons que, si R est une représentation de WF,.on note

F . . . N
Res, R (et parfois RE) sa restriction a WE .

8.2 Soient donc E une extension finie de F et 0 une
représentation linéaire de Wp - Il est intéressant de connaitre le
déterminant et le conducteur (ou l'exposant) de la représentation

Indg P en fonction de ceux de 0 .

Théoréme 8.2. Soient P une représentation linéaire de deqré

n de W, et R son induite a Wp -

a) Appelons € le caractere de F>< gui est le déterminant

de la représentation de permutation de WF sur WF/WE . Alors on a,

pour x€ F* (Det R) (x) = £(x)?(Det p)(x).

b) Supposons P semi-simple. Alors R l'est aussi et l'ona

a(R) = £(E/F)(nd(E/F) +a(p)) .
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La premiére partie découle du fait suivant [De, p. 508]. Soient
G un groupe, H un sous-groupe d'indice f£ini de G , et

- :Gab N Hab

le transfert. Soient QP wune représentation linéaire
(de dimension finie) de H et € le déterminant de la représenta-

tion de permutaticn de G sur G/H . Alors, pour x€G , on a
det (Ind p(x)) = £(x)™ P get p(t(x)) .

L'interprétation de ce fait dans notre situation, par la théorie
du corps de classes,‘donne la partie a) du théoréme.

Quant a la partie b), si P est de type galoisien, R 1l'est
aussi, donc est semi-simple et 1'égalité de b) est donnée par le
corollaire de la proposition 4 de [Se 1, p. 109].

Si p est irréductible, il existe un caractére non ramifié ¥
de Fx tel que pP' = p@@(onE/FoTE) soit de type galoisien. Alors

R = (Indg P)® (x“tor_) est semi-simple et 1'on a a(p') = a(p) et

F
a(R) = a(Indg p'), d'ou le résultat. Le cas de P semi-simple quel-
conque découle du cas ol P est irréductible en décomposant 0 en

somme de ses composants irréductibles. C.Q.F.D.

8.3 Remargques : 1. En termes de conducteurs, la partie b) du
théoréme se traduit par c(R)GE = (SE/F c(p))[E:F] .
2. On peut sans doute démontrer que la formule
de b) est vraie méme quand P n'est pas semi-simple.
3. Soit r = TeR 1la représentation projective
dont R est un relévement. Supposons r de type galoisien. Soit K
le corps fixé par Ker(r). Alors on a EGK . En effet WE est le
stabilisateur d'un sous-espace de l'espace de la représentation R ,
et W, stabilise chacun de ces sous-espaces. On a donc WE:DWK et

K
ECK . Les corps & partir desquels on peut induire r sont donc con-

tenus dans le corps centrique K .
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4. Le corps fixé par Ker(R) est le plus petit

corps galoisien sur F contenant le corps fixé par Ker(pQ)}. Cepen-

dant, si r' est la représentation projective de W définie par

P , et K' son corps centrique, alors K n'est pas forcément le

plus petit corps galoisien sur F contenant K'. On a néanmoins

K'=K . Soient x, K s ¢f

X X .
. - =
XR : K C celur de R . Alors on a XR XpONK/K' .

le caractére centrique de P et

8.4 La proposition suivante contient des hypothéses analogues
a celle du théoréme 7.7. Nous ne nous en servirons pas par la suite,
mais elle peut &tre utile pour le calcul des facteurs € attachés a

des représentations induites.

Proposition 8.4. Soient © une représentation linéaire de type

galoisien de W et R son induite a W_ . Soient L le corps

E — F
fixé par Ker(R) et G le groupe Gal(L/F). Si la représentaticn de
GB(L/F) = g*(R) ue R définit ne contient pas la représentation
triviale, on a
B(L/E) = B(L/F) .

Démonstration : Posons H Gal(L/E) et B = B(L/F). On définit

~S

grice & R et P , par passage au quotient, des représentations R

~e ~
et Pp de G et H respectivement et R est l'induite de H & G

. G . Gp H o~
de p . Mais alors Res; R contient Indg ny Resg, nH(P) [se 4,
‘ 8 ~ B B
P. 75]. si G5r1H est nul, Resg R contient la représentation tri-
8

S

viale, contrairement a 1'hypothése. Donc GBFWH est non-trivial,

i.e. Hg est non-trivial. Par suite on a B(L/E) = B(L/F). C.Q.F.D.

8.5 Nous nous intéresserons surtout ici aux représentations

irréductibles de, W - Si p est une représentation linéaire de W

qui n'est pas irréductible, son induite & W

E

g De l'est pas non plus.
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, . s s ceq 22 F
Nous énoncons ici un critere d'irréductiblité pour R==IndE 2

(critére de Mackey [Se 4, p. 75]) dans le cas particulier ol E est

galoisienne sur F , ce qui nous suffira pour les applications.

Pour s dans WF/WE nous noterons ps la représentation con-
juguée par s de P définie par p%(x) = p(chrl) pour xéEWE , ou

7 est un relévement quelconque de s dans WF .

Proposition 8.5. Soient E une extension galoisienne de F et

© une représentation linéaire irréductible de WE . Pour que 1l'in-

duite de P2 a We soit irréductible, il faut et il suffit gue p

. . . N . , s
ne soit éguivalente a aucune de ses conjuguées Q + S parcourant

Gal(E/F) - {1}.

Le raisonnement est celui de [Se 4, p. 75], en se ramenant
d'abord au cas od P est de type galoisien, par torsion par un
caractére non ramifié. On appliquera cette proposition aux caractéres

de WE .

8.6 Fixant une extension E de F , il est intéressant de
donner un critére, dans certains cas, pour qu'une représentation R
de WF soit induite & partir de E . La démonstration de la propo-

sition suivante m'a été communiquée par P. Cartier.

Proposition 8.6. 1) Soient E une extension abélienne finie de

F , et R une représgentation irréductible de WF . Alors la res-

triction & WE de R est irréductible si et seulement si R et

R® o sont inégquivalentes pour tout caractére o de Wp trivial

sur WE mais non sur WF

2) Supposons E cycligue sur F . Soit &« un

générateur du groupe des caractéres de W triviaux sur W_ .
F E

l'ona R> R®co , il existe une représentation irréductible p de

5
ot

Wy, telle gue R soit 1'induite 3 Wo de p .
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Remargque : Un caractére de WF trivial sur 'WF provient d'un

caractére dc Gal(E/F) = wF/wE . I1 est de 1la forme or ol A

F [

est un caractére de F~ tel que A°N = 1.

E/F

8.7 Démonstration de la proposition 8.6.

a) A torsion prés par un caractére non-ramifié de We la
représentation R de W, est de type galoisien. Par conséquent, sa
restriction R & WE est semi-simple.

b) Soit V 1l'espace de la représentation R et soit A
l'algébre des endomorphismes de V commutant & tous les éléments de
§(WE). On fait opérer Gal(E/F) sur A de la fagon suivante : si

gQEWF représente s€ Gal(E/F) et u€ A , on pose

u® = R(g)—lL1R(g) .

¢c) Comme Gal(E/F) est commutatif, ona A = ®¢ A ou w

parcourt les caractéres de Gal(E/F) et ol l'on a posé
A, ={u€aluv’=a(s)u Vs€ @l(E/F)}

De plus, si o et B sont deux caractéres de Gal(E/F), on a
Aa'Aﬁ c Ad.B .

d) Remarquons que A, est aussi 1l'ensemble des endomorphis-
mes u de V tels que (R®«)(g).u = u.R(g) pour tout g dans W -
(On note aussi o 1le caractére de Wg défini par le caractére «
de Gal(E/F) = W /W..)

Par le lemme de Schur appliqué aux représentations irréductibles
R et R®a , on a dim A, =1 si R™R®aq et dim A,=0 sinon.

e) A nouveau par le lemme de Schur, on voit que la repré-

sentation semi-simple E de W est irréductible si et seulement si

E

l'on a dim A=1 . Mais comme on a dim A, =1, ou o désigne le
o
caractére trivial, cela équivaut & A,=0 pour w;fmo i.e. & R

et R®a inéquivalentes pour (I#C%). Ceci prouve la premiére




46.

partie de la proposition.

8.8 Démontrons—en la seconde partie.

" Avec les hypothéses de cette seconde partie, et les notations

précédentes, choisissons u dans AQ.IJ%(). Alors on a ukéfA X
- .

Si m est le degré de E sur F , les caractéres de W, triviaux

F
sur W, sont les caractéres 1,&,...,am_l . (On a choisi pour o

un générateur du groupe de ces caractéres). On en déduit que

m-l)

(1,u,...,u est une base de l'algébre A . Cette algébre est donc

commutative, de degré m sur C .

I1 s'ensuit que R est somme de m représentations irréducti-
bles 0,,...,P ~ deux a deux inéquivalentes. »Paf la loi de récipro-
cité de Frobenius, on voit que R intervient dans chacune des repré~
sentations Indg(pi). Comme la somme des degrés de ces représenta-

tions vaut m fois le degré de R , on voit que R = Indg(pi) pour

chaque i , ce gui démontre la proposition. On en déduit en outre que

les P, se déduisent de l'une d'entre elles par l'action de

cal(E/F)

R = & p% pour chaque i€{1,...,m} .
s€Gal(E/F) ~

8.9 Rappelons gqu'une représentation linéaire de W, est dite
imprimitive quand elle est irrédductible et induite d partir d'une
extension de F distincte de F . Elle est dite primitive quand elle
est irréductible et non imprimitive.

Toute représentation linéaire irréductible R de WF est
1'induite d’'une représentation linéaire primitive P & partir d'une
certaine extension E de F . Mais l'on sait [Ko 3] que le degré

d'une représentation primitive est une puissance de p , la caracté-

ristique résiduelle de F . On a donc
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Théoréme 8.9. Si p npe divise pas n , toute représentation

linéaire irréductible de degré n de W, est monomiale.

On voit 1'intérét que représentent pour nous les représentations
monomiales (cf.aussi chap. 10). Nous examinons ci-aprés celles qui

sont induites & partir d'une extension galoisienne de F .

8.10 Soit E une extension galcisienne de F . Soit ¥ un
caractére de E- , tel que R, = Indg Y soit irréductible. Soit )
la représentation projective dont R¢ est un relévement. Si
s € Gal(E/F) nous noterons ¥° le caractére de EX  donné par
$%(x) = ¥(sx). (Par la théorie du corps de classes local, cette nota-
tion est cohérente avec celle de 8.5 : on a ($0TE)S - ¢SoTE ;)

Soient ¥' un autre caractére de EX , R¢' et Ty les repré-
sentations attachées & ¢' comme précédemment. A quelle condition
a-t-on r¢=r¢, ?

Cette condition est qu'il existe un caractére 3==aoTF de WF
tel que Rzp' =R¢®3 . Comme R¢ est irréductible., ceci est équiva-

lent & ¢'0TE = (&soTE)8>ResF ‘@ , pour un certain élément s de

E
Gal(E/F), c'est-a-dire au fait qu'il existe un élément s de
Gal(E/F) et un caractére o de F* tels que
[ S
4) - (QONE/F) o¢ -

Enongons donc :

Proposition 8.10. Soit E une extension galoisienne de F . Si-

Y est un caractére de EX , notons R¢ la représentation

Ind§(¢0¢E) et Xy la rgprésentationAprojective définie par Rw .

;Y X ) 2 » .
Prenons un caractere ¢O de E tel gue r¢ soit irréductible.

o)
Alors Iy et Ty sont équivalentes si et seulement s'il existe un
o
élément s de Gal(E/F) tel gque ¥' et P° aient mdme restriction

NH X X)

au groupe E = = Ker(NE/F :E” = F (ol on a posé H = Gal(E/F)).
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N NH .
Nous noterons ¢r g un caractere de E obtenu par restric-
ol ¥

tion de ¢° , ol s est un élément de Gal(E/F).

8.11 Se donner une représentat’on imprimitive r de WF , et

une extension galoisienne E de F telle qu'un caractére de WE

induise un relévement de r , revient donc & se donner E et les

caractéres ¢r g de EVY  attachés & r comme précédemment.

On peut évidemment considérer la restriction des caractéres

s IH . N ) F
¢r,E a E : s1 R¢ est un relevement de r , ResE Rw est somme

des caractéres ¢s pour s€H , et 1'on peut calculer pour x€ Ex

DS (%) /b (x) = ¢(xs—l). Si R¢' est un autre relévement de r , on a

un caractére o de F° et un élément t de H tels gue
o= ¢t@9a . On en déduit 1'égalité ¢'(xs_l) = ¢t(xs_l) pour xE€ EX.

Remarguons que si HlH,E%) =0 i.e. BV = g™ | i1 revient

¢r g Sur ENH ou EIH ! C'est ainsi le

cas quand E est cyclique sur F .

au méme de se donner les

Dans le chapitre suivant, nous appliquerons les résultats pré-

cédents & des représentations imprimitives de degré premier.

9. Représentations imprimitives de deqgré premier £ .

9.1 Soit £ un nombre premier, fixé dans tout ce chapitre.
Nous examinoris ici le cas des représentations projectives et liné-
aires de Wo o de degré £ et imprimitives. Plus particuliérement,

nous nous intéresscons a celles qui s'induisent & partir d'une exten-

sion galoisjienne de degré £ de F . Nous les appellerons normale-

ment imprimitives [Ku].

Nous ne démontrerons pas le lemme sulvant, qui est facile.

Lemme 9.1. Soit M une extension galcislenne de deqré prem’er

€ d'un corps local L . Soient s un générateur de Gal(M/L) et
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v . » . ~ X X » . »
B = B(M/L). Considérons 1'homomorphisme s : M - M difini nar

s=1

s(x) = % .ona s(LX=1.

a) Supposons M ramifife sur L . Alors tout élément vy

de M* s'écrit y:—-z'ﬂﬁy' avec z€L*, o(m(2 , et Y'EU;Z\U;&-H
pour un indice 31 )0 , :#0 (mod £), ou bien y'=1 .

On a vM(g(y)—l)=B si m#FO et vM('g(y)—l) = i+ si m=0 et

y'#1 . Aingi, si i#0 (mod 2), ‘s induit un jsomorphisme de
i, i+l i+8  i+B+1
UM/UM sur Uy /UM .

" b) Supposons M non-ramifide sur L , et écrivons

c»

M=L(() ¢ est une racine de 1'unité. Alors tout élément y de

M s'écrit sous la forme y=z(2y' avec 0{ad? , z€LX et

y'—lECb'TTi (mod TT;;-H) pour un i )1 et un bFO (mod ¢), ou bien
v ~ o, .1 : ~ i, . di+1 .
y'=1 . De plus on a s(y) EUM\UM si a#0 ., et 's(y)€ UM\UM si
a=0 et y'#1 . Ainsi S induit un automorphisme de U;'d/U;'4+l
pour i 71 .

9.2 Nous utiliserons les notations introduites en 8.10.
Prenons donc une extension galoisienhe E de F , de degré pre-
mier € , et un caractére X de EX  tel que r=r, soit irréduc-

tible. Si s est un générateur de Gal(E/F), la condition d'irré-

ductibilité s'écrit Xs_l}‘l . Remarquant que la restriction & W

E
de R, est somme des caractéres Xx° pour s'€Gal(E/F), on en
déduit que le caracteére xs—l définit le corps centrique K de r ,

qui est ainsi une extension cyclique de E . Appelons a 1'exposant
de x5! : crest 1'exposant du conducteur de K sur E .
L'on veut calculer l'exposant minimal pour les caractéres X'

de E)< tels que r,,=r , et partant l'exposant de r .

X"
La condition sur X' pour que ry+=r, est que ys-1 égale
xs—l ou 1l'un de ses transformés par Gal(E/F) c'est-a-dire gque X'
prolonge l'un des caractéres ¥ de eV - gtH = (EX)S"l définis

¥, E

'S5=1  44finit 1'extension K de E .

en 8.10. En particulier X
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9.3 Progosition 9.3. Solent r une représentation projective

normalament 3waorimitive de WF , de degr? oremier ¢ , et K son
corpse centrique. Solt E une extension galolisienne de degré ¢ de

F , d'ct 1l'or peut induire un reldvement de r . Posons enfin

t anwelons a 1'exposant du conducteur de K sur E .

. & \ x
Alors 1'evposant minimal Y{r) d=s caractéres X de E tels

M

que rX==r est donné par la formule

y{r) = 8 +sup(l,a) .

0

i E est non-ramifiée sur F i.e. B=0, ona a)yl, d'ou

{

)=a .

<

s

Corollaire 9.3. Avec les mémes hypothéses et notations., 1'expo-

sant de r est

a(r) = (A+1)2 + sup(0,a-1) si E est ramifiée sur F ,
a(r) = a )» ¢ sinon.

Au chapitre 11, nous appliquerons ce corollaire aux représenta-
tions imprimitives de degré 2 de W (elles sont normalement impri-
mitives, toutes les extensions séparables de degré 2 sur F étant

galoisiennes).

9.4 Le corcllaire est une conséguence directe de la proposition
9.3 et du thféoréme 8.2. En effet, dans le cas ramifié&, on a
A(E/F) = (B+1)(€-1) d'aprés [se 1, p. 73].

Démontrons la propositicn 9.3.

k3 3 Y x
Comme en 9.2 choisissons un caractere X de E tel que

r. =r . Alors la condition r ,=r1 {x* #étant un caractére de Ex)

X X' TX y
s'exprime en disant que X' cofncide avec 1l'un des x° sur
(EX)S—l = s(Ex). (Rappelons que s est un générateur de Gal(E/F)).

Mais V¥Y(r) est le minimum des exposants des caractéres X' de

x 2 3 ] * [} L4 » \ By -
E verifiant la condition précédente. D'apres le lemme d'extension
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6.5, ¥(r) est le plus petit entier m)» O tel que x & soit trivial

IVI x N 'n 0 .. g x
sur s{E")" UE , ou encore X trivial sur s(E ) A UI; .

9.5 Supposcns d'abord E ramifiée sur F . On a alors, pour

iyl
i48

T(UL) = S(EX)N ur™ .

E

ys’l € UE+B , alcrs

En effet d'aprés le lemme 9.1 a) si y¢€ X et

v s'éerit y=z,72:.ly' avec zELx, m=0 (sinon VE(E(y)~1)=B)

et y' EUE . De ceci 1l'on tire ’\s:(y) =A§(y').

Par ailleurs a est 1l'exposant de x“’—l, c¢'est-a-dire le plus

petit entier m»0O tel que X soit trivial sur r\sJ(UIE(:‘).

Supposons d'abord a )1 . Alors X est trivial sur

E(U%) = E(Ex)ﬂ U%-'-a . Par suite on a ¥{r) { 8+4a . Mais il existe un
élément y de Ug:—l tel que x(s(y)) # 1 . Mais alors 1'on a

S(y) €S(E)N U%+a—l et X est non-trivial sur ce dernier groupe.

Par suite l'on a Y(r) = B8+a .

Supposons ensuite a=0 . Alors X est trivial sur

’;(Ué) ='§(Ex)ﬂug+1 . L'on en tire ¥{r) £ B+1 . Mais XG(”E” # 1

B

g - Par conséquent, on a ¥Y(r) B et VY{(r)=B+1 .

et s(Mg) €U

9.6 Supposons E non-ramifiée sur F .

s-1

Si. a est nul, xs"l(Ug) est trivial. Mais X (r_) waut

F
x{1) =1 . Par suite xs—l est trivial,ce qui est impossible.

Donc on a a1l et on utilise la partie b) du lemme 9.1.

Si. yEEx est tel que l'on ait Z(y) €_U§:+l , alors il existe

+ ~s ~4 . . .
yléU% 1 tel que s(y) = s(yl). Par suite X est trivial sur
{;(Ex)ﬂ UZ+1, . Mais il existe yE¢€ X tel que 1l'on ait ;(y) € U; et

x(;(y)) # 1 . Doncona Y{(r)=a . C.Q.F.D.
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9.7 Gardonz les hveathéses et notations de 9.3.
"y

[i]
D>
i

Ot a vu que 33 E est non-ramifiée sur F , K est ramif’

sur F i.e. ayl .

Inversement, supposons E ramifidée sur F et K non-ramifiée

sur E . Alors H = Gal(E/F) agit trivialement sur les caractéres

T e - \
difinissant K . On a donc (X ) = x° 1 pour s'€H, d'ou

(xs-l)g = xs—l ONE/F = 1 . Par conséquent K est 1'extension non-

ram! f!ée E, de degré € de E . Le groupe de Galois de K sur F

=st isomorphe & Z/¢ZXZ/¢Z . Nous verrons au paragraphe suivant que

o

les relévements de r peuvent &tre induits & partir de Fp, , l'ex-

tension non-ramifiée de degré ¢ de F .

9.8 Remarque 1 : Si r peut &tre induite & partir de F, . on

a af(r)=0 (mod £). Inversement, si afl(r) est multiple de ¢ , =

peut &tre induite a partir de FB .

Il suffit pour cela de voir que si E est ramifiée sur F et
K sur E , on a toujours a(r)#Z0 (mod ¢), c'est-a-dire, par le

corollaire 9.3, aZ#1 (mod £). Mais supposons a=%k&€+1 , k)0 . On
s5=-1 X

sait que a est le conducteur du caractére X de E . Mais si
3 St > . (Y . . v 8

X" 1 est trivial sur U§e+l » 31 est trivial sur Ug : en effet

tout 4lément y de Uke s'écrit y=zy' avec z€FX et

E
y,€56k8+1 , d'o0 l'on tire xs_l(y) =X

s~-1

(y') = 1 . On ne peut donc

avelr a=1 (mod £). C.Q.F.D.

9.9 Une représentation de W (projective ou linéaire) sera
dite multiplement normalement imprimitive s! elle est ‘mprimitive et
peut étre induite a partir de plusieurs extensions galcisiennes dis-

tinctes de F .

Proposition 9.9. Soit r une représentation proijective de WF '

de degré premier ¢ . Supposons r multiplement normalement lworimi-

tive. Alors l'image de r est isomorphe & Z/8ZX2Z/¢%Z . Si K est
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le corps centrique de r , les extensions E d'ou l'on peut induire

r sont les extensicns intermédiaires entre F +t K .

Inversement, si r est une représentation proijective irréducti-

ble de W, , d'image isomorphe d Z/8ZXZ/LZ , ou ¢ est premier,

alors r est de degré ¢ et est multiplement normalement imprimitive.

9.10 Démcntrons cette proposition.

Soit r une représentation projective de Wg vérifiant les

hypotheses de la prem’ére partie de cette proposition. Sofent E,

et E2 deux extens’ons galoisiennes distinctes de F , de degré ¢ ,

et d'eu 1l'on peut induire ¥ . Posons K=E_.E

1 de sorte que

2 1
Gal(K/F) est isomorphe & Z/ZXZ/LZ .

Choisissons un relévement R de r et écrivons R==Indg Xj ’
s :

N X . . . .
ou Xi est un caractere de E;, , i=1 ou 2 . La restriction de R

a w est @ x% . Par suite R(W

i s€Gal(E, /F) +

» » - n 8\
En particulier R(Wk) R(WE WE ) commute a R(WE ) et R(WE

1 2 1 2

Or on a Elﬂ E2 = F car El et E2 sont distinctes de degré pre-~

mier sur F , donc WF est engendré par WE LJWE . Par conséquent,
1 2

R(WK) commute a R(WF). Comme R est irréductible, R(Wk) se com-

E ) est commutatif.
i

).

pose de matrices scalaires.

Donc r(WK) est trivial. Mais comme 1'indice du centre de
R(WF) dans R(WF) est au moins ¢? (sinon R(WF) serait abélien
et R réductible), on en déduit que K est le corps centrique de

r . On a donc r(WF‘) = Z/RZXZ/Z .

9.11 Inversement, supposons que l'on ait une représentation pro-
jective irréductible de Wp o d'image isomorphe & Z/2ZXZ/{Z , ou
£ est premier. Nous utiliserons des résultats sur les représentations
projectives irréductibles des groupes abéliens finis [Zi 2, chap. 1].

(Pour ce cas précis, voir aussi [Ho, §1]).

On sait [Zi 2, chap. 1] que Z/2ZXZ/LZ n'a comme représentations pro-

jectives irréductibles fidéles que des représentations de degré ¢ .
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Par conséquent r est de degré £ .

Soit K 1le corps centrique de r et soit E une extension
intermédiaire entre F et K . Alors K est de degré 2 sur E .
Si R est un relévement de r , R(WE) est abélienne. Si X est un
caractére de WE intervenant dans Resg R, alors ona R = Indg X

par la loi de réciprocité de Frobenius. On a donc démontré la

proposition.

9.12 Proposition 9.12. Soit r wune représentation projective

de W de degré premier ¢ . Soient K le corps centrigque de r ,

F I

R un relevement de r , et XR son caractére centrique. Supposons

r multiplement normalement imprimitive. Soit E une extension inter-

médiaire entre F et K .

Alors un caractére X de EX est tel que R = Indg(xoTE) si

et seulement si XONK/E = XR .

Démonstration : Si l'ona R = Indg(xoTE), alors l'on sait déja

que le caractere centrique de R est XIi= XONK/E .
Inversement, il y a ¢ ‘caractéres X de Ex tels que XONK/E = XR :

en effet, K est abélienne de degré £ sur E . Si X, est 1'un

des caractéres X tels que R = Indg(xoTE), les caractéres X' tels

s .
= € .
que XONK/E XR sont les Xo ' S Gal(E/F). Ils sont tous distincts

puisque R est irréductible, et l'on a R = Indg(x§OTE). C.Q.F.D.

9.13 Nous venons d'examiner le cas ou la représentation imprimi-

tive de Wp o de degré premier ¢ , est normalement imprimitive.

Mais ce n'est pas toujours le cas (sauf bien sir si £=2).

Ph. Kutzko a étudié le cas général |Ku]. Nous résumons ici
briévement ses résultats.
Nous notons F, l'extension non-ramifiée de degré £ de F .

Si E est une extension ramifiée de degré ¢ de F , on posera
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d(E/F) = A(E/F)/(2-1). Dans le cas o0l E est galoisienne sur F ,
on a d(E/F) = E(E/F) +1 .

Soit r wune représentation projective imprimitive de degré ¢
de We - Soit R un relévement de r . On posera d(r) = inf d(E/F),

ou E parcourt l'ensemble des extensions de F d'ou 1'on peut

induire R .

9.14 Théoréme 9.14. Soit r une représentation projective im-

primitive de WF , de degré premier ¢ . Alors :

1) d(r) € (a(r)+1)/(2+1).

2) Si 1'on peut induire r A partir de l'extension E de

F et que l'on ait d(E/F) ) d(r) > O, alors on a

A(E/F) > (alxr)+1)/(e+1).

3) On peut induire r & partir de Fe si et seulement si

¢ divise al(r).

4) L'extension E d'ou l'on peut induire r , et telle que

l'on ait d(E/F) =d(r) est unique dans les deux cas suivants :

i) d(r) {((a(r)+1)/(8+1) et en particulier si 2 #p .
ii) ¢=p=2 et V'F(p)=l .

La méthode consiste & se ramener au cas oU les extensions d'ol
1l'on peut induire r sont galoisiennes sur F , et, dans ce cas, a
utiliser des techniques assez semblables 3 celles que nous avons

développées dans ce chapitre. Pour plus de détails, voir [Ku].
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10. Exposant des représentations proijectives.

10.1 Soit r une représentation projective de degré n de
WF . Rappelons que l'exposant a(r) de r est le minimum des expo-
sants des relévements de r .
Ce chapitre est consacré & la démonstration des théorémes 2.2 et 2.3
énoncés dans 1'introduction.

Dans tout ce chapitre, r désignera une représentation projec-
tive de WF , de type galoisien et de degré n . On appellera K
son corps centrique, et F1 la plus grande extension modérément
ramifiée de F contenue dans K . On notera ry la restriction de

r a W .
Fy

Nous ferons dans ce chapitre deux hypothéses :

1) n>1

2) r, est irréductible.

Ces deux hypothéses sont vérifiées si r est primitive et non

triviale [Kc 3].

10.2 Appelons G 1le groupe de galois de K sur F . Alors

G1 = Gal(K/Fl) est le groupe de ramification sauvage de G .

Soient R un relévement de r , et Rl sa restriction a WFl .
Par hypothése, la restriction de r, a W; est irréductible. Celle
de R, est donc aussi irréductible. Par conséquent R; ‘est irréduc-
tible et Rg est non triviale. (Rappelons que Ri est la restric-
tion de R, a IF). On peut donc appliquer le théoréme 7.5 : si l'on
pose e = e(Fl/F), on a ea(R) = n(e-l)-ka(Rl).

Mais d'aprés les remarques précédentes, l'on peut appliquer le corol-

LY

laire 7.17 &8 r et « On a donc

1 -
e(K/F)a(R) = n(d(K/F)-+a(xR)) et, si P est un relévement

quelcongque de ry

e(K/Fj)a(p)= n(a(K/F,) +a(Xp))
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et de plus on a : a(xp) > B(K/Fl)-+l .

Appelons b(r) (resp. b(rl)) le minimum des a(XR) (resp. a(Xp))

guand R (resp. p) parcourt l'ensemble des relévements de r

(resp. rl). Supposons que l'on ait b(r)==b(rl). Prenons R tel que
a(xR)==b(r). On a alors al(R)=al(r) et a(Rl)==a(rl). Par suite, on

a 1'égalité ea(r)==n(e-1)-+a(rl).
10.3 Le théoréme suivant généralise légérement le théoréme 2.2

de l'introduction.

Théoréme 10.3. Soit r une représentation projective de W

F ’
de degré n»>1 et de type galoisien. Supposons que r, soit irré-

ductible. Alors on a b(r)==b(r1) et ea(r)==n(e-1)-+a(rl), ol 1l'on

a_posé e= e(Fl/F) .

D'aprés les remarques de 10.2, il suffit de prouver 1'égalité
b(r)==b(rl). Mais nous avons vu, en 10.2 également, que l'on a
b(r,) > E(K/Fl)-+1 . Le théoréme 10.3 est alors une conséquence immé-

diate de la proposition suivante :

Proposition 10.3. Soit r une représentation proijective de

type galoisien de W, . Si l'on a b(r,) > S(K/Fl) alors on a

b(r) =b(r1) .

10.4 Pour démontrer la proposition 10.3, utilisons les résultats

du chapitre 6. On y a défini les caractéres X, et X, de KN = NG
N NG 1
et K 1==K respectivement. De plus, a cause du lemme d'extension

6.5, b(r), étant le plus petit entier m)» 0O tel que 1l'on puisse
étendre X, en un caractére de KX trivial sur U? , est aussi le
plus petit entier m )0 tel que X, soit trivial sur KN UQ . On a

un résultat analogue pour r, .

Il est clair, par la définition de X_ et X , que X est
N * 1 1
la restriction de Xy a K. Par conséquent on a b(r) ) b(rl).
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Remarquant que Xr est trivial sur KI==K , on voit que la propo-

sition 10.3 découle, de fagon évidente, du lemme suivant :

Lemme 10.4. Si m est un entier strictement supérieur 3

N
B(K/F,) . on a &N up = (k *n UIIE).(KIQ uR) -

10.5 Démontrons le lemme 10.4. Supposons donc que 1l'on ait
n1>B(K/Fl), et prenons x € KN UE .

Utilisons le lemme suivant [Bu, p. 24] :

Lemme 10.5. Soit Ml une extension galoisienne modérément rami-

fiée du corps local M . Alors H_l(Gal(Ml/M),Uﬁ ) est nul pour m, O.

1

v _si—l _
Ce lemme nous permet d'écrire N (x) = 1T ¥. , ou les vy.
K/Fl j=1 3 i

appartiennent a U? , m' étant le plus petit entier supérieur ou

) 1
égal & o (m) et ol les s, , i=1,...,v , sont des éléments de
K/F1 i

G dont les images dans Gal(Fl/F) engendrent ce groupe.
Comme on a n1>B(K/Fl) , §i est la norme de K a F, d'un
élément Y de U? [se 1, chap. V, §6]. On peut donc écrire :

v s,~1
= 1 g v £ L i
X=X _? y avec x'€UY et NK/Fl(X )=1, i.e.

i K
x’EfUErlK 1 . Par suite, l'on a

Ny 1
x € (U‘K“HK ). (K ﬂUr;(l) . C.Q.F.D.

10.6 Passons a la démonstration du théoréme 2.3.

Dorénavant, nous supposerons que r est une représentation pro-

jective primitive de W, + non triviale, i.e. de degré n> 1l . Nous

garderons les notations du début du chapitre.
Rappelons briévement les résultats de [Ko 3]. La représentation
est irréductible, ce qui entralne en particulier que le degré n

1
de r est une puissance de p , disons n==pd .

r



59.

Appelant toujours F, 1l'extension modérément ramifiée maximale

de F incluse dans le corps centrique K de r , on a LK :F1]==p2d
et 1l'on montre que V==G1==Gal(K/F1) est un groupe abélien d'exposant
p : on peut donc le considérer comme un espace vectoriel de dimension

2d sur le corps fini Fp 4& p éléments.

10.7 Sur cet espace vectoriel, Ty définit une forme symplec-

tique £ , & valeurs dans Mp , c'est-3a-dire une application biliné-

aire alternée de VXV dans Np , Mp étant considéré comme espace

vectoriel sur Fp de la fagon évidente.
Pour définir £ , prenones un relévement R, de r, . Si (a,b)
est un élément de VXV , choisissons des représentants a et b

=1

(de a et b respectivement) dans W. . Alors Rl(gfié b ™)

F1

s'écrit sous la forme f(a,b)l a ou 1 g ©st la matrice unité de
p P
R !

GL(pd,G) : en effet, r.(aba "b ) est trivial. Le fait que r,

l(
soit irréductible équivaut au fait que f soit non dégénérée.

Le groupe G=Gal(K/F) agit par conjugaison sur V en respec-
tant la forme symplectique f . On peut exprimer le fait que r est

primitive, en disant que V ne contient aucun sous-module sur G

gui soit isotrope.

10.8 L'on peut décrire la représentation r; de Wp au moyen
de £ . Soit X wun sous-espace lagrangien de V , c¢'est-a-dire un
sous-espace totalement isotrope maximal. Soit E 1l'extension de f

. _ _ d
fixée par X . On a alors [K:E]=[E:F]=p" .

Alors il existe un caractére X de EX tel que Indg XoT o

reléve ry .
Inversement, si E est une extension de F telle qu'un carac-
N X . . . .
téere de E induise un relevement de ry alors E est incluse

dans K et X==Gal(K/E) est un sous-espace lagrangien de V .
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L'on peut donner une condition nécessaire pour que le caractére

X . . N
X de E indulise un relevement de

Posons H==V/X==Gal(E/Fl). Scit
sons le caractére A_ de E>< de la

note Wx(x) sa projection dans X ,

tant de s dans V . Alors ks

r

fagon suivante : si =x€&€W

1

S

un élément de H . Définis-

E

1

on

et on appelle s un représen-

= s ,‘6 A
xsoTE(x) f(s,ﬂx(x)) pour x WE .
La condition's‘exprime par l'égalité xs_1==k . En effet,
est un représentant de s dans WF , on a
1
f(s,ﬂx(x)).lpd = (Indgx) (Bx¥'x7) = x° 10""E(X)lpd

Remargquons que AS

est invariant par 1l'action de H .

si

.

~
s

est donnée par la formule suivante

10.9 Passons maintenant a la démonstration du théoréme 2.3 de

l'introduction, que nous réexprimons sous la forme suivante

Théoréme 10.9. Soit r une représentation projective primitive

de W_ , de deqgré n==pd , n)l , et de corps centrique

F

K . Soit

F la plus grande extension modérément ramifide de F incluse dans

1

K . Appelons ry la restriction de r a W

inégalités suivantes :

A

a(ry) ¥ pd+ (p%+1) e (x/F,)

et alr) ¥ pd-i' (pd+1)a(K/F) .

F

. Alors on a les

Si d=1, ces inégalités sont méme des égalités.

Remarquons que d'aprés le théoréme 10.3, il suffit de

la premiére inégalité (ou égalité si

d=1).

En effet 1l'on a

ea(r)==pd(e-1)-+a(r1); ol l'on a posé e==e(Fl/F). Si 1'on a

a(rl) by pd-+(pd+1)a(K/Fl) . 1l'on a aussi

d

a(r) ¥ p%+ (p%+1)

«(K/F,)

e

Mais 1l'on a

prouver
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(K/F) = wK/F(ﬁ(K/F)) = @K/F(B(K/Fl)) puisque B(K/F) = B(K/Fl), et

m(K/Fl)

et l'on tire o(K/F) = wK/FO¢K/F (Q(K/Fl)) = %n /F(&(K/Fl)) = =
1 1

10.10 Pour démontrer la premiére inégalité, prenons un sous-
espace lagrangien X de V==G1==Gal(K/Fl). Appelons E 1'extension
de F, fixée par X et choisissons un caractére X de E>< , indui-

sant un relévement de ry -
Soit s un élément non trivial de H==Gal(E/Fl). Alors
xs—l==ls définit une extension ES de E , contenue dans K , tota-

lement (et sauvagement) ramifiée de degré p sur E . Notons L le

corps des invariants de s dans E , qui est d'indice p dans E .

On a la situation illustrée par le dessin suivant :

K
l)v;

x| E
| S v
E s
I)Hs

H L
‘S
Fqy

Le groupe de Galois de E sur LS est le groupe HS engendré
par s . Celui de K sur Ls est 1'image réciproque Vg dans V ,

du sous-espace Hs de H . Celui de K sur Es est 1'orthogonal

L

vV, de V_ . Enfin celui de E, sur E est X/V; .

Le caractére XofT de W_ induit a W,  une représentation

E E
irréductible de degré de WL . La représentaiion projective corres-
pondante a pour noyau WE .sSoit ag 1'exposant du conducteur de
ES sur E : °
a_=alx®h =an) .

] S
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10.11 La proposition 9.3 montre que l'on a alors
a(x) » a +B{E/L)) .

Si d=1 cette valeur est exactement la valeur minimale des a(Xx) ,
ol X parcourt les caractéres de E* induisant un relévement de r, -

Rappelons que a(K/Fl) est le plus grand indice m )0 tel que
V'# 1 . Cet indice est un entier a& cause du théoréme de Hasse-Arf :

K est une extension abélienne de Fl .

Mais le groupe Gal(Fl/F) agit par conjugaison sur V , en
respectant la forme symplectique £ associée & r , et les v sont
des sous-modules de V pour cette action. Or 1l'on sait [Ko 3] que
V ne posséde pas de sous-module sur Gal(Fl/F) qui soit totalement
igsotrope non-trivial. On en déduit d'abord que la restriction de £
3 V" est non-dégénérée si V" est non-trivial, et aussi que si o
est non-trivial, V' n'est pas inclus dans X ; 1l'image de V" dans
H=V/X , qui est éQale 3 H" , est alors non-triviale. On a donc

démontré la propriété suivante :
Lemme 10.11. On a a(K/Fl) = a(E/Fl) .

-10.12 Pour démontrer le théoreme 10.9,il nous faut en fait
choisir convenablement 1l'espace lagrangien X .

Commengons par prendre un sous-espace totalement isotrope maximal
X de Vg, . Prolongeons X en un sous—-espace lagrangien X de

B(K/F;) _

V . Alors X est le groupe de ramification de X d'indice B(K/Fl)
en numérotation inférieure et 1'on a B(K/E)==B(K/F1).

Choisissons deux éléments s et $q de VB(K/Fl) et XB(K/Fl)
respectivement, de fagon que l'on ait f(§,§1)751 . Alors s définit
un élément s non trivial de H=V/X .

Soit E_ le corps fixé par 1'orthogonal de s dans X . L'image

s, de §1 dans Gal(F_ /E) engendre ce groupe. Mais 51 appartient
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2 Xkr) T %) T

Gal(ES/E) , les groupes de ramification de Y en numérotation supé-

Si donc on appelle Y le groupe

rieure sont Y =Y pour O i o(K/E) et Y =1 pour i) a(K/E).

Le conducteur de E_ sur E est alors o(K/E) +1 ) d(K/F1)4'l .

10.13 On a donc 1l'inégalité

al(x) ¥ B(E/LS)-+a(K/F1)-+1 , ol L, est le corps

fixé par s dans E . Mais s est un élément du groupe
@(K/F) «(E/F,)

H = H = HB(E/Fl) . Par conséguent, on a B(E/LS)==B(E/F1).
D'aprés le théoréme 8.2, on a, en désignant par R, 1la représen-
F
tation IndElx, ’
a(R;) = A(E/F) +a(x)
d'ou a(Rl) Y d(E/Fl) +B(E/Fl)+l+a/(K/Fl) .

Par le lemme 7.13, on a
A(E/F,) +B(E/F) +1 = e(E/F)) (x(E/F,)+1) = pd(a(K/Fl)ﬂ) .
Par suite, on a
a(R;) ¥y pT(@(R/F))+1) +a(K/F,)

ce qu'il fallait démontrer.

Si d=1, l'exposant minimal pour X est précisément
B(E/Fl) + oz(K/Fl) +1

d'od 1'égalité a(rl) = p(a(K/Fl)+1)-+a(K/F1) .

10.14 Remargue. Dans le cas o d=1, il est clair que r, ne
peut &tre induite 3 partir d'une extension non-ramifiée. On a donc
a(r1)§f0 (mcd p), d'aprés les résultats de 9.8. Par suite on a aussi
a(r) #0 (mod p).

On en déduit que si r est une représentation projective irré-

ductible de degré premier £ de Wo » alors on peut 1'induire a

partir de Fp gi et seulement si £ divise al(r) .
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REPRéSENTATIONS IMPRIMITIVES DE DEGRé 2

11. Représentations imprimitives de degré 2.

11.1 Nous nous intéressons désormais exclusivement aux repré-
sentations de degré n=2 de WF . L'étude des représentations im-

primitives de WF est l'objet de ce chapitre. Remarquons que, si la
caractéristique résiduelle p de F est distincte de 2 , WF ne
posséde comme représentations irréductibles de degré 2 que des
représentations imprimitives.

Pour la clarté de 1l'exposition, nous examinerons d'abord les
représentations linéaires imprimitives, puis les représentations pro-
jectives et le probléme de leur relévement et de leur exposant.

Pour la démonstration des faits suivants, nous renvoyons a

[we 2] ou [He 1], ou encore aux chapitres précédents.

11.2 Commengons donc par décrire les représentations linéaires
induites de WF + de degré 2 : elles sont indujites a partir d'un
sous~-groupe fermé a'indice 2 , c'est-3a-dire un groupe W ou L
est une extension quadratique (séparable) de F .

Plus précisément, soit L une extension quadratique (séparable)
de F . Nous noterons GL le caractére d'ordre 2 de F* qui défi-
nit L : son noyau est NL/F(LX). Nous appellerons o 1'élément non-

trivial de Gal(L/F). Soit X un caractére de X . Nous poserons
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R = IndE(xoTL). Nous écrirons parfois R(L,X) au lieu de R

LIX LIX

11.3 Proposition 11.3.

a) La représentation R, X est irréductible si et seulement
c. 14
si_l'ona X#X L Elle définit une représentation projective impri-

mitive dont le novau fixe 1'extension K de L déterminée par le

1-0
caractére X L de e .

b) Lorsque L parcourt les extensions guadratiques sépa-

rables de F , et que X parcourt les caractéres de L>< vérifiant
o
X # X L , 1'on obtient toutes les représentations imprimitives (de

degré 2) de W -

c) Une représentation linéaire R de We s irréductible et

de degré 2 , est de la forme RL X si et seulement si elle est

éguivalente & R® SL .

d) On a det(RL,x) = BL'XfFX . Le caractére centrique de
RL,x est le caractére XONK/L de K* .
e) Soient 4. = A(L/F) 1l'exposant différental de L sur

L
F et a(x) 1l'exposant de X . Alors 1'exposant de R, . est

a(RL ) 2a(x) si L est non-ramifiée sur F ,

' X

a(RL,x)

dL-Fa(X) sinon.

Dans cette proposition a) et b) sont clairs, c¢) découle de 1la

proposition 8.6 2), d) et e) du théoréme 8.2.

o
11.4 Comme la restriction de Ry X a W, est (xoTL)GMX L

L oTp)

on a le lemme suivant :

Lemme 11.4. Les représentations RL,X Ug; RL,x‘ sont_ équiva-

t

lentes si et seulement si X'=X ou X'=X .

Mais une méme représentation peut &tre induite & partir de plu-

sieurs extensions quadratiques différentes (représentations multiple~
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ment normalement imprimitives). Plus précisément, le groupe des
. » X . L4
caracteres de carre 1 de F agit sur les classes de représenta-

tions irréductibles de degré 2 de W, par (X,R) = R® (xoT_).

F
On peut examiner le stabilisateur d'une telle représentation R

sous cette action. Trois cas se présentent alors :

1. Le stabilisateur est réduit a un élément : R est primitive.

2. Le stabilisateur est d'ordre 2 : son élément non trivial est de

la forme BL et R==RLIX pour un caractére X convenable de L>< .

Alors R est dite simplement imprimitive, de méme que la représenta-

tion projective correspondante.

3. Le stabilisateur est d'ordre 4 : R est induite 3 partir de trois

extensions quadratiques séparables distinctes de F . On dit alors

que R est triplement imprimitive. La représentation projective r

définie par R est aussi appelée triplement imprimitive.

11.5 Supposons R triplement imprimitive. On peut lui appli-
quer les résultats du chapitre 9. Soit r=ToR la représentation
projective associée. L'image de r est isomorphe & Z/2ZXZ/27Z .
Si. K est son corps centrique, les trois extensions d'ou 1l'on peut
induire R sont les extensions intermédiaires entre F et K .

Des propositions 9.9 et 9.12 1'on tire la proposition suivante

Proposition 11.5. Deux représentations imprimitives Ry X et
’
R., ., de W_ , ou L' et L sont distincts, ne peuvent &tre équi-
L',x' = "F' =2 _] =
valentes que si X L est d'ordre 2, définissant 1'extension

K=LL' de L : gutrement dit L' est 1l'un des deux corps caracté-
o
risés par X =1 2 6L'°NL/F . Le caractére X' est alors 1l'un des

N x rd ] a — 1
deux caracteres de. L verifiant XONK/L = ¥X oNK/ T e

En outre K=LL' est le noyvau de la représentation proijective

associée.
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11.6 Examinons maintenant les représentations projectives irré-

ductibles de degré 2 de WF .

Ces représentations ont une image finie. Mais il est bien connu

que les sous-groupes finis de PGL(2,€) sont cycliques, diédraux,

. X ¢ ',u Q
ou isomorphes a 34 . 54 ou ¥, . Le groupe 15

ici : en effet, il est simple, donc n'est jamais le groupe de Galois

n'intervient pas

d'une extension de corps locaux.
Les sous-groupes cycliques de PGL(2,€) correspondent a des
représentations réductibles, et les groupes ﬁ4 et 54 a des repré-

sentations primitives.

Appelons D2m le groupe diédral 4d'ordre 2m .

Proposition 11.6. Les représentations proijectives imprimitives

de degré 2 de W, sont celles d'image diédrale, igsomorphe & D

2m

pour un my2 . Elles sont triplement imprimitives si et seulement

gi m=2 .

11.7 Examinons les représentations proijectives irréductibles

fidéles de D2m . Ce groupe admet la présentation suivante :

m

D. = <a,pla’=b"=1 aba t=1p"1) .

2m
Plongeons D, ~ dans PGL(2,C). Alors 1'élément b de PGL(2,C),
satisfaisant & b"=1 , laisse 2 points fixes dans P1(¢) . donc est
conjugué 4 la transformation z P uz , ol u est une racine primitive
m® de 1l'unité puisque b est exactement d'ordre m . Mais alors a

ne peut qu'échanger les 2 points fixes O et ® de Db, donc a est

de la forme =z P cz-'1 . Faisant le changement de coordonnées

z'==c_1/2z, on trouve a(z')=z'"1 et Db(z')=u z' .
On voit donc que, & conjugaison prés, l'image des représentations
projectives fideéles de degré 2 de D2m est l'image dans PGL(2,C)
, w 0 (O w . . .
des matrices (O 1\ et 1 O) ou wéaﬂn . L'image inverse de ce sous-
groupe dans SL(2,C) est formée des matrices »/Q‘O Vet [ O 1w ,

\o w’l} il g



68.

ol ® parcourt Wy, - Cette image inverse dans SL(2,C) posséde la

2 Bm

présentation suivante : {(,8 | B2m==l , o= , opa~t=p"1y | Dans

cette présentation o et B sont des relévements de a et b , et

D, est le quotient du groupe précédent par le sous-groupe {1,B™} .
2mi

e2m 0]
On peut prendre B = o 4 , o = (

- =]

0] e Zm/

0 -1)
1 o/ °

11.8 Considérons donc D,, comme plongé dans PGL(2,C) de la

facon précédente. Soit C, 1le sous-groupe de D, formé des images

@ 0
01

Soit A le caractére de CIr défini par A (g ?\mx)==w .
{

des matrices ( ) , W parcourant B

Donnons-nous une représentation projective r de WF , d'image iso-

morphe a D2m . On peut supposer alors que l'image de r est le

sous=~groupe D2m de PGL(2,C). Soient L 1l'extension quadratique

séparable de F fixée par r—l(Cm) et K 1le corps fixé par Ker(r).
Alors Gal(K/L) est isomorphe a C, et le caractére Xorlw définit

L
l'extension K de L .

Proposition 11.8. Soient r une représentation proijective de
degré 2 de W o d'image D,, r & L le corps fixé par r_l(cm),

K le corps centrique de r . Alors les relévements de r & GL(2,C)

sont les représentations de la forme RL x ! ou X est un caractére
‘ 1-0" '
L

de W, tel que X ot = kor|WL .

11.9 Démontrons cette proposition.

Soit R un relévement de r . Il est clair que 1l'on a

R = R€>9L » donc R est de la forme Rj X Mais la restriction de
UL
R a W, ~est alors équivalente a xor, ® x or. - On a par conséquent
o -1 o -1 _ |
X oT_ = lor ou X oT_ = A “or . Quitte a changer X en
L v, L W,
o 1-0

X , on trouve bien ¥ LOTL = Rorlw . Inversement si X vérifie
L
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la condition précédente, il est immédiat que R X reléve r .
!

11.10 On peut enfin utiliser les résultats et raisonnements du
chapitre 9 pour calculer 1l'exposant d'une représentation projective

imprimitive de degré 2 de. WF . D'aprés le corollaire 9.3, on a :

Théoréme 11.10. Soit r une représentation proijective imprimi-

tive de degré 2 de Vg - Soient K le corps centrigque de r et L

une extension quadratique de F , contenue dans K , et telle gue K

soit cyclique sur L . Soient a=a(K/L) 1'exposant du conducteur de

l'extensjon K/L et d=d(L/K). Alors 1'exposant de r est

a(r) = 2 sup(l,d)-Ff(L/F)(sup(l,a)—l) .

Cela signifie que, si L est ramifiée sur F , on a

alr) 2d+a-1 si K est ramifiée sur L
a(r) = 28 sinon,
et si L. est non-ramifiée sur F , on a

a{r) = 2a (en cecas ayl) .

Remarquons, comme en 9.7, que si K est non-ramifiée sur L ,

nous nous trouvons dans le cas triplement imprimitif.

11.11 Corollaire 11.11. Soit r :WF - PGL(2,C) une représenta-

tion triplement imprimitive. Soient K le corps fixé par Ker(r) et

dp =d(K/F) son exposant différental sur F . Alors 1'exposant de r

est a(r) = d-1 si K est totalement ramifiée sur F

24 sinon.

a(r)

S

Démonstration : On a @K/F = SK/L ﬁL/F , d'ou
dp = d(K/L) +e(K/L)A(L/F) .

Mais, avec les notations du théoréme 10.10, on a

d(K/L)=a et 4a(L/F)=4da , d'ou le résultat.
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Remarque. Soient L1 ' L2 ' L3 les sous-extensions de K qua-

5 d3 leurs exposants différentaux

respectifs sur F . Alors on a dK = dl-+d2-+d3 .

dratiques sur F et d, , d

11.12 Rappelons pour terminer les résultats suivants :

a) Soit R une représentation linéaire Wo o irréductible

et de degré 2 . Supposons R primordiale. Soit X un caractére de

WF . Alors on a a(R®X) = sup(a(R),2a(x)) [cf. 7.18].
b) Soit R une représentation linéaire de WF , irréduc-
tible et de degré 2 . Si 2 ne divise pas a(R) , R est primordiale.

c) Soit R comme précédemment. Alors R est induite a
partir de l'extension non-ramifiée de degré 2 de F si et seulement
si afl(r) est divisible par 2 , r étant la représentation projec-

tive associée [cf. 10.14].

12. Représentations imprimitives d'exposant donné.

12.1 Dans ce chapitre, suivant la méthode de J. Tunnell [Tu,

chap. 4] et complétant ses résultats, nous calculons le nombre de

représentations proijectives imprimitives de W dont 1'exposant ¢

F

est donné.

Nous calculons également le nombre de classes, modulo torsion

par un caractére non-ramifié, de représentations linéaires imprimi-

tives primordiales de WF , dont 1'exposant est ¢ .

Les résultats pour ¢ pair sont en 12.7, ceux pour ¢ impair

en 12.13 et 12.14.

12.2 Soit R une représentation linéaire irréductible primor-

diale de WF . A torsion prés par un caractére non ramifié de WF '
on peut supposer que l'on a Det R(WF)'=1 . Si F2 est 1l'extension

quadratique non-ramifiée de F , on a aussi Det(R®(9F

Nmo)=1,
5 F

oT
F
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. - 3 . p x
et si X est un caractere non-ramifié de F tel que

Det(R®(XoTF))(7TF)=l , alors Xx=1 ou x=9F2 .

Si R est imprimitive, on peut écrire R=R(L,x) ol L est

une extension quadratique de F et X un caractére de L>< tel que

o -1 ‘
X L soit non trivial. L'on peut prendre L=F2 si et seulement si

l'exposant ¢ de R est pair.

La condition Det R(L,x)(?TF) se traduit par x(WF) = GL(TIF).

Nous noterons q pour le cardinal A du corps résiduel de F .

12.3 Supposons d'abord que l'exposant ¢ de¢e R soit pair.

Alors on prend L=F Ona c 2 puisque R est irréductible.

5 *
Pour tout entier pair c»2 , on note n le nombre de carac-

téres X de U tels que
¥

1) a(x) = ¢/2

2) a(X.(chNFz/F)) Yy a(x) pour tout caractére o de Ug -
0 -1

Un tel caractére X vérifie X 2 #1 : en effet, dans le cas con-
traire, X se factoriserait par la norme de F2 a F.

Soit R = R(FZ,X) une représentation imprimitive de WF , pri-

mordiale et dépousant ¢ . Supposons que l'on ait det R(1TF) =1; alors

on a X(TTF) =-1 et la restriction de ¥ a Up vérifie les condi-
2

tions précédentes. De plus, on a R = R® (GF °TF,)-
2

Comme on a R(F2,X) = R(Fz,x') si et seulement si l'ona X'=x

ou X' =X , le nomkre de représentations imprimitives primordiales

d'exposant ¢ et telles que l'on ait det R(‘fTF) =1 wvaut nC/Z .

C'est aussi le nombre de classes, modulo torsion par un caractére non

ramifié, de représentations linéaires imprimitives primordiales

d'exposant ¢ .
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12.4 Soit r 1la représentation projective définie par R
Les autres relévements primordiaux R' de r , vérifiant
det R'(WF)==1 sont de la forme RSJ(aoTF) ol @ est un caractére
de F* wvérifiant les conditions 1) a(wF)==il

2) o est d'exposant au plus c¢/2 .

Soit m, le nomkre de caractéres de Ug , d'exposant au plus c¢/2 .
Le nombre de caractéres « de F. vérifiant les conditions 1) et 2)
est alors 2mC .

Si r est simplement imprimitive, le nombre de relévements pri-
mordiaux R' de r , vérifiant det R'(WF)==1 est alors m, . Si

r est triplement imprimitive, c'est mc/2 .

Soit t(c) 1le nomkre de représentations projectives de W_ ,

F
triplement imprimitives et d'exposant ¢ .

Alors le nombre de représentations projectives de Wg + d'exposant

c est
n
s(c) = §ﬁl'*t2f) . En effet, le nombre total
c

de représentations linéaires primcrdiales de Wo vérifiant
det R(WF)==1 et d'exposant ¢ , est :

n, m,

5 = 5 t(c)~+mc(s(c)—t(c)) .

12.5 Il nous faut maintenant calculer les nombres n, o, m, o,
t(c). Il est clair que m, vaut [Ug: U;/zj = (q_l)qc/Z-l . S1 M
est un ccrps local, notons nM,k le nombre de caractéres de Uﬁ '
d'exposant au plus X . Si k=0, nM,k=l .81 x)1,

_ i _1y.k-1
oy = (qM l)qM .

Si l'on multiplie les caractéres de U; d'exposant { c/2-1 ,
2

Y - O
ou o est un caractere de U, d'expo-

par les caractéres «oN p

F2/F !
an,k-l g x
Np, k-1

sont les caractéres de U; , d'exposant au plus c¢/2 , et ne véri-
2

sant au plus c¢/2 , on trouve caractéres (k=c¢/2) qui
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fiant pas 1l'une des conditions 1) et 2) de 12.3. Le nombre n, vaut

"p_ k-1 "F,x
dcne n - 2 . Donc on a
F2'k nF,k'—l
o2 2(k-1) _ (gP=1)g2 K72 (go1)gFTE
n = (g -1)q -
c k-2
(g-1)qg

n, = (qz-l)qc"%(q-l) ‘ si c )4

et n, = (q2—1) - (g-1) = q2—q si c=2

12.6 Le nombre t(c¢) est la moitié du nombre d'extensions

quadratiques de F , d'exposant c¢/2 . Posons €==VF(2).

Lemme 12.6. Le nombre N(d) d'extensions gquadratigues (sépara-

bles) de F , d'exposant différental d est :

N(a) =1 si Aa=0

N(d) = 2(q—-l)qd/2—1 si d est pair et d{2e+1
N(d) = 2q° si d=2¢e+1

N(d) = 0 sinon.

Comme, pour une extension quadratique, 1l'exposant est égal a

1'exposant différental on a t(c) = N(c/2)/2 .

Démontrons le lemme 12.6 : Par la théorie du corps de classes

N(d) est le nombre de caractéres de FX/F><2 Ug moins le nombre de
caractéres de FX/FX2 Ug_l . On utilise alors la filtration du
F.,-espace vectoriel FX/F><2 u par les FX/Fxz U; , pour o&i{a,

2 F
X

et la structure, bien connue, des quotients P 2 U;/sz Ul"'l

F , pour

o{id¢a [Tu, p. 34-35].

12.7 Proposition 12.7. Soit ¢ un entier pair, ¢ y2 . Le nombre

de représentations linéaires primordiales de Wp . d'exposant c ,

modulo torsion par un caractére non ramifié, vaut :

(q2--q)/2 si ec=2



74.

%(qz—l)qc’3(q—l) pour c )4 .

™
n
+

Le nombre de représentations projectives d'exposant ¢

si c=2

Nt =

(q+N-—-—-(1))

s(c) )

s(c) = %((qz—l)qc/2_2+lj-(—92/—2)-) si c)a4

Remarque. s(c) est toujours un entier.
Si g est impair, s(2) = (g+1)/2

2 )qc/2—2

et s(c) = %(q si e )4 .

Si g est pair, s(2) =

-1
1
54

puis s(4) = %(qz—l-Fq—l) = q/2(q+l) -1

et s(c) = % qc/2-2(q2_1) + gi%%gl si cy6 . (Alors 4|N(c/2)).

12.8 Désormais, nous supposons ¢ impair. Soit R une repré-
sentation linéaire imprimitive de WF , d'exposant ¢ . Alors R
est primordiale. On peut écrire R=R(L,X), ol L est une extension
quadratique ramifiée de F et X un caractére de X . si l'on
impose Det R(WF)==1 + les conditions sur X pour que R=R(L,X)
soit imprimitive et d'exposant ¢ sont

1) x(my) = 8 (1)

2) a({x) = c-dp ol 4, = d(L/F)
o -1

3) xL # 1 .
o, -1

Remarquons que si l'on a c—dL<dL = B(L/F)+1 , alors X est
trivial (utiliser le lemme 9.1). Si l'on a c-dp ) a. . i.e.
o -1

dL £ E%E » alors en utilisant & nouveau ce lemme on voit que X L

est de conducteur c—2dL+1 ,» donc est non-trivial. On peut donc rem-
placer la condition 3) par la condition ap { E%E .
Pour c=1 il n'y a pas de solution.

Pour c )3 fixons L de sorte que l'on ait l\<dL\<c;1 )
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X

Tout caractére X de L de conducteur c—dL et vérifiant
X(ﬂF) = GL(WF) conviendra. Si l'cn fixe sa restriction a Ug , on a
2 choix possibles pour ¥ , suivant la valeur de x(WL).

12.9 La représentation R = R(L,X) est induite par chacun des
T,
caracteres X et X L' La représentation R@>6F est non-équivalente
2

Soit n, 1, le nombre de_caractéres X de UE vérifiant
’

a(x) = c—dL .

Alors le nombre de représentations linéaires d'exposant c¢ , induites

) =1 est Le nombre de

F — nc,L -

a partir de L et vérifiant det R(T

représentations linéaires d'exposant ¢ , induites & partir de L ,

et prises modulo torsion par un caractére non-ramifid, est n, /2 .
r

C—dL-l C—dL—2
On a, bien sfir, n, . = (g-1)g - (g-1)qg

)2 c—dL-Z

(q_l q .

n
c,L

12.10 La marche & suivre est alors claire : on fixe l'entier
impair c, c»3 . On fait varier d entre 1 et 952 . Le lemme
1.2.6 nous donne le ncmbre d'extensions quadratiques L (ramifiées)
de F , d'exposant différental 4 .

I1 faudra alors sommer sur d et L 1les nombres n, g mais

en tenant compte des représentations triplement imprimitives.

12.11 Le groupe D, = Z/2ZXZ/2Z n'a qu'une seule représenta-
tion projective fideéle et irréductible. Par conséquent les représen-
tations projectives triplement imprimitives d'exposant ¢ impair
sont en bijection avec les extensions K de F , totalement rami-
fiées de type (2,2) sur F et d'exposant différental sur F égal

4 c+1 f[ecf. cor. 11.11]. Remarquons qu'en ce cas g est pair et ¢

plus grand que 4 .
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Nous poserons a nouveau €& = VF(Z) et nous définirons la fonc-
tion X(c) , pour les entiers impairs ¢ , par les formules
X(ec) =0 si ¢ 6e+l
X(c) = 1 si c{ 6+l et cZ2 (mod 3)

x(e) = T i c(6e+l et <=2 (mod 3) .
Si x€R , [x] désigne la partie entiére de x .

Proposition 12.11. Soit ¢ un_entier impair, ¢ »1 . Le nombre

de représentations proijectives triplement imprimitives de WF ’

d'exposant ¢ est

2(q-l)q(c_3)/2q_[(c+1)/6]X(c) si ¢ Y4e+3

2(q—l)q(c—3)/2(q—[c+l)/6]x(c)-q_[(c—l)/4j) si  of 4e+1 .

12.12 Suivant Tunnell, démontrons cette proposition.

Soit K une extension totalement ramifiée de F , de type (2,2)
et d'exposant différental ¢+l sur F . On a c+l = d +d,+d, ou
les di sont les exposants différentaux des 3 sous-corps de K qua-
dratiques sur F .

| Si ¢+l n'est pas divisible par 3 , les d.1 ne peuvent &tre
tous égaux. L'un d'eux, disons dl, est le plus petit. Alors on a

d, = d3> a; - Choisir K revient alors a choisir une extension qua-

2
dratigue E de F , d'exposant différental d2 , puis un corps E'

guadratique sur F , 4'exposant différental d, vérifiant

d1+2d2 = c+l . S1 K est donnée, il y a deux possibilités pour E .
Le nombre d'extensions K possible est donc % L N(d)N(c+1-2d) , ou
d

d wvarie entre E%l et 9%2 inclus. On utilise alors le lemme 12.6.

Supposons maintenant c¢+1 divisible par 3 . Il nous faut ajou-

ter, aux extensions K construites comme précédemment, les extensions
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K dont tous les sous—ccrps quadratiques ont pour exposant différental
c+l
3

caracteres quadratiques distincts

sur F l'exposant d = . On peut les obtenir en choisissant deux

X et X' de Fx , d'exposant 4 ,
et tels que leurs restrictions a Ud—l soient distincts. On a N(4d)

F
choix possibles pour X . Si l'on fixe X , la restriction & Ug_l

D -
de X' peut prendre qg-2 valeurs et peut étre étendue de qu/‘ 1
fagons en un caractére quadratique de Fx Lvoir Tu p. 40 pour les

détails|. On obtient le résultat en utilisant le lemme 12.6.

Remarque. On vérifie que la formule donne bien un résultat nul

pour g dimpair (i.e. €=0) ou c{3 .

12.13 Soit r wune représentation projective de WF , triple-
ment imprimitive et d'exposant ¢ . Soit R un relévement (primor-
dial) de r . Les autres relévements (primordiaux) R' sont les

représentations R8>(aoTF) od o est un caractére de FX d' expo-

sant au plus 9%2 . Si 1l'on impose la condition Det R'(WF) = 1, on a
2(q-—1)q(c_3)/2 choix possibles pour & . Mais 4 de ces choix don-

nent la méme représentation R .

On en tire la proposition suivante :

Proposition 12.13. Soit ¢ un entier impair, ¢ »1 . Le nombre

de représentations linéaires triplement imprimitives de WF , 4'expo-

sant ¢ et telles gue Det R(WF) =1 est

(q—l)zq(c_3)q_[(C+l)/6]x(c) si c ) 4e+3

2 c—3(q—[ (c+1) /6]

(g-1)“g _[(c+l)/4]) si o 4e+l .

X(ec) - g

Le nombre de représentations linéaires triplement imprimitives d'ex-

posant ¢ de W_ , prises modulo torsion par un caractére non-ramifié

F

est la moitié du nombre précédent.
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12.14 Le nombre de représentations linéaires imprimitives R
de WF , d'exposant ¢ et telles que Det R(WF)==1 , est alors
facile a calculer. On fait varief d entre 1 et E%i et parcourir
a4 L , extension d'ou 1l'on peut induire R , l'ensemble des exten-
sions d'exposant différental d . Mais, ce faisant, on aura compté
trois fois les représentations triplement imprimitives ; il faudra

donc les retrancher deux fois.

Théoréme 12.14. Soit ¢ un entier impair c¢ > 1 . Le nombre de

représentations linéaires imprimitives R de W d'exposant ¢ ,

et telles gue det R(HF)==1 , est

2(q—1)2qc—3(1-X(c)q

‘[(C+1)/6])
A torsion prés par un caractére non-ramifié, ces représentations

sont au nombre de (q—l)zqc_3(1..x(c)q'[(c+1)/6])

La vérification de ce théoréme est laissée au lecteur [voir Tu,

chap. 4].

12.15 Il nous reste & examiner le cas des représentations pro-

jectives.

Proposition 12.15. Soit ¢ un entier impair c»1 . Les repré-

sentations projectives imprimitives d'exposant < sont alors au

nombre de :

q(c-—3)/2(l_x(c) q—[(c+1)/6])

2(g-1) S si ¢ ) 4e+3
z(q_l)q(c—B)/Z(l_)_{_(_zgl q-[(c+1)/6]+_21_q-[(c-1)/4] 6i o 4c+1 .

Pour démontrer cette proposition, l'on reprend le ralsonnement

12.4. Les d4tails sont laissés au lecteur.
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13. Relévements & SL(2,C)

13.1 Soit r une représentation projective irréductible de

degré 2 de WF . 8i F est un corps local de caractéristique 2 ,

le théoréme 5.17 nous dit gue r se reléve & SL(2,C) . Il nous

reste donc a examiner d'une part les corps locaux de caractéristique
résiduelle impaire, d'autre part les extensions finies de Qz . Nous
nous intéresserons dans ce chapitre au cas ou la représentation r

est imprimitive, c'est-a-dire d'image diédrale.

13.2 Soient donc F wun corps local, et r une représentatiocn

projective imprimitive de degré 2 de WF . Son image est diédrale,

isomorphe a D2m , pour un entier m) 2 . On posera D2==Z/ZZ .
L'obstruction a relever r en une représentation dans SL(2,C) ,
est un élément de H2(GF,m2) obtenu comme suit : le plongement de

D dans PGL(2,C) définit 1'élément da ~de H2(Dm,u2) qui corres-

2m

pond, au point de vue extensions de groupes, a 1'image inverse T2m

de D dans SL(2,C) . La représentation r définit une projection

2m

r de GF sur Dm et 1'obstruction au relévement de r a SL(2,C)

“(a)
est r (d ) .

13.3 Nous utiliserons les réalisations et présentations de

. . c_ ' 3 = =
D2m et T2m introduites en 11.7 . On s'autorisera m=1 , D2 Z2/2Z .

Ecrivons nw=2dml , ou m, est impair, et appelons Cm le sous-
d 1
groupe d'ordre m, de Cm : 11 est engendré par b2 . Le groupe
m

D a+1 est engendré par a et b 1 . De plus D2 est le produit
5d+1 m

semi~direct de D2d+1 par le

De méme, 1l'image inverse de C dans SL(2,C) contient un
m
1 2d+1

unigque sous-groupe Pm d'ordre m, engendré par B . Le groupe

1 m
T a+1 est engendré par o et B 1 , et T2 est le produit semi-
5 m
direct de T g+1 bpar Tm . On a le diagramme commutatif suivant, ou

2 1
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les lignes sont exactes 1 m T2 T a+1 1

Les fléches verticales sont induites par la projection de SL(2,C)

sur PGL(~,€) .

13.4 Appelons K le corps centrique de ¥ , et L le corps

fixd par le sous-groupe le de Gal(X/F) = Dy - On a alors
Gal(L/F) = D g+1 °t la représentation projective fidéle donnée par
le plongemeni de D a+1 dans PGL(2,€) dé&finit une représentation
projective r' de 2GF , de noyau GL

Soient R un relévement de r & SL(2,C) , et E 1le corps
fixé par Ker(R) . Alcrs on a Gal(E/F) = T2m . Le sous-corps B de

E fixé par le sous-groupe Tm de T2m est tel que
1
Gal(E/F) = g+1 €t il définit un relévement de r
oA+

Inversement, si 1'on a un relévement R' de ' & SL(2,C) ,

a SL(2,c) .

~

appelons E 1le corps fixé par Ker(R') et considérons le corps
E=E.K . Les extensions K et E sont disjointes au-dessus de L ,
et E est galoisienne sur F . Son groupe de Galois sur F est

ainsi une extension du groupe Gal(E/F) , groupe isomorphe & T g+1 ’
2

par le groupe Gal(E.K/E) isomorphe a Tm . On obtient méme un
1
diagramme commutatif dont les lignes sont exactes et ou les fléches

verticales sont induites par la factorisation par le groupe

Gal(F.K/K) :

1~ lml @ Gal(E.K/F) = T2d+l > 1

R | |

L Cm1- 7 D2m'~w“ﬁ D2d+1 -1

Le groupe Gal(E.K/K) agit d'ailleurs trivialement sur

"~ ~o
. ESHE 1 : ) . T s rige 3
Gal(E.K/E) m, , donc l'action de T2d+1 sur m se factorise a
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travers D 4., - On en déduit que Gal(E.K/F) , &tant le produit semi-
2

direct de T2d+1 par Tml , est isomorphe & T

définit un relévement de r a SL(2,C) .

om * Par suite E

Ces constructions nous permettent de ncus limiter, si nous

voulons, au cas ol m est une puissance de 2 .

13.5 1Intéressons-nous d'abord au cas ou la caractéristique

résiduelle p de F est impaire.

Soit r une représentation projective de degré 2 de WF ’
d'image D a+1 ¢ avec d >0 . Le corps centrique K de r est alors
modérémentzramifié sur F .

Le groupe de Galois Gmr de 1'extension modérément ramifiée
maximale de F est engendré (topologiquement) par deux éléments
o et T , vérifiant la seule relation oo t=r9 o q=qp est le
cardinal du corps résiduei de F . L'élément T fixe 1l'extension
non-ramifiée maximale de F .

Un relévement de r a SL(2,C) se factorise aussi par Gmr .

L'on peut ainsi trouver un critere de relévement.

13.6 Supposons d'abord d=0 . Alors deux cas sont possibles.
Dans le premier cas, K est non-ramifiée sur F , et il existe un
relévement & SL(2,C) : en effet r projette G, sur D, parv
oreo T 1 et on peut relever en 0P o T->1 ., Dans le second cas,
K est modérément ramifiée sur F . Alors T se projette sur a , et
on aura un relévement a SL(2,C) si et seulement si l'ona g=1

(mod 4) i.e. si et seulement si F contient les racines quatriémes

de 1'unité. Enongons donc :

Proposition 13.6. Soit F un _corps local de caractéristigue

résiduelle impaire. Soit r une représentation proiective de degré

2 de W, ., d'image D, . o m est impair. Soit K le corps cen-

trique de r .
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Si 1l'unigue extension guadratique de F incluse dans K est

non-ramifiée, r se relédve & SL(2,C) .

Sinon, r se releve & SL(2,C) si et seulement si F contient

les racines 4e de 1l'unité.

13.7 Supposons ensuite d)1 . S8i d4»2, C a est le seul sous-

2
groupe cyclique H de D a+1 tel que D d+l/H soit cyclique. Par
2 2
suite, C q est 1l'image de IF . Traduisant la condition OT0 1-sa

2

£y

1'on trouve la condition bq+l=<1 i.e. 2dl(q+1) . 8 d=1, c'est
évidemment vérifié.

Quant au relévement & SL(2,C) , la condition orol =14 se
pa*tl =4

traduit par i.e. 2d+1|(q+1) . On peut énoncer :

Proposition 13.7. Soit F un corps local de caractéristique

résiduelle impaire. Soit r une représentation proijective de degré

2 de W, , d'image D, . ou m est pair. Ecrivons 2m==2d+1m1 ,

ou m, est impair. Alors on a Zd!(q+1) et r posséde un reléve-

ment & SL(2,C) si et seulement si l'on a 2d+1l(q+1) .

13.8 Examinons plus précisément le cas ot m=2 . C'est le cas
des représentations triplement imprimitives. Leurs relévements &
SL(2,C) ont alors pour image le groupe quaternionien U8 . Les
noyaux de ces relévements fixent des extensions de F , dites qua-

ternioniques.

Proposition 13.8. Soit F un corps local de caractéristigue

résiduelle impaire. Soit r wune représentation proijective triplement

imprimitive de deqré 2 de W, - Alors r posséde un relévement &

SL(2,C) si et seulement si F ne contient pas les racines quatriémes

de l'unité. Ce relévement, s'il existe, est unigue.

Cela découle facilement de 13.7 , en remarguant que la condition

4l (g+1) équivaut & 4f(g-1) i.e. & "F ne contient pas les racines
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quatriémes de l'unité. Le relévement est alors unique, défini par
o~ a , T>B . Le corps centrique K de r est d'ailleurs 1'unique

extension de type (2,2) de F .

13.9 Il nous reste & examiner le cas oi F est une extension
finie de Q2 . En fait, nous ne traiterons alors que le cas des
représentatibns projectives r triplement imprimitives, i.e. d'image
D, =2/2FX 3/2% .

Mais, plus généralement, nous nous intéresserons aux relévements
de r induits & partir d'un caractére d'ordre au plus 4 , et non
pas seulement aux relevements & SL(2,C) .

Nous 1'avons dit, l'image inverse de D, dans SL(2,C) est le
groupe quaternionien Ug = {1, #*i, %5, %k} . Il posséde (d équiva-
lence prés) une unigue représentation fidéle de degré 2 , qui est
irréductible. On peut la définir par

B9 a2l ke (0

Le groupe @ ,Ug contient également trois groupes isomorphes au

groupe diédral Dg . Le groupe diédral D, n'a, lui aussi, qu'une

8
seule représentation fidéle de degré 2 , qui est irréductible. On

peut la définir par
1 0 H(01‘>
aH(O-l) b -1 0/ °

13.10 Soit R un relévement de r , dont l'image scit incluse
dans le groupe M4U8 . Alors on voit facilement que quelle que soit
l'extension quadratique L de F incluse dans K , il existe un
caractére x de LY vérifiant R(L,x)=R et x4==1 .

Si l'image de R est U8 , son déterminant est trivial. Si

l'image de K est Dg , appelons E le corps fixé par Ker(R) . Il

existe une extension quadratique unique L de F incluse dans K
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et telle que E soit cyclique de degré 4 sur L . Alors Det R

Y » x ’ . »
est le caractere quadratique GL de F définissant L .

Si 1'image de R est N4U8 , appelons encore E 1le corps fixé

par Ker(R) . Le sous-groupe U8 de 1u4U8 fixe une extension P de

F , quadratique sur F , disjointe de K , et telle gque l'on ait

Det R=9P .

13.11 Rappelons que F est supposée &tre une extension finie

de @, . Alors la théorie de Kummer donne une bijection entre FX/FX2

2
et 1'ensemble des extensions quadratiques de F . Si u€ FX/F><2 , hous

N X s ae s . .
noterons Gh le caractere de F définissant 1'extension quadrati-

que de F correspondant & u . On peut définir o, par la formule

N

Gﬁ(x) = (u,x) pour x€ 28 , ou (.) désigne le symbole

de Hilbert dans F>< .

13.12 Considérons donc une représentation projective triplement

imprimitive r de WF , de corps centrique K . Nous voulons étudier

les relévements de r de la forme R(L,X) , oi L est une extension

quadratique de F incluse dans K , et X un caractére de L
vérifiant X4=Il.

Rappelons que la condition sur X pour gque RL X reléve r
g -1 '
est X = OL'ONL/F , ou L' est l'une des deux extensions quadra-

tiques de F incluses dans K et distinctes de L . De plus on a

Det RL:X = X]

8 .
F>< L
13.13 Fixons donc I, et donnons-nous un caractére X vérifiant
les relations précédentes. Appelons X la restriction de X & e

by 2 3 [] 3 . b
Le caractere X est invariant par UL donc il existe un caracteére

X 4 e s 2 - c ¢ X
de NL/F(L ) vérifiant X" (x) = uONL/F(x) pour x¢ L7 . Comme
on a X4==1 , & est quadratique. Ecrivant L=F((u) , on a la condi-
tion de ccmpatibilité A(u) = u(-u) .

De plus,si x€1LX et y = N (%), on a

L/F
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UL—l UL+3
GL.(y) = X (x) = x (x) = Ay)u(y) . Par conséquent
- X
GL, coincide avec AW sur NL/F(L )

N . X
Inversement donnons-nous un caractére quadratique A de F

et un caractére quadratique u de NL/F(LX) , vérifiant les deux

conditions suivantes
1) X (u) = p(-u)
v X
2) GL.(y) = Au(y) pour nyNL/F(L ) .
Alors il existe un caractére X de X vérifiant
g_-1

1) x4=]. et X L 8

L' N /F

2) x = X et X2 uoNL/F .

13.14 Démontrons cette propriété :

Soit x€FNL1X% | Alors on a x€F ou x€ \Vu % . on a donc
soit uoNL/F(x) = A(x) = 1 dans le premier cas
soit MONL/F(X) = u(-u) = A(u) = A(x) dans le second cas. On peut
X2 _X

donc définir un caractére X de L °.F par la formule
?(xzy) = uONL/F(x)X(y) si xer® , v€ F* . on peut alors prolonger
X en un caractére x de <, qui vérifiera x4(x) = uZONL/F(x) = 1
si x€1X .

On aura alors, pour x dans e

o -1 o +3

X B = x B (x) = xoNp p(x)X (%) = Aoy p(x) = 0L, 0Ny n(x)
C.Q.F.D.
Utilisons la suite exacte suivante :
1> z/22 » FY/E? - L2 i F¥/F*% > 2/2Z > 1 . On voit alors
facilement que 1l'on peut prolonger le caractére X de 2d+1 facgons,

ou d==[Fi:QZ], ce qui nous donne Zd représentations R(L,x) dis-

tinctes correspondant aux mémes choix de X et ¥ . Si l'on tord

R(L,X) par le caractére aoTF de WF , A et u sont tordus par
a2 Par conséquent, les 2d représentations correspondant & A et
u sont tordues lesunes des autres par les caractéres d'ordre au plus

2 de WF .
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13.15 Supposons que 1l'on veuille un relévement de r & SL{(2,C)

(relévement dit guaternionique). Il faut alors imposer )\==9L et

= 3 1 ! 3 3 3 9 —_ - 5
" GLGL, . La condition d'existence est ainsi L(u) QLGL,( u) si

L=F(Vu) . Si 1'on veut un relévement R d'image Dg tel que le
corps fixé par Ker(R) soit cyclique d'ordre 4 sur L (relévement
dit diédral sur L), il faut imposer A =1 et u==9L. . La condition

d'existence est GL,(—u)=.l si L=F(u) . Enfin, si 1l'on veut un

relévement d'image N4U8 et de déterminant GP , ou P est une
extension quadratique de F disjointe de K , la condition est

QPSL(u) = QPQL,QL(—u) .

13.16 Traduisons les critéres précédents en termes de théorie

de Kummer.

Théoréme 13.16. Soit r une représentation projective de WF '

triplement imprimitive et de deqré 2 . Soit K = F({u,\v) son corps

centrique. Soit L = F(Vu) . Soit P = F(V®) une extension quadra-

tigue de F disjointe de K . Alors

1) r se reléve & SL(2,C) si et seulement si l'on a
(u,-1) = (v,~-u) .

2) r a un relévement diédral au-dessus de L si et seule-

ment si l'ona (v,-u)=1 i.e. (v,uv)=1.

3) r a un relévement d'image M4U8 et de déterminant 9P

si et seulement si l'on a (wu,u) = (Wv,-u) .

13.17 Remarques. 1) §i r se reléve & SL(2,C) , alors r a

un relévement diédral au-dessus d'une des extensions guadratigues de

F incluse dans K .
En effet dans le cas contraire on a (v,u)=(v,uv)=(u,uv)=-1 .

On en tire (v,-u)=-1 et (u,-1)=1 .

2) Si L=F(V-1) , r a un relévement diédral au-dessus de L.
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r a un relévement quaternionigue au-dessus de L si et seulement
si (-1,-1)=1 .
3) Si r n'a aucun relévement diédral, elle aura un relé-

vement d'image N4U8 si et seulement -1 n'est pas un carré dans

F . Si cette condition est vérifiée, les déterminants des reldvements

d'image ®,U; possibles sont les 9P , ot Pe€F(Vw , w vérifiant
(w,-s) =-1 .

En effet, si r n'a aucun relévement diédral, on a (v,-u)=-1
et (u,u)=1 d'ou (wv,-u)=-(w,-u) et (wy,u)=(w,u) . D'ou 1'équi-
valence (wu,u) = (wv,-u) &= (W,-1)=~-1 . C.Q.F.D.

4) On peut retrouver le critére du théoréme 13.16 en utili-
sant une formulation adégquate des relations de Demushkin. Pour cela,

voir 1'appendice au chapitre 13.

13.18 Une extension galoisienne de F dont le groupe de Galois
est isomorphe a U8 sera dite quaternionique. Si son groupe de Galois

est isomorphe & D8 , elle sera dite diédrale d'ordre 8 .

Théoréme 13.18. Soit F une extension de deqré fini 4 de Q, -

Le nombre d'extensions guaternioniques de F vaut

2d(2d+2-1)(2d—l)/3 si F contient i, ou iz=-—1
2d(2d+1—1)2/3 si F ne contient pas i et si d
est impair
Zd(22d+2-2d+1+1)/3 si F ne contient pas 1 et si d est
pair.
Le nombre d'extensions diédrales d'ordre 8 de F wvaut
29(28%2_1)(2%-1)  si i€F
28 (,8%1_ 12 sinon.

Pour ce résultat, voir aussi [MT], mais leur formule comporte

des erreurs.
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13.19 Pour démontrer ce théoreme, utilisons le critére 13.16.
Toutes les extensions quaternioniques de F proviennent de reléve-
ments & SL(2,C) de représentations projectives triplement iﬁprimi—
tives de We - Si une telle représentation projective r se releve
& SL(2,C) , elle a exactement 29 relévements a SL(2,C) , o 4
est le degré de F sur Q, : en effet 1'on peut tordre un relévement
donné par un caractére quelconque d'ordre 2 de W - Mais les 4
caractéres définissant les sous-extensions du corps centrique K de

r transforment le relévement en une représentation équivalente.

De méme toutes les extensions diédrales d'ordre 8 de F pro-

viennent de relévements diédraux de représentations projectives tri-

plement imprimitives de We . Si une telle représentation a un relé-
vement diédral R au-dessus de l'extension L de F , elle a exac-
tement 2d relévements diédraux au-dessus de L : ce sont les tordus

de R par les caractéres d'ordre 2 de WF .

13.20 Pour les extensions quaternioniques il s'agit donc de

compter le nombre N de couples (u,v) € F/FX2><F/F><2 , Vérifiant les
uF 1l v#1l uv#l
conditions (u,-1) = (v,-u) . Le nombre d'extensions quaternioniques

de F sera alors 2dN/6 .

Supposong d'abord gque -1 soit un carré dans F . On veut donc

satisfaire & (v,u)=1 . On choisira donc un élément non trivial u

de F/F)<2 : on a 2d+2-1 choix possibles ; puis un élément v de

F/F><2 , distinct de 1 et de u , et dans l'orthogonal de u : on a

a+l_,

2 choix possibles, d'ou le résultat.

Supposons _ensuite gue -1 ne soit pas un carré dans F et que

d soit impair. On a alors (-1,-1)=-1 .

On veut satisfaire a (-l,u)={(v,-u) , u#l , v#¥1 uv#¥1l . Ssi

(-1,u) =1, on veut satisfaire & (v,-u)=1, v#1 , v#u . On a

a+1_ a+l_

2 choix pour v . 8i (-1,u)=-1,

(2 1) choix pour u et 2
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on veut satisfaire a (v,-u)=-1 et les conditions v#1 , v#u
sont alors automatiques. Mais on ne peut prendre =-1 . Par suite,
on a 291 choix pour u et 291 choix pour v , d'ou le
résultat.

Supposons enfin gque -1 npe soit pas un carré dans F et gue

d soit pair. On a alors (-1,-1)=1 .

Si (-1,u)=1 on veut satisfaire & (v,-u)=1, v#1 , v#¥u .
. _ a+2 . .
Si u=-1, ona 2 -2 choix possibles pour v .
+ . . .
Si u#F-1 (2d 1—2 choix), on a 2d+1-2 choix possibles pour v.
Si (-1,u)=-1 on veut satisfaire & (v,-u)=-1 et les condi-
tions v#1 v#u sont automatiques. On a alors 2d+1 choix pour

u et également pour v .

2d+3 _ ,d+2

On obtient au total 2 2 +2 choix pour (u,v) . C.Q.F.D.

13.21 Pour les extensions diédrales, il s'agit de compter le
nombre M de couples (u,v)E€ FX/FXZXFX/sz , vérifiant les condi-
tions u#l , v#1 , uwwv#1l et (v,-u)=1 . Le nombre d'extensions
diédrales de F est alors 2dM/2 .

Si -1 est un carré ‘dans F , on a déja fait le calcul dans le
cas quaternionique.

Supposons donc que -1 ne soit pas un carré dans F .

Si (v,~1)=1 ((2d+1—1) possibilités), on choisit u dans

2d+1

l'orthogonal de v , u#l , ufgv : -2 choix pour v

Si (v,-1)=-1 (2d+1 possibilités), on choisit u non orthogo-

nal a v, u#v : 2d+1—1 choix pour v . Au total on a bien

d+1_y,2

2(2 choix. C.Q.F.D.
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Appendice

13.22 Retrouvons le critére du théoréme 13.10 en utilisant les
relations de Demushkin [La]. En fait nous donnons une présentation
différente de [Lal, et nous ne donnons que le schéma de la démons-
tration. Cette présentation m'a été suggérée par M. Cartier.

Scit V un espace vectoriel sur le corps fini Fz . Alors le,.
cup-produit définit une application bilinéaire symétrique de
Hl(V,F2)><H1(V,F2) dans H2(V,F2) . Remarquant que Hl(V,Fz) est le
dual v’ de V , on montre que le cup-produit permet d'identifier
H2(V,F2) a 1l'espace Sz(V*) produit symétrique d'ordre 2 . Cet
espace SZ(V*) s'identifie également a 1l'espace des formes quadra-

tiques sur V .

13.23 Soit maintenant F une extension finie de Qz . Le cup-
produit définit une application bilinéaire symétrique de
1 1 2 . ms 2
(GF,F2)><H (GF'FZ) dans H (GF’FZ) . Identifiant H (GF,F2) avec
F2 par la théorie du corps de classes, on obtient une forme bili-
néaire symétrique non dégénérée sur Hl(GF,Fz) . Mais la théorie de

Kummer permet d'identifier Hl(GF,Fz) avec FX/FX2 . Le cup-produit

se traduit alors par le symbole de Hilbert sur F .

13.24 Supposons maintenant que V soit un quotient de Gp ¢

Q: GF ™ V . Donnons-nous une extension G de V par F2 . La classe

€ de H2(V,F2) correspondant a cette extension s'écrira comme com-

r
binaison linéaire de produits d'éléments de v¥ soit E = T X wi
i=1

L'obstruction au relévement de @ :GF = V en un homomorphisme de G

F
dans G est ¢*(§) .

Si nous notons o, 1'élément de Hl(GF,F2) correspondant a

1'élément u de FX/FX2 , l'obstruction ® (£) se traduit alors par
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LV, = ¥ . = o . =0 _ .
TT(ul,vl)F 1 ol X,op uy et ¢low v,

13.25 Prenons d'abord V = F2€9F2 ’

de V , x et y les composantes suivant cette base. Si 1'extension

et notons (e,f) une base

G est quaterniocnique, la forme quadratiqué correspondante est

2 2 N o N .
X" +xy+y” , d'ou la condition au relevement suivant :

(u,u)(u,v)(v,v) = 1 avec xo9 = O, Yo® =0 .
Cela s'écrit aussi (v,-u) = (u,-1) ce qui est la condition du

théoréme 13.10.

Si l'extension G est diédrale, e+f se relevant en un élément
d'ordre 4 , la forme quadratique correspondante est xy ,d'ou la
condition (v,uv)=1 avec Xow==0b ’y°@:=chv . Cela s'écrit aussi
(v,-u) =1 .

Si, ensuite, V = IF2€BIF269 ¥, notons (e,f,9) une base de V ,
(x,v,z2) les composantes. Si G est 1l'extension ”4U8 de V , z
étant l'application déterminant, la forme quadratique correspondante
est zz-+x2-+xy-+y2 , et la condition au relévement s'écrit
(w,w) (u,u)(u,v)(v,v) =1 si x09 = O, Yo® =0, xo@ =0, . Cela

s'écrit aussi (wu,-1) = (v,-u) . C.Q.F.D.

14. Représentations triplement imprimitives de degré 2 de W

Q, )
14.1 Le corps K==Q2 posséde 7 extensions de type (2,2), donc

il existe 7 représentations projectives triplement imprimitives de

degré 2 pour WQ2 .

Nous donnons ici, gous forme de tables :

1) des relevements primordiaux de ces représentations pro-

jectives,

2) des relévements & SL(2,C) , quand ils existent,

3) des relévements diédraux, quand ils existent.
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14.2 La table VII donne, pour némoire, le gvmbole de Hilbert

dans Qg . Comme systéme de représentants de Q;/(Qg)z , hous avons
choisi {*1,*2, %3, *6} . De méme, la table VIII, donne pour chacune

des extensions quadratiques L de ©, ., son exposant différental, qui

est aussi le conducteur du caractére la définissant.
Pour chaque extension quadratique L de Q2  la table I
u engendrant Ul . Sauf pour

donne des éléments u, , u u

2 ' "3 "4 L
L==©2(v:§) = Q2(j) (ou j2~+j-+l = 0) , on a VL(ui—1)=j" Oon a
toujours u2=—1€ Q2 et u3=-—3€ (Dz . Sauf pour L=Q2(\f:§) =(D2(j)
on a Ui==UL et L* est engendré par u; . U, s Uy . u, et une
uniformisante T, =T . Pour IH=Q2(j) ' L est engendré par T=2 ,

Uj s Uy s Uz, Uy et Jj . Les caractéres X de L gue nous uvtili-

serons seront toujours supposés vérifier la relation x(3)=1 .

La table I donne l'uniformisante 7 choisie, et les relations
que vérifient les wu, . Les éléments u,=-1, u,=-3 et 2 engen~-
drent Q§ . La table donne aussi l'expression de 2 en fonction de

T et des uy , 1{i{ 4 . Les vérifications de 1'exactitude de cette

table sont immédiates.

La table II donne la norme sur F==Q2 de T , u et u Bien

1 3 °

sir, u,=-1 est de norme 1 sur Q2 et u4==~3 de norme 9 .

14.3 La table IV donne, pour chaque représentation projective

triplement imprimitive r de degré 2 de W un relévement pri-

(4
2,
mordial.
Soit donc K une extension de type (2,2) de Q, , corps cen-
trique de r . Par le corollaire 11.11 et la remarque qui le suit,

l'expeosant de r est donné par la formule

alr) = dl-+d2-+d3-—1 si K est totalement ramifiéde sur

Q et par la formule

2 14

elr) = d1-+d +4d sincn. Ici ¢, , &, , d. sont laa

2 3 1 2 3

e¥posants différentaux des 3 xwtensicons guadratiques de Q?
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incluses dans K .

Pour chaque extension quadratique L de Q, incluse dans K ,

2’ » x
la table IV donne, par ses valeurs sur les générateurs de L, un

caractére x de LX , tel que R(L,Xx) soit un reléevement primordial
de r . Le conducteur de X est donné par les formules a(r) = 2a(x)

si L est non-ramifiée sur Q et alr) = dL-+a(X) sinon.

2

Remarquons que 1l'on a toujours af(x) {5 . Utilisant la relation
+ P . .
(UIE)2 = UE 2 pour m»3 , le lecteur vérifiera aisément que les

caractéres X définis dans la table ont bien le bon conducteur.

14.4 Pour déterminer les caractéres X , nous avons suivi la
technique des paragraphes 13.12 et 13.13. Pour u dans Q§ , nous
notons O le caractére d'ordre au plus 2 de Q; qui définit
o, (Vu) .

Pour chaque choix de L , on a choisi des caractéres A et &
de Qg , d'ordre au plus 2 , de fagon que A.GL = Det R(L,X) ne
varie pas quand L varie. On a imposé, bien sfir, ce que le lecteur
vérifiera aisément, la condition A(u) = u(-u) si L = QZ(VG) . De

plus on a choisi X et u de fagon que (Awe définisse 1'ex-

N..
L/Q,
tension K de L : vérification évidente.

Il est alors clair que si X est un caractére de X tel que

Y — . X 2 = o . X
x(x) = A(x) si x€5Q2 et X7 (x) =u NL/Qéx) si x€L” , alors

RL X est un relévement de r .
’

14.5 La condition xz(x) = uoNL/Q(x) s'exprime trés facilement
2

sur les générateurs de L ; on utilise le calcul de la norme de L

A

a o, regroupé dans la table II.

La condition =X s'exprime aussi facilement : les éléments

X
X lFX X
-1 et -3 de o, figurent parmi les générateurs choisis de L~ .

I1 reste donc 3 exprimer la condition x(2)=2XA(2) . On se sert pour

cela de l'expression de 2 en fonction des générateurs de *

(table I).
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Toutes ces conditions sur X sont exprimées dans la table inti-
tulée : vérification de la table IV. Le lecteur vérifiera sans proble-

me que la table IV est compatible avec ces conditions.

14.6 Ayant imposé le déterminant du relévement R{L,X) , on
peut encore tordre par les caractéres d'ordre 2 de WQ . Pour le
2
caractére centrique XONK/L de R(L,X) , on a ainsi 2 possibilités.

Nous avons ajusté X de fagon que le caractére centrique soit le méme
pour les trois sous-corps L de K , quadratiques sur Qz .

Pour cela, nous utilisons la table III. Pour chaque choix de K ,
cette table nous donne un élément x de KX et sa norme NL/K(x)
pour chaque choix de L . Cette table donne également un élément ¢§

X = . 5 , :
de L° vérifiant & NK/L(X) mod(4ﬂL) (i.e. mod(ﬂL) si L;sz(j)
et mod(8) si L==Q2(j)) , ceci si NK/L(X) est une unité, et

— 2 . . .
= 'n’ .
g NK/L(x) mod (4 L) si NK/L(X) est une uniformisante

Comme les caractéres X considérés vérifient a(x) {5 (et
méme a(x){3 si L==Qz(3)) , 1l'on aura onK/L(x) = x(8) .

Imposer que les caractéres centriques XoNK/L soient les mémes
quand L varie dans K , c'est alors imposer que les 3 valeurs Xx(§)

soient égales. Le lecteur pourra vérifier, d 1l'aide de la table III,

qu'il en est bien ainsi.

14.7 La table V donne les représentations quaternioniques de
WQ2 . On peut tordre la représentation primordiale R donnée par la
table IV en une représentation quaternionique si et seulement si l'on
a Det R(-1)=1 (cf. Ch. 5.10). Cela nous donne 3 cas possibles pour
K . Les représentations quaternioniques sont en fait obtenues, a par-
tir des représentations primordiales, en tordant par les caractéres
p et po_, de Qg , ol P est défini par pP(-1)=1 p(2)=1

2

P(=3)=1i ; il vérifie p =0, .
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Les vérifications de la table V sont effectuées & la page suivant

cette table.

14.8 Les représentations diédrales sont aussi obtenues par tor-
sion & partir des représentations primordiales. Si 1'on tord

R=R(L,X) par le caractére o de Q§ ., A et u sont tordus par

az . On pourra donc tordre R en une représentation diédrale sur L
si et seulement si X est le carré d'un caractére (car, pour une
représentation diédrale sur L , A =1) , i.e. A(-1)=1 .

La table VI donne, pour chaque choix possible de K et L , la
valeur de u , les valeurs de X sur T , u, , uy - (On a
X(u2)==x(u4)==l) , et le caractére par 1equel il faut tordre la
représentation primordiale de la table IV, pour obtenir la représen-

tation diédrale R(L,X) de la table VI. Les exposants a(X) et

a(R) ont été calculés grldce au théoréme 7.18.



TABLE I : qénérateurs de L><
L uy u2 u3 u4 Relations m 2
0,(3) 14275 -1 1+45 | -3 uz"u u2— 1 2 | i
2 1 4"’ 72
. . 2 2 il o2
QZ(J‘) i -1 -1+21i -3 uj=u, , uy=1 1+i| 7 /ulu2
__ _ 2 = | .2
0, (V3) | 243 | -1| 3+2V3| -3f|u =uju,u, , uy =1 143 | 7%/,
Q (V_i) 142 -1 —3-—2V§ =3| u.,= u2u u2 =1 VE 172
2" 37 MY Y2
0. (Ve) 1+/6 -1 -7-2V6 | -3|| u, = u2u u‘2 =1 Ve 7T2/u u
2 3 172" 72 274
o.(V=2)| 1+=2| -1] 1-2V=2| =3|| u —'u2u , u2 =1 V=2 172/u
2 3 172 2 2
0.(V=6)| 1+/-6| -1 | 5-2V=6| -3|| u,= u2u , u2 =1 V-6 7T2/u
2 3 172 2 4
TABLE II : norme des générateurs de Lx
QZ( 3) 4 3 13
Qz(l) 2 1 5
Q2(V_3) -2 1 -3
Qz-(V"z) -2 -1 1
, (V6) -6 -5 25
0, (V-6) 6 7 49

926.
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TABLE III : normes dans K
K L X NK/L(X)
Qz(i) ~3-21 ~-3+61i uyusu,
Qz(i,V_?».V_-—?») Qz(\/'é) 1-i4+3 5+2\3 9+6\ 3 u,ugu,
| e, (V-3) -1+2\ -3 1445 u,
Qz(V'—z) -1-\-2 -1-\=2 u,u,
0, (/2,773,8) | 0,073 [1+06=22 |y | 14y a,
Qz(vg) 3+6 19+9V€ u U U,
@, (V2) 342 -21-15V2  |u uu u,
= : V2--6 :
@, (V-6) -1-V-6 | -1-V-6 u U,
(Dz(i) 1-i 1-i Tu,
0, (1,272 |o,02) [1+2822 | aum | 2u3 T,
(Dz(\f'——i) V=2 V=2 m
Qz(i) 1-3i 9~-3i Tu uusu,
mz(i,V%,V'-—s) Q, (V6) 1+V-§1'2-V—’—_§ 4+/6 -12-7\6 Tug
| @, (-6) |-2#/-6 |-18+17V-6 | 7u u,
QZ(VE) V2 V2 T
2, (2,36 |o0m |[1+2HE | L3 | s Tu,
2, (V6) 246 162.+57\/—€ Tu ugu,
Q, (V-2) 2-{2 2-=2 - Tu u,
Qz(VZE,V§,V:€) Qz(vé) l-[EZ%MEE 3+\3 99+57\{ 3 Tu u,uqu,
(Dz(\[——G) | gy B par3 Tu,
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TABLE IV : représentations primordigles
K L X wo [XTTY XTuy ) X (u,) X (uy) X(u,)falx) a(R)|pet R

0, (i) 1 oy| i -1 1 1 1 | 2 Impair
0,(i,V3,V-3) | @,(V3) cg 1 PR 1 1 12 4 o

Q,(V=3) o 1 -1 1 -1 1 1 2

o,(V-2) o, o, | i i -1 1 1] 3 Pair
@, (V-2,V-3,V6) 0, (V-3) o o, | -1 -i 1 1 -1 3 6 | o,

o,(V6) oy o | 1 i -1 1 1| 3

e,(I2) o_, o 1 i -1 1 1 3 Impair
Q,(2,V-3.V-6) 0,(V-3) o, oy | -1 -i -1 1 -1 13 6 |o,

Q,(V-6) ooy o | i i -1 11 ] 3

Qz(i) o, 1 1 1 1 1 -1 5 Impair
Q,(i,V2,V-2) |,(V2) o_ 1 1 1 -1 -1 114 7 |0,

Q,(V=2) 1 o | 1 i 1 -1 1 | 4

Qz(i) C e T4 1 -1 1 1 -1 5 Impair
o,(i.Ve,V-6) |o,(V6) 1 o | -1 i 1 -1 1 4 7 | o

Q,(/=6) o_; o_ -1 1 -1 -1 1 | 4

Q,(V2) 1 og 1 i 1 -1 1 |4 Pair
o,(V2,V3,V6) @, (V3) o 1 | -1 -1 -1 -1 -1 | 5 7 | o,

o,(V6) oy 1 | -1 1 -1 -1 1 | 4

o,(V-2) o, o ] i 1 -1 -1 1 | a Pair
Q,(V-2,V3,V-6)| @, (V3) o, o_ | -i 1 -1 1 -1 5 7 | o,

o,(V-6) o_, o_ | -1 i 1 -1 1 | a
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Vérification de la table IV

K a b A v Det RIA(=1) X (-3)|N7 Nu, Nu3 X('IT)2 X(ul)2 x(u3)2

-1 31 o, o 1 1 2 1 1| -1 1 1

,(1,V3,V-3) 3-37,1 o 1 1 |-2 1 -3 1 1 1
-3 3 0*3 1 0‘_l -1 1 1 3 -3 1 1 1

-2 -30_ 7, O, -1 1 2 3 1| -1 -1 1
Q,(V-2,V-3,V6)|-3 -2 0_, oy 0, 1 -1 1 3 -3 1 -1 1
6 -3 0-3 fr__l 0'2 -1 1 -6 3 1 1 -1 1

2 -30_j o, o, -1 1 |-2 -1 1 1 -1 1
o.(V2,V-3,V=6)|-3 20 o o -1 -1 1 3 -3 1 -1 1

2 , 6 3 -2

-6 -30, o o, -1 1 6 -1 1| -1 -1 1

-1 20, 1 T, 1 -1 2 1 -3 1 1 1

Qz(i,V§,V?§) 2 -10_, 1 o, -1 1 |-2 -1 1 1 1 1
-2 -11 o_, 0o, 1 1 2 3 1 1 -1 1

-1 60__0o_ O 1 -1 2 1 -3 1 1 1

@, (i,V6,V-6) 6-61 0_ o o 1 1 |-6 3 1| 1 -1 1
-6 60_, 0_ o O -1 1 6 -1 1 1 1 1

2 31 0'3 0'2 1 1 -2 =1 1 1 -1 1

Qz(Vi,V§,V€) 3 60, 1 T, -1 -1 |-2 1 =3 1 1 1
6 30, 1 T, -1 1 |-6 3 1 1 1 1

-2 30_,0_, O, -1 1 2 3 1| -1 1 1

e, (-2,V3,V-6)| 3 60, o, o, -1 -1 [-2 1 -3 | -1 1 1
-6 30,0, o, | 1 1 | 6-1 1| -1 -1 1

Relations L=(D2(V3) , K=Q2(VE,V_5)
)\u=0‘b ’ A.O'a=Det R , A(a) =u(-a)
2 _ 2 2
X(m) S =up(Nm) , Muﬂ —um%), Muy —Mm%)

A

XA restriction de X a Q>2< .
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TABLE V : représentations quaterniocniques
K L | X b [x(m) x(uy) x(uy) x(ug) x(u,) ja(x)

0,(V-2) o, o i -1 -1 -1 -1 5

Q,(V-2,V-3,V6) |0, (V-3) o_5 o, | -1 1 1 i 1 4
o,(V6) o, o, | i 1 -1 -1 -1 5

o,(V-2) o_, o, i 1 -1 -1 -1 5

,(V-2,V-3,V6) |@,(V-3) o_; o -1 -1 1 i 1 4
i -1 -1 -1 -1 5

I

o,(V6) o, o,

o,(2) o, o 1 i 1 1 -1 5
,(/2,V3,Ve) e,(V3) o, o, | -1 -1 -1 -i 1 6
o,(/6) o o, | -i -i -1 1 -1 5
o,(V2) o, o -1 -i 1 1 -1 5
2,(V2,V3,Ve) Q,(f3) oy o 1 -1 -1 -i 1 6
0,(V6) o o, | -i i -1 1 -1 5
Q,([-2) o, o | i i -1 1 -1 5
0,(V=2,V3,V=6) |@,(/3) oy o, | -i +1 -1 i 1 6
Q,(/-6) o o, | 1 -i 1 -1 -1 5
Qz(vié) T, T_¢ i - -1 1 -1 5
o, (V=2,V3,V-6) |@,(V3) o, o, i 1 -1 i 1 6
o,(/=8) lo_ o, | -1 i 1 -1 -1 5
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T uy u2 u3 ” u, u2 u3 u n u, u2 u3 u4
K=@,(-2,-3,V6)
Normes (modulo les puissances 4e) Multiplication par P|Mult. par pU;l
2 3 1 2 9 1 i 1 -1 1 -i 1 -1 -1
4 3 1 =3 9 1 b 1 1 -i 1 i -1
-6 -5 1 9 9 i i i -1 i i1 -1 -1
K=a,(V2,V3,V6)
Normes (modulo...) Multiplication par pP|Mult. par po_,
-2 -1 1 i 9 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1
-2 1 1 -3 9 1 01 1 -1 1 1 i -1
-6 -5 1 9 9 i =i 1 -1 i i 1 -1 -1
<=q,(/-2,V3,V-6)
Normes (modulo...) Multiplication par pP|Mult. par po_
2 3 1 9 1 i 1 -1 1 -i 1 -1 -1
-2 1 1 -3 9 1 1 1 -1 1 1 i -1
6 -9 1 109 i -1 1 -i 1 1 1 -1
p(-1) =1 po_ (1) = -1
p(2) =1 po_ (2) =1 o’ =0
p(=3) =i po_,(=3) =i
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TABLE VI : Extensions diédrales
'K L beoox () X(ul)‘X(u3) a(x) [a(R) |Torsion
. o . *
Q,(1,V3,V-3) Q, (i) oy i -1 -1 4 6 -,
o, (V3) |o_, -1 -1 1 2 4 v
*
Q,(V3) |o, -1 -1 -1 4 6 Ve,
(=3 o, 1 1 i 4 g pv
0,(=2,V=3,V%) | 2 2
. *
QZ(V:§) o, 1 -1 i 4 8 pyo_
Q,(V-2) jo_, 1 i -1 4 7 —
Q,(i,V2,V-2) Q,(V-2) |o_, -1 -i -1 4 7 oy
' o 1 j i *
Q, (i) 5 i i 6 8 P
' o 1 . \ 8*
@, (i) 5 i i 6 PO,
o,(V6) |o_ o -1 i -1 4 7 —
Q,(i) o, -1 i i 6 8" pv
. . . . *
Qz(l) s -1 i -i 6 8 pvo_,
0,(2) |0, 1 i -1 4 7 _
e, (V2,V3,V6)
o, (f2) |o, fl i -1 4 7 T,
| o,(/-6) |oy -1 1 -1 4 7 v
0, (V-2,V3,V-6)
0, (V-6) |0, 1 1 -1 4 7 Vo,

* représentations non primordiales

v(=-1) =
v(2) =
v(=3) =

1



Vérification de la table VI

K WNOEmesu Torseur Mu;;ipiicazeur
1 3 1 3
2 l 5 _— 1 1 1.
0, (1,V3,V-3) 2 1 57| o, 11 -1
-2 1 -3 v i 1 1
-2 1 -3 vvé i 1 -1
0,(=2,/=3,V6) | 4 3 -3 | pv -1 i i
4 3 -3 pvc;l -1 -i i
2 3 9 — 1 1 1
Q, (i,V2,V-2) 2 3 9| o, -1 -1 1
2 1 5 P 1 1 =i
2 1 5 POy -1 1 -3
-6 =5 9 -_— 1 1 1
Q,(i,V6,V~6) -6 -5 9| o, -1 1 1
2 1 5 ov i 1 =i
2 1 5 PvG;z 3 1 ]
,(V2,V3,Ve) 2 -1 1| — 101 1
-2 -1 1| 0_4 -1 1 1
o, (V-2,V3,V-6) | 6 -9 1] v i101
6 -9 1 VO~ -3 1 1

103.
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TABLE VII : symbcle de Hilbert

1 -1 2 -2 3 -3 6 -6

1] 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
211 1 1 1 -1 -1 -1 -1

-2 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
311 -1 -1 1 -1 1 1 -1

-3 | 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
61 -1 -1 1 1 -1 -1 1

-61 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1

TABLE VIII : Extensions quadratiques de Qz

L = @,(/x) d, = d(L/Q,)
x | -1 2 -2 3 -3 6 -6
dy, 2 3 3 2 - 0 3 ,3
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REPRéSENTATIONS PRIMITIVES DE DEGRé 2

15. Représentations primitives de deqré 2.

15.1 Soit r une représentation projective primitive de degré
2 de WF . Alors son image est isomorphe, soit au groupe alterné 34,

soit au groupe symétrique 64 . Ces deux groupes n'ont d'ailleurs, a
équivalence prés, qu'une seule représentation projective fidéle de
degré 2 [Lg, app. 1 du chap. XIJ.

Le nombre de représentations projeétives primitives de degré 2
de WF est donc le nombre d'extensions galoisiennes de F , de groupe
de Galois ﬂ4 ou 64 . En particulier, on pourrait les définir par
des équations du 4e degré. Pour une construction de ces extensions,
par les théories de Kummer ou Artin-Schreier, voir [We 2] , ou encore
[He 1] pour les calculs éxplicites.

15.2 Soient donc F un corps local et K une extension

galoisienne de F , de groupe de Galois ﬂ4 ou 54 . Alors, posant
G = Gal(K/F) , le groupe de ramification sauvage G, de G est le
sous-groupe de m4 , isomcrphe a D, . et formé des preoduits de deux
transpositions. Si F, est 1'extension modéfémént ramifiée maximale
de F incluse dans K , alors Gal(Fl/F) = G/G1 est isomorphe a u3
ou 53 suivant le cas.

On peut supposer F de caractéristique résiduelle 2 . Sinon,

il n'y a pas de représentations primitives de degré 2 de WF

[cf. 10.5].
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Nous noterons g=dqg le cardinal du corps résiduel de F et

W==WF une uniformisante de F .

Proposition 15.2. Il v a une et une seule extension non-ramifisde

de degré 3 de F . Il y a une extension galcisienne F1 de F de

groupe de Galois 53 si et seulement si g est _une ouissance impaire
3
de 2 . Alors on a Fl =F(j,\7) , ou j2-+j-+1 =0 . Il v a des ex~

tensions cycligques cubiques ramififes de F si et seulement si! g

est une puissance paire de 2 et alors il v en a trois distinctes.

3
Ce sont les extensions F, = F(V5§%m) our a=0,1,2 .

Pour la démonstration voir [He 1] ou [We 2]. On peut encore uti-

liser les résultats du chapitre 13 [13.9 et sq.].

15.3 Le groupe H = Gal(Fl/F) agit sur le groupe G, par auto-

morphismes intérieurs. En fait, G est la seule extension de H par

G, » avec cette action : c'est un produit semi-direct. Par conséquent,

Fy étant fixée telle que H==m3 1

galoisiennes sur F et telles que l1l'on ait Gal(XK/F) = ﬂ4 ou 64 ,

correspondent par la théorie du corps de classes aux sous-H-modules

ou 53 ; les extensions K de F

N de Fx tels que FT/N soit isomorphe a G én tant que H-module.

1 1
Si i est le plus petit entier tel que U; € N, alors on a
. 1
i = a(K/Fl)-+1 et par suite, & cause du théoreéme 2.3, 1l'exposant de

la représentation projective r de degré 2 attachée a K est

3 . .
= —T_—7__ - 1 ! +
a(r) 2‘+e Fl F)(J 1) . On appellera i 1 exposant de K .

Proposition 15.3. Soit ’Fl une extension galoisienne modérément

hY

ramifiée de F , telle gque H = Gal(Fl/F) soit isomorphe a Y

3

(resp. @3). Soit P un_élément d'ordre 3 dans H . Pour i %0 ,

Y e X, X2 i _ n?
définissons M, = Fl/Fl Up et W, = Mi/(1+p+p M,

Alors le nombre d'extensions galoisiennes K de F , de groupe

de Galois ¥, (resp. §,), et d'exposant au plus i , vaut



107.

1/3 card(W,) (resp. card(w,)/?).

Pour la démonstration, voir [Tu. chap. 5]. I1 s'agit simplement
d'utiliser le méme raisonnement que dans [We 2], en tenant compte de

1'hypothése sur 1'exposant.

15.4 Nous poserons €==VF(2). Si F est de caractéristique 2 ,

€ eest infini.

Proposition 15.4. Scit F une extension galoisienne modérément

1
ramifiée de F telle que H = Gal(Fl/F) soit isomorphe a ﬁ3

d'exposant au

(resp. 53); Alors le nombre d'extensions K de F, o

plus i , et telles que K scit galoisienne sur F de groupe de

Galois isomorphe a W4 (resp. 64) vaut
i-l]
a) guand H°‘53 (g-1)g 3 si 12t , i pair,

i#1l(mod 3), et O sinon, [i—l ‘

b) guand H“‘ﬁ3 et F , ramifiée sur F 1/3(g-1l)qg

si i{2 , i air i#1 (mod 3), et O sinon,

c) guand H=¥ et Fl non-ramifiée sur F g;—l(q_l)ql—z

lm w

si 1§28 et i pair, O sinon.

15.5 Nous donnons ici simplement 1'idée de la démonstration,

chap. 5]. Il s'agit de calculer le cardinal du module W, de la
proposition 15.3 .
On remarque que M, est un Fz[m3]—module semi-simple et donc
qu'il est somme directe de ses constituants
i
M, = & T,

ot T =FYFu, , T o= (PO (%03 pour 31 .
3 1 YF, 1 YF,
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i
Par suite. on a W, = 57 TjK1+p+p2)Tj , et il suffit 4'étudier
i =0

la structure de Tj/(1+,0+p2)Tj , ce qui est un calcul simple sur le

corps résiduel de F,o-

15.6 On en d&duit le résultat suivant, 48 & J. Tunnell.

Théoreme 15.6. Soient ¢ un entier impair, F

un _corps lccal de

caractéristigue résiduelle 2

r BT

g le cardinal de son corps rési-

duel. Alors le nombre de représentaticns preijectives primitives

d'exposant ¢ et de degré

2 de W est

eI 7 1

c+l]

c=3 _
2 6

(g-1)X(c)g

La fonction X(c) est celle déja introduite en 12.11.

Corollaire 15.6. Si F est une extension finie de Qz le nombre

de représentations projectives primitives de degré 2 de Wp est
2¢
4/3(gq° -1).

15.7 En utilisant le résultat 11.12 a), on montre facilement le
corollaire suivant :

Corollaire 15.7. Soit ¢

un entier impair. Le nombre de repré-
sentations linéaires primitives de degré

2 gde WF , d'exposant c
et telles gue Det R(WF) = 1 wvaut

c-3—[9i11
2(q—1)2X(c)q 6

Le nombre de reorésentations linédaires primitives de degré

2 de
WF , d'exposant c , prises & torsion prés par un caractére non-
c+l

2, 3= [%
ramifié, vaut (g-1)“X(c)g

15.8 Il nous reste maintenant & examiner le probléme du reléve-
ment & SL(2,C).
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Soient donc r une représentation projective primitive de degré
2 de F , et K son corps centrigue. Posons G = Gal(K/F).

Si Fv est de caractéristique 2 , nous savons, par le théoréme
5.17, que r se reléve a SL(2.€).

De plus l‘on voit facilement, en examinant le plongement de G-
dans PGL(2,C) que r se reléve & B8SL(2,C) si et seulement si r
a un relévement de niveau 2 . On peut alors appliquer la proposition

6.5.

Proposition 15.8. Soit r une représentation projective primi-

tive de degré 2 de WF . Soit K son _corps centrigue. Alors r

se reléve & SL(2,C) si et seulement si la propriété suivante est

P 2 _ 2
vérifiée : NK/F(x) = +1 ===>Xr(x) = 1 .

15.9 Dans la suite de ce chapitre, F est une extensgion finie

de @, .
Pour examiner le relévement & SL(2,C) d'une représentation pro-

jective primitive r de W_ , on peut utiliser plusieurs méthodes.

F
La premiére est de passer par un probléme global : soit K le

corps centrique de r . Alors il existe un corps global ® et une

~y ~/

sous-extension F de K , ainsi que des places w et v de K et

~J

F respectivement, telles que
1) wlv

2) K =K , F.=F
w v

~

3)'E soit galoisienne sur F , de groupe de Galois isomor-

phe & Gal(K/F).

Alors la représentation r définit une représentation projective pri-

~

mitive r de GE , de noyau GR . L'obstruction au relévement a

SL(2,C) de T est un élément o du groupe H2(GE,u2) . Si P est

~

une place de F , la restriction de & au groupe de décomposition

GE est l'obstruction au relévement & SL(2,C) de la restriction de
p.
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T a GEP . Ces obstructions sont triviales sauf en un nombre fini
pair de places, gqui sont toutes ramifiées dans 1l'extension ’ﬁ/ﬁ .
Si 1l'on peut calculer facilement les obstructions en les places rami-
fiées distinctes de v , on en édéduit 1l'obstruction en v . [Pour plus
de détaiis, voir [se 21 ou [se 3]].

C'est cette méthode qu'a utilisée J. Buhler dans le cas F=Q, -
Prenant ’E==Q » 11 n'y a qu'une place au-dessus de 2 dans F , et

les autres places sont au plus modérément ramifiées dans 1l'extension

’E/F ce qui simplifie les calculs d'obstruction [Bu, table 3].

15.10 Une autre méthode, utilisée par W. Zink [zi 1] est &'uti-
liser la théorie de Kummer.

Soit F, ‘1'extension modérément ramifiée maximale de F incluse
dans K . Soit P wun élément d'ordre 3 de H = Gal(F/F) et si
H°‘53 , soit A un élément d'ordre 2 de H . Alors [We 2], on peut

trouver un élément x de (FT)p-lF;(2 tel que K = F(Vx,Vx%). (si

H>=&, on peut prendre x tel que xk==x).

3

Le théoréme suivant est dfi & W. Zink [2Zi 1] :

Théoréme 15.10.(1) Si G = Gal(K/F)=¥Y r a _un relévement 3

4
SL(2,C) si et seulement si le symbole de Hilbert (x,xp)F est
trivial. !
(2) si G = Gal(K/F)==54 , elle a un relévement a SL(2,C)
si et seulement si l'on a (x,x—xp)F = 1.

1
En fait, l'on peut démontrer la partie (1) en utilisant les tech-

niques du chapitre 13. En effet G, est d'indice 3 dans G ; par

conséquent la restriction de H2(GF,M2) dans H2(GF ,uz) est injec-
1

tive. La représentation r a donc un relévement & SL(2,C) si et

seulement si r, en a un. La condition (x,xp)F = 1 est précisément
1
celle donnée par le théoréme 13.16, puisque l'on a alors
p - (_ - (- 2y _
(L) = 1,NF1/F<X}3°))F = (LN (0% =1
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On explique également de cette fagon pourquoi le critére de (1)

)

est vérifié quand G3‘54 : en ce cas la restriction de H2(GF,M2
dans Hz(GF ) est nulle. Par conséquent r, se reléve & SL(2,C).

1 2

16. Représentations primitives de degrd 2 de WQ .
2

16.1 Nous appliquons ici les résultats précédents au cas ou
F==Q2 . Ces résultats nous montreront qu'il existe une extension de
type u4 de Qz , la représentation projective correspondante ayant
pour exposant 5 . Nous verrons que cette représentation ne se reléve
pas & SL(2,C).

I1 existe aussi 3 extensions de type 54 de Q, - Les repré-
sentations projectives correspondantes ont pour exposants respectifs
3,7 , 7 . Une des extensions d'exposant 7 ne se reléve pas a
SL(2,C).

Le tableau suivant, tiré de [Bu, table 3] décrit la situation.

Le polyndme P(x) est un polyndme de degré 4 dont les racines

engendrent le corps centrique K de r .

P(x) G=Gal(K/F)|a(r)|reléevement & SL(2,C)
x? 4 2x? - 2% 42 u, 5 non
X4-2X-+2 64 3 oui
X4—4X+2 C°54 7 oui
x% - 4x? + ax - 2 s, 7 non

16.2 Il y a un seul corps K de groupe de Galois ﬁ4 sur Q2
2

[We 2 ou He 1]. C'est le corps des racines de X4-2X +2X-2 [We 2]

4 3

ou x*+2x3-2x%+2 [Bu, table 3.3].

Soit M une racine primitive 7% de l'unité dans Q. Choisis-

5
sons TN de sorte que l'on ait N +ﬂ2-+ﬂ4 =0 mod 2 . On a
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2('r1) et K=F1(V1+2n,V1+2n2).

16.3 La représentation projective correspondante ne se reléve

pas a SL(2,C).

Cela se voit :

1) par 1'argument de Weil, utilisant le critére de 1la
proposition 15.8 [We 2]

2) par la considération d'un probléme global [Bu, table 3.3)

3) par l'utilisation des relations de Demushkin {Ko 3]

4) par l'utilisation du critére de W. Zink [Théoréme 15.10].
I1 suffit de voir que 1'on a (1+ 27 ,1+27]2)F = -1 [cf. 16.5].
Rappelons que 1l'utilisation des relations de éemushkin redonne en
fait le critére de W. Zink [Chap. 13, app. 4 et 15.10].

5) par un calcul direct (voir en 16.7 & 9). On pose

L = Fl(Vl+2n) et 1'on cherche un caractére x de L* tel que

R o = Ind? (XoTl) reléve r, - On trouve alors que l'on a forcément
! 1

x(-1) = —9L(—1) , ou GL est le caractere de FT définissant L ,
c'est-a~-dire Det RL,X(_l) = -1 . On ne peut donc obtenir un reléve-
ment de déterminant 1 en tordant RL,X par un caractére WOTFI de
WFl , puisqu'alors Det RL,X(—l) est modifié par a(—l)2 = a(l) =1 .

[¢f. Th. 5.10].

16.4 L'exposant de la représentation projective correspondant a

cette extension est 5

1 2 4 - 3 L K .
D'aprés la relation (cf. 15.3) a(r) = 2'+éTFI7§q(1 1) , il suffit
de voir que l'exposant i de K sur F1 est égal & 2 . Mais cet

exposant est aussi 1l'exposant différental de L = Fl(V1+2n) sur F,
qui est bien 2 comme on le voit facilement.
H. Koch avait déterminé cet exposant, indépendamment de J. Buhler

[Ko 3). Il utilisait la théorie du corps de classes et les relations

de Demushkin.
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Il existe donc un caractére X de Lx , d'exposant 3 , tel que

. L T Y 3 “
RL,X = IndFl(xO-L) releve r, oo et que onK/L soit le caractere
centrique d'un relévement de r .

On prendra pour uniformisante dans L , 7 = WL = -1+#/1+42n . Alors
les éléments -1 , 7 , 1+ﬂ3ﬁ , 14T, l+ﬂ2ﬂ engendrent LX/UE , et,

comme nous le verrons dans les paragraphes sujivants, 1l'on peut prendre
$ grag P

x(~1)=-1, x(r)=1 x(1+n3ﬂ)=i x(l+’ff)=x(l+n2'17)=1 .

R 6 - = - = - =
Remarque. On a L( 1) (1427, 1)Fl (NFl/F(l+2ﬂ), D=1
a -+ = . 1 - = _6 - .
car NFI/F(l 2M) 1 (mod 8). On a donc bien Xx(-1) L( 1)
16.5 Conservons les notations précédentes. On a F,o= F(n) ou
M est une racine primitive 7° de 1'unité telle que l'on ait

ﬂ+ﬂ2+n4 Z 0 (mod 2) et l'on a K = Fl(Vl+2 ' 1+2ﬂ2). Une base de

X 2
1

donne les valeurs du symbole de Hilbert dans F

F est formée de -1, 2 , 5, 1+2n , 1+42M° . Le tableau suivant

2| 5| 142n] 14+212] -1

2 1]-1 1 1 1

5 F1j 1 1 1 1

1+2n 3 1] 1 1 -1 1
1+2”']2 1f 1] -1 1 1
-1 1} 1 1 1 1

Rappelons [We 2] que M vérifie 1'équation

3 a-1,2 atl -
Y —-—2—Y ——2—Y—l—O:

ol a est la racine carrée de -7 congrue & 5 modulo 8 . Par
conséquent, on a bien Ng
2,5, -1 sont dans F 1l est facile de calculer les symboles de

- 2, =
1/F(1+2n) = NFl/F(1+n ) =1 (mod 8). Comme

Hilbert de couples contenant 1'un de ces nombres : en effet on a

(XrY)F1‘= (X'NFl/F(Y))F si x€F . De plus on a
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F 2, 1+2n2)F =1 .
1 1 2 1
I1 nous treste donc & calculer (1+27m , 1+27 )F . Mais ceci vaut -1
1
car sinon le symbole de Hilbert serait dégénéré.

(1427, 1+2n)F = (1421, -1), =1 , et de méme (1427

16.6 Posons L = Fl(V1+2n) et 7 = -14\V1427 . Sur F, , W
vérifie 1'équation ﬂ2-+2ﬂ-2ﬂ = 0 .
Modulo Uﬁ , une base de LX est formée de

n, ", -1, 1+ , l+ﬂ2ﬂ ' l+ﬂ3ﬂ .

L'on veut trouver un caractére x de Lx tel que

o
X L1 = won , oU & est le caractére de X définissant
L/Fl 1
Fl(Vl+2ﬂ2) et 0p 1'élément non trivial de Gal(L/Fl). On veut
aussi que X ait pour exposant 3 et que XONK/L soit centrique
pour r , et par conségquent invariant par Gal(K/F).
X 3 R TR
si x€L” x¢€ U; . alors on a x € U et aussi
4 \ . .
E 1 ] L0 - .
NL/Fl(x) UFl , d'ou 1l'on tire oNL/Fl(x) 1 On obtient donc la
1
condition X(x "-1) = 1 qui sera vérifiée si X est d'exposant 3
On peut imposer X(n) = x(7) = 1 ; alors x4==1 car (UI];)4 E_Ui .
16.7 Les autres conditions sont
o1
X(m =/m) = w(-2n) =1
GL
X(1+1 “/147) = w(-(1+2m)) = -1
3.1, 3 3
X (14~ T/14n71) = w(1-217-2) = wW(1+21) = -1
car on a 1—2ﬂ3-2 = 1421 (mod 4)
2 %L, 2 2 .5
et X(14r 2/14%7) = w(1-217=-217) = w(-(1421)) = -1

car on a ﬂ2+ﬂ5 = 14 (mod 2).
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'ﬂ3+7]

Mais on a -7 T = 72421 = 7% +1% (7%427)
= 7240673 4 27206
= 124183 +0%72 (1%401)
= g2 4003 4 154 (mod ﬂ5)
= 72(14m) (14712) (14720%)  (moa 7°)
on a l+ﬂ2+n6 = 0 (mod 2) et ﬂ2+ﬂ3+ﬂ5 =0 (mod 2).
Comme on a 1+ﬂ3ﬂ2 = (1+ﬂ2ﬂ)2(1+n3ﬂ)2 (mod ﬂ3) (en effet
4+n6 = 0 (mod 2}), on trouve
—?T')TO—L = 772(1+n)(1+7m2)3(1+1m3)2 (mod 175)
L 2,3 3,2 3
- /T = (147) (141 °) 7 (14777) (mod 77).

La premiére condition de 16.7 s'écrit donc

x(—_(1+7r)(1+rrn2)3(1+1rn

3)2)

=1 .
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o
16.8 On a 147 L/l-HT = -1 . La deuxiéme condition s'écrit donc
x(-1) = -1 .
o
on a (1+n3m)(14n3m Iy = 1-273 -2
= 1+72 {mod ﬂ3)
= (1+1T)2 (mod W3) .
3
La troisiéme condition est donc (l%gﬁi)z = -1 .
o
Enfin, on a (lH@WMlH@ﬂL)= 1—%3-2ﬂ3
= —(1+21) (mod 7°)
= -(1+1T)2 (mod 113).
2 .2
la derniére condition x(- Llil—l%—) = -1 .
(1+7)

On voit qu'on peut prendre
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[ x(-1) = -1 [ x(-1) = -1

¥ (147) = x(1#%7)=t1  ou | x(1em) = x(14n2m) = *i
ﬁ X (140°7) = 3 X(140°7m) = %1
Cx(m) = *1 ou *i x(m) = %3 ou *1 .

16.9 Mais le caractere XcoN doit &tre invariant par 1'élément

K/L
. . 2
p d'ordre 3 de Gal(K/F) qui transforme V\1+2n1 en Vi+2n“ .

On a donc

2 2.2
XONK/L(l+ﬂ T) XoNK/L(l—n +1°V1+27)

= XONk/L(l—ﬂ4+ﬂ4\l+2ﬂ2)
= x((1-142 - 18 (14272))

4-2%13)

= x{(1-27M
= x(1+2n6) = x(l+ﬂ2ﬂ5)
= x(147) % (147 °m) 2

2 (14m21)2% .. x(14m)% = 1 .

grod  x(1+12m)? = x(14)
On doit prendre le premier groupe de solutions. Ces 16 solutions

pour X donnent 8 solutions pour le caractére centrique X°NK/L qui

sont tordues les unes des autres par les 8 caractéres d'ordre 4 et

d'exposant au plus 2 de Qx

16.10 Il y a trois extensions de groupe de Galois 6 sur Qz .

4
Le corps F, est pour chacune d'elles F1==Q2(j,ﬂ) ou j2+j+1 =0
3__ . — :'_' p N N
et T =2 . Ce sont les extensions Kab = Fl(v;ab’ anb) , ou l'on a
pris x_._ = (1#1)3(1#r2)P(1413)2 | et o0 p agit par P =3 =47 .

ab
Le couple (a,b) peut prendre les valeurs (1,0) (0,1) ou (1,1)

[(We 2 ou He 1].

Posons Lab = Fl(anb). On calcule facilement la différente de

Lab sur F, : pour (a,b) = (1,0) ou (1,1) anb- 1 est une uni-

formisante et d(Lab/Fl) =6 . Pour (a,b) (0,1) , LOl = Fl(vl+ﬂ3)

et 1l'on prend 1l'uniformisante Y vérifiant Y2rym = o , d'ou

d(L01/F1) = 2 . Par suite, on a, pour la représentation projective
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r associde & K , al(r ) =5 si (a,b)=(0,1) et 17 sinon

ab ab ab,1

[cf. Cor. 11.11] da'on alr ) = 3 et af = al = 7

01 r1g) ryq)

[Th. 2.2].

On calcule immédiatement aussi les groupes de ramification de

G = Gab = Gal(Kab/Qz). Pour (a:b) = (0,1) on a G, = D, = Gal(Kab/Fl)

et G, =1 pour i »2 . Sinon, on a G, =D, pour 115, G, =1

pour i »6 .

16.11 Comme 1'a montré A. Weil [We 2], les représentations L
et r,, se relévent & SL(2,C). On peut aussi le voir par le critére

de W. Zink ou en utilisant un probléme global. La représentation ri,
ne se reléve pas & SL(2,C).

En fait, pour chacune des représentations o €t ro - 1l'on
peut prendre un relévement & SL(2,€) qui soit primordial, comme nous
le montrerons plus loin. L'oﬁ peut alors tordre par les caractéres
d'ordre 2 de WQz . Pour KlO , cela nous donne 8 représentations
dans' SL(2,C) qui ont 1l'exposant 7 [cf. Th. 7.18]. Pour KOl , On
obtient aussi 8 représentations dans SL(2,C€) dont 2 ont 1'exposant

3, 2 1l'exposant 4 et 4 l'exposant 6 .

16.12 Les résultats concernant les exposants minimaux sont en
accord

a) pour les représentations dans SL(2,C) , avec les résul-
tats de [Ne] concernant les représentations supercuspidales excep-
tionnelles de PGL(2,QZ),

b) pour les représentations dans PGL(2,C) , avec les résul-
tats que 1l'on peut tirer de [No], sur les représentations supercuspi-
dales exceptionnelles de GL(Z,Qz) [ communication personnelle de
A. Nobs].

Il conviendrait de calculer les facteurs € pour ces représen-

tations primitives de WQ dans GL(2,C) , afin d'obtenir une forme
: 2
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explicite de la correspondance de Langlands, dont 1l'existence pour

@, résulte de (mal.

16.13 Nous allons étudier plus attentivement les représentations

données par les Kab , et en particulier démontrer les résultats de

16.11.

Dans ce paragraphe et les suivants, nous poserons Fl = Qz(j,ﬂ),

ou j2+j+l = 0 . Il est plus commode pour les calculs de choisir T

tel que ﬂ3 = =2

Le groupe de Galois de F, sur F=@, est 53 , engendré par
deux éléments A et P tels que Z=p3=1 et Ao\ =p2 . on
prendra A et P définis par AT=7 , \j=3% , pj=3 , pom =37 .

Des générateurs de FT/F?L(2 sont

S1, m o, 14w, 14T, 1+§mS , 140, 1+5w° , 14918 .

16.14 Nous dressons ci-aprés le tableau du symbole de Hilbert

dans F?
~1 w) 14| 14gm| 1497 3| 1400 1470 | 1497 ©
-1 11 1 1] -1 1 1 1
T 11 1 1] -1 1 1 -1
147 11 1 1] -1 1| -1 1
1+57 | 1 1 1 1| -1 -1 | -1 1
.3
1437 -1 -1 -1 | -1 | -1 1 1 1
5 .
1+7 1 1 1| -1 1 1 1 1
.5
1+57° 1 1 -1 | -1 1 1 1 1
.6
1+37°| 1l-1] 1 1 1 1 1 1
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16.15 Démonstration : Si x¢€ F, est fixé par G*EGal(Fl/F)

ou F,. est le corps fixé par 0, on a

j.e. XEFO... ’

X .
(X,y)F1==(x,NF/F (y)p  pour y€ F] . Par suite, comme 7 , 147 ,

1437, 147° . 145 sont fixés par un élément d'ordre 2 de 53 )

on a
(=1,7) = (=1,14T) = (=1,14§7) = (=1,147°) = (~1,1+§7°) = 1

et (7M,141) = (n,1+75) = (147, 1+ﬂ5) =1 .

On a ("'11 l+jﬂ3)

(-1,1-23) = (-1,7)g = -1

2
(-1,1443) = (-1,13). =1 .
Q,

(-1, 1+37°)

On a rempli la premiére colonne.
Comme 1497 est fixé par sz , on a

2

(m,1+3m) = (T.m3°, 1457) =1
F 2
Ap

(m,14373) = (-2,7), = -1

2,
(7, 1457%) = (-2,13)p = -1 . Comme 1+37°  est fixé
| 2
par AP, on a (m,14+§7°) = (T.75, 1+j1r5)F =1 d'od la 2° colonne.

Ap

16.16 On a (147, 1437) = (147, (l+jﬂ)(1+j2ﬂ))F
x

mais (147, (1+7r)(1+j1r)(1+j21r))F = (147, —1)F
A A

(=1,-1). = -1
2,

et aussi (147, 1+W)F = (147 , —1)F = -1
A X

d'ou (14T, 1437) = 1 .

|
1
=

De plus (147 , 1+473) = (1457, 1457°) (-1,7)g

2
(—1,13)Q

1

(147 , 1457%) = (1447, 1437 ©)

i
=
L]

2
(Dans ces deux dernieres lignes on a utilisé le fait que

(xo,yg) = (x,y) si o€ Gal(Fl/F)) .

De méme on a (141, 1437°) = (147 , 141°) = (1+37 , 1457°). si

ces symboles valent 1 , la matrice est dégénérée ce qui est impossible.
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Donc ils valent -1 . On a ainsi rempli les 3¢ et 4% colonnes

(1+jﬂ3, l+ﬂ5) = (1+jw3, 1+jn5) = (1+jﬂ3, 1+n15)F =1
car l+1T15 est un carré dans Fp .
3 .6 . o . . _
(14377, 1437 7)) = (1-23, 1-43) = (1-23, 1+43) =1,
QZ(J)

d'ou la 5e colonne.

5

5 5 10) 5

(1477, 1+j175) = (1477, 1-m~ 47 = (1477, 1+TT5)F =1

DY \
car 1“n5+w10 = (1+W5)(1-2ﬂ5+ﬁ10) = (1+-175)(1--715)2 modulo 713 donc

modulo les carrés.

5 5

(141, 1+jw6) = (1+3m~ , 1+jw6) = 1, d'ou les derniéres colonnes.

16.17 Considérons d'abord le corps Ky

2 5

| 2.2, _ _ 25
Ky, = Fl( 147 T) = Fl( 147~ , V1+43°m7)

, V143

Posons L = Fl( 1+ﬂ5). Une uniformisante de 1L est 1'élément Y

vérifiant YZ-ﬂY-W =0 .
o

ona YUV =r-y=vylay-yv=viyiumy’y

2 3

~Y+Y“-Y” = Y(1+Y+Y2) (mod Y4)

I

v(14Y) (moa ¥?) .

i

On en tire
o
y Ly = (147)3  (moad Y3)
L 2 3
(14+Y 7)(1+4Y) = (1+4Y) (mod Y™)
o
(143Y L)/(1+jY) = 1+jY2 = (1+Y)2(1+jY)2 (mod Y3)
o
X L/x =1 (mod Y3) si x=1 (mod Y3) .
De plus NL/Fl(Y) = -7

1 2

. L 3
= T+3em
NL/F1(1+3Y) 143747

(147) mod 7~ .

iii

Enfin 1'exposant différental de L sur F, est 2
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16.18 L'exposant de la représentation projective o1 associée

a KOl est 3 . Par conséquent, 1 existe un caractére X d'expo-
sant 3 de 11X , tel que XoNK/L soit centrique vpour r . (Ce
caractére do;F vérifier a(X)-*d(L/Fl) = a(rl) = 5). Il doit vérifier
également X L/X = woNL/F , o0 w est le caractére de FT définis-—
sant Fl( 1+j2W2). On vér;fie facilement que 1'on a

1+j27T2 = 1+j27T5 = (1+ﬂ5)(1+jﬂ5) modulo les carrés de FT . On en

tire les conditions

x(14Y)°3 = 1

X(1+Y)2 =1

X ((147)2(1+57)2) = -1 .

3 Y N x
Une solution au probleme est alors le caractere X de L™ ,

d'exposant 3 et vérifiant Xx(j) = x(¥Y) = x(14Y) = 1,x(1+43Y) = i .

16.19 Cherchons les relévements de Yo a SL(2,C) et leurs

exposants. Le noyau E d'un tel relévement est une extension quadra-

tique de KOl . D'aprés [wWe 2] , on peut prendre E = KOl(T) oua T

vérifie

—(1+4j)T2 = X3-3X+1 ,

X engendrant Ko1 sur F, et vérifiant X4—6X2+4X-3 =0 .

Cherchons une uniformisante 6 pour Ko,

7z = x2  z%122343022+30249 = ©
7z = a1 a%-16a3+72a2-80a+32 = 0
A= 2178 64-5w83+9w292—1ow6+n = 0

alors on a -—(1+4j)T2 = é? [-4+12ﬂ29—18ﬂ92+593] . Le lecteur vérifiera

. 1+n62+T , . .
que l'on peut prendre __336-_ comme uniformisante de E . L'exposant
différental de E sur KOl » qui est aussi 1'exposant du caractére

, de noyau W_ , est alors

centrique d'un relévement R de r E

01

d(E/KOl) = 4 . Le théoréme 7.7 ii nous donne alors
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e(KOl/Fl)a(Rl) = n(d(KOl/Fl)-+a(xR)) , d'ou 4a(R1) = 2(6+4) i.e.

a(Rl) =5, d'od a(R) = 3 par le théoréme 7.5.

Ce relévement est donc primordial.

L'on peut tordre par les caractéres d'ordre 2 de W¢ pour
2

trouver les autres relévements & SL(2,C). On en trouve 2 d'exposant

, , [ > S ,
3,de noyau WKol(T) 2 d'exposant 4 de noyau, WKOI(TV:E) 4

d'exposant 6 , de noyau WKOl(TVE) ou WK01(TV:§) .

16.20 Cherchons maintenant les relévements de o & SL(2,¢).

Toujours d'aprés Weil il existe un relévement R dont le noyau fixe

l'extension E = K_ . (T) ou T vérifie

10
(1449)T% = X +3%+2 .
Ici, X engendre K;, sur F, et vérifie X4+6X2+8X—3 = 0 . Comme
pour K., . on cherche une uniformisante & de Kio
Z = X2 Z4+IZZ3+3OZ2—IOOZ+9 =0
4 3

A = Z+1 A +8AT-128A+128 = O

A= 2#29 64+263n-4e+w = 0

0 it aisément 6124247 est iformisante de E . O
n voit aisément que —sp— st une uniformisante de . On en
déduit que 1'exposant de Xp caractére centrique de R , vaut 16.
Par conséquent, l'on a

4a(Rl) = 2(18+16) i.e. a(Rl) = 17
d'ot a(R) = 7 . Ce relévement est donc primordial. Les autres relé-

vements & SL(2,€) ont aussi 1'exposant 7 , leur noyau fixe 1'un

des corps K, (T) , K (TV=1) , Kio(TV2) . Ky (TV-2).

16.21 En ce qui concerne les représentations rio et riq » On
peut rechercher, comme pour rop » un caractére X d'une extension
quadratique L de Fio incluse dans Kio (resp. Kll)' et tel que

X oN. (resp. XoN ) soit centrique pour r (resp. r..).
K,/ Fy K,,/Fy 10 11
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Ce calcul redémontre d'ailleurs que r,, ne se reléve pas & SL(2,C).

Ces calculs étant longs et fastidieux, nous ne les reproduisons

pas ici. Ils ne seront utiles que lorsque 1l'on voudra calculer les

facteurs € des représentations linéaires relevant r ou «r

01 11
(travail en cours).



124.

CONCLUSION : PROBLEMES OUVERTS

Donnons, pour conclure, quelques problémes qu'il nous semblerait

intéressant de résoudre.

1) Il faudrait pouvoir calculer 1'exposant d'une représen-

tation proijective primitive quelconque de WF , et, pourquoi pas,

1l'exposant d'une représentation projective quelconque. On conjecture
g q J

qu'il y a toujours égalité dans le théoréme 2.3.

2) Il faudrait pouvoir calculer les facteurs € pour des
représentations linéaires primitives de WF . Il semble nécessaire
pour cela de décomposer ces représentations en combinaison linéaire,
a coefficients entiers rationnels, de représentations monomiales de

WF . Pour F==Q2 , les calculs sont en cours.

3) Passer au cas d'une représentation linéaire quelconque
nécessite une étude précise des représentations induites & partir

d'une extension non galoisienne de F .

4) En particulier, l'assertion suivante est-elle vraie ?
Soit R une représentation linéaire primordiale de degré n de WF .
Alors R est induite a partir d'une extension non-ramifiée de F

si et seulement si a(R) et n ne sont pas preiniers entre eux.

5) Enfin, toute opération ou phénoméne (induction, restric-
tion, produit tensoriel, décomposition en somme directe, structure de
1l'image) qui a lieu du cdté des groupes de Weil doit se traduire sur

les représentations de GL(n,F). Comment ?
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