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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques résultats relatifs
au tore qui nous seront utiles par la suite.

Nous identifierons le tore soit au cercle unité ({zc & tels

que [z|=1}) soit & 1l'intervalle (0,2w) . Nous prendrons comme
mesure sur le tore do(x) = %% oi dx “est une mesure de Lebesgue

sur. [O,2w] °
Une fonction f sur le tore notée f(e’*) est une fonction

périodique sur IR (xeR) et on note son intégrale sur le tore 3

2w ix
ff do = f e ") ao(x) o
o
Il n'est pas nécessaire de préciser les bornes pulsque le champ
dtintégration est donné par la mesure d¢ sauf gquand il s'agit
d'une intégrale partielle. »
L'(0,27) ou L' (cercle unité) ou L*(T) désigneront l'espace

des forictions mesurables définies sur le tore T et telles que :

[lfl do < o«

La norme de L'(T) est précisément ce nombre-ld,
Pour une fonction f<L'(T) on définit les coefficients de Fourier

par

an(f) = Je-inx f(eix) do(x) = [x'n f do

ix ix . . .
avee x(e ™) = e , et on lui associe la série formelle



qu'on appelle la série de Fourier de £, quion note :

. +-c0 .
f(el®) ~ | o eiDX
- 00

n
Remarques : +N
(1) si f£(e**) =7 a_ e™™* alors f(e**)~)] a_ e'™* , en effet,
-N B -y "
soient (bm)meN les coefficients de Fourier de f , on a 3

. . . +N .
b = fe-lmx f{e'®) do(x) = jeflmx(E a e ™) ao(x) =

m Ly On
(o i(n=-m)x
! s fe do(x) = a Y |m|<N
-x B m
(2) Pour tout f=L' on a :
|&n|~sfif' do = ”f”Lv (car do est normalisé)

(3) Pour tout =n fixé a = an(f) dépend linéairement de f

done

b
anff)
est une fonctionnelle linéaire continue sur L*{T) .,

() Pour n fixé 1'ensemble des f +telles que an(f) = 0 est
un sous~ensemble fermé de L'(T) (sous-espace vectoriel).

Pour p tel que 1lgp<e , on définit l'espace P

1/p
1P : {f mesurables sur T telles que anp = jifpi do<e}

[+

Pour p = 4+ on définit de méme L

oo

L : {f mesurables et bornéegs sur T }

o . ix
la norme dans L est "f"°° = M s1 if(e )is M presque partout,
M @&tant le plus petit des majorants.
? v o © rd
Si p'>»>p on a P e 1P, cela provient du fait que pour f fixée,

§
Hfﬁp est croissante quand p croit. En effet soit fe L¥nLP (qui



est non . vidé), Nous devons.montrer que

, 1/ ' 1/p?
(f!flp do) P < (f!flp do)

L'inégalité de H8lder pour deux fonctions g et h appartenant

n s .m ,1 1 _ .
et & L (n + = =.1) est :

~

respectivement & L
n o= mo o E
[teen] ao < (flel® ao)m ([In|® ao)m

Posons alors Iflp =g et h =1 (fonction égale & 1 p.p. sur T),

T
n=7p'/p . On a donc
p'/p 1 . p/p’
f1£1® a0 < (JU£1®) L (J(1™ ao)m < ([12]®" ao) .
d?ol
1/p ' 1/p?
(f1£12 ao) " < (fl2I®" a0) .

Espaces L2 H
L2 est un _espace de Hilbert oil le produit scalaire est défini
par

(fu,g) = Ifag do pour f et g dans L2 o

Ce produit scalaire est linéaire par rapport & f et antilinéaire
par rapport & g ((f,xg) = A(£f,g)) & 1/2

1° est un espace complet pour la norme Hf”2 = (f,f) ¢
Pour p # 2 , les espaces L’ ne sont pas des espaces de Hilbert,

Dans L2 on a 1'inégalité de Schwartsz

| (£,8)] < nf”2 o Hg”2 pour f£ et g dans L2,

Le produit scalaire est continu par rapport aux deux variasbles. En
effet si

fn - fné;La et gne;L2 et la limite est en norme
&, e & dans L2

alors : (fn,gn) - (fog8) , car on a ¢



l(fnsgn) = (fgg)f l(fnsgn”g) = (f"'fnog)l

A

| (£, e -g)| + [(£=£ ,g)]

< g 1l olle -l + llz=£_| flell < ¢
Bl 7 7B "o - T
pour n assez grand, car “an est borné si f  converge.
2
Définition ¢
On dit qu'une fonetion F définie sur 1'espace LP est une

fonctionnelle linéaire si. 3

F(f+g) = F(£f) + F(g) , Y £ et ge LF

Flaf) = aF(F) Voec
et F continue.

P ., si p et

1 1

On note (Lp)* l1’ensemble des fonectionnelles F sur
g sont tels que 5 +4==1 , ou q=o gl p =1

(p et ¢q sont dits

q
exposants conjugués) LY est alors le dual de LP en ce sens 3

Théoréme :

Pour 1<p<» , toute fonctionnelle linéaire sur L’ siexprime par

la formule

F(f) = ff g do pour gel? et 4

-
i
[-J

De plus 1l&p<e la norme de F définie par

|7l = sup[F(£)]
felP prﬂs1

¢St exactement Hg”q o

Dans la démonstration du théordme on se sert de 1l'inégalité de HBlder :

|[£.T ao| < lellelell,
(Nous ne donnerons pas la démonstration du théordme ieci),

Remargue S

1) Etant donné un espace de Banach on peut avoir plusieurs identi=

fications de son dual, Exemple :



Pour toute fe L¥ on définit

-
Fr(f) = Jf % dc

le dual de Lp est donc l'ensemble des fonctions g telles que

%,eLq_ (ot xe]O,?TT]) o
L'avantage. de prendre L% comme identification du dual de LP

est

gue les fonctions. de 1% donnent une expression particuliérement

simple des fonctionnelles.
«©

2) 81 .q = +» _le théoréme est inexact car le dual de L cone
tient strictement L? (L°° est un espace trop "vaste”)
3} LP est réflexif pour 1<p<® ((LPYy* " = (11" = 1Py ' nvest
pas réflexif,
Egalité de Parseval : 4o
. 2 . ix n
= 0 €0 a Alors
Seit fel® fa(a)) o ieecf(e™™ ) zw o % ¢ Alors
2 4w
2
On a facilement un résultat plus faible : Inégalité de Bessel :
+ )
I la 12 < Izl
Preuve : +N oy v
”f o= z an e ” z 0 ise6 3
=N -2
+N . +N .
<€ - Ja e* L r . Ya e™*> 3o
=N - B
. +N . +N . +N . +1 ‘nx
<f ,£> + <f, E a e P¥s o <z 8, elnx, > + <Z‘ a glnxg X a, et ¥ >320
-y B -n B -y P ~N
2 +N o .
hell - % ‘anl >0 , VN d'ol & la limite s
2 n==N
4 02

e 12 < el
2

(-]

Démonstration du théoréme de Parseval (Egalité),

La démonstration de ce théoréme se fait en deux étapes



1) Théoréme de Riesz-Fischer : (sans démonstration)

Pour toute suite (an) telle que

nel
7 la_|? < o

n
I1 existe au moins une fonction fe L2 telle que

f«v}:anxn

o Soit alors P,T l’ensemble des polyndmes.trigonométriques qui est

un sous-espace de LE(T) et s0it F 3 f e (an)

neN
La restriction de F & ce sous=-espace est une isométrie, en effet
v inx 2 N 2
soit Py = EN a e on a HP"2 = EN Iani .

Et si nous montrons que P,T = L2 alors F se prolonge en une iso=
métrie sur L2 et le théoréme est démontré,

2) P.T =.L?

Supposons. le contraire, il existerait alors . une. fonction f

dans Lg qui n'appartiendrait pas a4 la fermeture de l'ensemble des
polyndmes trigonométriques. Comme L2 est un espace de Hilbert, il

revient au m&me de dire qu'il existe fH3L2 e T F 0 et f orthogo=

nale & P.,T i.e :

an=ffx"n=0 Yn# o0

On peut choisir cette fonction telle gqu'elle soit continue 3

Soit en effet g définie par :
it t ix
gle )=j’ £(e*®) ao(x)
o
cette fonction est évidemment continue et l'on a :

(1) f gx® =0 pour tout n # O

o)
ou encore en posant a = f g X

f(gwa) x2=0, ¥Yn.

(ce résultat est obtenu par intégretion par partie).



Comme. g-& est continue sur le cercle, d'aprés le théoréme de
Weirstrass , g-a ©peut &tre approchée uniformément par une suite de

polyndmes et d'aprds (1) on a :

f(g-a) En dg = O

et & la limite :

[le=al® @ = lg=e] , =0 (le-a| = 1im 7).

N>«

Par conséquent

g8 0 presque partout.

Comme g est continue

g = & partout,

De plus f = g' = 0 partout, d'ol la contradiction et

CeQeFoDa

Remargues H

1) On peut montrer le méme résultet par une autre méthode,
Pour toute fonction ge 12 s 11 existe une suite (fn) de polyndmes

telle que

g = lim £, (1a limite est prise en norme dans L2)
N

Les fn étant définis par :

fn(y) = f Pn(x) g(y=-x) do(x)

et les P sont des polyn8mes trigonométriques caractérisés par 1le
fait qu'ils tendent vers O trés vite en dehors d'un petit inter-

valle, On reviendra a4 cette méthode,

2) L'égalité de Parseval équivaut § l'unicité des coefficients

de Fourier d'une fonction dans L2(T) iees .



fel® et a (f) =0 Vn = f£=0

3) La méme démonstration de 178galité de Parseval donne un

énoncé plus général :
si fcsLl(T) et an(f) = 0 pour tout n alors f=0

Définition :

Pour tout p tel que 1l<p<» , on définit les espaces ik par

itg S {f@:Lp 3 T~ a, elnx}

Or~18

Ce sont des sous-espaces de L

Théoréme 3

Pour toute fonction fe H2 et f#0 , f# O presqgue partout

Preuve :
2 2
H étant un sous=espace fermé de L~ , c'est donc un sous=

espace de Hilbert. (H2 = [ Ker an(f))
n<o
I1 est clair que si f est dans H2 xnfzaHz pour tout n>0 , Si

la valeur moyenne de f est nulle, i.e. fNX &, xn s On prendra
1

pour f , fxﬂn avec n convenablement choisi de telle sorte que

l'on ait

e

f

o8

n -
a X avec a_ # 0 (ao = f £ # 0)

On définit un sous-=espace M de H2 par ¢

2 n
M {g = f¢(1+alx+a2x *ooota X )

f fixée, et pour toutesles suites (al,.ee,an), n variant}

e

M est un sous-espace convexe fermé de H2 s Dans M , il existe un
€lément g minimel en norme et unique d'aprés les propriétés des
espaces de Hilbert,

Ceci étant, et d'aprds la définition de M, g+A X" g appartient

aussi & M pour n>0 , Comme la norme de g est minimale on a :



”g + Xxngug 2> “guz V }LE,(E iseqs 3

f[g + )\xnglg do Ilglg do + A° flgle + 2 Re A fgx"né do
(1+1112) [|egl® a0 + 2 Re X [xlel® ao

> flgl2 do

Or on peut trouver des A trés petits en module telle que cette

inégalité ne soit vérifiée que si l'on.a. s

f x"lel? ao = 0 pour n=1,2,...

et par passage au conjugué pour Bwl w2000

Ainsi

lg|%n a
(o]

donc Ad'aprés le théoréme d'unicité

|g|2 = a_ Dpresque partout.

Comme geM , elle peut &tre approchée par des fonctions du type :
1+
£{1 a;

et en passant 4 1'intégrale :

n
+ +8a
6 ¢ e nX )

fg = lim ff(l+alx+a..+anxn)

2
comme feH on &

fr i’

8i f était nulle sur un ensemble de mesure positive,

0 = fg = ff =a #0 => |g| = cte # 0 p.ps

g = f(l+alx+ooe+anxn) serait nulle presque partout sur le méme en=-

semble, Or |g| = cte # O presque partout, d'olli la contradictione

CeQeFsDo
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Définition

Soit M un sous-espace fermé de 12 ayant la propriété
suivante :
- -1
(Y feM , xfeM et x ~feM)
M est dit alors sous-espace complétement invariant.

. + : o o
L'ensemble des suites Iea.n(f)]__q° pour toute f< M, est invariant

par translation dans 22 o

Théoréme dit de Wiener :

Si M est un sous-espace complétement invariant, il existe un

ensemble E mesurable sur le cercle tel que M = ME avec ME H
2

{fe L™ : £ =0 en dehors de E presque partout}
Remarque
Pour chaque E mesurable sur le tore M est un sous=espace de

E
12 ayant la propriété de M .

Démonstration du Théoréme :

Soit ge:L2 et g orthogonale &8 M i.e.

fg"fdo=o Veeu .

Done

(fe M =5 x"feM VY n) ——e;»(fg'f x® do = 0 , n=0,41,+42,.00) &

Comme f et g sont dans 12 . fge;Ll et an(fé) = 0 pour tout n,
En appliquant le théordme d'unicité gf = O presque partout.
Par conséquent pour toute g dans M1 et pour toute f dans M
on a
g? = 0

Soient maintenant la fonection JT‘ = xo = 1 ©presque partout sur
le tore et f sa projection sur M (dans un espace de Hilbert, pour
tout sous-espace fermé&, il existe un opérateur autoadjoint qui réalise

la projection d'un é€lément quelconque sur ce sous-espace),



11

On a donc. :.

(1-f)LlM et (1-f)dixPr Y n

vieee
I(l-f‘)?‘x"'n dc = 0 V¥n

d'ol _
(l-f)f = 0 PeDa

ce qui entraine que

L
H

§‘= lf'g ioea :f'?,O f
Meis cela n'est vrai que si :
f =0 ou =1,

Soit alors E 1l'ensemble ol f 1. 8i g est dans ML on a :

g =0 peps dans E (gf = O DeDs)e
Pour tout h dans M ‘on a :
(1-f)h = 0 pep. (l=feMb)

h est donc nulle presque partout sur l'ensemble ou est portée 1lef ,

ieee H
h = O sur EE PePs
donc MCME o
Mais comme M @ ML = L2 on en déduit que M = ME (en effet si
heM et hlM , ona h = 0  sur E Dpeps et h =0 sur E DeDo
E ]
ce qui prouverait que h = O DePs) o
CsQeFeDos

Définition :

Soit M un sous=espace fermé de L2 ayant la propriété suivante

XQM i M (i@ee x’-ch ¢. M- et XQM <. M) [
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Un tel sous-egpace est dit simplement invariant,

[ ]
. 2 2 inx . .

. e ¥ ° = a -
Exemple : l'espace H™ : {fel” j fa:z a e } est simplement invs
riant. En effet :

T . i(m+l)x_ % inx -
x £~] ay e = z'bn e (bn =2, 1)
o o
de plus si ad.# 0
-1 v . _i(m-1l)x © inx o
X fn/Z a e 21 ey © (c_, = &, # 0)

x'l f n'appartient donc pas & H® ,

Théoréme (de Beurling) :
Les sous-especes simplement invariants sont de la forme :

EH° 'y {f=E.g , VY gsﬂz}'

4 E est une fonction sur le cercle telle qﬁe H

[E(e*®)| = 1 presque partout.

Preuve" :
Tout ensemble E H2 est simplement invariant. En effet si g
est dans H2 on a
X « Eg=E x g et xgeHE#}xE.geEHg
d'autre part

-1 -1
X Eg=Ey g

et pour un choix convenable de g (ao(g),# 0)

g g &E g2

X T g¢gH = x-
Les ensembles invariants sont les ensembles E:H2 s
Posons Mn = xn.M e Les _Mn sont strictément décroissants par
inclusion pour n tendant vers +c puisque M est simplement inva=

riant,

Soit alors M,
telle que J|E||
n=l,2,:¢03 .4 plus :

X MSM . On peut trouver une fonction E dans MO M

1l . Comme Mnc:M » pour n>1°'y E est dans M:‘ pour
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n ) . n
X' EecM @M M =5 ELd " E  pour n=1,2,3,600

iseo ¢
fE.;E. X-n do = 0 3 n=l,2gooa

s0it
fiElz 2™ = 0 pour n=1,2,344e0

et en prenant la conjuguée de 1l'intégrale
f[Elz L™ = 0 pour nm==l,=2,=3,¢5¢

. 2 A . .
La fonction |E|“ & tous ses coefficients de Fourier nuls sauf celui

qui correspond & n=0 , on en conclut que 3
|E| = cte presque partout
comme ||E[l =1 :
' |E] = 1 presque partout.

E étant dans M , xn E est aussi dans M ainsi que

E(ao + al X ¥ cos * an xn) s Comme la fermeture de l'ensemble des fonc=

tions du type (ao ta; At oeos *oag 1) est 2 s la fermeture:de
{E(ao + 8, X * oo *oag x*)} est E G ¢
Par conséquent

E H°c M (puisque M est fermé) .

D*autre part

x~t EcM_, ©OM = xT E LM ; et de méme xR E LM VY on=1,2,..

dtou

'l+a -2+eee + a Xn)G-M‘L

E(a -2 X =1l

«l X

Comme

=1 , =1 - 2,4
{(a_,lx +eeo+a-nx )} = (H7)

Cela implique que 3

B, (B2) e nd

maig comme E Hec M , cela n'est possible que si

M=EH2¢>

CsQsFeDo
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Corollaire

Si M est un sous~espace invariant et si les:soms=espaces Mn ne

sont pas tous identiques, on a :

(1) n m = {o}
n

(2) U Mn (pour n =+ -=) est partout dense dans L2 s
n
. 2

En effet comme M = E.H et que l'application
g >E g
est injective, on a :

()Mn=ﬂxn E,H° = B, N x® H® = E,{0} = {0}
n n n

d'autre part

2 2

y M = UxPEE" =E.UxH
n n

B )

>E.{l'ensemble de tous les polyndmes
trigonométriques}

Or les polynbmes trigonométriques sont partout denses dans ‘L2 g d'ol la

conclusion de (2),

Application du Théoréme de Beurling :

Deuxiéme démonstration de la proposition :

si feH® et £ #0 alors f # 0 Deps

Supposons le contraire, ises, f=0 sur un ensemble £ de mesure

positives Scit Mf le plus petit sous-espacé invariant de L2 conte=
nant f (c'est la fermeture de l'ensemble des fonctions du type
fa{&o +a, xt o+ soe * B %n})g Mf étant simplement invariant, il
stéerit

Mf = E HE

En particulier E est dans Mf et E est non nulle presque partout,

Or toute fonction de Mf est nulle sur £ , d'oll la contradiction,

CeQeFeDo
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Définition du produit de convolution :

~

Le produit de convolution de deux fonctions appartenant & L'(T)
est la fonction définie par s

hix) = £ » g(x) = [f(x-y) gly) do(y) o

Les fonetions f(x=y) et g(y) considérées comme fonctions de deux
variables sont mesurables ;3 il en est de méme de leur prodﬁit f{x=y)
g(y) s Pour presque tout y , la fonction f(x-y) g(y) appartient i
L'(T) (comme fonction de x )

En utilisant le théoréme de Fubini on a :
[11eGey) 601 s3] aox) = [ asf[Iear) e aotx)
f|g<y>| ao(y><[if<x~y>| ao(x)

Nellscll£lly < <

Par suite Ilf(xmy) g(y)} do(y) est finie presque partout, i.,e. la
fonction f » g est définle pour presque tout =x

D'autre part 1'inégalité
[Iftx-) slass) @ (00 < [[i£=) el aotx) aoty) = Ul lell,
5 oo

montre que f x g est dans L'(T) .

Propriétés du produit de convolution

(L) Pour £ et g appartenant & L'(T) on a :
a (f*g) =20/ (f).a /g

En effet

-1nx

an(f * g) f % g(x) e do(x)

inx dO(X)

{([r<x-y> gly) ao(y)) "

[[f<x~y> e~1n(x=) o4y =10V 45(x) ao(y)
k

a

(x-y) e~1P(X¥) 400y [g<y> =107 44 (y)

L(f) e (&)
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2 = Pour f et g dans L2(T) on a :

an(fog) = an(f) v an(g)

% est un produit de con#olution que l'on précisera,
En effet soit f et g dans LQ(T) s leur produit f.g appar=
tient & L°*(T) et

an(feg) = Ifege-lnx do(x)
f et g étant dans L2(T) on & :
+N . +N ™
f=1lim | a e™™* et g = lim ) et
N+o N O Nseo N ™

(la limite est prise par rapport & la norme de LZ(T)) s

D'aprés la continuité du produit scalaire on a :

+N 3 +N Smx -
8. feg) = lin f( T a_ e ()b ™) ™ ao(x)
n m
N+ 7 N -N
= 1im (} a, b ) pour |m|<¥ , |r-mjg<wH
Now g Y=m m ’ i
4 0 4o
= Z-w 8¢ -m bm = me aram(f) am(g)
o= = ° [ o o
fg posant &, ar-m(f) et b am(g) s On convient d’écrire :
Z } ar_m(f) am(g) = ar(f) # ar(g) , on a done :
ar(feg) = ar(f) % ar(g) ¢
Remarque : oo
Ce résultat a un sens car la série 2 a . bm est absolument
- r -
M52 = 00
convergente ; en effet :
+N . +N
1 2 2
I el ol e ) Qe 1%+ 15,1®)

<

=

(T leyl? s T 1,19
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d'ol en passant 4 la limite et en utilisant 1'inégalité de Bessel

4 oo

Iooda, gl v 1 < 5tiel, + HgHLz)

TS o 0

(2) le méme résultat se généralise au cas ol fe L2(T) et

g <cLYT) (1L<pge et p'l + q"l = 1) en utilisant le fait que

+N e

2 a e"®* tend vers f en norme dans LP(T) quand N =+ = (il en
-

est de méme pour g .dans L%(T)) , d'aprds un théordme de M., Riesz.

En effet dans ce cas on a de m&me :

: +N n. N n r
a,(fo0) = 1im ([ &, x™ (T b, x™ X7 aolx)
Nereo -1 " =N
= lim (J &, b  |m[<¥ , |ren|<N)
N ,
et la série ) a b est convergente quand N = « ,
r-m m

Définition

On appelle unité approchée dans Ll(T) un systéme de fonctions

Kls Kageaea Kn’ tel que :

1 .
Kh* f -E'-—-}v f Y feL'(T) pour n = o
Au lieu d'un systéme on peut avoir une famille de fonections (X_)
telles que g
K x £ Lt or ; V felL'(T) pour z } 1 (en croissant)

r
Cette famille est aussi appelée unité approchée,

L'idée d'approcher l'unité (en tant qufopérateur) provient du
fait que &6 x £ = f , § &étant la mesure de Dirac. Mais & n'est pas

une fonection dans L°*{(T) .

Théoréme de Fejér :

Soit un systéme de fonctions (K.) vEérifiant 3
‘ N NeN  m————
(1) x, 20, Vn
(2) fKn , Yo
f*’e do + 1 (n =)
€ n
Alors (K )neN est unité approchée,




On donnera deux démonstrations, la premiére pour L°'(T)

‘beducoup plus générale, dans LP(T)  (p»r1)

1) Cas de L*(T) :
Kk » £ - £], = fljxn(x) f(y=x) do(x) - £(y)]| doly)
draprds (2) f(y) = fxn(x) £(y) do(x) , done

g = £ = f"l < j[Kn(x) |£(y=x) = £(y)] do(x) doly)

Posons p(x) = flf(yux) - £f(y)] doly) o

En utilisant le théoréme de Fubini, on a 3

I, = £ - 2l < fxn<x> o(x) do(x)

ou encore

18

s L& seconde,

-€ +e
() Iy x £ =2l < [ mi0 o0 aotx) + [ x (0 elx) aolx)

kil

+ Kn(x) p(x) do(x) o

=g

p(x) tend vers O quand x tend vers O (c'est la continuité de

la trenslation de la norme liée & la mesure de Lebesgue)

Done pour € donné positif
p(x) <% dans [-e +e] , avec y trds petit,
De plus les égalités :
+7 te
f K (x) do{(x) = 1 et 1lim f K (x) do(x) = 1
n n
- T n—o -
impliquent que, pour n assez grand,
= € +7
I Kn(x) do(x) et f Kn(x) do(x)

- +e

sont trés petits,

D?autre part, on a 3

+€
p(x)é;anfﬂl et [ Kn(x) do € 1
-€
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Ainsi, les trois intégrales du deuxidéme membre de 1'inégalité peuvent

étre majorées et on a

o - € € & €
Ik, » £ = £ll, <z ligl e +n+ 2zl &

2) Cas général (LP(T) , p<tw)

H
=
o
o
H
o/
=
o

Si p<+® et sous les mémes hypothéses sur les Kn gue ci=degsus,

P
Kn*f-I-‘_-a,-f,pour tout felLP(T) et n =

S5i f est continue, alors Kn * I = f uniformément.

La démonstration se basera sur le fait que C(T) est dense dans L%

(Théorie de la mesure) et sur le principe général suivant 3

Soit Tl, Tpe coss T,» une suite de transformations continues

dans un espace de Banach € telle gque :

”Tjﬂ € K < » pour chaque J (K indépendant de Jj) 3

et Tj converge pour chaque fonction‘ £f , £ dans €s sous=ensemble

dense dans € o Alors il existe un opérateur linéaire T borné dans

€ tel que Tj(f) tend vers T(f) pour £ dans € .

Indication de la démonstration du principe :

L'opérateur T est défini pour fee  comme limite des Tj(f) ¢
Le champ de convergence des Tj étant linéaire (espace vectoriel), on
peut supposer que e, est linéaire (espace vectoriel).

Pour tout fezeo et pour tout J
Im (o)) < kel
puisque les Tj sont continues et globalement bornées par K .
D'ol en passant & la limite :

feCe)r| < xle] «

~

Done T admet un prolongement unique T & l'espace tout entier et

[ 74
T aure les mémes propriétés que T (de linéarité et de borne K ) &

Reste & montrer que pour tout fee

lim 7.(f) = "F(f) s

j-imo
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Soient fee et foe € 0 fo approchant £

T(f) - T, (f)

lTee) - T, () |

(Tf = Tfo) + (Tfo - ijo) + (ijo - ij)

n

Kl - e 0+ Iee, = e 0+ Kle, - 1)
Pour J assez grand et fo suffisamment voisin de f on a 3

HTee) - Tj(f)ﬂ < Ke +e+Ke

CsQeFsDos

En démontrant le théordme de Fejer dans le cas de C(T) , le théo=
réme général s'en déduit immédiatement par l'application du principe

précédent,

Proposition : (théoréme de Fejér dans C(T) )

Pour toute fe C(T) Kn-* f =3 f uniformément

Preuve :
Puisque f est continue sur un compact, l'expression

o (x) = sup [£(y~-x) - £(y)]

¥y
tend uniformément vers O quand x == 0

Considérons l'expression HKnac~ £ - £l

”Kn x f = ff_ = sup [IKn(x) [f(y=x) =~ £(y)] do(x)]| < [Kn(X) p (x) do(x)
J

La majoration de l'intégrale du deuxiéme membre se fait d'une
maniére analogue &4 la majoration dans le cas de Ll « Et comme fm(x) wh O

quand x = 0 , on en déduit que

HKn~* f = £l =+ 0 pour n ==

Pour achever la démonstration du théoréme de Fejér, il suffit de remarw

quer que

- ¢(T) est sous-espace dense dans LP
- faC(T) K % f =+ f pour n =

= les opérateurs K, * (¢) sont bornés par 1 , en effet

s Von

|
=

'y % £l < Mxply Nely et Ax 0 =
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done
Ik, = 2l < e, = Ie (<2, ¥

Le principe général nous permet de conclure gque pour toute fe:LP on a:

Kn ¥ f o3 f en norme dans L? s DOUr n « «

CiQeF¢Ds
Définition des noyaux classigues :
1 -« Noyau de Dirichlet
ix, _ "V inx
Dy(e™™) = ) e
-N
Dy est un polyndme trigonométrigue :
o (-] k3
Pour toute feL'(T) (£(e**) ~ i a, e10¥y .
-3
ix * inx
DN * fle™ ") ~ 2 a e
=N
Remarque 3 1
Si Dy était unité approchée, on aurait Dy * ¢ EL» f pour
toute fett , ce qui équivaudrait &
N i 1
lim § a e nX = (en norme dans L7)
N N

Ory, ceci est inexact, comme on le montre par des contre-exemples clas=

siques.,
Expressions analytiques de DN
ix i inx N
(1) DN(e ) = 1 + 2 Re 2 e =1+ 25 cosn x
1 1
. . 2N . . 1(28+1)x
(2) DN(elx) e-le z e1nx - e-le l - e \
ix
0 l - e
. 1 . 1
e—l(N+§)x - el(N+5)x
) 3 X + X
e - e
. sin (2N+1)3
1x 2
DN(e )

sin =
2
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Propriétés de DN H

1) JDN dc =1, VY n

2) DN a plusieurs oscillations et au voisinage de O , Dy tend

vers 2N+1 et !DNI do > 1 & cause des aires négatives

3) JIDNI do ~ K Log ¥ , pour une constante K quand N est

assez grand,

2 - Noyau de Pejér

Son expression est donnée par :

. +N .
KN(elX) = Z (l - J_Ill) elnx
= N

Pour obtenir l'expression analytique de KX, , on pourrait dériver D_ .

N N
Mais ici on procéde autrement
Posons z = e X et considérons l'identité suivante :
+
(L + 2 + 406 + zn)2 = 1 + 2z + 46 + (n+l) 2% + n 2" 1 + 560 + z2n
en multipliant par 2z~ 0
27 (1tzte o +2%)2 = 27P 4, 4 (n+l)inz +eset 2D = (n+l) K pq(e™)
n+l e
= Z—n(l w7 )
l =~ 2z
dfoll 2 2
-1 n+2 .
2 2 -7 sin(n+l)x
+ = g
(n+1) Kn+1 (27) ( 2 ) ( sin x )
l = z
et 1'on a finalement
2
X
. sin N e
ixy o 1 2
Kyle™) = & ( % )
2
Propriétés du noyau de Fejér :
1) [KN do = 1 (& cause de sa forme primitive)
2) KN(elx) tend vers O uniformément sur (=m, -c) et (e,m)
quand N =« , En effet pour |x|»e>0 les D sont bornés.

N
Les noyaux de Fejér sont donc unité=approchée.
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A 1'aide des propriétés du noyau de Fejér, nous allons .donner une

nouvelle démonstration des théorémes de Parseval et de Weirstrass.

Théorémes de Parseval et de Weirstrasss

Remargue H

Pour les polyndmes trigonométriques 1l'égalité de Parseval est

une conséquence dfun calcul direct et élémentaire., Nous reprenons le
sujet ; pour ce but il sera légitime dutiliser 1'égalité de Parseval
pour les polyndmes trigonométriques ; et le lemme ("principe général")
sur les suites dfopérateurs dont les normes sont bornées, s'applique,
D'abord il est question du fait que T, -+ f , pour t = 0 , dans P .
Cela est vrai et élémentaire dans C(T) ¢« Pour feC(T) , il est a
fortiori vrai que th > f dans LP s lsp<e s Donc si on sait que
C{T) est dense dans L? s ON 8 th - f pour chaque feLP |
(1lsp<toe) o

Le densité de C(T) dans 1P est triviale si on définit L%
comme le complété de 4 (T) pour la norme | Hp dans C(T) .

851 on construit les ® par un autre procédé, il sera alors

nécessaire de démontrer ce fait dans la théorie.

Nouvelle démonstration du théoréme de Parseval,

Avant de donner la démonstration nous allons prouver un lemnme,

Lemme :
. 1
Si fel

om—— 9

K un polyn8me trigonométrique, alors

K % £(e}¥) = § o (k) a_(£) ™% .

inx . .
est immédiate.

la relation K x f ~ ) a (K) a (f) e
Mais 1'égalité se démontre par un calcul évident : il suffit de consi«
dérer Kk = x° , et le résultat s'en déduit 3 cause de la linéarité de

la transformation de Fourier :

P r(el®) = [xn<ei(X'y)> £(el?) ao(y) ,

Ixn(eix) xn(eiY) f(eiy) do(y) ,

xn(eix> jxn(eiy) f(eiy) aoly) ,

an(f) X"
CoQoFoDs
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Soit K = K le noyau de Fejér d'ordre N et fe1? s On a :

N

+N .
Ke » £=) (1 = iﬂi) a (f) &% ,
N Iy ¥ n

Ky étant unité approchée :

Lim Ky * £ =1¢ (1a limite est prise dans L2 )
N>

En d'autres termes les polyndmes trigonométriques sont partout denses

dans L2 N

De plus la relation €lémentaire :

+N
' 2 n 2
Iy el = 116 - Lbje o
+ 5
ayant pour limite , pour N = « , 2 [anl s implique :

el = 1 s 1% .

=m0

Ce qui établit le théoréme de Parseval,

Théoréme de Weirstrass : (nouvelle démonstration)

Les polyndmes trigonométriques forment un sous-espace partout

dense dans C(T) (fonctions continues sur le cercle) :

Preuve :
TR R

Nous l'avons déja établie en montrant que :

Ky ¥ £ — ¢ (uniformément) pour f continue.

On peut déduire 1'énoncé plus usuel :

Toute fonction continue sur [O,l] est limite uniforme de

polyndmes ordinaires,

Soit f continue sur [0,1] , on peut la prolonger en une
fonction périodique continue sur [0, 2] , elle peut alors &tre
considérée comme fonction continue sur le cercle, D'aprés le théoreéme
précédent, il existe une suite {Pn} de polyndmes trigonométriques,

telle que ¢

£ - PnH°° < g o, pour n assez grand.
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Comme chaque exponentielle de P, = ) a, eth¥

peut &tre approchée
l0,1] . P inx _ ¥ (inx)k
sur 10,1 par une somme.partielle du développement e = g ) s

on peut trouver une suite de polyndmes Pé' de x telle que

e - i, < ¢

CeQeFeDo
3 = Noyau dé Poisson
Le noyau de Poisson est défini par :
ix b In] _inx
Pr(e =13 r e (O<r<l)
vy 2 P . _ ix
{Pr}o<r<l est unité approchée. En effet s1 on pose 2z = r e s ON &
P (e’®) =1+ 2 Re | 2"
r
1
- 2
Z 4 Z 1l - |z|
= 1 + 2 Re (wmomm) = 1 + + =
1=z lez l=z 2
(1-]z])
Pr est donc positif pour tout r : O<r<l ,
D'autre part, d'aprés son développement en série de Fourier,
[P do = 1
A
Pr(elx) tend vers O uniformément pour r 41l et pour |1 - e*¥|3e>0

On notera que P, n‘est pas un polyndme trigonomé&trigque.,

Remargues 8
-

. n in
S1 Z a, r' | etB¥ converge pour O<r<l , la somme est alors

- D
une fonction harmonique dans le disque (si TF est cette somme, cela

2 2
signifie que 2—% EL% = 0) .
dx OV 4w
Posons F(r elx) = z a r|n| e RX pour O<r<l
Soit -
' ixy (P l/p
e, = (f|F(r e**) [P ao(x))

Pour chaque p fixé on a 3

"Fr”p t pour z % (}: croissdnce) .
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En effet, soient & et »r deux nombres positifs tels que s<1l et

r<l :
n n n
Prs T Fr > P [aﬁ(Prs) = (r*s)l - r| Iv SI | - an(Pr * Ps)]
et
F = P s F
rs r s
d'ol
17, Gl < Hegly o Ul < IF (= s <s)

Une fonction F a valeurs complexes est dite harmonique dans le
disque unité si sa partie réelle et sa partie imaginaire le sonts On
sait de plus que toute fonction F qui est analytique dans D est

en méme temps harmonique,

Coefficients de Fourier-Stielges d'une mesure

Définition

Soit u wune mesure complexe sur |[0,2n] bornée ([u(E)|<u<e

pour tout E c[O,zn]) et définie au moins pour les ensembles boréliens

de [O,2n] ; les coefficients de Fourier-Stielges de u sont définis

par
an(w) =[x (™) autx)

Remargue H

I1 existe une correspondance biunivoque entre certaines mesures
complexes (absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue
do(x) et les fonctions de L'(T) :

Pour f<eL'(T) on fait correspondre
du(x) = £ do(x)

qui définit bien une mesure sur les fonctions complexes, ce qu'on

vérifie en posant pour ¢e< C(T) &

[¢ du = I¢ £ do

[ B~

Réciproquement, on montre qu'ad toute mesure absolument continue par

rapport a4 la mesure de Lebesgue, on fait correspondre une fonction

dans L:L °



27

Pour de telles mesures, nous avons
ap (i) = [} autx) =[x £ ao(x) = e (2)

Les coefficients de Fourier~Stielges d'une mesure absolument continue
f do sont exactement les coefficients de Fourier de la fonection f .
Pour les mesures absolument continues, on a 3

an(u) — 0 (car an(f) —> 0 d'aprés le théoréme de Mercer)

n-rw ,

Mais ceci est inexact pour une mesure quelconque., Pour le voir il
suffit de prendre la mesure de Dirac & un point elxo arbitraire :
'-inxo

[x"n dpu = e

done VYV n |an(u)| = 1 et ne tend pas vers O .

an(u)

Pour finir, nous donnons sans démonstration le théoréme de repré-
sentation de F, Rietz,
Théoréme

Toute fonctionnelle f sur C s'exprime sous la forme :

f(¢)=f¢du ¢ «C

avee ¢ mesure complexe finie,
R

Remargue H

Ce théordme trds important établit l'équivalence entre la théorie
de le mesure ol la mesure est considérée comme fonction d'ensemble
complétement additive (o~additive) et la théorie de la mesure faite
en considérant la mesure comme fonctionnellé bornée’ sur l'espace

vectoriel des fonetions.continues.

On a défini les coefficients de Fourier-Stieltgés d’une mesure
par

o

a (1) = je'lnx dp (x)

Ces coefficients ne tendent pas vers O en général, Mais si la mesure

est absolument continue i.e. ¢

du = £ doc , fe= L:L

On a
an(u) = an(f)
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et le théoréme suivant nous donne une réponse positive :

Théoréme de Mercer

. . N
8i f est dams L' , alors a (f) =0 pour [n] = +

Preuve :

Pour f dans Ll et pour n fixé l'application :

F_ ¢ £ = a (f)
n n
est une fonetionnelle sur Ll

Pour tout n fixé Fn & les propriétés suivantes s
1 - Elle est bornée en norme par 1 . (Ian(f)lsﬁfn)

2 Pour tout polyndme trigonométrique f , an(f) 0 4 N >
(an(f) = 0 , V n>d°(f)) a
Donec les restrictions des F_ & l'espace des polyndmes trigonométriques

tendent vers la fonctionnelle O .

Aﬁpliquant le principe général, on déduit que pour tout f dans

Fn(f) w3 O(f) = 0 pour n =«

En d'autres termes

a (f) — 0o Vrer
CaQeFoDos
Ce résultat est d'ailleurs une conséquence trée simple du fait que
1 ( ol on a : a <+ 0 d'une maniére évidente) est dense dans Lt

Théoréme d'unicité pour les mesures ¢

8i an(u) = 0 pour tout =n , alors u est identiguement nulle.

Preuve :

I1 revient au méme de montrer que la fonctionnelle linéaire sur
Cc(T) associée & u est identiquement nulle (Théoreéme de Riesz). On
continuera & noter cette fonctionnelle par u o
L*'hypothése an(u) = 0 pour tout n est équivalente & wu(x™) = 0
pour tout n s Par linéarité u s’annule sur tout polyndme trigonomé-
trique, Comme P,T = C(T) , 4 s'annule sur toute fonction continue.

u est donc identiquement nulle.
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Théoréme de F, Riesz et de Fejér

i PeP,T et si P(e*®)>0 sur le cercle, alors il existe Q& P.T

tel que :

p = |q|?

La réciproque est vraie et immédiate :
si QeP.T ; |Q]%?cP.T et |Q|%>0 .

Le théoréme sera corollaire de résultats plus généraux qufon démon-

trera plus tard,

Théordme de Herglotz :

Soit Can) une suite finie de nombres complexes telle gue pour

toute suite (ak) finie (ak e €, Y k) on ait :

Il existe alors une mesure 20 telle que :

- =inx
a, = fe du(x)

Réciproque :

Pour toute mesure pz0 , la suite an(u) vérifie la relation du

théoréme pour toute suite (ak) finie,

Démonstration de la réciproque :

Posons

- = -inx
a = a (u) Ie au(x)
on a
— = — -i(j=k)x
) 05 Oy Bsy ) o5 Oy Ie du(x)

= X aj Ek [ eml("‘]mk)x du(x)
Jek

_ -ijx — =ikx

= 3 a5 € a, e du(x)
Jsk

u -isxy, , 3 ~ikx
- j( Loy o5 (] o ) au(x)
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La derniére expression est bien positive puisque u est positive,

Preuve du théoréme direct

Définissons une fonctionnelle linéaire sur les polyndmes trigono-

métriques par :

+N Snx +N
F(} C_e ) =) C_a
oy B oy B o-n
Cette expression a un sens puisque la somme est finie .. Montrons que

pour tout polyndme trigonométrique P , F(lPiz);,O o

Soit +X )
p=1J c_ et
-y B
2 w inx ¥ L aimx — i(nem)x
|P|© = (] ¢Cc_e ") (] C_ e 7)= ) C_C_e
ty n ‘y m nym ™ m
ou en posant n-=m = r
p|2 =] Jc,, C 7%

y oo mFr Tm
d'ou

F(lP]g)

§
1

3 Cotr Cp 2y
m

cela s'écrit encore :

F(|P|?)

116 Gtk
(

qul est positive par hypothése (en substituant 53 par C, pour

J
chaque Jj). Comme tout polynbme Q>0 peut se mettre sous la forme
Q = |P|2 , F est alors positive sur tout polyn8me trigonométrique » O,

On a plus généralement :

F(P) ¢« F(Q) si P < Q

F est bornée

Il suffit de montrer que F est bornée pour tout P réel et

|Pl<l , car tout polynéme § & valeurs complexes s'écrit :

Qe=0q +1iag,

Ql et Q2 sont réels et 'Qllsl s |Q2|$l si [lel ®
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Supposons ]P|$J.;

F(P) < F(1)

i
o

F(=P) < F(1) a_ 4, 0ou F(P) > - a .

o o
Donc F(P) est borné pour |P|<l , et F est bornée comme fonction=
nelle sur l'ensemble P,T , Comme P,T = C(T) , F est prolongeable en
une fonctionnelle sur tout C(T) . Il existe alors (théoréme de Riesz)
une mesure u qui la représente et lqui sera nécessairement positive.
Comme F(¢) = ¢ du pour toute ¢ continue sur T , on a en

particulier pour ¢ = -

LY

a_ = F(x™%) = J x~P au = a (u) .

n
CeQaFoDo
On a vu qu'a toute fonction f dans 11 on associait Fr(ele) défi-
nie par
i, _ - In| _ine
Fr(e ) = Pr * £ = z a T e
T in®o

avee f 412 an et °

Inversement, on se propose de chercher une fonction définie sur la
frontiére 4 partir d'une fonction donnée définie dans le disque et
telle que l'on ait la méme relation que celle de ci-dessus.

Nouvelle définition de HP

°
°

Soit une fonection F définie dans le disque unité D par

o]
(1) F(z) = } e 28, zeD
. n=o
ix
Posons 2z = r e s on a
- ixy _ ixy _ ° n _1ix
F(z) = F(r e~ ™) Fr(e ) 3 a T e ¢

n=o
HP sera dé6fini comme un ensemble de fonctions analytiques dans le
disque unité et non plus comme un ensemble de fonctions définies sur
la frontiére. Ces fonctions analytiques doivent de plus satisfaire 3

la condition suivante
ixyp 1/p
Il = (flm, (2127 < (1)

pour tout r<l .,

On va démontrer qu'd toute fonction de HP ainsi définie,
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correspond d'une maniére univoque une fonction de H? (définie comme
ensemble de fonctions frontiéres).,

Mais le théoréme qui donne cette correspondance établit le mé&me
fait dans un cas plus général, 3 savoir celui des fonctions harmoniques
dont les normes sont bornées dans le m&me sens que (1) . On a 1le

théoréme suivant :

Théoréme :
Soit p tel que 1l<pg»® et soit donnée une fonetion F harmonique
et définie dans le disque unité :
F(z2) =) = e lnl ginx

n

-]

et telle que :
HFer < M pour O0<r<l .
Alors, il existe f ‘dans Lp(T) telle que

Pr * £ =F pour O<r<l ,

r
Preuve : +N inx
Soit g = ) b e ¢« Définissons une fonctionnelle linéaire de
-N

la fagon suivante :

(1) g == (g,Fr) =~[§; g do 2 " bn r|m| [e(n—m)ix do(x)

m
- |n]|
= 2 a b r avee O<r<l .,
n n
n=mN
Comme les F_ sont dans P , d'aprés un théoréme énoncé précédemment,
elles peuvent &tre identifiées & des fonctionnelles sur Lq(% + % = 1) ,

et leurs normes en tant que fonctionnelles sont bornées
F = {F < M O<r<l) &

el = el e )

Sur P,T sous-~espace de LY elles s'expriment par (1)«

De plus pour tout polyndme trigonométrique g on a :

( ) %N "y In] g
lim (g,F = 14im a b r = 2 Db
r-+1 r r+l =N nn - N n o’

Donc les Fr tendent vers une fonctionnelle bornée sur P,T pour
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r 1 (en croissant) qui est définie par :

N—
f @ g = f' a_ b .
n n
-N
Comme P,T = L4 , la fonctionnelle f se prolonge & tout Lq en

restant bornée et pour tout g cL? on e H

l%m (g,Fr) = f(g) (Principe général).
rTl

- k3 Pd rd
Donc d'aprés le méme théoréme mentionné ci-dessus, f est un €lément

de Lp avec :

f(g) = ff-g do

Donec :
a £(x") Jf x~ do an(f) .

d'old :

an(f) = e
ou encore :

P = P ¥ £
r r
Co‘QoFoDa
Remargue : A
Pour le cas p = 1 1la conclusion est inexacte. En effet il se

peut que I|Fr| do soit bornée sans que Fr tende vers une fonction,
On a toutefois le théoréme suivant, avec les m&mes notations qu'au

théoréme précédent :

(074

Théoréme :

e
=

‘ °

”Frul < M our O<r<l , il existe alors une mesure complexe

u telle que

a (u) = &

ou en d'autres termes

Pr ¥ du = Fr

o Pox au(x) = [P (xey) an(y)
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Preuve
L

g

Les F_ peuvent 8tre identifiés & des fonctionnelles sur C(T)

par la formule Fr 9 do et elles sont bornées par M ., (En effet Ll

est isomdtrique & un sous-espace de [C(T)]™ = M(T) et MFrHl <M).
D?’aprds le méme raisonnement que précédemment, il existe une

fonetionnelle F sur C(T) telle que :

F(¢) = Lim F_(¢) .
rt1l

Il lui correspond donc une mesure complexe :
w(9) = [o aux) = 7o)

pour ¢eC(T)

En prenant ¢ = x O :

an - F(X-n) = Jx-n dn(X) = &n(u) [ C_oQuFoDe

Du premier théoréme on déduit pour p>1l 1la correspondance entre

les espaces

#P 5 { £e1P , £= ] & e'F ) (13re daéfinition)

n=o0
[+
B : {F:F=]a 2", Ir l, < M pour rt1} (22me aéfinition)
o
En effet & chaque f on associe F = Pr ¥ £ .
La conclusion reste vraie dans le cas ol p=1l d'aprés le théoréme

suivant

Théoréme de F et M, Riesz

Si u est une mesure complexe teile gue 3

an(u) = 0 s v n<o0

alors u est absolument continue (ices u = £ do, fe;Hl) o

Remargue g
1

A tout FeHT (28me définition) il correspond donc feal™ |,
an(f) = an(u) = 0 pour ng<0 , f &étant la fonction poids de lsa mesure
p o La correspondance dans le cas p=1 est donc &tablie.,

Nous allons faire une série de remarques d'oud découlera une

démonstration du théoréme. Mais il y & des démonstrations plus directes.
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Soit Fr(elx) = no1inx o P, p(e*®) . Alors Fre_Hl

Or8
o
H
(0]

1 - Supposons que F(z) # O pour tout =z tel que J|z|<1 .

Définissons alors la fonction :

G(z) = VF(z)

(il y a deux manidres de définir G(z) ; mais aprés le choix de G(0),

il n'y a qu'une seule fagon de la prolonger A tout le cercle),

On a :

1 2 _ 2 - ,

logl? = 1o 1% as = iz, 1 as < u .
Donec Gest « D'aprés ce qui précéde G E—»—g pour r}l1 , et g est
sa fonction frontiére, Posons f = g2 , dire que :

Hl
Fr ——i f  pour rTl
2

n'est qu'un changement de notation du fait que Gr E—&—g « Comme Fr
converge faiblement vers duy , on & du = f do et u est absolument

continue,

2 = F(z) a des zéros dans le disgues,

Supposons que F(z) est de la forme F = B Fl avec F. e«H™
BeH et Fo(z) #70 Vzeb o

F peut gncore s'écrire :
F =38 /F /F
et la démonstration se fait comme auparavant. Il s'agit donc de trouver
B et F_.
1

L]

3 = 22&3 F dans H2 o, la décomposition s'obtient facilement. (Mais

ceei ne démontre pas, bien entendu, le théoréme de F et M. Riesz).
Soit f 1la fonction frontiéfe de T et Mf le sous~espace

simplement invariant engendré par f dans 52 o« D'aprés le théoréme de

Beurling Mf est de la forme :

ol B est une fonction sur le cercle dans H' s telle que

“B(elx)l = 1 PeDe
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(I1 lui correspond une fonection B(z) analytique dans le disque avec
IB(z) <1 et |B(e*®)] = 1 pepe)e
T71 existe done g dans H2 telle que :

f=Bg, et g(z) # 0O partout (car g est extérieure).

N _ 1l - .
= Pour le cas ou F. est dans H~ , la décomposition est encore possi=-

ble et repose sur lutilisation des produits de Blaschke ; mais la
démonstration est plus difficiles Auparavant, on va faire quelques

rappels de topologies

Topologile faible dans le dual d'un espace de Banach.

Soit B un espace de Banach et B* son dual (ensembles des
formes linéaires continues sur B),

On définit la norme dans B* par

”FH = Sup .Llf.(_x_)_J.
B* #

Muni de cette norme B¥ est un espace de Banach (méme si B n'est

pas complet),
On dira que XnesB converge vers X pour la topologie induite

par la norme si

X - X — 0 pour n = + ©
n B*

. Topologie faible

Il y a deux types de topologie faible

(1) Topologie faible dans B

XA =% X faiblement dans B si

F(X)‘) — F(X) Y FeB*

Théoréme de Banach :

Si Xn =+ X faiblement dans B alors
lx, <M ¥Yn

Ce résultat n'est pas vrai pour les suites généralisées,

Comme espace de Banach B* a sa topologie faible & savoir s

Fx =3 F faiblement dans B* si

a(F,) == ofF) Y «eB**
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(2) Topologie * dans B *
On 4it que

F, == F pour la topologie ™ si

Fh(x) —  F(x) Y xeB
I1 est plus facile d'avoir la convergence pour la topologie * que la
convergence faible dans B* s, barceque parmi les éléments de B** ge
trouvent certains tels que
aX(F) = F{x) (x fixé dans B)».
On a des résultats non triviaux sur B .

Théoreéme 3

La boule unité de B¥* est compacte pour ls topologie x®

On dit qu'un espace de Banach B ‘est réflexif si
B = (BX)* = B**,

Dans ce cas la topologie faible et la topologie faible x se confone
dent dans B et dans B> , ‘
+
Décomposition de F : ) a Z
' o]

Nous allons obtenir la décomposition de F sous la forme :

n

F = BeG

ol B est une fonction analytique dans le disque dont la fonction

frontidre notée encore B est dans H° avec :
|B(e™)| = 1 pep. ,
et ol G est définie et analytique sur le disque telle que :

IlG(reix) do(x) € M < +o
et ‘
G(z) # 0 pour |z|<1

Remargue H

I1 y a une voie classique pour enlever les zéros d'une fonction

analytique F en partant des expressions de la forme
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ol Z, est un zéro de TF

Cette expression est analytique sauf pour =z = % et

°) ;
—-——-:-—u:l pour |z‘=l.
l =2z 2
En effet : ,
2 - — . - - 2
Z = 2 - Z Z = 2 l =22 =2 2 %+ |2
o 0 o _ o) 0 l ol
1 =72 2 lez2z'1-z32z . — — 2
o o o 1 =22 =22+ |z_|
- 0 ° o
si z, est encore un zéro de F , on forme la méme expression avec ce
derniers,

Un produit de plusieurs facteurs de ce type est dit produit de
Blaschkeo |

Quénd F & une infinité de zéros, on aura alors un produit
infini du méme type dont les prdduits partiels convergent vers la

fonction B +telle que

ixy
IB(e™®)| = 1 pepe

Dans cet exposé on procédera autrement pour avoir la décomposition.
Mais on utilisera toujours les produits partiels sans toutefois se
servir de leur convergence,

Soient Zys Zpsese les zéros de F ; on notera que
Iznl —+ 1 quand n = +o

(Puisque dans tout compact contenu dgans le disque il n'existe qu'un
nombre fini de zéros de F ),

Soit E le produit de Blaschke partiel formé avec les zéros de

n
F
E =1 e
n 1 1l - ziz
Posons
Gn = F/En

Gn est une fonction analytique dans le disques
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A partir d'un ng dépendant z ,

Gn(z) #£0

oy

et cela pour tout z (i.e. ¢ tout =z il existe B tel que

Gn(z) # 0 pour n;nov) o

On notera que lGn(Z)‘ s'accrolt pour tout 2z fixé., Donc si G est
limite des G, il est certain que G(z) # O pour tout =z dans le

disque., On va trouver cette limite,

1) IEn(z)I €1 et IEn(z)l décroft pour =z fixé donc
¢, = F/En a les propriétés suivantes :

- |Gn(z)| est croissant pour =z fixé

- Gn(z) # O pour tout nzn_ (no dépendant de 1z )

2) G, eppartient & gt pour tout n :
, ix :
flGn(re )| do(n) <M pour tout n ,

en effet

[IF(reix)|

Tx| do(n) pour n;lzl|¢|z2|...|zn|

En(re

est une expression croissante mais en méme temps différe trds peu de

IIF(reix) do(n)

pour r prés de 1 (par ce que les En-l sont continus et convergent

continfiment)

3) Comme r = 1 les {Gn r} tendent dans l'ensemble des mesures
$

identifié au dual de C€(T) , vers une mesure limite unique v, et on

note :

€(T) étant un espace séparable, il existe {nj}e;N telle que
v ~—3 y faiblement

et
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implique

G(z) = 1im G (z) pour chaque zyfr|<l
yre 7 |

4) Done

le_ ()] » [F(z)| , G(z) #0 et ¢ eH”

De plus F = B G avec |B| < 1
On peut prendre B telle que

1B(ei¥)] = 1

En effet si |B|g1 , il existe B , bornée ayant les mémes zéros que

B telle que :

IB (elx)l = 1 DeDs.

1

et telle que

avec f analytique bornée sans zéro. On & alors

k4

F =-Bl Gl avec Gl = L G

Pour achever la preuve du théordme des Riesz, on remarquera que F
peut s'éerire
F = (B /G) (/G)
2

/G appartient & H” , et & ce moment-l3d le reste de la démonstration

est facile,

Processus stochastiqgue,
Soit

® ¢ 0 X X gX 6 ¢ &

-1 “o 1

une suite d'éléments dans un espace de Hilbert H . Elle est dite alors
processus stochastiques

On dit qu'elle est stationnaire si le produit scalaire

(X,» X)) = p(m,n)
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ne dépend que de (m=n)  On notera encore la valeur de ce produit
scalaire. p(m=n) .

m+p? Xn+p) ne dépend pas de D .

Le fait essentiel est que p est une fonction définie positive .

Fn effet

I e,

J

"En d'autres termes, (X

drk Jak

les sommes sur J et k &tant indépendantes, on a finhalement :

z CjAgk p(j=k) = "E cjxjnz >0 ¢

D'aprés le théoréme de Herglotz, il existe une mesure u positive
sur le cercle telle que

p(m) = Ieimx dﬁ(x) .

¥ est dite mesure spectrale du processus, Si de plus u  est absolument
continue, u = f do , f est_dite alors la fonction spectrale du pro=-
cessus.

Soit Lg(u) l'espace de Hilbert des fonctions de carré p-inté-
grables, le produit scaleaire étant défini par :

(fqg)u = [fcg du

Remarque :
1) Il est préférable de définir. La(u) comme complété de 1'en-

semble des polyndmes trigonométriques,

2) D'autre part les éléments de Lg(u) sont des fonctions définies
presque partout par rapport & la mesure "o

Le(u) étant un espace de Hilbert, on va remplacer l'espace de
Hilbert H ci-dessus par Lg(u) et on va trouver dans L2(u) un
processus stationnaire &quivalent dans un certein sens du processus de
H « Soit :
el j ix ix
Xj = xJ (x(e™™) = e™7)
(fj) féfini ainsi est un processus stochastique qui est stationnaire,

en effet

= Ixj'k du = p(j=k)
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De plus

k) k k

Autrement dit les deux processus sont équivalents en tout ce qui

As ~s
(xj, X (xj, X, ) s xj et X, dans H ,

concerne les produits scalaires de leurs éléments, Donc pour l'analyse

du processus de H , il convient d'étudier le processus de Lz(u) .

Définitions

Le prévision (au sens de Kolmogoroff) est 1'étude de 1l'approxi-
mation, par les polyndmes trigonométriques dans Lg(u) (approximation
pondérée par u ).

Le passé du processus est le sous-espace de H engendré par les
éléments X-l’ X_ e

Le futur est le sous-espace engendré par Xl’ X2’ooo

Notions de Probabilité

Soit X un nombre qui doit &tre déterminé par des expériences,
Ce nombre ne peut pas &tre connu exactement, Puisqu'il n'existe pas
de nombre exact définissant X , on remplace X par la famille de
ses valeurs et on appelle alors X '"variable aléatoire",

D’une manidre plus abstraite on pose Q comme &tant l'ensemble
de toutes les possibilités ou épreuves (w dénotant une épreuve).

Cet ensemble § est muni d'une structure d'espace mesuré: La
mesure u sur & (liée a4 sa structure) donne la probabilité pour
gue X Jjouisse d'une certaine propriété, c'est-ad-dire la mesure du
sous-ensemble de § constitué par les épreuves w telles que X(w)

(variable aléatoire) jouisse de la propriété donnée,

u est une mesure positive et de masse 1 (f du 1) une variable

aléatoire devient alors une fonction mesurable sur Q .

Exemples

1) La probabilité de 1l'événement : "|X|<6" est la mesure de
{w 3 wue? tel que : |X(w)| ¢ 6}

2) Sur §© on peut considérer plusieurs variables aléatoires
Xl’ Xg,ooo; et on pourra parler de :

_ 1
P, x| < |z, + 2x3l} = ¥

et ceci voudra dire

mes {w 3} wef tel que in(w)Ié |%,(w) + 2X3(w9|} = %
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Définition :

On dit que deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme
espace £ sont indépendantes si :
e et €' &étant deux ensembles mesurables de nombres complexes, les

deux ensembles

L]

X(w) e € }

wo

€y {w

€y {w Y(w) & €'}

wo

jouissent de la propriété
uleg Ney) = uley) nley)

Définissons Lg(u) comme l'ensemble des fonctions upu-mesurables
définies sur  de carré intégrable: Il est donc licite de dire
qufune variable aléatoire appartient a Lz(u) ¢

Soit

a8 [X du 9
dite espérance de X . X - a est dite variable centrée et |[|X = aﬂg
est la variasnce de X .

On appelle corrélation de X et Y 1l'expression :

mTX;YQ IXYdu

La corrélation est 1 si X =Y peps , et de module inférieur & 1
si X# Y., 81 X et Y sont indépendantes, leur corrélation est O ,
La réciproqué_n“est pas vraie.

La corrélation nulle est différente de 1l'indépendance car l'indée=
pendance dépend des valeurs de X et Y en chaque point, alors que
la corrélation ne s'exprime que par le produit scalairé,&dqnc c’est une
propriété liée & la structure d'espace de Hilbert, Les corrélations
sont donc conservées par i'isomorphisme entre H = L2(Q) et Lz(u)
défini précédemment, ce qui n'est pas le cas pour les relations d'ine

dépendances,
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Introduction

Soient X 19 X_psoeey X_ les résultats des diverses épreuves réaw
lisées, Le probléme'statistiqﬁe consistewéldonnervLa'meilleurefvaleur
possible & X = connaissant ces résultats. En termes mathématiques, ceci
s’exprime par le choix d'une variable aléatoire Xo(w) s étant données

les variables X_l(w), X_e(w) cce

Définition 3

La fonction de répartition d'une variable réelle X = X(w) est la
fonction de R dans [0,1] ,

o

A o F(A) 2 u{e 3X(w) s A}
ayant les propriétés suivantes
1) F est une fohction croissante de A
2) F(=w) = 0 j F(+=) = 1

Si ¢ est une "bonne fonction" (continue sur [R et s'annulant en

dehors d'un compact) alors 3
+o

f $(X(w)) aulw) = f s(1) ar(n)
Ja

o OO

La premiére intégrgle est prise au sens de Lebesgue, tandis que la
seconde est prise au sens de Riemann-Stielgés.,

Certaines propriétés importantes s'expriment par des conditions sur
la fonction de répaftition, par exemple le fait qufune variable est
gaussienne, Mais de telles propriétés ne peuvent &tre exprimées en
générél dans la struacture de Lﬁ qui est un espace de Hilbert, c'est-
d=dire par le prodult scalaire,

On va aborder une théorie qui utilise seulement les produits sca=-
laires, On n'aura donc pas besoin des propriétés plus fines qui sont
liées & la nature de la fonction de répartition (ou d'autres propriétés)

et qui ne sont pas induites par la structurg d'espace de Hilbert,

Prévision d'un processus (Xn)

On suppose le processus stationnaire dans ce sens 3

fﬂ X, X ap = o(j=k)

Premier probléme :
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Ce probléme consiste & définir une variable aléatoire Y

Y= ) a, X, (somme finie)
j<o J
telle que X0 -~ Y so0it petit dans un certain sens (dans le sens de
W1, ou | ul ou | |, etecss)s Mais en général on considdre le
sens qui correspond 3 H ”2 sy ce qu'on fera ici, c'est-d~dire qu'on

cherchera dans quelle condition l'expression :

» 2
Ix, - ey %32 (2)
est petites
La borne inférieure de (1) donne la variance de la meilleure appro-
ximation de Xo par les éléments du passé., On obtient alors l'erreur
sur le prévision de X, o

Le cas dégénéré est quand la prévision est parfaite, car alors
on peut approcher Xo d*sussi prés que l'on veut. Nous laisserons de
cOté ce cas,

D'aprés l'équivalence établie entre les processus stationnaires
‘ 2
v
d la fonction définie positive p(j=k) , on a

d'un espace de Hilbert (ici Li)_ et L (v &tant la mesure associée

, 2 n2
lx, - § & %%, =1~ I a x|
© j<o Y J Lg Jj<o J 5

done 3
inf|x_ - ] a, xjna2

Jj<o J LQ

‘1 “2 w]) 2
inf [Il - a_lX' - a;ex sos = 8__ X | av(x)

&
anlg ‘Z,cos aun

ol n est variable,
En passant au complexe conjugué (ce qui ne change pas la valeur

°

de 1'intégrale) on a & évaluer :

2
t(v) = inf Il + alx + agxa + 400 anxnl av(x)
al’a2”°”a‘n

Cette gquantité dépend uniquement de v .
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Remargues H

1) si dv = do0 (do : mesure de Haar) alors
{v) = 1
En effet d'aprés 1'inégalité de Bessel on a 3

2
f|1 + 81X *+oes 8 X0|° Av(X) > 1 4 |al|2 +oss lanlz (1)

et pour 8, = 85 = 000 8 = 0 1%inf. est atteint et vaut 1 .

I1 n'est pas vrai en général que la borne inf. soit atteinte m&me pour

une infinité des a o

2) t{(v) est évidemment une fonction monotone de v &

Donc 8i dvye dg avee ¢>0 (ol w»e , w partie absolument continue
de v) on a ¢

2 2
i )?’S&

f]l +oa X tooot gnxnlz av » e(1 + |a +sa0 !anl

1

I1 n'est pas vrai que 1l%inf, est atteint pour les a; tous nuls mais

il est certainement positif,
3) Supposons dvy absolument continue, c'est~d~dire

dv = w do

avec me;Ll s w20 p.po. et supposons de plus w = |f|2 » fesH2 o

v . 2
On va salors trouver une é&valuation de <(v)  Comme f=H" , f engendre
un sous~espace simplement invariant AMep e
Dfaprés le théoréme de Beurling s

m\ﬁf = EQHQ

avec E analytique et [|E| = 1 pep.

Définition 3

g«st eést dite extérieure si S = H2 B

E est dite intérieure si EeH et |E] = 1 peps

Puisque O&T =,E Ha s 11 existe geaHa tel que :

f = Eeg

On & vu dans ce cas que 3kg = H2 donc g est extérieure. Puisque

|E| = 1 pevo 5 On & 3

lel = [£] pepo
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ou
2 2
w=[£]% = |gl
donce v

t(v) = t(w) = 1(|e]?)

inf fll + alX +goo*'anxn|2 rs|2 do

inf !|(1+P)g|2 do

inf "(1+P)8"22 ”
L

Puisque g<§H2 on.a :
& o0
g=b+] b X% 3 et Ig do = b # 0 ,
1

puisque g est extérieure,

(14P)g = g + 8.Xg + eoo + anxng

1

b+ albx + ses
b - g = -bx - b2x2 260 < 5®
On peut choisir le polyndme P analytique et de valeur moyenne
= 0 tel que Pg soit trés proche de b = g
2 2 .
l1+p)el®, = lle + Pel®, s o= &g+ gl® + e = [p]% + ¢
, L L
d'ou
infﬁ(l"‘P)gngz € 'bl2 [
L .
Mais d'apréS'l‘inégélité“de Bessel
Ia+e)ef, > 1612 + lap]® + oo
L
donc

infn(l+P)"i2’> |b |2

dtol

12 .

t(v) ='inf”(l+P)g”22 = |b
L

Finalement le probléme consiste & chercher les fonctions ¢ qui

stécrivent

w = |f|2 avec f<H>
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dont on déterminera la fonction extérieure correspondante.

Théordme de Szegd :

Soit wc—.Ll; w3

alors

1) 8i w = 0 sur un ensemble de mesure positive alors ILog )

est divergente et t(w) = 0

2) Méme si w>0 Log w peut &tre assez petit pour que l'intégrale
diverge,
Avgnt de démontrer le théoréme de Szegd, on démontre le théoreme

suivant

Théoréme de Kolmogoroff
Soit

¥ une ‘mesure-non ‘abgolument continue

duy = w do + dus
alors
t(u) = t(w)

Ce théordme montre donc que la prévision d'un processus dans un esbace
de Hilbert Lﬁ (ou u est arbitraire) est la m&me que dans un espace
Li (ou w est la partie absolument continue de p )s Or dans de tels

espaces le théor@me de Szegd va nous donner directement le résultat.

Preuve
Supposons <t(u) > O
Soit Su la fermeture dans Lﬁ de l'ensemble des polyndmes du
type N
14P ol P = ) a x® 4, N variable.
(P désignera désormiis un polyndme trigonométrique de ce type).
L'ensemble {1+P} est convexe, donc sa fermeture Su l'est aussis,

D'aprés les propriétés des espaces de Hilbert, il existe un &lément



k9

dans Sp‘ dont la norme est minimale, Soit 1+H cet élément (H est

défini comme la différence de 1'€lément minimal et de 1),
On a :

1+4H = Pe Su » pour chaque P et par conséquent

inf f|1+H - AP} = ||1+H] (A complexe arbitraire)
donc
1+H est orthogonale & chaque P ,

En particulier 1+H est orthogonal & x2(1+H) , qui est un 81é-
ment de Su s Pour n=l,2,060
On en déduit :

(1) [|1+Hiz "% du = 0 n=1,2,600
et en passant au complexe conjugué :

(2) j‘1+ﬂl2 x™" du = 0 n==l,=23=33500
De méme 1+H #&tant orthogonal & ¥ pour n=l,2,:s6,5 ON 8 3

(3) f(l"‘H) X-)n du = 0 n=l’2’e¢g

On remarquera qu'en général 1+H n'est pas une série de Fourier,
Dfaprds l'unicité des transformées de Fourier-Stielgés on déduit
de. 1) et i2) que 3

{1+H]2 ap = K do

K est constante et telle que X = 1(u) , donc positive par hypothése,

On a de plus :
!1+H]2 dp = l1+Hl2 w do + ll+H|2 du, = K do

Ce quli implique que i1+Hl2 dus est absolument continue. Comne dus

est une mesure singuliére cela n'est possible que si

|1+8]% = 0 p.p. par rapport a du_ o

n
On désigne par 1+H 1la fonction dans Li qui est égale p.p. (par
rapport do) & 1+H
On a
~o
i1+H]2 w =X DaPe
De  3) :

SN 1
(1+H) w do = 0 n=1,2,¢00
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En passant au complexe conjugué on déduit que (l+ﬁ)w est analytique,
On notera que (1+ﬁ)u)sLt> puisque |(l+ﬁ)|2e:Li {en effet (1+ﬁ)wELi
et on applique 1'inégalité de Schwartz). Donc (1+H)w <H! .

D?autre part, comme K # 0 , w = ——E——E ELl et —E:<5L2 s mais
(1+H) 1+H
K = 1
— (1+H)w € H sy done
1+H
KN EHQ ,
1+H

Considérons maintenant, dans Li » le sous-ensemble S  obtenu
par fermeture de l°ensemble des polyndmes du type 1+P (la fermeture
est prise dans la topologie de Li ) « Comme précédemment, Sw est
un convexe fermé, Il existe donc un é&lément 1+H' minimal pour la
norme de Li satisfaisant aux mémes relations d'orthogonalité que

1+H dans Li °

Proposition

H' = H dans Li .
Preuve s
lasier(mr-E) %, = N1+E|2, + |xI% Jur-E )P,
L L
car : v ® v
2 Re X f(l+ﬁ)(H'-§)w do = 0 ,
puisque H' = 1lim Pn ;1% = lim P; s (1+§).l Xn V n dans Li s et en

remarquant que l'intégrale est la méme par rapport a du ., 1+H' est
1'€lément minimal de Li o Le minimum de l'expression ci~dessus est
atteint pour A=1 par définition de H' , mais €galement pour A=Q .

Dfol, d'une maniére évidente

la-E1%, = o

~o w o~
done H' = H dans Li o En d'autres termes H' = H sauf sur des

ensembles sur lesquels w=0 et les ensembles de mesure de Lebesgue
nulle,

Done 1t(w) = I|1+HV|2 w do = Jll+§|2'w do = 1(u) .

Ce qui démontre le théoréme de Kolmogoroff,

La m&me suite (1+Pn) donne 8 la limite 1+H' ou 1+H suivant

que l'on se place dans Li ou dans Li o
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Lemme 1.

§i iHEHg est telle que f“le_H2 alors f est extérieure
Preuve S
On a 3 3&T = EoH2
avec ‘El = 1 DePo
I1 suffit de montrer que E = cte o Il existe un élément g<sH2 tel que
£f=F g
on a
f-l = E g- PeDe
donc
-1 -
g T = E PeDo
Comme ge:H2 . £Lle w2 — Feutl .
Comme aussi EeaH°° on a E = cte o
Lemme 2.,
si f et g sont extérieurs et |[f| = |g| p.p. glors f =ag ;
o = C € ®
Preuve " :
Puisque |f]| = |g| Dop. =
f= o0g « avec !a|=,l DPeDe

g extérieure => P& =+ 1 (n = +o)
Donec
oP g = P T = a (n = +) ,

Comme fe:H2 ’ PnfeaH2 et lim Pnf = aeaH2 « D'autre part en utilisant

le fait que f est extérieure et

_ 2
le méme argument montre que Twa<H . Donc

te
¢

o = ®
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ééme Probléme de la prévision

Faisons tout d'abord quelques rappels sur les fonctions conjuguées.
Soit
+o .
S ~ Z & e tB¥ (série quelcongque)

On lui associe la série conjuguée définie par

+ o .
e © k]
S ~ Z -i sign(n) & e 0¥

an OO

1 si =n>0
sign(n) = 0 si =n=0

-1 81 n<o

S + 1 ) est de type analytique,

~/ ~no
Si S5 et S sont des séries de Fourier, S + i S est une série

de Fourier d'une fonection de Hl .

Si S est de classe LY s S est aussi de classe LY pour
l<p<e® (Théoréme de M, Riesz).
Pour le tas p=2 le résultat est immédiat.

Si S est de classe L' s s peut &tre définie et sera de classe
L? pour chaque p<l . (En général une fonction de L? pour p<l
n‘a pas de série de Fourier),

En fait pour des polyndmes trigonométriques réels, on a
IISIP do < K J|sl do (p<l) &

De cette inégalité on déduit que si Sn est une suite de polyndmes

trigonométriques réels et si

Sn e dans Ll .
alors

Sn converge dans L? (p<l) , et
lim gn sert 3 définir °f .
Lemme ¢

Soit
2 N n
t(p) = K = inf J|l+p| du 3 P = 2 an X e
] 1
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Si K»>0 alors f = X est extérieure.
1+H
Preuve :

Etant donné w>0 , on & vu que

TS

W = K
|1+m]2
1

Comme wel ,-f%el-ao

(si K=0 , X = Jll"'HIE du = 0 &= ll+H12 = 0 pepe/du)

D'autre part on a &tabli que

(au

W do + dus) .

(1#H)we H?
donec
K _ = 2
T:E = (1+H)weH

Il suffit de montrer dans le cas ol w-leaLl que l'inverse

(1+H)K'leaH2 « Si par exemple nous supposons w2e>0 , alors

(1+Pn) - (1+H) dans Lzu

implique

(1+Pn) - (1+H) dans L2

2 2
comme (1+Pn)611 s (L+H)<=EH" , CeQaFusD.,

. 2 -
Mais en général la convergence dans L u n'entraine pas la convergence

dans L2 + On procéde alors autrement pour démontrer que T%— est
extérieure,

Considérons 1l*'égalité
(1+#p )f = (1+P )(1+H)w .

On sait que (1+Pn)/§ — (1+H)/w dans L2 .
La convergence n'est pas changée dans L2 quand on remplace w p&ar
une fonetion de méme module, Or :
el o
VK

done
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(1+P )& = (14m)E-
LUK YK

2
ou dans L

(1+Pn)f —se (1+H)f

comme

(l-I'H)f = K ’

il existe une constante # O dans la fermeture des {(1+Pn)f} o

En d'autres termes, ﬁ% = H2 et f est extérieure ; donc sa valeur
moyenne o  est nécessairement # 0 .
De plus, comme on a : W = ]f|2 .

|2

inf I|1+P|2 If{2 do = Ia0 > 0 .

(calenl déja fait)

On & donc établi le résultat suivant

2

{w) > 0 &= w= |1

od feH® et pouvant &tre prise extérieure.

8i f est extérieure de valeur moyenne LI alors
i2

(w) = |a .

(&)

Démonstration du théoréme de Szegd

Soit w donné. On suppose que Log w@;Ll s Soit
+ o0
n

Log W ~ ) a X

- OO

On définit
a
o

+o n
g=—2—+zlanx

~

quand cette expression a un sens (par exemple si Log w appartient &
2
L%)

On aura ainsi
g + 8 =2 Re g = Logw

(Log w étant réel, on a a, = 8__ e

Comne Longel} s L&E weL® s pour tout p<l et on a
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g

g:%(LOgW +iL‘6,SW)¢
( done e est

Donc g est dans HY p<l) 3 de plus e8l1% = y
?

dans L2 ®

g

Le point essentiel du théoréme de Szegd est de montrer que e est

analytique extérieure, et que

a
|Ieg do|2 =e .,

En effet, dans ce cas on aursa
a

tw) = T(Iegie) - Ijeg dc|2 = e O = oflog W do
Cela achévera la démonstration, sauf pour le cas facile ol log w
n'est pas sommable,
La démonstration se fait en plusieurs &tapes suivant la nature de g .
1

1°) On suppose g = (u + iv) Dbornée (par exemple si u = 5 Log v
est un polyndme trigonométrique).
On a
23 g 82 gn
e=l+-ﬁ+ﬁ+,¢°+i—-§-+s¢¢

N n o
ou g'eH pour tout n .

La série est uniformément convergente, car l'ensemble des valeurs g

est une partie compacte du plan. Comnme H®  est fermé eg est analyw
tiques

vLe méme argument s'applique & e”& , on a donc eige H™ e® est
donc extérieure.

On a de plus :

feg do = efg do

qui s'obtient facilement du développement de l'exponentielle.

2°) On suppose Huﬂwv< o (v =(; n'est pas nécessairement
borné),

Soit une suite (un) définie par
u, = K *

ol Kn est le noyau de Féjer d'ordre n .

Les u  sont des polyndmes trigonométrigues: qui approchent u dans
1?2 et vérifient :

“lul, € uy(e™) < flull,
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Il existe donc une sous~suite un tendant vers u presque partout

en restant uniformément bornée +.(I1l est connu que un e U DeDe
mais nous arrivons sans ce résultat raffiné,)
Remarquons que ﬂunlloo < ﬂu”°° pour tout n

Comme
v =K » v = (Kn.xvd ——q =Y

il existe également une sous-suite de la sous-~suite sur laquelle v,

tend vers v Dpeps Done pour une certaine sous-suite dfentiers on a :

u + iv

n. n

e w—tn @ v PeDs

Comme

le théoréme de la convergence dominée donne :

u + iv
. 3 .1
1) e — eV gans Ll
et
n +,ivn
. . b
2) [e J J dg = Ieu Vo ao
un+ivn o 1 o0
Mais e e H (d'aprds 1°), donc e® « H™ , et enfin ef<o E” ,

De plus, la propriété de la moyenne est encore vérifiée. En effet
d'aprés le 1°) et la 28me assertion du théoréme de la convergence

dominée on a

+v f(u +v_ ) do
u+iv : 1% . I
e do = 1lim e do = 1lim e
u, -+
- ef(u+iv) do
Les m&mes arguments, appliqués & ~g , montrent que e"€ e E” a'on
e® est extérieure.

3°) Cas o@ u est non bornée,

On définit une suite ug de la maniére suivante

lul € n

w
Ho

ut = n si u > n

=N 81 u < =n
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Soit ao_ = _[ u! do
n
On pose
u =ul + a
n n n

u = % Log w est sommable et ug - u dans Ll s Sans restreindre
Ia généralité, on peut supposer :

Iu = % Log w = 0 3
ceci implique que a, = 0 et LI dans Ll ¢
On peut extraire une sous-suite d'entiers nj telle que

u_ + iv

n, ~ ' n, e

e — e PsPs
Comme

u u+n

! +

e P <e n o< et 1 pour n>n

on a u, + ivn 2
; . +
|e® = e Y dI < b o2(u+l) pour n:n_

Appliquant le théoréme de la convergence dominée, on a :

u  +iv 2
n, n

[Ieg -e Y J| do => O pour By =
Comme w_ est borné pour tout ,nj’, d'aprds 2°, on a 3
J u_ +iv
n, n. N
e J Jc—:H

Ce qui implique que eges H2 s

, ' do e e
La formule de la moyenne e® a0 = ef8 est encore vérifiée,
car .
n, 1V,
. y 3 2
eg = lim e 9 J dans L s
Reste & montrer que ef est extérieur, ol encore que la fonction

constante 1 peut &tre approchée dans H2 par des fonctions
g +
e (bo bl

fait, on trouve gue

Xteoot bnxn)o Par un calcul analogue & celui qui vient dfé&tre

(u+iv)=i(u _+iv_ )
e n n -3 1 dans L2
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-i(un+ivn)
quand n <% | au moins sur la sous=-suite nj s Or e
[+ -]
appartient &4 H , et sera la limite (pour n fixé&) d'une suite de
P,T. analytique Qk s la convergence ayant lieu presque partout tandis
que les Qi restent uniformément bornés. Donc
(u+1v)-1(un+1vn) )
e = lim e
k

et par conséquent: la fermeture des fonctions eg(bo+.e.) comprend
(u+iv)-i(un+iv )
e pour chaque n , donc aussi la fonection 1 o

(u+iv) q, dens 2 ,

La démonstration du théordme de Szegd est compléte, en ce qui

concerne les w telles gue Log v = L; .

5i Log w do = == » pour €>0 on a d'aprés ce qui précéde

+ o
gfloglvre) do _ 40 I|1+P|2 (w+e) do
P
({car JiLog(w+;) Ao > == ),
Comme Log(w+e) =+ Log w. en décroissant, pour ¢ - 0 le théordme

de 18 convergence monotone donne :

efLog(w+s) do _é_efLog w do _ o .
Done .
Lim [inf J|l+?|2 (wte) do] = 0 .
€0 P ‘
Or

inf*[|l+P|2 v do £ inf [ll+P|2 (w+e) do YV e>0 .
On en déduit

1(w) £ 0,
Mais comme- t{(w) » O , on a finalement
t(w) = 0,

le résultat qu'on cherchait,
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- Voici des corollaires du théoréme de Szegd,

Théoreme

Im
+h
0y
=2}

et f£# 0 “alors .[Loglflda > =0,

‘Remargue :
Il contient comme cas particulier le théoréme démontré au début

"o e HP ét £40 = f£#0 p.p.”

En-effet : si f e et 'si f=0 'sur "E de mesure de Lebesgue posie
tive, alors- s JLoglf do: = ==

Preuve duthéoreéme

On peut toujours supposer ff:dq»=“a # 0 quitte a4 diviser f

‘par une puissance convenable de ¥ o

f|1+P12|f1-dc =vf[(l+2P+P2)f| do avec

(l+2P+P2)f e ul » Done

f|l+PI2ff[ do » 1[(1+P)2f‘d0] -|a°| >0,
Le théordme de Szegd donne

eJLOglfirdonz Ia°| > 0

‘gui implique

j Loglf[ do > =

Tout f e H' peut s'écrire-sous la forme f =-gh- o g et h

. ' 5 :
sont dans H® et Mf‘"hl PP
Preuve
Posons 3
vz |f| qui est >0 p.p. d'aprés le théordme précédent.
On a done 3
Log|f| « Lt

et dlaprés cequi précéde
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On définit h par

f = goh o Donc |g| = |h| Dpeps 3

reste & montrer que h = H2 ¢

I1 suffit de montrer que h.e,Hl puisque

1

|hl = /V—T- et we L (inea h < Lz)c

Comme g est extérieure, il existe une suite Qn de polyndmes tri=-

gonométriques telle que :

Qn g = 1 dans H2 ¢

On a

Qn geh == h dans Ll .

Mais

- _ 1
(Qn g)h = Qn(geh) =Q feiE .

Comme HT est fermé, h < gt o,

Remargue H :

L'analogue de ce théordme pour deux variables est essentiellement
faux,

On va maintenant donner une démonstration plus simple du théoréme
de F. et M.Riesz,

Théoréme de F, et M,Riesz

+o0 .
8i duy ~ 2 & et?*  ailors du est absolument continue.
o
Preuve
Soit
duy = £ do + dus avee f e Ll "

Montrons d'abord que [ e Hl °
on définit

dv = |du]|

une mesure positive qui vérifie

dv = ¢ du avec ¢ e Li

et [¢] =1 pep./u
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d'aprés l'hypothése on a :

fxn ¢ dv = O pour n=l,2,¢054,

N
Ixn (1+P)¢ dv = O (p = 2 a xn) n=l,2,084¢
1

n
comme :
1+H = lim (1+P_) dans L2 .
n Y
on a
Ixn (1+H)¢ dv = 0 pour n=l,2,.ss
Done

(1+H)¢ dv = (1+H) dup

est analytique.

Mais 1+H = O p.p« par rapport & dus (théoréme de Kolmogoroff)

implique :
1
(l+H)fC-£ H .
On va montrer que f < H:L s
En effet
l1+H]2w =K>0 ol w=|f|
et
|1+ |z| = e 1?
1+H
Done
(1+H)f e H2
o 1 2 -~ - Pl
Mais 5E S H (résultat général), donc

1 1
L+B)E] gy = f e B
Cela prouve que f do est analytique, Comme du est analytique par
hypothése dps l'est aussi,
Pour terminer il suffit de montrer le cas particulier suivant du
théordme :

si dus est singuliére et analytique, elle est nulle.

En effet
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lim f(1+Pn) dus I(1+H) dus = 0

n
Or
n
'[X dus = o Pour n=l’2”COI
par hypothése, donc
Jl du, = a, =0 ,

comme

X-l(l+H) = 0 p.pa/dus s On & :

0 = Jx-l du

Le second terme de droite est nul d'aprds l'hypothése et le fait que

e

. -1
S + lim Jx Pn dus .

-1 _ _
Jx dus = al = 0

et d'aprés le méme procédé on aura

&, = a., = 456 = 0

2 3
Done dy_ =0 d'aprés l'unicité des transformées de Fourier-Stieljes.

CseQeFeDs
Théoréme de Beurling,.

Pour gue f dans H2 solt extérieure il faut et il suffit que

Jloglf] do = log|If.dc| > mo

Posons w = }f\e o S1 £ est extérieure, elle colncide avec la
fonction e® de la démonstration du théordme de Szegd, d'ol le résul=-
tate Réciproquement, si f vérifie ces conditions alors on obtient,
par le théoréme de Szegd, dans la notation usuelle,
|2

ol a_ = Jf do
o) o

inf Jl(L+P)f|2 do = |a

d'oul on déduit que ﬁ% contient des constantes non nulles, donc f

est extérieure.

Théoréme de Fejér«Riesz,

Si P est un polyndme trigonométrique tel gue

1X) > 0 v elx

P(e

alors
L )
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p = |g|?

et Q est un polyndme trigonométriquea

Preuve
Soit
+N n 3
P=73 ax et P(e**) >0 , a., # 0 ,
oy ® N

On a :

XNP Z 0 et xNP e H? .

Par des réflexions élémentaires, ou encore par le théoréme général

dans H2 ’

ILO@ IanI do > =

donc Log P = Ll .
Appliquant le théoréme de Szegd, on a :

p = |q|?

ol @ e 52 est extérieure et de la forme

L S
@= o () Rl

La démonstration du théoréme sers achevée si on montre que les coef=-
ficients de Fourier de @ d'ordre supérieur &8 N sont nuls.

Pour cela, soit :

/K IQ ¥ 4o I(1+E)P -1 4o

n) oo o 1

‘lim. de quantité de la forme J(l+alx'l+.a+anx_ Py do

N1l N2

= 1lim (¥ + aX +.00)P do

L]
o
L4

IJ1 en est de méme si nous remplagons =N=1 par =N-2, =N-3, et ainsi
de suites

Donc
-n
JQ x do = 0 pour n>N ,

et Q est un polyndme.
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Deuxiéme probléme de la prévision :

On se propose de chercher le minimum de la norme de 1+P dans

Li , mais ici P parcourra l'ensemble des polynlmes de la forme 3
+N n
P=13) a_x (N variable) , avec a_= 0 .
“y B o
Soit

p{u) = inf I|1+P|2 du s
P

On a alors :

Théoréme de Kolmogoroff.

p(u) = = ol du = w do+dyu
1 -]
- do
[ 3
et
1
p(u) = 0 & ’[; do = =
Lemme
Soit w >0 et w e Ll « Alors
1 1 1

Preuve :

Supposons wle 1, soit fe Li « On a

f{f /| A= do

Ielly = Jiel ao -

/A

I £ o ol i—ﬂ , (inégalité de Schvartz)
L vw L

1/
< £ 5 (JW’"l dg) 2 < 4o
L
W
Donce
2 et
. 2 1
Supposons maintenant LW < L7 e
On & nécessairement w>0 pe.pe Soit k 1'élément générique de
Li $ alors k2w = h parcourt Ll tout entier, ou encore vh est
1'élément générique de 12 .
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Par hypothése :

donc
-J-—oLac Ll
Vw
ce quil implique
..]:..eLz
Vv
ou encore :
vle 1t

CeQoeFoDos

Preuve du théoréme,

On suppose op(n) > 0
Soit
1+H = lim(l+Pn) dans Lﬁ R l'élégent minimal de {l+Pn} .
1+H est orthogonal & tout Pn dans Lu (démonstration analogue a
celle du premier probléme).
En particulier (1+H) _L X2 Yn#o0 3 ises

0Vn¥00

J(1+H)xn du
D'aprés l'unicité des transformées de Fourier-Stieljes, on a :
(1+H) dy = K do 4, K > 0
Or du = w do + dus » ce qui implique :

(1+4H) = 0 pe.pe pour dug

et
K
(1+H)w = K DpeDs, 1+H = = >0 Dpops
Alors
o(u) = I(1+H)2 du = (l+H)2w do = K° fw'l do < o

Done vle Ll et Ls c Ll .
Puisque

1+H = 1im(1+P ) dans L2

n w

il s'ensuit que

1+H

lim(l+Pn) dans Ll

et done
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p(n) = J(1+H)2w do = K I(1+H) do = K lim J1+Pn do = K .
n i

Or
p(u) = K2 [w'l do

En rapprochant ces deux expressions,
1
p(u) = K = =3 ‘
w do

Reste & montrer la deuxiéme assertion du théoréme. On a déjd montré

que 3
o(u) > 0 = wte b,
Inversement on va prouver
vile 1 = p(u) > 0.
En effet

j|l+P|2 au > f|1+p|2 w a0 = J1+2]?,
L™w

et
H1+PH22 > sf1+P|| 128 (en appliquant le lemme et en
L w L
posant
\1/2
§ = wi >O)5
W do
Done

p(u) »>8 >0,
CerFGDO

Finalement on a

p(u) > 0 &= vle !

ce qui éguivaut i

o(u)

0 <= Iw"l o = ®

Cela achéve la démonstration du théoréme.
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Troisiéme probléme de la Prévision

Angles de deux sous-espaces vectoriels fermés dans un espace de
Hilbert.
Soient M et N ces deux sous-espaces. On s'intéresse a la

quantité :
p(M,N) = Sup |(fsg)|

pour feM , gl ; [f]l<1 , flell<1 .

Supposons
MNN # {0}

Par normalisation, 1'élément commun peut-&tre pris de norme égale

-~

ad L . Dans ce cas 3

p(M,N) = 1 (f=g et J£l=1) .
Dans le cas général on a
sup|(f,e) | < sup(fief,lel) < 1

Définition

On dit que M et N font un angle positif si
p(M,N) < 1

Le probléme est de savoir si dans Li le passé et le futur font un
angle positif.

Pour cela on définit deux sous-~espaces de Li 57 et ?m par :

n
" fermeture de { Z ajxa}

®Q
B

jzn

@ J
Jm fermeture de g z ajx }

j<m

Dans ce qui suit, on s'intéressera aux sous-espaces & et % et

(e} 1
on étudiera le comportement de p = p(@%,%l) .
On définit l'opérateur T par :
n n
(L e x) = [ ax
finie nzl

Théoréme

Pour gue p<l 1l faut et il suffit gque T soit bornée dans Lﬁ
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Remargue S

. .2 .
En fait, ce n'est pas seulement un théordme sur Lu mais sur un

-~

espace de Hilbert tout & fait général,

Preuve
On raisonners par l’absurde
Si p=1 alors T est non bornée, p=l implique l'existence de ¢

dans 6; et de g dans 3& telles que :

Nell = lell =2
et |(f,g)| trés prés de 1 .

On peut d'ailleurs les prendre comme polyndmes trigonométriques
de norme = 1 o De plus, on peut prendre (f,g) réel, quitte & le mul-
tiplier par une constante complexe convenable.

Posons
h = f-g 3

ctest un polynéme trigonométrique,

Ini® = Nel? + flel® - 2(2,e)
< 2¢ (puisque (f,g) 1réel trés prés de 1),
Mais :
g=-Th , [ell =1lmll=1 et fu]l <e’

implique que T est non bornée,
Si T non bornée alors p=l .

Soit h un polyndme trigonométrique tel que ¢
n < € et fmn] =1

On peut poser
h & fug 3 fec& et gc—:f?l.

o
alors :
g = = Th
Comme
Inf <e et flef =1,
on a

1 -¢<|f|l g1+ ¢

e 5> Inl? = £ + lel® - 2re (£,8) > O
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2 Re(f,g) » (1-€)% + 1 = &2

comnme
|(£,e)]| > Re(£f,g) , on a
l(f.g)l > 1 - g3

Dfautre part,

[f] « 1 + ¢ entraine

> 1 - 8§(eg) avec &(eg) =0

f
— e 8
j ( )
€0

(k4

Donc

©
[}
I~

CeQeFoeDs

Théoréme

Pour que op<l il faut et il suffit que

T € M <» mgn aveec s

mynl

Supposons p<l
D*aprés le théoréme précédent, T est bornée. On définit les

opérateurs Tm et Un par

k k
T () ax )= ] ax
m k k>m k
k k
U () a,x )= [ ax
n 2 k ken k ’
comme les multiplicetions par xp sont des isométries dans l'espace de
Hilbert, on a 3
Iz Il = Iz

et par passage au conjugué, on a également :

lu_Il = fzi.
Or

done
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Iy o ls gz = gl < =

Si les T, , sont uniformément bornés pour tout m<n j alors p<l .
?

Prenons m=1l
”Tl ol est alors uniformément bornée quand n = +e
9

Pour tout polyndme f ,

T f = Tf
l,n

car & partir d'un certain rang les deux termes sont égaux.

En utilisant le principe général, T est un opérateur borné et

2
Ty of >7Tf Y fell
Done PN
CeQoeFeDos
Corollaire :
Pour gue p<l il faut et il suffit gqu'sd tout f dans Lﬁ on

puisse associer une série § = 2 anxn telle que 3

T § e f dans L2

men 1}

our m et n tendant vers l1l'infini indépendamment.

Remargue H

Nous retrouvons le résultat classique sur la convergence d'une

série de Fourier dans L° , En effet iei,
dov du et p=0 (Jo l)

Preuve 3

Soit p<l . Les Tm n définies d'abord pour les polyndmes trigo-
: $

nométriques sont uniformément bornées d'aprés ce qui précéde. Cela per=-

met de définir une "série de Fourier" pour chaque fonction de Li .

De plus Tm nf - £ pour tout f polyndme trigonométrique, et par
]

o ° o o -~ P : g 2
application du principe général, cela est vrai pour tout f dans Lu °
Inversement supposons que f posséde une série de Fourier dans
ce sens 3

n
T f =) akxk
m

-3 £ dans L2 ’
men u

pour m = = et n = +o indépendamment. Donc

@0

Iy o El < Xg s
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Daprés le principe de Banach-Steinhaus j

donc

17y ol < X5

p < 1
CsQsFeDo

réme

Théo

8i p<l , u gst absolument continues

On donnere ici une démonstration qui est une conséquence facile du

théoréme des Riesz,

supp

Alor

Soit du = w do + dus ¢« Il s'agit de montrer que p=1 , en
osant que dus £ 0
Soit f telle que :
0 pepo DPpour dgo
£ = {1. PsPs pour dus .
s 5156% « En effet d'aprés les .propriétés des espaces de Hilbert

il suffit de montrer que

Si

{pui
¢ du
$ du
dus

Donc

£y Vo s ¢ & 3;

¢+ F , on a
)
J$xn dp = 0 pour n=l,2,ss¢
sque Xn engendre 52 )
est donc une mesure analytique, D'aprés le théoréme des Riesz,

est absolument continue, En d'autres termes ¢ = O DPeDe pouf

s« Comme f=0 ©p.pe¢ pour do :

fe5 a=o.

£ es% ¢« Pour des raisons analogues fessa (et en général

fsfpm 9 feff‘rn) [
Comme par hypothése dus #0 , £ #£0 et

Done¢

CsQeFaDo

Soit C 1l'opérateur défini sur les polyndmes trigonométrigues par




n, _ . . n
c( 025 8 X ) = } =i sign(n) a X
finie
Alors
p<l &= C borné dans Lﬁ

Preuve ¢
Supposons p<1l
C peut &tre obtenu comme combinaison linéaire de Tm et

done C est borné (puisque Tm et Un le sont).
Inversement, supposons C borné,

2 .
L'opérateur C est aussi borné et on a :

2 =
Co(f) = =f + &

ou encore 3

(1 + c®)(2) = o

Donec I + c® est un opérateur borné. Or
. n
a, + £+ iC = 2a_  + Y 2a X
nxl

done To est borné, Il en est de méme de Tl = T et p<l

CeQeFeDy
Théoréme :
Pour que o<l il faut et il suffit que dpy = w do et

u et v sont des fonections réelles bornées avec |lvl_ <

oy
ol

(V la fonction conjuguée de v ) o

Preuve ¢

Supposons p<l ; Soient :

f >

1
e |
o
>

o)

"
N

o
-

Posons
I = [fé w do .

ot f et g sont des polyndmes trigonomé&triques tels que

f{f[z w do € 1 ; J|g|2 w do €1

WV E
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L'hypothése p<l implique que Log w est sommable et w = !hla ol

h  est une fonction extérieure dans H2 - On a
I= Ifag holi e” 2% g5 od. m o= |njet?

comme g est analytique, on peut écrire.

I = Ifeg X n? e723¢ 44

ol f et g sont des P,T., normés dans ﬁ; .

Finalement on obtient
1= f(foh)(geh) x e~21¢ 45

avee [fshle do < 1 flgohlg dog 1 + p est la borne supérieure
|1

de sous ces conditions,

Comme 'h est extérieure, l'espace engendré par les fonctions fh

oui f parcourt l'ensemble des polyndmes trigonométriques:analytiques
tels que Hfhﬂ2 < 1 ést partout dense dans la boule unité de H2 N

Il en est de méme des fonctipns du type gh « Comme toute fonction de

Hl se décompose en un produit de deux fonctions de H2 de méme module,
il s'ensuit que l'ensemble des produits (fh)(gh) , qui est contenu

dans la boule unité de Hl en tout cas, est dense dans cette boule,

D'ol l'expression de p :

p = sup|I] = suplff x e"2i¢ do|
£ £
a 1 a : —2i¢
oi fe H  , Hf“l €1 . p apparalt donc comme la norme de x e
identifiée & une fonctionnelle lindaire sur H1 .
Soit A dans L° tel que @
[h A do = 0 pour tout h dans Hl ®
Comme ¥ e~ 2% o5t 1a méme fonctionnelle sur H©- que e~230_ .

. N L)
dont la norme est majorée par la norme dans L , on a

B PO P

Ix e Y
L
4 ﬂf o €st la norme d'une fonctionnelle linéaire sur gt )
-]
Cette inégalité est vraie pour tous les éléments A de L qui s'an=

nulent sur Hl s donc
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=21 ¢ . -21¢
Ix e le, < lﬁf-ﬂx e ‘AHL” o
Comme HY est un sous-espace vectoriel de 1t sy i1 existe un prolon-
gement de la fonctionnelle x e'21¢ de Hl a Ll y qui réalise

1'égalité des normes (théordme de Hahn-Banach), et cette fonctionnelle

-2i¢_,

N <0
correspond & une fonection de L de la forme 1y e s

On a donc :
-23 . -2
x e, , = int fx ™% aaf
A L

Dtautre part il est évident que

f A'h do = 0 pour tout h dans Hl

si et seulement si A appartient 3 ¥ H

p = inf_ |x e"2 %oy _
AcXH L

et en remplagant A par x A ce qui ne change pas la norme, on & :

inf He‘gl¢
[}
AcH

o
L

"A” ©
L

ing |1 - 2% _
AcH L

cette expression sera transformée encore par le lemme suivants

Lemnme ¢

Pour gue p<l il faut_et il suffit qu'il existe €>0 gt A< H
tels que

|A| > € pepe et

lArg(Ahg)l < % - ¢ (mod 2w) .,

(Bien entendu ces conditions portent sur les veleurs de A et de Ah
4 la frontiére.)
Soit d'abord p<l .

I1 existe donc un &lément A de H  tel que :

1 -ae2¥ <1,
L

Cette inégalité implique que |A] > € ©pe.ps pour un certain >0 ,

car sinon, A peut &tre aussi voisin de O que l'on veut et |1 = A

321¢!
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est arbitrairement voisin de 1 .
Done 1l'inégalité

[1 - & e+2i¢| <1l =€

montre que A e21¢ est dans le cercle de centre 1 et de rayon lee

Ce cercle est contenu dans le domaine dféquation :

u-g-+e<9<-g--g

we

comme
Arg(an®) = Arg(a &21%)
Il s'ensuit que :
|Arg(Ah2)| < % - €
Inversement, supposons que
|A] > e > 0 et |Arg(an?)] < - €

A peut &tre de module trds grand mais on peut trouver un nombre positif
A assez petit tel que le domaine des valeurs de AA soit contenu dans

un cercle de centre 1 et de rayon 1l-e' , vu que A est borné et

?

[A[ >e « &' sera alors pris tel que :
0 < eg' < xe < g 3

donc

[ERRP VAR R

L
par conséquent p<l
CeQeFoDs

-~ On reprend la démonstration du théordme en posant ¢

V om— = Arg(Ahg) (mod 2m)
p<l implique

|» ] < % - ¢ pe«pse (Lemme),

Soit
eni(v+i'{§')

f =

v+iv  est analytique. Il en est de méme de l'exponentielle. De plus

e’ est sommable puisque |v]| < % - £ (théordme dans Zygmund). Donc
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f est dans gt « Comme 1 est réelle, Ah2 f >0 & la frontiére. De

plus comme f < Hl et Ahaez H2 s Ah2 f e Hl/2

qu'on va démontrer plus loin, Ah2 f est analytique sur la frontiére,

d'aprés un théoréme

On peut donc la prolonger en une fonction analytique dans le plan
entier, y compris le point infini, par le procédé de réflexion. Elle

est donc constante :

On peut alors écrire :
2 =k At et v o= k|7 &

-1 u . . .
Posons |ATT| = e ol u est bornée inférieurement et supérieurement ;
on obtient ainsi l'expression cherchée de w en rappelant que v &tait

définie comme le conjugué de ¥ , [|v|_ < n/2 .

- Inversement
N
. u+v T
Si w=e od u, v réelles, u bornde et . [v| <35,
L

alors p<l «

w peut s'écrire

A

-1 u

v o= gqe (¢ =)

off on a remplacé » par =¥,
. . =Vt ] . P -
Saient ¢ £ = e *iv et A fonection extérieure bornée telle que
|A] = ¢ 3 et soit h telle que :
-
|hl2 =w=gqe

Comme f et g sont dans H et extérieures, Y£./q est dans H2
et extérieure,
'2

nl® = w = |Af|

implique
Inf = |V/£ Val &

Or deux fonctions extérieures de méme module sont égales & une conse
tante multiplicative prés. Donc
2
h = a AT ol o] =1

Par conséquent

| Arg Tt h2H

o = |arg £ff < % par hypothése ; et 3
L L
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..]_l

| A > € (puisque JC S

Les conditions du lemme sont donc satisfaites et par conséquent o<1 ,

Cela achéve la démonstration du théoréme.,

On définit l'espace L? pour O<p<l comme l'ensemble des fonctions f

définies sur le cercle et mesurables qui vérifient :
[Iflp do € M

En posant :
Izl = [121® ao

On munit l'espace L? d'une distance, En effet :

Soient & et b deux nombres positifss Posons

af = 2 . P = B et p = % ou r>1 .
alors AT + BT < (a+B)T
done (A%+8%)/T ¢ A+ B
ou : (a+b)?P < af + P

Si a et b sont deux nombres complexes, on a
[(a+0) [® < ([a] + [0])? < [a]® + |v|P
donec
Iesell, = [le+el® ao < (1212 + [6]®) a0 = U2l + lell,
ce qui prouve 1'inégalité triangulaire.

L? est un espace métrique complet et pour

P

Pour cette distance,
toute suite fn convergente dans s 11 existe une sous-suite qui
converge presque partout.

On définit l'espace u? pour 0<p<l comme l'ensemble des fonc=

tions analytiques dans le disque et vérifiant :
Hpr = [lf(relx)lp do €« M pour O<r<l .,

Ainsi défini, H?  est un espace métrique complet ; on verra que g¥

peut &tre identifié & un sous~espace de ?

Certaines propriétés des espaces ied pour p>l sont encore vraies. s

Théordme

Toute fonction f de HP , ol O«p<l s S'écrit
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ol B est une fonection analytique bornée avec IB(elX)i = 1 peps et
f. est dans HP

1 avec fl(z) # 0 pour |z]|<1l .

Preuve :

Il suffira de trouver B' bornée analytique et f2 dans HF
sans°zéros telles que f = B f, ; car B' =B g ol B est analytique ;
|IB(e**)|= 1 peps, et g bornée extérieure. Alors f = B' £, = B(g fg)
est la décomposition cherchée,

Soit n entier tel que np»2 . Alors

ix,2/n
Ilf(re )] do € M < ®» , O<r<l ,

Désignons par Kr la fonction extérieure deZ”HQ pour laquelle on a

ix _ ix 1/n
|k (e*7)] = |z(re ) | pepe o K_(0)>0

Sa famille {Kr} est bornée dans HZ « Done il existe un point-limite

K de {Kr} pour la topologie étoile de g2 s et g2 étant séparable,

K posséde cette propriété : pour une suite ¥ »'1 fixée, et pour

chaque g de H2 °

1im JK (e*®) gle*®) ao(x) = JK(elx) gle™™) ao(x) .
Jre J
Or par un choix convenable de g (rappelons la formule de Cauchy !)

cette relation impligue

lim K (zo) = K(zo)
J> dJ
pour chaque 1z  fixé, [zo|<l .

Remarquons que K(0) # O o En effet Kr étant extérieure on sa

log|t(rel®)| do(x)

logIKr(O)In = flog[Kr(eix)ln do(x)
> log|f(0)| , O<r<l .

Donc la limite 1log|kK(0)| est finie, si f(0) # O ¢ Mais l'argument
s'applique & x"pf si f a un zéro d'ordre p 4 l'origine,

Done XK nfest pas identiquement zéro. Mais l'argument, formulé
plus largement, implique que |XK(r)| > If(r)ll/2 pour |r|<l . En
effet Kr(z)n est extérieure bornée dans le cercle, au méme module &

la frontiére que  f{(rz) . Donc

[£(rz)| < IKr(Z)In (|z]<1) &
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Quand rj - 1 on a & la limite

l£(x)| < () |® (|r|<1)

On pourrait démontrer que K(r) # 0 pour |r|<l (comme déja
fait pour 1r=0), mais cela n'est pas nécessaire, Comme K e-H2 '
K=¢C f, ol C est analytique bornée, |C(e**)| = 1 opep. , et
£y e 12 ' f3(r) # 0 pour |r|<l . Donc

£(r) = B" ¢® fg = (B" ") fg

o B' , définie comme f/K" , est analytique (puisque bornée pour
|r|<1).
I1 reste 4 montrer que f- est dans HY . Comme f_ < 12 a L°P s

n 3 n p3
np>2 , nous avons f3 e HPP sy Ce qui équivaut a f3 e HY .
La démonstration du théor&me est donc achevée, et de plus nous avons

démontré ce

Corollaire :

8i fe HP? et si sa fonction frontidre est dans L s T>p , alors
f el .,

Pour une fonction F appartenant & HF , On a obtenu la décomposition

suivante

od B el , |Ble?®)] = 1 G, e B5? ,

s'agit de rattacher & F définie dans le disque une fonction frontiére

1 DPepPe 3 G = G Ceci &tant il

f ¢ Cette fonction sera par définition

iX) iﬁ) n(eiX) ,

f(e 1

= Bfe G

oi B et Gl sont respectivement les fonctions frontiére de 3B(z)

et Gl(z) dans le disque. Le peruit de ces deux fonctions & la fron=-
tiére ne dépend pas de la décomposition j; en effet il est évident que
f est la limite dans LP de F 'quand r #1 ,

On a donc associd & tou¥esfonction F de gP pour O<p<l ,

une fonction f de LP :03

LP

L'espace apparalt done comme un souse

esapce de 6
Ainsi, certains résultats obtenus pour les espaces u? s D>1
restent encore vrais pour O<p<l ¢ Mais il y a des exceptions. Par

exenmple
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Toute fonction de HY (p»1l) stécrit comme l'intégrale de Poisson de
sa fonction frontiére (pour le cas p=1 gré@ce au théordme de F, et M,
Riesz).

Cette représentation n'est plus vraie pour le cas ou O<p<l .,
En effet F

3 11,

P xf n'a pas de sens général si f n'appartient pas

On illustre ce fait par un exemple :

Soit u une mesure arbitraire réelle non A,C. et soit
= ¥
F =P *dn

F est harmonique et F. dans Ll o
G(z) sera la fonction conjuguée de F(z) si Gr(elx) est la série
ix

)

trigonométrique conjuguée de Fr(e ; alors Gr vérifie

-”GrnP < ApHFrul €M 3 O0<p<l

La fonetion F + 1 G est analytique et appartient & H® , on peut lui
associer une fonction frontidre (théoréme précédent), Mais F + i G ne
peut pas &tre représentée par une intégrale de Poisson & partir d'une
fonction frontiére, parce que sa partie réelle Pr* dy* n'est produite
par aucune fonction frontiére. Soit par exemple u la masse ponctuelle

unité au point 1 sur le cercle :
P xdu = Pr(e

Pr + i %r est analytique et appartient & g¥ pour O<p<l + Soit :

K=i(p, +1i Pr) ‘

K est dans HP . Comme Pl(eix) = 0 partout sauf au point 1 , la
partie imaginaire de X est nulle presque partout & la frontiére.
Done P _» K sera réelle, si elle est définie, et ne peut pas repro=-
duire X(r) pour |r|<1 ,
Théoréme

Si F appartient & gl et si elle est réelle presque partout
sur un segment (a,B8) de la frontidre, alors F est analytique sur

ce segment,

Remargue H

Ce théordme n'est plus vrai pour f dans HP , O<p<l . En effet
il suffit de considérer la fonction définie ci-dessus qui a pour

expression
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Elle est réelle presque partout sur la frontiére mais n'est analytique

sur aucun arc qui contient 1 .

Preuve du théoréme :
1

Soit T dans H™ s Posons
F(z™1) = F(Z)
On a alors une définition de F pour |r|>1 , qui

dont les valeurs frontidres vérifient
Fle™*®) = F(e™*%) .

La prolongée de F est analytique pour |z|>l et

montrer gu'elle l'est aussi sur (a,B8)

le 1X2

Soiént e et e deux points de (a,B)

et de B ) tels que :

1 ixl 1 ix,
J |F(re ~)] do < = 3 J |F(re “)| do < =
o o

est analytique et

pour |z|<l . On va

(distinects de o

De tels points existent et on peut les choisir aussi prés de « et B

gue l'on veut., En effet posons

1 .
p(x) = f IF(re*®)| ar
(o]

alors :

it

o} o (o]

Q

JQ p(x) do = JQW JzIF(reix)l do 4ar Il ar JEﬂ IF(reix)I do

1
[ir,ly a0 <

Donc d'aprés le théoréme de Fubini p(x) existe presque partout. -

Soit
G(z) = .l_ ELE_ dg
21w vy =2

ol ¥y est un chemin fermé, qui est le contour d'un secteur du disque

de centre O et de rayon p>.1 . .
1X1 1X2
Ce contour passe par e et e .
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G(z) &ainsi définie est analytique & l'intérieur de vy , car la
dérivation sous le signe d'intégration est légitime.

D'autre part si 2z est un point du secteur, et si |r|<l , on
peut remplacer le chemin vy de cette intégrale par y' qui est le
ix:

1
et

Cette construction de y est justifiée par l'hypothése que Fe=H

contour du secteur de rayon 1 , qui passe également par e
1

ix2

combinée & la définition de F & l'extérieur du cercle par réflexion.

Mais il est évident que l'intégrale suivant <y' donne la valeur F(r);

donc F(r) = G(r) pour les points & l'intérieur de y' . De méme

-

F(r) = G(r) pour les points & l'intérieur de vy situés en dehors du

cercle, Donec G définit un prolongement analytique de F sur le

segment (o0,B8) , ce que l'on cherchait,

Théordme

Etant donné F appartenant & Hl/g et F20 sur un segment

ayB) du cercle, alors F est analytique sur (o,8) .

Preuve
. 1l/2 02 as
F étant dans H on peut l'éctire
F =G6GXK
1

H* et || = |K|] pep.

o7

oi G et K appartiennent

Comme TF(e'¥*) > 0 , On a :
G =K sur (a,B) o

Done G + K est réelle,
1

Comme de plus G + K appartient & H™ , on déduit d'aprés le théoréme

précédent que G + K est analytique sur (a,8) « En répétant le rai-

sonnement pour i(G-K) , on déduit gqu'elle est analytique sur (a,B8) .

Done G et K sont séparément analytiques sur (o,8) « Il en résulte

que F = G K est analytique sur (a,B)
CeQeFeD,

Ceci achéve le troisiéme probléme de la prévision,

Pour une application au quatriéme probléme, remarquons que la conclu=

sion subsiste si F présente un pdle 4 l'origine., La démonstration

dans Hl est d'un caractdre local $ poﬁr Hl/2
1

comme (z-kG)K o G,K appartiennent a H™ ,

11 suffit dtécrire

F
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Quatriéme probléme de la prévision :

Position du probléme :

Quelles sont les conditions pour que

p(@o.ﬂ;) —-_— 0 pour n =+ o 7

On rappelle que

e

<
1
Q

sup|(f,g) 2] s fe @ et ge
L

et £ ., <1, el , <1
L2 L2
M
Une condition nécessaire pour gue ceci ait lieu est que u soit abso-

lument continueet Log w e L1 sy avec

U= w do .
En effet, si dus # 0 , chaque vf de Li telle gque f£=0 ©p«p+. pour
~do appartient 4 la fois & Qo et & ¥, s donc  p=1 ., Si log w7ﬁLl N
5; et ﬁ% coIncident avec Li entier, et p=1 cette fois aussi.

Posons :

by = 0(5,F) = sup| [t T w ao] .

En changeant les notations, cela revient & écrire

P, = suptff g x% w do

ol fy, ged , [If]l, <« 1 et Jell , 1.
L Lu
Comme Log w = 1} ona w= Ihl2 s OU h est une fonction extérieure

de H° « En posant h = |h|e1¢ y On a :

o, = suplj(fh).(gh) ¥ e-2i¢ do

N

avec f[fhl2 do s 1 , [Igh|2 do < 1

Utilisant le méme argument que dans le troisiéme probléme Py s'écrit

o, = sup-|[f X e2 5] , o0 fe BY et Ilfl do <€ 1
f
- .on  =2i¢ e
I apparalit donc comme la norme de X e » considérée comme fonc-
tionnelle linéaire sur Hl o On a donc
p, = inf X"t e al o2 A e ®”

A
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(méme argument que dans le troisiéme probléme).
Ce qui peut encore s'écrire

o = inf He-2i¢' - xl-n An s A e H
n A o
I1 s'ensuit que

Lemme 1 :

La condition nécessaire et suffisante pour qgue I tende vers O

guand n tend vers o« est que :

e-2i¢

& @;.
-~ . : -l oo
O @& est la fermeture uniforme de (J x =~ H .
n>ww®
Propriétés de @L :
Comme U x‘n g est une algdbre (pour la multiplication ponc=-
n>=w
tuelle), il en est de méme de sa fermeture uniforme .

nog® s done @

Tout polyndme trigonométrique est dans \UJ x_
contient l'ensemble des fonctions continues sur le tore, De plus, d'une

- a o
maniére évidente, Q@ >H

Proposition :

a = ¢(T) + H

La démonstration n'est pas immédiate, mais elle ne sera pas donnée
parce que nous n'utiliserons pas le résultat. Il est bien évident que
€(T) + H  est dense dans & ; le fait 34 démontrer, qui surprend, c'est

que cet ensemble est fermé,

Définition 1

W : {w , fonction poids telle que G = 0 dans Li pour n = ®} ,

On sait que si we W alors Log w & 1t et wo= |h|2 avec h

-~

extérieure dans H- et & = |n| et? , ce qui définit ¢ & 2km prés,

Définition 2

WO l'ensemble des fonctions poids w telles qu' & chaque ¢€>0

on ait une représentation,
Log w = v + 8§ + ¢

ol r, s et t sont des fonctions réelles et telles que :

”r”m < E ”S”°° < g 4, t polynbme trigonométrique,

et S est la fonction conjugude de 5 .
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Propriétés de WO :

Si w e Wo s 11 en est de méme de wn'vpour n=*tl, ¥2,,..
En effet l'existence de telles représentations pour Log w est une
propriété additive et homogéne de Log w 3 il reste & montrer que wh

elnth 1

est sommable, Cela revient 4 démontrer que e L~ 4, ce qui est

vrai d8s que |nle < n/2 . ,\/
81 w e v il en est de méme de e?°g Yo
Comme toute fonction continue peut &tre approchée par un polyndme
trigonométrique, ises £ = u +t ol t est un polyndme trigonométrigue
et Jull < e , l'ensemble Log W_ = {r + § + t} contient les fonctions
continues réelles,
8i w est continue et w»&>0 alors we Wo oo
En effet ces conditions impliquent que Log w est continue et d'aprés

ce qui précéde
Log w e Log'wo
dtol we W .
o

~ Avec ces mémes conditions, w « W . En effet, w s'écrit dans ce cas

comme 3

ol h est une fonction extérieure. En posant h = |h| el® on a

w = h2 e-21¢ )
2 i1 2 1 0
D'autre part comme h est extérieure, h bornée, on a h e H .
Donc
e”21% o ym2 g

est le produit d'une fonction de H° et d'une fonction de ¢(r), donc
€lément de & , Cela implique que w e W .,
Avant d’'énoncer et de démontrer le théoréme qui donne la solution

du quatridme probléme, nous allons &tablir quelques lemmes préliminaires

Lemme 2 3 _
inf|1 - I A e1¢”é° — 0 pour n > o , si et seulement si 3 tout

€>0 , on peut trouver un entier n et A e H® tels que :

~¢ < LoglA] < e et =g < Arg(Ah2 x" ) < ¢ (mod 27)
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La démonstration est facile, Il suffit d'utiliser la mé&me technique

dans le lemme analogue du troisiéme probléme.

Lemme 3

Toute fonction réelle continue sur le cercle peut &tre approchée

uniformément par les fonctions du typé 

n [B R
Cte + Arg x [H —-:—gl—J
1 X j

A

ol @yseey o sont des .,points dans le disgue {IZI<1} et n est

——e So———

variable,

Il revient au méme de prouver gque toute fonction réelle continue de

valeur moyenne nulle est approchée par des fonctions dﬁ type

n 2 1l - a.%
l X s j_
ce qui s'écrit encore
nl - a.,x n n

Arg 1 —— = 2 Arg T (1 = a, x) = 2 Arg T (1 =a.2) (z = x )
Ces produits sont des polyndmes en 2z dont les zéros %r se trouvent
, . J
a l'extérieur du cercle unité et oit P(0) = 1 , Inversement chacun de

ces polyndmes s'obtient de cette maniére.
Soit f polyndme trigonométrique réel tel que ff do = 0 3

f + i f est un polynéme analytique et on a :

i(f£+if) _ § (if-£)"
e —'o—'—_—"‘n! )

Chaque somme partielle PN de cette série est un polyndme analytique,

et nous avons

Py == el(f+lf) uniformément pour |[rl<i .
Done P (r) # O pour tout r , |rf<l , & partir d'un certain N , et
les PN sont bien des polyndmes du type considéré plus haut.
De plus

2 Arg Py - 2f (mod 2m) &
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Comme f &tait polyndme trigonométrique arbitraire & valeur moyenne
égale & 0 , le lemme se trouve démontré,
Nous avons vu que w continue et vérifiant w>»e>0 appartient a

W et & W ., Mais généralement on a

Lemme L4

WOC W os
. . 2 _ g2 N -
Soit w dans W_ . Ecrivons w = [n| = |e®]|® ol h est exté-
rieure de H° y & = %(Log w + i Logw) « On pose h = |h|el¢ ; alors

2¢ = Log W

Pour € donné, soit

Log w =1 + 8 + t

ol flz] <€, s, <e ,t un P.T. Cette relation implique

2¢ =1 + 5 + t

1
oli encore |lrll < e, [Is| 6 < ¢ , t; un P¢Ts (conjugué de t & une
constante prés).
Approchons tl par une fonction de la forme
n nl = 0o.%
Arg B = Cte + Arg X I =————— (la.]<1)s
1 X = @, 3
dJ
En assimilant tl-B & s on doit supposer que
2¢ = T + s + Arg B
. . +.»‘\/ _"4+.
ol toujours |zl < e , |s|l, < e « Posons A = TV [ p o= TS
Alors
Arg n? = Arg(A £ B)

[Arg;(h2 A=t B-l)f < ¢ (mod 21)

" <

Comme A~ e 5 , |Log|a € 5 la condition du lemme 2 est vérifiée

(sauf dans les notations), done w est dans W ,
Théordme :

W est l'ensemble de toutes les fonctions w = IPI2

- un polyndme et L appartient & Wo .
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Soit v, e Wo et P un P,T, Alors Vo est dans W d'apreés
le lemme 4, Si encore |P|2 est dans W , on saura que |P|2 w, est
dans W . En effet, d'aprés le lemme 1, la propriété d'appartenir & W
pour une fonction-poids sommable est déterminée par l'appartenance d'un
argument e'2i¢ & @ , Comme @ est une algdbre, le produit de deux
fonctions de W sers dans W dés que ce produit est sommable,

Mais en effet lP|2 est dans W j; il suffit de rappeler la
définition de py Pour voir que cette quantité est O & partir d'un
certain N ,

Donc chaque produit |P|2 w, appartient & W ; reste & démontrer
que chaque v de W est de cette forme,

D'aprés le lemme 2, pour O<e<n/2 choisissons un entier n et

une A dans H s tels que

- n)

-¢ <.Logl|A| < & 4 =€ < Arg(Ah2 X < € (mod 2m)

oll, comme d'habitude, w = |h2| avec h extérieur et h = |h|el¢ .

Soit u la fonction réelle, [[ull < e , telle que

u = Arg(Ah2 x ) (mod 2m)
v/ °
et posons f = e'™*™ | Alors par définition la fonction
Q= AnZfy™®
N . n 1/2
sera a la frontiere du cercle, De plus x Q est dans H »

On sait qu'une telle fonction analytique admet un prolongement &
travers la frontiére dans le plen entier. Elle aura un pdle & 1'infini
du méme ordre qu'a l'origine,

Donc @ est un polyndme

Q =

& Z

n
k
Loy

n
réel et positif & la frontiére dont l'ordre ne dépasse pas n , Pour
achever la démonstration nous avons & tirer les conséquences de ce fait,

Les deux termes de 1'égalité

vB Q= Ane r

sont analytiques, et de plus hz(r) f(r) # 0 pour |r|<l . Donec A
n'a qu'un nombre fini de z&ros & l'intérieur du cercle, qui sont les
mémes que les zéros d'un polyndme Q » En écerivant A = Q Al nous

obtenons
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n -1 _ 2
Xx© Q Q7 = A b L

.

Le polyndme & gauche est différent de O pour |r|<l y un tel poly=-

ndme est forcément extérieur. Il s'ensuit que A, est extérieur.
Comme Azl est borné pour |rl=l s Oon conclut que Azl < H . Enfin
L st analytique.,
Done

2 _ ,=1 =1 , . n -1

est une représentation de h2 comme produit de facteurs analytiques
et extérieurs. '

Rappelons que Q(eix) >0 , donc Q est le module carré d'un
autre polyndme, Cela montre que la multiplicité de chaque zéro de Q

de module 1 est pair, ce qui sera encore vral pour le pdblyndme

Q Q;l . Posons x" Q Qzl = p° P, » ol p2 contient les zéros de Q Qzl
se trouv nt & la frontiére du cercle, et P, ceux 84 l'extérieur :
2 _ =1 -1 _2
h™ = Al Pl T P

Cela implique que hg/P2 est dans Hl s ou que h/P est dans H2 et

est extérieur.
D'autre part si R est un polyndme qui s'annule a& la frontiére

du cercle, et si on pose

2 =2 _=2 _ =l -1 _=2 _
B® P™° R™T = AT P, £77 RTT =k,
alors k n'est plus sommable, En effet si k = Ll s on aurait
"% = x Ay le f e 1/ , donc P , ce qui est faux.
Définissons w_ = |h2 P“zl s b, = h ™! , En suivant tout 1'argu-

ment avec w_  au lieu de w on arrive a4 un autre polyndme @Q . Si
Q avait des zéros & la frontiére, on pourrait encore diviser h
par un polyndme R qui s'annule & la frontiére, ce qui n'est pas
possible.
Le nouveau polyndme P sera donc une constante, Al = A 4 et

2 -1 -1

h0 = A Pl f

avec de nouvelles fonctions A, P f +« Mais cette relation donne

19

Log w_ = LogIA_ll + Log]f-ll + LoglPll
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qui est une représentation du type qui définit W, » Done w_ est

dans W_ , W =ip|? W, » et le théordme se trouve démontré.
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