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Introduction

N

Cet ouvrage est la rédaction d'un cours professé & la Faculté des Sciences
d!'Orsay au cours de 1l'année 1969-70. Le cours était destiné & des étudiants de
3eme année d'Université et avait pour double but de leur montrer quelques mé-
thodes de topologie algébrique et différentielle d'une part et, d'autre part, de
démontrer des résultats élémentaires de topologie. Au premier objectif correspond
1tétude des notions de groupe fondamental d'un espace et de fénction de Morse sur
une variété ; au second la démonstration du théoreme de classification des sur—
faces compactes, & 1'aide des notions précédentes,

Les connaissances nécessaires & la lecture de cet ouvrage sont celles qui
sont enseignées pendant les deux premidres anndes d'Université, C'est ainsi qu'on
n'a pas parlé d'espaces topologiques mais seulement d'espaces métriques, que
(sauf au ch,7) la notion de connexité par arcs a remplacé celle de connexité, et
que les variétés sont des sous-variétés d'un espace euclidien, Le choix, délibéré,
de ce nivean a cependant quelques inconvénients, Il a fallu admettre 1'existence
dfune fonction de Morse sur une variété, Bt le théoréme de classification, au
difféomorphisme prés, des surfaces différentiables compactes n'est pas démontré,
pas plus que le théoreme de classification pour les surfaces "topologiques" ; on
s'est contenté de la classification & 1'homéomorphisme prés des surfaces diffé-
rentiables, pour éviter les questions de reccllement des difféomorphismes,

Les chapitres 1 et 2 introduisent la notion de groupe fondamental et donnent

des exemples de calcul de celui~ci & 1l'aide du théoréme de van Kampen, notamment



(ii)
pour les surfaces compactes,

Les chapitres 3 et 4 sont consacrés & la définition et & 1'étude des varié-
tés et des fonctions de Morse sur les variétés, L'existence de fonctions de Morse
est le seul théordme "global" qu'on ait dfi admettre,

La classification des surfaces est traitée au chapitre 5. C'est un exemple
d'utilisation de fonctions de Morse. La technique de recollement des homéomor—
phismes est un peu fastidieuse, mais elle est plus susceptible de généralisa-
tion que les classiques méthodes combinatoires,

Enfin, le chapitre 7 contient une démonstration "élémentaire" du théordme
de séparation de 1l'espace euclidien en deux composantes par une surface compacte
connexe, Cette démonstration n'utilise pas la théorie de 1l'homologie, La dualité
d'Alexander a été dissimulée par la bonne connaissance du groupe fondamental
d'une surface et du groupe d'un noeud. C'est pourquoi le chapitre 6 donne quel~-
quesfélémenfs de théorie des noeuds,

Le lecteur qui désirerait approfondir les sujets traités dans cet ouvrage,
en restant encore 3 un niveau assez élémentaire (4e annde d'Université) peut
étudier :

pour la topologie algébrique, Me_Greenberg, Lectures on algebraic topology,

Benjamin Inc. (1967) ;

pour la topologie différentielle, J. Milnor, Topology from the differen—

tiable view point, The University Press of Virginia (1965).

A.G.

Orsay, le 19 avril 1970,



Chapitre 1. lLe groupe fondamental

On se propose d'associer a tout espace métrique X connexe par arcs un
groupe n(X), et a toute application continue f : X - Y wun homomorphisme
n(f) s n(X) ﬁ-n(Y). Deux espaces X et X' homéomorphes (1) ont des groupes
fondamentaux n(X) et n(X') isomorphes, de sorte que le groupe m(X) rend
compte de propriétés topologiques de ll'espace X , On s'efforcera de dresser

un catalogue des groupes n(X) pour les espaces X connus,

§14.Connexité (par arcs).

Soit X wun espace métrique, un chemin dans X est une application conti-
nue y 3 [a,b]-ﬁ X ob a,b€R, a< b. On suppose en général que a=0 et
b=1; on peut toujours s'y ramener par l'unique application lindaire affine
de [a,b] sur [0,1] =1 . On appelle alors origine du chemin vy le point

v(0) et extrémité le point y(1). On dit que l'espace X est connexe par arcs

si deux pointe quelconques X,y € X peuvent &tre joints par un chemin y d'ori-

gine x et d'extrémité y ,

Exemple 1, Toute partie convexe de Rn (en particulier toute boule) est

connexe par arcs,

(1) On dit que X et X' sont homéomorphes s'il existe une application bijec-
tive f 3 X —» X' continue ainsi que sa réciproque. On dit alors que f est un

homéomorphisme,
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PROPOSITION 1.~ La réunion d'une famille (Aj).

de parties connexes p.a. de
jeJ = —

X, ayant un point commun. & , est connexe p.2.

Si x € Aj et ¥y G_Aj“ , on obtient un
chemin qui. joint x & y en metbtant bout a

bout un chemin de x & a et un chemin de

PROPOSITION 2.~ la relastion R(X,y) = "il existe un chemin qui jbint x a y"

est une relation d'équivalence, Ia classe d'équivalence (composante connexe

Poa,) dfun point x est la plus grande partie connexe D.a, contenant x .

(facile),

PROPOSITION 3.— L'image continue d'un espace connexe p.as est connéxe”poa°

En effet, si vy est un chemin qui joint x & y dans X , le chemin
foy joint f(x) & f(y) dans f£(X).

On dit qu'un espace X est localement connexe p,a, si tout point =x de

X admet un systéme fondamental de voisinages connexes p.a. Par exemple, un
n P 5wy
ouvert de R~ est localement connexe p.a., €t plus geénéralement une variété

topologique (2)0

PROPOSITION 4.— Dans un espace localement connexe par arcs, les composantes

connexes P.a, sont ouvertes et fermées,

(2) On dit qu'un espace métrique X est une variété topologique de dimension .

n si tout point de X admet un voisinage homéomorphe & 'ﬁ? o
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Elles sont ouvertes d'aprés la proposition 2 et fermées dlapres la propo-
sition 1,

*
Remarque 1.~ Un espace connexe p.a. est connexe, Cela résulte du fait que le

segment [0,1] est connexe, donc aussi 1'image de tout chemin,sy

§2., Chemins, équivalence, composition.

Relation d'éguivalence : On dit que deux chemins ' et v, dans X
sont équivalents (ou homotopes & extrémités donndes), et on note Yoa¥y o stil

existe une application continue &8 : IXI — X telle que

Il

8(t,0) = v (t) , 8(t,1) =y, (),

8(0,s)

Il
-
N
O
h -
Il

y1(0) s pour O s 1.
8(1,8) = v, (1) = v, (1) .
. Intuiti-

Deux chemins équivalents ont méme origine X et méme extrémité 'x1

vement, si 1l'on pose (t) = &(t,s) la famille des chemins d'origine
’ Ys 35/, ¥y o

X, et d'extrémité X, est une déformation continue de Yo o Y, lorsque
s varie de 0 & 1, Plus précisément, l'application s+ Y est un chemin conti-
nu dans l'espace (métrique pour la convergence uniforme) des chemins d'origine

x et d'extrémité X1 ¢ (3)

(3) Pour tout & > 0, montrons qu'il existe o tel que S=8 { a0 =—=>
q ol N

SuPtGId(Ys(t)’YS (t)) ¢ € . Supposons, par l'absurde, le contraire ; il existe
0
i 1
€ , et pour tout n » 0 wun point (tn,sn) € IXI tel que lsn—sol < = et

d(ysn(tn),YSO(tn)) > e . Cette suite (tn,sn) admet un point adhérent (to,so)

et la continuité de & en (to,so) donne la contradiction,



ZY
A :
1 1
Ys
(@) ¥0- 1

t

Composition des cheming,~ I1 s'agit intuitivement.de'l‘opération de mettre
bout & bout deux chemins (déja utiliséé.au:§1), soient . y': et y" deux chemins.
dans X tels que ltorigine y"(0) coincide avec lﬁexﬁrémité v' (1), te composé
Y =7v'.y" est défini par les formules~suivantes

v'(2t) si 0gtg%,
) =
y'(2t=1) si

(SR

IN
ot

I\
—_
]

PROPOSITION 5.- la classe d'équivalence du chemin composé ne dépend que des

classes des chemins composants,.

Soient yé et yg des chemins compo§ables (imeg.,yé(1)'= Yg(@))" et &
et 6" des homotopies entre Yé et. y; d'une part, Yg‘ et y? d'autre part,
AiorS' y; et y? sont”composableg et 1'on a:

COHEREHE

Posons, en effet,. 81 (2t,s) si 0&tg%
6(t,S> =
s"(2t=1,8) si Ftg 1.

L'application & est une homotopie entre .Yéaygj et y;ay;,, Pour vérifier

que & est continue (comme plus haut_que.;Y',Y“i estﬂcontinu).on a df utiliser
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le résultat suivant :

X - Y une application continue et soient A et B

PROPOSITION 6.~ Soit f :

Si les restrictions f|A et B s¢

deux fermés de X tels que X =AUB.

continues, alors f est continue

1 "
Vi Yy

Associativité. La composition est associative pour les classes d'équiva-

lences ; c'est-=&~dire que l'on a
e (rtey™) = Grayt)oy”
8l les chemins sont composables, On peut donner des formules explicites pour

cette homotopie & partir du schéma suivant :

] 1"

Y Y°(Y"Y")

] [
L] =

ol —

Sl

(Y°Y')°Y"




6.

Eléments neutres et inverses, Notons €. le chemin constant d'image -

x € X . Pour tout chemin vy , d'origine x et d'extrémité y ,. on a .

R R T LS O

On le démontre & 1l'aide € oY Yo €
n g

des schémas suivants :

Y Y

Notons ?1 le chemin défini par ?1(t) = y(1-t) , on a alors :
M e et 7 €
Y°Y ~ < Y OY ~ Y ’ .

et on dit que ?1 est l'inverse de vy .

§3, Lacets, groupe fondamental,

On dit gu'un chemin vy dans l'espace X est un Jlacet en ¢x € X (ou de
base x) si son origine y(o) et son extrémité y(1) sont confondues en x .
Dans 1l'énsemble L(X,X) des lacets de base. x , la composition est toujours
possible, On note n(X,X) le quotient de L(X,X) par la relation d*équivalence

et on dit que cl'est le groupe fondamental (ou de Poincaré) de X en x .,

~ o9

Ctest. en effet un groupe (d“aprés le §2) pour la composition des classes de
lacets, L'élément neutre est la classe du lacet constant, et l'inverse, la
classe du lacet ?1 . On note souvent ce groupe n1(X,X) et on dit que c'est
le premier groupe d*homotopie de X .

PN

Remargue 2.— Soit X la composante connexe par arcs du point x dans X . On

a évidemment. L(X,x) = L(X,x) et la relation d'équivalence est la méme, dtol
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n(X,X) = n(X,X)o Le groupe fondamental n'a d'intérét que si X est connexe p.a.

THEOREME {.- S1 X est connexe par arcs, ®(X,x) = n(X,y).

Soit y wun chemin qui joint x & y ., Si & tout lacet £ en y on
associe le lacet £' en x défini par 4' = y.£°§1 , on définit une applica-
tion T n(X,y) - n(X,X)a_ L'application I est un homomorphisme de groupes

-1 -1 -1 A N
car. Y°5w51~Y ~ YodoY °y,,@1,y o Montrons que l'application
s u(X,x) » n(X,y) définie & 1l'aide du chemin ?1 est réciproque de T ;
. s .o -1 _1 ) —1 —1 .
cela provient des équivalences £ . ¥ oYeloy oY et L' o Yoy ¢foyey . Ceci

prouve que I' est un isomorphisme,

Remargue 3.- Ainsi le groupe n(X,X) ‘"ne dépend pas" du point-base x choisi..
On parle souvent de ,n1(X> sans autre précision, L'isomorphisme T ci—dessué
dépend cependant du chemin y. choisi et il n'y a pas d'isomorphisme canonique
entre n(X,x) et n(X,y)a C'est pourquoi on prendra soin de ne pas oublier
d'indiquer le point-base choisi,

On dit qu'un espace X est simplement connexe si m(X,x) est réduit &

1141ément neutre (en abrégé m=n(X,x) = 0). Ceci ne dépend pas de x , Par
exemple l'espace X réduit & un point est simplement connexe (i1 y a un seul

lacet).

Effet. d'une application continue, Soit f : X' —= Y wune application continue

et y = f(x)° En associant a tout lacet y € L(X,x) le lacet foy € L(Y,y)



on définit, par passage aux classes, une application

of) ¢« wlX,x) » w(¥,y)

qui est un homomorphisme de groupes. [On hote en général £ : (x,x) » (v,y) =i

y = £(x)].

PROPOSITION 7.— Soient f : (X,x) - (Y,y) et g : (Y,y) = (2,2)

ona: n(fog) = n(f)on(g).
De plus : a(id(x)) = id(xw(x,x)). (facile),

COROLIAIRE.— Deux espaces homéomorpvhes ont des groupes fondamentaux isomorphes.

Soit f 3 {X,x) - (Y,y) wun homéomorphisme et g = fT . Il résulte de 1la
proposition 7 que n(f)on(g) = n(id(Y)) = 1id et que n(g)on(f) = 1id ; ce qui

prouve que n(f) est un isomorphisme,

Applications homotopes (avec point—-base)° Soient (X,X) et (Y,y) deux

espaces avec point-base. Deux applications continues

fo ’ f1 s <X9X) - (Y,Y)
sont dites homotopes (basiquement) et on note fo ~ f1 s'il existe une appli-
cation continue P :XXI->Y telle que

F({x}xI) =y

FHXxm})zfo , Plxx{1}) =f£, .

THEOREVME 2.- Des applicationg fo s L. 8 (X,X)~» (Y,y) homotopes induisent des

1

homomorphismes égaux n(fo) = n(f1) s nw(X,x) - n(Y,y)°
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En effet, si £ est un lacet de X en x , 1les lacets fooﬂ et f ol

sont homotopes : une homotopie entre ces lacets est définie par

(t,s) H»F(z(t),s) ou F est une homotopie entre fo et f1 R

On appelle éguivalence d'homotopie une application continue

f : (x,x) - (Y,y) qui possdde une "inverse & homotopie pres", clest-d~dire une
application g : (Y,y) - (X,X) telle que :
fog . id(Y) , gof . id(x) .

On dit alors que les espaces pointés (X,x) et (Y,y) sont homéotopes.

COROLIAIRE.— Deux espaces homéotopes ont des groupes fondamentaux isomorphes.,

On a en effet n(fog) = n(id(y)) =id et m(gof) = n(id(x)) = ;d )

Exemple 2, Un espace homéotope & un point (on dit aussi espace: contractile)

est simplement connexe, Clest le cas de tout ensemble convexe de Bn .

Exemple 3, Toute courcnne plane C = {r < lzl {r est homéotope au cercle,

551
r +r

2

1

Si 1'on prend pour cercle le cercle § de rayon -, liinjection 8 -=C

admet pour inverse & homotopie prés la projection radiale,

Exemple 4. Le plan privé de deux points est homéotope & la figure 8, Le plan

privé de n points est homéotope au bord de la piquerette & n pétales,

>0 G,
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Exemple 5, Le ruban de Moebius est homéotope au cercle axial,

§4. Premiers exemples : cercle, tore.

A) Groupe fondamental du cercle,

Soit S1 le cercle d'équation X2-+y2 =1, et a le point (1,0) de

THEOREME 3.~ Le groupe fondamental du cercle est isomorphe & Z

On va construire un homomorphisme d ,75(81,23)-—> 7 et montrer que c'est
un isomorphisme, Pour définir d , on utilise une méthode de type différen-
tiable : on montre que toute classe de n(S1,a) contient un lacet différen-—

tiable et on définit d pour les lacets différentiables,

Notons 1T : R2-{O} = RZ la projection radiale de centre 0 sur le
1 X J
cercle S , Les formules r(x,y) = ( s== s 9) prouvent que c'est une
X +y X 4y

application différentiable,

Lemme {.- Deux lacets fo t £ de 81 , tels gue

- 1

d(fo,f1) = suplfo(t)—f1(t)l < k<1 sont homotopes,

Pour tout s € [0,1], on a sf1(t)+(1=-s)fo(t) £ 0, et la déformation

fo(t) = r((1—s)fo(t)-+sf1(t)) réalise 1'homotepie,

Lemme 2,- Tout lacet f de S1 est homotope & un lacet différentiable o

voisin de T .,
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Un lacet différentiable ¢ , c'est un lacet ¢ : I — 81 qui, considéré
comme application dans le plan, est différentiable., D'aprés le théoréme (4) de
Stone-Weierstrass, en approchant les deux coordonnées de f : I — R2 par. un

polynbme, on obtient une application différentiable 9, . I e’Rz telle que

lf(t)-wo(t)] < i-. Quitte & ajouter une fonction linéaire (partout inférieure
) E) on peut supposer que @O(O) = ¢O(1) =a, et que |f(t)—¢o(t)] < g R
Le lacet ¢(t) = r(¢o(t)) est différentiable. Il est homotope & £ par la
déformation r(s.¢o(t)-+(1—s)f(t)). Tl suffit en effet de supposer g < 2
pour que s¢o(t)-+(1—s)f(t) so0it non nul, En outre

lo(t)-£(t)] |¢(t)—¢o(t)|-+|¢O(t)—f(t)| 2 |¢O(t)-f(t)| £ €, ce qui prouve

que ¢ est aussi voisin de f qu'on veut,

£(t) 9, (%)

Degré d'un lacet différentiable. Le degré d'un lacet différentaible ¢

1 t
est, par définition, d(g) = 5%% %f . Posons 6(¢p(t)) = %([i %f s on
0 0

eie(cp(t)) .

voit, en comparant les dérivées, que @(t) = La fonction

e(¢(t)) est une détermination, continue en t , de l'argument de ¢(t), gqui

(4

) D'autres théordmes d'analyse sont bons & cet usage. On peut, par exemple,

faire la convolution de f avec une fonction-cloche différentiable.
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6(e(1))

s'annule pour t=0 , Le degré d(@) =-——§;m§f- est donc un entier qui est,

intuitivement, le nombre de tours effectivement parcourus par (p(t)o

Lemme 3,- Deux lacetbs différentiables voisins, ont méme degré,

Soient R et ? deux lacets différentiables tels que

|¢o(t)—¢1(t)| {e<1. Posons g_(t) =x((1-s) @O(t)-+s¢1(t)) ;  la Qiffé-

1 do_
rentielle d@s dépend continfiment de s et donc aussi d(¢s) =‘[ T;E*. La
0] 8

fonction d(@s), continue en s et & valeurs entidres, est constante (th. des
valeurs intermédiaires),

8i f est un lacet continu, on définit son degré a(f) par le degré
commun de tous les lacets différentiables voisins de f . Ce degré dépend
continiment de f , car deux lacets voisins sont voisins d'un méme lacet dif-
férentiable, I1 ne dépend donc que de la classe dthomotopie de f (méme rai-

sonnement qu'au lemme 3),

a) L'application 4 : n(s1,a) - 7 est un homomorphisme, On a en effet, pour

1
3

1 et

des lacets différentiables, d(@aQ') = d¢(§g) +(f d¢i<2221) =
. 1,
z

0

Udg(t) [T ae(¥) ;
=‘f; E$T%7 +‘[; 9$7T%7 = a(g) +d(p")a

b) L*homomorphisme d est surjectif : si n € 2, le lacet tw

2itnt
e

pour degré n ,
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c) Il est injectif : Soit ¢ différentiable tel que d(¢) = e(2§f))'= (OJEN

La déformation @s(t) _tis 6(p(t))

est une homotopie entre ¢ et le lacet
constant : comme 6(¢(1)) =0, pour tout s , P est bien un lacet,

Ceci achéve la démonstration,

Remarque 4.—~ Le groupe n1(S1) est commutatif., C'est toujours le cas pour le

groupe fondamental d'un groupe topologique.

B) Application : Théordme du point fixe de Brouwer.

Soit D2 le disque unité du plan

2 2

THEOREME 4.— Toute application continue f : D =D a un point fixe,

Supposons, par lfabsurde, que, pour tout =x € D2 , on ait x # f(x)ol La

1 de D° . soit

droite (X,f(x)) est alors définie et coupe le bord S

@(x) le point d'intersection qui est plus

proche de x que de f(x), L'application
o(x) '

@ 3 D2-» S1 est continue et @[31 = id(S1>,

Je dis que cecl est impossible.
Soit A une partie de X et x € A'; une application r ¢ X - A eét

une rétraction si rlA £ id(A),

PROPOSITION 8.- Soit r s X - A une rétraction et i : A - X 1'injection

canonigue 3 l'homomorphisme
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(i) ¢ n(A,x) - n(X,x)

a pour- inverse a gauche n(r) 5 il est injectif,

En effet r|A = id(A) signifie que roi = id(A), donc
n(r)on(i) = id(n(a,x)).
Revenons au th.4 ; on a n1(s1) =Z (th.S) et n1(D2) =0 (ex.2) et

il n'y a pas d'injection de Z dans O ,

¢) Groupe fondamental du tore.

THEOREME: 5.~ Le groupe fondamental du tore est Z X Z .

soit T =gl x g

le tore ; le th,5 résulte d'un théordme. plus général,
Soient (X,X) et (Y,y) deux espaces pointés et pX 3 (XXY,(X;y)) - (X,X)‘
et pY : (XXY,(X,y)) - (Y,y) les deux projections., Les homomorphismes

n(pX) 2 n(xxy, (x,7)) - n(X,x) et n(pY) s w(xxy, (x,7)) - =(Y,y) définissent

un homomorphisme p : n(XxY,(x,v)) - =n(X,x) x n(¥,y).

THEOREME 6,— L'homomorphisme p n(XxY,(x,y)) - n(X,X) X n(Y,y) est un

isomorphisme,

Il est en effet surjectif car la donnée d'un lacet en x de X et dtun
lacet en y de Y définit un lacet en (X,y) de (XXY) dont les projec-
tions sont les lacets donnés. Il est injectif car les homotopies dans X et

dans 'Y sont les projections d'une homotopie dans XxY .
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Chapitre 2, Le théoreme de van Kampen

81 X est un espace qui est la réunion de deux ouverts connexes p.a. U1

et U2 , dFfintersection U1n U2 connexe P.a., le théoréme de Seifert-

Van Kampen permet de calculer le groupe fondamental de X connaissant celui

de ~U1 , U2 " U1{\Ué » Dans la pratique, cela permet de calculer n1(X) pour

de nombreux espaces X .en se ramenant, par un choix judicieux de U, el 'U2 s

1

4 des calculs plus simples.

§1. Groupe fondamental de la sphdre.

THEOREME 1.- La svhére est simplement connexe.

3

Soit ~82 C:BJ 1la sphére d'équation X2+y2+22 =1 et a=(1,0,0).

Soit U1 l'ensemble des points de S2 de cote z > =%

et U2 l'ensemble des points de 32 de cote 2z <% .

La sphére et la réunion de U1 et U2 .. -Par projection

stéréographique, on voit que - U, et U, sont homéomorphes
& un disque plan ouvert (donc simplement connexes) et U1I)U2 & une couronne

(donc connexe), .Le théordme 1 résulte alors du cas particulier suivant du

théoréme de van Kampen ¢

PROPOSITION .- Supposons que X = uuy, ou v, et U, sont des ouverts

connexes ‘et simplement connexes, dlintersection U1n U2 connexe ; alors X

est simplement connexe,
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Démonstration de la proposition 1

Lemme 1,- Soient f : Y - X wune application continue, et (Uj)jEJ un recou-

vrement ouvert de X , alors (f_q(Uj))j€J ‘est un recouvrement ouvert de Y

(évident),

un recouvrement ouvert d'un es-~

Temme 2¢(nombre de‘Lebesgue).— Soit (vj)jeJ

pace métrique compact Y . .Il existe un nombre e > 0 tel gue toutes les

boules de rayon r € soient contenues dans un des ouverts du recouvrement,

Tout point 'y €Y est contenu dans un certain ouvert Vj(y)’ et il
existe donc un nombre a(y) > 0 tel que B(y,a(y)) C:Vj(y)° On veut montrer
qufil existe une borne inférieure e > 0 pour les oc(y)o Supposons (par 1tab-
surde) le contraire, pour tout n il existe un point Iy tel que la boule de
centre T, s de rayon % , ne soit contenue dans aucun des Vj . Soit y
un point adhérent (1) a la suite (yn) (Y est métrique compact) et soit N

1 1

tel que d(yN,y).< §~a(y) et % <% a(y). .La boule B(yN,%) est contenue dans

V. , ce qui est contradictoire,
i(y)

Soient maintenant x € U1ﬂ U2 et £ : I ->X unlacet en x , On veut
montrer que f est homotope & 0 . Pour cela, il suffit de montrer que f

est homotope & un composé P ePpeea®y s ol chaque est un lacet en x

P

soit dans U1 , .So0it dans U2 . Comme U1 et U2 sont simplement connexes,

chaque est homotope & 0 et leur composé aussi,

Px

(1) Pour qu'un espace métrique soit compact, il faut et il suffit que toute
suite admette un point adhérent, clest-a~dire qu'il existe une sous-suite con-

vergente,
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=1 =1
Les ouverts T (U1) et T (U2) recouvrent I = [O,‘[]o Pour n assez
k~1 k
grand (lemme»2), les segments E_ﬁ_’ﬁ] (1 kg n) sont contenus dans 1'un
ou 1ltautre de ces deux ouverts, Pour chaque Xk =1,...,0=1 , choisissons un

chemin Yy qui joigne x & x, = f(;—lf)° Comme U1 , . U. et U1ﬁ U2 sont

k 2
connexes P.a., Oon peut supposer Yy dans U1 . U2 ou U1ﬂ U2 suivant que
Xy est dans U1 , U2 ou U1n U2 . On note alors fk le chemin restriction
de £ & —:1,5 et 1'on pose
n 'n

i [%:1;5] c:f1(U,), alors est un lacet en x dans TU. , On a dfautre
n'n J J

Px

part f = f1,f2, °°°fn M P ePoe seaf 5 - CO qui achdve la démonstration,

Remarque 1.~ La proposition 1 permet de démontrer, plus généralement, que la

sphére Sn C:Rn+1 , d'équation Xf +oo ot Xi+1 =1, est simplement connexe

pour m 21 .

Exemple 1.~ Le complémentaire de 0 dans R , homéotope & la sphere S2

9

est simplement connexe,
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§2, Notions sur'les-groﬁﬁeso,(?)

Groupe,(non,abélien) libre & deux générateurs,

Soit E 1'ensemble de tous les mots finis (y compris le mot vide) qu'on
peut former -en Jjuxtaposant les symboles aP et b s, P et q € Z , Ebtant
donné un mot, on stautorise & effectuer les réductions suivantes :

-~ remplacer un groupe de deux symboles consécutifs a¥ 3 a4 par le sym—

vole aP™® , et de mdme avec b .

- supprimer a® et 1° o
Un mot sur lequel toute réduction est impossible est un mot réduit, Il est
formé d'une suite de éynmoles alternativement de la forme af et bt , .avec

des exposants non nuls, On vérifie sans peine que tout mot admet une unique

réduction, On note ZxZ Il'ensemble des mots réduits muni de la loi de compo-

sition suivante : le produit m,m! de deux mots est le mot réduit associé au

mot (non nécessairenent réduit) obtenu en écrivant bout & bout m et m?,

Pour cette loi, ZxZ .est un groupe, le mot vide 1'élément neutre, et
(&mpn,buqn,oao,amp1,b=q1)’_l“inverse de (bq19ap1,ooo,bqn5apn), etCooe

les applications pe (ab) et g+ (bq) sont deux homomorphismes injec—
tifs g;g $ Z—~Zx4 . En outre, 81 G est un groupe, p et V¥ Z =G des
homomorphismes, il existe un unigue homomorphisme 6 : ZxZ = G tel que

o ~

goa =9 , G0b =¢ , Il est défini par o((a?)) = o(p) , 6((v%)) = ¢(q).

(2),11 stagit de groupes non nécessairement commutatifs et 1'on adopte en géné-
ral une notation multiplicative, 1'élément neutre étant noté 1, BEn particulier,

le groupe additif Z sera représenté comme 1'ensemble de a® s, n entier,

: ; g ; n nt i+n
avec pour loi la multiplication a .a = an

s
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Groupe libre sur un ensemble S .

C'est une généralisation de la notion précédente., Au lieu de former des
mots & lfaide des seules lettres a et b, on utilise tous les éléments
8 €38, BEn particulier, si S est un ensemble fini & n éléments, on obtient

le groupe libre & n générateurs,

Somme de deux groupes (on dit aussi produit libre),

C'est une autre généralisation de ZxZ , Soient G1 et G2 deux groupes ;

N

on considére lfensemble des mots finis contitués a 1l'aide d!'é1éments de G1 et

d'éléments de G2 . On s'autorise & remplacer deux lettres consécutives g, ,g;,

si elles sont dans le uéme groupe G1 par ltunique lettre g1og; € G1 , et

de méme avec G2 . D'autre part on supprime les é1éments neutres, Comme pré-

cédemment, un mot réduit est une suite fini d'éléments provenant alternative-

ment de G1 et de G2 . L'ensemble des mots réduits, muni de la loi de com—

position évidente constitue le groupe G1*G2 somme de G1 et G2 o

Les applications g1t» (g1) et g2+» (gz) sont des homomorphismes injec-

tif 8 - t 2 -
ifs 91 G G, xG e §] C—2 G1*G

1 %05 5 On note souvent g1 1~é1ément

2 3

*G

(g.1) € Q. x0,

. De plus, si G est un groupe et By 2 G, =G, by 8 G, » G

1 1 2

des homomorphismes, 1l existe un unique homomorphisme y : G1*G2 - .G tel que

poe1 = p1 3 Hoep =By o clest-&~dire tel que le diagramme suivant soit

commutatif g
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G

B
1 1
¢, %G, -yl

2
62/{1/////7
G2 Pé

*Remarque 2,.- Une telle propriété "universelle" suffit & caractériser la somme

G1*G2 a un isomorphisme pres,x

Remarque 3.,- Si G2 est réduit & 1'é1ément neutre 1, 1'homomorphisme

o, : G »-G1*(1) est un isomorphisme,

Somme amalgamée de deux groupes.

Soient GO 5 G1 . G2 des groupes et Q1 ; Go-» G1 s ¢1 3 GO-» G2 des

homomorphismes, Soit N 1le plus petit sous~groupe distingué (3) de G1*G2 qui

contienne tous les éléments de la forme (@1(g),@2(g)—1) et (¢2(g),¢1(g)—1)

ol g € Go , et soit p : G1*G2 - (G1*G2)/N la surjection canonique. On note

(GT*GZ)/N =G, %, G, et on dit que c'est la somme de G, et G, amalgamée par

1%g "2 1 )
(o]
e .
(0]
&
1 M
V& 1
el T T e
o) ///)/ 2 1 Go 2
0
2 U,
6, o

(3) On dit qu'un sous-groupe N de H est distingué si tout automorphisme inté-
rieur x b h-1:xh de H envoie N dans N , Il est équivalent de dire que la
loi de composition de H induit une loi de composition sur l'ensemble quotient
H/N pour la relation d'équivalence x y_1 €N . Il est équivalent de dire que

N est le noyau d'un homomorphisme de H dans un autre groupeg‘Si K est un
sous—groupe de H ; l'intersection K de tous les sous-groupes distingués de H
contenant K est constituée de tous les conjugués hf1 kh , h €H, k€ K et

de leurs produits. C'est un sous-groupe distingué,
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Les homomorphismes by = uoe1 et W, = uoé, satisfont & : w,0p, = pzocpz
puisque les éléments 610@1(g) et 620¢2(g) ont un quotient qui est dans le
noyau N de u . De plus, si H est un groupe et ¢1 : G1 - H et ¢2 § G2-+H

des homomorphismes tels que ¢1ocp1 = ¢20¢2 , 1l existe un unique homomorphisme

= ¢0p1 et ¢2 = ¢0p2 o Il existe en effet un

E - %
¢ G1*GOG2 H tel que ¢1

unique homomorphisme ¢f : Gﬁ*Gz-e H tel que ¢1 = e1o¢’ et ¢2 = 920¢'. Mais
la propriété ¢1ocp1 = ¢2o¢2 montre que le noyau de ¢' contient les éléments
de la forme (@T(g),¢2(g)—1), g € Gb , et contient donc N ; l'homomorphisme

¢' passe au quotient par N ,

Caractérisation des éléments de N .

Pour qufun mot (non nécessairement réduit) représente un élément de G1*G2
qui soit dans N , il faut et il suffit qu'on puisse le réduire & 1'élément
neutre (mot vide) par une succession de manipulations des deux types suivants :

A.- Remplacer une lettre @1(g) par Qz(g), g € GO et réciproquement,

B.~ Remplacer deux lettres consécutives g5 ,gi ou g et gi € Gi

(i=1,2) par la lettre g; = giogi € Gi , et réciproquement décomposer une

n 1 ] 1 no T 3 3
lettre gl en une suite gi‘,gi si gl = gi°gi . (Cette manipulation ne

change pas 1'élément de @, %G, correspondant, Elle permet d'atteindre le mot

1772

réduit),
Tout é1ément de N est un produit d'éléments de la forme

(at"1,c;>1 (g),goz-(gj-?a), a €@

*G2 , g € Go , ou de leurs inverses, Par une mani-

1

pulation A et une manipulation B ou le réduit & (a_1,a) qui se réduit &
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( ) dans G1*G2 °
Inversement, montrons que si (m1,¢1(g),m ) est dans N , alors

)

(g),m,

-1 .
(m1,¢2(g),m2) est dans N . D'abord (g 5oy ) = (m11)(m1,¢1(g),m2)(m

2 1

est encore dans le sous-groupe distingué N ., Par multiplication par
(wf(g)’¢2(g)_1) € N, on obtient, aprés réduction B (qui ne change pas le
ot réduit) (o, (g),m ,m71), puis, de nouveau par conjugaison, (m_,q, (g),m )

" pusd iy 179 2

qui est donc dans N ,

Remarque 4.- Si GO = {1}, alors N est réduit & 1'élément neutre et la

somme amalgamée isomorphe & G *G2 s

1

Remarque. 5,— Si G2 = {1}, alors N est le sous-groupe distingué engendré

par - les @1(g), g € Go ; de plus G1*G2 est isomorphe a G1 (remarque 2). la

somme amalgémée est le quotient de G1 par -le plus petit sous groupe distingué

) ZGOS contenant @1(Go)o

1
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§3. Théordme de Seifert et van Kampen.

THEOREME 2.~ Supposons gque X = U1U U2 y= OAL U1 et Ué sont des ouverts con-—

nexes P.a, ainsi que Uo = U1n U2 o Soit x € Uo , alors w(X,x) est la somme

de ﬁ(U1,X) et n(Ué,x) amalgamée par n(Uo,x)o

yUx)\

n(U1ﬂ U., n(X,x)

%\ 4

2
U,,x)
Les homomorphismes Py 0 P ,-¢1 3 ¢2 sont induits par les inclusions,

On a évidemment ¢1ocp1 = ¢20¢2 , et le théoreme affirme que 1'homomorphisme

¢ n(U1)*n(Uo)n(U2) - n(X) associé (§2) a ¢ et ¢2 est un isomorphisme,

1

Pour. cela, on va montrer que l'homomorphisme ¢* : n(U1)*n(U

2)‘* n(X) associé

(§2) & o

3 et ¢2 est surjectif et que- N contient son noyau, Pour ces deux

propriétés, on va d'abord donner la traduction géométrique puis démontrer
celle~ci,

1ére partie.~ Soit f wun lacet de X en x , il s'agit de montrer qu'il
est équivalent (homotope) a un produit de lacets en x dont les images sont

contenues- dans les espaces U1 ou U2 o Ceci a été démontré au §1 dans 1la

démonstration de la proposition 1,

oéme partie (traduction).- Soient h_,h

0o oll des lacets -en x dans les
1772 n

h ) de

espaces U, et U, ; ils définissent un élément (h

19 2’°°°’

E(U1,X)*n(U2,x),A dont l'image par ¢' est le lacet h1.h2, °'°hn de X en

X . Si ce lacet f est homotope & 0 dans X , on va montrer qu'on peut
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transformer le symbole (h1,h2,,.o,hn) en le symbole (x),. ol x désigne le
lacet constant, & 1l'aide des trois opérations suivantes :

- H,-Si h est un lacet dans Ui en x , on peut le remplacer par un

k

lacet hﬁ qui lui: est homotope dans Ui o

. A!; si hk est un lacet dans U1 dont 1'image est dans U1f)Ué , on
peut le considérer comme un lacet dans U2 , et réciproquement,

- Bi- 8i hk est un lacet dans Ui tel que hk = hi,hﬂ ol hﬁ et hﬂ
sont des lacets dans Ui , on peut remplacer hk par h? ’h§'°

Cela suffit & démontrer le th.2 car, si- (h1’°°°’hn) est dans le noyau de
¢!, alors h1ch2° ﬂa,hn ~ (x) dans X , Dfautre part les manipulations A!
et B' sont les traductions géométriques des manipulations A et B, et la
manipulation H' correspond au fait que deux lacets homotopes définissent le
méme élément du groupe fondamental. Remarquons aussi que la manipulation A?
passe inapercgue dans un raisonnement géométrique si l'on identifie un lacet dans

U1 d'image dans Uo , au lacet dans Uo défini par la "méme" application,

2tme partie (Démonstration géométrique).- Soit (h

1 3000 ,hn) comme plus hau.t et

H : IXI - X wune homotopie dans X entre h1¢h2° 000 °hn et le lacet constant

x . Les ouverts H_1(U1) et H-1(U2) recouvrent l'espace métrique compact

IXI . Soit & > 0 wun nombre de Lebesgue (§1, lemme 2) de ce recouvrement, et

p un entier assez grand pour que E% £ € » L'image par H du carré
k-1 k j=1 j . .
== X E%Egm,él] , 1 Lkgnp, t £ Jnp est entier contenu dans 1'un

des ouverts U, ou U, noté U, .\ Nous allons nous borner au cas n=1 ,
1 2 i(k,3) =

p=2 . Une démonstration rigoureuse du cas général s'en déduit aisément par
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imitation, mais la complexité des notations gulelle exige la rend incompréhen—

sible,
£ : £ ;
A 1 D i) Cg‘ i o g .
. Sur la figure, on a indiqué la notation
A
X (1) s : (2) X qui représente le chemin dans X qui est
' Y
fl f?
D 1 A 2 égali & la restriction de H & chacun des
B
A . Ars 1 .
carrés de cO0té 5 contenus dans IXI . Si
xf (3) & (4) | 2
= s P le carré (1) a son image par H contenue
¢ K i

dans U1 par exemple, tous ses cbtés sont
des -chemins dans U1 o On note enfin vy (respo yf) un chemin qui jeint x &

H(B) (resp° H(E)) dans UO , U1 ou U2 sulvant que H(B) (resp° H(A)) est

contenu dans 1°'ouvert connexe UO § U1 ou U2 s

Le mot qu'on veut réduire & l'aide de H, A", B' est le mot (h1) g

~ (f1oy-1ay.f2) d*aprées H appliqué dans 1'ouvert A
qul contient h1 ’

" (f1py—1,y°f2) d'apres B}, '

o (Xaf;.goy~1,yof2) d'apres H appliqué dans l'ouvert Uy qui
contient 1'image du carré (1),

~ (xofzay'—1oy'ogay_1,y,f2) pour la méme raison,

~ (Xsf;avﬁ_1,y',g.y—1,yef2) d*apres B?,

~ (X,Xox,g“,y”-1,y“,gyf1,y°f2) dtaprés H pour le carré (2),
i (g”oy”“T,Y’ogay_1,yof2) d'apres B',

Llopération symétrique sur Y°f2 donne 3
Ly ey e oy e

et en appliquant deux fois B' et H, on obtient.

~ (x), ce qui achéve la démonstration,
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Lemme 3,— Si

o

Au cours de ces réductions on a utilisé le lemme suivant g

IXT - X est une application continue, si Ts désigne le

chemin restriction de & au c6té AB de IXI , et 1, le composé des res—

trictions aux c8tés AC, CD et DB, alors Y, t Y, sont équivalents (homotopes

3 extrémités 6(A) et 6(B) fixes).

A

B

L'homotopie se déduit tres facilement du

schéma de la figure ci-contre.
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§4. Premitres applications,

Remargque 6.- On applique souvent le théoréme 2 lorsque X = A1U A2 , ol A1 et

A2 sont des parties connexes p.a. ainsi que Ab = A1ﬂ A2 , et que, de plus,

A1 et A2 possédent des voisinages ouverts U1 et U2 tels que les injec-

tions Ao C:UO = U1ﬂ U2 ; A1 c U, et A2 C:U2 soient des homéotopies, Si

1
x € Ab , 1le groupe n(X,X) est la somme de n(A1,X) et n(A2,x) amalgamée

paxr n(AO,X)@

PROPOSITION 2.- Le groupe fondamental de la figure 8 est un groupe libre 2 deux

7z 2

générateurs,
A1 A2 U1 UO U2

La figure 8 est la réunion de deux cercles Aﬁ et A2 d'intersection
réduite & un point Ao . On voit facilement qu'on est dans les conditions de la
remarque 6 et le groupe fondamental est un groupe libre & deux générateurs, 1l'un

étant un générateur de ﬂ(A1), l'autre un générateur de n(Ag)

e (///'

Plus généralement, on démontre, par récurrence sur n , que le groupe fon-

damental de la pAquerette &% n pétales (ch.1, ex.4) est un groupe libre & n
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générateurs,

PROPOSITION 3.- Le groupe fondamental du tore percé d'un trou est un groupe libre

& deux générateurs.,

Soit T1 = S1 e S1 le tore paramétré par les couples (e,¢) de nombres
modulo 2m . Le cercle ©6=0 est le méridien m (orienté 0 croissant) et

le cercle ¢=0 le paralldle p (orienté 6 croissant). Le tore percé d'un
trou est 1l'espace V1 complémentaire d'un "carré" C : 0<6< e, 0<¢<e¢
(on obtient un espace homéomorphe en n'Stant qu'un disque ouvert contenu dans le
carré précédent). Cet espace est la réunion du cylindre

A, = (e g g 2n) =[g,2n] xm et du cylindr§ A, =(eg9g2n) = x[e,21] :
dont 1l'intersection est le carré AO = [s,2n] X [e;2n]. Comme dans la prop,.2,

le groupe n(V1,O) est un groupe libre & deux générateurs, le générateur m de

n(A1,O) et le générateur p de n(A2,O).

Le bord de V., est le bord y_ du carré [0,e] x [0,e]. Parcouru dans
le sens direct, Ya est un lacet. en 0O dans V1 . ILa famille des bords Y

des carrés [O,t] X [O,t] , €& 1t 2n est une homotopie entre Y, et le

lacet pm p_1 mf’, Une nouvelle application du th.2 a T1 = V1U C permet de
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retrouver n(T1) S

j ZxZ

32 ~
\\\\a(});///1

Z

L'homomorphisme = j envoie le générateur Y, de n(V1n ¢) dans le commutateur

1

[p,n] = pm p-1 w ', Le groupe n(T1) = g*z/(pm P m-1) (remarque 5) est le

groupe abélien libre & deux générateurs m et p.

§5, Recollement d'espaces.

Soient X et Y deux espaces métriques, A une partie compacte de X et
f ¢+ A-Y une isométrie, Sur XUY , soit R 1la relation d'équivélence qui
identifie a - et f(a), a €A, Laclasse x de x € X est {x,f(x)} si
x €A, {X} sinon ; la classe § .de y €Y est {y,f_1(y)} si y € f(A),
{y} sinon. Sur 1l'espace Z = (XUY)/R on définit une distance par :

d(x,x') = d(x,x*) si x,x' €X,

a(y,y') = dly,y*) si y,y' €Y,

A(y,x) = a(x,¥) = inf (d(x,2)+d(f(a),y)) si x€X,y €Y.
: atchA

Dans la derniére formule, la borne inférieure de la fonction continue

d(x,a)+d(f(a),y) est atteinte en un point a du compact A ., Montrons qu'il

s'agit d'une distance, Si d(§,§) =0, 1l existe un point a € A tel que

d(x,a) =0 et a(f(a),y) =0, d'ou x=a, y=—=:(a) et X=y . Ia symétrie

est évidente ; 1'inégalité triangulaire se démontre différemment suivant les cas

de figure. Si, par exemple, x, 2z € X et y €Y, ona :
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d(x,y) = alx,a)+d(f(a),y) , a €A,

il

a(y,z) = a(y,f(a?))+d(ar,z) , a;€ £ 3
d(;,z) = d(x,z) RS d(x,a)+d(a,a?)+d(a',z).

Mais a(a,a') = a(£(a),£(a)) < a(£(a),y)+d(y,£(a"))
puisque f est une isométrie ; dlol le résultat.

Les inclusions canoniques i 3 X =2 et j : Y - 2 sont isométriques.
En particulier-: Z—j(Y) = i(X-4) est ouvert de sorte que i(X) et j(Y) sont
fermés dans 7 . ILa donnée d'une application continue g‘; Z - T est équiva-
lente & la donnée d'applications continues h : X - T et £ : Y- T telles que
hiA = fof et l'ona h =goi et £ = goj (cf. ch.1, prop.,6)_° D'autre part, si
X et Y sont compacts, Z est compact,

On ne donnera pas de définition générale d'un espace obtenu.en identifiant
x et f(x), o f est une application d'une partie A de X dans X  lui-
méme, Dans les cas particuliers, des définitions adéquates'sont faciles & trou~
ver, Considérons, par exemple, la spheére S2 et 1ltapplication £ :-S2 - SZ‘ de

symétrie par rapport au centre, L'espace obtenu en identifiant =x et f(x) est

3

1'espace projectif P2(R)’ espace des droites de R’. Si on munit PZ' de la

métrique définie par a(x,y) = inf dlx,y) , x €x, y €y

1'application canonique p S2'-9 P2 est une application continuye localement

isométrique (elle conserve les distances inférieures & V?). De plus - P2_ est

un espace compact,
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1 On remarque que S2 s'obtient en recol-

lant deux calottes D1 et D2 a4 une couronne

tropicale C . Ia restriction de p a D‘l

v D ou D, est une isométrie, IL'image de C par

2 2
p est une bande de Moebius M dont le bord
est 1l'image isgmétrique du bord supérieur de C . L’espace P2 est réunion de
M et du disque D = p(D1), l'intersection de M et D étant leur bord com—
mun homéomorphe & un cercle,

Le théoréme de van Kempen permet souvent de calculer le groupe fondamental

dfun espace obtenu par recollement,
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§6. Les surfaces compactes,

On note T2 1l'espace obtenu par recollement de deux exemplaires V; et
V; de V. 1le long de leurs bords circulaires S' et S" par 1l'homéomorphisme

1

(S',O') - (s",0") qul renverse 1l'orientation. On note § = S' = S" et on dit

St Sm '

que T2 est la surface oriéntée de genre 2.

le guotient du groupe libre & guatre générateurs a1,b1,a2,b2 par le sous~groupe

N ¢ p -t -1 -1.-1
distingué engendré par [a1,b1][a2,b2] =aba, b aba b .
On applique de nouveau le théoréme 2 avec AO =8 j A1 = V; , A2 = V: )

L'image du générateur S par j' est la classe de §', c'est-d~dire [p,m]
(cf. §4) et par j" c'est le lacet inverse de 8", c'est-i~dire

-1 -1 -1
[pt,m']”" =m' p' m* ' p' . Posant a1=n1,b =p, a, =n', b, =p', on
voit que n(Tz,O) est le quotient de ZxZxZ¥Z par le sous-groupe distingué N

correspondant & la relation [a1,b1] = [az,bz]—1. C'est le sous-groupe distin-

gué engendré par [a1,b1][a2,b2].
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Désignons maintenant par V2 l'espace obtenu en 8tant un petit carré & T2.

PROPOSITION 5.- Le groupe fondamental de V2 est un groupe libre & guatre géné-

rateurs,

Supposons le carré C symétrique par rapport & S (voir figure), et soit

I= sn'v2 , c'est un espace homéomorphe & un segment. On a V2 = A'U A", ou

A' et A" sont homéomorphes a Vg et A'PA" =1 . Le théoréme 2 montre

que n1(V2,O) est un groupe libre & quatre générateurs a1,b et le

17820 P
bord y du carré C a pour classe y = [a1,b1][a2,b2]. En effet, le bord

y = OABECDO du carré ( est un lacet en 0 dans V2 homotope aw composé
des lacets OABEO et OECDO (le trajet BO et retour s'effectuant sur le seg—
ment I). Or on sait que la classe de OABEO est [a1,b1] et que la classe
de OECDO est [az,bz] ; diol y = [a1,b1]a[a2,b2], On retrouverait n1(T2)
par une nouvelle application du théoréme 2,

Nous admettrons pour V comme pour V? que les résultats ci-dessus ne

2

dépendent pas de l'endroit ou on a percé le petit trou, rond ou carré. On défi-

nit alors, par récurrence, la surface T orientée de genre n , ainsi que Vn:

&L
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DEFINITION.- Pour n » 1 , V_ est 1l'espace obtenu en Jtant un petit disque de

n
T., et T est obtenu en recollant V et V le long de leurs bords.
n’ T ‘n# == n T 1 = -

2 ' 2
On pose TO =35 et VO =D o
- (===
T T T '
o] 1 n

PROPOSITION 6.~ Le groupe fondamental de v est un groupe libre & 2n géné-

rateurs a1’b1’°°°an’bn , dle bord y de Vn a pour classe

-: b [ } ° i
Y [aT, 1][a2?b2] [an,on] Le groupe fondamental de T ~ est isomorphe au

quotient du précédent par le sous-groupe distingué engendré par y .

Démonstration par récurrence analogue & celle de la prop.5 .

Remargue 7.~ BEtant données deux veriétés V et V' de dimension n (ch,1, §t,
note 2), un petit disque fermé D dans V est un disque de dimension n dans
un ouvert de V homéomorphe & En . On note V $ V' 1l'espace obtenu en recol-
lant V-int(D) et Vﬁuint(D“) par un homéomorphisme de leurs bords S et 8¢
qui sont homéomorphes & la sphére SnuTa On peut vérifier que V § V' est une

variété de dimension n ;3 on dit que c'est la somme connexe des varidtés V et

V', Ainsi Tn+1 = Tn # T1° Si r » 3, la sphere Snﬂ_1 est simplement con-
nexe (§1, remarque 1), de sorte que #(V) = m(V-int(D))xn(D) = m(V-int(D))

d'aprés le th.2 et les remarques 4 et 5 du §2. Une nouvelle application du th,2

montre que wV # V') = n(V)»*n(V*)., Ceci est faux pour n=2 (prop.5 et 6),
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§7. Les surfaces non orientables (4\°

Le plan prbjectif réel P2 est la réunion d'un disque D et d'une bande
Moebius M d‘'intersection S = DNM homéomorphe & un cercle (§5), Le groupe
fondamental de M est infini cyclique (ch.1, §3, ex.5) et son bord S est un

lacet homotope au double du générateur (en notation additive).

PROPOSITION 7.- Le groupe fondamental du plan projectif est un groupe & deux

é1léments,
Ceci résulte du th.2 et du diagramme :
z 7/(2)
\O / .
En notation multiplicative, n(P,) est le quotient du groupe libre & un géné-
o 2
rateur « ©par le sous-groupe engendré par o .
La somme connexe de deux exemplaires de P2 est le tore de Klein
U2 = P2 # P2 qui est obtenu en recollant deux bandes de Mcebius le long de

leurs bords homéomorphes au cercle, En appliquant le th.2, on démontre que

n(UZ) = Z*Z/(az 2) ol o et B sont les deux générateurs, Posons plus géné-

w

ralement Uﬂ+1 = Un # P, on dif que Uh est la surface non orientée de

genre n , et 1l'on a, par récurrence :

PROPOSITION 8.~ Le groupe fondamental de la surface Un non orientée de genre n

7

est le guotient du groupe libre 2 n générateurs «,B,...,v par le sous—groupe

distingué engendré par aZBZQOBVZ .

(4) La notion d'orientabilité sera précisée plus loin.
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Remargue 8,- On peut démontrer que T1 # P2 est homéomorphe & U2 P

par récurrerce, que

U

20+

1

est homéomorphe & Tp + P

2

et

U2n+2

, 0 dlou,

N

a Tn # U2 4
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Chapitre 3. Fonctions dérivables et variétés

11 est nécessaire d*indiquer la définition et quelques propriétés des fonc~
tions dérivables pour étudier une classe particuli®rement intéressante d'espaces
métriques : les variétés différentiables, Plus précisément une variété diffé-
rentiable est un sous-espace dfun espace euclidien Bn suffisamment "bon" pour
qu'on puisse parler de fonction dérivable sur la variété (1). On s‘tintéresse
surtout, ici, aux variétés de dimension 2 ou surfaces. Le lecteur peut trouver
les démonstrations des résultats indiqués dans ce chapitre et des développements

complémentaires dans J. Dieudonné, Fondements de 1'analyse moderne (Gauthier-

Villars, 1968) et H, Cartan, Calcul différentiel et Formes différentielles

(Hermann, 1967).

§1. Applications dérivables.

Définition.~ Soit U un ouvert de R® et £ une application continue de U dans

g . On dit que f est une application dérivable en a € U s'il existe une

b

application linéaire Df(a) : R® - rY  telle que 3

leG)=tla) - pf(a)ox=alll L o ona x—a (x4a).

B |

L'application lindaire Df(a) ¢ L(RY,R%), wunique, si elle existe, & posséder

cette propriété est l'application linéaire tangente & f en a ., ILe rang de

(1) On peut donner une définition intrinseéque d'une structure de variété dif-
férentiable sur un espace métrique sans supposer que c'est une partie de EP
(voir N, Bourbaki, Variétés différentielles et analytiques, Résultats §5) ; mais
on peut démontrer que 6ette définition n'est pas plus générale que celle que nous

donnons,
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1'application linéaire Df(a) (dimension de l'image) stappelle le rang de T
en a ..

Une application linéaire ¢ : R—>R est définie par le nombre ¢(1). La
dérivée usuelle f'(a) de f : R—-R est précisément égale & Df(a).t . si

b

£ : RY » RY est une application linéaire, elle est dérivable et, pour tout

a € Bp , on a Df(a) =71 € L(Bp,Bq).

Application de classe Cr,— Si f est dérivable en tout point a € U ,

1ltapplication Df : U - L(Rp,Rq) qui, & x € U, associe Df(x) est 1'appli-

cation dérivée de f , Si Df est continue, on dit que f est de classe C1,

ou continuvement dérivable. Si Df est dérivable, sa dérivée

p(pf)(a) € L(r®,1L(R",rY)) éfinit une application bilinéaire

b a

sz(a) H Rp><R - R*, 81 Df est de classe 01, on dit que f est de classe

02 et (th. de Schwarz) sz(a) est bilindaire symétrique., Plus généralement,
on dit, par récurrence, que I est de classe " si sa dérivée Df est de
1

= . ® . v 2o p
classe C ; on dit que f est de classe C si toutes ses dérivées suc~

. T . .
cessives D f sont continuement dérivables,

Dérivée dlune fonction composée,— Soient U wun ouvert de RP, V un

ouvert de RY et f : U - RrY ,y 8 2V = R des applications, Si f est déri-
vable en a €U et g en f(a) €V, alors gof est dérivable en a et sa

dérivée est D(gof)(a) = pg(f(a)) onf(a) : Bp-* Bn ¥
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Dérivées partielles.- La donnée d'une application f : U - RS est équi-~

valente & la donnée de q - fonctions f1,...,fq de p variables x1,..,,x .

of
La dérivée partielle SQE' au point a = (a1,...,ap) est la dérivée en aj €R
. Y

de l'application composée Xj - (a

,ooo,Xj,ano,ap) =2 fi(aT,oo-’ijoooyap)o_

i

D'apres ce qui préceéde, si f est dérivable en a , elle posséde des dérivées
partielles et la matrice représentant Df € L(Rp,Rq) sur-les bases canoniques

est la matrice jacobienne :

0
5L
ax .O'ax' L
1 J
CR I
. ax ..Bbx'..ﬁ
1 J

Ia réciproque est faysse ; cependant, pour que f soit de classe C1 dans U ,

1l faut et il suffit qu'elle admetﬁe dans U des dérivées partielles continues.

§2. Théoréme de 1'inversion locale,

Soit f U a'Rq une application de classe Cr ;7 supposons que f soit
une bijection de U sur un ouvert V = £(U) et que son inverse f—1 soit

dérivable, On dit alors que f est un Cr—difféomorphisme de U sur V ;-

: -1

on a nécessairement p=gq , Df_1(f(a)) - (Df(a))—1 et f =

est de classe (.

une application de classe C

e

THEORENME 1 (inversion locale).- Soit f : U-R

si en un point a € U L'application tangente est de rang p (application

lindaire inversible), il existe un voisinage ouvert A de a tel gue la res—

triction f|A soit un C'-difféomorphisme de A sur f(A).
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Ainsi la dérivée d'une application dérivable rend compte des propriétés

locales de celle-ci,

COROLLAIRE (fonctions implicites).- Soit U un ouvert de rY xgl et

£ :U-RY une application de classe ¢* . Si au point (a,b) € U la dérivde

partielle D2f(a,b) : R » g% est de rang q , 1l existe un voisinage V Jde

b

(a,b), un voisinage W de a dans R® et une application g : W - R® de

r . - . « 7 &
clagsse C telle que les conditions suivantes soient équivalentes :

(1) (xy) €v et £(x,y) =1(s,b),

(ii) xevw et y=alx).

P5<Bq définie par n(x,y) = (x,f(x,y)) est

Bn outre l'application h : V=R

un Cr—difféomorﬁhisme de vV sur h(v).

La dérivée partielle sz(a,b) est la dérivée de 1l'application

yr f(a,y) au point y =1b € Rq'. La deuxiéme assertion du corollaire résulte

du th.1 car la dérivée Dh(a,b) : §P><Rq' Pur? s'exprime en matrice par

- R
blocs @

id(r®) 0
Dh(a,b) = - :
th(a,b) sz(a,b)

C'est donc une application de rang p+q , et h est localement inversible.
Son inverse s'écrit hf1(x,z) = (X,g(x,z)) et il est facile de montrer que g

convient pour la premiére assertion du corollaire.
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§3. Variétés différentiables.

Définition.- Une partie M de RY est une variété différentiable de dimengion

p , de classe ol , Si elle posseéde la propriété locale suivante :

(P) pour tout point a € M, il existe un ouvert U de RP , un voisgi-

nage W de a dans Rn et une application ¢ : U - Bn de -classe Cr , de

rang p , telle que @(U) =WNhM.

On dit que ¢ est une paramétrisation de M au voisinage de a ., Quitte
&4 faire une translation sur U , on peut supposer que @(O) =a ; on a alors
une paramétrisation centrée en a ,

La propriété (P) est équivalente & la suivante :

(P) pour tout point a € M, il existe un ouvert X de Bn et un Cr-
difféomorphisme ¢ dev X  sur un voisinage W de a dans Bn tel que
n

1 o s e~ Yn=o) de _R_' .

¢(XI\EP) =WNM, ou Bp' est le sous-espace (yp+
I1 est clair que (P') entrafne (P) si 1'on pose U = Xf\Bp et ¢ = ¢|U .

"La réciproque se déduit du lemme suivant :

LEMME,- 81 ¢ : U~ Bn est une paramétrisation de M centrée en a , il

existe un voisinage X de O dans RS et un Cr-difféomorphisme ¢ de X

sur un voisinage W' de a dans R tels que xnrY = v

soit contenu dans

U, gue ¢(U') =Ww'nM et que ¢lur = ¢]U‘ soit une paramétrisation de M

centrée en a .

L'application ¢ est de rang p en O et 1l'on peut supposer, aprés per—.

09,
mutation des coordonnées X, de R que le déterminant de la matrice (553 .
J
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1igp, 1<jgp estnonnul. L'application ¢ : U X Bp_p

- R% définie
par

d)i(y'l’.‘.’yl'l) = CPi(y1,----,yp) ’ 1 \< i \< P ’

(y peess¥y) =Y

p+k P p+k(y 9"',y ) 1 1 \< k\< n—p"

est de rang n en O car sa matrice jacobienne s'écrit :

dy. | oy,
Y5 ¥5
3(4) = | b
o | ia

On prend pour X un voisinage de O € Rn assez petit pour que ¢1X soit un

difféomorphisme de X sur un voisinage W' de a contenu dans W .

X
-

Remargue 1.— Comme ¢ est injective, il résulte du lemme qu'd condition de
remplacer U par un voisinage de 0O plus petit, on peut supposer que la para-

métrisation ¢ est injective. L'application ¢—1 s'appelle un systeme de

coordonnées locales au voisinage de a ou une carte centrée en a ,

Remarque 2.- Une variété différentiable de dimension p est une variété de
dimension p au sens de la note 2 du ch.t puisqu'une paramétrisation est un

homéomorphisme,
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. 7 7 - . : n . 2
Exemple 1.~ Une variété de dimension 1 est une courbe dans R, une variété

de dimension 2 une surface,

Exemple 2.~ On vérifie que la sphére x2+y2+22—1 =0 est une variété de dimen-

sion 2 dans R3 . De méme le tore d'équations paramétriques

x = (3 + cos ¢) cos 6,

(% + cos ¢) sin 8 ,

~
Il

Zz =s8in ¢ .

U~ Rn est une paramétrisation de

Changement de paramétrisation.- Si o

M au voisinage de a ,U' wun ouvert de RP et 6:U'=T un

Cr—difféomorphismé, l'application ¢o6 : U' - R" est une paramétrisation de

M au voisinage de a , Inversement, soit p' : U' - Bn une paramétrisation
de M , - montrons que ¢— op!' =6 est un Cr—difféormorphisme de . U' sur ‘U
(on suppose ¢ et o injectives)..L’application 6 ¢+ U' - U est bijective ;
il suffit de montrer qu'elle est de rang p en tout point y € U'. ‘bn peut
supposer que ¢ est centrée en @'(y) ;3 soit alors ¢ : X - Bn associde &

¢ comme dans le lemme, et soit V wun voisinage de y dans TU' tel que
»@'(V) CZ¢(X). Ltapplication ¢—1o¢' : V>R .est de rang p puisque ¢ est

un difféomorphisme et son image est contenue dans Rp ;3 elle coincide avec

(o) 1o¢ qui est donc de rang p . Ainsi, tout changement de paramétrisation

provient d'un Cr—difféomorphisme de la source,

Application dérivable de variété dans variété.- Soit f : M -» M' une ap-

plication continue. On dit que f est dérivable en a € M si, pour toute
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. - !
paramétrisation ¢ de M centrée en a ., l'application  fog' : U —>1I* CIBP

est différentiable en 0 , Ceci ne dépend pas du choix de ¢ (voir ci—dessus).

On dit que f est dérivable si elle est dérivable en tout point de M . Le

rang de f en a est le rang, indépendant de ¢ , .de fo¢ en 0, .Si T

est bijective et si f—1 ‘est dérivable, on dit que f est un difféomorphisme.

I1 est équivalent de dire que f est bijective et de rang égal & la dimension
~1

de M ., Bn particulier, si ¢ : U - M est un paramétrage, ¢ : @(U)-+ U

est un difféomorphisme,

Plan tangent (cas des surfaces).e Soit ¢ :;U-—>~Rn un paramétrage de M
centré en a ., L'image de 1l'application linéaire affine de rang deux

a + Do :'B?-a Bn est un plan passant par a -qu'on appelle le plan tangent

'Ta(M)° I1 est indépendant du paramétrage ¢ . Tout autre paramétrage s'écrit

906 ou © est un difféomorphisme, et 1'image de . D(¢oe) = DpoDO est celle

de Dp . Soit x =x(t), y =y(t) une courbe dérivable dans g% , . passant

par O pour t=0 ., .Le vecteur tangent en a & la courbe @(x(t),y(t))_
tracée sur la surface M est le vecteur d'origine a et d'extrémité
anfD@(X'(O),Y'(O)) ; 11 est dans le plan tangent .Ta(M). .Notons g%_ le vec-
teur tangent & ¢(t,0) et g% le vecteur tangent 3 @(O,t) ;s ces vecteurs
engendrent Ta(M) et un vecteur tangent A s'éerit de facon unique

a é% + B 2 ;3 c'est le vecteur vitesse de @(at ,Bt). Si x = X(u,v) p

oy
p Xl &
y = y(u,v) est un changement de coordonnées locales de dérivée DO = & ¥
t 1
Yu Y&

on a 3
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_a——x‘_é_.F '_(?_
w - fudz t Ny
_Q.—Xn_b__;_ '_5—
ov 5z T Yy oy ’
. o) d o)
d'ot A =« ry + B 35 =q' 3 + B7 g% avec (a,B) = De(m',B').

WY

Y
N

Application tangente,- Soit f s M — M' wune application différentiable et

¢ un paramétrage de M au voisinage de a . L'application qui au vecteur

é 6 0 . . 2 " rd - Vd
tangent A =« 3% + B B associe le vecteur d'origine b = f(a), diextrémité
b«+D(f0@)(a,ﬁ) est une application du plan Ta(M) dans le plan »Tb(M').
Elle ne dépend pas du paramétrage choisi car
D(fo¢oe)(a',ﬁ“) = D(fO@)oD(e)(a“,B') = D(fo¢)(a,§). Cette application, notée

Df , s'appelle ltapplication tangente &2 £ en a ,




§4. Valeurs régulidres d'une fonction dérivable.
Soit f : M >R une fonction dérivable sur une variété de dimension p .

Un point a € M est un point critique de f si Dbf(a) : Ta(M).—>_f_{ est nulle,

On dit que f(a) est une valeur critique de f . Une yaleur régulisre est un

nombre qui n'est pas valeur critique (pour aucun point critique a € M).

PROPOSITION 1.- 8i y est une valeur réguliére de f : M~ R , alors

f-T(y) =N est une variété de dimension p-1 .

Pour la démonstration, on suppose que M est une surface (2)9 Supposons

qgue N n'est pas vide et soit a € N . 8i'l'on trouve un voisinage V de a
N 4 -1

dans M et un systéme de coordonnées locales ¢ (x) = (f(x),v(x)) dans V ,
l'une d'elles étant la fonction f , alors N est une variété (une courbe) ;
elle est paramétrée par  ¢(y,v), puisque N est 1'ensemble des points x
tels que f(x) =¥ .

Soit @(u,v) une paramétrisation de M centrée en a , Comme Df(a)iéo

; - , ; d d

on peut supposer, quitte a intervertir w et v , que Df'gﬁ == (fo¢(u,0))
ntest pas nul pour u=0 . Il résulte alors du corollaire du théordme 1 que

o(u,v) = (fop(u,v),v) est de rang 2 en 0 et que (f(x),v(x)) = (@OG)A1(X)

est un systeme de coordonnées locales sur M au voisinage de a ,

Exemple 3.- La valeur O est réguliére pour une fonction f(x,y,z) sur '53

si f(x,y,2) = 0 entraine qu'au moins une des dérivées partielles f& ,,f§ ,

(2)-La proposition .1 est néanmoins valable pour toute dimension p .
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f; n'est pas nulle, L'équation f(x,y,z) = 0 définit alors une surface

(cfo exemple 2)o

 Bxemple 4,~ Sur une surface M dans 33 , la projection sur l'axe 0z défi-
nit la fonction cote =z , Sa dérivée Dz est la projection du plan tangent,
Elle s'annule aux points critiques : ce sont les points & plan. tangent hori-
zontal, La figure montre un tore dtaxe O0x et quatre points critiques de la

fonction cote. Les valeurs critiques sont les cotes des sections horizontales

qul ne sont pas des courbes,




§5, Points critigques.

‘Soient M wune surface, f : M - R une fonction de classe ¢ (x> 3)
et ¢ €M un point critique de f , c'est-i~dire que Df(c) =0 , .Soit
@(X,y) un pafamétrage de M centré en a ; la fonction g(x,y) = f(Q(x,y))
a un point critique en .0 . La dérivée seconds en 0 de g est un élément

p(Dn(g))(0) ae vL(Bz,L(EZ,B)) auquel est associée canoniquement une applica-

“tion bilinéaire symétrique ng € Bil(R2><R2,R). Elle est représentée par la

matrice (Hessienne) H

1 1
gX2 &y
H(g) =
gll gll
2
yx v

Soit 6 wun changement de paramétrage x = x(u,v) y Y= y(u,v). Apres le

changement de paramétrage 6 ,  on a 3

o ~ A,
5 = sp(ele(u,v))) =g x! + g V) s

,6_2_12 ol (X' )2 +2e"  x! oyl 4 ot ( 1)2 + gt x4 gt oy
5 5 = &\, gxy wdu T 8o\, & 2 gy o
u bd v u u

et de méme pour les autres dérivées secondes, dtol, l'application bilinéaire

p*h(a",3") = D°g(D6.A",D6.B") + Dg.D°6(A",B") , avec A" et B" € R .

A

Lorsque le point O est critique pour g, ona Dg=0 d'ou
2 1" 1 2 1n n
(1) p°h(a",B") = D"g(D6.A",DE.B")
; t
soit H) = "7(0).u(g).7(6).
Dans ce cas, on définit une forme bilindaire symétrique sur -le plan tangent

TC(M) en posant :



p°¢(a,B) = pFe(ar,B")
si A= D@(A‘) et B = Dcp(B')° Dtaprés (1), ceci ne dépend pas du choix du

paramétrage,

Remarque %.,~ Il est essentiel que le point ¢ soit critique, -afin que dans
la formule (1) n'intervienne que la dérivée premidre dﬁ changement de paramé-
trage © . Bn général, on ne peut pas parler de dérivée seconde sur une va-
riété sans préciser les coordonnées locales, tandis que la dérivée premitre

(§3) est toujours définie,

Les caractéristiques de la forme bilinédaire D2f en un point critique c,

et de la forme quadratique associée sont indépendantes du paramétrage, On dit

o o . ’ 7 g 7 . 2 z i P 7 \ .
que le point critique est non-dégénéré si Df est non-dégénérée, c'est-a-dire

si le déterminant Hessien n'est pas nul. L'indice du point critique non-
dégénéré c¢  est 1l'indice de la forme quadratique associée & 'Dgf :‘vc‘est la
dimension du plus grand sous—espace ou .la forme quadratique est définie néga-
tive, L'indice est 0, 1 ou 2 suivant que D2f est positive, hyperbolique,

ou négative,

THEOREME 2 (Morse 1932) (3)°~ Soit ¢ un point critique non-dégénéré de

T .
f ¢M—-R, declasse C (r 3y 3). Il existe un paramétrage ¢ par des

coordonnées locales (X,Y) d'un voisinage ¢(U) de ¢ el que

(3) I1 y a un analogue de ce théoréme pour les fonctions sur une variété de

dimension p gquelcongque,



X2+Y2 si 1'indice est 0 ,

- )
£(p(x,7)) = £(c) + =Y si 1'indice est 1 .

,—XZ-YZ si 1l'indice est 2 ,
Soit ¢ un paramétrage de M centré en c¢ par des coordonnées locales

(x,y) et soit g(x,y) = f(¢(x,y)), I1 suffit de montrer :

LEMME.- Soit g : U - R une fonction de classe Cr (r » 3) définie dans un

voisinage U de O dans R2 s Pour laguelle O est un point critigue non-—

dégénéré d'indice i ., Il existe un difféomorphisme (x,y) = o(X,Y) d'un voi-

sinage V de O dans R2 sur un voisinage o(V) de O dans U tel que

X?+Y
2 ..

X =Y si 1=1,

—XZ—Y2 si i=2 ,

2 si i=0,
2

g(6(x,7)) = glo) +

Avec les notations classiques - g"g(o) =1, 5 g (O) =8, 78 2(O) =t ,
le point O est non dégénéré si rt—s2 40 . La formule de Taylor avec reste
intégral stécrit :

g(x,7) - 2(0) = R(x,7)x° + 2S(X,y)xy + 1(x,5)5°

Il
L]

1
ol R(x,y) =f' (1-t) g",(tx)at , Rr(0)
0 x

1
sGoy) = [ (%) e (mdas , s(0) = s,
0

It
o

1
2x,y) = [ (1-8) gn(edat , 2(0)

0 y

ier cas : rt—82 >0, r et t>0, Auvoisinagede 0O, ona R et T >O0.

5(G,y)y, 2 REy)eley)-s(x,y)?
3

.g(x,y) = g(O) = R(x,y)(x+y i R(x,y)
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Posons : (X = VR (x+¥ %)
o = ‘/RT—SZ
=¥ R ’

on a g(x,y) - g(o) = X2+Y2 ;3 1ltindice du point critique est 0 . ILe couple

D(X,Y)

(X,Y) est un systéme de coordonnées locales si la matrice jacobienne §r§—§7
V)

est de rang 2 & 1l'origine, Or on a, & l'origine :
o% oY oY \[rt-s’
- s 550 FITF

et le déterminant jacobien est »Vrt-sz £0 .

2&me cas rt—32 >0, r et t< 0. On se ramdne au premier cas en considé—
rant ;g . D'ou gl(x,y)-g(0) = —XQ—Y2 ; 1l'indice du point critique est. 2 .

3eme cas ¢ rt—s2 <0 . On raisonne-comme au premier cas si- r ou t n'est pas
nul, Sinon, on se ramene & cette hypothése par un changement linéaire de coor-

données, On trouve alors g(x,y)—g(o) = X2—Y2 3 1l'indice du point critique est:

1,

Btude des modeles.~ D'aprés le théoréme 2, il existe au voisinage d‘un

point critique non dégénéré c des coordonnées locales (X,Y) avec lesquelles

f s'exprime comme la somme dfune constante et d'une forme quadratique, Les

Il
s
e
N

fonctions modéles sont : gO(X,Y)

g1(x,Y) =

I
be
1
=<

gz(X,Y) T .

Les surfaces représentatives des fonctions Z = gi(X,Y), i=20,1,2 sont res-

pectivement un paraboloide de révolution d'axe 0Z , wun paraboloide hyperbo-



lique équilateére de direction principale Z=0 , et un paraboloide de révolu-

tion dlaxe

0z .

\ Y

TN
s

A
Un voisinage modeéle pour la fonction 8 s c'est un voisinage U(s),
s >0, de 0 dans .R2- défini comme suit
i=0 : U(s) est le disque de rayon Vs ; c'est 1l'ensemble des points ol
gO(X,Y) s . Il est limité par la ligne de niveau go(X,Y) =s .
: : 2 YZ te
i=1 : les lignes de niveau de g, sont les hyperboles X -Y =c=- ,

leurs trajectoires orthogonales les hyperboles XY = CEg . Le voisinage U(s)

est 1l'ensemble des points ol |X2—Y2‘ K s et !XY' & s . Il est limité par

les arcs

BC

AB

CD

FG

DE

GH

de 1l'hyperbole
de 1'hyperbole
de 1'hyperbole

de 1'hyperbole

X°-Y° = -s (ligne de niveau inférieure),
2 2 . . o

X-7T =s (llgne de niveau superleure),

XY =8,

XY ==-s .
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Il est clairement homéomorphe & un octogone,

i=2 : U(s) est le disque de rayon Vs ; c'est 1l'ensemble des points ol

gE(X,Y) » =8 o Il est limité vpar la ligne de niveau gZ(X,Y) = -8,

Voisinage canonigue.,— Un voisinage canonique U d'un point critique non-

dégénéré c¢ de f : M - R est la donnée d'une paramétrisation ¢ : U(s) - M
de M centrée en c , d'image notée U paruabus de langage, et telle que
f(@(X,Y)) = f(c)-+gi(X,Y) si 1 est l'indice du point critique c .

Le théoréme 2 assure l'existence de voisinages canoniques,

COROLIAIRE.- Les points critiques non—dégénérés sont des points critigues isolés.

On vérifie pour i =0,1,2 que O est le seul point critique de la fonc-
tion gi . Il en résulte que c¢ est le seul point critique de f dans un voi-

sinage canonique U. de c ,
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Chapitre 4, Fonctions de Morse sur les surfaces

La donnée sur une surface compacte M dlune fonction de Morse (définie ci-
dessous) nous permetira au chapitre suivanf de reconstituer la structure topo-
logique globale de l'espace M , c'est-d-dire de déterminer M & homéomor-
phisme prés. Le présent chapitre est consacré a 1'étude du comportement d'une
fonction de Morse au voisinage des points réguliers et des points critiques. On
pourrait développer cette théorie pour les variétés de‘dimeﬁsion P gquelcongue
on se bormera au cas des surfaces. Dans tout le chapitre, on désigne par M wune

surface compacte,

81, Ponction de Morge sur une surface compacte.

Soit £ : M - R wune foncticn de classe Cr (r > 3) dont tous les points
critiques sont non-dégénérés. Il résulte du corollaire du th.2 (ch.3, §5) qu'une
telle fonction a un nombre fini de points critiques. En effet, comme M est
compacte, s'il y avait une infinité de points critiques, il y aurait un point
x €M qui serait point d*accumulation de points critiques. En un tel peint,
Df(x) =0 car Df est continue et le point =x serait critique, ce qui est
impossible car il résulte de l'hypothése sur f que les points critiques sont
isolés,

Une fonction de Morse f : M — R est une fonction dont tous les points

critiques sont non-dégénérés et les valeurs critiques correspondantes (en nombre
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- . s i . 1
flnl) toutes distinctes, Nous admettrons le théoreme suivant ( ) R

THEOREME 1.- Socit M une surface compacte et g : M- R une fonction continue,

Pour tout e > 0, il existe une fonction (2) de Morse f : M- R telle gque

llt=ell < e -

C'est le premisr théordme global que rous rencontrions : le chapitre 3 ne
concerne que des propriétés locales des variétés. Ce théorems est, pour les. sur-

faces, une propriéié globale assez forte pour qu'on puisse en déduire la classi-

fication de toutes les surfaces compactes,

§2. Champ de vecteurs et groupe & un paramdtre de difféomorphismes.

Sh . ; i ;
Un groupe & un parametre de difféomorphismes de classe (¢ d'une variété

M est une application ¢ : RxM-U, notée (t9x)»e @f(x), telle que
(i) pour tout t , 1l'application ¢, : M- M est un Crndifféomorphisme,

PRPERN o . °
(ii) pour tous s et t, ona 4 = P40, » OB particulier ¢o==1d(M)¢

Pour x € M, le vecteur vitesse au point 1+ =0 du chenin différentiable

t b ¢+(X) est un vecteur X(x) = ﬁg% ¢+(X)]t=o 5 tangent 4 M au point x ,

. P
Ses coordonnées locales sont fonctions de classe C de x , Une telle don-

<

née, pour tout =x € M, d'un vecteur tangent en x & M , fonction de classe

r—-1 i 3 JP=1
C de X est un champ de vecteurs tangents & M , de classe C . Dans

le cas qui nous intéresse, on dit que le champ X(X) engendre le groupe a un

1 . Jp . .

( ) On en trouve une démonsiration "élémentaire" dans J, Milnocr, Morse theory,
notes by M., Spivack et R, Wells, Princeton University Press, 1963, '
2 . . s . i

(“) Dans 1la suite, si 1'on ne précise pas la classe d'une fonction dérivable,

c'est qu'elle est de classe d” o
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paramd®tre ¢ . Remarquons que X(@t(x)) = E§3 @.(X)]t—u car, si u = t+h ,
] a .

= mu(X) = 3 @t+th) = é% wh(wt(X)) (arapres (ii).

THEOREME 2.— Soit M une surface compacte et X un champ de vecteurs tan—

N rs - . N .
ents 3 M, de classe C ., Il existe un unique groupe & un parametre de dif-

, < T . ‘
féomorchismes de M , de classe C , engendré par X .,

Cherchons d'abord pour chague x € M wune courbe paramétrée sur M , de la

forme y = ¢+(X),- tells. que

d /
=1 (9.(x)) = x(p (x)) (1)
9,(x) =x (2)
Avec des coordonnées locales \X19X2) sur M , pour lesquelles

2 \ é’ 6 ! %
= fogman — r. cherche deux fonctior + t
x(x) X1(X1%X2/@Lg ¢ Xﬁ(x1gx2)b , oxn chexrch cux foncticns y}( ), v, )

ay, iy,
et o G { e = (v
satisfaisant & yﬁ(o) = X1 ed yZ(O} =X, . Pour un tel systime, on a un

théoreme dlexistence et d'unicité locale des solutions

THEOREME 3.~ Pour toul point e €M, il existe un voisinage U de X, dans

M 2t un nombre ¢ > 0 tel gue 1'éguation (1,2) ait une solution uzique

< e, gquel que gsoit x € U, et dépendant de

y = @t(x) définie pour |t

classe O de (x,%).
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Prenons un recouvrement fini du compact M par des ouverts U donnés par
le th.3, et soit mn le plus petit des & correspondants, On a donc une appli-
catien ¢ : J-n,n[ x M - M de classe ¢"  définie par (t,x) @t(x).

si ||, |s| et |s+t| <71, ona @t+s(x) = @t(ysix)). En effet? sup-
posant s constant, ¢t+s(x) et @t(ms(x)) sont des solutionsfde (1) qui,
pour t=0 , wvalent cps(x)° Elles sont égales d'aprés le th,3, Du fait que-
¢O(X) =x , 1l résulte que P,L0P_, = ¢_,00, = id(M) et qus Py est un dif-
féomorphisme, On a un "noyau de groupe & un parametre”, Il reste & 1'étendre &
toutes les valeurs de 1t € R . Pour cela, on pose

Qg = PyOP,0c e 0P, (n fois)

et 1'on vérifie sans peine qu'on a défini un groupe & un paramdire,

§3. Valeurs régulidres d'une fonction de Morse.

Soit f ¢ M - R une fonction de Morse, Si a est une valeur régulilére

o~

(non critigque), on note V(a) 1la courbe (ch.3, §4, prop.i) Im%(a}, courbe de
niveau a de la fonction f , et on note mla) = f“1(]~mga]) 1'ensemble des
points de M tels que f(x) £ a ., Liintérieur de M(a) est 1'ensemble des

points ol f(x) < a ; sa frontidre est V(a). Si b < a est une autre valeur

régulidre, on note W(a,b) 1le compact M(b)-int(M(a)) = fw?([agb})o

PROPOSITION 1.~ Supposons que la fonction de Morse f : M-~ R n'ait pas de

valeur critique comprise entre a et b, alors V(a) est difféomorphe i

v(b), M(a) est difféomorphe & M(b) et Wwl(a,b) est difféomorvhe A

v(a) x [a,b] .
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Pour donner un sens aux deux derniéres assertions, il faudrait élargir la

notion d'application dérivable et de variété aux variétés & bord., Nous nous con-

tenterons de trouver un homéomorphisme de M(a) sur M(b) qui induise un Qif-
féomorphisme des intérieurs et un difféomorphisme des frontidres (qui sont des

courbes).

(D)

V(a)

Pour tout point x € M non critique, choisissons un vecteur tangent

X(x) € TX(M), transversal & la courbe de niveau f(x) —c= et dirigé dans le

sens de la croissance de T ; c“est—é-diré un vecteur X(x) = « é% + B é% tel
of of . . . —_— ‘
que Df@X(X) = g 0 + B = >0 . On peut choisir X(X) dépendant différentia~

blement de x , par exemple en choisissant %(x) de longueur 1 et orthogonal

aux courbes de niveau de f .,

On aura bescin d'une fonction dérivable « ¢ M — R nulle au voisinage des
points critiques de £ et égale & 1 hors d'un voisinage de ces points critiques

5 ; ) 2 s 5 < .

On peut la construire de la manidre suivante, Dans R~ soit « wune fonction déri-

vable égale & O dans la boule D(e) de rayon & et & 1 hors de la boule

D(2e) de rayon 2e . Si ¢ : D{2¢) » M est une paramétrisation centrée au
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point critique ¢ , on pose, pour

A ;-
Te x € ¢(D(2€)), a(x) = m(¢ 1(X)). Si les
: voisinages ¢(D(2€)) des divers.points cri-
|
|
: tiques (isolés) sont assez petits pour &tre
|
i - disjoints, on prolonge o par 1 en dehors
0
de ces voisinages,
Posons

_ _a(x) : , s
Tz} = I X(x) si x n'est pas critique,

Y(x)

0 si x est critique,

Le champ de vecteurs Y(x) est différentiable et 1l'on a DF.Y(x) = a(x).
Comme il n'y a pas de points critiques dans le compact W(a,b), on peﬁt sup-
poser que o vaut 1 dans cette partie. Soit P, le groupe & un paramétre de
difféomorphismes de M associé au champ Y(x). On a :

L(e(p,())) = 2e.x(g,(x)) = ale,(x)).

la fonction 1t f(¢t(x)) est lindaire de dérivée 1 pourvu que -a(@t(x)) =1 3
c'est le cas si f(¢t(x)) € [a,b]. En particulier, le difféomorphisme P
envoie M(a) sur M(b) et V(a) sur V(b). L'application

¢ : V(a) x [a,b] = w(a,b) définie par ¢(x,t) = ¢t_a(x) est un "difféomor-
phisme" dont 1l'inverse est ¢—1(y) = (o - \(y),£(y)).
a-f (y)
Ainsi lorsque a varie continuement dans 1l'ensemble des valeurs régu—

lieres de f , 1les varidtés M(a) et V(a) sont invariantes & difféomor-

phismes prés, La courbe V(a) est compacte (fermée dans M compacte), Nous
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admettons qu'elle est réunion d'un nombre fini de cercles (& difféomorphisme.
prés) qui sont ses composantes comnexes par arcs (cf, ci-dessous ch,5). Le
nombre des composantes de V(a) ne varie pas tant que a ne franchit pas de

valeur critique.

§4. Pranchissement d'une valeur critigue.

Si a ét b sont des valeurs régulitres de f entre lesquelles il n'y a
qu'une valeur critique f{c) correspondant & un point critique ¢ , 1les
variétés M(a) et M(b) mne sont pas homéomorphes, et V(a) peut-8tre dif-
férent de V(b)., Nous allons étudier les changements produits par le franchis-
sement d'une valeur critique, Il résulte du §3 qu'on peut supposer a et D
aussi voisins de f(c) guton veut. On prendra a = f(c)-g , b=r~f(c)te en

stautorisant & choisir e > 0 aussi petit qu'on veut,

jer cas : indice 0. 8i c¢ est un point critigue d'indice 0, alors M(b)

est difféomorphe & Ll'union disjointe de M{a) et d'un disque D (de dimen—

f(o)

sion 2) 5 et V(b) & l'union de V(a) et du cercle S, bord du disque D .

. ____ 3y Soit U un voisinage canonique de c
t ]

N < S N [

1limité par la courbe de niveau f(c)+2¢ ;
1f'intersection D = M(b)NTU est difféo-

via) | morphe au disque ar? £ g, et sa
a

frontidre S =V(b)NU au cercle X2+Y2 =g , cependant que V(a)NTU et

M(a)N U sont vides,
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On raisonne alors comme au §3, avec une fonction @« nulle dans un voigi=

nage du disque D . On obtient un difféomorphisme de M(b)=D sur M(a)

Pp-a

qui induit un difféomorphisme de V(b)=s sur V(a),

2eme cag ¢ indice 2. 81 ¢ est un point critique d'indice 2, alors M(b)

est homéomorvhe & 1'espace obtenu en collant & M(a) un disque D le long

d'une composante S (circulaire) de V(a) et V(b) est difféomorphe 2 V(a)-S.

I1 suffit d*appliquer le fer cas & la fonction -f en échangeant les

r8les de a et b,

Feme cas : indice 1., Si ¢ est un point critique d'indice 1, alors M(b)

est homéomorphe & 1'espace obtenu en collant & M(a) un rectangle, par deux de

ses cO0tés opposés, le long de deux segments disjoints I et J contenus dans

V(a) ; da transformation de v(a) en V(b) dépend des cas de figures : le

nombre des composantes connexes (circulaires) de V(b) diffdre de celui de

o

v(a) de =1, 0 ou 1.




P et Q

Soit TUY' = @(U(2e)) un voisinage canonique de ¢ et U = @(U(s)) un
volsinage canonique plus petit, compris-entre les niveaux a = f(c)—e et
b =f(c)+e » L'espace M(b) est obtenu en collant W(a,b) & M(a) 1le long
de V(a)a L'espace W(a,b) s'obtient par recollement de U et de
T =¥W(a,b)-U . On décomposera enfin U en trois morceaux P , Q@ et R, et
ctest ainsi qu'on reconstruira M(b) avec beaucoup de collages., L'intersection
de U et V(a) est constituée de deux segments I =BC et J =P¢ . L'in-

tersection de T et V(a) est 1l'adhérence K de V(a)—(I\JJ)@

Montrons d'abord que T est homéomorphe & X x [a,b]. Cela se fait
encore & l1l'aide d'un groupe & un paramétre Py de difféomorphismes de M ,
On raisonne comme au §3 avec une fonction « nulle au voisinage de ¢ et
égale a 1 dans T . On voudrailt que l'application ¢ : K X [a,b] - M définie
par ¢(X,t) = ¢b~a(x) soit un homéomorphisme sur T , Cecli est réalisé si
les courbes intégrales du champ X(X)‘ issues des points x € X resteﬁt dans
XK' entre les niveaux a et b ; il revient au méme de dire que les courbes

intégrales issues des points de U restent dans U entre les niveaux a et b.
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Construisons un champ X(i) ayant cette propriété. Soit Z(X) .le champ
sur U! = ¢(U(2e)) image par D¢ du champ (X,-Y) de BQ . Il est nul en
¢ et, hors de ¢ , transversal aux lignes de niveau et dirigé f croissante
(vérification immédiate dans la carte ¢_1). Ses courbes intégrales sont les
images par ¢ des hyperboles XY = CJE-e ; celles qui sont issues d'un point de
U sont en entier dans U entre les niveaux a et b . Soit B : M- R une
fonction dérivable égale & 1 dans U et & 0 hors de '¢(U(g e)). (construc-
tion dans la carte et prolongement par O & M), Soit enfin XO(X) un champ
arbitraire sur M , transversal aux lignes de niveau de f , défini sauf aux
points critiques. Posons :

X(X)

1l

B(x)z(x) + (1-(x))x_(x) si x €U,

XO(X) si x £ ur.
I1 est clair que .X(x) est transversal aux lignes de niveau de f , sauf aux
points critiques. Dans U , on a =1 donc x(x) = 2(x) et x(x) a bien

la propriété demandée,

Découpons par deux horizontales la modéle U(e) en trois parties
P = (A'B'C'D') , Q' = (B'F'@'H') , R' = (A'D'E'H') (voir figure) toutes
trois homéomorphes & des rectangles. Soient P, Q, R leurs images dans M par
la paramétrisation ¢ . L'espace M(b) est le produit du recollement de

M(a), T, P, @ et R ; 1le dessin vaut mieux que de longues explications,

Les espaces P et Q sont homéomorphes & des rectangles, par exemple

I x[a,b] et J x[a,b] respectivement, de sorte que ces homéomorphismes se
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recollent (ch.2; §5) 2 1'homéomorphisme ¢_1 : T- K x [a,b] pour donner un
noméomorphisme de TUPUQ sur (KvIvJ) x [a,b] =7(a) x[a,b]. Il en
résﬁlte que M(b)—int(R) =Mla)uTypP vQ stobtient en collant le cylindre
v(a) x [a,b] 3 M(a) 1le long de V(a) ; cet espace est donc homéomorphe &
m(a) (cf. §3). De plus M(b) est homéomorphe au recollement de R et m(a)

obtenu en collant AD sur I et BH sur J , ce qu'il fallait démontrer,

Transformation de V{(a) en v(b)., Des constructions précédentes, il

résulte quton obtient V(b) & partir de v(a) , & homéomorphisme pres, par le
procédé suivant : on 8te & V(b) les intérieurs de deux petits segments dis-
joints I = BC et J =FG , puis on recolle & l'espace K obtenu deux seg-
ments BG et CF . Ia transformation décrite dépend des positions relatives

de B, C, F et G sur v(a),

1er cas ¢ I et J ne sont pas dans la méme composante connexe de V(a).
Soient S la composante de I et S' celle de J . L'espace S-1 est un
segment BC , 1l'espace S'=J est un segment FG 3 gquand on les recolle par

des segments BG et CF on obtient un espace homéomorphe & un cercle S".

L'espace V(b) est obtenu & partir de V(a) en remplagant SV S' par 8",

otme cas ¢ I et J sont dans la méme composante connexe S de V(a) et
les arcs ﬁb =T et ﬁé =J ont méme orientation sur S .  IL'espace S—(ILIJJ
est la réunion de deux segments BG et CF . Lorsgqulon recolle deux autres

segments BG et CF , on obtient deux cercles S' et 'S". L'espace v(b)
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est obtenu & partir de V(a) en remplacant S par S'u S".

eme cas : I et J sont dans la méme composante connexe § de V(a) et

les arcs ﬁb =1 et ﬁ& =J sont dlorientations opposées sur S . L'espace

S—(IUJ) est la réunion de deux segments BF et CG . Lorsqu'on recolle deux
segments BG et CF , on obtient un cercle 8', L'espace V(b) est obtenu

& partir de V(a) en remplacant 8 par 8.

ier cas 2éme cas 3eme cas

V(b)@ @
. . a 7 B G

WSO > D D

Nous verrons que les troils situations peuvent effectivement se produire.



§5, Changement de fonction de Morse dans un voisinage canonigue.

On va montrer que, si U -est un voisinage canonique d'un point critique c
d'une fonction de Morse f , il existe une nouvelle fonction de Morse g
coincidant avec f hors de U et n'ayant dans U que le point critique c ,

mais avec une valeur critique g(c) gu'on peut imposer entre certaines limites.

PROPOSITION 2.- Soient ¢ wun point critique d'indice O de la fonction de

Morse f t U wun veisinage canonique de ¢ limité par la courbe de niveau

£f(x) =a . Quel gque soit b < a , il existe une fonction de Morse g ayant

les mémeg points critiques que f avec méme indice, cofincidant avec f hors

de U et telle que glc) =1,

I1 existe une fonction « : [f(c),a] - R dérivable, de dérivée stricte-

ment positive, telle que a(f(c)) =b et que alt) =t si t est voisin de

/
g
!
\\ /
N / f (en pointillé)
~ %
~N
a S
rd
a ., 8i ¢ est la paramétrisation du voisinage canonique U , posons, pour

X €U, g(x) = a(f(c)4—go(@m1(x))) ol go est la fonction modele X2+Y2 o
Le seul point critique g dans ﬁ est c¢ car la dérivée de a n'est pas
nulle, On a g(c) = a(f(c)) = b . Lorsque a(t) =%t , ona

g(x) = f(o)-+go(@—1(x)) = f(x), C'est le cas au voisinage de la frontidre de
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U, ce qui prouve que cette fonction g sur U se recolle & f sur M=U

pour donner la fonction de Morse g cherchée,

Pour un point d'indice 2, la proposition 2 appliquée & la fonction =f
montre qufon peut choisir g(c) arbitraire strictement supérieur au niveau du

bord d'un voisinage canonique,
q

PROPOSITION 3. Soient ¢ wun point critigue dfindice 1 de la fonction de Morse

f et U un voisinage canonigque de ¢ 1imité au niveau inférieur f(x) = a
et au niveau supérieur f(x) = b, Quel que soit d € Ja,b[ , il existe une
fonction de Morse g , ayant les mémes points critiques que f avec méme

indice, cofncidant avec f hors de U et telle que glc) =4 .

I1 suffit comme précédemment d'effectuer une transformation de la fonction
3 2 2 B 0 Z_ . o e N . .
modele g1 =X =Y a ltintérieur du voisinage modele. Supposons que le voisi-
nage modele est u(1) et montrons qu'il existe une fonction h(X,Y) cofnci~
dant avec g1(X,Y) au voisinage du bord de U(1), dont le seul point critique
est 0 et dont la valeur critique correspondante est n(o) = -8 € ]—1,0]

(si B est négatif la démonstration est analogue en intervertissant X et Y).

b W LN

& X -;1'1 _'Y: // —W V“E\\ ?; %‘]

4
~
~

4

|_<:
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Soit w ¢ R=R wune fonction dérivable positive & support dans _[—e,ej ’
telle que w(0) =1 et que Xow? (X) 0. Soit A :R~—~R une fonction déri-
vable positive, ¥ support dans [-vy,y] avec vy € JVB,1[ telle que a(0) =
et dont la dérivée A'(Y) satisfasse & 2Y+A'(Y) >0 si Y > 0 et
2Y+A'(Y) <0 si Y< 0. Ie fonction p(Y) = 8-T° +nY° satisfait, pour
n>0, & pl0) =p et aux conditions sur la dérivée, Si 17 est assez petit,
p(Y) est positive dans J-y,y[ ; pour construire A , il suffit d'arrondir

: - . + ‘/
la fonction p au voisinage de ses zéros Y = - TE— o

Si e est assez petit, le rectangle [-=g,e] x [-y,y] est contenu dans
1ltintérieur de U(1) de sorte que la fonction
n(x, 1) = ©=1-w(X)A(Y)
colncide avec g1 au voisinage de la frontiére de U(1)a On a
h(O) = —w(O)A(O) = =B et il reste & montrer que O est le seul point critique
de h dans U{1). ZLes dérivées partielles sont :

2X - w! (X)OA(Y) ,

Il

nt
X

=2Y = w(x)Ar (1),

li

hl

Y

Du fait que A(Y) 3> 0 et que w'(X) est du signe de =-X , 1la dérivée hk
ne s'annule que si X=0 , Dans ce cas on a h% = -2Y-A'(Y) s la dérivée

h%\ ne s'annule que pour Y=0 étant donné le choix qu'on a fait pour la

fonction A , Ceci démontre la proposition 3,
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Voici une conséquence de la proposition 2 et du théoréme 1, On dit qu'une
fonction de Morse est ordonnée si les indices des points critiques sont fonc-
tion croissante des valeurs critiques (les valeurs critiques dtindice 0 sont

inférieures aux valeurs critiques d'indice 1, €tCoos)e

THEOREME 4.- Sur une surface compacte, il existe une fonchion de Morse ordon-

Soit f une fonction de Morse sur M (th,1) et soient a et b les

bornes inférieure et supérieure des valeurs critiques (en nombre fini) d'indice
P q

ks
O
ol
O
n
i
o ad

ition 2, on peut trouver une fonction g ayant mfmes points
critiques que f , avec méme indice, dont les valeurs critiques d¥indice 0

sont inférieures & a et les valeurs critiques d'indice 2 supérieures & b ,
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Chapitre 5. La classification des surfaces

Soit M wune variété. différentiable compacte connexe de.dimension 2 (surface).
Par:1'étude d'une. fonction de Morse.sur M , on va-montrer que M est homéo-
morphe & 1l'un des espaces TIl (n > 0) ou Uh (n > 1) décrits au chapitre 2,
Inversement,. chacun de ces espaces est homéomorphe & une Variété.différentiable
de sorte que l'on a un dénombrement complet, & homéomorphisme prés de toutes les
surfaces différentiables compactes connexes, Ce fait est particulier & la dimen— -

sion 2 et n'a pas d'analogue pour les variétés de dimension p » 3 ,

§1. Classification des courbes.
Montrons d'abord que 1'étude des variétés compactes se raméne & 1'étude des-

variétés compactes connexes,

THEOREME 1.~ Une variété (topologique) compacte de dimenmsion P 2 un nombre fini

de composantes connexes par arcs, (es composantes sont des variétés compactes de

dimension P .

Les composantes connexes par arcs d'une variété sont ouvertes (ch.1, prop.4).
S!'il y en a une infinité, en choisissant un point. dans chaque composante, on peut .
construire une suite qui n'a pas de point adhérent : tout point de la variété pos—
sede un voisinage; sa. composante connexe p.a., qui ne contient qutun point de la
suite, Ceci. prouve qu'il y a un. nombre fini- de composantes, Chacune d'elle, ou~
verte, est une variété de dimension p et, fermée dans un espace compact, est

compacte,
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THEOREME 2,- Toute variété différentiable compacte connexe de dimension 1 est

homéomorphe au cercle. (1)

Soit M wune courbe différentiable compacte connexe et £ : M - R une fonc-
tion de Morse: ordonnée (ch.4, th‘4). Puisque M est compacte, la fonction £ a
nécegsairement un minimum °, qui.est un point critique d'indice 0, et un maxi-
mam c1 qui-est un point critique d'indice 1,

Supposons d'abord que ce sont les seuls points critiques de £ et soit a
un niveau intermédiaire entre celui de c, et celui de- 01 , clest—d-dire :
f(co) <ax< f(c1)° Ltespace M(a) = f-T(]-«yaJ) est homéomorphe & un segment
fermé (ch.4, prop.t et §4) et sa frontidre V(a) =_f—1(a) est constituée. de
deux points A. et B . De méme, 1l'espace M'(a) = fm1([a,+x{) est homéomorphe
a4 un segment fermé et posséde la méme frontidre, L'espace M s'obtient en recol-
lant M'(a) et M(a) le long de V(a). Remarquons que le cercle s'obtient
aussi en recollant deux segments, Il en résulte, par recollement d'homéomor-
phismes (ch.2, §5)_que M est homéomorphe au cercle,

Dans le cas général ol i1 y a n points critiques d'indice 0, si a est
un niveau intermédiaire séparant les niveaux des points critiques dtindice 0
de ceux d'indice {1, l'espace M(a) est homéomorphe & l'union disjointe de. n
segments (ch,4, §4) et V(a) est constitué de 2n points. Il en résulte que

M'(a) - est constitué de n segments et qu'il y & n points critiques d'indice 1,

(1) I1 est méme vrai que toute variété topologique compacte connexe de dimension
1 est homéomorphe au cercle et que toute courbe différentiable compacte connexe

est. difféomorphe au. cercle,.
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Soit cg le point critique d'indice 0 de niveau le pilus élevé ; il est
situé sur une composante d'extrémités A et B de M(a)., Dans M'(a),. la
composante D1 qui contient B contient un point critique d'indice 1 noté 01 .
Lé deuxieme extrémité ¢ de D1 est un point de niveau a distinct de A ,
sinon M ne serait pas connexe, En la modifiant dans le segment D1,, on. peut

remplacer f par une fonction de Morse f' pour laquelle c1 est le point

critique d'indice 1 de plus bas niveau et f'(c1) > a (ch°4,‘§5, prop.Z).

Soient b et ¢ des niveaux tels que b < f'(cé) < a< f'(c1) < ¢ et tels que

Cé et c1 soient les seuls points critiques de £ dont les niveaux sont com—
pris entre b et ¢ , Montrons que M(b) est homéomorphe & M(c)., L'espace
M(b) est homéomorphe & l'union de (n-1) segments, Pour obtenir M(c), on
prolonge un peu (n—2) d'entre eux ; quant au dernier, on le prolonge un peu
a4 1'une de ses extrémités et on colle a l'autre, successivement, les segments

C'C, CB, BA et AA? (voir figure). Par suite M(c) est aussi homéomorphe 2

1'uynion de (n-2) segments,
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La variété M s'obtient en recollant M'(c) et m(c) qui est homéomorphe
3 M(b). ILes points critiques cé et c1 ne Jjouent plus aucun rdle (2). La
variété M , obtenue en collant deux familles de (n-1) segments est donc
homéomorphe & une courbe M' sur laquelle il existe une fonction de Morse avec

(on-2) points critiques (recollement des homéomorphismes). Ceci montre, par

récurrence sur n , que M est homéomorphe & un cercle,

§2. Préliminaires & la classification des surfaces.

~

On établit la classification des surfaces par une démonstration analogue &
celle du th,2, mais évidemment plus compliquée car il y a des points critiqﬁes
d'indice 0, 1 et 2, Dans toute la suite, M désigne une surface compacte con-
nexe et £ : M- R une fonction de Morse ordonnée, Voici d'abord‘un analogue au
procédé d'élémination utilisé dans la démonstration du th.2.

Sﬁpposons qu'entre les niveaux b et ¢, 1la fonction f a exactement

deux points critiques s et c1 d'indices 0 et 1 respectivement, On.dit que

les points critiques S et c1 sont en bonne position si <, posséde un voi-
sinage canonique Uc de niveau supérieur 4 et 01 un voisinage canonique U1
niveau inférieur d de telle sorte que, dans la courbe de niveau V(d), un des
deux segments qui composent UTn v(d) (et un seul) soit contenu dans le cercle

gui constitue Uon v(d),

(2) On peut démontrer qufon peut modifier f' sur le segment A'C' et la
transformer en une fonction de Morse qui n'a plus de point critique sur le seg-

ment A'CY,
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PROPOSITION 1.~ Avec les notations ci-dessus, si les points critigues cb et

¢ sont en bonne position, 1'espace M(c) est homéomorphe & 1'espace M(b).

Drapres le §4 du ch.4, 1l'espace M(d) est difféomorphe b 1l'union disjointe
de M(b) et d'un disque D . De méme, l'espace M(c) est homéomorphe & 1'es—
pace obtenu en recollant M(b) et D & 1l'aide d'un rectangle R, en identi-
fiant un des cOtés du rectangle & un segment I contenu dans V(b), et le cdté
opposé & un segment J contenu dans la frontidre de D ., Il est facile de voir

que M(c) est homéomorphe & M(b) (3)°

On va désormais étendre la dénomination de voisinage canonique d'un point

critique d'indice 1. Au §5 du ch,3, on avait pris des voisinages moddles U(s)

.définis par les inégalités |X2—Y21 s et |XY| £ 8 . On acceptera pour voi-

sinages moddles les voisinages de 0 définis par -r X?—YZ s et IXY! £t

ohn r,s,t >0 ., Il est facile de voir que la prop.3 du ch.4 est encore valable

(3) On peut montrer qu'il existe une fonction de Morse f' coincidant avec f
sauf pour les niveaux compris entre b et ¢ et qui n'a pas de points critiques
dans la partie f—1([b,c]). Autrement dit, deux points critiques en bonne posi-

tion peuvent-8tre é1éminés sans changer les autres points critiques.
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avec cette nouvelle définition,

Soit  a wun niveauw supérieur a. celui de tous les points critiques -d'indice
0 et inférieur & celui de tous les points critiques d'indice 1, et de méme Db
un niveau compris entre les niveaux des indices- 1 et 2, L'espace
M(a) =.f_1q—«5a]) est une union diSjointevde.disqueSA(ch.4, §4) et chacun d'eux.
est un voisinage canonique d'un_point critique d'indice 0. De méme pour:
M1(b) = f_1([b,+m{)_ et les points critiques d'indice 2, Pour les points cri-

tiques d'indice 1, nous admettons le résultat suivent :

PROPOSITION 2.,- Il existe, pour tout point critique d'indice t, un voisinage

canonique de: niveau inférieur a , de niveau supérieur b de telle sorte gue

tous ces voisinages canoniques soient deux & deux disjoints, (4).

Compte tenu de la prop.% du-.ch.4, on peut donc changer l'ordre des valeurs

de f aux points critiques d'indice 1, en modifiant f dans. les voisinages

canoniques dont la prop.2 affirme 1'existence,

(4) Ia démonstration n'est pas difficile, mais fastidieuse ; voici son principe,
On se donne de "petits" voisinages canoniques de tous les points critiques, dis-
joints deux & deux. On essaye de les prolonger & l'aide d'un-chémp de vecteur
analogue au champ X de (ch.4, §4, 3e_cas) pour tous voisinages canoniques a la
fois. Le prolongement échoue si les courbes intégrales de X dissues d'un voi-
sinage canonique U viennent & pénétrer dans un autre Qoisinage canonique TU!
entre les niveaux a et b , On montre alors qu'on peut toujours modifier - X

pour éviter ce phénomeéne,
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§3, Début de la démonstration,

On considére la surface M compacte connexe et la fonction de Morse
f:M~-R. la fonction f possede n(O), n(?) et n(2) points critiques-
dtindice 0, 1 et 2 respectivement, I1 y a au moins un point critique d'indice 0
(minimum de f) et un point critique d'indice 2 (maximum de f). On note
comme ci-dessus a et b des niveaux séparant les points critiques d'indice
0, 1 et 2. L'espace M(a) est union disjointe d'une famille de disques I)i
(1 L1 n(O)), voisinages canoniques des points critiques ci d'indice 0.

L'espace MN'(b) est union disjointe dtune famille de disques Dy .(1 < kg n(2)
voisinages canoniques des points ci d¥indice 2, On choisit’(prop.Z) des voi-
sinages canoniques disgjoints Uj (1< 3 & n(1)) des points critiques 65
d'indice 1, de niveau supérieur b et inférieur a , Il résulte du §4 du ch.4
que 1l'espace M(b) est homéomorphe & la réunion ﬁ(b) des Di et des Uj ;

il suffit d'appliquer la régle de franchissement d'un point critique dtindice 1
successivement & chacun des 05 . Autrement dit M(b) est homéomorphe au recol-
lement de n(0) disques et n(1) rectangles (les octogones Uj sont homéo~
mofphes 3 des rectangles). Puis on obtient M en reéollant encore n(2) dis-

ques, On va simplifier cette construction jusqu'd ce qufon puisse en reconnaitre

le résultat,
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D*abord on se raméne & une situation analogue & celle d'une fonction qui
n'avrait, pour l'indice O comme pour 1l'indice 2, qu'un seul point critique ;

’

c'est-a~dire que. M se construit & 1l'aide de deux disques et de rectangles.

LEMME 1.- Il existe sur M une fonction de Morse g ayant mémes points cri-

tiques que f , avec méme indice, et deux niveaux c¢ et d, avec c < d

tels que 3

- 1'espace M(c) = gn1(]mx,o]) contient n(0) points critiques d'indice O et

n(0)~1 points.critiques d'indice 1 ; de plus M(c) est homéomorphe & un

‘disque s

- L'espace M'(d) = g ' ([d,+<[) contient n(2) points critigues d*indice 2 et

n(2)-1 points critiques d'indice 1 ; de plus. M'(d) est homéomorphe aun

disque 3
- l'espace W(c,d) = g—T([c,d]) contient n(1)-n(0)-n(2)+2 points critiques
dt'indice 1,

Cecli montre en particulier que n(O)-—n(1)-&n(2) 2,
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Démonstration du lemme, Pour démontrer le lemme, il suffit de montrer qu'on

peut, en modifiant f wuniquement au-dessous du niveau b , trouver une fonc-
tion g et un niveau c¢ satisfaisant & la premiere assertion du lemme, En
effet, il suffit alors d'appliquer de nouveau le procédé en permutant les rbles
des indices 0 et 2 (penser & la fonction -g) pour obtenir la deuxidme asser—
tion sans rien modifier en-dessous du niveau ¢ .

si n(0) =1, 1le résultat est démontré avec f-g et c=a, Supposons:
n(O) > 2 et soit c1 le point critique d'indice O de niveau le plus élevé,
L'espace M(b) est le complémentaire, dans la variété connexe M , de disques
ouverts disjoints en nombre n(2)° I1 en résulte facilement que M(b) est
connexe par arcs, Comme M(a) a plusieurs composantes  connexes Di , 1l
existe nécessairement un octogone, U1 par exemple,. qui relie D, & une autre

1
composante, D2 par exemple. Les points critiques c_1 et c; sont en bonne
position, car U1 rencontre deux composantes de v(a), pourvu toutefois qu'il
n'y ait pas de valeur critique dans l'intervalle ]f(c1),f(c;)[. On peut se

ramener & ce cas en modifiant f & 1'intérieur de Uj (ch.4, prop.3) et

abaissant f(c;) jusqu'd ce que ce soit la plus petite des valeurs critiques

d'indice 1,



79,
Soient alors a' et Db' deux niveaux tels que f(c1) et f(c;) soient
les seules valeurs critiques de l'intervalle .]a’,b'[ . D'apres la proposition
1, 1tespace M(b') est homéomorphe & 1'espace M(a') qui est constitué de
voisinages canoniques des points ¢

c L'espace M(b') a donc

2, 39oooycn(o) °

n(0)-1 composantes homéomorphes & des disques. L'une d'entre elles, soit A1
contient les 3 points critiques- c1 5 c; et 02 s Les autres, AB,.O.,An(O)
sont des voisinages canoniques des points CB,OOO?cn(O) R

Pour pouvoir continuer ce processus de réduction éu nombre de disques,. il
suffit alors de modifier f dans AS,Gag?Ah(O) de telle sorte que les valeurs
critiques f(CB)’°°°’f(cn(O)> soient supérieures 2 f(c;) (ch.4, pProp.2).
Si n(0)~1'>f2 ’ l’espacé M(b) étant connexe, il existe un octogone Uj
rencontrant & la fois A3 (ol 03 est le plus élevé des points d'indice 0)

est un autre disque Ai , et on procéde avec 03 et 05 comme précédemment

avec. 01 et c; . Dol le lemme, par récurrence,

§4. Surfaces orientables et non-orientables.

On dit qulon a orienté une surface différentiable si on a choisi dans
chaque plan tangent Ta(M) une orientation, celle-ci dépendant continuement
du point a ., Cela signifie que si X et Y sont deux champs (continus) de
vecteurs tangents & M , définis au voisinage de a , et si les vecteurs
x(a) et v(a) forment un repere orienté positivement dans Ta(M) il en est
de méme de X(X) et. Y(X) dans TX(M) pour x voisin de a ., On dit qu'une

surface est orientable si on peut 1'orienter,
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Supposons que la surface M posséde une famille de paramétrisations

N 2 . o
P, :‘Ui-a M (oh ’Ui est un ouvert de R et i wun indice parcourant un en—

semble I) qui constitue un systéme complet (tout point de M est dans 1l'image
d'une des-paramétrisations) et telle que tous les changements de cartes

-

= .1or . soient des difféomorphismes d'un ouvert de R2 dans un ouvert de
?; P3

ij -
R2 qul conservent l'orientation (aéterminant jacobien positif), En tout point a
9 . . \ Lgpo o By /6 a . 7
de M , 1'orientation de Ta(M} définie par le repere kgi ,55) associé a une
{
paramétrisation N (ch.3, §3) est indépendante de s (i € I) et dépend con-
tinuement de a : la surface M est orientée par le systéme (@i),
 Inversement, si M est orientée, il existe, pour tout point a € M , une
paramétrisation ¢ dfun voisinage de a ‘telle que D¢ envoie 1l'orientation
canonique de R? dans l'orientation de TX(M) (x voisin de a)o La famille de

toutes ces paramétrisations, pour a parcouvant M , constitue un systeme com-

plet ol les changements de paramétrisation conservent évidemment 1'orientation,

Bxemple 1, L'intérieur d'une bande de Moebius est une surface (non compacte)

Tt ol S o

non—orientable,

PROPOSITION 3.- Une surface qui contient une partie difféomorphe & l'intérieur de

la bande de Moebius n'est pas orientable,

Evident d'apres llexemple 1,

3

qui possede un champ continu de vecteurs

PROPOSITION 4.— Une surface dans B

normaux non nuls est orientable,
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Soit ‘M_C:R3 une surface, Un champ continu de vecteurs normaux est la don—
née pour tout a € M dtun vecteur N(a) dforigine a , mnormal au plan tangent

Ta(M) et dépendant continuement de a , Il est clair qulune telle donnée, avec

N(a) £ 0 , définit une orientation de Ta(M) dépendant continuement de a ,

Remarque 1.~ On montrera an ch,7 que toute surface compacte dans R3 possede un

champ continu de vecteurs normaux et, par suite, est orientable,

On a wvu (ch,4, §4) que tréis cas se présentent pour la transformation de la
courbe de nivean due au franchissement dfun point critique d'indice'1.\Si‘1'on
Hest.dans le premler ou le second cas, ol le nombre de composantes de la cdurbe
de niveau change dtune unité, on dit que le point critique est de type I, sinon

gu'il est de type 11,

PROPOSITION 5.= Soit M une surface et £ une fonction de Morse sur M . Si f

possede un point critique d'indice t de type II, alors M n'est pas orientable, -

I1 suffit de démontrer (prop,3). que

M contient une partie difféomorphe a

1tintérieur dtune bande. de Moebius, I1

est facile de le voir sur la figure

clesgt plus compliqué;é expliciter, mais

cela ne pose aucun probléme sérieux,
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~ PROPOSITION 6.— Soit M une surface compacte et f une fonction de Morse :sur

M ; soit g la fonction de Morse associée par le lemme 1, Entre les niveaux c¢

et 4, les points critiques de type I sont en nombre pair, Tous les points cri-

tigues dont le niveau est hors de [c,d] sont de type I,

Ia deuxidme assertion résulte de la construction de la fonction g . Ia
premiere est conséquence du fait que V(c) et V(d) ont une seule composante et
dtautre part que les points de type I sont ceux qui changent la parité du nombre

de composantes de la courbe de niveau,

§5. Un cas particulier,

Dans la suite, vu le lemme 1, on fera 1'abus de langage suivant : on reprend
les notations £ , a et b pour désigner g, cv et d et 1l'on dit que £ a
un point critique d'indice 0, qu'elle a n(4)-n(0)-n(2)+2 points critiques
d*indice 1 et un point critique dtindice 2, Du point de vue de la construction de
M par recollements, cet abus de langage est justifié, En outre, on peut démon-

trer l'existence d'une telle fonction de Morse sur M.

THEOREME 3.- Si, sur la surface compacte connexe M , la fonction f a un point

dfindice 0, un point d'indice 2 et des points critiques d'indice 1, en nombre q .,

tous de type II, l'espace M est homéomorphe & 1'espace Uq . (cn.2, §7).

Rappelons que l'espace Uq est la somme connexe itérée de p exemplaires

du plan projectif P2'= U1 . .Bn outre, on pose Uo = 32 R
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Le cas QU q=0 ., Remarquons que, sur la sphere X2-+32-¥Z2-1 =0, la fonction
cote =z est une fonction de Morse sans point critique d'indice 1, La sphere
82 = UO est obtenue par reccllement des deux hémisphéres (z 3 O): et (z 6'0)
qui sont des voisinages canoniques des deux points critiques.

Pour la surface M, considérons un niveau c intermédiaire‘entre les
niveaux a et b , Ila surface M s'obtient par recollement de M(c),  homéo-

morphe & M(a), et de M*(c), homéomorphe & M'(b), Par recollement des homéo-

morphismes (ch.2, §5 et ch,5, §7 ci-dessous), il en résulte que M est homéo~

morphe & Uy e

g=1
Ile cas o g=1 ., Dans ce cas, l'espace M(b) s'obtient en recollant & un

disque un rectangle avec orientations non compatibles, Il est facile de voir que
M(b) est homéomorphe 3 la bande de Moebius. Alors M , ~qui s'obtient en collant
les disques M'(b) et M(b) 1le long de leurs bords circulaires, est homéomorphe
au plan projectif P, =T, .
_l&_ggg{gg Q%2 . Supposons (par récurrence) le théoréme démontré pour une fonc-

tion de Morse ayant g-1 points critiques d'indice {, Considérons maintenant le

cas de gq points critiques notés c;,.o,,cé , dans ltordre croissant des



valeurs critiques, Soit ¢ wun niveau compris entre f(c;) et -f(cé). I1 résulte

de 1'étude du cas q=1 que M(c) est homéomorphe & la bande de Moebius et il

résulte de 1'hypothdse de récurrence que M'(c) est homéomorphe % Uq_ privé

1

dfun disque (1a fonction -f a g-1 points critiques d'indice 1 en-dessous du

niveau ~c¢)., Par recollement, M est homéomorphe & U1 # Uq_1 = Uq .

§6. Le cas général,

THEOREME 4.~ Toute surface compacte connexe est homéomoryphe soit & un espace U

(g » 0) soit & un espace Tp (p > o0)

==

On va démontrer, par récurrence sur ltassertion suivante, 8i, sur M
s q. 9 ’ ?

la fonction de Morse a un point critique d'indice 0, un point critique d'indice 2

et q points critiques d'indice 1, l'espace M est homéomorphe 2 Uq si gq
est impair, homéomorphe soit & Uq soit a Tp si g=2p . le casou q=0

a déja été vu au §5 ; le cas oh q=1 aussi car, dans ce cas, le point critique
est de type IT (prop.6)o

Le cas ob g=2 ., 9Si les deux points critiques sont de type II, M est homéo-
merphe & U2 dtaprés le th,3., Sinon, les deux points critiques sont de type I
(prop.6). Pour le tore T, (ch.3, §4, ex.4), on a une fonction de Morse qui a

1

deux points critiques d'indice 1, un point d*indice O et un point d'indice 2,

~Soient af, c', b' des valeurs qui séparent les quatre valeurs critiques. L'es-

-pace T1(c') est homéomorphe & un cylindre SxI ; on peut aussi 1l'obtenir en

recollant au disque T1(a') un rectangle par deux c6tés opposés, avec orienta—

‘tions compatibles,
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‘Pour -la surface M , ,sqit. ¢ une valeur intermédiaire entre f(c;) et
f(cé); ‘L'espace M(c) est homéomorphe 3 ,T1(c‘) puisqu'on l'obtient en collant
un rectangle & ‘M(a) avec orientations compatibles, De méme M'(c), homéomorphe
éb'T;(CI), .est homéomorphe & un,cylindre SxXI , .Pour obtenir ‘M., on. deit
recoller ces cylindres, Il y a deux manieres :.avec,orientatioﬁs‘compatibles, on

obtient le tore T, ; -avec orientations opposées, on obtient le tore de Klein UZ'

1

6
=

On obtient le méme résultat en étudiant 1'espace M(b). Celui-ci est obtenu
en:collént deux rectangles & un disque. Pour coller le premier, il n'y a, &
horﬁéomorphisme preés,. qu'une manidre pour gue le bord de M(c) §oit deux-cercles.
Pour ‘le deux;éme, dont deux c8tés opposés sont collés chacun & 1l'un Qe ces cercles,

i1 y a - deux manieres,

u(v)

{&re maniére 2&me manidre

U2 moins un: disque



la premidre donne M(b) homéomorphe & V, . Ia deuxilme est homéomorphe & 'U2

1

privé d'un disque (cf §5).

Ie cas oi g=3 ., Il peut y avoir trois points de type IT et M est homéomorphe

a U3v (th.3), ou bien un point de type II et deux points de type I car les points
de type I sont en nombre pair entfé les niveaux a et b (prop.6). Dans ce cas
1t'un des points de type I est soit le plus haﬁt,rsoit‘le plus bas, On peut tou~
jours supposer que c'est le point le plus bas c; (en changeant éventuellement

f ep -f). Soient ¢ et d des niveaux tels que f(c;) <e< f(cé) <d< f(c%).
Supposons que cé soit de type I, alors V(d) a une composante et M(d) est
homéomorphe & T1 ou Ué privés diun disque dtaprés le cas ou ¢q=2 .. D'autre
part, dtapres le §5, M'(d) est une bande de Moebius, Dans le second cas .

M= U2 # U1 est homéomorphe & U3 s Montrons qu'il en est de méme dans le p#e-
mier, c'gstné—dire que T

# U1 est homéomorphe & U Pour cela, comparons

1 ;o
dans les deux cas les espaces M(b) qui sont obtenus en collant trois rectangles
a3 un disque. Il suffit de montrer qu'ils sont homéomorphes ; les espaces M ,
obtenus & partir de M(b) en collant un disque le seront aussi. On démontre ai-

sément que les deux espaces M(b) sont homéomorphes en étudiant les dessins ci-

dessous

ter cas» Ué i U1 ‘2&me cas T1 # Ui
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3i maintenant ‘le point cé est de type 11, montrons qﬁ'on peut modifier f
pour se ramener au cas précédent, Lebpoint c% est de type I et son voisinage
canonique U3 rencontre les deux.composantes de‘ v(a) puisque V(b) n'a qu'une
composante, Il rencontre donc aussi les deux composantes de V(c). Si 1lt'on modi~-
fie la fonction f dans V3 (ch.4, prop.3) de fagon que f(c%) ‘devienne infé-—
rieur a f(c;), le point critique c% devient un point dont le franchissement

réunit les deux composantes de V{c) et 1'on est ramené au cas précédent,

Plus généralement dans le cas dfun nombre arbitraire q de points criti-
ques, on peut supposer, par ce procédé, que les courbes de nivgau ont au plus
deux composantes et que chaque point critique 05 de type I, dont le franchis—
sement sépare en deux une composante, est immédiatement suivi par un point cri-

tique 05+1 qui regroupe ces deux composantes en une seule,

s

Le cas general, Supposons que f ait g -points critiques d'indice 1 sur ‘M ;
d'aprées ce qui précede, on peut supposer les points de type I rangés par couples
de deux points consécutifs. Il y a des couples de la {dre manidre et des couples

de la deuxidme manidre (cf, le cas o q=2), L'assertion qu'on va démontrer,
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par récurrence sur g , est la suivante 3

Si tous les points sont de type I et forment des couples de la jére manidre,

alors M est homéomorphe & Tp oh g=2p (il n'y a que des couples), sinon M

est homéomorphe & U .

q

Si tous les points sont de type I et tous les couples de la premiére ma-—
nidre, soit ¢ wun niveau compris entre f(oé) et f(c%). I1 résulte de 1'étude
du cas q=2 que M(c) est homéomorphe & V1 (i.e. -T1 privé d'un disque).
Mais il résulte de 1'hypothése de récurrence, en considérant la fonction -f ,
que M'(c) est homéomorphe & VP~1 . Donc M est, par recollement, homéomorphe
8- =17 3# T‘1 : d'olh la premidre partie de 1l'assertion,

Démontrons la seconde partie., Supposons dlabord que les deux plus bas points
c; et cé ne constituent pas un couple de la {ére manidre, pas plus que les
deux plus hauts points c% et ci . Dans ces conditions, si Q; est de type
II, en notant d un niveau compris entre f(d;) et f(cé), l'espace M(d)
est homéomorphe & U1 privé d'un disque (d'aprés le cas g=1) et M'(d) a
Uqﬁ1 privé d'un disque (d'aprés 1'hypothése de récurrence ), L'espace M- est

donc homéomorphe 2 U1 # Uq._-v1 = Uq . .8i le point c; est de type T , alors

cé aussi et ils forment un couple de la 2&me manisre, Si f(cé) <ecX f(c%) 3

~1'espace M(c) est homéomorphe & U2 privé d'un disque (q=2) et 1l'espace

T

M (c) U - privé d'un disque {(hypothese de récurrence), donc M  est homéo-

g

morphe & U, # U =T .
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Si, maintenant, les points c; et cé constituent un couple de la premiére

manidre, ltespace M(c) est homéomorphe & T1 privé d'un disque (cas q=2)

et M'(c) & Uq—2 privé d'un disque (hypothése de récurrence), Lfespace M est

homéomorphe & T1 # Uq.__2 . On vérifie facilement, par récurrence sur q ) 3 ,
que cet espace est homéomorphe & Uq ; le premier pas de la récurrence a été

fait dans le cas q=% , ou 1l'on a montré que T, # U1 est homéomorphe & U

1 3"

Ceci achéve la démonstration,
Remarque 2.~ Pour préciser le th.4, il reste & montrer qu'il existe des surfaces
différentiables homéomorphes & Tp (p»0) ous Uq (¢ 30); il reste aussi
3 montrer que, hormis Uo et TO qui sont homéomorphes,»dans 1'ensemble de tous

-les espaces Tp (p > O) et Uq (q > O), il n'y a pas d'autre couple d'espaces

homéomorphes. On démontrera cela au chapitre 7.

Remarque 3.~ Si la fonction f possede sﬁr M un couple de points critiques de
type I de la 2&me maniére, il existe une partie de M difféomorphe & l'intérieur
d'une‘bande de Moebius. Il suffit de démontrer que, pour un tore de Klein (q==2)
il existe une telle bande de Moebius entre les niveaux a et b , et c'est

facile, Une telle surface M n'est pas orientable (prop.B).
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§7. Précisions et remords sur le recollement des homéomorphismes,

Soient X et Y deux espaces métriques, A wune partie compacte de X et
f :A->7Y une isométrie, On a défini, au ch,2, §5, 1'espace métrique Z recollé
de X et Y par f , Il est muni de deux isoméiries (inclusions canoniques)
i:¢X—-2 et jJ:Y-2Z . Soient X', Y', A' et f' dtautres données, 3!
leur recollement et i' et Jj* les inclusions associées, Il résulte du ch.2 que
la donnée d'un homéomorphisme g : Z — Z' est équivalente & la donnée de deux
homéomorphismes h : X - X' et £ ¢ Y- 7Y' <els que 3
(1) n(a) = A
(2) £1oh|A = fof

et 1'on a alors le diagramme commutatif suivant

X o Xt
SN, YN
A Z —y Z! Al
N, N

Clest le théordme de recollement d'homéomorphismes quton a utilisé dans les
paragraphes précédents pour prouver que deux recollés Z et Z' sont homéo-
morphes, Pour cela, on a toujours exhibé les homéomorphismes h et £, mais
on n'a pas vérifié (1) et (2), Montrons qu'on peut remplacer ‘h et £ par des

homéomorphismes satisfaisant & (1) et (2) dans les deux cas ol nous avons fait

des recollements (5).

(5) Ce résultat n'est pas général, la conclusion dépend essentiellement du fait

quion recolle des morceaux de surfaces.
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ler cas : A est homéomorphe & un cercle,

PROPOSITION 7.~ Soit k wun homéomorphigme, préservant 1'orientation, du cercle

S sur lui-méme, I1 existe un homéomorphisme K : 8 X [O,?] -5 X [0,1] tel

gue s

It

K(S)({O}) S><{O} et K|S><{O} goit l'application identique,

1} > Sx {1} soit l'application dé-

—~—

K(sx{1}) =sx{1} et xlsx{1] : sx

duite de k ,

Soit a le point (1,0) sur le cercle 8 diéguation X2+y2 =1, Sup-
posons que k(a) =a ., (Comme k est un homéomorphisme, 1%homomorphisme
ﬁ(k) H n(S,a)-» R(S,a/ est un isomoryphisme, Il v a deux automorphismes du
groupe 2 , 1'identité et la symétrie (multiplication par =-1), On dit gque k

z N N P & oo’ s 1 - s
préserve l'lovientation si n(k) est 1'identité, On sait alors (ch.t, §4) que,

si x est le point de S dtangle polaire 2nt , t € [0,1] , on peut écrire :

(x) = o71m O(t)

A,

ou © : [0,1]-» [0,1] est une fonction continue telle que G(O) =0 et

9(1) =1 ., Comme k est injective, la fonction 6 aussi ; c'est donc une
fonction strictement croissante, Pour s € [0,1] , Jla fonction

es(t) =8 e(t) + (%-s)t est une fonction strictement croissante de t et 1l'on
a GS(O) =0 , GS(%> =1 , On pose alors

kc‘(,X) - e?i’ﬂ: @S(‘t) ,

K(x,5) = (k (x),9) .
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Si 1l%on n'a pas k(a) =a , et si u¢g [O,Zn[ est ll'angle polaire du
point k(a), on a k{x) = ruok‘(x) ou ru ¢ 8>S est la rotation dlangle u
et k' : S-S un homéomorphisme tel que k'(a) =a , On dit que k préserve
1torientation si k' 1la préserve. Soit R : Sx[0,1] — sx[0,1] 21'homéomor-
phisme défini par

R(x,8) = (r_ (x),8) .
%

_ L'homéomorphisme X = RcK' convient,

Dans les cas de recollement d'homéomorphismes oli A est homéomorphe au

cercle S , on a towjours vérifié que h(A) = A" et que 1l'homéomorphisme

h -4 . .
k=1 "ok of'ohiA : A —» A préserve 1forisentation, Montrons gquton peut rempla-

y : 5 N . . o B
cer h 7par un homéomorphisme h' tel que £ of offoh soit 1l'identité sur

A . C'est possible parce que, dans les cas étudiés, X est de la forme M(e)

et A est alors V{(c)., Il résulte de la proposition 1 dum ch.4 que A posséde
un voisinage homéomorphe 3 S><[O,1]a Plus précigément, il existe une applica-
tion continue injective ¢ : sx[0,1] =X telle que @(S><{1}) =4A et telle
que la frontidre de o¢(Sx[0,1]) soit g¢(sx{o}). Soit k = ¢_1ok50¢ls><{0}.
Clest un homéomorphisme, préservant 1'orientation, de S><{O}. Soit X 1tho-
méomorphisme de Sx[0,1] associé (prop.7). Alors goKog | est un homéomor~
phisme de o{sx[0,1]) qui coincide avec k = sur p(sx{1}) et avec 1'identi-
té sur ¢(sx{0}). Prolongé par 1'identité sur le complémentaire de o(sx[0,1])
c'est un homéomorphisme ho de X sur lui-méme (ch.1, Prop.6). L'homéomorphis—

"”1 z N o= o
me h' = hoRo répond a la question,
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otme cas : ¢ est un rectangle et f£(A) est formé de deux cBtés opposés..

I1 s'agit de recoller un rectangle en identifiant deux c6tés (opposés) &
des arcs disjoints I et J contenus dans un cercle V(c). On doit montrer
que si I' et J' sont deux autres-arcs digjoints, de méme orientation res-
pectivement que I et J , 1l existe un homéomorphisme ho de X sur lui-
- méme tel que h* =:hoh;1 satisfasse 4. (1) et (2). Comme précédemment, V(c)
a un voisinage homéomorphe & S><[O,1] et il suffit donc, pour se ramener au

cas précédent, de démontrer :

PROPOSITION 8.- Soient v, &6, y', &' : [0,1] = S des applications continues

injectives d'images I , J , I', J'. On suppose que I et J (resp. I' et J')

sont disjoints et que I et I' (resp. J et J') ont méme orientation, Il

existe un homéomorphisme k :.8 - S préservant l'orientation et tel gue :

koy =y' et k(1) =1',
kos = &' et k(J) =Jv .,

Trés facile,
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Chapitre 6, Noeuds

Ia théorie des noeuds est actuellement assez développée, bien que trés
compliquée. Il s'agit de 1'étude de la figure formée par une courbe fermée
simple dans l'espace de dimension 3 ; ceci constitue la représentation mathéma-
tique des figures qu'on peut former avec une ficelle, Les problémes posés se

généralisent & 1'étude d'une sphdre de dimension p plongée dans l'espace de

dimension n , On se bornera & donner quelques définitions et résultats é1é-

mentaires de la théorie des noeuds comme exemple d'utilisation du groupe fonda-
mental, Pour plus de détails, on peut consulter l'ouvrage de R, Crowell et

R, Fox : An introduction fo knot theory, Ginn and Co, 1964.

§1. Définitions,

Un noeud est 1l'image K d'une application continue et injective

£ :.81 - R3 o -Deux noeuds K et KXK' sont équivalents s'il existe un -homéo-

3 3

morphisme h : R” - R” , préservant l'orientation (1), et tel que h(x) =K',

. On a alors h(gjiK) = R3-K'e Une condition nécessaire (mais pas suffisante)

pour que deux noeuds soient équivalents est que leurs complémentaires soient
homéomorphes et, en particulier, que les groupes fondamentaux de ceux-ci soient

isomorphes, On appelle groupe du noeud KX, _et on note G(K), le groupe fon-

damental n(33~K,%Q, ol X, est un point-base arbitraire, Vérifier que G(K)

(1) On ne précisera pas cette notion,
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ntest pas isomorphe & G(K') est un critére trés efficace pour montrer que K
n'est pas équivalent & XK' ; il y a cependant des noeuds dont les groupes sont
isomorphes et qui ne sont pas équivalents,
On ne s'intéressera ici qu'aux noeuds K qui sont équivalents & des noeuds
polygonaux, Un noeud K est polygonal s'il est 1l'image d'une application poly-
gonale injective f %781 ﬁ»BB ; pour une telle application, il existe une dé-

composition 0 = eo < 91 {owsX en\= 2w du segment '[O,2n] telle que, sur

chaque segment ,[ei,ei+1] 5 'l'application 6 (o) soit linéaire affine,

Remarque 1, On pourrait s'intéresser aux noeuds qui sont images d'une applica-

1 3

tion continuement dérivable f : S - R injective et de rang 1. 0On démontre
qu'un. tel noeud est équivalent & un noeud polygonal, Dans la suite, on ne con—
‘sidérera des noeuds différentiables que s'ils sont évidemment équivalents & un

noeud polygonal,

- PROPOSITION 1.~ Soit K un noeud polygonal, les noeuds polygonaux assez voising

de X sont équivalents 2 X .

3

goit K' .un noeud, image de f£' S1-+_§ polygonale, Ce noeud est voi—b

sin de K- si les applications f et f' sont voisines, au sens de la conver-
gence .uniforme  sur S1 . On peut, par translation, supposer que f(O) = f'(O).
On peut, en la raffinant au besoin, supposer que la subdivision

0 = 90,61,...,9n = 271 est adaptée 3 la fois aux deux applications polygonales

2

f et f',  Considérons ltapplication polygonale g :A.S1-——> R qui coincide avec
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f* sur [60,61] , avec f sur

[61,92] (et qui est linéaire affine sur
[61,92])o Si f' est assez voisin de

f(e1), ltapplication g est injective,

£(0) = 1(0)

On construit facilement un homéomorphisme

de R3 qui laisse fixe f([e2,en]) et qui transporte f([O,ez]) sur

g([0,62]), pourvu que f'(6,) soit assez voisin de f(61). Donc le noeud
t

défini par f est équivalent au noeud défini par g ; et g et f' coin-

cident sur [60,91]a I1 n'y a qu'a itérérer le procédé pour prouver 1l'équiva—

lence de £ et fF,

THREOREME 1.— Deux noeuds polygonaux isotopes sont éguivalents.,

Deux noeuds polygonaux Kb et K1 sont isofopes s'il existe une applica-

-tion continue F : S1><[O,‘l]--—> R3 telle que, si 1'on note F(4%,x) = ft(X) ,

l'application £, : Slw> R3

+ solt polygonale injective pour toute valeur de

t €[0,1] , et telle que fo(s’) -k, f1(31) =X, .
De la prop.i, i1l résulte que, pour to €»[O,1] , 1l existe € > 0 tel que
le noeud ft(s1) soit équivalent & ft (S’) si It—tol & € . . Les intervalles
o}

]to—e s to+a[ , lorsque t_ = parcourt [0,1], recouvrent [0,1]. Soit %‘ un

nombre de ILebesgue (chez, §1) de ce recouvrement, Si It—t' , alors

Bi—

<
ft(s1) est équivalent a ft‘(s1) car t et %' sont contenus dans un méme

intervalle ]to—e > t0+e[ . On en déduit que K

> f1(81) est équivalent &

Kb = fo(s1) en passant par les intermédiaires ft oi T ==, P=1,2,0e0yn~1,

Bl



97.

Le noeud trivial est le cercle x2+y2—1 =0 du plan z=0 , Tout cercle

de 33 est évidemment équivalent au noeud trivial. De m&me, tout triangle dans

3

R” est équivalent au noeud trivial,

PROPOSITION 2.- Le groupe du noeud trivial est isomorphe & Z ,

Soit S wun cercle du plan z=0 , et A un tore plein d'4me 5, . de
frontigre un tore ¢ , Soit B le complémentaire de 1'intérieur de A , 1'in-
clusion B A'RB—S- est une homéotopie, On va montrer que le groupe fondamental:

de B est infini cyclique de générateur un cercle méridien de ( .,

Considérons la sphére 83 qui, dans 34 ,  a pour équation
X2+Y2.+22 +T,2 =1, Ia projection stéréographique de 33 sur le plan T=0 ,
de centre le point P de 83 tel que = =1 ést un homéomorphisme
h s Sz-P-—> R3 . Le point de coordonnées (x,y,z) de 53 est 1l'image du point

de 83 de coordonnées :

3 2X _ 2y
A== » T=—F"5—3 ,
14X +Y +%2 14X +y +Z

22 1-x?-y2;22

Z=—= =373 » T =—7%">5—
14X +y +2 14X +y +2
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Congidérons les deux parties A' et B' de 83 définies respectivement

par les inéquations

(ar) it y 2241,
(') X2+f2<z2+T2.
Leur intersection (' est définie par X2-+Y2 = % ) 22-+T2 = % ; produit de

deux cercles, c'est un tore., Les espaces A' et B' sont clairement homéo-
morphes entre eux ; montrons que A' est homéomorphe & un tore plein, L'espace
A' ne contient pas le centre P de la projection et A' est homéomorphe a
l'espace A = h(A') qui est défini par 1l'inéquation

(21y2422)? -

6(X2+y2“) + 275 41 0.
On reconnait un tore plein dtaxe. 0z dont les cercles paralltéles du plan z=0
ont pour rayons p = ng¥§ . Il a pour frontiere le tore C = h(C')d

Le groupe fondamental de B , complémentaire de 1'intérieur de A, est
donc isomorphe au groupe  fondamental de h(B) = B'—{P}. Lfinjection canonique
B'--*-{-P}-—> B' dinduit un isomorphisme des groupes fondamentaux (on applique le
th, de van Kampen a B‘~{P} et & un disque de centre P comme dans ch,2, §6,
remarque.?),,Le groube fondamental du tore plein B' est isomorrphe 2 Z avec

pour générateur un méridien de C'. Le groupe fondamental de B est donc iso-

morphe & Z. avec pour générateur un cercle méridien du tore C .
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§2. Le groupe dfun noeud,

Voici comment, dans le cas général, on peut calculer le groupe d'un noeud:

polygonal,

Représentation plane du noeud et notations. D'abord, on choisit un plan P tel
que la projection orthogonale du polygone K sur P soit "en position géné-—
rale", c'est-d~dire n'ait aucune deé particularités suivantes :

(a) un c6té de K se projette en un point,

(b) un sommet a sa projection contenue dans celle de 1ltintérieur d'un cété,

(c) trois points distincts ont m&me projection,
Pour choisir une droite D dissue de 0 et orthogonale & P , 1la condition (a)
exclut un nombre fini de droites, les paralldles aux c8tés de X ; 1la condition
(b) exclut les droites d'un nombre fini de plans, paralldles aux plans définis_
par un sommet et un c6té de K ; la condition (c) exclut les droites d'un
nombre fini de cones du second ordre, les cones directeurs des quadriques con-
tenant trois cb6tés.de KX , On peut donc bien choisir une droite D et un plan
P convenables, La projection k de K est une ligne polygonale fermée qui. a,.
pour seules singularités, des points doubles isolés intérieurs aux cbtés. On
convient alors que. P .est le plan z=0 3 par translation verticale éven-
tuelle, on se raméne au cas ou K est situé dans le demi-espace =z > 1 et on
donne la représentation graphique suivante de k ., Soit a un point double de
k , projection d¢ A et B € XK. Si B est plus bas que A , soit. [B',B"]

un petit segment de K dont B est le centre., On supprime dans k 1la projec—-
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tion 1b’,b"[ de 1'intervalle ]B',B“[ (ef, figure) (on représente souvent,

pour simplifier, k par une courbe différentiable),

A

Le nocud X' éguivalent & K ., Par isotopie (th.1), le noeud K 'est-équiva—

lent au noeud K' obtenu en remplacant le segment B' B" par la suite des
trois segments B' b',b' b" et Db" B", Choisissons un sens. de parcours arbi-
traire sur K et numérotons dans llordre B ,e.,,Bn les points B rencontrés;

1

on suppose que l'orientation de X cofncide avec celle de B% Bg et on note

1

1

1

Y ,,,.,Yn' les arcs polygonaux B? B',O.,,Bg B! respectivement,

anm
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Les générateurs de (k). Soit p wun point de 1l'axe 0z , de cote supérieure

a4 celle du point le plus élevé de K . Définissons certains éléments

%

yeeoX  de n1(Ej-K,p), L'é1ément x5 est représenté par un chemin Y; com-

posé de la maniére suivante :

un segment horizontal joignant p & un point Di

situé & la verticale d'un point Ci de ltarc Y. , un segment vertical des-

cendant de Di Jusqulau voisinage de Ci , un tour complet autour de l'arc
Yi au voisinage et le retour p

en empruntant les deux segments du trajet

aller, On suppose que le tour autour de Yi steffectue, par rapport & 1l'orien—
tation de Y, , dans le m8me sens que sur la figure.

THEOREME 2,- Le groupe ¢(K) du noeud K est isomorphe au gquotient du groupe

L(X1,...,Xn) , groupe libre & n générateurs x1,°‘e,x , Par le sous—groupe

distingué engendré par les

’ z » —'1
n éléments r., =x. X X., X correspondant aux
i i k1 k

n  points doubles de k (ai est un point double, projection de Ai €Y _ et

k
Yj et Yi' sont les deux arcs issus de Bi)a Si

k n'a pas de point double,

le groupe G(K) est isomorphe & Z .

a) Supposons d'abord que k n'a pas de point double, alors

k lui-méme
: 1 3
est noeud polygonal ¢ si f : S —-R

R” est 1'application polygonale qui définit
K et = 33_

- P la projection, alors mof est polygonale injective d'image

k . En outre mof est isotope & f (isotopie le long des droites projetantes)
et k est équivalent & K . Il est facile de voir que k , polygone plan, .
est équivalent au noeud trivial,
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b) 8'il y a des points doubles, on calcule le groupe du noeud XK', éguiva-:

lent & K & 1l'aide du théoreme de van Kampen, Considérons le demi-espace E1

défini par z > 0 et K1 = K'f E1 et le demi-espace E2 défini par 3z < 1

T . — k!
ainsi que . Ké =K'N E2 o

LEMME,~- Le groupe n(E1— 1,p) est le groupe libre & n générateurs X1,.,.,Xh;

L'espace KJg posséde n composantes Fi formée chacune d'un arc polygo-
nal Yi (dont 1a projection horizontale 5 est sans point double) avec &
chacune de ses extrémités un segment vertical, [B;,b;[ et [Bé;bé[‘. En
outre les arcs s sont disjoints, Il existe un homéomorphisme conservant la
projection horizontale, de E1 sur 33‘ qui envoie chaque - Fi sur. la réunion
Fi de l'arc ¥ et des deux demi-~droites verticales descendantes A;- et Aé
issues de bg et bs . Le complémentaire Ejm(UFi) est homéomorphe au com-
plémentaire de n droites paralléles dans 53 » On peut le voir en déformant,
par "isotopie!" 1l'arc polygonal en un segment, les droites A; et A; restant .

les verticales des extrémités ; puis en rabattant ces droites et en raisonnant

comme dans le théordme 1, ILa méme opération peut s'effectuer de facon disjointe
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pour toutes les Fg o Le complémentaire de n droites paralléles de EB est
hgméotope au complémentaire de n points de 52 . Son groupe fondamental. est
libre & n générateurs, chacun correspondant & un tour complet autour d'une:

des n droites et d'une seule., Bn remcntant & E1-K% , on voit qu'on a démon—

tré le lemme,

c) Dtapres le lemme, le groupe fondamental de E2-Ké est. analogue car Ké
est constitué de n composantes Gi , formée chacune du segment [bi,b;] et

de deux petits segments verticaux ; notons a, les générateurs de n(E2—Ké).

olo

Enfin, (EZ—Ké)fl(E1—KH), complémentaire de 2n segments verticaux dans

E1ﬂ E2 , a un groupe fondamental & 2n générateurs, les Bi qui entourent

les A; et les Y, qui entourent les Ag .« On peut alors appliquer le théo-
réme de van Kampen (ch.2, th.2). Le groupe de KXK', groupe fondamental de
RO-K' . est la somme du groupe libre _L((Xi)) et du groupe libre L((ai)) ’
amalgamée par deux homomorphismes p et ¢ venant du groupe libre
L((Bi),(yi)), Choisissons les orientations de @ Bi » Y5 » X; cOmme Syr la

figure, On a alors ¢(Bi) = Q.

11 s ¢(yi) = . On obtient donc G(K') en fai-

sant le gquotient du groupe libre L((ai),(xi)) par le sous—groupe N engendré
par les éléments (B )t (Y ) a—1 Les relations (B ea, =1 et

' PAPg /o8y 0 PAY /00y o - PARg /=Gy
¢(Yi)a;1 = 1 sont équivalentes & o, = ¢(yj) et ¢(Bi)°¢(yi) =1, Ilen
résulte un isomorphisme entre L((ai),(xi))/N et _L((Xi))/N', ou N!' est.
engendré par les éléments ¢(Bi).¢(yi) = ¢(§ﬁeyi)e Le lacet Bi'Yi fait une
fois le tour des deux droites Ai et Ag dans le méme sens. Il est facile de

-4

voir que W(ﬁi'yi) =X, XX, ,x;1 . D'ou le théoreme,
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Remarque 2,=- L'un quelconque des relateurs rivz X X X %, est produit de
conjugués des (n—1) autres, et (n-1) relateurs suffisent donc & définir
G(K). On peut s'en convaincre dans le cas o n=1 ; il n'y a qu'un point

double, qufun arc Y1 , qufun générateur x, et le relateur

r = x1 X X_1 x?’ est trivial,

Remarque 3.~ Considérons l'unique homomorphisme du groupe libre & n généra~-:
teurs (xi) sur le groupe infini cyclique de générateur =x , tel que
@(xi) =x, Ona @(ri) =1 et & passe au quotient pour donner un homomor-

phisme ¢ 3 (k) » Z2- qui envoie chaque générateur x; sur le génératevr =x .
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Chapitre 7. Surfaces dans l'espace euclidien de dimension 3

P

8i M. est une surface compacte connexe dans R on va montrer qulelle .
% = ’ .

sépare l'espace en deux parties., Le résultat est en fait général pour les va-

Ep+1.-

riétés compactes connexes de dimension n dans . la démonstration expo—

sée ici utilise essentiellement les résultats des chapitres 2, 5.et 6, Elle est

s ; : ix B ; : ;) 5
tout=a~fait particuliere au cas des variétés de dimension 2 ( ). La fin du cha-:

pitre est consacrée & des exemples de surfaces dans R3 et R4 o

3

§1. Séparation de' R” par une surface compacte connexe,

THEOREME.1,—»(A1exander) Soit M une surface différentiable compac#e connexe

dans R? + Le complémentaire U de M posséde deux composantes connexes par

arcs. Elles ont toutes deux M pour frontiere et l'une d'entre elles est bor—:

née,

a) Il vy a au plus deux composantes,

De la propriété (P') (ch.3, §3) de définition des variétés, on déduit, en
restreignant éventuellement X , le résultat suivant, Soit B la boule unité

3

ouverte de. R” et D le disque ouvert qui est 1l'intersection de B et du
plan: z=0 , Pour tout point m € M, il existe un difféomorphisme ¢ de. B

sur - un voisinage: W de m  dans R3 tel que ¢(D) =WNAM , L'espace B=D a

deux composantes connexes p.a. qui sont les demi-boules P: et N , parties de.

(1) Pour les variétés de dimension n , on utilise la théorie de 1'homologie
qui joue le »8le tenu ici par le groupe fondamental, et théoréme de dualité

d'Alexander dont la remarque 3 du ch,6 est un cas particulier,
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B situées.respectivement dans les demi-espaces z > 0 et 2z < 0 . Les images
o = ¢(P) et B = ¢(N) sont les deux composantes de W- (WAM), Tous les

points de & = ¢(D) adhdrent & o« et & B , comme les points de D adhdrent

4 P et N,

Comme M est compacte, le complémentaire U = RS—M est ouvert et ses

composantes connexes p.a., sont ouvertes et fermées dans U (ch.1, prop.4).

Soit Avrune composante connexe de U ; elle est ouverte dans R3

et ses:

points frontidres (dans RB) sont situds dans M . Il y a de tels points

frontidres sinon A serait ouverte et fermée dans R3

ce qui est impossible
puisque BB est connexe (2), L'ensemble Fr(A) des points frontidres de A

est une partie de M, fermée et non vide, Si m € Fr(a) et ¢ est, comme
ci-dessus, un difféomorphisme de B sur un voisinage W de m , alors W
rencontre A et l'une des composantes (a par exemple)de WF-(WT\M) est conte-
nedans A ., Il en résulte que Fr(A) contient le voisinage WNM de nm

dans M. . ILa frontidre de A  est une partie non vide, ouverte et fermée de

"l1ltespace connexe M , donc Fr(A) =M, Ainsi, un point. m € M est adhérent &

(2) Un espace connexe est un espace qui n'a dlautre partie a la fois ouverte et

e

fermée que la partie vide et lui-méme, Nous admettons que R” est connexe ainsi

qutune variété connexe par arcs (cf,,ch,1, remarque 1)e
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toutes les composantes de TU'; comme: WNTU n'a que deux composantes « et:
B, contenues: chacune dans une composante de: U, 1l'espace U a au plus deux

composantes connexes par arcse,:

b) Il ¥ a auy moins deux composantes,

Reprenons un point m € M et un difféomorphisme. ¢ de la boule de rayon
2 .de }_{3 .sur-un voisinage W de m , tel que ¢(0) =m et quer WAM .soit
1timage du plan z=0 , Soit S 1le cercle de rayon 1 de ce plan (clest le
bord de- D) et soit o= da(S)o_ Seit Y un segmén’c de droite de milieu m ,.
normal & M en m., Si Y est assez petit, son origine a est dans la com-
posante. « =.-¢(P), son extrémité - b dans la composante B = ¢(N), et m est.

le seul point commun avec M Supposons (par l"absgfde) que: U= BBQM nta

qulune composante connexe par arcs ; il existe un- arc continu-dans U qui joint
a & b, Comme les ouverts connexes par arcs de ‘133 sont connexes par arcs.
polygonaux, il existe vmé‘m.eun arc pqugonal_ H dans- U joignant . g- a2 .b .
Soit K 1ltarc polygonal fermé réunion de H et Y , L'arc K est contenu:
dans- UV & (le seul point de. X' qui n'est pas dans. U est le point m),. Par:
des manipulations assez simples, on péut remplacer K. par un arc polygonal

sans point double qui soit contenu dans U=8 , qui contienne encore le segment

Y et dont le seil point d'intersection avec M soit m ,  On le note encore K,
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Comme KcCUUS6, on a une inclusion i 3 M=4 - RB—K‘ des  complémentaires,

Si X est un point base sur le cercle ¢ = ¢(S),_ ce cercle est un lacet dans
M-&, notons s sa classe dans n(M—é,XO) ; c'est aussi un lacet dans
gg—K , notons s' sa classe, On a s' = n(i)(s),. si
(i) : 75(M—6,Xo)--9 n(Bj—K,XO) est 1tapplication naturelle,

D'aprés le th.4 du ch.4, l'espace M est homéomorphe soit a TP soit a
Uq o Dans tous les cas, le groupe fondamental de M=6 est un groupe libre
(ch.2, Prop.6 et 8) et la classe s de ¢ est, dans ce groupe, un produit de
commutateurs si M est homéomorphe & T , wun produit de carréds si M est

Y

homéomorphe & Uq (3)° T1 en est donc de méme de s' = g(i)(s) dans le groupe

n(Rj-K,XO) qui est isomorphe au groupe G(K) du noeud K (polygonezfermé
sans point multiple), D'aprés le §2 du ch,6, 1'é1ément s' € a(K) peut-&tre

pris comme générateur de G(K) car le lacet o fait juste un tour du c6té Y

du polygone K , et c'est tout, Soit ¢ : G(K)-» Z 1'homomorphisme de la

(3) On verra au §3 qu'il n'y a pas de surface homéomorphe & Uq dans 53 3

mais ce résultat se pose sur le théoreme 1, Il est donc nécessaire d'envisager

ce cas uniquement pour des raisons technigues de démonstration,
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remarque.3 du ch,6., L'élément =x = ¢(s') est un générateur de Z . Mais, si
s!  est un produit de commutateurs, ¢(s') est 1'é1ément neutre car. Z est
commutatif, et si s' est un produit de carrés, alors ¢(s') est un nombre
pair (pour la notation additive de g); Dans les deux cas, ce ne peut-8tre le
générateur de Z o Ceci prouve, par l'absurde, que U a deux composantes con-

nexes par arcs,

c) L'une des composantes est. bornée,

Soit n wun nombre assez grand pour que la boule B(n) de centre 0, de
rayon n dans 53 contienne le compact M ., Le complémentaire. de B(n). est
connexe par arcs et contenu dans U ., Il est contenu dans l'une des composantes
connexes par arcs de U ., L'auftre composante connexe par arcs de U , conte-

nue dans B(n) est bornée, Soit. A cette composante bornée, 1'adhérence

A= A(JFr(A) =AUM est compacte,

 Bemargue 1,- Une surface compacte dans. RB. qui a n composantes sépare lles—

pace en n+1 composantes et une seule d'entre elles n'est pas. bornée.

THEOREME 2.- Une surface différentiable compacte connexe dans RBI ést orien—

table, -

D'aprés la prop.4 du ch.5, il suffit de montrer que M posséde un champ

continu N(m) de vecteurs normaux, Soit m wun point de M, il y a deux

vecteurs normaux opposés N1 et N. de longueur { en n , Au'départ de leur

2

origine m , 1'un se dirige dans la composante o et l'autre dans la compo-
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sante B . Le point m adhdre & la fois & la composante bornée A de U et

3 la composante non bornée A'. Notons N(m) celui des vecteurs NT et N2

qui, au départ, se dirige vers A', On obtient aingi un champ continu de vec-

teurs normaux & M, de longueur 1.

§2. Les surfaces orientables se plongent dans RO,

PROPOSITION 1.~ Pour tout entier p » 0 , il existe mne surface différentiable

3

M dans R’ gqui est homéomorphe & Tp (4).

Nous savons déja (ch.3, §3, ex.2) ce résultat pour p=0 (sphére) et
p=1 (tore)., Pour p quelconque, on le déduit du lemme suivant qu'on ne dé-

montrera pas 3

LEMME.~ Soient M1 et M2 deux variétés de dimension n dans Eq‘, il

existe une variété M dans RY gui est homéomorphe 2 la somme connexe M1?FM "

- 2

L'idée de la démonstration du lemme est la suivante : apres translation
éventuelle de M , on suppose que M et MN' sont disjointes, On 8te une
boule dans M- et une boule dans M' et on joint les bords ainsi créés par un
cylindre, ;l reste 4 montrer qu'on peut faire cela de telle sorte que le résul-

tat soit différentiabie.

(?) On sait en réalité que deux surfaces homéomorphes sont difféomorphes ; par

suite, toute surface homéomorphe & Tp est,difféomorphe 3 une surface dans Rz
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PROPOSITION 2.- Si p#p', l'lespace Tp n'est pas homéomorphe & 1l'espace Tp"

Le groupe fondamental n(Tp) est le quotient d'un groupe libre & 2p
générateurs par un produit de commutateurs. Si on le rend abélien en divisant
pér le sous-groupe (distingué) engendré par tous les commutateurs, on obtient

2p

le groupe abélien libre & 2p générateurs 7 ° . Il est donc impossible que

n(Tp) et n(Tpg) soient isomorphes si p#7p',

PROPOSITION 3.- Si q;éo , l'esvpace Uq n'est homéomorphe & aucun espace Tp.

Pour démontrer cela, il suffit de montrer qu'en rendant abélien nT(Uq),
on obtient un groupe isomorphe a qu1 x (7z/(2)). Ceci démontre en méme temps

la proposition suivante 3

PROPOSITION 4.- Si q#q', l'espace Uq n'est pas homéomorphe & 1'espace Uq"

Dl'abord, pour. g=1 , nWQ):g/@) (dh& m@m?L Pour qgq=2 , on a

n(UZ) = L(a,B)/(azﬁz). Si l'on pose p = af , on a un isomorphisme

L(a,B) - L(a,p) , qui donne, par passage au gquotlent, un isomorphisme

L(a,B)/(a2B2)-% L(m,p)/(a;na_Tp)a S8i 1'on rend n1(U2) abélien, on obtient

le quotient du groupe abélien libre de générateurs o et p  par le sous—

5 % \ p 5 iz .
groupe engendré par p , dfol encore le résultat., Dans le cas général, si

g = 2p+t , ‘l'espace Uq est homéomorphe a Tp # U1 et 81 q =2p+2 , 1lles~

pace Uq est homéomorphe & Tp # U Le résultat stobtient alors & partir

5

des précédents & 1'aide du théordme de van Kampen,
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4, mels pas dans R3 o (5)

§3¢ Les surfaces non-orientables se plongent dans R

Seit M une surface homéomorphe & UOl (q;éo). Diapres la prop.3, elle
n'est homéomorphe & aucune Tp s Il résulte alors du §6 du ch.5 qu'une fonc-
tion de Morse sur M possede un boint critique de type II ou a un couple de
points critiques de type I de la 2&me manidre, Une telle surface nfest pas
orientable (ch.5, §4, prop.5 et §6, remarque 3). la surface M ne peut donc

8tre une surface dans R (81, th.2),

PROPOSITION 5.- Pour tout entier aq » 1, il exisbe une surface différentiable

M dans R homécmorphe & Uq .

En vertu du lemme du §2, 21 suffit de démontrer la proposition pour g =1.

On va définir explicitement une surface M CIR4 , homéomorphe au plan projec-
tif 5
i P2
Seit B 3 RB‘* R4 1'appiication dérivable définie par:
2 2

v =X =y , V=xy , w=yz , t=2zx ,

3 4

ol (X,y,z) sont les coordonnées de R et (u,v,w,t) celles de R’ ., Soit

32 1la sphére d'équation X2+y4+22 =1 de R3 et T : 82«» R4 la restric—

= =

tion de B .

LEMME 2.- (a) L'application f : Sz-ﬁ R4 est une application dérivable de

rang'Z en tout point,

(5) C'est un probléme important de déterminer, pour une variété M de dimen=
sion n , la dimension minimum g de Eq pour laquelle WM peut-8tre une va-
riété dans qu En 1944, H, Whitney a démontré que toute variété de dimension
n est difféomorphe & une variété dans B2ﬂ@ Pour une variété M donnée, le

probleéme du caleul de ¢ n'est pas entitrement résolu.
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(b) Pour gue deux points A et A' de s? soient diamétralement

2 4

LEMME 3.- Si l'application f : S° - R’ posstde les propriétés (a) et (b) ci-

dessus, son image M est une surface différentiable compacte homéomorphe ::;L_.PZ.

Démonstration du lemme 1, La matrice jacobienne de F  est

2x =2y 0
J(F) = y X 0
0 Z y
Z 0 X

Les déterminants d'ordre 3 extraits de J(F) sont respectivement :

2xyz , 22(x°=y") , 2x(x%45°) , 2y (x°+5°) 3
ils ne sont tous nuls qué pour x=y=0 . En dehors des points (0,0,ij),.
1'application f est de rang 2 car F est de rang 3, Si x=y=0 , et z;éO,
DF est de rang 2 et son noyau est le sous-espace x=y=0 ; comme il n'est
pas tangent & la sphére 3.2 aux points (0,0,i1), 1'application f .est, en
ces points, de rang 2, L'assertion (b) est évidente car la donnée de (v,w,t)

défcermine la droite OA .

Démonstration du lemme 2, D'aprés la définition de 1'espace P-2 (ch.2, §5) et

la propriété (b), l'application continue f : 82 - 1_14 induit une application
continue et injective f P2 - RA" o« L'espace P2 est compact., Soi‘t, en

et soit % € S_2 1*'un des deux

effet, (%n) une suite de points de Pé

points d'image: fc'n par l'application canonique p 3 82 - P la suite (xn)

2 3

admet un point adhérent x , et p(x) est adhérent & (:"c'n). Les fermés de
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P2 sont compacts, leurs images par f sont compactes donc fermées dans 34 s

Llapplication f continue injective et fermée est un homéomorphisme de P2

sur M = f(SZ)°

[
flVf—__—§-\\\ﬁs

Montrons que M est une variété, Socit a €M et A , A' € 32 les deux
points image réciproque de a par £ , Soit V un disque ouvert de centre A
sur 82 , de rayon inférieur & + et V' le disque de centre A' déduit
par la symétrie de centre 0, L'image f(S2-=(V(1V')) est un compact qui ne

o . o /2 Fe o Fa o 2
contient pas a (propriété (b)). Soit W le complémentaire de f(S ~{(vuv));

] ] 3 o -;"‘1 .
c'est un voisinage ouvert de a et WnM =f£(£ (W) = £(V). Soit
2 s 2 - v .
¢ ¢ U—-S" wun pavametrage de S d'image V ; par exemple, U est le disque
ouvert projection de V sur le plan perpendiculaire & OA en 0, et ¢

ltapplication réciproque de cette projection (si A est le point (0,0,1), [

est définie par (x,y) v (x,y,V 1~X2—y2))5 Ltapplication fogp : U - rY est
de rang 2, et son image fo¢(U) est précisément (V) =WAM .
Remarque 2,- Considérons la fonction g : M- R qui & a € M associe
2 2 5 o )
g(a) = u(x,y,z) = x=y° , ou (x,y,z) sont les coordonnées d'un des deux

points A, A € f_1(a). Cette fonction est bien définie, Blle est dérivable,

On vérifie facilement que c'est une fonction de Morse dont les points critiques



sont les points

Il

f(O,1,0) , indice O (minimum) 5 u(x,y,z)

f(0,0,1) , indice 1 . u(x,y,z)

1l

f(1,0,0) , indice 2 (maximum) . u(x,y,z)
Les couples (x,y) , (x,y) et (y,z) sont des

nage de chacun de ces points respectivement,
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—1+2X2+z2 H
2 2

X 4y

1 —2y2~Z2 °

coordonnées locales au voisi=
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Péquerette

Paramétrisation diffé-—
rentiable

Plan projectif

Plan tangent

Poincaré (groupe de)
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3
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