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INTRODUCTTION

Le comportement d'un plasma confiné & 1'intérieur d'une machine
Tokamak est connu par le potentiel magnétique en tout point du domaine de la
machine : un tore de section, ouvert borné de R*xR.

Selon certaines hypothéses physiques, dont en particulier la symétrie
de révolution du potentiel, la fonction u : Q > R est solution d'un probliéme
aux dérivées partielles, non linéaire, qui fait intervenir en un point xeQ
la surface S du domaine intérieur d@ la courbe de niveau passant par x, lors-
qu'on peut la définir, Plus précisément S sera définie comme un opérateur
appliqué & la fonction u : g(u). I1 sera multivoque.

Au moins pour prendre conscience des problémes théoriques et numériques
inhérents & Ta résolution de ce genre d'équations, nous ‘nous interessons, dans
la premiére partie, & un probléme modéle d frontiére fixe :

(1) - Au + B(u) 3F

Ce probléme a &té étudié d'un point de vue théorique par J. MOSSINO [1].
Cet ouvrage sera la référence premiére tout au long de ce travail pour les
résultats concernant le probléme (1) ainsi que de nombreux problémes voisins.

Dans la premiére partie, nous décrivons un algorithme de résolution nu-
mérique qui converge vers une solution de (1). Nous modifierons quelque peu
le probléme (1) pour essayer de mieux modéliser Tle probléme physiqué (dans Tle
cas ol la frontiére du plasma est connue). Nous étudierons qué]s sont les résul-
tats que nous pouvons alors conserver.

La deuxiéme partie est consacrée a 1'étude d'un probléme & frontiére
1ibre. En collaboration avec J. MOSSINO, nous montrons que 1'on peut se ramener
d'une maniére non standard a 1'&tude d'un probléme & frontiére fixe qui reste
dans le cadre des problémes étudiés dans la premiére partie.

Nous donnons alors quelques résultats numériques de ce probléme et nous
montrons 1'efficacité de la méthode.



Comme dans la premiére partie, nous terminons par une petite étude
en dimension 1 (avec unicité de la solution).

Dans la troisiéme partie, nous considérons un probléme d'évolution
associé au probléme du chapitre 1.

Nous montrons 1'existence d'une solution d'un probléme affaibli, par deux
méthodes déja utilisées pour le probléme stationnaire. Quelques généralisations
du terme B(u) sont également &tudiées.



CHAPITRE I PROBLEMES A FRONTIERE FIXE

—— D - — - -

1.- PROBLEME INITIAL - RAPPELS

1.1 - Définition de 1'opérateur f

Soit o un ouvert bornéd de RN, de frontiére réguliére, soit u une appli-
cation mesurable de Q dans R définie pour presque tout xe , on pose alors
pour presque tout xeQ

) (x) =mes {ye€q 5 u(y) < u(x)}

B (u
B (u) (x)

i

mes {yeQ ; u(y) < u(x)}
Les premiéres propriétés de B et B8 résident dans quelques Temmes :

Lemme 1.1.1.- si u est une fonction mesurab]é,-a]ors;g;(u)-et éfu)-sont-deux

.......................

Démonstration dans ([1] p. 11.23).

Définition de 1'opérateur multivoque B :

—

8(u) ={pe L(n) / B(u)(x) < ¥ (x) < B(u)(x), pour presque tout x€ 0}

on a en particulier le

Lemme 1.1.2.- B : LZ(Q) > C‘LZ(Q)

(CF sera 1'ensemble des parties convexes fermédes non vides de F). La démons-
tration est immédiate.

Une propriété trés importante qui nous servira dans la suite et qui
justifie entiérement 1'emploi de 1'opérateur multivoque est 1a propriété
(de continuité) suivante :

Propriété 1.1.3

Le Graphe de B : &(B) = { (v,8(v)) € LZ(Q) x L2 (9)}

2

est fermé dans LZ(Q) fort x L™ (Q) faible.




La démonstration qui sera reprise et généralisée au chapitre III, 3 LZ(O)
o 0 =0x]0,1]}, nécessite le théoréme d'Egoroff (cf. {1] p. IV.74) .

Lemme 1.1.3. et définition :

51 YeeR, mes{ xe /u(x) = t} = 0 5 alors B{u)(x) = B(u)(x) pour

presque tout xe 2, une telle fonction u sera dite sans palier.

Dans le cas contraire, 1'ensemble

Py = {xeQ/u(x) = t} sera un palier de u si et seulement si
sa mesure est strictement positive.

Nous pouvons alors poser le probléme suivant

Py trouvertjeH‘o(Q) telle que
-Au + ﬁb)= £
£ é&tant une fonction donnée € LZ(Q),

et considérer une formulation plus faible :

Py trouver ueH'(Q) telle que
g -Au + B8(u) >f

f étant toujours une fonction donnée dans LZ(Q). Les adjectifs "fort "
et "faible" sont justifiés par la proposition suivante de démonstration immé-
diate,

solution de Pl‘qui'est sans palier est solution de Po.

Remarque : Toute solution de P1 est sans palier, si par exemple, pour presque
tout xe , f(x)¢ [0,]2]], puisque sur un palier Te Laplacien de la solution est
presque partout nul.

Théoréme 1.2.2. :

Le probléme P1 admet au moins uné solution.

Plusieurs démonstrations se trouvent dans [1] . L'une d'elles utilise
le théoréme de point fixe de Kabutani-Ky-Fan.



1.3 -~ Un probléme d'optimisation (voir MOSSINO-ZOLESIO [2])

Nous considérons la fonctionnelle J : H'((%) ~ R

J(v) =~|\7vl2 +h (L—l f) v(x) dx +-1— Ir (v(x)— v(y)}+ dx dy
12(a)® oxe
avec t+ =t si t>0

t =0 si t<O
+

Proposition 1.3.1. : J est une fonctionnelle strictement convexe, continue et

coercice sur H‘O(Q).

Formulons le probléme P, trouverlJePVO(Q) telle que

J{u) = Min J(v)
vdPO(Q)

IT est immédiat que P, a une solution unique.

2

1.3.1.- Caractérisation de la solution de P

2

La fonctionnelle J n'est pas Gateaux-différentiable sur tout son domaine
néanmoins on peut calculer son sous-différentiel.

La solution unique de P2 est caractérisée par :
Théoréme 1.3.1. Le‘prcb]eme P2 a une'so1ut1on unique dans H‘O(Q)n H (2).
Une fonction u.de H' 0(9)(\H (@) est l1a solution de P, si et seulement s'il
existe e telle que :

(1) -bu(x) + 3 [8(u)(x) + B(u)(x)] = F(x) Pf( (),y) dy  pp. xeQ
X

ol # ={ve L™(2x0)/9(x,y) = ¥(x.y) et [ (xy)ls 23 pp. (xy)eR x 0 )
et P(u,x) = {yeQ/u(y) = u(x)?} .

Démonstration dans [2] , o0 le calcul du sous-différentiel utilise un résultat
de CASTAING.

‘Remarque :si u estsans palier, J est Gateaux différentiable en u et sa
différentielle a pour expression :



(2) J'(u) = -bu +8(u) - f

Si la solution de P, est sans palier, elle est caractérisée par J'(u) = 0
c'est-3-dire -Au +48(u) = f au sens des distributions.

De cette remarque, on déduit le corollaire :

1.4.- Comparaison des 3 problémes

Corollaire 1.4.1 -

Les solutions sans palier de Po, P1 et P, sont identiques PO et

P1 ont, au plus, une solution sans palier.

Corollaire 1.4.2 (voir [2] )

La solution de Pé’éSt'SO]UfiohfdévPl.

Mous allons systématiquément utiliser ce probléme d'optimisation pour

calculer numériquement une solution de PO‘

Néanmoins, on peut montrer qu'une solution de P2 avec palier n'est
pas nécessairement solution de PO.

I1 suffit de considérer f EE%L, par exemple ; la solution de P, est
alors u= 0 sur tout @, qui n'est pas solution de PO (cf.'[ﬂ ,IIT). Le cas
0 <f =cte <|Q]  correspond & une situation analogue.

1.5.- Deux problémes plus proches de la réalité physique

1.5.1- Uné généralisation de 8(u)

Posons le probiéme P3 trouvértJePPo(Q) telle que
-Au + g( 8(u) >0

ol g est une fonction continue de [O,]Ql] dans [R.

Nous avons les mémes résultats d'existence que pour le probléme P1
précédent (cf. [1],IV3. De méme, si 1a so]qtion de P3 est sans pali?r alors
elle est solution du probléme fort obtenu en remplacant g(u) par g(u). C'est
précisement le cas si par exemple 04 g (]0,[0]).



~

Mais ici, nous n'avons plus d notre disposition de fonctionnelle

J pouvant donner des informations sur les solutions de P3.
Nous n'avons plus alors de résultats d'unicité, et 1'on ne peut
pas appliquer 1a théorie de 1'optimisation pour la recherche d'une solution.

Néanmoins, nous essayerons d'exhiber numériguement une solution
approchée de P3 de la méme maniére que pour P1 (cf. § &)

1.5.2 - Un probléme plus élaboré

Nous introduisons dans cette partie la fonction
v (u,t) = mes { ye/u(y)s t} pour toute fonction u mesurable. Nous remar-
quons que T(u,u(x)) = B(u)(x).

" 'Reémarque : si la fonction mesurable d admet un palier : c'est-g-dire si
1'ensemble D<esyu(x) = t0] n'est pas de mesure nulle, alors Uy n'est pas
continue en to.'Inversement, nous énoncerons la propriéte.

tout sur R et ﬁl"'eLI(R).

On démontre simplement cette propriété grace aux résultats sur Ta dérivation

-

des applications a variation bornde, (voir [4] Rudin p. 118).

Nous avons méme le résultat :
uu(tz) - uu(tl);, St (t) dt

U
t

L'égalité n'étant réalisée qué si -ﬁ& est absolument continue sur
[tl,tz] < R.

Nous poserons le probléme :

trouver ug Ha () telle qué

- n m
-Au+[ S lﬁfx(t)l dt] = f
u(x)

fel? @) et (nym)e R x R



I1 faudrait caractériser la classe de fonctions dans Taquelle nous

pourrons trouver une solution de ce probléme.

Pour n=1 : si llELZ(Q) et est sans palier et

si ﬁh est absolument continue alors

! p'u(t) dt = |9] - 8(u)(x)
u(x)

et ainsi le probléme P, rentre dans le cadre du probléme P3 en écrivant

g(Bu)) = (lal- )™ mer¥
Donc, nous pourrions avoir une solution de B;dans ce cas si 1'on sait qué la
solution de P3 est sans palier et absolument continue.

pour que 1'opérateur u- [/ hI& (t)1" dt7™  ou méme un opérateur multi-
u(x :
voque associé, ait quelques propriétés analogues & celles de 8

Nous conservons néanmoins ce probléme, car malgré le peu de résultats
théoriques, le probléme discrétisé se résoud bien puisqu'alors on montrera

que les solutions up, et L auront les bonnes propriétés désirées.
- h

2.4'METHODES'NUMERIQUES?ET‘PROBLEMES;APPROCHES

2.0 - Le Domaine Physique

Le domaine est 1'intérieur d'une machine TOKAMAK : c'est un tore, nous ne
nous intéressons qu'aux solutions ayant la symétrie axiale du-tore ; aprés ‘réduc-
tion par certaines constantes, 1'équation de PO devient :

1 -
(3) A (2‘1\7”) + B(u) = f dans f
ol B a toujours la méme définition que précédemment, tandis qué L= -V7(%» V)
est 1'opérateur Tingaire du probléme physique. I1 a Tes mémes propriétés
que Te Laplacien, si nous imposons que €, la section du tore, soit telle que :



% XX
V(xl,x2)632%> 0< x]< X7 < X

C< X, < d R

1'axe du tore étant porté par O Xo

*

X2

h 4

f

(1

1
Nous noterons a(u,v) = fo-V{= Yu) v dx, dx, =/=VuVv dx; dx,,

X1 Q%

Vu et VEiHa(Q). C'est une forme bilinéaire symétrique positive sur Ha(ﬂ). La
formulation variationnelle de Py équivalente & (3) est alors

(4)

a(U,V)-+QQ.§(u).v dxq dx, =[F v dx; dx, VveHé Q)

Les autres problémes Pi i=1...4 s'expriment de la méme maniére en rempla-

1

cant 1'opérateur Lap]acién par 1'opérateur -V ‘&T V)

1

2.1 - Approximation de 1'espace HB(Q)

Mous utiliserons la méthode classique des éléments finis :

2.1.1 - La triangulation "fh

T

Nous définissons une triangulation de § (ou deQh » polygbne qui 1'approche),
sont des triangles ouverts disjoints,

.

“Qy = 1-U Ti ; chaque coté d'un triangle n'appartient qu'a 1 ou 2 trian-

gles Ti’

- h est un paramétre comparable & Ta longueur d'un c6té d'un triangle,
destiné a tendre vers 0.

Les conditions que nous imposons sur les triangulations %; sont :
= v -
Yx€a 3 h¥hah, = xeqQp

¥x¢ 23 h Yh<h = X ¢ 0,

que le rapport du plus petit cété d'un triangle au plus grand c6té du méme

triangle ne tende pas vers 0.



U

Nous avons triangulé deux domaines QC et S?R

est le carré [10,20] x [0,10] '§£ a 121 sommets, 200 triangles et Tes
triangles sont tous semblables,

e

QR est un demi cercle : centre (2,0}, rayon = 1, qui figurera (grace & la symétrie

supposée des données), la 1/2 section de la coque toroidale de Ta machine.

¥, admet 192 triangles et 117 sommets.

2.1.2 - L'espace Vk de dimension finie

Ce sera 1'espace P1 des fonctions continues sur £ h? nulles sur le bord
et linéaires sur chaque triangle de “f%.

Nous avons donc V, & HA@)N €O@) < W' (2)  (cf.[6]). La dimension de
1'espace vectoriel Vh est NSI : nombre de sommets intérieurs & Q he

Nous définissons également wht:‘go(ﬁ) c.LZ(Q), 1'espace vectoriel des
fonctions continues sur Qh’ linéaires sur chaque triangle. La dimension de wh
est NS : nombre de sommets de Qh Nous noterons P, 1'opérateur de projection de
‘@0(9) sur wh défini par P u(M) = u(M) ¥ M€ {noeuds de °€h} et Ph ue€ wh :
nous noterons ega]ement Ph 1a restriction a H‘ ﬁl)f\ﬁp(ﬂ) qui s'envoie sur Vh
Etant donné que &2 (Q) est dense dans LZ(Q), on peut prolonger Ph a tout LZ(Q)
de man1ere standard. Les espaces wh et Vh réalisent des approximations internes
de L (2) et H‘(Q), en ce sens qu'on peut énoncer le résultat :

IT existe une suite de paramétre h , tels que ‘1es espaces: wh 'soient une suite
cro1ssante de sous-espaces vector1els de L (Q) dont 1a réunibn [éhlwh soit dense

n n—
dans L2 (). De plus Vuc—.‘ L2 ()

P, u_> u dans L2 (9) fort.

n

I1 s'agit 13 de résultats classiques sur la méthode des &léments finis f6] .

2.2 - Le probléme approché

Nous voulons résoudre numériquement Tle probléme :

trouver uE’H‘ () /of u+ B(u)ya f
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2

Grdce aux approximations internes de H'O(Q) et L™ (Q) par V,_ et W

h h?
nous allons chercher des solutions du probléme discrétisé :

trouver u &V, /oﬁ% up + B (uh)‘ > P, f

ol th sera une approximation de 1'opérateur &
ol Bh sera un opérateur multivoque de Vh dans wh,

et ol th est la projection de f sur wh.
Pour que 1'approximation présente un intérét, i1 faut que :

1/ Te probléme discrétisé ait une solution,

-~

2/ que cette solution soit facile a calculer

3/ et qu'une suite de solutions des problémes discrétisés "converge" vers une
solution du probléme continu.

Nous allons donc étudier le probléme discrétisé pour savoir comment
choisir &fh et 8, pour répondre & ces 3 problémes :

La formulation variationnelle du probléme discrétisé P0 h est :
H]

trouver|ﬂ16 Vh tel que

(5)
ap (ups v) +4 B () vy dx = fQ P, f . v, dx Yy, €

h h
soit | v une base de . vilyy) = ‘i
i=1,...NSI vi(M,) = ¥
LI
et de méme \Vi\ la base de wh
i=1,...NS
NS ,
alors Py T = iél f(Mi) Vs

En exprimant (u,) dans cette base, on peut réécrire (5) en 1'appliquant

a chaque élément de la base de : 1'équation (5) devient donc Te systéme
6 ! u, (M (vis ) + gs é-(u YM.) LV dx,dx, = gs fM.)/, Viv'dxldXZ
€Y 1z, UnU%) aplvis g) + 2 By () Bly) fyvywy dxgdy = 2 10300 7900

¥ j=1,...,NSI.
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Les coefficients ah(vi,VB) sont les coefficients de 1a matrice éfh de 1a
partie Tinéaire de (6) ; ils doivent &tre des approximations de

- 1 -
a(v-ia.vj) = J = Vv,V J- Xm C!X2

_ 1 1 1 1
N d ve) =L B L + .V . dxq d
ous prendrons ah(v1 VJ) Tquh T3 (Xl(Ml) Xl(M2)+ xl(M3))vV1 \vj j X1 dx,

ol Ml’ M2 et M3 sont les 3 sommets du triangle T ; 1'intégrale relative & T au
second membre n'est mulle que si T admet Mi et Mj pour sommets.

La forme bilinéaire symétrique ay, approche a dans le sens suivant :

Lemme 2.2.1 : Soit h ~une suite de paramétres réels tels que v, soit une suite
croissante de sous-espaces vectoriels de H*O(Q), pour toute suith Juh } qui
converge faiblement dans H*; () vers u et pour toute suite {vh n qui

converge fortement dans H‘O(Q)_VePS'v;'a1ors ah(uh,'h) > a(u,v).n

Démonstration :
a(u,v) est 1'intégrale du produit de 3 fonctions Vu, Vv et Q(Xl,x?)==€%
- 1
On sait que Vu, ~ converge faiblement vers Vu dans (LZ(Q))2
n.
vvh converge fortement vers Vv dans (LZ(Q))2
n

et nous considérons les projections de g sur wh : la suite Ph g converge unifor-

mément vers g, alors Ph g > g dans L (®) fOrt. n
n

Considérons fb P, g Vuh .VVh dx, dx2 = I g(Mi) Uh(Mj) h(Mk)gzvi ij Vv,
n n n 1,3,k
]'intégra1e f”vi ij Vvk n'est non nulle que si Mi’ Mj et Mk appartiennent

d un méme triangle.

_1
De plus 4 Vs ij Vvk =, JVv, Vv

3 3 s puisque ij Vvk est constant
_ T

k
sur un triangle.

On peut écrire symboligquement :

- T 1 3 m
43 Ph g Vuh Vvh .dx1 dx2 = I j,keT’uh(Mj)Vh(Mk)(3 1eT9(’H)fVVj'VVk
n n n Te.fLh T



c'est-3-dire grace aux définitions de la page précédente :

LP. g Vu, Vv, dx, dx, =a_ (u_. , v, )
2 h, h, " "hy 172 hy " hy” Thy

d'aprés les convergences n- © o0n a

a, (uh sV ) > a(u,v) =

n n n

Nous avons également une autre propriété :

Propriété 2.2.2 - Les formes bilinéaires a, sont uniformément elliptiques :

h

(7)  3<>0/ Yhso; Yo eV, o (u, uds o |yl

H* ()

0
Dem.: 11 suffit de remarquer —1-* ;-1- > -;1; , et o =._%¥
x]. X Xl X1

2.3 - Le calcul de 1'opérateur B

2.3.0 - Le calcul d'une approximation de 1'opérateur B est la principale difficul-
té du probléme.

Si 1'on utilise une méthode itérative, i1 faut par exemple calculer

une suite Erh(un) ; mais, du fait que Bh ne S§Er?it étre continu et que sa défi-
nition n'est pas locale, i1 faudra recel;u1er Bh(un) d chaque itération. Il

importe donc que le calcul coliteux de Bh(u) soit simplifié, utilisé le moins pos-
sible, et néanmoins d'une précision suffisante pour rendre crédible 1'algorithme

utilisé.

2.3.1 - Calcul exact de B(uh)

Blu)(x) =mes { yea, / uly) sup(x)}

Mais, pour notre probléme approché&, nous n'avons besoin que de la projection de
cette fonction sur 1'espace Vh‘

Nous pouvons calculer facilement :
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(8) uu,t) =mes' { y eqp/u (v) < t}

En effet, nous pouvons réécrire (8), puisque les triangles forment une partition
de 2

u (uh,t) = I mes { yeTT. / uh(y) < t}
=A (T;)

sur le triangle Ti’ les valeurs de 1a fonction up, sont déterminées par les valeurs
aux trois sommets du triangle

Uy s Uy et u3 c R

I
o

si t < Uy <u, < u3

si UpS UpS Us<t A(Ty)

A(T,) =

"
3
0]
[92]

—_

—f
-

~—

Dans les autres cas, comme u est linéaire sur ce triangle, on peut calculer A(Ti)
par des calculs simples :

Ul"t
M1 A= M1 M2 X G—-———— e tc...
1 2

on peut ainsi calculer 1'aire de MlA B ou

celle du trapéze ABMBM?.

Nous pouvons ainsi calculer exactement la fonction B (uh)(x) pour tous les points
X € Q B(uh)(x) = Lx(uh,uh(x)) : B(uh) n'est pas une fonction appartenant &
Vh’ mais pour avoir sa projection sur Vh’ il suffit de connaitre sa valeur aux
sommets et P, 8, (uh) sera la fonction appartenant & V, dont les valeurs aux

points M; sont connues: Ph é}#uh)(Mi) = i;(“h’“h(Mi))'

Donc, on peut connaitre exactement Ph E (uh), mais il nécessite N
fois le calcul de ﬁ(uh,t).

2.3.2- Convergence des solutions "approchées"

Le probléme discrétisé de PO est :

trouver up, € Vh tel que



15

Mous définissons également un probléme faible :
Défipition B (uh) ='{v,bh €U 5 Py 8(up) (x)@ph(x)g Ph B(uh)(x)}‘v‘xegzh
Bh est alors une partie fermée, convexe et non vide de wh.
Probléme faible :

trouver uh < Vh

p
L,h £ u ey (u) 3P F

Théoréme 2.3.2 : Pour tout fesLZ(Q), il existe une solution au probléme P1 h

-~

La démonstration est analogue a celle du probléme continu, dans les
espaces de Hilbert Vh et wh. I1 suffit de montrer que le graphe de P h est fermé
dans Vh X wh :

G(Bh) ={ (uh,q)h) € Vh X Wh / q;h € R h(uh)} *

Soit une suite {ul dans V,, qui converge (fortement) vers u, :
h h h
nelN

alors , ¥ E,G Bh(uh)n c wh est bornée dans wh indépendamment de u.

1
IT existe une sous-suite telle que 1p2 + Py, dans W~ alors

1 u—
(10) Pp BTN (s v (0 P Blup) (%) ¥xeq
On peut encore extraire une sous-suite telle que
Ejun;)'+ wl et é(un;)-+ vy ‘alors on sait, grdce a la

propriété 1.1.3, que 1b1 et 1P2 appartiennent & B(uh). Etant donné que Ph
conserve la relation d'ordre, on a

(11) Py B (u)(x) S Py ¥y p()SV, ()€ B 0o () < P (u)(x)  Yxen

et donc by € Bh(uh) . C.Q.F.D.
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Théoréme 2.3,3 - Soit uh une solution du probléme P1 he alors il existe une sous-

suite notée Uy convergeant fortement dans Hg ) vers une solution du probléme Pl'
n

Démonstration : Si uy, est solution de P1 o ON a
hiupt v =Py f

(12)
avec ¥y €8y (uh)

c'est-a-dire

(13) B, Bu) ()< ¥, ()spy Bu)(x) Yxeo
ce qui est équivalent a: VM un noeud de Ta triangulation :
(14) B(up) (M) s by (M) B(u)(M)

La projection P, est surjective sur W, , et de plus elle conserve 1'ordre, donc il
h h

existe une fonction ékude L262) telle que ¢¥}€ B(uh) et Ibh =Py ékx‘
De plus, 0< 3,(x)< 2] Yxeq , donc

De (12) nous déduisons

a s = (P, f-P_ 3., u
h(Upstp) = (P h&h h)LZ(Q)

l3/2

d'ou o ” Uh ”H" (Q) lf’ 9(9) + IQ )l uhle(Q)

2

puisque Ph a une norme égale a 1, comme opérateur de L2 dans L°, et donc

(16) , H unH Hé(ﬂ) g C

On en déduit alors qu'il existe une suite uh qui converge vers une fonction u dans

0(52) faible et L (Q) fort par compacité.
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De méme, grace a (15) nous pouvons affirmer qu'il existe une suite,
notée encore h , telle que (bh converge vers ® dans LZ(Q) faible. L'opérateur de

n
projection Ph est auto-adjoint, on peut donc encore écrire :

P ® 9(1) = (© » P ¢ V 2
( hy by )Lzan) ( hy * Py )LZ(Q) ve L5

comme o -9 LZ(Q) faible

n
et Ph >0 dans LZ(Q) fort, on en déduit

n

(P @y 58) 5 > (2,0), Vo eL?(9)

nn L(9) L=(%)
ou P B, > 0 dans L2(%) faible.
n
On a également Ph f > f dans LZ(Q) fort.
n _

Du Temme 2.2.1, on peut dédu?re que si U, > u dans Ha (?) faible

alors ah(uh,v) + a(u,v)
soit encore &, U sV) 4 1> &E.V) 4 - Yve (2)
h “h* =11 ut I’Hl 0

mais aussi, en particulier puisque Qf up et bu appartiennent a LZ(Q)
Qzah ,v) Q"—’ u sV) 2( ) VVGLZ1 (Q)
si bien que @%; u, ,v)—»}ﬁuf Aans L°®) fai ble et H ~(Q) fort ; tous Tes termes

de (12) convergent fortement dans H~ (9) , la limite faible de up dans Hé ()

vérifie :
(17) %fu + ® = f dans ().
D'aprés la propriété (1.1.3) si u > u dans LZ(Q) fort
n
® > o dans LZ(%) faible et & _€8 (u )
h, hy hy

alors o € 8(u).

On en déduit qué u est solution du probléme Pl'
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Convergence dans H6 () fort :

=

IT nous reste alors @ montrer que u, tend vers u pour la topologie
n
forte de H6(Q)o

Si nous appelons encore Ph la projection de Ha(Q) sur wh, alors on

sait qu'il nous suffit de définir Ph sur un sous-espace dense de HB(Q), par éxemp]e

0 (9).

Vue @(Q) Ph u(M) = u(M) ¥M noeud de th
et Ph ue wh : Tinéaire sur chaque triangle
alors, on peut montrer que : (%) llu - Ph ull = 0(h)
Hy @)

Considérons alors 1'expression Xh’ oll up est solution de :Pl h

Xp =, (uh - Ppusu =P u)

= a, (uh,un) -2 ah(uh,Ph u) + ah(Ph u,Ph_u)

mais u, > u dans Ha(ﬂ) faible
ok PLu = u dans H662) fort
donc xh - ah(uh,uh) - a(u,u) d'aprés le lemme 2.2.1
c'est-a-dire X, > (&, - P, f, u) - (®-f,u)
h h "h h L262) LZ(IL)
mais
u, > u dans LZ(Q) fort
@h > & dans LZ(Q) faible donc : Xp ™ 0

d'aprés 1'uniforme coercivité de ay
lu, - P ull >0
h h A
Ho (@)
et grace & (x) ”uh - ul] > D
Ha ()

donc u,> u pour la topologie forte dans Ha(Q).
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Remarque : Cette démonstration peut aussi s'étendre au probléme P3 de Ta facon

suivante :

soit u, une solution du probléme P3,n : af? uy + Ph g (Bh (un)) = Ph f

. . " _ . .
alors une suite de solutions {uhn }hn+ g Converge fortement vers u dans HO(Q)

ol u est solution de P

3
Lusg (8) =t

Le seul changement & apporter 3 la démonstration précédente est que
si ¢P| € Ph g (Bh (uh)), puisque g est continue, alors il existe une sous-suite
de (®h ) qui converge faiblement vers @ € g(8 (u)). Ce résultat de J. MOSSINO

n
est dans [1]

2.3.4. - Amélioration, ﬁh'simpTifié

Le calcul de T (un,t) nécessite lui-méme un balayage sur 1'ensemble
des triangles de 7ﬁr Sur chaque triangle, i1 faut classer les 3 valeurs de la

fonction up, aux sommets par rapport & t, puis calculer 1'aire d'un sous-triangle.

Un tel calcul serait coliteux, ou pourrait d'ailleurs avoir

(Mi) = uh(Mj) ou trés peu différent et faire ainsi des calculs redondants.

Nous pouvons encore simplifier Te calcul de B(uh): nous partageons\
le segment up «2h).= [uhjnin’uh magl en NP parties gridce & la subdivision

t, = u, min < tl veos <tNP = U, max . Nous calculons les Y; = “(uh’ti) i=04...,NP

Nous construisons alors la fonction‘YNP(t), Tinéaire dans chaque intervalle ti’

t t.) =v, i=0,...NP,

i+1 et YNP( i i
YNP(t) est donc une approximation par &léments finis sur un segment réel de Ta
fonction ii(uh,t).
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Nous définirons alors une approximation de E(uh) par :

En,NP (hh)é' Vh et Eh,NP(uh)(M'i) = YNP(uh(M‘i)) VM_i-E {noeuds de ?,On }

;4

0

b

. . . . ‘u‘:ﬂ atax
Figure 1 : Graphe de YNP(t).

Le calcul de Eh,NP(uh) ne nécessite plusque le calcul de YNP(ti)
i=0,...,NP, plus quelques calculs d'interpolation linéaire, alors que le calcul
de Eh = Ph<§ du paragraphe précédent nécessite NS calculs de E(uh’uh(Mi)' Donc

le rapport du temps de calcul des deux méthodes est environ N .

wmo

D'autre part, lorsque NP » = Bh,NP(uh)-+ Bh(uh) dans wh (topologie

de RNS).

Donc il existe une sous-suite de couplies (h,NP) qui tend vers
(+0,+°) tel que B(h',Nﬁ) (u) > VveB(u) , ainsi qu'une sous-suite de

solution de

P Ly u+ By o (u) =Py f

‘U € Vh

h,NP

qui converge vers une solution u de P1 dans Hé () fort
o?fu+B(u) 3 f
1
u<=5H0 @) .
Nous utiliserons dans nos essais numériques NS = 120 et NP=20, donc

nous ,divisons le temps de calcul de Bh par 6, ce qui g;t appréciable puisque ce

calcul va intervenir dans une méthode itérative (voir § 2.4).
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Remarque 2.3.5

La pente de 1a courbe vy(t), v'(t) sera considérée comme une approximation
que ﬂ‘@;h,t) et nous fournira 1'approximation du terme non linéaire du probléme P4

(cf. I, 1.5.2).

De la facon dont on calcule Y(t), on a 0< & < ¥'(t)< A < 4
partout ol Y'(t) est défini (c'est-adiresur R - { tO’tl""tNP} ). Donc

& Ln([ u si n est positif et méme uniformément par rapport a la

1
Y NP min’umaxJ )

fonction u € Hj (92). Nous avons alors [ lu't) lmdt]me: L @)
u(x)

Nous pourrons donc trouver une solution, pour NP fixé, mais lorsque ce paramétre
varie, nous ne pouvons pas garder d'estimations uniformes, et donc aucun rensei-

gnements sur le probléme continu.

Nous avons considéré Te polynfme Te plus simple appartenant & Ha @) :

P(x,y) = - (x-10)(x-20) y (y-10), dont la projection dans Vh sera Ph.

Nous avons calculé par desméthodes de quadrature trés précises la fonction

B(P), puis par notre méthode Bh(Ph).

La comparaison de ces deux fonctions aux noeuds de 1a triangulation fait

apparaitre une erreur de 1'ordre de 1 %, ce qui est satisfaisant.

Sur Qr: , nous avons pris la fonction u(x,y) = (x-2)2 + y2 -1

pour laquelle on a  B(u)(x,y) = Tr(x-a)2 + y2) et Bh(uh) en est une meilleure

s -8y (u )
approximation B (u) (M) <0,01

Pour ces deux exemples simples de fonctionsréguliéres, 1'erreur ne décroit
plus beaucoup en fonction de MP Torsque NP > 10, et le temps de calcul de B h est

quand méme assez faible.

Dans 1'algorithme que nous utiliserons, nous prendrons définitivement



NP = 20, des intervalles (ti,t1+1) égaux sauf Tes trois premiers au voisinage
du minimum que nous prendrons plus petits puisqu'en ce point la fonction u est

souvent plate et/ % Varie rapidement.

Une vérification simple que 1'on peut effectuer est de calculer

- . - 2
/ Bh(uh) dx. En effet, la valeur exacte est QQ B(u)dx = l%l—— (cf. fl]),,si

h

la fonction est sans palier. Lors des essais numériques, j'ai systématiauement
calculé 1'intégrale de Bh(uh) que j'ai comparée a la valeur connue L§L , afin

d'éliminer des résultats qui auraient pu &tre aberrants.

2.4 - L'algorithme

Nous devons résoudre

UeEV et L+ E(u) =f - dans @
(9) u=0 sur T =230

avec 1'opérateur différentiel L= -V (il v.)
1
En fait, nous résolvons le probléme approché dans Vh’ qui a Ta méme formulation que

(9) avec des indices h partout que d&sormais nous n'indiquerons plus.

soit U fonction donnée dans V (z{RNS

)

.

u, connue dans V

- on calcule Eh(“n) comme en (2.3)

- on résoud °\6un+_%_ £ -—Bh(un) sur O

un+%

C'est un probléme de Dirichlet, < est un opérateur elliptique coercif, qui admet

0 sur 9%

un inverse lui aussi coercif.
- 3 - afini - -
Soit p >0 on définit Upe1 (1 (%) u, + 0 un+%

e connue ee e
un+1 st alors: etc



2.4.2 - Les fonctions avec palier

Ce sont des fonctions de Vh qui prennent aux trois sommets d'au moins
1 triangle des valeurs égales ; ces valeurs sont des nombres calculables par la
machine (au moins 8 décimales significatives). Je considérerai donc que les
éléments de la suite n'ont pas de palier. Ce qui d'ailleurs n'implique pas qu'une

valeur d'adhérence éventuelle de la suite est sans palier.

Je peux alors confondre Bh(un) avec th (un).

2.4.3 - Etude de 1'algorithme

Nous &tudierons 1'algorithme du probléme continu, pour ensuite le discré-

tiser :
Si U, est connu, nous calculons :
Unpp = (Lmop) up + 0 un+3é
avec u.l_+_ 7%
nty = f - B(u ) et un+%‘€ ”6(9)
u

n+% est bien defini car o& est un isomorphisme de H‘O(Q) dans H'l(ﬂ). Le

systéme se réduit donc &

=1 -
Uy Ut o0 @7 (F- Blu) - up)
soit encore grace & (2) dans la partie (1.3.1) :

(18) U =u - o 87 (u)

si nous supposons que up, est sans palier. L'égalite (18) entraine que

1'algorithme est un algorithme de type gradient :

En effet, ¥ 1 est un opérateur coercif :

1

-1 2 -
(7)) o VT, YVeHT ()
(HY H H™ ()
Donc, si par exemple J'(un) était Lipschitzienne : T1'algorithme (18) serait une
méthode de descente pour 0 < P < X ol o est la constante de Lipschitz de JJ

o
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Par 1a méthode de descente, u, convergerait vers 1'unique valeur u ol J'(u) = 0,

si les pnétakmtbornés inférieurement.

Si nous revenons & notre cas particulier : J'(u) défini en (1.3) n'est
pas Lipschitzienne & cause de Elu) qui n'est pas méme continue enu , si u
admet un palier. Donc, dans le cas général, on ne peut pas choisir des Pn> 0
tels que la méthode converge vers le minimum de la fonctionneile J. Néanmoins, si
la suite d'itéres Ugs qui sont sans palier, converge vers u sans palier, on peut

imaginer que lékun) - E(u)kgo > 0 lorsque M >

Alors, si nous vérifions que J(un) est une suite réelle décroissante pour
un choix oy > o >0, 1'algorithme décrira une méthode de descente qui converge-b
ra vers leminimum (unique) de la fonctionnelle J : J (un)+ % en décroissant

-1 :
alors € J'(u)sd" (u))> 0

< |J 0
‘J (un))H-l(Qf

et la limite vérifie : ofu+B(u) =f .

Si Ta limite u n'est pas a priori sans palier, on sait néanmoins que
toute la suite u, (suite minimisante) tend vers une fonction u € Hé(Q) , et que
J'(un) = oz?un + E(un) - f > 0 dans H'1 (Q) fort,puisque é(un) est borné
indépendamment de n dans LZ(Q), il existe une sous-suite telle que 'E(un.)-+w

dans L2(R) faible.

D'aprés la propriété 1.1.3 : ¢ € B(u) donc la Timite u (de toute la
suite un) vérifie 1'équation du probléme
4
. ueHO«n
1 Lu+ Bu) > f.
Mais dans ce cas : u admet un palier, J'(u) n'est pas Lipschitzienne dans un

voisinage de u et 1'on aura beaucoup de mal & obtenir numériquement une suite u,

minimisante pour J.
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Dans Ta plupart des cas, la limite de P1 ,, Sera sans palier. MNous affir-

merons alors avoir une approximation d'une solution de Pys P1 et P,.

2,4.4 - Mise en place de 1'algorithme

Nous employons donc une méthode itérative et nous considérons avoir loca-

1isé Ta solution quand

lupyq - upll NS < EPS

Tu Tl
n RNS
Nous définissons alors up = Uq qui est 1'approximation de u solution de

P0 dans Vh' NOB = n+1,

Pour cette algorithme, nous partons de g = 0, sauf si cela entrafne

des difficultés.

Pour passer de U, a U g5 ON doit :

n+l
1) calculer Bh(un) : calcul effectué en entier par (2.3) dont nous ne contrdlons

pas la précision,
2) résoudre un probléme de Dirichlet,

Méthode de surrelaxation avec paramétre w optimum, obtenu de facon

standard :
on effectue des itérations u_ = uo ...... up+1
T, non n
si " < EPSI alors u = up+1
” ] n+1 n
up, |l

2.4.5 ~ Stratégie

Notre but est d'obtenir une convergence de 1'algorithme,puis de 1'obtenir
rapidement.

Bien que la surrelaxation puisse donner la solution du probléme de
Dirichlet de facon aussi précise que possible, on n'a pas intérét 3 calculer cette

solution avec une précision meilleure que celle désirée pour le probléme général P,.
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Et méme, dans certains cas, les deux ou trois nremiéres ijtérations de la surrela-
xation suffisent pour obtenir la convergence de 1'algorithme, Donc, nous prendrons
-3 -5

EPS = 10 © << EPSI = 10 ~ ou = 10_7, ou encore nous limiterons P < 3 dans la

surrelaxation, pour un gain de temps souvent appréciable.

3.~ RESULTATS

Nous avons vérifié la validité de 1'algorithme en prenant encore le polyndme
Q(x,y) = (x-10)(x-20) y(y-10) e Ha (g%).<§?(Q) s'exprime simplement, 'Eh(Qh) est
une excellente approximation de B8(Q) et on pose o1h (x,y) =o5}(Q) + Bh(Qh) .
On cherche u, Ta solution du probléme approché avec f = Pip * Comme Q est sans
palier, elle est 1'unique solution de PZ(plh)' Notre algorithme nous fournit une

solution Uip® Si nous la comparons & Q, nous trouvons que la différence relative,

yp - Q)
—lhra—rb-, croit réquliédrement du bord du carré au centre (1d ou Bh est Te moins
h

'u]_ 'Q,
P n h . .
précis) et que 0 <-—~——6———a < 0,03 , ce qui est fort raisonnable.
h
D'autre part, les symétries de Q se retrouvent exactement dans Upps CO qui

prouve que la matrice de Jé; est bien conditionnée et que l1a relaxation donne de

bons résultats.

3.0 - Le programme PL/I

Nous avons utilisé ce langage pour faciliter la gestion des fichiers,
1'utilisation de programmes préexistants et 1'allocation dynamique qui réalise un
gain de places mémoires. Par contre, il nécessite un plus grand temps de compila-

tion que le FORTRAN,

Les essais ont eu 1ieu au CIRCE sur les IBM 168-370.

3.1 - Le cas général

Nous montrons sur le domaine qué]qués courbes de niveau de la fonction
u(x) solution du probléme ou de la fonction 3e(u)(x). On obtient, dans ces cas-13,

avec des seconds membres f négatives, une excellente convergence en NOB = 7 jtéra-
[a Z4)
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u solution de § ~ voéii Vu) + 8(u) = - 10 dans

u=20 , sur 99
NOB = 7 itérations

Figure 2 : Courbes de niveau de u(x)

Figure 3 : Courbes de niveau de (u)(x) B(u)(5Q) =-%—

1
]th = 1.56...

27
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* neOveneo * ITEL AT IONG X ERFZUR DE % LCRRE *
* DITTERATIONG % CFE FSL AXAT ION=® EELAYATION * ngstkis *
1 20 £e105C-04 1.LL1E400
2 12 9.%185-04 2e22LE-D2
2 8 a.409~-04 2eEIEE~-D4
4 & 44712504 5.7CEE-05
FHD= 1,023
* NOMEEE % ITERQATICNS * EFREUR DF- % ERRIUR *
#* DYITEFATICONS * DE FPELAXATIDN%® FELAXATION % CENERALE %
1 290 Ze1NEC~-04 1.C0CE+92D
2 16 T.440E~-C4 B.51ZE-02
3 4 Q4 0595~T4 2sEGCF-D3
& 4 1+€41E-C4a 1.(CEE-D6
FHO= 1 .19
%  NCMPRE % ITERATIONS % ERREUR * ] '
* D'ITERATIONS * CE RELAXATIONX PELAXAT?SN * Gggggfﬁs‘ :
_i 29 ‘Ze1085-04 1+LCLE+0 O
2 16 7+4471%-C4 2:3107-31
3 12 1.925L-c Ze(Q38E~-D13
4 4 7+ESSE~-C8 1+242E-05
S 4 .1.~27E-94 1.4C87E=-06
RHO= 1,29
o NCVEFE * ITERATICNS % €
% DLIT FFEUR DE % ERRELR *
B EF?TIONS % LCE PFEQYATXON* FQLAXATIGN # GENERALE =
1 23 :.1oﬂ£-cg 1.CCCE+00
3 2 9+8425-02 B5e41TE-D1.
Y e 42256-048 1+€4€5-02
i §~ 3059504 6EEZE~D8
§ 7+287E-04 S IE1E-0E

Ce tableau montre le nombre d'itérations nécessaires pour

une convergence dans un cas favorable. On peut comparer les résultats
pour différentes valeurs de p. La valeur p= 1.0 est Ta meilleure.
TIci, nous avons EPS1 = 10-3 et EPS = 10-5-
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tions environ. Lors de ces essais, nous avons pu mettre en évidence le paramétre

Popt = 1.0 sur les deux domaines considérés 2. et Q.

3.2 - Un cas particulier important.

C'est le cas ot f=0 sur € , ce cas a une importance parce qu'il corres-

pond & 1'apparition d'une bifurcation ; on résoud donc

u&-~B(u) sur?®
Py
u=0 sur le bord

Jg’vérifie le principe du maximum, donc la solution de ce probléme est négative.

3.2.1 - u= 0 est solution de P1

&

Néanmoins, ce n'est pas 1a solution de P2' En effet, d'aprés (['2] .

corollaire 3), la solution de P2 lorsque f est constante est caractérisée par

(14) & u+2 (B(u) +B(u) =F=0
us 0 ne vérifie pas (14) donc n'est pas 1a solution de P2.

Si 1'on prend pour notre algorithme up = 0, alors on aura Uy = ug = 0
et 1'algorithme se termine & T1a premiére itération. Si 1'on perturbe un peu Up par
exemple uO(Mi) =1et MO (Mj) = 0, i1 y a alors convergence vers une fonction sans

-

palier up. Mais la convergence est plus délicate & établir. Si je demande une

'7, alors i1 faut faire décroitre ¢ jusqu'a 0,2 et les itérations

précision EPS = 10
deviennent plus chaotiques. La décroissance de J(un) devient aussi plus difficile
d réaliser. Mais si 1'on change de fonction de départ perturbée Ug> alors il y a

toujours convergence vers cette fonction U

Si T'on prend f = cte < 0 , alors il y a unicité d'une solution sans
palier de PZ(PO et Pl) et T'algorithme converge parfaitement, Si 1'on fait tendre
cette constante vers 0, O est le point ol i1 n'y a plus unicité de 1a solution.
C'est un point de bifurcation, ce qui justifie sans doute les difficultés numéri-

ques de 1'algorithme.
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1e124F=C1
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&,63¢CE-C2
2LEC3IE-C2
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16575 ~C2
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Tableau 1
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244897E =05
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1e274E-06
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1723 E~-07
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1.672E-07
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14656 =07
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Ce tableau montre la difficulté de convergence de 1'algorithme pour
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* %

f = 0. Pour &viter des oscillations d'amplitude croissante, i1 faut faire dimi-

nuer p jusqu'a 0,2; ici, on a 1limité les relaxations &

-~

2 1térations, ce qui

justifie un peu les 30 grandes itérations nécessaires pour la convergence. Mais

1'erreur générale et le critére}J(un) ne décroissent pas réguliérement au voisi-

nage de la solution.
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4.- LA RESOLUTION NUMERIQUE DES AUTRES PROBLEMES VOQISINS

1.1 - Soit le probleme P,

ofu+g(—é(u))=f dans @,
u=20 : sur 99

g étant une fonction continue de [b,ﬂﬂ dans R.

Nous avons fait de nombreux essais avec

gp(x) = (I2] -x)P  p=1, 12, 3, etc...
g(X)=qurx

et avec des fonctions f trés diverses.

Dans tous les cas, nous obtenons des convergences vers des fonctions u

sans palier ayant la méme allure que sur les figures précédentes.

Tous ces calculs nécessitent & peu prés 4 ou 4,5 secondes de temps de
calcul effectif sur IBM 168-370'(p1us une compilation relativement Tongue) avec un

programme en FORTRAN.

Voici, 3 titre d'exemple, 1'allure des courbes de niveau de la solution de

QSu-r-lszl - E(u) = -1 dans @

(Figure n° 4)
u=2~0 sur N

Comme on le voit, la solution est trés réguliére. La convergence a eu lieu plus

vite que dans le cas du probléme (P,).

4.2 - Le probiéme P4
| ® (38 \n am_
trouver u€ Hé (Q) Lu+ [ “i ) (5 u) du]'= 0

pour n = 1, le probléme P4 rentre dans le cadre du prob1émé P3,ce qui nous a permis
de vérifier ces calculs, puisque pour ce probléme nous calculons|R]- B(u)(x)=Ffy'(t)dt
u(x

avec les notations introduites en (1.5.2).

Nous avons utilisé d'abord n x m = 1 pour garder des ordres de grandeur

satisfaisants. Alors, pour deux exemples, nous avons obtenu des convergences trés
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rapides vers des solutions réguliéres : n =2, n = 5,

Nous avons testé 1'algorithme pour n = -1 et m = 1,5. Alors, une solution
est trouvée en 5 secondes de calcul, c'est Te temps le plus court que nous ayons

pu obtenir avec le programme PL/I pour une précision toujours égale a FPS = 10-5.

5.- LE PROBLEME PHYSIQUE

Sous certaines hypothéses, i1 apparait que le comportement du plasma dans
une coque qu'il occuperait totalement (pas de vide entre Te plasma et la coque),

dépendrait de la solution du probléme

Lu+ (la] - Bu)™ =0 dans ©
o

u=20 sur  9f2

Ce probléme rentre dans le cadre des problémes P, avec g(x) = (el - x)™ qui veri-
fie les hypothéses requises sim > 0.

Si Tes solutions sont sans palier, elles peuvent aussi &tre considérées

comme solution de P4 avec n = 1,

Pour mieux se rendre compte des différences et des ressemblances de ce

probléme avec le probléme initial
(19) oLy + B(u) = f, nous allons étudier sommairement le
probléme en dimension 1 :

Q= [-1, +1] trouver u Hé Q) -u" - B(u)» 2
A réel Py u(l) =u(-1) =0

Le probléme (19) en dimension 1 a été &tudié pour 1e méme domaine en

( [1] , Appendice A.1).

5.1 - 'Le probléme en dimension 1

CLemme 1:Siu, est solution de P+ alors -u

Dem : en effet A(-u)(x) =la} -p (u)(x)

\ est'solut1on de P-Z-A
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si rE - u"x (x) -8 (u)\) (x) pour presque tout x€[-1, +41] etv = -y

alors - xe - v'"(x) +]o] - B(v)(x) dans Q
et v(1l) = v(-1) = C donc v solution de P_, _,

on a donc des résultats symétriques en ) par rapport a la valeur A= -—-= -1,

Nous &tudions ces problémes pour Ae [ -1, +«]

ler cas : A > 0 :

Prop. : une solution éventuelle de ce probléme est strictement concave, positive,

sans palier, CZ(Q) et paire.

2

Dem : D'aprés [11 1a solution de Px est Cl(Q) et Ctaux points ol B(u) est

continue.

Dans ce premier cas,.il ne peut y avoir de palier donc u CZ(Q).
On démontre de la méme fagon qu'en ( [1] § A.2) /qgéest alors paire

Théoréme : La solution de Px ‘est unique et est donnée par la solution de :

x € 10,1]
u"(x) = = x - 2(1-x)
u'(0) = 0
u(l) =0

Dem : I1 n'y a qu'a appliquer u, solution de Pk et u, € CZ(Q). Finalement :

A A

3
u, 00 = - &7 -+ Ll D

Pour 1le cas X < 0, nous pouvons remarquer
Cette solution est concave pour 1> 0
mais elle est encore paire et positive pour X3 -1 car u'(x) = -~ (A+2)x + x2

et u' est négatif entre les racines : x e [0,) +2]
et T'ona  Blw)(x) = 2(1-x) Y¥Yx e [0,1]

Donc, pour e f1,0] Uy est encore une solution du Probléme mais elle n'est pas
nécessairement unique.
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2éme cas : A=0 : -u" ¢ B(u) dans @
u(l) = u(-1) =0

son minimum est atteint au bord, si une solution a un palier elle y prendrait la
valeur 0. IT est impossible en vertu du principe du maximum que 1a solution de
P>\=0 ait un support ¢ Q .

Théoréme : i1 y a 2 solutions :

0
décrite ci-dessus, sans palier.

U

et _PA=O

3éme cas : -1 <A <0

Pour X = -1 , nous connaissons déja plusieurs solutions :

u_, décrite ci-dessus
u; en vertu du principe de symétrie du Temme 1,
et uz=0 qui est solution du probléme faible Yxé& [1,0]

Nous pouvons encore mettre en évidence d'autres solutions sans palier.
Nous cherchons a priori une solution impaire u(0) = u'(0) = 0 positive pour
x € [0,1] .

-4 0 +1

Elle sera solution de :

x € [0,1]
-u" = -1+ B(u)
u(x)> 0 ¥xe]o,1f

si x € [0,1] Bu)(x) =1+ Bulﬁ;)1J

Nous cherchons sur un nouveau domaine © = [0,1] Ta solution de

- ut(x) = g(u)(x)
u(x) = 0 sur 30
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IT existe une telle solution positive sans palier, symétrique par rapport 3

X ==
2 3
u(x) =—Z--§ sur xg[o,%]
5 - X

ou MX)=-%-L%- \ +—&jr—- 4%- %st xe[0,1]

x. 1,1 k%-x]3 1 1
(200 u(x) =T - e xl+B—e g - g sur x [(-1,40)]
Proposition : La fonction u définie en Q0) est solution du probléme avec X = -1,

son opposéeaussi d'ailleurs.

Donc P_; @ d&ja 5 solutions dont 4 sont sans palier,

Pour -1< X <« 0, il y a au moins 2 solutions : Uy décrite dans le premier cas,
0. IT1 serait plus difficile d'obtenir toutes les solutions. Mais 1'étude
du cas P_1 suggére que les solutions sans palier peuvent &tre multiples et que

et u

1'analyse de ces problémes est moins aisée que pour le probléme étudié dans
([17] , appendice).

6.- CONCLUSION

De 1'étude numérique de ces problémes, nous concluons gque nous pouvons
exhiber une solution apprcchée dans tous les cas. Néanmoins, la convergence est
plus ou moins rapide suivant les données, par exemple avec le probléme initial,
il y a unicité pour f < 0 et dans ce cas, nous obtenons rapidement une solution
avec toute la précision voulue, les cas de non unicité faisant apparaitre, par
contre, des difficultés numériques.

Nous avons explicité une méthode de calcul d'une solution de problémes
physiques. Pour jugef de son efficacité, il faudrait comparer les résultats aux
expériences réelles. Mais ce probléme n'est, en fait, que 1'introduction aux pro-
blémes a frontiére 1ibre et aux problémes d'évolution d'un plasma confiné gqui
doivent décrire le comportement d'un plasma dans la cogque d'une machine Tokamak
tout au long d'une expérience. '
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CHAPITRE II ' PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE

Les résultats de ce ghapitre ont été obtenus en collaboration avec
J. MOSSINO, et feront 1'objet de 1a publication d'un article.

1.- POSITION DU PROBLEME

Q est toujours un ouvert borné, régulier de RN, de mesure |0Q]>0.
Soit u: 9 = R wune fonction donnée, nous noterons Q_(u) 1'ensemble des
points du domaine @ ofi u prend une valeur négative

Q(u) ={xeQ / u(x)<0}

Nous posons le probléme :

trouver u€ H'(Q) solution de

-Au+ ag (]o. )l - B(u)=0 dans  Q_(u)
- A u =0 dans N\ 0_(u)
(1)
uoo= oy (cte inconnue > 0)
N
u
fan =1 >0

Le nombre X est un paramétre réel inconnu des physiciens. Le nombre réel I est
une donnée du probléme.

La fonction g est supposée continue de [0,12]] dans R, et vérifier
(2) g(0) =0
(3) g(x)> 0 Vx>0

Dans les exemples numériques, nous utilisons g(x) = x", pour n> 0, ce
cas rentre bien dans les hypothéses (2) et (3) et, en outre, est intéressant en
physique.

L'opérateur B est celui qui a &té défini et utilisé au chapitre précédent ;
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ce qui nous permet d'écrire 1'identité :

\

IQ(u) |- B(u)(x) = mes{ ye® ; u(x)< u(y)< 0}

1.1 - L.e probléme & frontiére libre

Nous faisons a priori une partition de @ en deux sous-ensembles qui.
dépendent d'une fonction ue H'(%). Une solution de (1) vérifie des éguations
trés distinctes dans ces deux sous-ensembles et, de plus, Ta mesure du sous-ensem-
ble  f(u) intervient explicitement dans 1'une des équations. C'est donc bien un
probléme & frontiére Tibre. J. MOSSINO a étudié dans [i] , un probléme voisin de
(1), 1'opérateur - Au étant remplacé par u -A u.

Mais ici, le probléme n'est pas coercif, ce qui introduit quelques diffi-
cultés supplémentaires.

L'idée générale dans ce chapitre est qu'en fait |Q(u)| n'est pas une
inconnue et peut étre calculéeen fonction de A. Et ainsi 1'étude du probléme (1)
peut se ramener 3 1'&tude d'un probléme A frontiére fixe &tudié au chapitre I.
Moyennant certaines hypothéses physiques, sur la pression du plasma, le nrobléme

(1) modélise le comportement et la position du plasma & 1'intérieur de Ta coque
Tokamak.

Le plasma occupe le domaine §(u), tandis que le domaineS?\Sl(u) est
vide.

11 faudrait que le plasma soit &loigné de Ta coque ; d'oli la supposition
a priori que Y est strictement positif.

1.2 - Modification du probléme (1) :

Puisque la fonction g vérifie les conditions (2) et (3), sa primitive G,
qui s'annule en 0, est continue et strictement croissante de [D,lﬂl]dans m+ ;
elle est donc inversible

¢!, [0, s(lel)] » [0,]2]] et strictement croissante.

Mous posons un probléme (4) :

ue H'(Q)
- M+ rg ([ 67! 6%) - E(u)] )=10 dans @
+

(4)
u= vy (cte inconnue > 0) sur o fL

ol =6t )
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Nous allons montrer que les problémes (1) et (4) sont éguivalents. Plus
précisément nous énoncons le théoréme :

Théoréme 1.2. :

soit ue HY(9), solution'de (1) alors :

(i) u est sans palier dans @ (u)
. I
(i1) x> Sllah

(111) "u est solution de (4).

Réciproquement : Si A3 T [ et SilJGFF(Q) est solution de (4) on a (i), (i)
— 6allal) -

et (ii') : u est solution de (1).

Démonstration : soit u solution de (1), alors X # 0
sinon on aurait A u =0 sur Q en contradiction avec I > 0

soit u solution de (1) ou de (4), alors
AuelL” ()
d'aprés un résultat de STAMPACCHIA[3], on a alors

ueed (9).
Puisque ueve,o (5), on a pour x € Q(u) :
I9(u) | - B(u)(x) = mes { yeQ/u(x) <u(y) <0} > 0

ce qui implique Au (x) >0 VYxe o (u) ce qui nie 1'existence d'un
palier dans Q(u) et prouve (i).

. soit u solution de (1), alors

L=y Y- rpu= as g (Iefu)] - E(u)) dx
30 g
Q(u)

= (d'aprés le lemme 1 ci-aprés) A G(|2.(u)) d'on (iii)
. soit u solution de (1) ou (2), puisaue vegl ) on a
0 < [qu)] < [0

soit, en prenant les images pas 6 : 0<<7% <6(|2] ) ce qui prouve (ii).



. soit u solution de (2). Alors S %ﬁj=k J 8(6'1 %0 - 8 (u)) dx
1Y) Q(u)
=(par Te Temme 1) M—‘.(G'1 Q% )

I, ce qui implique (iii').

IT nous reste & établir le Temme fondamental suivant :

Lemme 1 :

Soit v(Q2 ~ R) une fonction continue, et soit E un ensemble mesurable inclus

dans © ) tel que-:

(5) Vx e B(v)(x) = gkv)(x) (v sans palier dans E)

(6) Ux ¢ E Vye o \E vix) < v({¥) .

alors, pour toute fonction continue g : EO,IQIl*-R, dont G est Ta primitive qui

s'annule en 0 on a 1'égalité :

(7) F g BB dx= £ gl El - Bv)(x) dx = 6 (IE] )
E E

Remarquons d'abord que le Temme pouvait s'appliquer dans la démonstration du
théoréme précédent : u était continue et Q(u) vérifie bien Tes hypothéses (5)
et (6).

Démonstration du lemme :

Nous définissons wu (s) = mes {yeE/v(y)< s}
on a, bien sdr u(v(x)) = B (v)(x).

De plus u, est continue de L mig v(X), maé v(x)] dans [0,|EI]
X €& X€é

et llv est strictement croissante.

Définition : nous appelons réarrangement symétrique de v la fonction

Foapl e Lo,le]] » [min v(x) , max v(x)]
x€E xek
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On peut alors remarquer que, puisque v* est une fonction croissante dans E¥

(8) BV (1) =mes{ o EX v (8) < V¥ (D)} =«
et donc s g (EvX () dr = s a (1) dr= G(IE])
X X

L'égalité entre les 2 termes extrémes de (7) sera prouvée si 1'on prouve :

(9) é g( é(v)(x)) dx = f* g (E (v*) (1)) dt pour tout g continue,
. E

Au lieu de le prouver pour tout a continue, par combinaisons linéaires et passage 3 la
limite, i1 suffit de prouver (9) pour tout g =1 » fonctions caractéristiques
de 1'é1ément générique des boreliens de R. Dans 'ce’t[cas, (9) se réduit a

(10) s (B (V)(x)) dx = r, 1 (B (V) (1)) de
E ], t[ X et

le premier membre de (10) s'écrit :

si t> |E| mes { x € E/ B(v)(x)<t} =] E|

sit< 0 = 0

si 0<ts|E| =mes{ xeE / u(v)(x) <t}

mes{ xeE / v(x) < v¥ (t)}.
p(v* (1)) =t

Te deuxiéme membre de (10) s'écrit, par (8) :

0 si tg 0
t si 0< t<]|E|
=| E| si |E|< t

mes {t € FE¥ 1<t}

on a donc bien 1'égalité (10).

Dans (10) on peut remplacer B(v)(x) par |E| - B(v)(x)
et B(v*)(r) par |E] - B(V)(x)

et démontrer ainsi 1'autre égalité de (7). Fin de la démonstration du lemme,

Nous avons montré 1'identité de 1'ensemble des solutions du probléme (1)
et du probléme (4) lorsque A:>éﬁ63 . Le probléme (4) n'est plus un probléme 3
frontiére libre et le domaine .(u) est caractérisé par

au) < {xen;Bu)(x)< 6 ).
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Mais il n'est pas coercif sous cette forme, et il faut encore un peu le transformer
pour affirmer 1'existence d'une solution de (4).

'2,- RESOLUTION DE (4)

Si u est solution de (4), sa translatée par - vy: v =u - 7Y (cte inconnue) sera
solution de '

(11) {" v+ rg [(G—lf%? - E(V)+ 1=0 dans 0

v=_0 sur 9f

Inversement une solution de (11) fournira une solution de (4) si 1'on sait trouver
un réel y telle que |o- (u)] = wu(v) (-y) = 6% G%)

Théoriquement, on ne saura le faire que si v solution de (11) est sans
palier. Ce n'est pas toujours le cas.

En particulier, é&tant donné que x> g (G,-1 %%) - x)+ vérifie les hypothéses du
théoréme d'existence cité en (I.1.5), celui-ci affirme 1'existence d'une solution
du probléme faible associé & (11). Mais ce péut étre 1a fonction v= 0 qui est
toujours solution de (11), et qui &videmment ne permet pas de déterminer une solu-
tion de (4).

Nous décrivons un procédé de régularisation du probléme (11) qui permet

d'établir de fagon constructive le

‘Theorame 2.1 : Pour tout. x>-flf L1 existe ‘ueH? (@) solution du problame (4).

e(I%])
2 b . 1.

Cette solution est Timite (s> 0) dans Hl(9) fort et H?() faible d'une

.......................

suite u_ = v.+y_ iolv, ‘est solution de (11¢):

“Ati + g ((67! f%) - B(v)), = - € dans Q

Ve = 0 sur 9%

et ol Y. est'défini'de'fagon'unique'a‘partir‘de‘vprparfyg‘=';'(vg)*‘(G’lé§))

‘Démonstration :

Nous aurons besoin d'un lemme.
Lemme 2.2 - Soit T : t2(9) > ¢ 12(9), 1'operateur multivoque défini par I(v) :
WeL (®)/¥ (x) & a(& (1) = Bv)(x)),) po¥xe 2}, alors le Graphe der ;
o) ={ (v.¥)e L (/W el (v)}  est ferme dans L°(®) fort x L° (9) faible.




La démonstration est dans (|1] , chap. IV p. 76) et fait intervenir Te théoréme
d'Egoroff.

Nous nous servomsaussi d'un autre Temme qui nécessite une définition
supnlémentaire : scit v et ¢, deux fonctions mesurables

B(v,0) (x) = mes{iyeqn / v(y)s & (x)} qui est défini 1a ol ¢(x) 1'est,
c'est-3~dire pp¥x € Q. B(v,0) et B(v,p) sont définis de maniére analogue.

2
Lemme 2.3 : Soit (v b ) une suite dans (LZ(Q))2 telle que v, > Vv dans L"(g) fort
wm - ¢ dans L (Q) fort

2

B(v,»®) > ¥~ dans L® (@) faible

alors ¥ € B(v,d).

Démonstration dans [1]

Démonstration du théoréme 2.1 -

D'aprés le théoréme d'existence d'une solution des nroblémes faibles, le
probléme

- Av8 + Ag ((G-l(XI-) - 6(v€))+ )3 - € dans f%
(11',)

v. =0 sur ofL

admet au moins une solution dans HZ(Q), E1le est sans palier car le Laplacien de Ve
est presque partout strictement positif. Ponc (11¢) admet une solution sans palier;

Soit une suite €n qui tend vers 0, alors une suite de solutions {v_} est
bornge dans @° (Q) (d'aprés STAMPACCHIA [3]). Puisque Ve est n nelN continue
et sans palier, Hy est inversible et 1'on peut cho1s1r Y, = - ve* (G_lﬁ%) R
€ “n n
{Ye } est borné8 dans R.
" nel
Alors, U =V + Y vérifie :
n n n

-Au +A g ([ 6! (%) - -_.é(u€ o) =- e, dans ©
n

(12) Ue =Y sur 90

du
On en déduit f-—— €, = C
an °n 2 “n 0
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et puisque u_ € ‘@O(Q) \7’xes2\52_(ug ) Blue Jx;>[0_(u_ )| = G'l(%)
n n n n
au
n -
=X S gf{in (u - B(u + e |0
S F LI (L ORI R CRIRENE
- €
n.
par le Temme 1
( au‘ kel
13.) S 5= 1+ ¢ [Q].
€ ng OP
Nous passons maintenant & Ta limite (n +«) :
Puisque ‘{vs } est borné dans HZ(Q);{Y }  bornée dans R et
Th N ®n
_ a1, = - 2 . .
Y. =9 ((6°6) -8 (v€ )),) est borné dans L°(2), i1 existe

n n
une sous suite de € telle que :

(14) v_ > v dans H(Q) faible et HA(R) fort
; ,

(15) Y >y dans R
Enl

(15) ¥, = v dans L%(q) faible.
n‘

Le Temme 2.2 nous permet d'affirmer : Y € g((G'lé%) - B(v)),). Nous

appliquons maintenant le lemme 2.3 & G-l(%)ﬂﬂ; (u __B(u8 ',0) = _§(v8 Ve
n n n'

).

)
La conclusion du lemme est alors que :
el ) e 8.0
Le passage & la limite dans (12¢) et (13¢) nous donne alors :

-Au+ =0 dans Q

(12) u = y sur 3n

o) | < €710 <le (u)]+ mes{ yeq /u(y) = 0)

Q>

u _
(13) gfzan‘I



Soit P un palier de s alors :

3 au(x) = ¥(x) € (671 4) - & (u)(x),)
gm11>-mww&=wu>

pour presque ¥Yx e P O

mais alors 0

donc P (x) =g (6 (—%) - —B'(u)(x))+ pp¥ x eQ

D'autre part, par (15), on sait que vy >0 :

siy =0 alors -Aux 0 dans Q
u =0 sur 390

D'aprés Te principe du maximum, on aurait alors u =0 ou u(x)< 0, pp¥xen .
La condition I > 0 rend impossible Ta premiére éventualité. Donc
o] = |9_(u)! < G'lc%) d'aprés (12), en contradiction avec 1'hypoth&ser >ézTéT—7 ,

ce qui prouve que :
(17) Yy >0

si u(x) >0

alors 67 - Bu)(x) <
= -mes{ y / O<u(y) < u(x)}< 0

donc P(x) =

sioux) < 0 671E) - B(u)(x) > mest y/u(x) < u(y) <0}

D‘'aprés (12), Aue Lm(Q) donc u est encore continue, ce qui implique que
1y - By >o
Donc, dans ce cas, ¥ (x) = ¢ (6'1(%) - B(u)(x))

Ainsi

0 si u(x) >0
Vix) = po¥xe
967 ) - Blu)(x)) siu(x) <0

e (12) et (13) on tire :

-
5 on

- -1y g
) A U(x) dx -Ag(fug (676G - B(u)(x)) dx
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d'aprés le lemme 1, et en intégrant en prenant soin des translations, on trouve :
-1 -1 ,
Y Tee ) -6 (6T - i) )]
La condition G(x) =0 x =0 entraine que
-1
(18) 67l (d) = I (w]
finalement, en combinant tous ces calculs (12) se transforme en :

- tu 4 g([67 - Bw)l,) =0 dans 9
(4) u=y>0 sur 9
lo.(w) = 67" )

I)
et u e H°(Q). Le théoréme est ainsi démontré.

Par voie de conséquence, on a prouvé 1'existence de solutions au probléme
1 ;
(1) pour X > a1l ) et aucune solution pour‘xégnﬁﬁqj

Avant de considérer les applications numériques, nous faisons une étude
en dimension 1.

3.~ ETUDE DU PROBLEME A FRONTIERE LIBRE EN DIMENSION 1

3.1 - q=]-1, +1[ r.

Nous cherchons une solution eHZ(Q) de

- u" + Ag(lQu) -Bu)) =0 dans  u)

(1%) - u" =0 dans £ -Q(u)
u(l) = u(-1) = y>0 inconnue
u'(l) —u'(-1) =1>0

De telles conditions aux Timites sont acceptables puisque en dimension 1
H (o) e cl(n).

D'aprés le § 2, une solution de (1*) nous est fournie par une solution

sans palier dans CZ(Q) de :
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(%) v g8 ) - By, =0 dans

. . . - .. 2 —
si v est sans palier, alors Bg(v) est continue sur Q(cf. [1]) et ainsi v"'€@"(Q).
Le probléme (H*) est alors une équation différentielle; quelques remarques a priori
sur la solution vont nous permettre de 1'intégrer.

Prop. 3.1 :

Le probléme (11*) admet exactement 2 solutions %32(5)

vy = 0 dans @

I

et vy(x) =% ([x] -1) - ”}' 6((67 (})-2t),)dt dans o

1.-1,1
Y

La démonstration se fait en plusieurs étapes :

En effet, v" (x) 30 Yxe @, et ainsi une solution ‘@2(5) de (11*) ne

peut avoir qu'un nalier en son minimum.

3.1.2 - Les 301utionS'H32(Q) de'(ll*)'gui ne sont pas jdentiquement nulles sont $ans

palier

En effet, supposons que v posséde un palier P en son minimum. Alors

Vxep vi(x) = 0 =g (67 ) -B (),

-1

ce qui implique Pl = Bv)(x) > G L%)

Par contre ¥x &P alors B (v){x)> |P| >G-16%) et par (11%)

vi(x) = 0 Vx ¢ P.

Finalement v  vérifie 1'équation v"(x) =0 Y xe @

0 sur Q

i

et donc v
| ]



3.1.3 - Toute solution ‘82(5) de (11%) est paire :

-

La démonstration est identique & celle utilisée dans [ﬂ ’ pour/5¥5b1éme
similaire. L'idée est que, en tout point ol la fonction prend la méme valeur, la
dérivée seconde prend aussi des valeurs &gales, et 1'on montre ainsi la symétrie
de Ta solution.

Corollaire 3.1.4 : Si v est solution sans palier de (11*), alors B(v)(x) = 2x
Yxeq .

Donc, une solution sans palier de 01*) est solution de

vi(x) + Ag (671 - 2x), = 0 Vxe [0,1]

(19) V') =0  v(1) =0
vec? [0,

Réciproquement : soit vy solution de (19), w(x) = vl(lx[) sur @ est convexe,
B(w)(x) = 2x et w est solution €2(2) de (11%).

Soit x4 = % G-lﬁ%) alors [vecl ( [e.1])
vi(0) =0
{ v(1) =0
- v (x) + Ag(G_l(%)-2x) =0 V¥xe [O,xo[
vi(x) =0 ¥x e ]xo,l[

par intégration on a :
X -1,1
¥xeloxgd  v'(x) =2 s g [67°6) - 2t]dt
A - -1,1,.
=306t - 6 [T 6 -2

-3 667 ())-2x)

<
—~~
>
~—
1)

<
o~
bod
o
g
H
N} r\)(l—e r\)‘.—-c

<
—

by
—~—

n

¥x e Ixgs1L

On en déduit par une nouvelle intégration :
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Vx e ]xo,lf v(x) =-% (x-1)

et Vxe]o,xo[ v(x) = vixg) + S ov'(t)dt
X
0
1 I AP
3 (xg-1) +5 (xexg)- 5 [ 6(67() - 2t)dt
X XO
1 A -1
=5 (x-1) -5 J6(87'4) - 2t) at
X0
La solution sans palier de (11%) v, s'écrit donc :
¥x e [-1, +1] Vo(x) = v(]x])

v étant défini au § précédent.

Proposition 3.2 - La solution sans palier unique de'(ll*) fournit 1'unique solution

de (1%y.
Démonstration : Pour x = x; on a E(vz)(x) =2 x| = G_l(%)
donc on peut déterminer y = - v¥ (5-1(%)) = v(xy) = --%(%‘Gml (%)“1)
I -1
y =7 (2-676)
finalement, Ta solution HZ(Q) de (1*) s'écrit :
-1 1 | x|
G C—
u(x) =-% (1% - -~%— /F 2 t)dt.

on peut remarquer que la condition u'(1l) - u'(- ~.) I est automatiquement vérifiée.

3.7 - Solution possédant 1a symétrie de révolution Torsque 2 est un cercle

2 = cercle de centre (0,0) et de rayon 1.

Sans préjuger de Ta symétrie des solutions, nous pouvons calculer les
solutions admettant la symétrie de révolution. Nous chercherons donc des solutions
u(x,y) sous la forme

u (x,y) = v(r) r e [0,]]

alors Au = v" +-% A (indépendant de 8).
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Le probléme GI*) s'écrit avec cette nouvelle variable

w V! -1,1 P -
V- S 4 Ag(6T(R) - B(V)), = 0 r e [0,1]
(11**) v(l) = 0
vi(0) = 0
puisque nous cherchons une fonction C* (%)
et E(v)(r) = jf 2mp dop
{p/vi@rgvim}

Comme au paragraphe précddent, Nous ne nous intéressons qu'aux solutions
sans palier de (11**), on déduit que : v e‘éz(ﬂ) et

v"+%v'>0 Yre[0,1]
pour r #0 on a :
rvt 4+ v = (ryv')' 20 Yre [0,1]

ce qui veut dire que rv'(r) 30 pour r # 0 et est croissante et donc v'(r) =0
sur [0, pp] etv'(r) >0 sur Jo,,1[ . Mais v est sans palier et py = 0;

v(r) est donc une fonction strictement croissante sur ]0,1, d'od

Bv)(r) = m P

Le systéme (11*) devient :

-vir) - D eag @) - rd), =0 Vre [0,1]

r
(20) v(l) = 0
v'(0) =0
-1 /1
/6 Q) . K
pour r > ry = ¥V —— la solution est donnée par v'(r) ==

K constante & déterminer
pour r < rg, on résoud (2C) avec un second membre :

11 "'11 2
FK(Y‘)= A g(G -}-\')-'ITY‘)

A |

soit K(r) = A £ g(6 g%) -1 p%) pdo
0

=2 [ae™rd)) - a6y -mr?)]



1.1 A -1,1 2 K
donc v'(r) = = [2-——1T - 5 G(G (7\) -mr)] + —  pour re [O,roj
3 ‘ ’ ! = b = ! = I
l1m+.0 rv'(r) =0 entraine K=0 et vi(r) 5. pour ro>rg.

Une nouvelle intégration donne
I
vir) = E;-Log r nour r >,

r
et v(r) = v(ro) + f  v'(t) dt
0

r
=L 1 I_2 Lty -
pour r<rg v(r) = . Log ot or s ) G(G ‘( ) T p ) dp
0

€

"1 2 ey L 2
E)p 5 G(G (A) T p ) dp
or, Gla- mp’) - 6(a) = -7 o [9(a) + & (1 p2)]

donc 1'intégrale ci-dessus s'écrit :

x F o 2 T 2
7n ) (9@ +e'(mp)) pdpops 5% . sup  g(a-m p")
pe(0,e)

Qr

donc 1'intégrale est convergente pour p~0 et la fonction v(r) solution de (1
est ainsi définie. Alors, on peut déterminer y = - v(ro) = 3%- Log Yo

La solution Cz(ﬁ) du probléme & frontiére libre est

r
v+ Y = u(r) =-%ﬁ I 7%-—{% G(G'IC%) - pz)d dans le plasma r < o
o
I "o
u(r) = 5 Log — dans le vide r > rg

On peut encore remarquér 1'identité :f-%% = [ K'(1) do = 1.
RiY) 0

53
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Dans les deux cas &tudiés, le probléme (11) n'a que deux solutions u= 0 et une
solution sans palier, le probléme (1) n'ayant alors qu'une solution, une transla-
tée de la solution sans palier de (11).

Pour les dimensions n > 1, nous n'avons pas de résultat d'unicité.

4.- CALCUL NUMERIQUE D'UNE SOLUTION DU PROBLEME A FRONTIERE LIBRE

L'idée de ramener le probléme & frontiére libre & un nrobléme & frontiére
fixe est évidemment aussi trés fructueuse, pour le calcul numérique d'une solution
de (1).

L'algorithme développé au chapitre I permettait de calculer une solution
du probléme P1 :

-Au+ B(u) = f dans @
u=0 sur 990

Nous avons dit qu'il donnait de bons résultats pour le probléme Pq :

-Au+ g(B(u) =f dans @
u=0 sur. 9Q

ol g était une fonction continue.

Nous pouvons alors calculer les solutions du probléme :

1) { - Au + gy (B(u) = 0 dans @

u=0 sur 3

avec gl(x) = Ag((G-;e%) - x)+) ; effectivement g, est encore une fonction continue
de x. Et nous nous intéressons aux solutions sans palier de (21). Alors 1'algorithme
convergera effectivement vers une solution sans palier, cette solution nous nermet-
tra de déterminer Y(u) = - u* (G_l(%)). Alors, il suffit de translater cette
solution de Y pour avoir une solution approchée de (1).

4.1. - Les données du probléme

Le calcul de 1a solution du probléme 1 dépend évidemment du choix de Ta
fonction g. Physiquement, i1l semble qué 1'on doive se contenter des fonctions
In (x) = xn, avec n>0 , ces fonctions vérifient les conditions imposées sur
g (voir II,1). On peut, de plus, facilement exprimer leurs primitives.
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Dans les calculs antérieurs aux dévelopnements théoriques, nous n'avons
considéré que g(x) = x.

Le paramétre X n'a pas une importance prénondérante. En effet, on peut
écrire :

(21) - A(E)\‘) + 9(‘“_“’?‘-5(’)%))4_) =0 dans S

-%: 0 sur )
puisque )\) 0

Par contre, le paramétre 6—) a une importance fondamentale. En fait, nous
considérerons X = 1 et nous ferons varier I de 0 & G(|Q]) = Jél: , c'est-a-dire

¢ldy = /2L de0a o
A

Pour v 2Xl proche de 0, alors nous résoudrons sur une grande partie du
-1 —_
domaine u = 0 et Lu + q(G *(%j - B(u)) = 0 sur une petite partie du domaine.

-

Dans ce cas 13, la convergence est longue a obtenir, puisque 1'allure de la
solution dépend uniquement de ce qui se passe dans Q(u), c'est-a-dire un domaine
de mesure pet1te par rapport & celle de s ; on concoit donc qu'une petite erreur
dans ce domaine ait une importante relative assez grande

Si, au contraire, nous faisons croitre / vers IQ] , alors nous obtenons
une solution beaucoup plus facilement. La valeur au bord v va aussi décroitre
vers 0.

Et & 1a limite avec -§J=?Q], nous obtiendrons Ta méme solution que le probléme

traité au chapitre I (frontiére fixe).

En dimension 4, nous pouvons comparer les tracés des courbes de niveau des
solutions des divers problémes (voir ci-dessous).

En dimension 4, nous pouvons prouvér cette assertion. En effet, d'aprés
(I,5.1), 1a solution de :

+ |2] - 8(u) =

= |a] u=0

est ~Ug d'aprés les symétries du probléme, cette solution s'écrit :

ug(x) = - |x] 1) + (LﬁL—g——-); x € [-1,+1]
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nans ce chapitre-ci, nous avons obtenu en (3.1) la solution du probléme
a frontiére libre : '

-1 .1
¢ ) Ixl
u(x) =% (Ix - —2=-3 lfl a6 ) - 2t)dt
X0

2
Si 1'on considére g égale & 1'identité, c'est-d-dire &(x) =—§-, puis si 1'on

prend A= 1 et I » G(|2]) = 2, alors on peut vérifier que la solution du probléme
a frontiére libre tend vers la solution du probléme & frontiére fixe.

4.2, - Résultats Numériques

Ci-aprés, nous présentons les tracés des courbes de niveau qui sont assez
semblables aux tracés des solutions du probléme a frontiére fixe présentées dans le
premier chapitre.

Nous avons fait fixer le paramétreifzij = CTE, successivement & CTE = 0,1,
CTE = 0,2, CTE = 0,5, CTE = 1.0 et CTE = 1,4. Nous rappelons que pour le domaine
considéré |Q|= 1,57...

Aprés chaque graphique, nous présentons un tableau qui peut mesurer la
vitesse de convergence du procédé :

Pour chaque itération (calcul de B) nous indiquons le nombre de reTaxation
que T'inversion de o&a nécessité, ainsi que 1'erreur de relaxation et 1'erreur des
grandes itérations. On voit nettement que le calcul est d'autant plus rapide que
CTE est grand.
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CHAPITRE III UN PROBLEME D'EVOLUTION NON LINEAIRE

Existence d'une solution

1.- UN THEOREME GENERAL D'EXISTENCE

1.1 - Le cadre général

Q sera un ouvert de(Rn, borné, a frontiére réguliére ; on considérera
0 au temps t = T fini,

n

le probléme &voluant du temps t
0 représentera alors 1'ouvert & x ]O,T[ .

Nous considérons 1'espace de Hilbert
-2 .ul
V=T ([0,T] s Hy (@)
et nous avons 1'inclusion

ve L20) ¢ v = 1% ( [o.T] s HHe)
L2(0) &tant identifié & son dual.

Nous désignons par A 1'isomorphisme de V sur V' défini par
<Au,v> = a(u,V) Vu,vev2 ol a est une forme bilinéaire continue coercive de

VxV - R. (visv)
Soit T : LZ(Q) ->CL2(0) un onérateur multivoque, et ug une fonction LZ(Q).

Nous pouvons alors nous poser le probléme suivant :
Existe-t-i1 u €V telle que :
(1) {-%% (x,t) + A u (x,t) € r(u)(x,t) pour presgue tout (x,t) 0.

(2) L u(x0) = upx) pe Y xen .

Nous serons amenés & faire des hypothéses sur 1'opérateur a priori multi-

voque T :
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Nous considérons des opérateurs r qui vérifient les hypothéses :

(H)) : r(L2(0)) borné dans LZ(0)
(HZ) : r est & valeurs convexes fermées non vides de LZ(Q)
(Hy) 6(T) = {(v, T(v))} est ferme dans L2(0) fort x L2(0) faible.

Dans le cadre fonctionnel défini précédemment, nous avons le théoréme
abstrait suivant :

1.2 - Théoréme 1 : Si T vérifie Tes hypothéses (H,), (HZ)’ (Hy), alors il
existe une solution du probléme :

u €YV
P ou
T Au € T (u)
u(.,0) = Ug

..............

1.3.1 - L'idée générale est d'appliquer, comme dans le cas stationnaire (|1 ]......
un théoréme de point fixe Kakutani-Ky-Fan pour les opérateurs multivoques que

nous rappelons :
Théoréme : (Kakutani-Ky-Fan) (cf. [9] et [10])
Soit E un espacé Jocalement convexe séparé sur R et métrisable, C un convexe

‘compact non vide de E, T une multiplication hemi-continue supérieure de C dans
KC (ensemble des parties convexes compactes non vides de C). Alors T admet un

point fixe
ix & C tel quexe T X.

Nous ferons aunaravant quelques rappels pour préparer 1'application de ce
théoréme & notre cas particulier. Voir dans [1], p. 1.13 la définition de
1'hémi~continuité supérieure.

Nous avons ici seulement besoin de savoir que la semi.continuité supérieure
entraine 1'hémi~continuité supérieure.
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1.3.2 - Quelques rappels sur le Probiéme de Cauchy (cf. LIONS Eﬂ)

2
Considérons le probléme : trouver uel (]0,T[ ; Hé(Q))

ou

=t Au = f dans  f donné dans L2(Q)

(3)

u(x,0) =0 ¥xen

Définition : Nous définissons un nouvel espace de fonctions W :

W = {u e L? Jo,1[ ; H(l}(sz)),tels que -g—% cL? (10,7 H-é (@)}

W est un espace Hilbertien pour la norme :

Jul, = lul, +lu'l,,

Le probléme (3) admet une solution unique dans W, que nous noterons cﬁ'l(f).

Proprigts 1.3.3 : L'application &1 est lingaire continue de L%(0) dans V.

‘Démonstration : en multipliant (2) par u et en intégrant, on peut montrer que

(4) uly < ¢ ez o

d'autre part, la dérivée vérifie :

(5) u' = f + Au

ainsi (6) lullvl < lflv' + ,Aulvl

mais L2(0)<: v' avec injection continue de norme 1 et A @tant un isomornhisme
de V' sur V, on a

(6) wlyrs 195 o+ G Qul,

(Q)

et finalement, grace a (4)

C, If|

7
(7) IUIW 2 LZ(Q)

A
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Remarque 1.3.4 - L'intérét d'avoir introduit 1'espace W réside dans 1'existence
d'un théoréme de compacité (cf. J.L. LIONS [S]) . "Nous avons les inclusions

2 -
“(m T] Hote) € L2) < L3(o.1] 5 H(a))
D'autre part, 1'injection de HD(Q) dans LZ(Q) est compacte alors :

Théoréme 1.3.4 : L'injection de W (espace défini plus haut) dans LZ(Q) est
compacte.

1.3.5 - Le probléme suivant a @galement une solution unique dans W

zeV

(8) | 3z
g t Az =0 dans @

z(x,0) =.u0(x) Yxea Uy donné dans LZ(Q).

La solution de (8) vérifie la formulation variationnelle :
o (Az(t), v(t)) o [
(t), v(t)) , + (Az(t), v(t =
soit encore pour v = z 2% (1z(t)| )+ (Az(t),z(t)) =0 pp¥te]o,T]

d'oll, en intégrant de 0 & T :

= (lz(T)IZZ -12(0122 )+ (Az,z) =0
L= @) L= (@) VixV
d'ol )
< 4
al Z] IUOIngz)
d'autre part [Eiél =|hz] v € cgz]
t Lyt v 3 “ly
finalement
(1+0q)
) 2l <« g vl

Donc, 1a norme dans W de la solution de (8) peut &tre estimée,
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1.3.6 - Démonstration proorement dite du théoréme

Le théoréme sera démontré si 1'on montre. qu’il existe une fonction ueV
telle aue

u GZﬁ ! T'(u)) + 2
ol z est la solution de (6).

D'aprés 1'hypothése (H;) : T (LZG?)) est borné dans LZ( n), on déduit
A ( T{u)) ;lJGLZ(Q)} est borné dans W.

Donc, 1'application ul—l;ﬂfl(r(u)) + z, envoie LZ(Q) dans une boule B
de W par (7) et (9). Munissons B de la topologie de LZ(Q) ; grdce & 1'injection
compacte de W dans LZ(Q), B est un convexe compact de LZ(Q). L'application Y
envoie donc ce compact dans 1'ensemble des parties convexes compactes, non vides
de B, grace & 1'hypothése (HZ)'

A lor(y+z 28 > K.

Pour appliquer le théoréme de Kakutani-Ky-Fan, i1 suffit de prouver aue cette
application est s.c.s. (semi-continue supérieure).

11 suffit de montrer :

Lenme 1.3.7 - @ (&~ 1°r) -{ (vow), veB, weR™h (T(v))) est ferms
danS‘L (M) xL° (0) fort.

Démonstrat1on Soit (v s W ) une suite dans G(Jﬁ-lo I') qui tend fortement vers
(v,w) dans L (0)

On a &1 avec ¢ € T(v,) . la suite ¢, est bornée
dans L (n) donc une sous -suite extrawte, notee ¢ » tend vers ¢ dans L2 faible
et ¢ eT(v) d'aprés (H ).

dk'l est 1inéaire continue de LZ(Q) dans W. Elle est donc continue de Lz(Q)
faible dans W faible.

Donc, une sous suite de W tend vers d%-l ¢ dans Wfaible et
L (Q) fort : Donc we?jt o (v) : G(J%'l o) est fermé dans LZ(Q) X LZ(Q)
fort.

Les hypothéses du théoréme de Kakutani-Ky-Fan sont vérifiges :

Iu e W vérifiant

Uéﬁ- r(u) +z

Le théoréme 1 est démontra
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2.~ APPLICATION DU THEOREME 1 AL PROBLEME D'EVOLUTION DE LA PHYSIOUE DES PLASMAS

Nous allons définir un opérateur A de LZ(Q) dans LZ(Q), qui aénéralise
aux fonctions de deux variables xe Q© et tel0,T], 1'opérateur 8 utilisé dans

tes chapitres I et II.

2.1 - Définition de 1'opérateur g

Soit encore © un ouvert delRN, ad frontiére réguliére, de mesure non
nulle [Q] .

T est un nombre réel, strictement positif ; t représente Ta variable temps
et te [0,T]

0 est T'ouvert o x]0,T[

Soit v une fonction mesurable définie prescue partout sur Q, on nose

mes { yeQ; v(y,t) < v(x,t) }

Bv)(x,t)

B(V)(x,t) = mes { yeQ v(y,t) € v(x,t) }

autrement dit, B(v)(x,t) = B(v(t)(x) dé&fini au chapitre I avec x Yﬁt) v(x,t).
*Ici encore le symbole mes (A) représente la mesure de Lebesque dans[RN
de 1'ensemble A.

2.1.1 - Domaine de définition de g(v) : puisque v est mesurable oo¥t, vi.,t)
est définie presque partout sur Q, pour un tel t, B(v)(x,t) est
définie dés que v(x,t) existe, donc B(v) est définie presque partout
dans 0. E(v) est définie éga]emént presqué pairtout sur 0 pour les
méme raisons.

Leme 2.1.72 - Si v est mesurable sur Q, B8(v) et B(v) le sont aussi.

Démonstration : Soit v mesurable sur 0, ¢(y,x,t) = v(x,t)-v(y,t) est mesurable
- -1

sur 2 x 0 soit R1 =¢ 1 ( ]O,+w[) et soit 92 =¢ ~ ([O,+w[), ce sont des

parties mesurables de@x 0 (images réciproaues d'ouverts ou de fermés de R).

Soient alors pour z¢ § R; ={yeq ; (y,2) e R' } i=1,2,
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fes sections des R' pour un z fixé, ce sont des parties mesurabies de Q pour

presque tout z et (¢1(z) = mes R;) sont des fonctions mesurables d'aprés
R .
i=1,2
le théoréme de Fubini (voir Rudin p. 137-138). On a :

= 2
Blv) = ¢1 et B(v) = ¢~ sont mesurables sur 0
2.1.3 - Corollaire :

Si v est mesurable sur Q :

g(v) et é(V) sont des fonctions apparténant a L=(0).

Démonstration : On a en effet B mesurable et

0 < BV) (x.t) < B(V)(x,t) < o] pp¥ (x,t)e

2.1.4 - Définition d'un opérateur multivoque -8B :

Bv) = {welQ) 5 BV)(xst) € U(x,t) < B(V)(x,t)
pour presqué tout  (x,t) € Q}

B est un opérateur qui envoie 1'ensemble des fonctions mesurables sur Q
dans 1'ensemble, note C L*°(0), des parties fermées, non vides, convexes de L (0Q).

B : s(0) — CL”(0) .

2.2 - Le problame d'&volution

Trouver ue V= L2 ([0,7] Hé (), telle que :

2

(o34

—U--AU+B(U)3fdansQ fel

(10)
u(x,0) = ug(x) dans . Ug € LZ@)

" Théoréme 2.2 : Il existefunér‘solution a ce probléme, ‘foe‘LZ(Q) et "d%eLz({zz.

‘Démonstration : Nous appliquons le résultat d'existence du paragraphe précédent,
avec A = - A, Te probléme se met alors sous Ta forme : trouver u € v tel que :
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ue £ (£ - B)) + 2

On pourra appliquer le théoréme 1 si on prouve que 1'opérateur multivoque,
f- B(u) = T(u) vérifie les trois hypothéses (Hl)’ (HZ)’ (H3).

2.2.1 - T vérifie 1'hypothése (H,) :

Yuel?(®) ; Yv € £ 8(u) alors ]wlLZ £ + |0]3/2 712

(Q) L%(q)

puisque V(x,t) €qQ V(JEL?(Q) 0 < B (u)(x,t) < [2] «
Donc P(LZ(Q)) est inclus dans une boule de rayon fini.

2.2.2 - T vérifie 1'hypothase (H,) :

Bu) = 1 YeEL (Q) / Bu)(x,t)< ¥ (x,t)< B(u)(x,t) pp ¥ (xst) e Q }

Bu) ¢ L7 < LZ(Q) . De plus, B(u) et B(u) sont deux fonctions de

LZ(Q) donc B(u) s'écrit aussi
Blu) = { v L%(0) / B(u) (x,t) < Y(x,t)< B(u)(x,t), pp¥(x,t)€eQ}

B(u) est alors une part1e convexe fermée, non vide de L (Q). La part1e translatée
par f de 1'opposé dans L (Q) de cette part1e : f- B(u), est encore une partie
convexe fermée non vide de L2 (0).

2.2.3 = T_vérifie 1'hypothase (H,) :

IT faut montrer que C(B) ={ (v,0); veL?(Q), Y ER(v) } est fermé
dans LZ(Q) fort x 12 (Q) faible.

La démonstration de cette propriété est la principale difficulte, Comme dans
Te cas stationnaire (cf. ﬁ] ), elle repose sur le théoréme d'Egoroff.

" "Démonstration : Soit Vp une suite de fonctions LZ(Q) qui converge vers v dans
L2(Q) fort ; D'aprés le théoréme d'Egoroff, Yn>0, il existe un compact K,
inclus dans Q, tel que v, = v uniformément sur Kn et qui vérifie enoutre

> m
mes (0 - Kn)< n
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Pour chaque te]C,T[ , on définit 1a section K (t) = { xe® /(x,t)e Kn}

La fonction M(t) : mes , (Kn (t)) est une fonction mesurable sur ]0,T[ d'aprés
le théoréme de Fubini.

Proposition : Soit A, ={t ]0,T[ / M(t) > IQ{-—‘_n}.,'aMr's mesp A, > T -n.

Démonstration : MNous avons

.
n? y mes (0 -K)= f(lol - mt)) dt
o

> S Q - M(t))dt
1o,r[\A(,l' | - M(t)

> n mesR(]O,T[\An)
donc mesp An ST -1,
Nous considérons alors 1'ensemble
E = . t xeK (t
B sLst) /7 teA et x n()}
K_ N(A xQ)
n n

Nous pouvons vérifier : mes (Q-En) mes ((Q\Kn)u (O\(Aﬁ x2))
< mes (Q\Kn)'+ mes {( Jo,T [\An) x €]

<n? ¢ o

ou une définition équivalente En

i

Et donc 1'ensemble En ““tend" en mesure vers 0 lorsque n > 0.

Soit maintenant lbm € B(vm) qui ‘tend vers ¥ dans LZ(Q) faible (c'est 1'hypothése)
i1 nous faut montrer que V€ B(v).

La convérgence uniforme se traduit par :
¥e>0 et ¥n>0 ; 1my (n,e) tel que ¥m > my-

- v < €
L=(K, )

lv

3

On peut alors écrire :

Yix,t) € £ et fm > m,

_@(vm)(x,t) =mes {ye Q / vm(x,t) - vm(y,t) >0 3}
>mes { ye Kn(t) 7 vp(x,t) = v (y,t)> 0 }
>mes { ye K (t) /v (x,t) = v (y,t)>2e }
»-n+mes{ ye Q /v(x,t) - v(y,t)> 2¢ }



De méme, on aura

é(vm)(x,t) = mes'{‘yESva(x,t) - v, {y,t) 20 }
<n+mesl yek (t) / v (x,t) - v (y,t) >0}
< N+ mes {y€eK(t) / v(x,t) - v(y,t) > -2¢ }
£n  +mes{ye Yv(x,t) - v(y,t) > - 2¢ }

Soit alors  ¢,(x,t) = -n+ mes{ y € Q /v(x,t)- v(y,t) > 2e}
et d,(x,t) o = +n+ mes{ y € Q /v(x,t)- v(y,t) > -2¢e }

Alors ¥m > My et Y(x,t)¢ Eh:

(1) by (6t) e S (X58) € Bp(i5t)

Les fonctions ¢ et ¢ appart1ennent toutes deux & L Q) s w est donc astreint
a appartenir a un convexe fermé de L (Q), qui est également fa1b1ement fermé et
la 1imite faible ¢ vérifie alors

¥n>o0

(12) } ¥(x,t)eE, f06t) o € Tt < 9 ,(xt), ¢

fe >0

L'ensemble En ne dépend pas de € et 1'on peut passer & la limite €~ 0.
On remarque qu'a la Timite :

]

¢1(X9t)n ,0
et ¢2(X:t) 1,0

-n + B(v)(x,t)

+n + E(v)(x,t)
(pour cette démonstration, cf. DJ Lemme 2.1 p. 64).
Ona donc : Yn>0 ;9 E € Q tel que mes (Q NEq) <n(|eln)

et Yoot)e £ BV - nguxt)s BVI(t) + n

Nous allons considérer une suite décroissante de n n qui tend vers 0, et
qui devra vérifier une condition mise en évidence plus loin, telle que la suite

de compacts {Kn } soit croissante pour 1'inclusion.
" e N
Pour chaque n,» Nous pouvons définir -A_ et Kn (t).
n
D'ailleurs, \ite']O,Tf K (t)cK (t) . Mais, par contre, les A
- n 1 n

ne sont pas emboitég .
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Nous définissons B, = 1 A et E' =K N(B, xR)
N Ny - ny N

nyN>" N
Ynen B, C A, € To,T[
' N
ou E'! CE CQ
De plus, 1a famille {8,} est une suite croissante de parties de 70,T[.
Ne N
[E' | est également une suite croissante dans Q. Mais 1'on voudrait que

U”N Ne I
N E%N "approche" Q :

by = mes (Q\EL ) = mes [(0NK JU((10,TLN By) xa )]

2
<nyt DneﬁRNQ x mes ( ]O,T[\.AQN AnN)]

; ..
4\" N+\R\XA mes (n[)IN (}O’T[\A\“?I\Q)
S"\ZN +j5) g}N mes (1 0,T1NAp)

5“21\] +‘.°.l nZ>N v’n

La suite Hy tend vers 0, si et seulement si la série & termes positifs gnni
est convergente.

Nous supposons que la suite lnnl a 8té choisie ainsi (nn =" ou ~% ced)

ainsi poresque tout (x,t) & E! ¢ E n
WM™

BOV)(x,t) = nysHX,t) € B(V)(x,t) + ny

La suite Eﬁ est maintenant croissante et presque tout (x,t)e appartient a

v g N
nN "™

p.presque tout (x,t)€ Q ; j,\! /Vn>NO (x,t)e ET']
0 n

pour de tels (x,t) ona a la Timite n >
(13) BV(xt) € d(x,1) € B(V)(x,t) .

(H3) est donc établie, ainsi que le théoréme 2.2,



74

On a donc ainsi mis en évidence.l'existence d'une solution dans W du
probléme d'évolution 1ié au probléme stationnaire considéré au chapitre I du
présent travail.

Pour préciser ce résultat, on va montrer de la méme facon qu'en [1] » que
le probléme d'@volution admet une solution maximale et une solution minimale,
par une démonstration constructive utilisant des suites monotones.



75

I11.- UN OPERATEUR MONOTONE LIé A B

Nous définissons 1'opérateur B(.,. ), qui a deux fonctions mesurables sur
0 (¢ et v) associe :

B(v,®) (x,t) =mes { yeQ /¢ (y,t)< v(x,t)} pp. ¥(x,t)eq.

De méme, nous posons :  B(v,0)(x,t) = mes{ yeQ/¢ (v,t) g(x,t)} pp. ¥V (x,t)eq.

Lemme 3.1 - Si v et ¢ sont deux fonctions mesurables sur Q, alors B(v,¢) et
B(v,$) le sont également. |

-

Démonstration identique & celle du lemme 2.1.2.

Enfin, 1'opérateur multivoque B(.,.) est d&fini par :

Bv,0) = TWELT(Q) /B (v,8)(x,t)S ¥(x,t)< B(v,9)(x,t) pp ¥ (x,t)eQ

3.1.1 = si u(x,t)<v(x,t) alors B(u,d)(x,t)s B(v,d)(x,t)et -E(u,fp(x,t)gﬁ(v,tb) (%,t)
3.1.2 ¢ si u(x,t) <v(x,t) _
B(us8) (x,t)S B(v,9) (xst)  B(u,9)(x,t)$ B(v,0)(x,t)

D'autre part, on a le

Lemme 3.13 : Yu et vev, pour tout ¢ et ¥Xxe LZ(Q), telles que o(x,t}XX (x,t)
p. partout dans O, on a :

(14) foW=B)(u-v), dxdt>0 Yyesu,e)
Q Vee B(v,X)

‘Démonstration : comme dans le cas stationnaire ([1] , Lemme 4 p. ii-34) pour

presque tout t on a
(14') fo (¥ (x,t) - &(x,t)) (u(x,t) - v(x,t)), dx >0

et 1'on obtient (14) en intégrant par rapport a t sur ]0,T[ .
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3.2 - Nous posons le probléme d'évolution P¢ : soit($eL2 (0).
8u¢ eV
-5-‘%¢> ~buy + Bluy,8) ¥ f

Ug (x,0) = uo(x)

Théoréme 3.2.1 : Soit ¢ une fonction donnée dans L2(Q) et soit Uy une fonction

¢ 5 dans W, du probléme (15).

donnée dans L"(£2), alors i1 existe une solution u
Démonstration : Si T'(u) = f - B(u,u) vérifie les hypothéses (Hl), (Hy) et (H3)

alors 1'opérateur multivoque P¢ () = f - B(u,9), ¢ fixé, les vérifie a fortiori.

I1 existe donc, par le théoréme 1 une solution de (15). (On aurait pu utiliser,
également, les propriétés de monotonie de 8(.,$), avec un procédé de régularisa-
tion, pour montrer ce théoréme).

Le paragraphé 3.3 ci-déssous montre en outre qu'il y a unicité de la solu-

tion Ug
3.3 - Monotonie d'une solution de P¢ s bar rapport a la donnée ¢
Soient ¢1 et ¢2 deux fonctions de LZ(Q) telles que NG p.partout dans Q,
Soit u, e w une solution de : if?l_
¥ 5t " Au¢1 + B(”¢1’¢1) 3 f

U¢1 (x,0) = Upg (x)

- }
et u¢26 W une solution de 8u¢ - Au¢?

+ B(u, $,)>F
2 ) 0,72

wbz (x,0) = uO(x)

alors h = udi - u¢ze L2 ( Lo, Hé 1)) vérifie :

dh _
(16) 5t "ShtVy Ve =0
h (x,0) =0



77

La partie positive de h, h, apnartient écalement & L2 ([o0,T], Hé(ﬂ))
(cf. STAMPACCHIA [3]). Nous multiplions par h, 1
sur Q:

égalité (16) et nous intégrons

ah ' =
GREL (0 g % RO T(0) p + L (0 8 (uy g ), dB=0

soit encore en intégrant sur [(0,T)]:

1 [7d 2 2
> h, (t)] dt +1v h || _
2 g dt ! + )le(n) + LZ(O) + 4'(¢1- ¢2)(u¢1- u¢22dx dt =0

'y

puisque h+(x,0) =0pp x€Q et, grice au Temme 3.1.3 :

1] 12 2
17 h (T Vh < 0
(17) 2 Tl el s

cequi implique que h+ est identiquement nulle dans 0 et donc

(18) u £ u

9 )

Ce résultat assure en particulier 1'unicité de Ta solution du problémé P¢
(avec ¢ et uy fixes).

On peut ainsi définir une application T : LZ(Q) > W, ¢ — To= Ug s Ug
étant fixé ; c'est une application croissante pour la relation d'ordre
¢1 € ¢2 ssi ¢1(x,t) < ¢2 (x,t) presque partout dans 0.

Sul
(19.1) 3T -Auy = f - |2
ul(x,O) = uo(x)
ou
(19.2) 5{; - A ul - f

ul(x,O) = uO(x)
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Alors (29) Yo e LQ(Q), Uy < u, = T < ul dans W

8u¢

vérifie : 3T - Dup€ f - B(uy.9)

Démonstration : D'aprés (15) u 5%

¢

c'est-3-dire (—§ - A)u, (x t)((—g-- A) u, (x t)s&é— ~A )ul'(x t) pour presaue
ot ] ot () ? ot > ” '

tout (x,t) Q.

Comme 1'onérateur 65%-—A) vérifie le nrincipe du maximum, on en déduit (20).

3.4.2 - Les approximations successives.

Nous définissons les suites :

Vn 21 Uppp = T U, avecuy, donné nar (19.1)

n+1 T u" 1

u avec u” donné nar (19.2).

Nous pouvons écrire (20) Uig Uy = Tu, puis, grdce & 1a monotonie de T :

Tn—l uy < T u; et donc

(21) | Un$ Upyg
Ne méme

Si nous remarcuons encore que

n- -1 1
T 1 u, < qn 1 ut
on peut &crire 1'inéoalité
” ' : n ' 1
(23) Ujg Uy € eveenn S Uy eee S U s U
oli 1'on note toujours ug v ssi  u(x,t) < v(x,t) nresque partout dans 0.

Notons que, pour t.= 0, toutes ces fonctions sont définies et €gales presaue

partout & uy(x).
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Proposition (3.4.3) :'La suité] J'neiv (resp. u", nelN) converge dans'Lz(Q)
vers une solut1on du’ probl&me (10)

ﬂemonstrat1on : La suite]u ] , est bornée dans W. Elle anpartient donc & un
compact de L (Q) et de ce fa1t nget au moins une valeur d'adhérence u (resp u)
dans L (Q) et 1a relation d'ordre (23) nous assure que 1a suite toute entiére

{un converge vers u.
nelN

n+l

De 1'égalité wu nel =T un), nous déduisons que u = Tu

(resp. U = T u) grice & la continuité de T &tablie ci-aprés.

= Tu (resp. u

‘Lemme 1 : L'application'T : LZ(Q)'f>‘LZ(Q)fest'fortemént'continue.

Démonstration : Soit ¢rn > ¢ dans LZ(Q) fort, nous posonswm = -g%q:-Au + f

_ ¢,
alors ¥ _ est un élément de B(u, ,¢ ) . m
m d)m m

Donc,{ﬁ*n} est bornée dans LZ(O) Nous pouvons en extraire une sous-suite :
néN
¥ﬁm + ¢  dans L (Q) faible, % Us =4 -1 (f - )§ converge faiblement
i m. jelN

dans W vers u =ub” 1 (f -¥) puisque d@ -1 est faiblement: continue de 12 (0) dans W.
Par la compat1te de 1'injection de Mldans L (0) (cf théoréme 1.3. d) cette

-

derniére convergence a lieu dans L (Q) fort (quwtte 5 extraire une nouvelle sous-

suite).

Le Temme 1 serait demontre, si 1'on pouvait affirmer que pep(u.9), parce
qu'alors on aurait ue j& (f- B(u,9) et u serait 1'unique solution de Py :
u= T¢ . convergerait vers u dans LZ(Q) par

De plus, la suite toute entiére u¢
un argument c]ass1que d'unicite, m

Le résultat se raméne donc a la démonstration du lemme :

Lemme 2 : Le graphe‘de' B(‘; ) =

Le résultat de ce lemme contient la vérification de 1'hypothése (H,) dans
le § 2.2. La démonstration est similaire : nous n'indiquerons que les modifications
a y apporter.



&0

Démonstration : soit Vp TV dans LZ(Q) fort et ¢nr & dans LZ(Q) fort

pour tout n >0, il existe un compact ﬁ)CI 0 tel que

2
mes (Q- §1)< n
vm Co> v uniformément sur %1
¢m -+ ¢ uniformément sur K1

Les convergences uniformes sur &] impliquent

Hn >0 Ve > o R S My h.e) tel que Vn1> My
1V = Ve < e et |¢m - o] o < E
L™ (%) L7 (K))
On obtiendra Tes mémes inégalités : soit lyméﬁ(vm, ctm)

- n+ mes {yeQ/v(x,t)-o(y,t) >+ Zs}swm(x,t)sm

mes { yeQ / v(x,t)=(y,tp - 2¢}
pour presque tout (x,t) € (K'l (t) x A‘—’).
La fin de la démonstration est identiqué. Si wm converge vers ¥ dans LZ(Q) faible
alors ¥ € B(v,$)

La démonstration de la proposition 3;4.3 est donc totalement terminée.

Evidemment, nous aurons (24) u < u, et ainsi nous avons mis en évidence une
solution au moins du probléme (10) puisque ses solutions s'écrivent u = Tu, et
deux solutions distinctes si 1'inégalité (24) est stricte. Nous précisons encore :

‘Théoréme 3.5 = u est la solution minimale du probléme (10) et U en est Ta

solution maximale.

" "Démonstration : soit u une solution quelconque de (10), alors u = Tu
1

et donc up € us< u
Par Ta monotonie de T
_n
Upyp = T u1\< T
et par la continuité de T :

(25) ususu
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Ainsi, nous avons montré 1'existence d'au moins une solution du probléme
d'évolution (10), par les deux méthodes aui ont aussi servi & J. MOSSIND pour
prouver 1'existence de solutions du prob]éme stationnaire. Ces méthodes (la
deuxiéme est plus précise) s'appliquent également aux problémes d'évolution
associés aux problémes traités dans (|1 |3 chap. IV-V) qui généralisent le pro-
bléme original.

En particulier, on peut remplacer 1'opérateur multivoque R (u, ) par
g (B (us4)) ot g est une fonction continue de [0, [2]] dans R. Nous démontrons
alors 1'existence d'au moins une solution. Si, de plus, g est une fonction crois-
sante, la deuxiéme méthode des suites monotones donne alors 1'existence d'une
solution minimale et d'une solution maximale.

Le prob]éme d'évolution associé au probléme non coercif & frontiére libre
évoqué au chapitre Il présente de nouvelles difficultés. Sa résolution fera
1'objet d'un travail ultérieur.
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