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ECOLE NORMALE SUPERIEURE
UNIVERSITE DE PARIS XI
1971-72 DE
CENTRE D'ORSAY
SAINT-CLOUD

ETUDE LOCALE DES SINGULARITES

par Jean GIRAUD

=+=t=d=t=

INTRODUCTION

Ce texte reproduit les notes d'un cours de 38me cycle professé
3 Orsay au premier semestre de l'année scolaire 1971-72. Outre les mémoi-
res originaux publiés & ce jour, en particulier ceux de Hironaka et la thé-
se de Bennett, il s'inspire d'un preprint de Hironaks : "Bimeromorphic
smoothing of a complex-analytic space" et d'une partie du manuscrit d'un
ouvrage en préparation de M. Lejeune, H. Hironaka et B. Teissier sur la
résolution des singularités d'un espace analytique. Cette &dition a &été
révisée & 1l'automne 1972 aprés que j'ai eu connaissance d'un preprint de
Tadao Oda sur le groupe que Hironaka attache & tout point d'un espace
projectif pour tenter d'apréhender les phénoménes spéciaux 3 la caracté-
ristique positive.

Le sujet du cours est 1'étude du comportement par éclatements
permis (II 2.1) des invariants introduits par Hironaka et Bennett. On
n'y trouvera pas de résultats nouveaux mais des démonstrations nouvelles
et pdr certaips cotés plus simples du critére de platitude normale de
Hironaka et surtout du crit@re numérique de Bennett. La démonstration de
Bennett est mélangée avec l'éfude du comportement par &clatement permis

de la fonction de Hilbert-~Samuel; nous en donnons une trés



simple s'appuyant sur des considérations trés élémentaires sur les mo-
dules munis de deux bonnes filtrations. La démonstration du critére de
Hironaka traitait le cas de deux idéaux P C Q d'un anneau local régu-
lier R tel que R/P et R/Q soient réguliers, nous nous limitons au
cas ol @ est 1'idéal maximal. Cela est sans inconvénients, car le cas
général n'est autre que le théoréme de propagation de la platitude nor-
male le long d'un sous—schéma permis (IT 3.3) qui résulte immédiatement
du critére numérique de Bennett. Pour terminer sur ce point, rappelons que
Bennett lui-méme a remarqué que, lorsque l'on dispose d'un corps de base
parfait, son critére s'obtient trés simplement par des considérations de
calcul différentiel.

Le chapitre II s'achéve par le théoréme de stabilité établi
en caractéristique O par Hironaka dans son mémoire de 1964. La démons-—
tration donnée ici est valable en toute généralité. Le chapitre III n'as
pu, faute de temps, &tre traité en ccurs. On y trouvera un compte rendu
abrégé de deux articles de Hironaka '"Additive groups associated with
points of a projective space", Annals of Math., et "Certain numerical
cheracters of singularities", J. Math. Kyoto Univ., (1970).

Pour terminer, il reste i signaler au novice que ce cours est
loin d'épuiser le sujet. Pour aboutir & la résolution des singularités
en géométrie algébriqueven caractéristique O, il resterait & construire
les "stable standard base" et " stable frame" de Hironaka [Annals 6]
sur lesquelles il &difie sa récurrence et dont la version globale
en géométrie analytique a pris le nom de théorie du contact maximal
[ Séminaire Lejeune-Teissier, Ecole Polytechnique 1972] et sert de
base au jardinage de Hironaka. De plus, méme 1'étude locale entreprise

ici ne me semble pas achevée en caractéristique positive.



CHAPITRE TI. RAPPELS D'ALGEBRE LOCALE

Dans ce chapitre, nous rappelons un certain nombre de faits
bien connus (Bourbaki, Algdbre Commutative, cité [BAC]} et J-P. SERRE,
Algébre locale et Multiplicité, Lectures Notes in Mathematiecs, vol. 11,
Springer Verlag, cité [AIM] . Au lieu du classique polyndme de
Hilbert-Samuel, nous utilisons systématiquement la fonction du méme nom,
moins pour les quelques simplifications que cela apporte dans ce chapitre
gue pour habituer le lecteur & cet outil dont Hironaka a montré toute la
puissance dans ce genre de questions. La connaissance de "Introduction to
Commutative Algebra" d'Atiyash et Mac Donald et du chepitre 5 de
"Théorie des Faisceaux" de Godement, consacré aux Tor, est plus que suf-
fisante pour la compréhension de ce chapitre si l'on y ajoute les rudi-
ments classiques sur le complexe de Koszul et les suites réguliéres. Par
ailleurs, il est vivement recommandé au lecteur débutant de s'initier &
[BAC] et [AIM] en y recherchant les passages qui traitent les mémes

questions.

§ 1. Filtrations

1.1, Un anneau filtré est un annesu A muni d'une suite décroissante

d'idéaux A., 1€ Z, telle que A, = A pour i<O0 et A.A, CA, ..
1 = 1 13 1+]

Nous supposerons toujours que A est noethérien, que A1 est contenu dans

le radical de A et que la sous-A-algdbre

% <3E> i
(1) AT = AT
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de A[‘T,T_1] est une A-algébre de type fini. Pour rappeler ces

hypothé€ses; nous dirons parfois que A est un anneau bien filtré.

L'exemple le plus important s'obtient en posant Ai = 2}, oi A est
un anneau noethérien et od p est un idéal de A contenu dans son ra-
dical, auquel cas 1l'algébre A* est bien de type fini car elle est
engendrée par ’I'—1 et A, = pT. Dans ce cas, on dit que la filtration

1

de A est sa filtration p-adigue.

1.2. Un module filtré est un A-module E muni d'une suite décroissante
de sous-modules E., 1 € Z, telle que A.E. CE. . et E=UE,
i s i73 i+ J

(filtration exhaustive). On lui associe le A-module gradué

(2) 5= @ EiTi )

i€

[[[aN]

Proposition 1.3. Soient A un anneau bien filtré et E un A-module
filtré. Les conditions suivantes sont &quivalentes :

(i) E est un A-module de type fini et il existe un entier s
tel que En = 2:;;:: An—iEi pour n > s,(dgns le cas p-adique,
ceci signifie ’ ;ﬁ: E = EF_SE , s<n).

n S

.. * . .
(ii) E® est un A*-module de type fini.

1.3.1. (i) = (ii). Puisque E admet un systéme fini de générateurs
X,ses+3X. et que la filtration est exhaustive, ils appartiennent tous 3
1 r
-~ —1 =
unméme E et done E =E=FE pour n<e., Donc E ™ = (T )€ g Te)
e e n n e
pour n < e. Par ailleurs, on a aussi En = Z An—iEi’ pour n = s,
e<i<s
- * * P PO
Comme T 16 A", il en résulte que E est engendré par ses €léments

homogénes de degré compris entre e et s, donc est de type fini puisque

les Ei sont des A-modules de type fini.



(ii) = (i). Si on a (ii), il existe des &léments homogénes

n n
% .
x1T 1,...,er T de E tels que, pour tout n € Z, on ait

D w N S
i

n -n.T
n 1<i<r n=ng

On en déduit (i) immédiatement, avec s = sup(ni).

1.3.2. Si ces conditions sont satisfaites, on dira que E est un
module bien filtré, ou encore, dans le cas p-adique, que la filtration
de E est p-bonne. Si E est un A-module de type fini, la filtration
déduite En = AnE est évidemment bonne; dans le cas p-adique, on 1l'ap-

pelle la filtration p-adigue de E. Si E est un module filtré (ou bien

filtré), il en est évidemment de méme du module E(n) dont la filtration

e On appelle module filtré libre un module qui est

est E(n)i = E

. . P 3

somme directe de modules filtrés de la forme A(n), auquel cas E
. . *

est somme directe de modules libres de la forme A (n). Il nous sera

utile d'expliciter (i).

Corollaire 1.3.3. : Les conditions ci-dessous sont &quivalentes a

celle de (1.3)
(iii) Il existe des éléments XyseoeoX, de E et des entiers
Dyseresn tels que X, € En et tels que, pour tout n€'Z , on ait
B=d A
1<i<r 171
(iv) E est quotient (avec filtration quotient) d'un module

filtré libre de type fini.

1.b, Si F est un sous-module d'un module bien filtré E et si F est
. . . ' *
muni d'une filtration telle que Fn C En, alors F est un sous-

* *» . . P .
modile de E et comme A est noethérien, il en résulte que la filtra-



tion de F est bonne (lemme d'Artin-Rees). En particulier, la filtra-—
tion induite sur F définie par Fn =FN En est bonne. I1 en résulte

que toute bonne filtration de E est séparée, c'est-a-dire {0} =N E,.

En effet, munissons F =N E. de la filtration induite. D'aprés (1.3.(i)),

én a F=F = E A

cy AﬂFi =AF, donc F = 0
1<s

JF.
n-i" i
d'aprds le lemme de Nakayama, puisque A1 est contenu dans le radical
de A. Soit maintenant F un module quotient d'un module bien filtré E,

. . . . *
la filtration gquotient Fn = image de En est bonne, car F est un

quotient de E*.

1.5. Un morphisme de modules filtrés est un morphisme de modules
u: E—>TF tel que, pour tout n, u(En) CF;on dit qu'il est strict

si u(E) N F = u(En) pour tout n, c'est & dire si les filtrations induite

et quotient sur 1l'image u(E) sont les mémes.

1.6. Si n est un entier et E un module bien filtré, on note E(n)

le module filtré défini par E(n)i =E ,; et on appelle module filtré

libre un module filtré qui est somme directe de modules filtrés de la forme
A(n). Tout module bien filtré admet une résolution.

€ 5
(1) ...Li+1-—>Li......L1 ,Lo E >0

par des modules filtrés libres de type fini L, les différentielles et

1'augmentation &tant strictes. En effet, E est quotient d'un module fil-

tré libre de type fini Lo’ le noyau IO de e:LO-————€>E, muni de la
filtration induite est quotient d'un module filtré libre de type fini L1

etc... On dit que (1) est une résolution filtrée libre de E

§ 2. Graduations

Si A est un anneau bien filtré, l'anneau gradué

grA = efaAh/An+1 est une (A/A1)—algébre de type fini et, pour tout
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A-module bien filtré E, on a un grA-module gradué de type fini

grE = GE)En/En+1, appelé gradué associé & E. Le passage de E & grE
est fonctoriel par rapport aux morphismes de modules filtrés, qui sont
les morphismes de A-modules u : E—>F tels que u(Fn) c En' L'ob-

servation fondamentale et triviale est la suivante :

Proposition 2.1. Soit O —>E —>F G 0 une suite exacte de

A-modules telle que F soit muni d'une bonne filtration. Munissons
E(resp. G) de la filtration induite (resp. quotient). [On dit alors que

la suite ci-dessus est une suite exacte stricte] . Alors la suite

0 —> grE —> grF —> grG —> 0 est exacte.

2.2. Pour étudier un morphisme de modules bien filtrés u : E—>F, on
introduira donc le noyeu K muni de la filtration induite, le conoyau
C muni de la filtration quotient et 1'image I muni de la filtration
Ié quotient de celle de E et de la filtration I; induite par celle
de F, ce qui donne naissance & des suites exactes

0—> grk —> grE —> grl' —> 0 et 0 —> grl" —> grF —> grC —> 0.
On rappelle que le morphisme est strict si les déux filtrations de I

sont égales.

Corollaire 2.3. Soit .u : E—>F un morphisme de modules bien filtrés
(1) si gru est surjectif il en est de méme de u et u est strict
(ii) si gru est injectif il en est de méme de u et wu est strict

(iii) si gru est isomorphisme, il en est de meme de u.

Prouvons (i). Soit v : F—>C le conoyau de u, ol C est muni de

la filtration quotient. Puisque vu = O, on a grv . gru = 0 donc grv =0



car gru est surjectif, donc grC = 0 car grv est surjectif, donc C = 0
car la filtration de C est séparée. Donc gru surjectif implique u
surjectif. En appliquant ceci au morphisme de modules filtrés

u En -—> Fn induit par u (filtations induites). On voit que w

est surjectif, donc u est strict. On prouve (ii) de facon duale

et (ii1i) résulte de (i) et (ii).

Corollaire 2.4. Soit E wun module bien filtré. Si grE = 0, alors

E=0. 81 (grE)n =0 pour n = n_s il existe un entier r tel que

Pour la premidre assertion, appliquer (2.3(iii)) au morphisme
nul O —> E, pour la seconde, considérons le module En muni de la
o
filtration induite, il est nul, car son gradué l'est. Si maintenant e

est un entier tel que E = Ee’ on peut prendre r = nO - e, car

r r
= C = 0.
(A1) E (A1) Ee Eno 0

§ 3. Fonction de Hilbert-Samuel, multiplicité, dimension

3.1. Soit g wun idéal d'un anneau local noethérien A tel que A/g
soit de longueur finie. Toutes les composantes homogénes de G = gr
sont alors de longueur finie et, plus généralement, pour tout A-module
E muni d'une filtration g-bonne, on peut former la série de

Hilbert—-Samuel de E

(1) H(E;T) =) 1(g /B )T"
: n n+il
n€Z
et 1'on notera aussi H(E). Sa connaissance équivaut & celle de la fonc-

tion de Hilbert-Samuel

(2) H(E)(n> = X(En/Eh+1)’ n € g
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Toutes deux ne dépendent que du gradué associé E = gr(E) et nous
emploierons les mémes notations pour tout G-module gradué de type fini

E. 81 E est muni de sa filtration q-adique, on écrira :

(3) 33(E;T), EQ(E) ou gg(E)(n).

De méme, pour tout point x d'un schéma noethérien X et tout (f/x—module

cohérent %, on notera
%) E (€D ou H(E) (resp. H (E)(n)

la série (resp. la fonction) de Hilbert-Samuel du "QX x—module (éx
R :

muni de sa filtration m, x-—adique,
b4

On a :

n

(5) H(E(n)) = T H(E)

et si 0 —>E' —>E —>E" —> 0 est une suite exacte stricte de

modules bien filtrés, on a "évidemment :
(6) H(E) = H(E') + H(E").

Remarque 3.2. Si p est un idéal de A et si E est un A-module

de type fini tel que E/pE soit de longueur finie, on peut appliquer ce
qui précéde et ce qui suit en remplagant p par g = p + &, ol a est
1l'annulateur de E. En effet, A/q est de longueur finie, et, puis-
que p_nE = _g_nE, la filtration p-adique de E est sa filtration

g-adique et toute filtration R-bonné de E est g-bonne et réciproquement.

Lemme 3.3. (Hilvert, cf. [AIM] p. II-22). Soit g un idéal d'un
anneau local noethérien A et soit E un A-module muni d'une filtration
g-bonne. On suppose que E/gE est de longueur finie. Soit e un entier

tel que E = E ... On a

(1) H(E;T) = T t(E;r)/(1-1)%



~

ol t(E;T) est un polynome & coefficients entiers rationnels et ol 4

est un entier moindre que le nombre de générateurs de 1'idéal gq.

3.3.1. FEn divisant t(E) par une puissance convenable de (1-T), on peut
supposer que t(E;1) # O, ce qui détermine l'entier d. On 1l'appelle
l'ordre de la série H(E;T) et nous verrons plus bas qu'il est égal &

la dimension du module E. Nous verrons aussi que 1l'entier +(E;1) ne

dépend pas de la filtration g-bonne; on l'appelle la g-multiplicité de E.

3.3.2. D'aprés (3.1(5)), en remplacant E par E(~e), on peut supposer
que E = E_, auquel cas E = grE est un G-module gradué engendré par ses
éléments de degré positif. De plus, G = grﬂ‘A) est une B-algébre
graduée, ol B = A/q, engendré par des &léments de degré 1, & savoir les
classes X1""’Xr d'un systéme de générateurs X1,...,xr de g. C'est
donc un quotient de l'algébre de polynomes S = B [X1"'°’Xr] et 1l'on
peut considérer E comme un S-module dont toutes les composantes
homogd&nes sont deIIOngueur finie, ce qui ne change évidemment pas H(E).
Raisonnons par récurrence éur le nombre r de variables. Si r = 0, alors

E est un B-module gradué de longueur finie et H(E) est un polynome

car gi'= O pour i < e = 0. Sinon, on a une suite exacte de S-modules
gradués.
(2) 0 —> E' —> E(-1) —> E —> E" 0

ol u est la multiplication par Xr' Les composantes homogénes de E'

et E" sont aussi de longueur finie et l'on a
(3) (1-T)H(E) = H(E") - H(E')

ce qui donne la conclusion, puisque E' et E" sont des modules sur

BIX eeesX 1+
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Proposition 3.4. : Sous les hypothéses de (3.3), soit E C Eé une
autre filtration g-bonne de- E. Il existe des entiers naturels O < e<s

tels que E CE' ., n€7Z, E' CE ,n€7Z et l'ona:
n n+e = n n-s = ”

(1) # @y <remVEn < 1@ <o,

3.4.1. Pour expliquer (1), disons que pour toute série formelle H(T)

et tout entier n, on pose :

(2) 5)(1) = m(t)/(1-m)"

en sorte que si H(T) = S HiT1 on a H(1)(T) =-27 ™ ) H. et
q

(3) i (g = ? 1(E/E )T
n€ 32

Par ailleurs, si H et G sont deux séries formelles 3 coefficients
réels, on écrit H<G si 1l'on a Hi‘< G i€ g, avec H=)Y HiTl
et G =) G,T",

(1)

On notera que H < G implique H Y« G''’, la réciproque étant inexacte,
car, par exemple, on a (1-T)(1) > 0. Dans la méme veine, on a triviale-

ment la premiére indgalité de (1).

3.4.2. Par 1'hypothése, il existe e tel que E CE

te® pour tout

n€Z et l'on peut méme prendre e = 0, mais 1'on ne peut prendre e = «

que si E = O car la filtration E' est séparée. On a ainsi

(@) =) 1E/E )T 2)  1(E/El, )T =T M)y,

dtoll la seconde inégalité. Pour prouver la troisidme, il suffit de prou-
ver l'existence d'un entier s tel que Eé c En—s' Puisque la filtra-
tion . E' est g-bonne, il existe des générateurs XypeeesXy du module
filtré E' et des entiers n(i) tels que Xs € Eé(i) et

E' = E n-n(l)x . Puisque la filtration E,_ est exhaustive, il existe

X .

. . e ] , .
un entler s 2 0 tel que, pour tout i, on ait X En(l)-s’ ce qui
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assure que E! C > g" n()

i
n'avons pas prouvé que e < s, mais ceci est une conséquence de (1).

; CE , d'ol la conclusion. Nous
n(i)-s n-s

En effet, si e > s ona :

2

o=7° (1- Te_s)H(1)(E') =T (1 + T+ T 4.+ 75 g

ce qui est absurde, puisque les coefficients de H(E') sont positifs.
Si 1l'on préfére, cette remarque revient & dire que, pour tout entier

r>0, on a :
(k) (-t (z1) > 5E") > 0

car les coefficients de H(E') sont positifs.

Corollaire 3.5. Sous les hypothéses de (3.4), posons

(1) H(E;T) = T St(E;T)/(1-T)¢ avec +(E,1) = a # O.

Alors les entiers a et d ne dépendent pas de la filtration g-bonne

de E,ona a>0 et H(1)(E)(n) est &quivalent & and/d .

En remplagant E par E(-e), on peut supposer que e =0 et

E = E . En ordonnant t(E;T) suivant les puissences de (1-T), on a :

(2) H(E;T) = a/(1-1)%.. .+ &, /(1-1) + &  + P(T) ol B(T) est un

1
polyndme avec P(1) = 0, d'oll une formule analogue évidente pour H(1>(E).

a+1 n+d n N z
Or on a 1/(1-T) =) A ( a ) T7, d'ol il résulte que
1
( )(

H E)(n) ~ and/d!, ce qui assure déj3 que a > O. Par ailleurs, en
sppliquent (3.4(1)) & 1la riltration g-sdique E! = q'E et 3 la
filtration donnée, on voit que H(1)(E)(n) est équivalent & H(1)(E")(n),

d'old la conclusion.

Corollaire 3.6. L'entier d est le méme pour tous les idéaux g tels que

E/gE soit de longueur finie et toutes les filtrations g-bonnes de E.
Comme dans (3.2), on peut remplacer g par g + a ol a est

l'annulateur de E et supposer que g est m-primaire, ce qui assure



1l'existence d'un entier s tel que g’s Cg C m. On a donc

1 (@) ((1)s) > 12 ) > 1 (2) (),

d'oll 1la conclusion, par la dernidre assertion de (3.5).

3.7. Soit E un module de type fini sur un anneau local noethérien A.
On note dim(E) 1la borne supérieure (finie ou infinie) des longueurs des
suites strictement croissantes By C Ry - Cp. d'idfaux premiers de

A telles que le localisé E soit non nul. On note d(E) 1'entier de
(3.6) et s(E) 1la borne inférieure des entiers s tels qu'il existe une
suite (xl,...,xs) Ad'éléments du radical de A telle que E/(x1,...,xs)E

soit de longueur finie.

Théoréme 3.8. On a s(E) = d(E) = dim(E)

Lemme 3.9. (Bennett) Soit g wun idéal tel que E/gE soit de longueur
finie et soit (En) une filtration g~bonne de E. Si x € g%, en munis-

sant E/xE de la filtration quotient, on a :

(1)(E) et a(E) < a(E/xE) + 1

(1) 'V @mm) > (1-1°)m
(ii) Si x est non diviseur de zéro dans E, on a d(E) = d(E/xXE)+1

(iii) Soit X 1la classe de x dans ngﬂA). Pour que X soit

non diviseur de zéro dans grE, il faut et il suffit que
(1) 1 (m/xm) = (1-198 " (m).

De plus, s'il en est ainsi, le morphisme naturel

(2) grE/XgrkE ——> gr(E/xE)

est un isomorphisme.
La multiplication par x est un morphisme de modules filtrés

u:E(-e) —> E qui donne naissance 3 des suites exactes de modules filtrés

(3) 0 —>E' —>E(-e) —>I —0 0 —>T1 E— E/xE —> 0

oi I (resp. I') est 1'image de u munie de la filtration quotient(resp.

induite).



I-12

On a donc :
() 1 wm) = (-1 @)+« 180 - 5 zyy + 5§V (E).

D'aprés(3.4(1)), on a H(1)(I) - H(1)(I') > 0, d'ol la premiére inégalité de
(i), qui implique la seconde. Si x est non diviseur de zéro dans E,

alors E' = 0. Par ailleurs, d'aprds (3.5), 1l'ordre de H(1)(I) - H(1)(I')
est strictement inférieur & celui de H(1)(I'), lui-méme inférieur &
celui de H(1)(E) car gr(I')est contenu dans gr(E). Comme 1'ordre

de (1—Te)H(1)(E) est 4(E), on en déduit (ii). Si X est non diviseur
de zéro dans grE, ona I = I' = E(-e) par passage au gradué associé

& partir des suites exactes de (3) car gr(u) est la multiplication

par X, donc H(1)(E/xE) = (1—Te)H(1)(E) et (2) est un isomorphisme.
Réciproquement, puisque les deux derniers termes de (4) sont positifs,
1'égelité (1) implique que E' =0 et I = I', d'ol la conclusion.

[ Démonstration suggérée par J.J. Risler].

Prouvons (3.8) (en copiant servilement [ALM]) on a : s(E) > 4(E)
car, d'aprés (i), si E' = E/(x1,...,x§)E est de longueur finie, on a
d(E) < s+d(E') = s. Onp & 4(E) > dim(E). En effet, cela est clair si
d(E) = 0, c'est & dire si E est de longueur finie. Raisonnons par ré-
currence sur d(E). S'il existe une chaine strictement croissante d'idéaux
premiers By C 2, C... C p. avec r > a(E) et EEO # 0, on peut supposer
que p, est un idéal minimal (ou point maximal) du support V(E) de
E, donc aussi un 1déal associé & E. Il existe donc un sous-module F
de E isomorphe & A/RO. On 8 donc dim(F) > r et munissant F de
la filtration induite, en sorte que gr(F) est contenu dans gr(E), on voit
que d4(F) < a(E), done aim(F) > a(F). Soit x € Ry X ¢ 2y Alors x

ést non diviseur de zfro dans F et 1'on a done a(F) = a(F/xF) + 1 et
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évidemment dim(F/xF) > r-1, d'od dim(F/xF) > a(F/xF), ce qui est

absurde par 1'hypoth€se de récurrence. On & dim(E) > s(E). Raisonnons

par récurrence sur n = dim(E), qui est fini puisque dim(E) < d(E).

Si n =0, alors E est de longueur finie et 4(E) = 0. 8i n > 1, les
idésux premiers minimaux B; du support de E tels que dim(A/Ei) =n
sont en nombre fini et aucun n'est 1'idéal maximal m. Il existe donc x € m

~

qui n'appartient & aucun d'eux. Pour chacun d'eux, on a donc (E/xE) 0,

B; =
done dim(E/xE) < dim(E), de plus, par l'hypothése de récurrence, on a
s(E/xE) < dim(E/xE) et enfin, on a trivialement s(E) -~ 1 < s(E/xE),

d'ol la conclusion.
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§ 4. Dimension homologigue; Anneaux réguliers

4,1, 8i E est un A-module, on note dpAE et on appelle dimension homo-

logique [ou projective] de E 1la borne inférieure (finie ou infinie)
des longueurs des résolutions libres de E. Si G est un anneau gradué
et si E est un G-module gradué, on note dthE et on appelle dimension
projective homogdne de E la borne inférieure des résolutions de E
par des G-modules gradués libres. Dans ces définitions, si A(resp GO)
n'est pas un anneau local noethérien, remplacer "libre" par "projectif".

Notons que si F est un G-module gradué, alors E ® est quotient du

F
G—
G-module gradué E_@(} F par un sous-module gradué, donc est un G-module

o) .
gradué. Par le raisonnement habituel, il en résulte que les Tor?(@,@)
sont eux-mémes des G-modules gradués. Dans ce qui suit, on note G,

1'idéal gradué de G engendré par ses éléments homogénes de degré non

nul, en sorte que G/G+ = Go’

Proposition 4.2. (résolution gradufe minimale). Soit k un corps et soit

G une k-algdbre gradude de type fini telle que GO = k. Tout G-module
gradué de type fini E admet une résolution par des G-modules gradués

libres de type fini

(1) e R e e

=1 =1-1 =1 =0 -
telle que, modulo G, les différentielles 4 soient nulles et 1l'augmenta-
tion e soit un isomorphisme. Une telle résolution est unique a

isomorphisme prés.

4.,2.1. Puisque E/Q+§. est un G-module greadué de type fini annulé par
‘G+, c'est un k-espace vectoriel gradué de rang fini, dont on peut choisir
une base formée d'éléments‘homogénes €qsees ity de degré Disese5h, Que
1'on peut relever en des éléments homogénes €1seese de méme degré de

E, ce qui permet de définir un module gradué libre Ly = G(—n1)®...@ G(—nr)

et un morphisme de modules gradués e : L, > E. Il est immédiat que e est
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un isormorphisme modulo G_, d'ol il résulte que e est surjectif (forme
homog@ne du lemme de Nakaysms : si F/G +E=0, alors F =0). On introduit
1le noyau Kb de e et on répéte 1l'opération, ce qui donne une résolution

telle que (1). L'unicité n'est pas plus difficile & établir.

4.2.2. Puisque Go =k est un corps, on peut former la série de Poincaré
de tout G-module de type fini, en particulier

(2) ti(T) = H(éi/G+EH.;T)

est un polyndme et, avec les notations ci-dessus, on & :

n n

(3) to(T) =T LR
et bien siir,
(L) H(Li;T) = ti(T)H(G;T).

De plus, si 1l'on note K. le noyaud : L, —> L. ., alors K, C G, L.
- - ._-1..1 - + =
K. &

en sorte que la composente homogérne non nulle de plus bas degré de X,

un degré strictement suprieur & v(t.(T)), o v(t.(T)) est le degré des
1 1

termes de plus bas degré de ti(T). Par consfruction:de Li+1’ on a donc

(5) vt (1) > v(t,(1));
en sorte que 1'on peut former la série

(6) t(r) =Y (-1)it.l('1‘).
120

On prouve maintenant facilement ce qui suit.

Corollaire 4.3, Sous les hypothéses de (L4.2), on a, pour toute résolution

rinimale
(1) wlty, (M) > vt (1), i3>o0,

(1) EE) =86 T__ (-0t (1),

i=20

. G B
(iii) Tori(gﬁk) = Li/G+£ﬁ

N G
(iv) dph E = 1nf{r|Torr+1(§,k) = 0}

(v) Tor?(gﬁk) = 0 implique Tor?+1(§}k) =0, i>0.



Corollaire k.4h. Si G est une algdbre de polyndmes & r indéterminées

sur unvcorps k , (gradufe en donnant des degrés arbitraires aux variables),
alors, pour tout G—ﬁodule_ gradué E, on a dthE_< r.

En effet, si G =k [x1,...,xr] » le complexe de Koszul K.(X),
gradué de maniére évidente, est une résolution graduée libre de k de
longueur r, d'ou il résutlte que TorS+1(§,k) = 0 pour tout G-module
gradué E. Notons que (4.3(iv)) implique que si dph E est fini, alors
dpGE lui est égal, car on a toujours dth§_>=dpG§, mais le corollaire (L4.L4)

ne montre pas que dpGE < r pour tout G-module de type fini, gradué ou

non, ce qui est pourtant vrai comme chacun sait.

Corollaire 4.5. Sous les hypothéses de (L.2) si dph ok est fini et si

G est engendrée par G1, alors G est une algébre de polyndmes.

En considérant une résolution graduée minimale L. de k, on a,

avec les notations de (L4.2)

(1) 1= H(k) = HG)t(T), t(T) =} _ (-7 (1),
0<i<r '
od r = dph k. Par ailleurs, d'aprés le lemme de Hilbert (3.3), il existe

G

un polyndme & coefficients entiers P(T) tel que ‘H(G) = P(T)/(1—T)N,
ol N = rangk(G1), écrire G comme quotient de 1'algébre de polyndmes

S = k[G1]). On en déduit que (1—‘I')N = t(T)P(T), ce qui assure, par le
lemme de Gauss, que P(T) = (1—T)d aveec 0< 4d< VN, d'oll

1/(1-~T)N_d = H(GYy = 1 + NT +..., ce qui assure que d = 0, ce qui assure

que le morphisme surjectif S —> G est bijectif puisque H(S) = H(G).

Proposition 4.6. Soit A wun anneau local noethérien d'idéal maximal m

et de corps résiduel k = A/m tel que G = grm(A) soit une algébre de
polyndmes (on dit que R est régulier). Alors, tout A-module E est

de dimension projective finie.
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En effet, d'aprés (4.4), le G-module gradué E = grm(E) admet
une résolution graduée libre de longueur finie L. —> E que_i'on reléve
grice & (2.3) en une résolution L. —> E de E par des modules filtrés
libres telle que les différentielles et 1'augmentation soient strictes;
mais peu importe ici cette derniére propriété, car on a de toutes fagons

une résolution libre de longueur finie. Nous admettrons la réciprogque de

cette proposition [AIM p. IV-37] . Le point délicat étant admis, il est
maintenant facile de prouver le théoréme suivant que nousutiliserons cons-

tamment.

Théor&me 4.7. Soit A un anneau local noethérien 4'idéal maximal m et

de corps résiduel k. Posons G =/grm(A). Les conditions suivantes sont

équivalentes

(1) G est une algdbre de polyndmes

(ii) daim A = rangk(E/E?)

(iii) il existe un entier 4 tel que Hm(A) = 1/(1—'1‘)d
(iv) 1le morphisme k| m/m2] —> G gst—£ijectif

(v) tout A-module E est de dimension projective finie

(vi) 1le A-module k ‘est de dimension projective finie.

4.7.1. Puisque 1l'on sait que dimA est 1l'ordre de la série Hm(A) = H(G),
(3.8), les quatre premiéres conditions ne portent que sur G. On a évidem~
ment (iv) = (iii). Puisque Hm(A) =1+ NT +...,8 = rangk(g/g?), on sa

(iii) = (ii). De plus (ii) = ?iv), sinon le noyau K de S —=>G, 8 = k[lg@gzl
est non nul et contient donc un &lément F homogéne de degré n > 0, ce

qui assure que .G est un quotient de S/FS, donc H(G) < H(S/FS) = (1—Tn)H(S),
aonc 1'ordre de G est inférieur ou égal 3 celuli de S/FS qui vaut DN-1,

ce qui contredit ‘(ii). Enfin (i).€=> (iv) car G est engendré par G,

D'aprés (4.6), (i) = (v) et nous avons admis la réciproque. Il reste & voir
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que (vi) = (v), ce qui résulte, comme dans le cas gradué, de 1l'existence

de résolutions minimales, cf. (4.8).

4.7.2. On notera que si p est un idéal premier d'un anneau local régulier
A, une résolution libre finie de A/p comme A-module donne, par localisa-
tion en p, une résolution finie du corps résiduel de 1l'anneau local Apf

celui-ci satisfait donc 3 la condition (vi). Par suite, un localisé d'un

anneau local régulier est régulier. Historiquement, la démonstration par

Serre de ce résultat est 1l'un des premiers succés des méthodes homologiques
en algébre commutative. Un anneau noethérien est dit régulier si tous ses
localisés le sont; ceci revient & dire que A est de dimension projective

finie [AIM] .

Proposition 4.8. Soit E wun module de type fini sur un anneau local

noethérien A d'idéal maximel m et de.corps résiduel k = A/m. Il

existe une résolution L. ——> E de E per des modules libres (de type
fini si E est de type fini) telle que, modulo m, les différentielles
soient nulles et l'augmentation e un isomorpﬁisme. Deux telles résolutions

. s . . v
sont isomorphes. On & des lsomorphismes canoniques Li/gpi _—> Tor?(E,k)

et de plus, on a

e s A _
(1) dp,E = inf {i tels que Liyq = 0} = inf {i tels que Tori+1(E,k) = 0}.

En relevant dané E une base du k-espace vectoriel E/QE, on
peut construire un module libre LO et un morphisme e : LO —>E qui
est un isomorphisme modulo m; le- lemme de Nakayama assure alors que e
est surjectif. De plus, le noyau KO de e : LO —> E est contenu dans
mLO, ce qui permet, en itérant la construction, de construire une résolution
libre ayant les propriétés souhaitées. En calculant les Tor?(E,k) gréce
d cette résolution, dn trouve qu'ils sont égaux aux Li/g_]'_.:.L car les diffé-
rentielles sont nulles modulo m, ce qui implique également (1). Enfin,

si M. —> E est une résolution libre de E dont les différentielles




sont nulles modulo m, n'importe quel morphisme de résolutions M.~ L.
est un isomorphisme car le morphisme qu'il induit Mi/QMi B Li/g_l_Li
s'interpréte comme 1'identité de Tor?(E,k), donc est un isomorphisme, il

en est donc de méme de Mi ~———>~Li car Mi et Li sont libres.

Corollaire L.9. Sous les hypothéses de (L4.8), on a Hm(E) < X(E/QE)Hﬁ(A)

et si 1'on a égalité, alors E est libre.

En effet, en choisissant un systéme minimal de génfrateurs de

on a une suite exacte O K LO > E 0, ol LO est libre
de rang 7(E/mE), d'od H(L,) = 7(E/mE)H (A) = Hm(E) + H(K), ol K est

muni de la filtration induite par celle de LO’ d'ou la conclusion.

Corollaire 4.10. Sous les hypothéses de (L4.8), si A intlgre et si 1'on

Fr(A), on a r(E) < 1(E/nE)

note r(E) 1le rang de l'espace vectoriel E ® A

et si 1'on a égalité, alors E est libre.
En effet, reprenant la suite exacte ci~dessus, on voit que
r(E) = r(LO) - r(K) = 1{E/mE) - r(K), d'ol 1'inégalité. Si 1l'on a &galité,

alors r(K) = 0, donc K® AFr(A) = 0, donc K = 0, car K est sans torsion.

Définition 4.11. Un systime régulier de paramStres d'un anneau local

noethérien A est une suite (x1,...,xr) d'éléments de m dont les classes
modulo g? forment une base de g/g? et ol r = dim A,
I1 est immédiat que 1'existence d'un systéme régulier de paramétres

assure que A est régulier, et réciproquement.

Proposition 4.12, Soit R wun anneau local régulier et p un idéal. Les

conditions suivantes sont équivalentes
(i) R/p est régulier
)

(ii) i1 existe un systéme régulier de paramétres (XT""’Xt+s

de R tel que p = (x1,...,xt).



)

De plus, danc ces conditions, les classes de (x seeesX

t+1 t+s

forment un systéme régulier de paramétres de R/p et les images des

(x1,...,xs) dans 32 forment un systéme régulier de paramétres de RE.

Notons n =m/p 1'idéal maximal de S = R/p; on a une suite

exacte de k—espaces vectoriels

(1) 0—92(209_2)———951&/32%3/32——90.

5i on a (ii), les classes X, des x, dans g/g? forment une
base et l'on a x, € p/(p N m°) pour 1<i<+t, donc
rang(g/ne) < g = dimR - t+ € dim S, la dernidre inégalité résultant de
(3.8) et (3.9.(i)). Comme, de toutes fagons, on a dim S < rang (g/g?),
on a égalité et S est régulier. De plus, les Xi pour i >t forment
une base de g/g? donc les classes dans S des X, pour i >t forment
un systéme régulier de paramétres de S. Notons de plus, que, puisque
p= (x1,...,xt), on a t 2 rang p/mp et comme mp Cp N g?, on a

t > rang p/mp > rang p/(p N gz) = t, donc
2

(2) mp=pNm ;

en fait, on a méme :

(3) pw’ =p'np™ ,i3>0,j>0,

mais nous laissons cet exercice au lecteur. I1 est clair que (X1""’Xt)
est une suite réguliére dans grmR = k[X1""’Xt+s]’ d'ol il résulte

aisément que (x1,..;,xt) est une suite réguliére dans R, d'ou il

résulte par [EGA OIV 15.1.9.]1 que le morphisme naturel
e _— R
(h) S| U.'s ’U‘t] grR

. . ' 2
est un isomorphisme, od 1'image de Ui est la classe de Xy dans p/p



En localisant en 1'idéal premier p, on conclut gque :
ceee U T —> gr
(5) 8 [Upnee sV —> ar (R)

est un Isomorphisme, ou, cette fois-ci, 1'image de Ui est la. classe
dans m"/m"2 de x!, avec m' = pR et x! I"image de x. dans R_-
- = i - o] i i joi
C'est plus qu'il n'en faut pour savoir si les x{, T<is<t, forment un
systéme régulier de paramétres du localisé 3Ef Il nous reste i prouver

gue (i) = (ii). Soit Xysee0X, UNe suite d'éléments de p dont les

t

images dans p/(p N g?) forment une base de cet espace. D'aprds ce que

nous venons de voir, l'anneau S' R/(xd,...,xt)' est régulier et de
dimension dim R-t, ce nombre est égal au rang de E/E? d'aprés la suite
exacte (1), c'est & dire & la dimension de S puisque S est supposé
régulier. On a donc une application surjective S' —> S entre deux anneaux
réguliers de méme dimension, elle est donc bijective car elle induit ume
bijection entre les espaces cotangents, donc entre les gradués associés.

On en déduit que p = (x1,...,xt), d'oll (ii) en complétant (XT’“"’xt) en

un systéme régulier de paramStres de R.

Propositon 4.13. Soit (x1,...,xt) une suite régulidre d'éléments de
1'idéal maximal m d'un anneau locel noethérien A. Si A' = A/(x1,...,xt)
est régulier, il en est dg-méme~de A.

Par récurrence, on peut supposer que t = 1, auquel cas, on &
dim A' = dim A - 1 et, si m' est 1"idéal maximal de A', on &
dim A' = rang gfhg'2 - 1> rang g/g?z--T,;donc: dim A = rangugjg? et

A est régulier et 1'on peut méme affirmer que X, &'m?
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§ 5. Faite d'un cone.

Naivement, un cone C est une partie d'un espace vectoriel V qui est
stable par homothéties, son‘ggigg (terminologie aimablement proposée par
P. Gabriel) est l'ensemble F des translations qui appliquent C dans C.
C'est un sous—espace vectoriel de V contenu dans C. S'il n'est pas nul,
alors C est un cylindre. En géométrie algébrique, si a est un &lément
d'un corps de caractéristique p > O qui n'est pas une puissance p-iéme,
le cone d'équation X + a¥’ = 0 dans un espace vectoriel de dimension 2
est égal 4 son falte mais n'est pas un espace vectoriel, ni méme un espace
vectoriel "compté plusieurs fois", car l'origine est son seul point rationel
Par ailleurs, Bennett dans sa thése et Hironaka dans sa théorie du polyédre
de Newton considérant un anneau régulier R filtré de telle fagon que le
gradué associé soit une algébre de polynomes k[X1,...,Xn] graduée en
donnant aux Xi des degrés a; > 0, certains des a; pouvant &tre dif-
férents de 1, géométriquement, cette graduation définit une représentation

du monoide multiplicatif k dans V, donnée par

a1 a.n
A(X1,...,xn) = (A Xyueees A

Xn)’ et le gradué associé 3 un anneau quotient
de R correspondant & une partie C de V stable par ces nouvelles opé-

rations ("cone tangent anisotrope"), ce qui explique que nous acceptions

quelques complications pour traiter le cas de ces graduations inhabituelles.

Définition 5.1. Soit B un schéma. On appelle cone de sommet B le spectre

C Qd'une QB—algébre graduée, quasi-cohérente et localement de présentation

finie G telle que GO = QB.
5.1.1. La droite affine
(1) ap = Spec(Q,[T])

qui représente le foncteur (contravariant) en anneaux

(2) ag(B') = Schy(B',a;) = 0p(B'),s

B

od B' désigne wun B-schéma quelcongue,
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opére sur C gréce au morphisme aBX C > C défini par le morphisme d'algébres

(3) G > GKQB QB [TI=G[T], £» ¥ £,

ol les fn sont les composantes homogénes de f. On rappelle que si E

est un O_-module cohérent, le fibré vectoriel (EGA II 1.7)

B
(L) V(E) = Spec(0, [E 1)
représente le foncteur en modules sur l'anneau an
(5) V(E)(B') = SchB(B',V(E)) = Mong(E,gB,).
La graduation de QB[E]] qui définit les opérations de % sur V(E) est

appelée graduation naturelle (ou isotrope); elle s'obtient en donnant le

degré 1 aux éléments de E. On appelle fibré vectoriel & opérateurs un

fibré vectoriel V(E) muni d'opérations supplémentaires du monoide multi-
plicatif o qui commutent aux précédentes et & la loi de groupe additif A
V(E); on dit parfois que le fibré est isotrope si les deux opérations de
ap colncident et anisotrope dans le cas contraire. Ces opérations sup-
plémentaires correspondant & une seconde graduation de QB[ El qui est
compatible avec la premiére et telle que 1l'application diagonale soit

bi-homogéne. Cette seconde graduation induit donc une graduation E =€}}Ei

qui permet de la reconstituer de fagon &vidente. Un espace numérigue est

un fibré vectoriel V{E) ol E est libre de type fini sur QB' Si c'lest
en plus un fibré vectoriel & opérateurs, alors les E, sont localement
libres et, au moins localement , V(E) est le spectre d'une algdbre de
polyndmes QB[ X1;...,Xn] , gradués en donnant aux Xi des degrés a; 2 0,
et dire que le sommet du cone V(E) ainsi obtenu est B revient & dire que
l'on a a, > 0.

5.1.2. Un idéal homogéne localement de type fini d'une algébre symétrique
On [E] munie d'une graduation héritée d'une gradustion de E 3définit un
soﬁs—cone fermé C du fibre vectoriel & opérateurs V(E). Inversement, si

C = Spec(G) est un cone de base B, alors, localement sur B, il existe un

entier n tel que
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G soit engendrée par les Gp, p<n, et C est un sous-cone fermé de

v( G}) G ); quitte 3 localiser encore pour que B soit affine, on peut
p<n

choisir des générateurs de G et décrire C comme un sous-cone fermé d'un

espace numérique i opérateurs.

Définition 5.2. Soit C un sous—-cone fermé d'un fibré vectoriel 3

opérateurs V = V(E). Pour tout B-schéma B', on note F(B') l'ensemble

des v € V(B') tels que la translation d'amplitude v

l__—-> 1
(1) CxBB VxBB

applique C X BB' dans lui-méme. On appelle faite de C dans E le sous-—

foncteur F de V ainsi défini.

5.2.1. Puisque la section nulle de V se factorise par C, ona F CC

et par suite 1'assertion <<F ne dépend pas du plongement i :C—>V de

C dans l'espace numérique V>>a un sens. On la démontre aisément dans le

cas d'un second plongement i':C —> V' tel qu'il existe un morphisme
J:V—>7V' avec i'=]ji. Le cas général s'en déduit en notant que l'on a
toujours un morphisme V(E) —> V( {g) Gn) pour n convenable. Bien enten-
du, F est un sous—foncteur en groung\nde V(E) mais n'est pas nécessai-

rement un fibré vectoriel, comme le montre 1l'exemple cité dans 1'introduction.

Proposition 5.3. Soit C wun cOne de sommet B plet sur B. Alors le faite

F de C est représentable par un sous-schéma fermé de C.

5.3.1. Bien entendu, F n'est pas nécessairement plat sur B comme on voit

en faisant dégénérer deux droites concourrantes en une droite double. L'énoncé
étant local sur B, car F est évidemment un faisceau pour la topologie de
Zariski sur Sch/B, on peut supposer que B est affine d'anneau A et que C

est le spectre d'une A-algdbre gradué de présentation finie G, autrement dit
que G est le quotient d'une algdbre de polyndmes graduée S, par un idéal ho;
mogéne de type fini J. Soit N la borne supérieure des degrés des générateurs

de S et J. Comme les composantes homogdnes de G sont des B-modules plats de pré-

sentation finie, quitte & localiser sur B, on peut supposer que les Gp, ps<N
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sont libres sur B et choisir une base homogéne e 1€ I, du B-module

gradué H = GE) G .
<

Considérons alors le morphisme compcsé g

(1) g —A 5 50,5 ——> 58,G

ol A est l'application diagonale, c'est & dire le morphisme qui définit la

structure de groupe de Spec(S). Pour tout f € Jp, p < N, q(f) est homogéne

de degré p, donc appartient a S@AH, donc s'éerit de facon unique

(2) a(f) = ; — s;(f)8e;, s.(f) € sp_deg(ei),

car S@AH est un S-module libre de base les 1®ei. Je dis que le sous-schéma

fermé F' de V = Spec(S) d&fini par 1'idéal (de type fini) engendré par les

si(f), i€ 1, f€ Jp, p < N, représente le faite de C dans V. Il suffit
de prouver que, pour tout B-schéma affine B' d'anneau A', on a
F(B') = F'(B'). Soit v € V(B'), défini par un morphisme de B-algdbres

v : §—> A'. La condition ¥ € F(B'), (5.2(1)), signifie que le composé
B1xC _{v,id)y e ELNDIN ey B>y
ol j : C—>V est 1'inclusion et m 1la loi de groupe de V, se facto-

rise par C, ce qui signifie que le composé ci-dessous annule J

vl o< gp 5 <t g,

g G <
AT8,G A A

I1 suffit de vérifier cette assertion pour les f € Jp,p < N, or on a

(3) (vo 1)a(f) =2 vis;(£)) ® e

1€1T
et, de plus, 1'élément (3) appartient & A'@AH gqui est libre sur A' de
base les 1 8 e.. La condition v € F(B') signifie donc que les v(si(f))

sont nuls, ce qui signifie que v € F'(B').

5.3.2. Les cones que nous aurons i considérer seront obtenus en considérant
un sous-schéma fermé Y d'un schéma localement noethérien X défini par un

faisceau d'idéaux P et en formant le cone normal de X le long de Y

(1) ¢,(0) = Spec(er, (X)), gry(x) = D /e,
n=0
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qui a pour sommet Y, et le cone tangent & X en un point x de Y

(5) C (X) = specler (X)), gr (X) = er, x(Q_X’x).
Le falte
(6) r_(X)

de Cx(X) est un schéma algébrique sur le corps résiduel k(x), ce qui permet
d'attacher & x wun autre invariant que la série de Hilbert-Samuel Hx(X)

de Cx(X)’ i savoir
(1) T (X) = aim F_(X).
X X

Hironaka appelle Fx(X) 1'espace tangent strict de X en x, par opposition

a4 son espace tangent de Zariski

2
(8) T (0 = Vimy /a% ).

= X,x
5.3.3. Anticipant un peu, supposons que Y soit régulier et grY(X) plat

sur Y, ce gqu'on exprime en disant que Y est permis pour X. Alors le

faite FY(x) de CY(X) est représentable et la dimension de sa fibre
FY(X)(x) en x € Y est donc une fonction semi-continue supérieurement de
X. Par le critére de Hironaka (I1.2.2) on sait‘que, pour tout x € Y
l'espace tangent TX(Y) = Cx(Y) = Fx(Y) est contenu dans le fafte de CX(X)
ce qui permet comme on verra en (5.4(iv)) de former le quotient CX(X)/CxﬁY)
et celui-ci est isomorphe naturellement & la fibre CY(X)(x) de CY(X) au
point x. Comme la formation du faite commute par définition & tout change-

ment de base, on en déduit un isomorphisme entre la fibre FY(X)(x) de

FY(X) et le faite de CY(X)(X) d'ol 1'on déduit un isomorphisme

(9) FX(X)/TX(Y) = FY(X)(X)’

x) est semi-continue

d'oll il résulte que la fonction Fx(X) - aim(Q,
H

supérieurement pour x € Y, si Y est permis pour X.

Nous allons rassembler maintenant quelques résultats &lémentaires

sur les cones ayant pour sommet le spectre d'un corps.
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Proposition 5.4. Soient k wun corps et V = Spec(k [ XJ), le spectre

d'une algdbre de polynomes graduée en donnant aux Xi; 1<1i<n, des de-
grés a; > 0. Soit J wun idéal homogéne de S +tel que F = Spec(S/J) soit

un sous-groupe de V. Il existe des polynomes additifs homogenes CFEREREEN

~

tels que, quitte 3 réordonner les Xi’ on ait

q.

(1) s. = X.t

1 1

+ti(xi+1""’

X), 1<i<e,
n
(ii) 1les s; sont algébriquement indépendants sur k et le
morphisme p : V~+ W défini par 1l'inclusion k[s] - S est un quotient V/F
(iii) J = (g)s
(iv) 1les sous-cones de V dont le faite contient F sont ceux

dont 1'idéal I satisfait 8 I = (INk[s1).8; 1ils correspondent bijec—

tivement aux sous—cones de W.

5.4b.1. 81 A€ En, on pose |A| = I aiAi’ On rappelle qu'un polynome f € S

est dit additif si
(1) £(X +X') = £(X) + £(X").

ce qui revient & dire que le sous-schéma fermé de V d'équation f = O est

un sous-groupe. Si on pose

(2) £f(x+x) =Y e. xx'C
=72 B,C= &
B,C
on &
i BACY o . _
(3) °g.c = fB+C ( o ), ou f —.E fAXA,

A

et, pour que f soit additif, il faut et il suffit que = 0 deés

g,c
que B et C sont tous deux non nuls. Il résulte de (3) que ceci revient
8 dire que fA n'est non nul que si zé = Xg ol q est une puissance

de 1l'exposant caractéristique p de k. En particulier, un polynome additif

homogéne de degré d est de la forme

(%) f ='E ciXi1 s C4 €k, q; = d/ai, 1<i<n,

ou q; est une puissance de p, ¢e qui impose que ai/aj soit une puis-

sance de p si cigj # 0,



I-28

5.4.2, On définit des applications k-~linaires D, : S+ 8, A€ Hn,
grace a la formule

(1) £X +X') =D (0,£) (0",
A

X°=0 si B-AG N et D

qui assure que DA

B _(B\ . B-A
Az —(A\ X dans le
cas contraire; si f est homogéne de degré p,. on a

(2) Df =f et (D f)_}_(_'A = £(X')

0 N

et par suite

| - - 1 - 'A
(3) PX+X') - £(X) - £(X') = ZO# T (D, £) (X"

Considérons

(4) H={f€s § £(X+X") —f(g')EJ@kk[X'J}.

Comme l'application diagonale A de S n'est autre que £(X) #» f(X+X'), (en
identifiant S @kS & k[X, X']), on voit que H n'est autre que 1'algsbre
des fonctions f sur V telles que f(u+v) = £f(v), pour tout point (u,v)

de F xV & valeurs dans un k-schéme quelconque, c'est pourquoi on l'appelle

1'algdbre des inverients de F dans V; c'est le noyau du couple de fléches

(A,p2) : 83 (s/J) ® kS et si 1'on pose W = Spec(H), on a des morphismes

m
<———-——
P—v = FxV, pm = pp,,

Py

ol p est induit par l'inclusion HC S et m par l'addition de V. Nous

(5) W

montrerons plus bas que p est conoyau de (m,pg) dans la catégorie des
schémas et est fiddlement plat, aprés avoir vu que H est 1'algébre k([s]
de 1'énoncé, ce qui précise le sens de (ii). En attendant, notons que la
description de H comme conoyau montre que c'est une sous-algdbre graduée

de S et que 1l'on déduit de (3) et (k4) que
(6) B o={req }o,p€0, |a] # 0}

Lemme 5.4.3. Soit H une sous-algdbre graduée de S telle que, pour tout

f € Hp et tout multi-indice A on ait D,f € H (DAf € k, si |A| = p). Alors

il existe des polynomes additifs homogénes SyseeaS, tels que H = k[s].

Soit K 1la sous-algdbre de H engendrée par les polynomes
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f € Hy. Pour tout g = r gAK%, désignons par ex(g) le plus grand mul-
tiindice A, pour l'ordre lexicographique, tel que gy # 0; on l'appelle
l'exposant de- A. Pour prouver que f € KN’ on peut supposer que fA =0
pour tout A tel qu'il existe g E’KN tel que ex(g) = A, et il reste

i prouver que f est additif. Soit A = e(f) le plus grand multi-indice
tel que f, # 0 et tel que gé ne soit pas un polynome additif. Alors il
existe des multi-indices B et C tous deux non nuls tels que DBKA #0
et’Dczf # 0, avec B+C = A, et par suite, DBgé. DC§§‘=~3§?, a # 0. Par

hypothése, DBf et DCf appartiennent & H, donc & K car leur degré est

< N. De plus, ex(DBf) = ex(DBzé) par définition de K, donc-

ex(D f.DCf) = ex(DBgé.DC§%7 = ex(azé) = A, donc £, = O puisque D f.D f € K,

B A

donc f est additif, donc f € KN.

5.4.4. TI1 existe donc des polynomes additifs homogénes 815+ 180 de
degré d1,...,df avec d.1 < d2 < ... < d.f tels que H =k(g]

(jusqu'ici, on n'exclut pas que les 5 soient en nombre infini). On & done
d /s.

(1) s =) el (x) L,1<a<t.

& 4Y<i<n
Quitte & changer l'ordre des Xi, on peut supposer que c, # 0 et, en
9:

multipliant s, Dpar une constante, on peut supposer que c, , = 1.. Pour-
)

a>1, si a1 # 0, alors r =~d:a/d1 est une puissance de p, donc un en-

)I?

tier car a, = d,, donc s! =s - c&1(s1 est un polynome additif homogéne

1? &

et 1l'on peut remplacer s, bar s; en sorte que c_, =0 81 a>T.

Par récurrence en s'arrétant dés que H = k[s], et en tous cas dés que

e = n, ce qui montre que H est de type fini, on obtient des polynomes

additifs 's,,...,s qui satisfont & (i) et engendrent H. Pour montrer
1 e

qu'ils sont algébriquement indépendants, considérons un polynome

£(s) = § ng=Z cgf.

AEN T  BEN®
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Pour tout A€ N, si B= (A1d1/a1,...,Aede/ae,O,O,...,O) ona cp = fA

en vertu de (i) done si f(s) = O, tous les f, sont nuls. Notons main-

A
tenant que le morphisme p : V> W de (5.4.2(5)) est plat, car en fait
S est libre sur H de base les zé, ol
n .
€p={BE <B. ./a. <i< . = . .= .
(2) A€A={BEY io B, <d./a,, 1<i<e, 4 =deg(s;), a, = deg(X,)}

En fait, p : V> W est surjectif, donc fid€lement plat, car si k' est

une cl8ture algébrique de k, 1l'application p(k') : V(k') » W(k') est
surjective, comme on voit en notant que le systéme (i) qui donne les X

en fonction des s est triangulaire. Puisque p est un morphisme de grou-
pes fid&lement plat, c'est un quotient V/F', ou F' = p-1(0), et pour
achever de prouver (ii), il nous suffit de montrer que F = F', c'est 3 dire
(iii). Par descente fid&lement plate, on en déduira (iv), avec ce complé-
ment évident gque le sous-cone de W qui correspond & un sous-cone C de

V 4d'idéal I a pour idéal I N H.

5.4.5. Prouvons (iii), c'est & dire J = (g8)S. Soit N wun entier tel
que Jp C (s)8 pour p < N. Pour prouver que tout f € Iy appartient

a (s)S, on peut supposer que f = ) £, XA f, €K, et il suffit de
A€ A
prouver que f est additif qui implique f € K, C (s)S. Puisque J

est 1'idéal d'un sous-groupe de V, hypothése que nous n'avions pas en-—
core utilisée, on a Af € JBS + SBJ; pour des raisons d'homogénéité et

parce que Jp C (s)S pour p < N, ona

(1) F = Af - fR1 - 1Bf € (s)S®S + SB(s)S.

En vertu de (5.4.4(2)), S est libre sur k de base des §A>_(B, A€ X®,

B € A, et par suite, les s Bs Cy+D , (A,B,C,D) € N°® x A X N° x A for-

ment une base de SES = k[X,X'] sur k. Vu 1l'hypothése faite sur f, on a

D
=} Fy XAX B, or tout 8lément c =) ABCDPﬁEFi'CXf

(A,B)EAXA

de (s)SBS + SE(s)S satisfait évidemment & c o = 0, done (1) assure

que F = 0, donec F est additif.
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5,.4.6., Nous aurions pu faire 1'économie de cette d8monstration en citant
Demazure et Gabriel, Groupes Algébriques, North Holland Pub. Cy., 1970 qui
nous assure que W = V/F existe et est affine (III 3.5.6) puis, par le
théoréme de structure des groupes unipotents, que W est un espace numérique,
autrement dit, avec mos notations, que 1l'algdbre H est une algébre de po-
lynomes H =k [s ] +telle que W= Spec(H). Mais il nous a semblé instructif
pour le lecteur débutant de traiter ce cas particulier avec les moyens du
‘bord. Notons qu'inversement, si 1'on considére une sous-algébre H de S
satisfaisant & 1'hypothése de (5.4.3), elle correspond 3 un morphisme de
groupes p : V -+ W, W= Spec(H), qui est fidélement plat (5.&.&(1)); ce

qui assure que W est le quotient V/F, ol F = p'qio) est défini par
1'idéal (s)S. On en déduvit que H est bien 1'algdbre des invariants de F,

ce qui démontre le corollaire que voiei -+

Corollaire 5.5 Soit V = Spec(S) wun espace numérique & opérateurs sur

un corps k. Les sous-groupes ferm&s F de V qui sont des conmes pour l'opé-
ration de o correspondent bijectivement aux sous-algébres‘graduées de
S qui satisfont & 1a condition de (5.k4.3), bijéction qui est obtenue en
attachant & un sous-groupe F son algébre des invariants (5.4.2) et &

une sous-algébre H le sous-groupe d"idéal H,S.

Corollaire 5.6. Soit V wun espace numérique isotrope sur un corps Kk,

soit C un sous—-cone fermé de V et soit ¥ son falte. Tl existe un souws
espace numérique D, de V tel que Dk(k) = F(k). C'est le plus grand
sous~espace numérique de V qui soit contenu dans F(i.e. qui laisse C

invariant). Si k est parfait, ona D

e ='Fréd’ si1 la caractéristique de

k est nulle, on a Dk =F.
On dit que Dk est la directrice d&e C. Contrairement & F, sa

formation ne commute pas & l'extension du corps debase (cf. 1l'exemple donné

dans 1'introduction). Puisque V ‘est isotrope, F(k) est un sous-espace vec-—
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toriel de V(k), ce qui nous assure de l'existence de D, tel que D (k) = F(k).

k k
8i k' est une cldture algébrique de k, on a Dk(k') = Dk(k) ] kk' C F(x")

est réduit, que D, CF. 81 k est parfait,

d'ol 1l'on conclut, puisque D N

k

puisque V est isotrope, chaque s; est une puissance d'une forme linéaire

Yi’ 1<i<e, et l'ona S =k [Y1,...,Ye, Xe+1"°"Xn] ;n vertudde
(5.4(ii))(changement de variables triangulaires) et J = (Y11,...,Yee)s,

donec 1'idéal de Dk est (Y1

est nulle, les s. sont des formes linéaires, donc F est un espace numé-

,...,Ye), donc D_=TF , . Si la caractéristique

k réd

rigue, donc F = Dk' En général, il existe une extension finie purement

inséparable k'/k telle que chague 8. soit une puissance d'une forme

linéaire et l'on a ainsi D =(F><kk')r . On notera que 1l'algdbre des

ed

invariants de Dk’ notée K, est la plus petite sous-algébre de polynomes

k'

de S engendrée par K, et telle que l'on ait I = (INK)S, o0 I est

1'idéal de C, puisque D_ est le plus grand sous—espace numérique de V

k
contenu dans le falte de C. La dimension de K est donc le nombre minimum
de variables nécessaires pour écrire des équations de C. Notons aussi que
l'on a un isomorphisme non canonique V = (V/Dk) x D, , done C = (C/Dk) x Dy s
mais C n'est pas toujours isomorphe au produit (C/F) x F. Pour terminer,

sous les hypothéses et avec les notations de (5.4), lorsque F est contenu

dans le faite d'un cone C, on a

— . d.
[\ (w—Tal)'1 JEW = 11 (- BT

1<i<n 1<i<e

(1) H(V)

(2) H(F) = H(V)/H(W); H(C) = H(C/F)K(V)/H(W),

les deux premidres formules &tant triviales et les deux suivantes résultant
dyu fait que S est plat sur H, ce qui assure qu'une résolution graduée
libre de 1l'algébre de C/W considéré comme H-module donne, par extension
des scalaires de H & S, une résolution graduée libre de 1l'algébre de

C considérée comme S-module.
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§ 6. Transversalité.

Définition 6.1, Soient E et F deux modules bien filtrés sur un anneau

bien filtré A, On dit que E et F sont transverses si
Tor%(§,§)== 0, 1i>1, 00 A, Eet F désignent les gradués associés 7

A, E et F,
6.1.1. Cette notion dépend donc des filtrations considérées, On dit que
deux modules E et F suor un anneau local noeth&rien A sont trans-
verses s'ils le deviennent lorsque 1l'on munit E, F et A de leurs
filtrations m-adiques, oi m est 1'idéal maximal de A,

A

6¢142, On définit sur G =E B, F une filtration en prenant pour Gp le

sous-module engendré par les images de Ea'ﬁ F ., avec a, bE Z et

b
a+b=p, C'est une bonne filtration, et si E et F sont munis de leurs
filtrations m-adiques, il en est de méme de G; on le voit en considérant

un morphisme surjectif et strict f : L - E, oifi L est un module filtré libre
et en notant que f R 1 : LR F +>ERTF est encore surjectif et strict,

En notant G le gradué associé 4 G, on a par définition un morphisme de

A-modules gradués

1) ERBF—>G.

——

Proposition 6,2, Avec les notations de (6,1), si E et F sont trans-

verses, le morphisme (1) est un isomorphisme et 1'on a Tor?(E,F) =0, i> 1.
[ L'hypothése que Tor?(E,F) =0, i >0, n"impligee pas que E et F sont
transverses : considérer deux courbes planes sans .composantes commune mais
tangentes en un point et considérer les anneaux locaux du plan et de ces

courbes en ce point}],

6.2.1, Considérons une résolution gradufes libre E, —> E du A-module
gradué E et relevons-la en une résolution filtrée libre E, —m—>E de E,
Par produit tensoriel avec F, on trouve un complexe augmenté de modules bien

filtrés
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(1) E. &F —=E > 5 B,F =G

et par passage aux gradués, un complexe augmenté de modules gradués
(2) E. EAE_————j;—€>.g.

Par construction, 1l'augmentation e est surjective et stricte et par suite,
e est surjective. Par hypoth@se, le complexe E. QAE est acyclique en
degrés = 1, d'ol il résulte par le lemme ci-dessous que lecompleer.EAF

est acyclique endegrés = 1 et que toutes ses différentielles sont strictes.

Par exactitude du produit tensoriel, la suite E1EAF-——€>EOEAF e\EEAF >0

est exacte et comme les morphismes qui y figurent sont stricts ainsi qu'on
1'a vu, il en résulte . par passage au gradué associé que la suite
ERF—>ERF—>0—>0 est exacte, d'ol il résulte que le morphisme

(6.1.2(1)) est un isomorphisme. Quant 3 la seconde assertion de la proposi-

tion, elle résulte du fait d&jad vu que E.QAF est acyclique.

Lemme 6.2.2. Soit M un complexe de modules bien filtrés sur un anneau

bien filtréd A et soit M. le complexe fermé par les gradués associés.

Si p est un entier tel que HP(M.) = 0, alors HP(M.) =0 et les dif-

férentielles M > M M sont strictes.
p+1 D p=-1

Introduisons les modules bien filtrés

7t = noyaude d_ .+ M —> M avec la filtration induite
P -1 P p-1

(1) B' = image de d_ : M, —>MNM avec la filtration induite
p P pt+i p
Bl = image de d_ : M_ ,—> M avec la filtration quotient
p P p+1 p

et désignons par les mémes symboles soulignés leurs gradués. Introduisons
. . q i

le noyau N I'image I et le conoyau C du morphisme b : B> —> B
ven Zp & ven P =p P =p

obtenu par passage aux gradués & partir de l'inclusion Bg C B;. Avec les

notations habituelles pour les cycles, les bords et 1l'homologie M.,
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(2 B(M.)=1I,2 (M.) =noyaude M —>1 .
Comme Z1 = noyau de M —> B1 , on en déduit des suites exactes
_P ._.p _p_‘]

(3) 0—>3z —> 7 (M) —>N  —>0
o p'= =p~-1

(%) 0o—>3B (M.) —> B —>¢ > 0
P “p P

et en particulier des inclusions

i, i
(5) BP(M.)Cnggpczp(M.).

Par suite, si H_ (M.) = 0, on en déduit que B = 2%, donc B_ = Z_; donc
P P P p P

H (M.) =0 et aussi que N = C = 0, de ce dernier résultat on déduit
P p-1 7P
que les deux différentielles <considérées sont strictes gréce au lemme

sulvant.

Lemme 6.2.3. Soient Bé - B;, n € Z, deux bonnes filtrations sur un méme

A-module B. Supposons que le morphisme b : B'—> B" déduit de l'inclusion
par passage aux gradués soit injectif (resp. surjectif) alors les deux
filtrations sont €gales.

Si b est surjectif, il en est de méme de 1'inclusion (ce que
1'on sait d8j3) et celle-ci est stricte (2.3), donc B' = B". Par ailleurs,
notons que, de toutes fagons, on-a B = BA = B; pour n assez petit. Soit
n un entier tel que Bé = B; pour p<n, on a Ker(p_)n = B;+1/Br'1+1 qui

est nul si b est injectif, d'ol la conclusion.

Remarque 6.2.4. On peut munir Hp(M.)»de la filtration quotient de la

filtration induite sur Z (M.), auquel cas son gradué est H (M.) = g7t /B
p _ =P =P -P
et les formules (3) et (4) donnent des suites exactes

0—>xX—>H (M) —>NX —> 0
p= =p-1

0 > C > X H(M.)—™>0
P -D

avec X = Z;/BP(M,), d'odl des consdquences évidentes en utilisant (6.2.3)

qui dit que la différentielle dp»1 (resp. dp) est stricte si et seulement
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si N = 0 (resp. C = 0).
—r-1 P

Corollaire 6.3, Sous les hypothéses de (6.1), si Tor%—(g_,_F_) = 0, alors

la morphisme _F:!!A_lj'_——é gr(EEAF) = G est un isomorphisme et Tor?(E,F) = 0,
C'est en effet ce qu'assure la démonstration. J'ignore si la nullité
de Tor‘-;-(_?l_,_l"_:) implique que celle des Tor% (E,F), i > 2, mais, en fait,

si A est filtré de telle facon que le gradué A soit une algébre

de polynomes sur un corps (éventuellement graduée de fagon 1nhabitue11e)»,

alors Tor%(g,zp = 0 implique que E et F sont transverses, En effet,

P s A
par réduction 3 la diagonale (ALM p. V-5), on a T-OIY(E,E) = Hi((_:_c_) sE ﬂk_l_“_),
oli A= k[Xl,...,Xr] et ol X, = Xi BR1-18 Xi’ et la nullité de H1
assure celle des Hi' i 2 1, par les vertus bien connues de complexe

de Koszul. L'hypothése sur la filtration de A assure que A est de

dimension projective finie donc aussi A (4.6), donc A est régulier,

Proposition 6.,4. Soient J et txl,...,xd) deux id2aux d'un anneau bien

filtré A, soit n(i) 1le plus grand entier tel que x, € An et soit

i (1)
Xi la classe de x, dans én(i)' On zuppose que la suite (X) est
régulire dans A, on pose A/J = B et on note gyle noyau de A -+ B,
c'est 3 dire le gradué de J pour la filtration(induite. Les conditions suivan-
tes sont équivalentes :

(1) B =A/J et S =A/(x) sont transverses (pour les filtrations
quotient de celle de A).

(11) H (®,B) =0

(1i1) JX) =J N X)

(iv) pour tout n>0,ona JN X" =IE®",

Lemme 6.,4.1. Puisque (X) est réguliére dans A, le morphisme surjectif

A/(X) —> S = gr(A/(x)) est un isomovphisme.
En effet, le complexe de Koseul K.(x) , filtré de fagon évidente,
est un complexe de modules filtrés augemnté vers S avec augmentation . stricte,

Le gradué associé 3 K.(x) est exact car il est &gal i K.Q(_), donc K. (x)
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est exact & différentielles strictes (6.2.2), donc gr(A/(E))'=,gr(Ho(§)) =

= Ho(g) d'aprés (6.2.L4).

6.4.2. Puisque B = A/(X), on a TO'I%(;S_,Q) = ‘Hi((g) ,B) et la transversalité

de B et S équivaut & (ii) comme chacun sait. La suite exacte des

A PO .
Torg(é/(z),*) déduite de la suite exacte O > J A—>B 0

montre que (ii) <> (iii) et 1l'on déduit (iv) de (ii) en notant que
+ . . . . .
(K)n/(g)n 1 est libre sur A/(X), car ceci montre que (ii) implique

+ ) .
Tor%((g)n/(g)n 1;B) =0, n=> 0, qui, par récurrence, assure que

A . .
Tor=(A (X)n,g) =0, n= 0, qui, par la suite exacte des Tor, montre que

1 pnt g ety

~

g/(z)nJ ————>4é/(§)n est injectif, qui n'est autre que (iv).

Proposition 6.5. Sous les hypothdses de (6.1), supposons que A/A1 soit

de longueur finie, en sorte que pour tout A-module bien filtré M on peut
former la série de Poinceré H(M). Alors si E et F sont des modules

bien filtrés transverses, on &
(1) H(EEAF) = H(E)H(F)/H(A)

pourvu que E ou F soit de dimension projective finie sur A ou encore
pourvu que A/A1 soit un corps.

Avec les notations de (6.2.1), puisque la suite

(2) _3_1%_}1-—-9 gonég.—e ¢—> 0, G = gr(EgF),
est exacte, on peut, si E est de dimension projective finie et si 1'on

a choisi E. de longueur finie, former la somme alternée des séries de
Poincaré et prouver (1). Si A/‘A1 est un corps, on peut prendre pour

E. une solution minimale de E ce qui assure que, en chaque degré, la
suite exacte infinie (2) n'a qu'un nombre fini de termes non nuls (4.2.2),

ce qui permet encore de conclure.

Nous allons maintenant donner un critére numérigue de transver-

salité qui n'est en somme qu'une autre formulation du lemme de Hironaka (3.9)3

hormis ce cas particulier, j'ignore si la réciproque de (6.5) est exacte.
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Proposition 6.6. Soit A un anneau bien filtré tel que 'A/A1 soit de lon-
gueur finie et soit (XT""’Xd) une suite d'éléments de A,. On note n(i) le

plus grand entier tel que x, € A ,., et X. 1la classe des x, dans & ,.,.
1 n(i) i i “n(i)

Soit E un A-module bien filtré et soit F le module filtré quotient F = A/(x)

(1) H(d)<E/(5)E)>H(E). L (1-Tn(i))/(1—T)
1<i<4

(ii) Si la suite (X) est régulidre dans A, pour que E et F

soient transverses, il faut et il suffit que (i) soit une égalité.

Par récurrence, (i) résulte immédiastement de (3.9). De méme,

pour que (i) soit une égalité, il faut et il suffit que (X) soit une suite

E-régulidre, ce qui &quivaut & Tor%(é/(z),g) =0, i > 1, lorsque la suite (X)

est A-régulidre, ce qui &quivaut 3 la transversalité de E et F (6.L4).

Scholie 6.7. Soient R un anneau local noethérien, m son idéal maximal,

k = R/m son corps résiduel et E un R-module muni d'une filtration m-bonne.
On note E 1le gradué de E et 1'on pose E(k) = §/5+E, ol R est 1'idéal

de 1l'anneau gradué R engendré par ses composantes homogénes de degré > 0.

Un systéme minimal de générateurs du module filtré E est aussi
une suite (f1""’fm) d'é1éments de E dont les formes initiales £,
forment un systéme minimal de générateurs du A-module gradué E, ce qui
signifie que les classes ;i(k) des f, dens E(k) forment une base
(homogdne) de ce k-espace vectoriel gradué. Lorsque E est un idéal de A

muni de la filtration induite, on dit que les fi forment une base standard

.« az . n
' = = S
de 1'1déal E de R, si1 de plus, les v (fi) vE(fi) su.p{n,fi m}

vont en croissant. Soit encore P un idéal de R et soient R' =R/P et

E' = E/PE. Si E et R/P sont transverses, une résolution filtrée libre

minimale E. de E donne, par rdduction modulo P, une résolution filtrée
libre minimale du R'-module . E' et par suite, les images dans E' d'un

systeme minimal de générateurs du module filtré E forment un



I-39

systéme minimal de générateurs du module filtré E'. Supposons maintenant

que E =R/J, ol J est un idéal de R muni de la filtration induite.

Puisque la suite O J R E Q est exacte, J est

transverse 4 R' et par suite les images f{ dans R' d'une base standard

de J  forment une base standard de 1'idéal J' de R' image de J.

Inversement, supposons encore que R/J et R' soient. transverses et
considérons une suite (f1,...,fm) d'éléments de J, leurs formes initiales
£, €L CR et les images £} des f. dans R'= R/P. Si les £} forment
une base standard de J' (resp. de 1'idéal de R' qu'ils engendrent) alors
les fi forment une base standard de J (resp. les Ei forment une

base standard de 1'idéal de R qu'ils engendrent). Pour le voir, il suffit
de noter que le morphisme naturel J(k) —> J'(k) est un isomorphisme

car J et R' sont transverses, donc J' =J/PJ et PC B+, et que
1'image de gi(k) par cet isomorphisme est gi(k). Notons encore que si
(f1,...,fm) est une suite d'éléments de J, dont les images f£! dans R'
forment une base standerd de J' et si VR(fi) = VR'(fi)’ alors les f,
forment une base standard de J; en effet, la seconde hyﬁothése assure
que les z{(k) sont les images des zi(k)' lLa seconde hypothése est
indispensable : prendre pour R un anneau de séries formelles & trois
variables (x,y,z), ﬁrendre J = (x,y3) [ qui est une base standard car
(X,Y3) est une suite régulildre dans R] et P = (z); alors (x,xz + y3)
n'est pas -une base standard de J mais son image dans J' est une base

standard de J'.

Proposition 6.8. Soient X et Y deux sous-schémas fermés d'un schéma

noethérien 7 et soit x un point de XN Y. 8i X et Y sont transverses

dans 7 au point x, alors C (XN Y) = Cx(X) N CX(Y). (5.3.2).

!

6.8.1. L'hypothése signifie &évidemment que les anneaux locaux Oy . €t
]

0 sont transverses comme modules sur O (6.1.1) et la conclusion

=Y,y —Z,x

est la traduction de la premidre assertion de (6.2).
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6.8.2. Dtaprés (6.5), si X et Y sont transverses, on a :
(1) HX(X ny)s= HX(X)HX(Y)/HX(Z)

la réciproque étant vraie si les hypoth&ses de (6.6) sont satisfaites, en

particulier si 2 et Y sont réguliers, auquel cas (1) s'éerit
(d) .
N = =
(2) H (X Ny HX(X), d codlmx(Y,Z).

Nous aurons besoin d'un résultat plus fin ol 1l'on suppose seulement que
1'égalité (1) entre séries formelles est remplacée par 1'égalité des coef-
ficients de T pour n < N. Pour le formuler, nous considérerons les cones

CX(X)(N), avec
(3) CX(X) C CX(X)(N) C cx(x)(1) = TX(X)’ N=>1,

définis comme suit. Soit G une algdbre graduée sur un corps k, engendrée

par G, et soit H 1'idéal de G dans k| G1] . Pour tout entier N = 1,

1
on note H(N) 1'idéal de k[G1] engendré par les Hp, p < N, et on pose

G(N) = k[(}1]/H(N). Au cone C = Spec(G) on associe ainsi canoniquement

une suite infinie (stationnaire pour N grand) de cones C1 D 02 D.., CN >..0C,

ol C1 est le plus petit espace numérique dans lequel on peut plonger C.

Proposition 6.9. Soit x un point commun & deux sous-schémas fermés

1 t Z P = . =

X et Z' 4d'un schéma noethérien Z, posons R OZ,x’ A QX,x et
t = t = ~ « e, .
R QZ',x' Supposons que R R/(x1,...,xd) ou les formes i1nitiales X1

des X forment une suite régulildre dans R grm(R), m=m, _, avec

m =Z,x
H)((d)(X Nz') et

deg(X,) = n(i). Considérons les séries F(T)

(1) = Hi

(-~ ()
(1-T)

est un entier tel que les coefficients de T° dans F et G soient

d)(X)HX(Z')/HX(Z) = HX(X).H . Ona F(T)=>¢(T). Si N

égaux pour p < N, alors on a :
Y N n 7t = : N 1y,
(1) c (z')nc (xnz)m =c (x)mnc/lz)

6.9.1. On note J 1'idéal de A dans R, J' son image dans R' on pose

A' = R'/J' et 1l'on considdre les gradués R = grm(R), A= grm(A), R'= grm(R')
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et J = grm(J,R), ce dernier symbole désignant le gradué associé & J pour

la filtration induite par la filtration m-adique de R. L'inégalité F > G

a déja été démontrée (6.6) ou (3.9) et la relation (1) signifie simplement

o7

que J'(N) = J(W)/(I(N) N (X)), ol J' =gr (I",R") et ol I(N) et J'(N)

sont les idéaux engendrésbpar les composantgg‘homogénes~de»degré p<N
de J et J'. On raisonne par récurrence sur d. Si d = 1, on pose n(1) =n,
X = Xy, X = X1, et 1'on considdre comme dans (3.9) le complexe de modules
filtrés A(-n) —=—>A et ses modules Zi, qu Bi de cycles et de bords
avec filtratioﬁ induite, quotient et induite, qui domme 1'égalité (cf. 6.2.2)
H (A/xA) = (1.-Tn)Hm(A) + 1(%) - u(h) +n(zl).
En multipliant paf— 1/(1 = T), on en tire

F(T) - &(T) = %;:O ( 1(13;1/3;;1) + f(zi"/zli;”))TP

qui montre que, sous l'hypothése de 1'énoncé, le morphisme de modules

gradués A/XA —> A} ol A' = A/xA et A' ='grm(A'), est un isomorphisme

—

en degré < N, et qu'un &lément homog€ne de A qui est annulé par X est
de degré > N, ceci signifie que (X_J:)p = (g_n(x))p pour p <N et que

les idéaux homogines J' et J/(I N (X)) coIncident en degré < N, ce qu'il
) et 1'id&al

fallait démontrer. Si & = 1, on introduit R" =>R/(x1,...,xd_1

J" image de J dans R". Soient (F", G") et (F", G') les deux paires

de séries attachées & (R,A,R") et (R",A",R') comme (F,G) 1'est & (R,A,R').

On a encore F" 2 G" et F' > G' et en fait

oo (1) 5 gila)) | g ey o ee(®))

5 = G.

L'égalité des coefficients de ™, p < N, pour les termes extrdmes implique
donc ls méme propriété pour les termes intermédiaires et aussi pour les
paires (F', G') et (F", G"), d'ol la conclusion par 1'hypothése de

récurrence.

Corollaire 6.9.2. Sous les hypothéses de (6.9), supposons que Z et Z'

soient réguliers et soient D et D' 1les directrices de CX(X)(N) et
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CX(X')(N), ol X'=XNZ'. 81 1l'on a CX(X)(N) N cx(z') = CX(X')(N), alors

on a

(1) dim(D) - 4 < dim(D')

et si (1) est une égalité, alors D' =D N CX(Z') et le morphisme naturel
(2) CX(X')(N)/D' —_—> CX(X)(N)/D

est un isomorphisme et on a un isomorphisme non canonique

(3) CX(X)(N) = C (x')(N) x (D/D').

!
6.9.3. Puisque Z et Z' sont réguliers, tous les n(i) valent 1 et
C

7') = T (Z') noté T' est un sous-espace numérique de codimension d

x( x(
de Cx(Z) = Tx(Z) noté T. De plus, D N T' est un sous-espace numérique
de T' qui est contenu dans le faite de C' = CX(X')(N), donc aussi dans
la directrice D' de C' et l'on & donc dim(D)-d < dim(D N T') < daim(D')
qui implique (1). 8i (1) est une égalité, on & donc D' =DNT'=DNC'

(au sens des schémas!).

L'inclusion C' —> C, avec C = QX(X)(N), induit un morphisme
C'/D' —> C/D qui est ici une immersion fermée car D' =D N C'. De
plus, d'aprés 1'inégalité qui figure dans (6.9), ol 1'on remplace (Z,X,2')
par (T,C,T') et le point x par l'origine, on sait que H(d)(C') > H(C),
ce qui s'derit aussi H(d+d')(c'/D') > H(d+d')(C/D), avec d' = dim(D');
or on a 1'indgalité en sens inverse car C'/D' est un sous-cone de C/D,

on a donc égalité et par suite, (2) est un isomorphisme. On en déduit

(3) car on a des isomorphismes non canoniques

c® (¢c/p) x D& (¢/D) x (D/D') x D' et C' & (C'/D') x D',
6.9.4., 8i (6.9.2(1)) est une égalité, on a d'aprds (3)
(4) & (c_(x1)(m) = 5c () (m)

meis si 1'on fait seulement 1'hypothdse de (6.9), on a seulement 1'inéga-

1ité évidente et 1'égalité des coefficients de P pour p < N.
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Chapitre II. Modification d'une singularité.

§ 1. Eclatements

Définition 1.1. Soient X un schéma et Y un sous-schéma défini par

un (faisceau d') 1d8al quasi-cohérent P et soit S = PT"  1a

n=0
sous-algébre de .QgT]. On pose X' = Proj(S) et on 1l'appelle le schéma

obtenu en éclatant Y dans X.

1.1.1. La formation de Proj(S) & partir de S, et de S & partir de P

X-Y la

commutent & la restriction & un ouvert et si 1l'on pose U

projection p : X' —> X induit un isomorphisme

(1) p (U) —=> U

En effet, Y " U est le schéma vide donc P|U = 0., donec l'inclusion

_U-’
sly ——> QU[T] est un isomorphisme. Plus généralement, si Y est un

diviseur, c'est-d-dire si P est inversible, c'est-a-dire localement libre

de rang 1 comme Qxfmodule, glors la projection p : X' —> X est

un isomorphisme. En effet, la condition est locale sur X et 1l'on peut

supposer que P est libre de base f ce qui assure que

QX[T] —> 5§, T+——> fT, est un isomorphisme.

-~

1.1.2. La formation du schéma projectif attaché & une algébre graduée

commute au changement de base. On & donc
(2) E = Proj @ (/e 1, E = X' Y.
=0

On dit que E est le diviseur exceptionnel de X'. Pour voir que E est

un diviseur, le plus simple est de noter d'abord que tout S-module
gradué M définit un Oy ~module quasi—cohérent Proj(M) et que le
foncteur M ——> Proj(M) est exact. Or on a des morphismes de S-modules

gradués
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+
PPt 2 5 (’B pipt 2 s @ /Py —— o
n=0 1 n=0 n=0

P

(3)

ol la ligne est exacte et ol c¢ devient un isomorphisme par passage aux

. + . .
Proj. Comme S(1) = (EE> p" 1Tn, on en déduit une suite exacte de
n=-1

Qxi-modules

(4) 0 —> gx,(1) > Oy O 0

qui montre bien que 1'iddal qui définit QE et qui, par définition, n'est

autre que PO, est inversible et égal 3 QX,(1) :

(5) PO, = 0., (1).

_Xl _X!

Ceci montre que si X' ——> X admet une section, alors p est un

isomorphisme; en effet, on a alors (PQX')QX = P, donc P est localement

monogéne, donc localement, on a une surjection' Al T]———)@ PnTn,
T+H——> fT, donc p est une immersion fermée qui a une section. A 1l'opposé,
si P est nilpotent, il en est de méme de PQX" ce qui assure que QX' = 0,

done X! est vide dans ce cas.

1.1.3. Si u : Z+——>X est un morphisme de schémas et si T = Tx Y,

alors on & une diagramme commutatif

1

P —
(6)
<

P4
N &——13

ol Z' s'obtient en éclatant T dans Z, qui provient du morphisme évident

d'algebres graduées
(1) @ Pt —> @ Qrt, Q= PO, -
n=0 n=0

= Qn, ce qui

. n
Si u est plat, alors, pour tout n=20, ona P ﬁOXQZ

assure que (6) est un carré cartésien, autrement 4it, 1l'éclatement com-

mute au changement de base plat. Nous utiliserons souvent ce résultat
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pour remplacer un schéma par le spectre d'un de ses anneaux locaux ou

méme par le spectre du complété d'un de ses anneaux locaux.

1.1.4. L'algdbre gradufe S est de toutes fagons un quotient de 1'algébre

symétrique QX[P] du Qx—module P. Celle-ci est de type fini d&s que

le module P 1'est, par exemple, si X est localement noethérien. Il

en sera toujours ainsi dans les cas que nous considérerons et par suite,

le morphisme p : X' —> X sera toujours projectif.

1.2. Pour décrire plus explicitement X', supposons que X soit le

spectre d'un anneau A, auquel cas, P provient d'un idéal de A encore

noté P. Comme S = P'T" est engendré par 8, = PT, le schéma
n=0

X' = Proj(S) est recouvert par les ouverts affines

' ! = S

(1) X' (f) Spec(S(fT)), freEP ,

ol 8 est la composante homogéne de degré zéro de 1l'algSbre graduée

(£T)

SfT obtenue en localisant par rapport & 1'é1lément f£T qui est homogéne

de degré un. Il est clair que

(2) PS(fT) = f.S(fT)

car si g € P, alors ona g = f.(gT)/(fT) dans S(fT)' Par suite, dans

l'ouvert affine X'(f), £ € P, 1'idéal inversible PO, = QX‘(1) est_en-

gendré par 1'image de f. On sait également comment se recollent les

ouverts X'(f) : l'intersection X'(f) N X'(g) est affine d'anneau

S(ng2). Lorsque A est intégre et que K d&signe son corps de fractions,

on voit facilement que 1l'on a un isomorphisme de A-algebres

(3) A[P/f] b——> 8 p/f ¥—> pT/fT,

(£T)°
od A[ P/f] désigne la sous-algdbre de K engendrée par les p/f, p € P.
L'algébre S(ngg) qui déerit 1'intersection de X'(f) et X'(g) se

trouve alors identifide & la sous-algébre de K engendrée par
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A[P/f] et A[P/gl. On en déduit la proposition suivante qui dit comment

on doit recoller les X'(f) pour obtenir X'.

Proposition 1.3. Si X est le spectre d'un anneau intégre A de corps

des fractions K, alors X' est recouvert par les ouverts affines X'(f),
f € P, d'anneaux A[P/f] et X'(f) N X'(g) est affine d'anneau 1l'algd-
bre engendrée par A[P/f] et A[P/gl. En particulier, p : X' —> X

est birationnel, si P # O.

1.3.1. 8i k est un corps, si A = kExo,‘..,xs] et si P = (xo,...,xs)
autrement dit, si on fait &clater l'origine dans 1'espace affine type de di-

mension s + 1, alors on trouve que X' est recouvert par les ouverts

: ey o i i i i i
affines X (xi) Spec(k[Xo,...,Xi_1, X, Xi+1""’Xs]’ ol les Xj
sont des indéterminées la projection X'(xi) ——> &tant décrite par le

"changement de variables"
X, = xiX3, 0< j<s, i# j. Cela résulte aisément de (1.3), mais il est
également instructif de le déduire de la proposition suivante.

Proposition 1.4. Soit (xo,x1,...;xs) une suite réguliére d'éléments d'un

anneau noethérien A. Soit X = Spec(A), soit P 1'idéal engendré par les
X, Le X-schéma X' obtenu en éclatant P dans X est canoniquement

isomorphe a

(1) X" = Proj(A[X Xs] /1)

g

ol I est 1'idéal engendré par les xin - iji’ 0<i<j<s.

1.4.1. Le morphisme naturel

(2) A[X] —> &P PR, X, v—> x.T,
n> 0 1 1

est évidemment surjectif et nul sur I, ce qui donne un X-morphisme

u:;X'—> X" qui est une immersion fermée. Nous allons montrer que u
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est un isomorphisme. Notons déja qu'en tout point du complémentaire U

de V(P), 1'un des x, est inversible, ce qui assure que p" : X"—> X

est un isomorphisme au dessus de U, comme il en est de méme de X' —> X
ona X'D p"_1(U) et il suffit de prouver gue p"_1(U) est schématiquement
dense dans X"; d'aprés (1.7.1(ii)) il suffit de prouver que

X" - p" N(u) = v(po

n) est un diviseur, autrement dit, que PO., est inver-
=X =X

sible. Or X" est recouvert par les ouverts affines

(3) X" = Spec(ALX] (y /1 ), 0<1i<s,
1

(xi )

et si 1l'on suppose pour simplifier que i = 0, on a

(k) B A[gj(x )= A[uﬂ,...,ug Uy = Xi/XO’

0]

x )" (x,-u u,

(5) J=1
(o

,...,xs—xous), P(B/J) = xo(B/J),

et d'aprés la derniére égalité, il suffit de prouver que X est non divi-
seur de zéro dans B/J. Pour cela, on peut localiser en tous les idéaux
premiers de A et on peut méme supposer que 1'idéal P est contenu dans

le radical de A, sinon P = 0.

X et PQX" est principal. La suite

(y) = (xo,x1*xou1,...,xs~xous) est réguliére dans B, car
B/xov= (A/xo) [u1,...,us] et la suite (xq,...,xs) est réguliére dans
A/on,_donc aussi dans B/xOB qui est iibre éur le précédent. De plus,
puisque A est séparé pour la topologie P-adique, il en est de méme de
B; or dans B, cette topologie coincide avec la topologie P'-adique, ou

t = - - = é 1 y
P (xo,x X Wyseee X, xous) PB. T1 en résulte que la suite (y) reste

1
régulidre quand on y &change l'ordre des facteurs, ce qui implique, en
faisant passer x, en dernier que X est régulier dans B/J, d'ol la

conclusion.
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1.4.2. On peut en fait démontrer un résultat un peu plus précis, d savoir

que la suite

(6) 0—>1I—> AX]—>s—>0, S <3;> pr",
. n=0

est exacte, (cf. SGA 6 p. 426); le lecteur qui trouverait trop compliquée
la démonstration de SGA 6 en batira une en prouvant que la suite déduite
de (6) par passage aux gradués P-adiques (avec, sur I, la filtration in~
duite) est exacte, ce que prouve que (6) est exacte car les composantes
homogénes de (6) sont de type fini. Bien entendu, cet exercice un peu

calculatoire mais amusant donne une nouvelle démonstration de (1.4).

Corollaire 1.4.3. Sous les hypothése de (1.4), X" = X' est localement

une intersection compléte dans P° x X.(P° = espace projectif de dimension s).
En effet, nous avons vu chemin faisant que, dans le complémentaire
de l'hyperplan Xi = 0, 1'idéal de X" est engendré par la suite réguliére

(1.4(5)).

Proposition 1.5. (Hironaka). Soit X un schéma et soit Y wun sous-schéma

fermé défini par un faisceau quasi-cohérent d'idéaﬁx P. Soit p : X'—> X
le X-schéma obtenu en faisant éclater P dans X et soit u: Z—>X
un morphisme de schémas tel que Rgz = @ soit inversible. Il existe un
unique . X-morphisme h : Z —> X',

Puisque Q est inversible, dans le diagramme commutatif
(1.1.3(6)), le morphisme 2' —> Z est un isomorphisme, ce qui définit
un X-morphisme h : Z —> X', Soit v : Z —> X' un autre X-morphisme;
il cofncide avec h sur un fermé car X' est séparé sur X. De plus, si
U=%X-Y, U =p (U) et U" = v tw) = n N (w) = v Hut), alors b
et v coIncident sur U" car p induit un isomorphisme U' > u.
D'old la conclusion, car U" est schématiquement dense puisque son

complémentaire est le diviseur défini par 1'idéal inversible de Q.
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Proposition 1.6. (Transformé strict). Sous les hypothéses de (1.5), soit

7 un sous-schéma fermé de X d&fini par un idéal quasi-cohérent J et
soit Z' 1le schéma obtenu en &clatant dans X le sous-schéma fermé
D = Z x,¥. Alors le morphisme naturel Z' ——> X' de (1.1.3(6)) est
une immersion fermée. Supposons que X soit affine d'anneau A et que
(f1,...,fm) soit un systéme  de générateurs du module filtré obtenu en
munissant J de la filtration induite par la filtration P-adique de A.
Alors, pour tout t € P, 1'idéal définissant Z'NX'(t) dans X'(t),
(cf.(1.2(1))), est engendré par les

v - n(i)
(1) £ = 1./t

ol t, € prl(i) £, ¢ pr(i)+1

1.6.1. La premidre assertion est &vidente, car le morphisme Z'—> X'

est induit par le morphisme surjectif d'algbres graduées

(2) @ Pt ——> @ (p/3 n ),

n=20 n=0

Le noyau de celui-ci n'est autre que K = éﬂ;} (Pn N J)Tn et 1'hypothése
n=0
que les fi engendrent J signifie que, pour tout n = 0, on a :

(3) PPng=y Pn_n(i)fi ,
* (i)

ce qui assure que le module gradué K est engendré par les fiTn .

Chacun d'eux donne, dans la composante homogéne de degré zéro S(tT) de

S un élément fiTn(l)/(tT)n(l) = fi et 1'on a donc tn(l)fi = fi dans

tT

S(tT)’ en désignant encore par t 1l'image de t dans S(tT)’ ce qui

prouve la seconde assertion. Notons que 1'on pouvait prévoir a priori que

n(i) . 115
, ce qui assure que l'image

_ .n(i)
=t S(tT) et car t est

la formule (1) a wun sens car on a fi EP

. . n(i)
de fi dans S(tT) appartient & P S(tT)

non diviseur de zéro dans S( ) Pour terminer, rappelons que l'on

tT
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obtient un systdme de géndrateurs du module J, filtré par les J N P,

en relevant un systéme de générateurs du gr_(A)-module gradué

P
n n+1 N 2 z
grP(J,A) = (PnJg)/(P 'NJ), du moins lorsque J est séparé, ce
n=0

qui est vrai lorsque A est local noethérien et P contenu dans le radical.
1.6.2. Sous les hypothdses de (1.6), on dit que Z' est le transformé
strict de Z par 1'éclatement de Y dans X, par opposition au transformé
faible que 1'on dé&finit comme suit. Soit n 1le plus grand entier tel que

J C P, alors 1'idéal inversible PnQX, = QX,(n) divise J' = J0yy et 1l'on
appelle transformé faible de Z le sous—schéma fermé de X' défini par 1'idéal

J'(-n). D'aprés la description donnée plus haut, il est clair que le trans-

formé strict est un sous-schéma fermé du transformé faible. Ils ne coincident

que dans certains cas, par exemple lorsque X et Y sont réguliers et Z
un diviseur de X. Ces deux objets ne jouent pas le méme rdle : pour résoudre
les singularités de 7, on remplace Z par son transformé strict (plusieurs
fois de suite et pour des éclatements bien choisis), pour "simplifier 2
considéré comme frontidre de son complémentaire dans X" c'est-&-dire pour

en faire un diviseur & croissements normaux dans X', on le remplace par

son transformé faible (plusieurs fois etc...). Le premier est défini indé-

pendamment du plongement Z - X, le second y référe explicitement.

Propesition 1.7. Sous les hypothéses de (1.6), le transformé strict 2'

de Z est 1l'adhérence schématique dans X' de Z' N p—1(X -Y), ou
p: X' —> X est la projection.
La proposition résulte du lemme suivant en y remplacant

X,2,E par X', Z', p_1(Y).
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Lemme 1.7.1. Soient Z et E deux sous-schémas fermés d'un schéma X

tel que F = EXXZ soit un diviseur de Z. Alors
(i) l'ouvert Z - F de Z est schématiquement dense dans 2

(ii) Z est 1l'adhérence schématique de Z - F dans X.

L'assertion (ii) signifie que tout sous-schéma fermé D de X
qul majore le sous-schéma Z - F majore Z. En remplacant D par DXXZ,
il revient au méme de dire que tout sous-schéma fermé D de Z qui majore le
sous-schéma ouvert Z-F est égal & 7, qui par définition n'est autre que (i).Soit
J le faisceau d'idéaux qui définit D dans Z;l'hypothdse que D majore
V=2Z-TF sgignifie que JIV = 0 et l'hypothése que F est un diviseur
de 7 signifie que tout point de Z admet un voisinage ouvert affine

W = Spec(B) tel que P | W soit défini par 1'idéal tB ol t est un

€lément non diviseur de zéro de B. Alors WNYV Spec(Bt) et comme

0, car J(W) € 0, (W) =B

J]v=0,0ona 0=JwWNV) = J(W)t’ done J(W) 9,

‘et t est non diviseur de zéro dans B.

1.7.2. Supposons que X soit affine d'anneau A et soit W un ouvert
affine d'anneau B de 1'éclaté X' tel que PB = tB. Alors 1'idéal J' de
7' N W dans W est formé des x € B tels qu'il existe un entier n tel

que tPx € JB, ol J est 1'idéal de A définissant Z. Cela est immédiat.

Exemple 1.8. Considérons dans l'espace projectif Z de dimension r+s

un systéme de coordonnées homogénes (Xo"'°’xr+s)’ le fermé Y d'équations
homogénes X = ... =X = 0 et l'ouvert complémentaire U =X - Y. On a

" un morphisme de schémas f : U —> 8, f(x) = (xo,...,xr), ol S est
1'espace projectif de coordonnées homogénes (uo,...,ur), qui ne se
prolonge pas & Z. Soit p : Z' —> Z le Z-schéma obtenu en &éclatant

Y dans 2. Soit 2" 1le sous-schéma fermé de Z x S d'équations
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xiuj - xjui =0, 0<i<j<vr. D'aprés (1.4), on a un isomorphisme
canonique entre Z" et Z' tel que la projection p : Z' —> Z s'iden-
tifie au morphisme Z" —> Z induit par la premidre projection

P1 : Z x 8§ —> 7., Par ailleurs, l'ouvert U =2 - Y s'identifie & 1l'ou-
vert U" = p;1(U) N z" de Z" et par cet isomorphisme, le morphisme
f:U—>8 s'identifie & celui qu'induit la seconde projection

P, : ZXx8 —> S. En effet, si a = (xo,...,x ,uo,...,ur) est un point

r+s
de Z x S, l'un des u, n'est pas nul et si ce point appartient & U",

on a (xo,,..,xs) = (xi/ui)(uo,...,us), ce qui s'écrit également

f(p1(a)) = pz(a). Le lecteur peu averti que ces calculs inquidteraient

les rendra parfasitement rigoureux en considérant les foncteurs représentés
par Z et S [EGA IV 2.4.3.]. Il en résulte que le morphisme f' : Z'—>8S
induit par p, prolonge le morphisme fp, : U" —> S; autrement dit,

puisque nous avons identifié Z" et Z', en remplacant Z par 1l'éclaté

Z', nous avons pu prolonger f : on dit que l'on a &liminé les points d'in-

détermination de f. L'un des résultats de Hironska est précisément une gé-

néralisation de ceci : Si X et S sont deux schémas de type fini sur un
corps de caractéristique nulle avec S propre, si U est un ouvert dense

de X et si f : X—> S est un morphisme, alors il existe un X-schéma
p : X' —> X, se déduisant de X par une suite d'éclatements convenables,
tel que le morphisme p—1(U) ——> U 1induit par p soit un isomorphisme et
tel que le morphisme fp . p_1(U) —> S se prolonge. Notons qu'il existe
un X-schéma G ——> X auquel f se prolonge toujours & savoir le graphe
de f :et tout revient donc & majorer G par un X'. Bien entendu, en gé-

néral, ceci ne peut se faire comme dans 1l'exemple ci-dessus en éclatant sim-—

plement le schéma réduit Y = X - U.

Exercice 1.8.1. Décrire 3 1l'aide d'éclatements convenables le graphe de

le correspondance birationnelle entre P, et p, X P1 décrite par
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(xo,x1,x2) — ((xo,x1),(xo,x )) et de la transformation birationnelle

2

-- Lol ” . (] - ' = 1 .
entre P, et lui-meme décrite par X X = X Xy = XX, (Transformation

de Crémona).

1.9. Désingularisation d'une courbe. Soit X un schéma noethérien inté-

gre de dimension 1 tel que le normalisé X' de X soit fini sur X.
Alors X' est noethérien et tous ses anneaux locaux sont réguliers; en
effet, si x € X' est un point fermé, alors le schéma obtenu en éclatant
x dans X' est fini sur X' et a méme corps de fractions, donc c'est X',
donc 1'idéal maximal By x est principal (propriété universelle de 1'é-

claté); soit t wun générateur de 1'idéal maximal de A = O, alors on

X' ,x
(1)

sait que (A/tA) = H(A), donc H(A) < 1/(1-T), car A/tA est un

corps, donc A est régulier. Puisque p : X' —> X est fini, donc affine,

/0

et birationnel le faisceau quotient C =0 Oy

O est un Qx—module de lon-

gueur finie et son support est donc composé d'un nombre fini de points fer-
més. Puisque X' est régulier, ce sont les seuls points de X qui peuvent

8tre singuliers (c'est-a-dire Oy , monm régulier) et ils le sont effective-
2

ment, sinon O, serait intégralement clos et par suite la fibre de C en x

KX

serait nulle car le passage & la cloture intégrale commute 3 la localisation

(ef. Samuel et Zariski).

Considérons Py ¢ X1 —> X obtenu en éclatant le sous-schéma

fermé réduit de X dont 1l'ensemble sous-jacent est formé des points singu-

liers de X. Alors X1 est fini sur X car la fibre de p, en un point
singulier est le schéma projectif attaché 3 une algdbre graduée dont la sé&-

rie de Poincaré a un pole d'ordre 1 au point T =1, car QX x est de
H

dimension 1. Il en résulte des inclusions Oy © Oy C 0415 en chaque point
1
singulier de X, le quotient 9X1,x/gx,x est non nul car autrement QX,X

serait principal, donc QX < régulier comme on a vu. Par suite la longueur
3

de Q_X,/Q_X est strictement inférieure & celle de QX'/QX' Comme X' est
1
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évidemment le normalisé de X1, en répétant la méme opération pour X1, ce

qui donne un X1—schéma X2 s puis pour X2 etc... on trouve Xn = X!

pour n assez grand ce qul assure que Xn est régulier. En conclusion :

Proposition 1.10. Soit X un schéma noethérien intégre de dimension 1

tel que le normalisé X' de X soit fini sur X.

(i) 1le lieu singulier de X se compose d'un nombre fini de points
fermés. Soit Xs le sous-schéma fermé réduit de X correspondant et soit

X~ 1le schéma obtenu en &clatant Xs dans X.

(ii) X* satisfait aux mémes hypothéses que X et si 1'on définit

Xn par récurrence par X. = X, X = X;, alors pour n assez grand, on a

0

X =X et X est régulier et c'est le normalisé de X.
n n+1 n

n+1

Remarque 1.11. On peut obtenir X' & partir de X en éclatant le conduc-

teur, c'est & dire l'annulateur de QX'/QX; c'est un exercice facile laissé
au lecteur qui prendra garde toutefois que l'hypothése que X' est fini
sur X est ici encore essentielle car autrement le conducteur est nul.
Elle est satisfaite si X est de type fini sur un corps ou encore si X
est le spectre d'un anneau local complet. Sur ce sujet, voir [ EGA IV T.6.]

et les bons auteurs.
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§ 2. Critére de platitude normale de Hironaka.

Définition 2.1. Soit Y un sous-schéma fermé d'un schéma localement noethé-

rien X. On dit que X est normalement plat le long de Y au point E£€ Y

s1 le cone normal CY(X) est plat sur Y au point £. On dit que Y est

permis pour X au point £ € Y si, de plus, Y est régulier au point

£ , c'est & dire si 1l'anneau local 0, . est régulier.

Y,€

Théordme 2.2. Soit & un point d'un sous-schéma fermé Y d'un schéma

localement noethérien X. On suppose que Y -est régulier au point &. Les

conditions suivantes sont équivalentes
(i) X est normalement plat sur Y au point E,

(ii) TE(Y) est contenu dans le faite FE(X) de Cg(X) et le

morphisme naturel C,(X) —> cY(x)(g) dont le but est la fibre en £ de

g

CY(X) induit un isomorphisme

(1) (X)/TE(Y) —> cY(X)(g)..

i
2.2.1. Supposons que X soit régulier au point £, alors les deux conditions
sont satisfaites, nous laissons au lecteur le soin de le vérifier en choisis-
sant convenablement un systéme régulier de paramétres. Par ailleurs, chacu-.
ne des trois conditions se vérifie aprés passage & 1l'anneau local. QX,E’ on
peut donc supposer que X est le spectre d'un anneau local noethérien A

et que Y = Spec(A/P), ol A/P = B -est régulier. En remplagaﬁt A par son
complété X , B est remplacé par le sien ﬁ, qui est encore régulier.

Par platitude de A sur A et de % sur B, la condition (ii) n'est pas
affectée par le passage de A & ,X; par fidéle platitude de % sur B, il en
est de méme de la condition (i). Autrement dit, on peut supposer que A

est le spectre d'un anneau local complet, lequel, par le théoréme de struc-

ture de Cohen est quotient d'un anneau local complet régulier et pour prouver
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le théoréme, on peut donc supposer que X est un sous-schéma fermé d'un
schéma régulier Z. On a alors deux carrés commutatifs dont celui de droite

est cartésien par construction :

c.(x) —> o . (X)(g) —> ¢

. v v (%)

Tg(Z) —? TY(z)(g) _— TY(Z).

Par ailleurs, il est immédiat que la fléche p induit un isomorphisme
Tg(Z)/Tg(Y) —_— TY(Z)(g), c'est d'ailleurs la condition (ii) pour 2.
En conséquence, la condition (ii) pour X signifie que le carré de gauche

est cartésien d'ol le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.2. Sous les hypoth®ses du théordme, si X est un sous-sché-

ma fermé d'un schéma régulier Z, la condition (ii) équivaut &

(ii bis) le carré

Cg(X) —> ¢ (X)

L

T (2) ——> T

. (z)

<

est cartésien.

2.2.3. Pour voir que la condition (ii bis) est bien celle qui figure
dans le mémoire de Hironaka de 1964, supposons que Z = Spec(R), avec R
local régulier, que P soit 1'idéal définissant Y, J celui qui définit
X et M 1'idéal maximal. Alors le carré ci-dessus correspond 3 un carré
de morphismes d'algdbres graduées
gry(8) < grp(a)
m | P

gr! (R) <—3— grl(R)

=
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et le noyau ng(J,R) (resp. grP(J,R)) de m (resp. p) n'est autre que

le gradué associé & J pour la filtration induite par la filtration
M-adique (resp. P-adique) de R. Conme m et p sont surjectifs, la
condition (ii bis) signifie donc que ng(J,R) est engendré par
u(grP(J,R)). Or, il est immédiat que u(grP(J,R)) est formé des M-formes
initiales des f.E J tels que vP(f) = VM(f), ot vM(f) = sup(n§ f € M%y.
Donc (ii bis) signifie qu'il existe un systéme de générateurs ¢1""¢m
de ng(J,R), minimal et ordonné par degrés croissants si on y tient, tel
que, pour chaque i , il existe fi € J avec inM(fi) = ¢i et

vP(fi) = VM(fi)’ autrement dit (ii bis) équivaut 3

(ii ter) il existe une base standard (f1""’fm) de J telle
= <3<
que VM(fi) VP(fi), 1<i<nm.
Pour démontrer le théoréme, il nous sera commode d'en donner

une version un peu plus générale (2.4) précddée de quelques préliminaires.

2.3. Modules bifiltrés. Soit R un anneau local noethérien, M son

idéal maximal et PCM un idéal. Un R-module bifiltré E est un
R-module muni d'une filtration P-bonne (E'n) et d'une filtration M-bonne
(E"n) telles que Eé C E;. On dit que E = (E',E") est harmonieux si,

pour tout n, on a E; =1 MpnlEi. Par exemple, si E' et E" sont les
i
filtrations P-adique ' et M-adique, alors E est harmonieux. Un module

bifiltré est dit libre s'il existe une base e1,...,eP et des entiers

n-n(i)

n-n(l)e. et E" =3 M e.. On a un
n 1

n(1),...,n(p) tels que Eé =3I P

morphisme naturel

(1) gr(E') = E' —>E" = gr(8")
compatible avec le morphisme
(2) grp(R) = R'—>R" = gry,(R),

et 1'on prouve aisément le lemme suivant :
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Lemme 2.3.1. Si E = (E', E") est un R-module bifiltré, les conditionms

suivantes sont équivalentes

(1) E est harmonieux
(ii) le morphisme E'ER,B"~———€>.E" induit par (1) est surjectif
(iii) i1 existe un module bifiltré libre L et un morphisme sur-

jectif p : L ——>E tels que les deux filtrations de E soient quotient

de celles de L.

2.3.2. Avec les notations de (iii), le noyau K de p est alors muni
des deux filtrations (K',K") induites par celles de L, ce qui donne deux

sultes exactes pour les gradués correspondants

(3) 0 —> X! > L > E! —> 0

(h) O >~ -Ig" > .I_J" E" > O ,

mais on prendra garde que K n'est pas nécessairement harmonieux. Notons
enfin que si E est muni d'une filtration P-bonne E', il existe une

unique filtration M-bonne E" telle que (E', E") soit harmonieux.

2.3.3. Si P est premier, par localisation en P, le module P-filtré E'

donne un module PR -filtré noté E!, ce qui permet, puisque PRP est

P

1'idéal maximal de R_, de former la sé&rie de Poincaré

P’

(5) H(E,) = £ T° rang(E} )

ol conformément & nos conventions, E! = est aussi le

1 |
Ep 0 = Bp /B n+1
localisé en P de E' = E'/E' .. Par ailleurs, puisque E" est muni
- n' "n+l

d'une filtration M-bonne, on peut également former la série de Poincaré

(6) H(E") = T T" rang(E"), E" = gr(E").

Lemme 2.3.4. S8i E = (E',E") est un R-module bifiltré, avec P premier,

on a
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(1) g < 5 HDEI”( ).

El
;_Il
I1 suffira de prouver que, pour chague mn, il existe une filtra-

tion M-bonne (E')", p = 0, sur E' telle que 1l'on ait
=n’p “n

(2) H(E") = ¢ T H(gr((E))"))

car on a pour chaque n, H&1)(§g) > H(1)(gr((§£)“)). On pose

Y = 3 ] 1 >
(3) (En)p image de En N En+ , p= 0.

D

On obtient bien une filtration exhaustive car Eé C Eg, de plus,
c'est une filtration M-bonne, car c'est la filtration quotient de la fil-
tration induite par E" sur Eé, décalée de n. Pour prouver (2), il suf-

N+1

fit de montrer que les deux séries sont congrues modulo T pour tout

N = 0. Or, par exactitude du passage au gradué associé, on a

ny — ' " . n yn
(k) H(E") = 5((Eg, )" + I T HU(E)"),
n<N
ol (Eﬁ+1)" désigne le module LA muni de la filtration induite par
N+1
" 1 " = ! ! ") = 1ol
E". Comme (EN+1)N+1 Ey,q» On 2 H((EN+1) ) =0 mod T ', d'od 1la

conclusion.

2.3.5. Sous les hypothéses de (2.3.4), si E' est plat sur R/P, en
sorte que chaque Eé est plat de type fini, donc libre, on a
1y = 1 1€y
HM(gn) rang(gp,n).HM(R/P) et {(2.3.4(1)) s'écrit donc
(1) 1oy < wrmry (1)
(1) B (") < H(E}).H, "(R/P)

ou encore, si R/P est régulier

(2) H(1)(E") < H(d”)(El;), (si E' est plat).

Lemme 2.3.6.(Semi-continuité faible). 8i R est régulier, si R/P est

régulier de dimension d et si E = (E',E") est harmonieux, alors
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(1) H(1)(E..) > H(d+1)(

EL)

2.3.7. On raisonne par récurrence sur d et l'on introduit un idéal
Q tel que PCQCM et R/Q régulier de dimension 1. On intro-
duit la filtration Q—bonné E"t telle que (E',E"') soit harmonieux.

Par localisation en Q, on trouve ainsi un module bifiltré harmonieux

(E',E"') sur R. et par 1l'hypothése de récurrence, on a ainsi

RV Q Q
H(1)(Ea')'> H(d)(Eé) et il reste & prouver que H(2)(Ea') < H(1)(E"),
c'est 3 dire 3 traiter le cas ol 4 = 1. On introduit alors une suite
exacte de modules bifiltrés O K > 1 >F >0

ol L est bifiltré libre, comme dans (2.3.2). Comme L' est plat sur
R/P, c'est & dire sans torsion puisque R/P est régulier de dimension

1, i1l en est de méme de X' et en vertu de (2.3.5(2)) (qui ne suppose

(2)(

pas que le module soit harmonieux), on a H(1)(K") <H

(2)

K%) et puisque

1'on a évidemment H(1)(L") =H (Lé) [ par calcul direct lorsque L = R

avec ses filtrations P-adiques et M-adiques], on en déduit
H(1)(E") = 'H(‘])(L") - H(1)(K")
> 1@y - 1@ ) = 5P (my)

qui donne la conclusion.

Théordme 2.4. Soit R un anneau local régulier, soit P wun idéal pre-

mier tel que R/P soit régulier de dimension d, soit M 1'idéal maxi-
mal de R et soit E = (E',E") un R-module bifiltré harmonieux. Les

conditons suivantes sont &quivalentes
(i) 1le gradué E' = gr(E') est plat sur . R/P
(ii) le morphisme naturel E}ﬁR,Bﬁ —> E" est un isomorphisme

2.4.1. Tl est clair que (2.2) résulte de (2.4). En effet, on a vu que

1'on peut supposer que X = Spec(A) ol A est local complet, on
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représente A comme quotient d'un anneau régulier R et 1l'on applique
1'énoncé en prenant pour E 1'anneau A muni de ses filtrations P-adi-

que et M-adique.

2.4.2. En conjuguant (2.3.5(2)) et (2.3.6(1)); on voit que si E'

est plat sur R/P, on a
(1) B(E") = 1 (g)

Prouvons que (i) = (ii). Puisque E est harmonieux, EfER,Bﬁ —> E"
est surjectif et pour voir qu'il est bijectif, il suffit ;; montrer que
ces deux modules ont méme série de Poincaré, c'est & dire, d'aprés (1),
que H(E}ER,E") = H(d)(Eé). En choisissant un systéme régulier de

paramétres (Z1""’Zr’ XyseeeoX ) de R tel que P = (Z1”"’Zr)’ le

a

morphisme R' —> R" s'explicite comme le composé
(2) R' = (R/PNZ,5..,2, 1> R/MNZ,,..,2.1 > (RM)Ly..,2 X, ;.. X, ] = R"

d'ol il résulte que

(3)  mEwE R =@

E'/ME')

Puisque 1'on suppose (i), c'est 3 dire que éhaque Eé est libre, on a

(

H(E'/ME') = H(Eé) et par suite H(gme,gﬂ) = H d)(E'l'j), d'ol la conclusion.

2.4.3. Prouvons que (ii) = (i). Par hypothése, on a H(E") = H(E}ER,Bﬁ)

et au vu de (3), on a évidemment

(1) H(EfER,Bﬁ) =(1-1)%z rang(gé/Mgé).

En vertu du lemme ci-dessous, on a pour chaque n
- -d-1 . 1y > (1) '
(5) (1-1) rang(E!/ME!) > H, "(E!),
d'ol, en multipliant paf T et en faisant la somme :

(6) i@ > el @)

et comme (2.3.1) fournit 1'inégalité en sens inverse, (6) est une €galité,
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donc aussi (5) pour chagque n; d'aprés la seconde assertion du lemme

ci-dessous, ceci assure que chaque Eé est libre, donc (ii) = (i).

Lemme 2.4.4. Soit F un module de type fini sur un anneau local noethé-

rien R d'idésl maximal M. Si r = rang(F/MF), on a
(1) HM(F) < HM(R).r
et si 1'€galité a lieu, alors F est libre.

Un systéme minimal de générateurs de F fournit une suite exacte

0 K L F >0, ol L est libre de rang r, donc
HM(F) = HM(L) - H(K') = r.HM(R) - H(K') ol K' s'obtient en munissant K
de la filtration induite, d'ol la conclusion, car H(K') est positif et

n'est nul que si K = O.

2.4.5. Notons que 1l'on peut toujours représenter E comme quotient d'un
module bifiltré libr¢ L et s'il en est ainsi, avec les notations de
(2.3.2), la condition (ii) E&gquivaut &

(ii pis) (KXK', K") est harmonieux.
‘En effet, on a un diagramme commutatif de R"-modules dont les lignes

sont exactes

E'WR|3" - > £|&R'B‘n > E'ER'B_" > 0
(1) al bl cj
O K" L" E" O

ol b est évidemment bijectif, ol c¢ est surjectif parceque E est
harmonieux. La condition (ii bis) signifie que a est surjectif, ce qui

signifie que c¢ est bijectif, qui n'est autre que (ii).

Corollaire 2.5. Si les conditions de (2.4) sont satisfaites, alors E

admet une résolution finie par des modules bifiltrés libres telles que les

différentielles et 1l'augmentation soient bi-strictes.
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L'existence d'une telle résolution, non nécessairement finie
es* évidente : E est harmonieux, donc quotient d'un module bifiltré libre;
le noyau R est harmonieux, d'aprés (2.4.5) et K' est plat sur R/P
car L' et E' le sont, et l'on recommence. Pour obtenir une telle réso-
lution qui soit finie, on prend un systéme minimal de générateurs du
module P-filtré E', ce qui revient & prendre un systéme minimal de géné-
rateurs du R'-module gradué E'; le morphisme P : L —> E ainsi obtenu
a la propriété que L'/DL'—> E'/DE'est un isomorphisme,ol D est 1'idéal
R, + MR' du gradué R'. On procéde de méme avec le noyau de p :L —>E.
etc; une telle résolution est nécessairement finie. En effet, si on la
note L., par passage aux gradués Li des Li’ on trouve une résolution
L' de E' dont les différentielles sont nulles mod. D, en sorte que
-L-'i/D-L-:!L = Tor%' (E!R/D), donec _L_1 =0 si i>dimR, car D est engendré

par une suite réguliére ayant dimR &léments.

Corollaire 2.6. Soient V un espace numérique sur un cofps k,

(I 5.1.1), C un sous-cone fermé de V et Y un sous—espace numérique

de V contenu dans C. Les conditions suivantes sont &quivalentes
(a) C est noramlement plat le long de Y & l'origine w de V;
(b) Y est contenu dans le faite de C

(¢) C est normalement plat le long Y en tout point de Y.

On a des identifications naturelles et compatibles avec les

inclusions : V = cw(v) =T (V), C = cw(c), Y = Cw(Y) = Tw(Y). Par suite

!

(a) = (b) en vertu de (2.2). Si Y est contenu dans le falte de C,

alors C = p_1(C/Y), au sens des schémas, o p : V—>V/Y est la
. . . -1 ~
projection. Comme le morphisme p est plat, et que Y =0p (o'), ou O

est 1l'origine de V/Y, on a C,(C) = p_1(CO,(C/Y)), done (b) = (c) et

Y

il est clair que (e) = (a).
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§ 3. Critére de Bennett. Croissance de H (X)
X -

Théordme 3.1. Soient x et y deux points d'un schéma localement

noethérien X tel que x € {y} = Y et tels que Ov soit régulier de
?

dimension d. Alors

(1) H§d+1)(

(1)
<
X) H (x)
et pour que (1) soit une égalité il faut et il suffit que X soit

normalement plat le long de Y au point x.

3.1.1. L'énoncé ne dépend que de QX,X et 1'on peut donc supposer gue

X est le spectre d'un anneau local noethérien A. Comme dans (2.2.1), on
peut supposer que A est complet, donc quotient d'un anneau local régulier
R et en introduisant les filtrations P-adique et M-adique de A (o0 P

définit Y et M est 1'idéal maximal), on voit que le théoréme est un

cas particulier de 1'énoncé que voici.

Proposition 3.2. Soit P un idéal d'un anneau local régulier R tel

que R/P soit régulier de dimension d, soit M 1'idéal maximal de R

et soit E = (E', E") un module bifiltré harmonieux. On a
(1) H(d+1)(Eé) < H(1)(§")

et pour que (1) soit une égalité, il faut et il suffit que E' = gr(E')

soit plat sur R/P.

3.2.1. L'indgalité (1) a d8ja été démontrée (2.3.6). De plus, si E
est plat sur R/P, on a 1'inégalité en sens inverse (2.3.5(2)). Il reste
3 voir que si (1) est une égalité, alors E' est plat sur R/P.

Introduisons une suite exacte de modules bifiltrés

(2) 0 > K L E —> 0

oi L est bifiltréd libre (2.3.2) et les filtrations M-bonnes de

K', L' et E' données par
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(3) (K%)a = image de K£ N K&+p ete (2.3.4(3)).

On a évidemment pour chaque p

u MqK' c ‘K' 1" C L')" > 0
(L) K (‘P)q (_,pq,q

La seconde inclusion tenant au fait que les filtrations XK' et K" de
K sont induites par les filtrations L' et IL" de L. De plus, on a

pour chaque p

(5) Mq_L_L') = (%’Zi’ q > o.

(1)

Ym < g ), aton

En effet, on a pour chaque D, H(1 (L%

(1) "y _ n (1) MY < n. (1) 1y — (1) 1"
B =z TE )" <z TH (L) =E (L")
oll 1'égalité de gauche est celle de (2.3.4(2)), et ol celle de droite
. : ' (1) prmy o mld+1) 1
tient au fait que L' est plat et que H' (L") = H (Lb)' Done pour
chaque p,les deux filtrations considérées sur L% ont méme série de

Poincaré et sont donc égales car l'une est plus fine gque l'autre.

Lemme 3.2.2. Si p est un entier tel que E; soit plat sur R/P,

alors

(6) (K')g =K' N q > 0.

L' "
“p =p (-p)q’

En effet, les trois termes de la suite exacte O—>K!' > 11 >E!' —>0
P =P =P
sont alors plats, donc libres, donc la filtration M-adique de 5% est induite

par celle de Lé et (6) résulte de (4) et (5).

Lemme 3.2.3. Si n est un entier tel que Eé soit plat sur R/P

p < n-1, alors pour tout p<n, on a

(1) (Eﬁ)& = image de (Lé)a, q = 0.
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Soit a € (E')", il existe a € E' N E" dont a soit la
- Pa P ptq -
classe et i1 existe b € L£+q dont a soit 1'image. Montrons que 1l'on peut
choisir P € L' N 1", . Sinon, on peut en tout cas choisir b € L' N L"
1Y p*tq : r ptq
avec r maximum et r < p. Soit b la classe de b dans é;; on a

1)n — 1 3 <
E_? (Lr)q+p—r et corne r < p, ona bEK' Mais comme r < p S n,
'aprd 2. C (x")" i i , EKNL NL"
d'aprés (3.2.2), ona b (§§)q+p-r et il existe donc ¢ € KN L} _Lq+P

dont la classe dans L;" est b. Par suite, b-c € L;+1 et bien sfir
b-c € La+p et comme c¢ € K, l'image de b-c danss E est celle de b,
c'est 4 dire a, donc r n'était pas maximum. On peut donc supposer

gque b € Lé N L;+q’ auguel cas la classe de b dans ;% appartient a

(Lé)a et son image dans 'Eé est &, ce qu'il fallait démontrer.

3.2.4, Nous pouvons maintenant démontrer que si ﬁ(d+1)(Eé) = H(1)(E"),
alors chaque Eﬁ est plat sur R/P. On procé&de par récurrence sur n.
Supposqns_que gé soit plat pour p < n-1, en vertu de (7) et (5), la
filtration M-adique de (gé) est égale & la filtration (E;)" pour
P < n; en vertu de (2.3.4(2)), on a done

(1) " D (1) p (1) "

BEYV'(E") = £ T (B') + ¢ TH ((E')M)
p<n HM P p>n Y

a+1

£ TPr(E')/(1-T) ntly
pen P

+ T l(gélMgé) (mod. T

ol r(gé) est le rang du module libre gé (sur 1'anneau R/P qui
est régulier de dimension d) et ol l(@é/M@é) est la dimension de 1'es-
pace vectoriel E'/ME' et 1l'on a également

=n' -n

(1) oy = (@) ey 2 Do oy a1
H '(E") = H (:r;p) = ZTr(_E,P’p)/M T)

+ +1
= I Tpr(E')/(1—T)d Ty® r(B! ) (mod. T ')
=D =P,n
p<n
~ . hAP 4 i = 1] !. t
ol r(g%’p) est le rang du localisé (gP)p grp(EP) de El. En comparan

on trouve r(Eé’n) = X(g&/ME%), ce qui prouve que Eé est plat sur

R/P, ce qui prouve le théoréme.
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Corollaire 3.3. Soient x , y et 2z trois points d'un schéma localement noe-

thérien X tels que x € {y} =Y et yE€ {z} = 2. On suppose que 7 et Y

soient réguliers au point x. Les conditions suivantes sont &quivalentes :
(1) X est normalement plat le long de Z au point X

(ii) X est normalement plat le long de Y au point x et X

est normelement plat le long de Z au point générique y de Y.

En effet, s1 d = dim QY,X et e = din QZ,y’ on a

H(d+e+1)
z

x) < 8% <1l x)

v X
et par le critére numérique, la condition (i) signifie que les termes extré-
mes sont égaux, cepéndant que (ii) signifie que les deux inégalités ci-dessus

sont des égalités.

Corollaire 3.k. Soit f : X ——> Y un morphisme entre schémas noethé-
riens, soit x € X tel que QX x soit régulier de dimension 4, avec
y’

y = £f(x) et f plat au point x. Alors HX(X) = H}(rd)(Y).

On peut remplacer X et Y par les spectres de O et O
—X,x =Y,y
ce qui assure que Xy est fermé dans X et régulier. Comme f est plat
en x, ona Cg (x) = Cy(Y) kay; ol k est le corps résiduel de Y en
p
y, donc X est normalement plat le long de Xy, d'od la conclusion. De

plus, si k' est le corps résiduel de y, on a un isomorphisme.
~ 1
(1) ¢, (0 = (C (Dxk") x, T (X ).

L'hypothése de 1'énoncé est satisfaite si f est lisse et
en particulier &tale, mais aussi lorsque f est déduit d'un morphisme
local et plat d'anneaux locaux A —> B tel que QAB = QB,carla fibre

de y est alors le spectre du corps résiduel de B.



I1-26

Corollaire 3.5. Soit k'/k une extension de corps qui est finie,

soit X un k-schéma noethérien et soit X' = Xxkk’. Soit x! € X' se

projettant sur x € X. On a H(1)(X') > H(

1) ' P - el .
<! < (X) et 1'on a 8galité si

1l'extension k'/k est séparable.

La seconde assertion résulte de (3.4) appliqué & la premiére
projection f:X' —> X, car f est alors &tale. Pour la premiére, on
peut supposer que k'/k est monogéne, donc k' = k[X]/(p), ol p est

un polynome irréductible. Le morphisme X' —> X se factorise alors en

(1) X1 h > x" SAx, X" =X'kapec(k[X]).
Soit x" = h(x'). Puisque g est lisse 3 fibres de dimension 1, on a
Hx"(X") = Hi1)(X), car x" est fermé dans g_1(x). Par ailleurs,
(1)
= 1 1 3 1y > "
O x gxn’xn/P et l'on a donc, d'aprds (I 3.9), H ,’(X') > H ,(X"),

ce qui donne la conclusion. Notons pour terminer que si Hil)(x') = Hi1)(x),

alors p € g§" <" et la forme initiale P de p est non diviseur de
]

0 dans grm"(A") = grm(A)[X] , o0 1'on a posé A" = gx"’x", n" = Tygn s

A0y, ot BTy, -

Corollaire 3.6. Soient %k wun corps, C un cone sur k(spectre d'une

k~-algébre graduée de type fini S), F son faite et soient PC et PF
les schémas projectifs déduits de C et F. Soit O 1le sommet de C

et soit x un poiﬁt fermé de PC. On a
(1) y 5 (2)
(1) Hy (C) > H “'(FC)

et si (1) est une égalité, alors x € PF. Réciproquement, si x est un
point de PF dont le corps résiduel k' est séparable sur k, alors (1)

est une &galité.

3.6.1. Introduisons le cone épointé C' = C - {0} et le morphisme lisse

bien connu
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(2) £f:0' —> PC.

I1 existe un point fermé x' de C' tel que f{x') =x et si y est le
point générique de la fibre f—1(x), on a d'aprés (3.L4)

(1)

(1) _ " = .
(3) H_ (pC) —HX,_(C) Hy cr).

S8i x est un point rationnel, on peut choisir x' rationnel, en sorte
que la droite Ox' not&e Y est un schéma régulier de dimemsion 1 tel

que Y' =Y - {0} soit égal & f—1(x). Par (3.1(1)), on a donc

(%) Hé1)(C) >»H§2)(C) = Hiz)(C) = H;T)(PC). De plus, dire que 1'on a

égalité signifie que C est normalement plat le long de Y au point O,
ce qui d'aprds (2.6) signifie que la droite Y est contenue dans le faite
de C, ce qui signifie que le point x' est dans le falite de C, ce qui

signifie que x € PF, ce qui prouve le corollaire dans ce cas.

3.6.2. Si l'extension k'/k n'est pas triviale, avec k' = k(x), intodui-
sons le cone C!' = Cx’kk'. Pour tout point x' de PC' se projettant sur
x € PC, on &

(5) B Z'(PC) < B [(PC') < Hy '(C') = Hy '(C)

la derniére égalité provenant du fait que grO(C) s'identifie & I'algdbre
graduée qui définit C. Ceci prouve 1'inégalité (T1). De plus, si on a
égalité, on a x' € PF' ol F' est le falte de C', donc sa projection
x appartient & PF car F' = kakﬁ. Enfin, si k'/k est séparable, la
premidre inégalité de (5) est une égalité, d'ol la conclusion. On peut

également formuler autrement le méme corollaire.

Corollaire 3.7. Soit x un point. fermé d'un cone C sur un corps k,

soit O 1le sommet du cone et soit y le point générique du plus petit

sous—cone Y contenant O et y. On a
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(1) H(1)(C)>H}((1)(C) =H(2)(C)

0] y
et C est normalement plat le long du schéma régulier Y' =Y - {0}.
De plus, si (1) est une égalité, alors x appartient au faite F
de C. Si x appartient au falte de C et si le corps résiduel de x

est séparable sur k, alors (1) est une égalité.

Théoréme 3.8. Soit x wun point d'un sous-schéma ferm& Y d'un schéma

noethérien X. Soit p:X' —> X 1'éclaté de X de centre Y, soit x'

. P - —1 .
un point fermé de X; =p (x), on suppose que Y est permis pour X
au point x, en sorte que Xé s'identifie & Proj(C), ol C = Cx(X)/Tx(Y)'

Alors

(1) (1) /vy
(1) B (X)) = H, (x')

et si (1) est une égalité, alors

(i) x' € Proj(F), o F est le faite de C.
De plus, si X est un sous-schéma ferm# d'un schéma régulier 72,

si P:2' —> 7 s'obtient en éclatant Y dans Z, alors
(ii) X' est transverse 3 p_1(x) = Zi dans 2.

(iii) si 1'extension résiduelle k(x')/k(x) est séparable la
separaple

conjonction de (i) et (ii) assure que (1) est une égalité.

3.8.1. Posons déja 4 = dim(g_Y x) et montrons que
9

. (a+1),.,
(2) HX,(X ) < HX, (Xx).

D'aprés (I.3.9), il suffit de prouver que 1'idéal qui définit 0, X!
X
dans Oy, .. peut 8tre engendré par d+1 &léments. On sait que
3
le diviseur exceptionnel X& = p—1(Y) est un diviseur (sic) et par

ailleurs, 1'idéal maximal de Oy . peut étre engendré par 4 éléments, d'ol
H

la conclusion. Si X est un sous-schéma fermé d'un schéma régulier Z, alors
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X; = Zé N X' et Z; est un sous-schéma régulier de codimension d+1
de Z*. En ce cas, dire que (2) est une égalité signifie que X' et
Z; sont transverses dans 7' (I 6.6), autrement dit, (ii) signifie

que (2) est une égalité.

3.8.2. Puisque Y est permis (c'est 3 dire régulier et X normalement

plat sur Y au point x), on a un isomorphisme

(3) cY(x)(x) <%————-CX(X)/TX(Y) =C

et comme Xé s'identifie & Proj(CY(X)(x)) = Proj{c), on a aussi d'aprés

(3.6) 1'indgalité

(k) Hi?)(Xé) < Hé1)(c).

. (a) _ -
Par ailleurs, HO (¢) = HO(CX(X)) = HX(X) car TX(Y) est un espace
numérique de dimension 4 et la conjonction de (2) et (4) assure

(1) car

(5) gl x) < gd+2)
X

' .(d+1)‘: - (1)
(842 x0) <5 ™ (e) = 1] ()

Notons au passage que si 4 = 1, on a méme

(6) H,(X') < K (X).

Si (1) est une égalité, il en est de méme de (2) et (L), ce
qui assure (i) et (ii). Réciproquement, si I1'extension résiduelle est
séparable et si on.a (i), alors (4) est une égalité par (3.6) et
1'on & vu que (ii) implique que (2) est une égalité, ce qui ach&ve la
démonstration. Notons pour terminer que I%'on & un énoncé analogue méme
si x" n'est pas supposé fermé dans sa fibre, obtenu en considéranﬁlles
points fermés de 1l'adhérence de x' dans X; et en utilisant 1le

théoréme suivant.
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Théoréme 3.9. Soient x et y deux points d'un schéma noethérien X.,

On suppose que x € {y} = Y, que O

Y,x est de dimension d, et que QX,X

est universellement japonais (EGA IV 7.7). Alors on a

(1) n{" o0 > w4

X).

3.9.1. On peut supposer que X = Spec(gx,x). En considérant une chaine
maximale d'idéaux premiers emboités de QY,X' on peut supposer que 4 = 1,
(1'hypothése n'est pas détruite car un localisé d'anneau universellement
japonais en est un autre). L'inégalité a déjd &té démontré si Y est régu-
lier (3.1(1)), on va se ramener & ce cas en faisant une suite d'éclatements

dans X de centre le point fermé, ce qui, au bout d'un nombre fini de pas,

remplace Spec(g_Y y) par un schéma régulier (1.10), car O, est japo-
) ]

Y,y

nais, donc son normalisé est fini sur lui. A chaque pas, si X 41 €t

Y se déduisent de X et Y en éclatant le point fermé x_, alors
n+1 n n n
Yn+1 est lntégre de point générique Y41 et 11 existe un point X 41
de Yn+1 se projettant sur X, et 1'on a des isomorphismes
0 = 0 =..,.2 0 et

X,y X1,yi Xn’yn

H}({”(x) > H}:)(X]) >,..2 H}({;)(Xn)

et on conclut en prenant n assez grand pour que O, soit régulier,

Yn,x
. (1) s u(2)
ce qui assure que H_ (Xn) > Hy (Xn).

n n
3.9.2. Le théordme de semi~continuité (3.9) et le critére numérigue
(3.1), alis & Bennett, suffisent & &tablir l'existence d'une partition

finie de tout schéma noethérien excellent X, appelée stratification de

Samuel, telle que la relation d'édquivalence associée soit

i M > (a(x)) .
H (X) = H ,(X), avec H (X) = H (X) et a(x) = dim(x),
X X X X

et dont les classes d'équivalence sont localement fermées. Pour plus de

détails, voir la thése de Bennett parue aux Annals.
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§ 4. Théordme de stgbilité (Hironaka)

Je ne connais pas de preuve écrite de ce théoréme en car. p > O;
il est cependant clair que 1'on peut le déduire des résultats (beaucoup
plus précis) de Hironaka (J. M. Kyoto, 1970, p. 151-187). Par ailieurs,
H. Teissier et M. Lejeune en ont donné une preuve fort simple en géométrie
analytique complexe. Nous montrons comment la considération du falte d'un
cone permet d'étendre cette dernidre démonstration en surmontant les

difficultés dues aux phénoménes d'inséparabilité.

Théoréme 4.1. Soit P, :'Xn E— Xn—1’ n = 1, une suite de morphismes de

schémas et soit, pout chaque n 2 O, un point x G'an tels que
(a) X est un schéma noethérien et p : X ——> X . est
o] n n n-1
un éclatement permis pour n = 1,
(o) pn(xn) =x _,» 0 21, et x est fermé dans sa fibre,
autrement dit, l'extension résiduelle kh/kn-1 est algébrique finie. Soit
K un corps parfaiﬁ et soit, pour tout n = 0 un plongement a, kn-—€>K

tel que anl kn_1 =a 4 I1 existe un entier N tel que, pour n = N,

onait H (X )=8H (X .) et un isomorphisme de cones
X n X n—1
n n-1
n
(1) C, (Xn)xk K——>¢C, ()cn_1_)xk K.
n n n n~

4,1,1. Posons

(1) _ D,
(2) Hxn (Xn) = g an,pT s

alors, pour p fixé, on a une fonction & valeurs dans les entiers naturels

n —> 8,0 qui est décroissante d'aprés (3.8(1)), donc constante pour
2

n grend et par suite, il existe un entier N(p) tel que

(3) H ) (mod. Tp+1), pour n > N(p).
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Introduisons le cone tangent C = C_ (Xn) qui est fermé dans
n

1l'espace tangent T =T (Xn) done défini par un idéal homogéne I
de 1'algébre de polynomes Sn qui définit Tn, et le cone Cn(p) défini
dans Tn par 1'idéal J(p) engendré par les él1émentsde J qui sont

homogénes de degré < p. Soit encore Fn(p) le falte de Cn(p) et fn(p)

sa dimension. Nous montrerons plus bas (4.2) que (3) assure que
: > > .
(%) £.(@)>f ,(p), =n=>np)
I1 existe donc un entier M(p) = N(p) tel que l'on ait
= - R
(5) fn(p) fM(p)(p)’ pour n = M(p)

Nous montrerons plus bas (4.2), que ceci implique 1l'existence

d'un K-isomorphisme linéaire

(6) r : T

n
n,p n—1xkn_ K Tnxan, pour n > M(p),

1

qui identifie Cn(p)xan et Cn_1(p)xkn- K et par suite aussi Cn(q)xan

1
et Cn_1(q)xk K pour q < p, par définition méme des idéaux Jn(p).
n—-1

En posant

(7) T(p) ='TM(p)ka(p§’ C(p) = CM(P)ka(P)K, les rn’p, pour

M(p) < n < M(p+1), induisent, par extension des scalaires et composition,

des isomorphismes
(8) r(p) : T(p) —=> T(p+1) avec =r(p)(C(p)) D C(p+1).

En identifiant les T(p) gréce aux r(p), on en déduit une suite
décroissante de sous-schémas fermés d'un espace numérique sur le corps K,
qui est donc stationnaire. Autrement dit, il existe un entier 1 tel que

l'on ait

(9) H(C(po+k)) = H(C(po)) pour k > O.
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Il reste & montrer que C, =‘Ch(pb) pour nA>ﬁM(pd), ce qui prou-
vera & la fois la constance de H(Cﬁ) = er(Xn) pour n >=M(po) et I'exis-
tence de I'isomorphisme (k.1(1)) gréce & (6). Comme CﬁvClGh(pb) par
définition, on a HCCn) < H(dn(po)) = H(Q(pb)), et 1 suffit de prouver gque

pour taut: q;>~po, on a. .(1)(Cn) > H(1)(C(p6)) (mod.. Tq'1) par quoi. 1'on
entend 1'inégalité des coefficients de 7%  dans ces deux séries pour s < q.

Soit. m un entier, m > n, m > M(q). Alors om & ©
(1), (1) _ (1), R G PSRN & 5 U,
e ) =H (c) =1 7(c (a)) = H “(C(q)) =8 “(clp))

~ » s . w ., » 4 R S . .-
ol le signe = désigne 1'égalité mod. ks 1, dYol 1s: conelusion.

Proposition 4.2. Soit x un point dMum schéma noethérien X, soit

p:X'————X un éclatement de centre Y permis au point x et soit x!'

un point fermé de Xé = p-1(x). Soit un entier N = 1 tel que

(1) Hx(X) = Hx,(X') (mod. TN+T).
On a
(2) dim Fk(X)(N) > dim Fx,(x')(N)

o Fx(x}(N) est le falte de GX(X)(N), (I 6.8.2(3)). De plus, si (2)
est une égalité, si k' et k sont les corps résiduels des points x'
et x et si K est un corps parfait contenmant k%, on & un K-isomor-
phisme d'espaces numériques
. t N N (a0 T

(3) r.TX,(X,)xk,K-———~——€>~Tx(X)ka
qui induit un isomorphisme de cones

' n . . . r
(%) c . (X" (Mx ,kx ———> c_ (X)(M)x K.
h.2.1. Il suffit de trouver un isomorphisme (L), c'est & dire un isomor-

phisme entre les algébres graduées correspondantes, car ce dernier induit

un isomorphisme entre leurs composantes homogénes de degré 1 lequel induit
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un isomorphisme (3), qui & son tour induit 1'isomorphisme de cones dont
on est parti. Par localisation, complétion et en appliquant les théorémes
de Cohen, on peut supposer que X est un sous—schéma fermé d'un schéms
régulier Z et considérer 1'éclatement P:Z' —> Z de 7Z de cehtre
Y dont X' est un sous-schéma fermé (cela n'est pas indispensable mais
commode pour l'exposé). Comme dans la preuve de (3.8), dont (L4.2) n'est

qu'un raffinement, on introduit les cones

= ~ " - ' " oo oy '
(1) c CX(X)/TX(Y) CY(X)(X), c Cx k' , on pose X Xxxkk
et on introduit un point x" de X" se projettant sur x' et rationnel

sur k'. D'aprés (I 3.9), (3.5) et (3.7), on a

2 eV <8 <1l¥ e <5l em = 1w,

ol 4= dim Oy y+ En vertu de (4.2(1)), comme (1-T)*=1 +..., on en tire
(3) H,(X') = H}({?H)(XJ'{) (mod. TV'1)

(1) B, (X1) = B ,(x") (moa. TV ')

(5) ) (x7) = B (") (moa. ™),

Lemme 4.2.2. On a

(1) dim Fx,(x')(N)‘< dim Fx,(X;)(N)+d+1

et si (1) est une égalité, il existe un espace numérique A de dimension

d+1 et un K-isomorphisme de cones

(2) cx,(x')(N}xk,K-——3L—+> ¢, (X)) (F)x Kxh.

Puisgue X; = Zi N X' et que Zé est régulier de codimension 4+ 1
dans Z' qui est lui-méme régulier, la relation (4.2.1(3)) permet
d'appliquer le "critére numérique de transversalité tronqué" (I 6.9) qui

assure
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(3) c . (x)(MnT ,(21) = c_, (X)W,

qui entraine évidemment FX,(X')(N)F\TX,(Z;) C FX,(X;)(N) (Cela se

voit sur les foncteurs représentés sur les faites). Comme la dimension
dtun falte est le rang de l'espace vectoriel de ses points & valeurs dans
un corps parfait, par exemple K, on en tire (1) trivialement. Posons

C = Cx,(X')(vN)'xk,K, c' = CX,(X}'C)(N)xk,K, T = Tx,(Z')xk,K

T' = Tx,(Zi)xk,K en sorte que C' =C N T' et notons D et D' les
directrices de C et C'. Comme K est parfait D et D' sont les
schémas réduits sous—jacents aux faites F et F' de C et C' et si
(1) est une égalité, on a donc dim D = dim D' + 4 + 1, car la formation
du falte commute & 1l'extension du corps de base. Raisonnant comme dans

(I 6.9.3), on en déduit qu'il exite un espace numérique A de dimension
da+1, par exemple D/D', et un isomorphisme CxA s C', ce qui prouve

le lemme.

Lemme L.2.3. On a

(1) dim Fx,.(x;{)(N) < dim FX"(X’")(N)
et si (1) est une égalité, alors on a un isomorphisme
(2) c,, (X)) (W)x K —> C_o(X") (N)x, K.

On choisit un systéme de générateurs de l'extension finie k'/k, ce qui
' = ' = “ o0 ' ide
donne k ko/(p1,...,pr), kO k[X1, ’Xr] et 1'on consideére le

diagramme ci-dessous, oll, par définition, les carrés sont cartésiens

I
[,

prd /T\o Z"
(3) g b 1

O l
Spec (k )€— Spec (k <—— gpec(k').
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Puisque Zi = Proj(TY(Z)(x)) est lisse, z, est régulier et Z" est
régulier de codimension r dans Zo' Puisque X" = X N zZ" et que a

est lisse de dimension relative r, on a

() jvey = w{?) on
(L) B (Xx) = HXH(XO) < H, (x")

et,en vertu de (4.2.1(4)), on a donc

(5) Hoo(X) = B (X") (moa. T)

et puisque a est lisse & fibres de dimension r

(6) c, (X)) = ¢_y(X JW/T (e (x)).

3

Raisonnant comme plus haut pour le passage de XO a X", on en tire
(7) dim F_,(X))(N) = dim F_,(X )(N) - r < din F (X" (W),

ce qui prouve 1'inégalité (1). De plus, si (1) est une 8galité, il en
est de méme de (T); en posant

Co = Cx"(XO)(N)xk,K, c, = an(X")(N)x K, et ne notant D_ et D, les

k' 1

directrices de Co et C., on voit comme dans (I 6.9.3) que

~ 3 ! = ] ~ : ]
CO/D0 C1/D1. Si on pose C Cx,(XX)(N)xk,K et si on note D' sa
directrice, il résulteimmédiatement de (6) que C'/D' = Co/Do’ on en

tire alors

(8) c' = (c'/p')xd' = (C,/D,)xD, = C,,

car il est immédiat que D' et D1 ont méme dimension car ce sont les
espaces réduits sous-jacents aux falites de C' et C1. Le lecteur aura
noté que, ici comme plus haut, la difficulté tient au fait que C' n'est

pas nécessairement isomorphe & (C'/F')xF ol F' est le fafte de C'.

Lemme L4.2.4. Soit & un point de C", rationnel sur k' et se

projettant sur x" par le morphisme lisse (cone épointé)

(1) h:¢" - {0} — > X"
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et soit L la droite joignant O et E . Alors L est contenu dans

le faite de C"(N) et on a un isomorphisme
(2) C" (W) /L ——> C_,(X") (N).

Puisque h est lisse de fibre L - {0} au point £, on a un

isomorphisme canonique

(3) C_p(xXM)(N) =cC (C")(N)/Tg(L)

X" E

et il suffit donc de trouver un isomorphisme

(L) c"(N)/L —> Cg(C")(N)/TE(L)-

Nous avons donc besoin d'une amélioration du critére de plati-
tude normale d'un cone le long d'un sous-espace numérique (2.6). Soit
maintenant V un espace numérique sur k' contenant C" comme sous-

cone fermé, par exemple V = C"(1). On peut choisir les coordonnées telles

que V = Spec(S), S = k‘[11,X1,...,XS] s, & =1(1,0,...,0), en sorte que

gr (V) = k[ul [X], ery(V) = k[U,X], gr (V) = k[W,X], o0 W est 1la

P

forme initiale de w = u:;1. Soit J 1'idéal homdgéne de S qui défi-
nit 1'algdbre graduée G = S/J de C" et soient grL(Jgs), gro(J,S)
E(J’S) les idéaux des algdbres grL(G), ygro(G) et grE(G) dans
grL(V), grO(V) et grE(V). Considérons également le morphisme naturel

et gr

(5) t:grL('V) —9 grog'V)s k[ul} [z] m— k[ng] ’ uk——>0, Xi‘—éxif
Soit n 1le point générique de L. D'aprés (3.7), on a

Hil}(X") = HE(C") = Hﬁ1)(C") et en vertu de (4.2.1(5)), on a donc

+ . N P
N 1). Puisque la preuve du criteére numérique de

1" — (1) 1"
HO(C ) B (c") (mod. T
platitude normale procéde par récurrence (3.2.4), on voit que 1les
composantes homogénes de degré < N de grL(J,S) sont plates sur

QL =kful.
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En fait, en examinant un peu mieux (3.2.4) et la preuve du critére de
Hironaka (2.4.2), on voit méme que 1'idéal de gro(V) engendré par

t(grL(J,S)) coincide avec gr.(J,S) en degré < N. Il en résulte que

0

gro(J,S)(N) est engendré par des &léments £raeee,f  de degré ViseeeesV

de 1'image de t, c'est & dire des éléments f; € k[X]. Comme J = gr.(J,8)

0
(car C" = CO(C")), ona f. € J. Par ailleurs, (X) est précisément

1'idéal de L, on voit donc par (I 5.4(iv)) que L est contenu dans le

faite de C"(N) et que 1l'on a un isomorphisme naturel

(6) c"(N) /L ——> ¢ C, = Spec(k[X1/(£,5..00t ).

1° 1
Par ailleurs, les formes initiales des fi au point & ne sont autres

que les fi considérés comme éléments de gr, (V) = k[W,X]. Comme

2
vg(fi) = deg(fi) = v, <N, on a

(7) (25052, )er (V) C gr (3,8)(M),

3

Un calcul immédiat montre que les séries de Poincaré de ces deux idéaux

N+1 .
et comme ces deux idéaux sont engendrés par leurs

sont égales mod., T
é1léments de degré < N, ils sont égaux. Comme 1'idéal (z)grE(V) est
celui qui définit Tg(L) dans Tg(V), on en tire par (I 5.4 (iv)) que

Tg(L) est contenu dans le fafte de Cg(C")(N) et que 1l'on a un isomorphisme

(8) 'Cg(C")(N)/Tg(L) —>cC,.

On prouve le lemme en conjuguant (6) et (8).

4.2,5. Le preuve de (U4.2) est maintenant facile. Notons d'abord que 1l'on
. . ~ LU | " 2
a des isomorphismes CX(X) CxTX(X) et C Cx k (c /L)xk,L qui
induisent, par passage & K et troncature & l'ordre N un isomorphisme
v " ~ P
CX(X)(N)ka ———3> (N)/L)xk,KxKB, ol B est un espace numérique de

dimension dim TX(Y)-+dim L=d+1, d'ol, en vertu de (4.2.4) un isomorphisme
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(1) CX(X)(N)ka-——ﬁ——> C_n(X") (N)x, Ko B.

L'inégelité 3 démontrer entre les dimensions des faites résulte donc de (1)
et des 8galités qui figurent dans (4.2.2) et (L4.2.3). Si la premiére

est une égalité, il en est de méme des deux autres, d'ol des isomorphismes

5 ' r ' ~ "
(2) C (X (Mx K = C_, (X)) (M)x ,Kx A = C_\(X") (W)x, Kx, A
ol A est un espace numérique de dimension d + 1, d'oll la conclusion car

deux espaces numériques de méme dimension sont isomorphes!
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CHAPITRE IIT

Phénoménes spéciaux & la caractérisation p > O.

Tntroduction. Aucun résultat substantiel n'est démontré dans ce chapitre.

Le § 1 rassemble quelques résultats classiques que l'on trouve par exem-
ple dans T. Oda [15] et dans les notes de Hironaka & Oslo [ 10] . Ensuite,
on étudie un éclatement permis et deux points se projettant 1'un sur l'autre
avec méme série de Hilbert; en fait on se contente de citer la définition
des "groupes B" et le théoréme dlis & Hironaka [9] . On en tire quelques
conséquences simples sans autre ambition que de débroussailler la voie

pour une é&tude plus approfondie de la situation qui, & ma connaissance,

n's pas encore été menée & bien.

§ 1. Parties principales, opérateurs différentiels.

1.1. Parties principales.

Soit f:A ——> B un morphisme d'anneaux. Avec Grothendieck,

[EGA O, 16.3] , on introduit les morphismes

v

p1.
(1) ~A-—£—>Bp:;BﬂAB-——A—>B, p1(x) = xm1 ,p2(x) = 1ax, A(xBy) = xy.
2

et le noyau I de A. On appelle alors partie principale d'ordre n de

B sur A 1le quotient

(2) PY /= (BmAB)/In+1.

On convient d'en faire un B-module gréce 4 l'application p1:B —_—> BnAB

(c'est méme une B-algébre!) et l'on note dg/A le composé

D |
(3) B —=2 > BB, B _>ph

B/A®

Bien entendu, l'application dg/A est A-linaire mais elle n'est B-linéaire
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que dans des cas triviaux. Cette construction est compatible avec la loca-
lisation, autrement dit, si R et S sont des parties multiplicativement

stables de A et B telles que f(R) C S, le morphisme naturel

(%) PE, ——> P
B/A BS/AR

induit un isomorphisme

(5) (P2, ) —> PY

) , [EGA oO_, 16.k.15] .
B/A’S BS/AR v

1.2. Opérateurs différentiels. Conservons les notations de (1.1) et

introduisons une B-algdbre g:B ——> C. On appelle A-opérateur diffé-
rentiel d'ordre zéro de B dans C une application B-linéaire D:B—>Cj;

ce sont donc les homothéties
(1) h :B —> C, hc(b) = g(b)e, ¢ € C;

elles forment un C-module noté DiffO(B/A,C/B). On définit par récurrence
Diffn(B/A,C/B) comme 1'ensemble des applications A-linéaires D:B—>C

telles que, pour tout b € B, l'application
(2) 2d(b)D = [D,b] : B—>C, [D,b] (x) = D(bx) - g(b)D(x),

appartiennent & Diff _, (B/A,C/B).

Par cette définition, on arpar exemple

(3) | D€ Diff1(B/A,C/B) < Dxy = xDy + yDx - xyD(1),

ce qui conduit & introduire le noyau

(%) Diff;(B/A,c/B) de Diffn(B/A,C/B) —> ¢, D —> D(1),

en sorte que Diff:(B/A,C/B) est formé des A-dérivations de B dans C.

On fait de Diffn(B/A,C/B) un C-module en posant

(5) (eD)(b) = cD(b), ¢ € C, b € B.
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Comme D est A-linéaire, on a aussi
(6) (aD)(b) = D(ab), a € A, b €E B,

mais, par définition, les seuls opérateurs différentiels B-linéaires

sont d'ordre O. On pose

(7) Diff(B/A,C/B) = U Diffn(B/A,C/B)
' n=20

et on appelle ordre d'un opérateur différentiel le plus petit entier n
tel que D € Diffn, on le note souvent |D| . 81 h:iC—>C' est une

]
C~algébre et si B D > ¢ L5 ¢ sont des A-opérateurs différentiels,

alors D'D est un A-opérateur différentiel et 1l'on &
(8) [p'o] < || + for} ,
caer [D'D,b] = D'Db - D'DD + D'VD - BD'D = D'[D,b)} + [D',b] D,

ce qui donne la conclusion par récurrence sur Ip] et |D'| . 81

B=¢€ =C', on peut aussi former [ D,D']=DD' - D'D et 1l'on & de méme

(9) llp,p*1]| < |p} + |D'] - 1,
car
(10) [[p,0'1,5] = [D,[D',b]] -[D',[D,b]] (Jacobi).

Pour simplifier, lorsque B = C, on écrira
(11) Diffn(B/A),Diff+(B/A) et Diff(B/A)

au lieu de Diffn(B/A,B/B) etc...

Lemme 1.2.1. On a un isomorphisme de C-modules

n

(1) LinB(JPg/A, C) ——> Diff _(B/A,C/B), & > dody ;.

On peut invoquer [EGA IV 16.8.8] , ou procéder comme suit. Par

la propriété universelle du produit tensoriel de modules, pour toute
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application A-linéaire D:B—> C, il existe une unique application

D':Bm,B —> C telle que D(x) =D'(1mx) et telle que D'(zxmy) = z D'(xmy);

il suffit de prendre D'(xmy) = g(x)D(y). Par ailleurs, si D' correspond

& D, alors pour tout b € B,

(2) ad(b)D':BxAB—-———>C, ad(b)D'(xmy) = D' ({1zb ~ bal)xmzy)

correspond & ad(b)D = [D,b] . Or, par définition, dire que D € Diffn

- . - +
signifie que, pour tout (x1,...,xn+1) e g* 1, on &

(3) ad(x1)ad(x )...ad(x_,,)D = 0,

2

. + 2
puisque I° Vet engendré par les (1mx, - x m1)...(1xxn -x @),

1 1 +1 n+1
e e sns +
cecl signifie exactement que D' est nul sur In 1, donc que D' se fac-

torise en l'application 4 cPY, —>C que l'on cherche.
B/A

Lemme 1.2.2. Si p est un nombre premier tel que p =0 dansiB, alors,

pour tout b€ B et tout D € Diff(B/A,C/B), on &
(1) 2d (b*)D = ad(v)Pp.
si lDI < pr-1, on a, pour tout b € B
r
(2) ad(v® )D = 0,
r

donc D est A[Bp ] -1linéaire et en particulier

r
(3) piff , (B/A,C/B) = Diff (B/A[BF 1 ,B/C).
p -1 p -1

La formule (1) résulte de (1.2.1(2)) et de la formule du

binome dans BE,B; d'od (2) gréce 3 (1.2.1(3)), d'od (3).

Lemme 1.2.3. Soit P un id8al de B. Pour tout opérateur différentiel

D:B—> C, on a D(P") C gDl

On raisonne par récurrence sur n et |D| avec les conventions
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habituelles P =B si n<O0 et [D] =0 si |p] <o0.s8i xe ™,

on a X =Z yizi, ¥y € P, zs € Pn, donc
Dx =§ Dyizi => yiDZi +§ ' [D’yi] Z € P1+n—|D]+ Pn"(IDI"”’

d'od la conclusion.

Exemple 1.2.4. Si k est un anneau et S =k[X] , X = (Xi)’ i € E, est une

algebre de polynomes, l'isomorphisme naturel BmAB = k[X,X'] identifie

1'idéal I de la diagonale 3 celui qu'engendrent les (Xi - Xi), en sorte

que les (X' - _}g)A, A€ E(E), |A] < n, forment une base de ]Prsl/k comme

S-module. On & donc des opérateurs différentiels

(E) n
(1) DyiS——>85, A€, [a] < n, Dy = 2035 /1

. _— B - .
(2) dA.]Ps/k-———-> 5, 4,((X' - X)7) SA,B (symbole de Kronecker)

En posant U = X' - X, on voit que D,f est le coefficient de

HA dans le développement en U de f(X+U) , d'ol

(3) p, & = [F) & et £x+w =Y (p,n)(x)0".

Si E est fini, les D, de (1) forment donc une base de

Di_ffn(S/k). Si E est infini, comme le dual d'une somme directe est le

produit cé¥respondant, tout D €, Diffn( S/k) ‘s'écrit de manidre unique

(%) D =) x,Dys A€ I;I(E), [A| € n, x, € 8,

ol les X,

bien défini, car dg/k(f) =) fB(z(_' —X)B, ol seul un nombre fini de

peuvent &tre tous non nuls, ce qui n'emp&che pas Df d'&tre

fB' sont non nuls, ce qui fait que la somme

(5) Df =) xAdA(dg/kf) =Y A %,

A
a un sens. Remarque analogue pour un D€ Diffn(S/k,S'/S), oi 8' est

une S-algébre.
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Lemme 1.2.5. Soit K une k-algdbre et soit (xi), i € E, une famille

dtéléments de K telle que les dx, engendrent le K-module Q;/k'

Soit &; = § (x.) - j1(xi) € Ka K. Supposons qu'il existe des k-opérateurs

271
différentiels
(1) DK ——> K, A € E(E), IDA' < |a],
tels que
(2) D, (P = [J) £, ame w®),

Alors lgs classes dans :Pi/k des E%, A€ E(E), |A['< n,

forment une base du K-module Po et tout D € Diffn(K/k) s'éerit

K/k
de fagcon unique comme une somme (&éventuellement infinie)
(3) D=y c)Dps ¢, €K, AE g(E), |A] < n.

La seconde assertion est conséquence de la premiére. De plus,

1
K/

gendrent le K-module :Pﬁ/k' Pour montrer que ces &léments sont linéaire- .

ment indépendants, il suffira d'établir que, si 1l'on note QA :ZP§/k-—>-K

k? alors on a

puisque les dxi engendrent X? les classes des gﬁ, |A| < n, en-

n
A K/

dA(gé) =1 si A=B et O sinon. Or, ceci résulte de la formule du

1'application K-linéaire telle que D, = d,a

binome dans Kka qui nous assure que

OREE m— (012l 5 (02, ° (B)
d'ol
(s) 4,(8) =:5-:_—_ (-nleel e (3) DA(EC)

P maf S 1A

d'ol la conclusion.
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Exemple 1.2.6. Le lemme précédent va nous permettre de calculer les

opérateurs différentiels dans plusieurs cas.

(i) sik = Ep est-le corps premier de caractéristique p > O
et si (xi), i € E, est une p-base d'une extension K de k, on sait que les

et 1'on construit les opérateurs D pour IA[ <q_==pr

1
dxi engendrent QK/ A

k

en notant que Diffq_1(K/k) = Diffq_1(K/Kq)(1.2.2(3)) et que 1'on a un
isomorphisme K = qug]/(xg - xg), ol X = (Xi)’ i € E, sont des indéter-
minées. Alors, les D, € Diffq_1(Kq[gg]/Kq) de (1.2.4) s'annulent sur les

(Xg - xg) pour A # O, donc définissent des D G]Diffq_ (x/x%) qui satis-

A 1

font évidemment & la condition (1.2.5(2)) en vertu de (1.2.4(3)).

(ii) S8i k est un anneau et K = k[[X]] un anneau de série

formelles bati sur k, on pose

(1) D, e =Lz, () 2

qui est bien un opérateur différentiel d'ordre < |A| comme on voit gréce aux

relations de commutations é&videntes

D

B (B'} X' par-

(2) [D 9X]=—
A AT #0 A

Hélas, on ne peut appliquer (1.2.5) car les dxi n'engendrent pas Q;/k’
mais seulement le module séparé associé. On peut cependant déterminer
Diff(K/k) et méme Diff(K/Fp) si k est de caractéristique p > O

grace & (iii) et (1.2.8)(1.2.9), ce qui nous suffira.

(iii) Nous allons maintenant traiter le cas ou S = K[X], X = (Xi)’
i € E, avec pour K un corps de caractdristique p > O. On prend pour k
le corps premier Ep, et on choisit une p-base (ci), i€ F, de K. On a
alors une famille (ci’Xj) iE€F, jEE, d'éléments de S et il résulte de
la suite exacte

1 1 1

g S —> Q —> QS/K

(3) QK/k K 8/k >0

. 1
que les (dci, de) engendrent Qs/k'
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D'aprés (i), on a des opérateurs différentiels

b

(4) A i K——>K, AE E(F), lAAl = IA5

Or tout D€ Diffn(K/k) se prolonge en un D' E‘Diffn(s/k) en posant
(5) DI £xh =Y o(g)x"

D'aprds (1.2.4) ou (1.2.6(ii))suivant les cas, on a également les opé-
rateurs différentiels

(6) D, :5—>s,Ben’®

) -
: > [Ps] = [

d'oll les opérateurs différentiels d'ordre < |A| + |B|

(1) DDy = DBDA , AEN , BEN"/,

ce qui permet d'appliquer (1.2.5) car on a trivialement

@ e - ) () £

I1 en résulte que pour toute S-algébre S', tout D € Diffn(s/k,S'/S)

s'écrit de fagon unique

(9) D= d, . DWD_, 4, _ € 8'.
TTEI=, 2B KB CA,B

Tadao Oda & remarqué que 1'étude de groupe B de Hironaka (2.2.3)

est grandement facilitée lorsque 1l'on emploie le lemme de ''Taylor".

Lemme 1.2.7. Soit 8 = k[X] une algdbre de polynomes & un nombre fini
d'indéterminées X = (X1"'°’Xr) sur un corps k de caractéristique p>0.
Soit P un idéal premier de S. Soit F€ S et soit n un entier, les

conditions suivantes sont &quivalentes
. n
(S
(i) fe€P SP
(ii) pour tout D € Diffn_1(S/£p) on a Df € P.

1.2.7.1.(i) = (ii) résulte de (1.2.3) appliqué a 8, et PS, car, en

vertu de (1.1(5)), tout D€ Diffn_1(S/£p) est induit par un

D' € Diffn_1(SP/§p)..Pour prouver la réciproque,
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introduisons le localisé R = Sp» son idéal maximal m = PSp et son

complété pour la topologie m-adique noté P. Par le théoréme de Cohen,
il existe un corps de représentants F C § du corps résiduel K de R
et un systdme régulier de paramdtres (z1,...,zs) de R induisant un
isomorphisme F[[Ej}—zL—> ﬁ. D'aprés (1.2.6(ii)), on en déduit des

(
opérateurs différentiels DXE) tR—>R, AE ES. Introduisons de méme

(X)
D=

Dés) € Diff(k/zp) dont le prolongement & S = k[X] est noté de la méme

les € Diff(S/k), A € Er, une p-base (c) de k et les

fagon.

1.2.7.2. Notons 1:8 —>R 1le morphisme naturel. On a donc

i(r) =Y fAEA, A€ N®, £, €F. Pour towt BE N, on a

(z)( (£)) = (mod. mR); mais éz) ;S —>R est wn opérateur

différentiel d'ordre <[B| , on a donc d'aprés (1.2.6(9)),

(z) . . ple)y(X) c R
(1) Dg= ot = ACIBIEE de 0P DD » do p © e

Si ona (ii) pour tout BE Es tel que |B| < n, on a donc

-

Déﬁ)(i(f)) € mR, donc fj = 0, donc i(f) € g?R; Par définition de R,

on a donec f € E?R = p*

.81 1'on suppose de plus que f est additif, c'est & dire que

£=) CiXE , la condition (ii) équivaut 2

\ r.
(iii) n < inf (p .

c D
c, # O} et pour tout D lefn-1(k/£p)’ on a

Df € P.

En effet, (ii) = (iii) car il suffit de prouver que la premiére
assertion de (iii); or, pour tout i, il existe D € Diff(S/k), ID[
avec Df = c;o done c; =0 81 n> pr.. Inversement, si on a la premiére

condition de (iii), on a. Diz)(f) = 0 dads que |A]| < n, donc d'aprés

(1.2.6(9)), pour tout D € Diffn_1(S/£p), ona Df =) (C)(f),

w, €8, |A| <n-1, donc DfFE€ P siona (iii).
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Lemme 1.2.8. Soient A un anneau et R une A-algdbre qui est un

-~

anneau noethérien. Soit I un idéal de R, soit R le complété de R

pour la topologie I-adique et soit I= IR. L'application naturelle
(1) Diffm(R/A)—%Diffn(R/A, R/R), D—>D|R , est un isomorphisme s

Tout opérateur différentiel D € Diff(R/A) est continu car

-IDl, et comme 1'image de R est dense dans R, l'application (1)

D(1") c 1%
est injective. Inversement, si D € Diffn(R/A,R/R), il existe une unique

~ -~ ~

application additive et continue D :R—=>R telle que DIR = D, De plus,

- IDI. Pour montrer que D est un opérateur

o . . < . . “n+
différentiel d'ordre < n, il reste & volr que si (x1,...,xn+1) € Rn.1,

il est clair que D(In) c

-~ -~

D = 0, ou encore que, pour tout q, on & F(r) c 12,
a+|D|

alors F = adx,...adx
1 n+

i€ + . =8, +b. . € , €
Pour chaque i€[1, n+1] , on a X, = a, bl, a; R, b1 I

1
et

= ada1...adan+1D + S Fj’ ol chaque Fj est de la forme

F
F, = adc,...ade_,.D, ol, pour tout k€[ 1,n+1] , chaque ¢, est &gal &

J 1 n+i k

&y ol & bk avec cette restriction que, au moins, 1l'un des e est
. -~ -~ - + ~

égal & b, - On entire que F'j(Im)CIm ol +q+|D] done ,FJ.(R-) c1? en

vertu du fait que si G:R —=> R est une application additive telle que

- e . - - “m-s+* .
(™) ¢ T °, alors, pour tout y € I', adya(I™) ¢ I °'F. Par ailleurs,

ada ...adan 1D est nul car sa restriction & R 1'est car D est un opé-

1 +

rateur différentiel d'ordre<n, d'ol la conclusion.

Lemme 1.2.9. Sous les hypothéses de (1.2.7), pour tout DGEDiffn(S/EP,R/S),

il existe un unique D € Diffn(R/gp) tel que D|s = D.
En effet, les deux applications ci-dessous sont bijectives
. . . F R
lefn(R/gp)——9D1ffn(R/£p,R/R)——>D1ffn(s/=p, /s)

la premidre en vertu du lemme précédent et la seconde en vertu de (1.2(5))

et (1.2.1).
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§ 2. Les groupes de Hironaka ([8].

2.1. Soit V un espace numérique sur un corps k, donc V = Spéc(s),
S =k[X], et soit & un point de P = Proj(S). Soit encore

T:V! ——> P, avec V' =V - {0}, le morphisme lisse habituel (cone
projettant épointé) et soit x € V' tel que w(x) = &. Il existe TE€E 5,
(variable d'homogénéité) qui n'est pas nul au point £ et pour &tre sir
que x soit rationnel sur &, il suffit d'imposer que T-1 soit nul

au point x. Soit encore m (resp. M) 1'idéal premier (resp. premier homo-

géne) de S correspondant & x (resp. £).

Lemme 2.2, Soit F € S,» soit f = F/T" et soit m un entier. Les

conditions suivantes sont équivalentes

. . m
> ! 3 €
(i) vx(F) >m (c'est & dire FEm ,x)

(ii) vg(f’) 2m (c'est & dire f € n;;l’g)

2.2.1. Soit W 1l'hypersurface de V d'Bquation F=0 et soit Q 1l'hyper-
surface de P d'équation F=0. Le morphisme 7 induit un morphisme lisse

W'=W - {0} —> Q et par suite (i) < (ii) en vertu de (II 3.h4).

Corollaire 2.2.2. Si F € Sn, on a

B B

n
= < n.
(1) vx(F) vg(F/T Yy <n
En effet, si F=§ FXA,F €Ek,et F_#0,0onaDF=F_#0
A—- A B B B
et comme Dy : S —> S est un opérateur différentiel d'ordre |B| = n,
(1.2.4), si FE€ 2n+1 dalors F_=D Fegnﬂ_n, (1.2.3) ce qui est idiot.

2.2.3. Pour chague entier n, on pose

. n - . n
(1) Ug,n = {FE€s_ I vg(F/T ) = n} = {FE Sn|F€z_n_V’x}

2) UE='@ u

n=0 &.n
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I1 est clair que U_ est une sous-algdbre graduée de S et par ailleurs,

g

elle satisfait 3 la condition de (I 5.4.3), autrement dit, si F € Ug n
9

alors pour tout multi-indice A tel que |A| <n onaDFEU .
L

En effet, l'application D, est un opérateur différentiel d'ordre

A

|A|. I1 en résulte que U, est 1l'algébre des invariants d'un sous-groupe

g

Bg de V que l'on appelle le groupe de Hironaka attaché au point £.

D'aprés (1), on peut aussi le décrire comme attaché & un point quelcongue

de V se projettant sur & et nous adopterons souvent ce point de vue.

2.2.4, D'aprds les résultats de (I 5), 1'algdbre U_ est engendrée par

g
des polynomés additifs homogénes SiseresS, (donc des formes linéaires en
caractéristique 0), que 1l'on peut supposer rangés par degrés croissants
et algébriquement indépendants sur k, ce qu'on écrit Ug = k[s] et 1'on
a BE = Spec(S/(s)S). De plus, pour qu'un sous-cone C de V d'idéal
homogéne I soit invariant par BE (i.e. BE contenu dans le faite de
C), il faut et il suffit que I = (I N k[s])S, autrement dit que I soit

engendré par des éléments de k[s], homogénes pour la graduation induite

par celle de S (I 5.4 (iv)).

2.2.5. Soit x€V'CV, ol V et V' sont deux espaces numériques. On
a alors deux groupes de Hironaka BX(V') et BX(V), nous allons voir

qu'ils sont égaux. En effet, on peut supposer que V = Spec(k[X,Y]) et

que (Y) est 1'idéal de V' dans V, ce qui met en évidence le fait que
les Y. appartiennent & Ux(V), done V' D BX(V). L'algébre des invariants
de BX(V) dans V' est done k[X] n UX(V), elle est égale & celle de
BX(V').comme on voit en utilisant le fait que l'inelusion V' —>V
admet une rétraction et en revenant & la définition (2.2.3(1)), d'old

ce point.

Par ailleurs, un cone C = Spec G, ol G est une algdbre graduée
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sur un corps k engrendrée par G1, est plong€ de manidre naturelle dans
V' = Spec k[G1] et tout plongement de C dans un espace numérique V
est induit par l'inclusion naturelle V' ——> V. Comme le faite FC de

C ne dépend pas non plus du plongement choisi, 1'&noncé ci-dessous peut

se formuler intrinséquement BX(V') C FC.

Théoréme 2.3. Soient V un espace numérique sur un corps, V = Spec(S),

S=k[X] , soit x€ V, x # 0, et soit C un sous-cone fermé de V. Soit

encore t = dim({x}). On a H(t+1)(

o c) < H(1)(C) et si on a égalité, alors

le groupe Bx est contenu dans le faite de C.
Ce théoréme, ou plutdt le corollaire (2.4) qui, nous le verrons,
lui est trivialement équivalent, est dfi & Hironaka, c'est le théoréme

IV de [9]. Nous 1'admettrons; notons toutefois qu'il est évident si 1'idé-

al de C dans V est principal.

Corollaire 2.4. Soit X wun schéma localement noethérien et soit f:X'—> X

un éclatement permis de centre Y. Soit x' € X' et soit x = f(x').

Soit t 1le degré de transcendsnce de 1l'extension résiduelle k(x')/k(x).

Y(X)(x), en sorte que la fibre X; = f-1(x)
(

. + . 2 ., 2
‘n'est autre que Proj(C). On a Hx? 1) < Hi1)(X) et si on a égalité, alors

Soit encore C = Cx(X)/Tx(Y) =

B+ est contenu dans le falte de C.

2.4.1. Montrons comment le corollaire résulte du théoréme et laissons
au lecteur le soin de déduire le théoréme du corollaire en faisant éclater

le sommet du cone. Soit 4 = dim , soit E 1'adhérence de x' dans

QY,X'

X; et soit x" un point fermé de E, on a :

(1) H(t”)(x') < glt+1+at+)

(1|d|1)
X') < H
x! x' (X)

, (1+4a) _ (1)
ot .(Xx) <H (c) = H (x),

0

ol la premidre inégalité vient du fait que X; s'obtient en annulant
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d+1 &quations dans X'(II 3.8.1), ol 1la seconde est le théoréme de
semi-continuité (II 3.9), ol la troisidme est (II 3.7) et ol 1'égalité

est conséquence du critére numérique de platitude normale. De plus, si

(t+1)

l'ona H, ’'(X')= Hi1)(X), alors on peut appliquer le théordme (2.3)

X

-~

i l'espace numérique Tx(x)/Tx(Y)’ au cone C = cx<X)/Tx(Y) et & un
point de C se projettant sur le point x' de X; = Proj(c), ce qui

donne la conclusion.

Corollaire 2.5. Sous les hypoth&ses de (2.3), soit encore FC 1le falte

de C. Les conditions suivantes sont &quivalentes
(1) 50 = 5o
(1) 1" (ro) = m(re)
(iii) B, C FC.

2.5.1. Nous venons de voir que (i) = (iii). De plus, si on note respec-

tivement UFC

(iii) signifie que UFC C U. Or il existe des polynomes additifs homogénes

et U 1les algdbres d'invariants de FC et de Bx’ alors

SyseeesS, tels que e = codim(FC,V) et Upe = k{s]. Si ona (iii), on a

évidemment vx(s9¥=deg(si) et d'aprds le lemme de Bennett (I.3.9), on a
( H
(1) 1wy s T T L2) g (v)
X . 1-T b'd
1€i<e
or on a évidemment
4
(2) 1{®)(pe) = ] U2 7). gv),
. 1-T
1€<i<e
d'oll 1'on tire Hie)(FC) > H(e)(FC)HX(V)/H(V) = 1) (7c) et comme
on a 1'inégalité inverse par le lemme de semi-continuité, on a &galité,
donc (iii) = (ii). Bien entendu, (ii) = (iii), comme on voit en appli-

quant (2.3) au cone FC.
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2.5.2. Il reste 3 prouver que (ii) + (iii) = (i). Pour cela, introduisons

1'idéal premier m du point x de V, le localisé R = Sy, et les filtrations

(1) st=(s,)" &= s.sh
o " hEwe ,[A>n
"y - "o 1"
(2) R'=wR o Rp= (5,
a1' € q. = . = +o..t .
ol 1'on & posé q. deg(sl) et Aq A1q1 Aeqe

On a donc Sﬁ D S; et, puisque vx(si) =q; (en vertu de (iii)), on a
aussi R;' D Rg. Désignons par le méme symbole souligné les anneaux gradués
associés 4 ces anneaux filtrés. Pour chaque entier n = O, on a une filtration

(S+)—bonne sur §; et une filtration m-bonne sur Rg
"yt = 1" N 1 1"y = " N "y
(3) (sp)y = Im(syns!', ) (R)' = Im(R" "R )
et comme dans (IT 3.2.4%), on a
1y = . LAY
() 5 H(S') =) T H((§n) )
(5) H (V) = E@R"') =) TH((R")").

i
=
#

Puisque (s) est une suite régulidre dans S, on a

(6) §‘n". = IA@(ISI/(—S-)S).ZA; z =(Z1 ’...’ze)’zi = C1(Si)g

en particulier, §; est libre sur (8/(s)S) = D, [algébre affine du groupe

S") et comme les
=n’'m

FC], et son rang est noté r(§;). Bien siir, on a Bn =

filtrations (3) sont bonnes, on en déduit

(1) 71

s <5 Vg = (g 1 wo)
@ ey <5 Ve =1 = renel o).

En multipliant (7) et (8) par T et en faisant la somme on
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trouve donc

(9) (V) ) T r(s" ) H( )(FC)

(1) n_emy (1)
(10) H (v) < § T r(§n) H (FC).

Mais on a évidemment
(11) > (gl = ] BEE
1€<i<e

car c'est la série de Hilbert-Samuel d'une algébre de polynomes et
aussi

(1) (1) 4
(12) B O(FC) =L (V). | [ (1-T )

0 0 .

1<i<e

car les s; forment une suite régulidre dans S. Donc (9) est une

égalité, donc aussi (7), pour tout n, ce qui donne
(13) (") = (s,)"s".
“n'm +° =

En vertu de (ii), puisque (9) est une 8galité, il en est de méme de (10),

(multiplier par (1-T)t), donc aussi de (8) pour tout n, d'ol

(14) (R")"' = mpR"

_.._n

2.5.3. Nous n'avons encore rien dit de C. Introduisons 1'idéal homogéne
J de C dans V, l'anneau A = S/J et les localisés K = Jm ‘et B = Am.
On munit J (resp. A) des filtrations induites par (resp. quotient de)
celles de (2.5.2(1)), d'od des modules filtrés J', J", A', A" dont les

gradués sont désignés par les mémes symboles soulignés, et des filtrations

sur J" et A"
~n =n

LLATE B "nq 1y - "n'
(1) (J ) Im(J Jn+m) (én)m Im(An An+m).

De plus, on a

Moy "y " - Wan
(2) (s,)7gy € (22 < (80)) = (8,)787.

'
m
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En fait, nous allons voir que A" est plat sur (S/(s)S), d'ol il résulte
immédiatement que les extrémes de (2) sont égaux, d'oll 1l'on déduit comme

dans (I 3.2.3) que

Mo _ "y
(3) mA = (AM)Y
d'ol 1l'on tire
(%) Hy(C) = B(A') =3 TUR((A")') =3 Tr(ah).H (FC) ,
ol r(é;) désigne le rang du module libre é; sur 1l'anneau affine

S/(s)S du groupe FC. Un raisonnement tout analogue faisant intervenir
les localisés K et B de J et A et les filtrations induites et

quotients de celle de (2.5.2(2)), nous donne

(5) H (C) = H(B"') =) TOR((B")"') =) T"r(8").H _(FC),
X = - = =’ ""x
et la condition (ii) nous donne (i) qu'il fallait démontrer.

2.5.4. Il reste & prouver que A" est plat sur S/(s)S. Or FC est

le faite de C, donc 1'idéal J de C dans V est engendré par

H=JNk[s], car k[s] est 1'algébre des invariants de FC dans V.

Mais le morphisme d'inclusion k[s]—> S est plat, d'ol il résulte
" o ‘ = >

que A gr(i)(S/J) gr(i)(k[g]/H) 8 k(5] (s/(s)s), ce qui donne 1la

conclusion.

Remarque 2.6. Appelons strate de Samuel du sommet d'un cone C 1'ensem-

ble des x € C tels que H(C) = Hé—t)(c), t = dim(Tx}), ce qui
signifie aussi Hx(c)/HO(C) = HX(V)/HO(V), ol V est un espace numé-

rique contenant C comme sous-cone fermé. Nous venons de prouver que

1la strate de Samuel du sommet de C est aussi celle du sommet de son

falte et que x appartient & la strate de Samuel de Bx’ ol Bx est

le groupe de Hironaka attaché au point x de V. Pour l'instant, 1la
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strate d@e Samuel n'est qu'une partie de C, on pourrait prouver gu'elle
est fermBe en utilisant les r&sultats de (II 4), mais nous mllons voir

mieux, c'est 1l'ensemble sous—jacent & un sous—groupe IF de F.

k[X], un espace nunérique sur un

Scholie 2.7. Soit V = Spec(S), S

corps k, soit F un falte dans V {sous—cone Fermé qui est aussi un
sous-groupe) et soit U 1'algébre des invarients de F, c'est & dire
1'anmeau affine du quotient V/F. On sait que U détermine F -car 'U‘ /S
est 1'idéal de F dans V. Par ailleurs, soit .Ii.n., n =2 0, le k—espace
vectoriel des polynomes additifs homogénes de degré n et soit

L= @ Ln; L =0 si m n'est pas une puissance @e 1l'exposant caracté-

\ A
n=20
ristique p @e k. Si 1l'on introduit 1"endomorphisme

(1) £:8 —> 8, £(x) = £,

et l'anneau usuel k[f] olU fa = .ap‘;‘., a€ k, alors L est un Kk[f]-module

3 gauche : c'est le module de Dieudonné de V. (ef.[5] o2 [15]) de plus,
M=UNTIL est le module de Dieudomné du groupe quotient V/F, on=a U= k[M],
et par suite, M <détermine F. Dans ce qui suit, on fait agir sur S 1les
opérateurs différentiels de %k (relatifs au corps premier .gp) en les fai-
sant agir sur les coefficients. 81 T€ L.n’ les seuls opérateurs différen-
tiels de S d'ordre < n qui n'anmilent pas f sont des combinaisons
linéaires 8 coefficients dans S d'opérateurs différentiels provenant

de k.

Proposition 2.8. Sous les hypothéses de (2.7), 81 Xk est un corps de

caractéristique p > O, il existe’un falte EIF tel que

(1) 1la sous-algébre IU &e B engendrée par les DF,

fe€M =1 NL,D € .Di»ffn_1’(';-:k), est 1'algdbre des invariants de I F;



I1I-19

(ii) 1l'espace vectoriel IM = 655 ZM , ol
n=0

(1) = (pf|f €M , D EDirr . (k))

est le module de Dieudonné du groupe quotient V/IF

(iii) si (s1,...,se) sont des polynomes homogénes additifs de
degrés Qyseeesdy qui engendrent U, alors les Dsi, D€ Diffq _1(k),
i
engendrent 1'algébre IU et le k[ f]-module IM;

(iv) 1'ensemble sous-jacent & IF est l'ensemble des x € F

dim{x}.

tels que H}({t(x))(F) = HO(F), ol t(x)

2.8.1. Soit (Xi’ i € I) une p-base de k sur le corps premier E_ et

=p
(1)

soit A€ N7, Je dis que 1'on a

(2) (0E)a)? = D‘-’&)(a ), 8 € k.

En effet, si q=7p est tel que [AI <q, on a

(3) a = Z: aB;gB, ag € x4,

(R) F

G) =2 (ear (F)er)

G
~~~
P %
‘Td
1 1}
o 0@
B w

i

(x) I <PE (car of € xP9),

() .
pz(a).

I1 en résulte que pour tout s € S, on a
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On en déduit que si A € E(I) on &

(5) DQX) =0 si p'fa
=vj?Dé£), si A=p'B, B e.g(I)

En effet, le second cas résulte de (4) et le premier tient a
t
(6) D»!(Xﬁ)(ap ) =0 si pt # A, a €k,

qui se démontre en écrivant A = ptB-FC, avec C, < pt pour 1€ I, d'ou
t t

% % |
D,(a® ) =D,(D, (aF)) = DC(DB(a)p ) = D (a)P D,(1) = 0. T1 résulte de (1)

A t

P B
que IM est un sous-k[ f]-module gradué de L; en effet, si s € Mn et si

€ . Ve D .
D € Diff _,(k), alors fDs = D'fs, avec D lefpn_p(k) Diff (k),

-1
done fDs € an car fs € an. Par la théorie de Dieudonné, il existe done
un unique sous~groupe IF de V tel que IM soit le module de Dieudonné
de V/IF. Par ailleurs, l'algdbre des invariants de ZIF é&tant engendrée par

IM qui est un sous-espace vectoriel gradué de L; il est clair que IF est

saussi un cone, donc un falte et qu'il satisfait aux conditions (i) et (ii).

2.8.2. Pour prouver que IF satisfait & (iii), il suffit de prouver que le
k[f]-module M' engendré par les Ds,, D€ Diffq _T(k); est égal & IM, On
e évidemment M' C IM et il reste & prouver que, pour tout s € Mn’ n= pu,

n/q.
et tout D € Diffn_1(k), ona Ds€M.Orona s = m. s, 1 m, €k,

et en particulier m, = 0 si n< a4

On a donc
n/qi n/qi
Ds = E miD(si ) + § ‘ [D’mi] s; .
Puisque I[D,mi]] < |p| - 1, en raisonnant par récurrence sur ID| , i1 suffit

q.
Yy, ID| < n, appartiennent & M'. Par linfarité, on

peut supposer que D = DXE), A€ E(I); et 1'on conclut par (2.8.1(5)).

n
de prouver que les D(si
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2.8.3. Il reste & prouver que l'ensemble sous-jacent & IF est la
strate de Samuel du sommet de F. D'aprés (2.6), pour qu'un point x

‘de V appartienne & la strate de Samuel de F, il faut et il suffit que
l'on ait u_ D Up ou UX est 1'algébre de Hironaka du point x. Par
définition de Ux’ si Sqseses8y sont des polynomes additifs homogénes
qui engendrent Ugs cela signifie que Vk(si) = deg(si) =q;. Par le

lemme de Taylor (1.2.7), cela signifie que les Ds., D € Diffq (k), sont

=1
i
nuls au point x, ce qui signifie que x € IF, d'ol la conclusion.

Remarque 2.9. Si C est un cone, on dira que le groupe IFC attaché

par (2.8) au faite FC de C est la strate de Samuel de - C. C'est
donc un schéma = et pas seulement un ensemble et IFC n'est pas néces-

sairement réduit; mais comme c'est un faite, IFC est absolument irréduc-

tible. Puisque (2.8) décrit IFC & partir de FC, il est utile de

savoir aussi décrire FC & partir d'équations bien choisies de C.

Proposition 2.10 Soit V = Spec(S), S = k[X1,...,Xr], un espace numé-
rique sur un corps k et soit C = Spec(S/J) un cone dans V.

Soient £iseeesf des é1éments homogdnes de J de degrds n(1),...,n(m)

tels que

(a) n(1)<n(2) <...<n(m

(b) 1les f, engendrent J

(c) £, est normelisé par rapport i 1'idéal (f1,...,fi_1)s.
Alors

(i) si A€ exp(J) et |A] < n(i), on a D,f. = O, done
(1) £(X+X') - £, (X') = ) DAfi.gA..

0< |A] < n(i), A & exp(J)

(i1) 1les Dyf:s O < |A] < n(i) appartiennent & 1'algdbre

des invariants U du faite FC de C et l'engendrent; ils engendrent

aussi 1'idéal K du faite FC de C.
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2.10.1. On appelle exposant d'un polynome homogéne f 1le plus grand indice
pour l'ordre lexicographique tel que le coefficient du monome correspondant
soit non nul, on le note exp(f). L'exposant d'un idéal homogéne H est
1l'ensemble exp{H) C Er des expésants de ses éléments homogeénes non nuls.

I1 est immédiat que les classes dans S/H des zé, A€ Er, A€ exp(H)
forment une base du k—espace vectoriel S/H. La projection w:S —> S/H
admet donc une section k-linéaire v:S/H ——> S. On diﬁ que f € Sn

est normalisé par rapport & H si f = vr(f); si f = E::::: fAzé, ceci
signifie que f, = 0 si A € exp(H). Prouvons maintenant (i), ol

A

D, désigne comme toujours lopérateur différentiel de (1.2.4). Si

_ B
£.=) £ ks ona
A+B) B
= E X .
Doty fi a+B (A =

B €&

=
>

Si |A| < n(i) et si A€ exp(J), en vertude (a) et (b) on &

A€ exp(f1,...,fi_1)s, donc A+B € exp(f1,...,fi_1)s, done f. = 0,

1,A+B

donc DAfi = 0. La formule (1) n'est autre que la formule de définition

des DA’ compte tenu du fait que fi est homogéne.

2.10.1 Identifions S@kS & k[X,X1 et notons Ei la classe dans

S@k(S/J) de Xi. Puisque les EA, A & exp(J) forment une k~base de S/J,

les EA, A & exp(J) forment une base du S-module S@k(S/J) et d'aprés

(2) (£ (X + X)) = ct(f (X +X') - £,(X") =) D,f. €
Aen(i), A & exp(J)

~

ol ‘c¢1 désigne la classe dans S@k(S/J). Puisque les fi engendrent J,

d'aprés (I 5.3.1), on sait donec que les D,

engendrent 1'idéal K. Montrons maintenant que pour i fixé&, les DAfi’

%,Ml<ﬂﬂ,1<i<m

|A] < n(i), appartiennent 3 1'algdbre des invariants U de FC. Soit

Ci le cone d'équations fi = 0, soit FCi son faite, K, 1'idéal de celui-ci
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et Ui son algdbre d'invariants. D'aprés ce qu'on vient de voir, les

D,f.s |A] < n(i), i fixé, engendrent K., donc K. C K. Par ailleurs,

puisque 1'idéal de C; est principal, il est immédiat que f. € Ui cu
et enfin, puisque U est stable par dérivation (I 5.4.3 ,5.5), les
D,fss |A]| < n(i), appartiennent & U. Soit U' 1la sous-algdbre graduée
de U qu'ils engendrent. On vient de voir que U;S = K et l'on sait que
U,S = K. Par fidéle platitude de S sur U, on a donc Uju =0, d'ou

l'on déduit par récurrence sur le degré que U' = U, d'ol la conclusion.

Remarque 2.11. A tout faite F d'un espace numérique V, on a donc

associé deux faftes IF et BF, o IF est la strate de Samuel de F

et ol BF est le groupe de -‘Hironaka du point générique de F. Ces
opérations conservent les inclusions : pour IF, cela résulte de (2.8(ii))
et pour BF, cela résulte du fait que si x est spécialisation de vy,
alors Uy c Ux’ donc By ) Bx. De plus, d'aprés (2.3), on a BLFCF

et d'aprés 1'implicetion (iii) = (ii) de (2.5) ona x€ I BF, ol

x est le point générique de F, car
(t) ooy
(1) H''(B) = By(B).
En résumé on a des immersions fermées
(2) IFCBIFCF, |F|CIBFCBF

avec le commentaire &vident qu'un groupe de Hironaka H est le groupe

de Hironska du point générique x de sa strate de Samuel [ comme dit

ODA [15], << x is the most generic point such that H = Bx>>] et aussi

que F est un groupe de Hironaka si, et seulement si, ona BIF =F.

Le module de Dieudonné IM de V/IF est décrit a partir du module
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de Dieudonné M de F par (2.8(1)) : M= 63;>2Mn avec
= € € Di .
(3) IM = { Df | £ M, D lefn_1(k)}.

je dis que le module de Dieudonné BM de V/BF est décrit par

B = BM _ avec

n=0 n
(%) o= { £f€1L | pour tout D€ Diffn_1(k), Df €E RM} ol
RM = <EE> RM_ avec

n=0 &

. . r

. 3 e E .
(5) BMn { s Ln il existe r avec fs €M r}

np
Notons d'abord que RM est un sous-k[ f£] -module de L et que L/BM

s'obtient an débarassant le module de Dieudonné L/M de F de sa
(f)-torsion et correspond donc & un sous-faite RF de F. Il est clair
que F et RF ont méme espace sous-jacent. De plus, RF est le plus

petit sous-falte de F ayant méme espace sous-jacent. En effet, si F'

est un sous-faite de F ayant méme espace sous-jacent, on a une suite

exacte de modules de Dieudonné

0 ——> D(F/F') —> D(F) > D(F') —> 0

et D(F/F') est de (f)-torsion car F/F' est de dimension O. Il
résulte de ceci Que si P est 1'idéal premier de S correspondant au point

générique x de F, on a
(6) PNL =RM.,
n =n

En effet, on a BMn CP car x € RF et inversement, tout polynome additif

s€PNL définit un faite dont 1l'intersection avec RF contient x,

donc aussi l'ensemble sous-jacent & F , ce qui assure que cette inter-

section est RF, ce qui assure s € RM . La formule (k) est maintenannt

évidente. En effet, BM =U NL ={s €L | v (s) = n} , par le lemme de
=n X n n X

Taylor (1.2.7), on a donc o= {s € L ' pour tout D € Diffn_1(k), Ds € P}.

ce qui prouve (4) gréce & (6).
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Pour terminer, notons que par définition de l'slgébre des invariants d'un

groupe de Hironaka, on a évidemment
(7) RM = M

si M est le module de Dieudonné de V/F ou F est un groupe de

Hironaka. Par ailleurs, nous avons noté que pour qu'un faite F soit un

groupe de Hironaks il faut et il suffit que BIF = F, ce qui s'éerit

ici
(8) BIM = M

ol M est le module de Dieudonné de V/F, compte tenu des formules

(3) (4) (5), on retrouve la caractérisation de ODA[ 15] . On notera que

ODA 1'obtient directement alors qu'ici elle résulte de 1l'inclusion
BIFCC qui s'appuie sur le théoréme de Hironaka (2.3) que nous
n'avons pas démqntré. Cependant, nous donnerons ailleurs une démonstration
simple de (2.3) Dasée sur des arguments de calcul différentiel, ce qui
fondera les résultats de ce paragraphe. En attendant, le lecteur se

reportera & [9], et [15].

Exemple 2.12. Nous donnons ici un exemple de groupe de Hironska F

de dimension 7 tel que l'on ait des inclusions strictes

0= IIFCILTFCIFCTF et qui n'a pas de points rationnels.
Réerivons cette suite 0 CHC GCF et notons n, vy et ¢ les points
génériques de H, G et F. On voit que le cone tangent & F au point
n  est lui-méme un faite, ce qui contredit une conjecture que j'avais
hasardée, & savoir que si x est un point d'un cone tel que

H;(X)(c) = H,(C) et coain(F (C), T (C)) = codim(F,(C), To(C)), alors

x appartient au groupe engendré par lespoints rationnels de FC = FO(C).

Le probléme de trouver des invariants numériques d'un cone
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qui assure qu'un point x appartient au groupe engendré par les points
rationnels de son faite est donc ouvert. Bien entendu, en caractéristique
nulle, la fonction de Hilbert—Samuel suffit. Venons & l'exemple. On

considére un corps k de caractéristique 2 et 8y 855 8 € kx tels

2 3
2,b3) :k] =8, ou bi est une racine carrée de a; et le

faite F de l'espace numérique V de dimension 8 d'équation

que [ k(b1,b

2 2 2 2 2 2 2 2
= + = + + + + +
(1 f XO a1X1 a2X2 a3X3 a1a2X12 a2a3X23 a3a1X31 a1a2a3X123

Si 1'on note D. 1la dérivation par rapport a a;, on voit que les équations

H=ZIF sont f et

.2 2 2 2
D1f = X1 + a2X12 + a3X31 + a2a3X123
2 2 2 2
= +
(2) Dpf = Xp + 83¥o3 + 81Xqp + 838X 03

_ w2 2 2 2
D3f = X3 + a1X31 + 32X23 + a1a2X123

ol l'on peut évidemment remplacer f par

2 2 2 2
= - = + + + .
(3) fo f E aiDif XO a1a2X12 a2a3X23 a3a1x31

On reconnait alors que G est le groupe de Hironaka que ODA appelle
de type (4.4)[ 15] . Nous laissons au lecteur le soin de prouver que
F =BG, en utilisant (2.11(4)). Le groupe H = I IF s'obtient alors
en ajoutant & (2) et (3) les équations

2 2

D DT = Xy + 83X g
> >
(4) DD = Xon + 81X g
2 2
= +
DDE = Xo, + 8o

ou encore en conjuguant (2) , (L) et
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2 2
_2 - = +
(5) f a; D f-z alaJD DJf XO a1a2a3X123

La strate de Samuel de H s'obtient en annulant en plus D D D3f = X123,

d'ol il résulte qu'elle est réduite & ltorigine. Par suite, H n'est pas
un groupe de Hironaka car le groupe de Hironaka de zéro est zéro. Pour

étudier F au point n , on note d'abord que X, .. (n) # 0, et les

123

équations (U4) nous donnent trois éléments de M = Wy o
]
(6) u.. = D.D.f

qui forment évidemment un début de systéme régulier de paramétres.

Comme

_ 2
D,f(n) = a,8,8.%,,5(n)"/a,

on a par exemple

D,2(n) = X o(m) 2Ky (057X, 5y (M)

12 123

Comme D,f € M2, on en d&duit

(7) uy = XXy ¥ X X €M

2

utilisant (5), on trouve que

de méme u et u3 par permutation circulaire et de fagon analogue en

w2
(8) Uy = XoXiog * Xio¥pq¥gy € M

et en fait (uo,u1,u2,u3,u12,u23,u31)

est un systéme de paramétres de QV n’ Un calcul facile
]

donne

2 2 2 2
= + +
(9) X123f Yo * (a1u1 * goto a3u3)X123 u12u23u31

On voit donc que la forme initiale de f au point n est un polynome

additif (c'est méme un carré) comme on l'avait annoncé.
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En outre, on trouvera dans (1) une bibliographie plus compléte des travaux

plus anciens.
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