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I - INTRODUCTION

La théorie.des problémes aux limites a été particulidre=-
lment développée dans les espaces de Sobolev 3 nous allons en
étudier guelques aspects dans cette série d'exposés,

Avant de poser les problémes avec rigueur, nous faisons

quelques rappels trés brefs sur les espaces de Sabalev.

l. Les espaces de Sobolev :

Commengons par quelgues notations.

U est un ouvert quelcongue de R

Ri = <x = (X1 oo xn) € R" ; X ¥ O}

@ désigne un ouvert borné ¢ R© , de frontiére T = DQ
variété (indéfiniment) différentiable de dimension n=l1 , @
étant d'un seul c8té de r (1) .

P est un exposant tel que 1 <p £+ « ,

LP(U) désigne l'espace des (classes de) fonctions mesurables et

N

de puissance plege sommable pour la mesure de Lebesgue dans Us

(1) Pour fixer 1les idées, nous dirons dans la suite qu' un tel
ouvert est borné et "trés régulier"



pour u & LP(U) on note

[}

ol = (fy Ta [P ant/?

Pour Xk entierz O , Wg(U) est l'espace des fonctions u G.Lp(U?

dont toutes les dérivées distributions d'ordre £ k , sont dans

LP(U) y c'est un espace de Banach réflexif pour la norme

A\

A o P i/ .
u .iahkﬂD ull p} ull 5

Pour s non entier> 0 , s = k + ¢ (kX entier 20, O <o <1)

W;(U) est l'espace des fonctions u e WE(U) , telles que

o o P
!D u(x) D U(y)l dx dy < + «
. n+pc
UxU -y
pour tout |a|= k 3 c'est un espace de Banach réflexif pour la

norme

1/p
U At uuHi,p * %=k j[UxUlDa w(x) - d* w(y)|® ax ayy =|ul]

la ! wtpo S,P

| x-y

o
wi(u) désigne la fermeture de CZ(U) dans W;(U) 3y c'est un

espace normal de distributions dans U , pour la norme induite

s (1) : ~5 °g _
par W (U) ; on note W_,(U) le dual de W_.{(U) avee 1 ,1 -
P p P = +==1 .
P D
Dans le cas particulier p = 2 , on pose
s s ~ °s Og 2
H(U) = W2(U) pour tout s réel , H (U) = W2(U) pour s réel

- :
(1) W;(U) coincide avec W;(U) lorsque U = R~ ,



ol = lul, -
On vérifie facilement que pour k entier 20 , W-k(U)

est l'espace des distributions
T = p® ¢

{alsx

[o]
avec faesz,(U) 3 la norme de dual fort de W?(U) étant équi-

o

valente a la norme

. ' L/
T A lnf { z ' nfaﬂ g' } ’ =“T” "ksp'

{ fa}IOLISK & LP'(U).

T= Y p%r
lofsk

Remarque 1.1 Pour tout s réel, H-(R") est l'espace des dis=-

tributions tempérées T telles que

(1 +[e1®)%2 F (&) e 1,(8")
la norme T ~ave HTHS étant équivalente & la norme
2)5/2

T e | (1 +] ] T (| 0,2

L'analogue pour p # 2 , de cette remarque est fausse en général:

W;(Rn) ne coincide avec l'espace H-*P(R") des distributions tem-
pérées telles que -~
(1 +]2]2)%/2 T () e ¥ L (R%)

pour p % 2 , que lorsque s est entier (de signe quelconque)
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ce fait, que nous n'aurons pas & utiliser dans la suite résulte
~du théordéme de Mihlin{?Q} (voir p.ex.[lé})

Nous allons &étudier plus en détail les espaces W; (u)

lorsque U = Ri ou € . Leurs propriétés essentielles résultent

de leur "caractére local'”.

Proposition 1.1 :

a) Soient U, &t U, deux ouverts bornés de R® , tels
gqu'il existe un difféomorphisme ¢ (c™) de ﬁi sur 52 ;(l)

alors l'application u v~ ¢ u est un isomorphisme de W;(Ua)

O t—

sur W°(U.) our tout s et de ﬁS(U } sur %S(U ) our s30,
sur WH(U;) pour tous s, et de W (U, 5(Uy)  pour s

b) 8i U est un ouvert de R%, et o & C: (ﬁ)(g)

l'appli-

cation U ~a==> a.,u est linéaire continue de W;(U) dans lui=

o]
méme pour s réel guelcongue et de WS(U) dans lui-méme pour

s 20 .

Pour s 2> O , on vérifie aisément ces propriétés sur la
PP S .
definition des espaces Wp 3 le cas s < 0 s'en déduit par trans=-

position.

—

(1) c.8.4. ¢ est un difféomorphisme d'un voisinage de U sur
un voisinage de U, , qui appligque T sur U, (2) o est Indé=
finiment dérivable“dans un voisinage de T .



Cette proposition permet de donner une nouvelle définition
' <)
des espaces W;(Q), W;(Q) pour s » O, & partir des espaces

[o]
mod&les W:(Ri), W;(Rf) : on fixe un recodvrement fini du come

YN o .
pact T =0Q par des ouverts %Gij?=l ayant la propriété suie-

vante : pour tout 1 1l existe un d4difféomorphisme ¢i de @i

sur B = {x & R™ 5 lxl < l} » tel que l'image de Oi N Q par

¢i soit B

{x < B 3 x_ >0 X et que l'image de Gif\F par

+ n _J

1t = {yx = . = . s o0z t o
¢i soit BO = X% & B 3 X, O) 3 on note wi le difféomorphis

me inverse, On compléte ce recouvrement avec un ouvert Ob s tel

P SRR
que 06 < § et que L®i§i=o

soit un recouvrement de § . On

fixe une partitien indéfi-

niment dérivable de 1l'unité:

gu } sur @ » Subordon=

YN
ifi=o"

P
née au recocuvrement {G

-x.
Alors pour u & L_(%) , les fonctions - wi(aiu) s 1 = 1,2,.4.0,

1Y
——
-~ . . %
sont définles dans B+ 3 on note wi(aiu) leur prolongement par
n T~
O dans R, - B_ , et on note (aou) le prolongement de @ u

par O dans R" - & , De 1la proposition 1.1 on déduit aisément la:
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[
Proposition 1.2 : W;(Q) (respt w;(ﬂ)) s » 0 , est l'espace

.des fonctions u & LP(Q) telles que

[ N

. s,.n
i) (o  w) & WP(R )
/:“\\\”/ S, .0 t 2s,.n

ii) vy (ai u) @_wp(R+) (resp WP(R+)) i = 1,2,¢0.N

et les normes u s [lufl . et

]
N
p T o /;\““‘"’ 5 /p
U Ao d(ao u)“s,p + izl ” wi (ui u)” s,p

sont égquivalentes (1).

Nous allons développer quelques conséguences de cette pro=-
position 3 U désignant soit Ri , 8501t @ , 1l existe un opéra=-

teur linéaire continu P (de prolongement) de W:(U) dans

WZ(Rn) , tel que Pul u  pour toute u é_W;(U) ; la démons-

U
n
2)

.~

. PR P s -
tration se réduit immédiatement au cas de Wp(R grace § la
proposition 1.2 ; et dans ce dernier cas la démonstration est
classique, #u moins dans le cas s entier c¢f. par ex.(22].

Comme CZ(RH) est dense dans W;(Rn) (par régularisation et tron-

quature) on en déduit la

Proposition 1.3: Pour U = R

Io
o

]
0

CS(ﬁ) est dense dans

Wi(U) .

(1) On peut évidemment donner des caractérisations analogues pour
s €0 ,



Une autre conséquence intéressante de l'existence de l'opérateur
P est la suivante :

k+l(Q)

Proposition 1.4 : L'injection de W dans WE(Q) est com=

pacte (k entier > 0) (1)

En effet par proloangement, on se raméne & montrer qu'un
2 k+1 _n ~ .
ensemble borné de Wp (R™) formé de fonctions ayant leurs sup=-

ports dans un compact fixe, est relativement compact dans WE(Q) .

ce gqui est classique ("lemme de Weyl"). Il en résulte la :

Proposition 1.5 : Pour k » 2 et pour tout € > O il existe

un nombre C(e) tel gue pour toute u = wi(ﬂ) on ait 1'inégalie-

|

P f t 1 {

e u |} < € uil + Cle¢ VRN
ge lulh_, lall, () lull,,
Cette proposition est un cas particulier du :
Lemme 1.1 : Soient El’ Eg, E3 trois espaces de Banach avec
El < E2 < E3 (injections continues), 1'injection de El dans
E2 Etant de plus complétement continue; alors pour tout € > O,
il existe C(e) tel gue

el < e el +  cle) el
Ea By E3

pour tout e E,El .

(1) de méme 1'injection de w;(a) dans W°"f(g) est compacte
pour tout s et tout € > o, [23] . P



Pour la démonstration{(élémentaire)de ce lemme, on peut voir [26}.

La proposition 1.2 suggére un procédé de définition des es-

.
.

paces w;(r) (pour s » 0) & partir de l'espace modeéle W;(Rn-l)

Pour u < LP(P) (1) 1les fonctions J? (ai ) 5 1 = 1,2,40.0

TN~

sont dé&finies dans Bo , On note wz (ai u} leur prolongement

par O dans Rn"l- Bo , et on définit W;(r) de la maniére sui=-
vante : WE(P) (s 2 0) est l'espace des fonctions u & Lp(p)
T

-

% -
telles que % (ai u) @,W;(Rn l) s, 1 = 1,2,,4.8 3 c'est un es-
pace de Banach réflexif pour la norme
LT
li=1 ’
I1 est facile de vérifier que cette définition ne dépend pas du
choix particulier des 8& et des g ; 4Que nous avons fait (2)

et que W;(F) est un espace normal de distributions sur 1 , on

note w‘?(r) son dual (i + i, = 1).
p P i

(1) On munit I d'une mesure de la manidre suivante : une fonc-
tion u dé&finie sur T est mesurable si les w? (g: u) sont
mesurables dans BO pour la mesure de Lebesgue et onl pose

N

Ilu(x)]dc(x) = ) f |¢f (q.u) (y}ldy . 81 1'on change de re-
r Ji=1odB 7

couvrement {O.%et de partitioen {u.)

valente, ot v
(2) Les diverses normes ainsi définies sur W (I) sont dquiva=-
lentes, p

sy on définit une mesure égquie



Remargue 1.2 : On aurait pu donner une caractérisation directe

de W;(F) au moins pour O < s < 1 : si on fixe une mesure
do{(x) sur I (cf. note de bas de page 8), W;(F) pour O <o <1,
est l'espace des u e:Lp(F) telles que

lu(x) - u(y)|®
n+pc-1 do(x) doe(y) < + =

rxT | x~¥|

Le résultat suivant qui motive 1l'introduction des espaces

W; avec s non entier, est fondamental dans la suite : pour
U = RE cu £ et ue C:(ﬁ) (qui est un sous=-espace dense de
5 Lo Bju . .
W-(U)) , on peut dé&finir -, J = 0,1,2,440 od n
P Z)nJ
‘ 2%
est la normale extérieure &4 U = u/
o ou
an
P ' 1 1 .
Théoréme 1.1 : Pour s > 3 (s . > non entier pour p # 2),

L

le plus grand entier < s = % Etant noté rs - %} s l’application'

J T's - ij
U AN {E—E\L p.=
nY g . _
3=0

[+<]

O(ﬁ) , Se prolonge par continuité en

qui est dé&finie pour u « C

une application notée
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[s-2]
s..'_é'- Os
i WP J p (®U), et dont le noyau est WD(U) (1)
j:o - : L

En résumé on a la suite exacte
°s s ¥ s—j—i
0 wmm W A(U) ww=z W (U) —<ea T W p (BU) =——== O
P b : 1Y '
On peut donner un théoréme de traces analogue pour s-%
entier et p # 2 , mais 11l est alors nécessaire d'introduire
de nouveaux espaces (de Besov[6]); notre but n'étant pas d'in-
troduire toutes les généralisations possibles des espaces de So-
bolev, nous n'en parlerons pas. Le théoréme 1.1 montre la néces-
sité d'introduire les espaces WZ(T) d'exposant non entier, si
l'on veut caractériser les traces des fonctions de W?(Q) avec

exposant k entier, Dans les sept premiers exposés, nous n'uti-

liserons le théoréme 1.1 qu'avec s entier; pour la démonstra-

Lt}
[
[a}

i

tion nous nous bornerons a détailler le cas s 2 , car
le cas général utilise les mémes idées avec quelques complica-

tions techniques.

démonstration pour s = 1 , n = 2 :

Gr@ce & la proposition 1.2 et 4 la maniére dont nous avons

]
(1) W;(U) et W;(U) coincident pour s < 1/p .
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1
1e=
oo s - . . PR 2
" défini Wp P(r) , on se réduit immédiatement au cas U = R

2y

Pour montrer gue Y applique w§(3+

. oo . s : 2
suffit de vérifier les 1négalités sulvantes, pour u & C:(R+)

+ 400t 4o 0 | oo au
|u(o,y) |¥ ay =¢ fulx,y)|? ax ay + ¢ o (XsY) P ax ay
- 00 60 J-oo 0/)- o0
(1.1)
o | 4 o
uloy+t) = wlo,y)|® 40 gy ¢
O woo t
+ 0| P o0 {4
; ou du P
44 e —
. 5= (X,Y) dx dy + Tay(x,y)‘ dx dy
- 0wt

(1.2)

L'inégalité (1.1) résulte de l'identité suivante, ol x A== (x)
est une fonction (indéfiniment) dérivable de x 2 O , nulle pour

X assez grand et telle que 7 (0) = 1 :

+m
u(o,y) = = 2 [c(x} u(x,y)] ax
Ox -
° ( 1.3)
+ + >
= - z'(x) u(x,y) dx = z(x) gﬁ(X,Y) ax
o 0

L'inégalité (1.2) résulte de 1'inégalité de Hardy [15]|et de

l'identité



T
ulouy+t) = ulo,y) _ _ 1 2u X,y+t) dx
+ t 3x
° (1.4)

t .
1 &Hu )
+F [3; (s,y+s) + 3y (s,y+s)] ds.

o

Pour nmontrer que Yo est surjective on construit un relévement

1-+ 1.t

D 1 o P

de W R dans W (R Pour f& W R on pose

, D(R) S (RS | » D(R) p
bd

< f(y+s) ds

X

u(X9Y) = C(X)
o]

il est facile de vérifier (& l'aide de 1'inégalité de Hardy)

1
1
gue l'application f ~Ar==>u est linéaire continue de Wp P(Rr)
1,.2 _
dans Wp(R+) » et que Yy u = f.
Il reste & déterminer le noyau de Y, - Pour u :.C:(Ri) on a
o1, o, "1
évidemment You = 0, d'ol Wp(R ) < YO(O) .

+

1]
(@]

Réciproquement si u & W;(Ri) et Y u , on vérifie aisément

que la suite de fonctions

1
u (X'E’ y) x >

o

>

e

it
5l B |

0 0 < x

N

converge vers u dans W;(RE); comme uw & son support dans

™
W
s

» 11 est facile d'approcher u - par des fonctions de

<<
CO(RE) (par régularisation et tronquature), ce qui montre gue

(o]
u & W;(Rz)

+

CeQeFuDu



Remarque 1.3 : Dans le cas s = 1 nous venons de vérifier 1l'e=-

1.3

xistence d'un "relévement" linéaire continu de Wp P(R) aans

w;(Ri) ; plus généralement on montre l'existence d'un opérateur

[s-1/p]_

linéaire continu de I

WS-J-l/p(Cﬁ) dans W (U) , in=
520 P D

. ->
verse & droite de Y .

Remarque 1.4 : On peut déduire ceci de 1'inégalité (l.2).

L'opération u ~r==> 1 nel définie pour les fonctions u con=-
Rh=

tinues se prolonge par continuité en une application u MY U
linéaire continue de l'espace des fonctions localement intégra-

bles dans R" , dont les dérivées premifres sont dans Lp(Rn) .

dans l'espace des fonctions f définies dans gi-i , localement

intégrables et telles que

l£(x) - £(y)|P
n+p=2

dx dy < + o

Rn-lan-l |x-yl

Pour terminer nous rappelons (sans démonstration) 1le

Théoréme {(de Sobolev)

2
1Y

Pour s < , on a l1l'inclusion W;(Q) cALq(Q) avec

LR I
!
5w

s et pour

ol Iod

, on a l'inclusion W;(Q) c_CIs-n/ékﬁ)

wn
A\
o g
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ot [s-n,

3 . 03 RS ‘*-n .
P} désigne lg partie entliere de s /p

Pour plus de détails sur les théoreémes de traces du type

du théordme 1.1 on peut consulter [12] [20] [30pis] [38] [22]

(II1 et IV) [23] sur les théordmes d'immersion du type du théo-

réme de Sobolev [36] [18] [13} [30vis] , et plus généralement

pour toutes les questions concernant les espaces de Sobolev [21].

2 -« Position 4u probléme

Soit A un opérateur différentiel linéaire & coefficients
(& valeurs complexes) dans c“(ﬁ) , elliptique d'ordre 2m. Bl,.
.o Bm sont des opérateurs différentiels linéaires & coefficients
(& valeurs complexes) dans C (T) ; on suppose que l'ordre de
B. est m < 2m=-1, {On les appellera”opérateurs-frontidrel)

Dans un langage approximatif, un probleéme aux limites con=-
siste en ceci : On se donne f fonction (ou distribution) dans
Q et gl,...gﬁ fonctions (ou distributions) sur I , et on cher-
che une fonction {ou distribution) wu dans @ telle que

Aus=7¢ dans (1)

(
zB- u = g. sur T ’j =l,2,¢'am (2)
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Naturellement i1l faudra préciser le sens des équations (1)
et (2) ; pour cela on fixera un espace K de fonctions (ou dis=-

tributions) dans lequel on peut donner un sens aux opérateurs

A et Bj . En pratique nous prendrons pour espaces K des

espaces de Sobolev. Si l'on prend

l1téqguation (1) a un sens pourvu que f & Lp(Q) . Pour donner un
. L

sens 4 l'équation (2) on considére un prolongement Bj d'ordre

m. , & cocefficients Cw(ﬁ) de l'opérateur Bj (qui est défini

J

sur [ ), j = 1, 2,...mm ; on posera

1
ceci a un sens et définit Bj u &€ W;m_mj—P(F) et 1l'équation (2)

aura elle-m&me un sens pourvu gque

Pm-—m----:L
gj@:WI; J7P(r) J =1, 2, 0.m .

(On peut facilement vérifier que Bj U ainsi d€fini ne dépend pas
du prolongement ﬁj choisi).
On démontrera le résultat suivant (exp. VII et IX), sous des

hypothéses convenables sur A et Bj (voir exp. V) . L'opérateur
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A considéré comme opérant de

w2m+2(

2m+2(
P

e 3{B.5. ) ={uve W

Py R) 3 B.uw=0 § =1,2,...1

J

dans Wg(ﬂ) est un opérateur fermé et & indice, cet indice, de
méme que le spectre de l'opérateur ne dépend ni de p &] l,+® [
nide 2 = 0,1,2,¢..

La transposition du résultat précédent permettra de résou=-

dre (en un sens & préciser : exp VIII) le probléme (1) (2) avec

(par exemple) f G.LP(Q) et gj<§ 2'(r) distributions sur T

d'ordre guelconque.

Par interpolation entre ces deux types de résultats on ob-
tiendra quelques types de résultets intermédiaires, voisins
(lorsque p = 2) de ceux obtenus par le méthode variationnelle
[19], [26} (qui ne peut pas s'appliquer & tous les problémes
considérés ici 1)

Un outil fond%mental pour démontrer les résultats dont on
vient de parler, est fourni par les "estimations a priori" (exp.
I11) dont un cas particulier est le suivant :

Si uwua&w 2;{ B.}]™ Yon u 1'inégalité



¢ [ laull + ] ] (1.5)

uu“ 2m 4 p O4sD

O,P

Il est facile de vérifier que cette inégalité est nécessaire
pour que A socit un opérateur fermé de Wsm(Q;{ Bj}m ) dans
J=1

LP(Q) : En effet dire que cet opérateur est fermé c'est dire que

ng(ﬂ;{Bj}m ) est un espace de Banach pour la "norme du graphe"
j=1 ’

U A= “Au“ 0, + ”u” O,

Qm(

Comme W S
1Y

Q3 {B.} est aussi un espace de Banach pour

iT 5

la norme induite par Wzm(Q), et comme cette norme est comparable
& la norme du graphe grice & l'in&galité
| i + < i
7Y B Y I Y
les normes considérées sont équivalentes, et en particulier on a
1'inégalité "a priori" (1.5).

I1 faut se garder de croire que le choix des espaces de So=-

bolev comme espace K sgoit l'unique chcix possible ; dans la

ey . o, =
littérature on considére souvent par exemple, les espaces C ().

3 - Plan et Bibliographie

Nous supposerons connue l'hypoellipticité des opérateurs

elliptiques 3 coefficients indéfiniment dérivadles [35] [28] [17]
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le théoreme de Calderon-Zygmund et l'existence de solutions &lé=-

mentaires des opérateurs elliptiques & coefficients constants,

ayant de "bonnes" propriétés ; ces points &tant mis & part, de
9

méme gue les propriétés des espaces de Sobolev, tous les résule

tats que nous énoncerons, seront démontrés.

Le plan est le suivant

IT - Noyaux de Poisson et représentation des solutions

Nous démontrons les résultats des n® 1 & L de [h], en sui=-
vant & peu prés cet article, sauf pour le lemme 2.2 gui développe
une 1dée de {37). Pcur une construction explicite des noyaux de
Paisson dans le cas du probleéme de Dirichlet, on peut voir [l] et

E30] pour des généralisations (dans le cas n = 2), et pour d'au-

tres formules de représentation r9}.

I77 - Estimations & priori dans Lp :

On suit 1l'exposé de'[h] n® 14-15 ; pour le cas p = 2 on
peut consulter £32} et plus généralement pour p # 2 : [9] +« Un
autre type d'estimations a priori, est 1ié & la théorie variation-

nelle, cf., par ex : [26] R [O]



IV - Formules de Green

Les résultats sont de [5] et B3J on suit 1l'exposé de [ 33

n°® 4 et appendice II.

V - Réalisations d'un opérateur elliptique dans Lp :
On s'est inspiré de [7] 3 l'appendice d'analyse fonction=

nelle suit [8] .

VI - Existence dans L2 :

On suit l'exposition de [3&] ; le théoréme 6.2 est dd 5[311

ViII - Existence dans L

Les résultats sont annoncés sous une forme plus générale
dans [7] et par Agmon (cf. General elliptic boundary value pro-
. -~ . . ° -
blems, & paraltre). Pour 1'inégalité de Garding, on peut voir[lh],

pour la V-ellipticité, voir [19],[26],[21] ; 1la proposition 7.2

est inspirée du n°® 12.h de [L] .

VIII - Application de la transpositicn et de l'interpolation :

On a sulvi [22](VI) en évitant l1'utilisation de [2] . Pour

1 ; ‘ 1.
l'exi1stence du foncteur ®p,c » on peut consulter [20] et [23] 5
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pour l'existence de @Q o voir [ll] . Plus généralement pour
H]

un exposé systématigue on peut voir [2&] et [25] ’

IX - Quelques &léments de théorie spectrale

On a suivi de prés e n® 2 de [3] 3 le cas du probléme de

Dirichlet est traité en détail dans [10] .

Remarque 1.5 : Pour démontrer les théoreémes d'existence nous

utilisons le "probléme adjoint" (cf. exp. IV); une méthode dif=-
férente (n'utilisant pas l'adjoint) est développée (dans le cas
p = 2) dans [17] ainsi que dans l'exposé de B. Malgrange au Sé=-
minaire Bourbaki 1l6éme année (1963/6L) : Problémes aux limites

elliptiques.
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IT - NOYAUX DE POISSCN ET REPRESENTATION DES SOLUTIONS

La démonstration des estimations a priori dans l'exposé III
réduira le probléme au cas du demi-espace (cartes locales) des
coefficients constants (artifice de Korn) et des opédrateurs ho-
mogénes ; dans ce cas réduit la démonstration des estimations a
priori utiliéera une construction explicite des solutions & 1l'ai-
de de la "formule de représentation”" qui est &tablie dans le pré-
sent exposé,

1 « Préliminaires

2m

a=4a(p, D) = § ) e . D% D}

i=o |al=om-i %ot X v

est un opérateur différentiel & coefficients constants, homogéne
d'ordre 2m (1). On fera sur A 1'hypothdse suivante

(I) A est proprement elliptique

{i) 1I1 existe C > 0 tel que pour £ & R ,T & R

2m
o i
l ) ) aa’ig T

i=o |a|=2m=~i

m
c™t (1£]%+7%) < |a(e,n)|

(2.1)

(ii) Pour £ & R®™T s £ # 0 , le polyndme en 1 , A(E,T) a

(1) On note (x,t) avee x@ R°"F , t ®« R les points de RD :

Re={(x%) / t> O} .
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exactement m racines avec partie imaginaire positive,

Remarcue 2.1 : Le point (i) exprime simplement que A est el=-

liptique. Le point (ii) (lorsque (i) a lieu) n'est une restric-
. , n-1l -
tion que pour n = 2 , car dans ce cas {& & R i & # 0}

n'est pas connexe j; en dimension =n > 3 iout opérateur ellipti-

que est proprement elliptigque. 11 est €galement immédiat de vé-

rifier que tout opérateur elliptique & coefficients réels est

proprement elliptigue. Nous développons pour commencer quelques

conséqguences de l'hypothése (I) : De (2.,1) (faisant & = 0) on

obtlent
< ¢ (2.2)

Par ailleurs on &

#
—

| Y a . £% < ¢ pour & réel, . |&]|
ol =2m-i %1 '

On en dé&duit gque pour toutes les racines tv () de A(E ,t) avec

£ réel, |&f

1l , on a

[t(g)] <« ¢ (2.3
. -1
puis [Im (&) < C (2.3)"
Nous notons T;(E) (resp# Tg(g)) s k =1,2,...m les racines de

A(£ ,1) dont la partie imaginaire est positive (respt négative),



pour & réel # 0 3 nous posons

m m

Mg, = 1 (r=xi(g)) = ) al(e) 7P (2.4)
k=1 p=o P

M (g,1) = 1 (wri(e)) = 3 eT(g) 7P

s T) = =T = o T

k=1 X p=o *

Observons que
Ag,T) = ay MY (g, 1) MT(E,1) et
MY (g,1) = (-1)™ MT(-g, 1) (2.5)

Il est facile de vérifier que les coefficients a;(&) et a;(g)

sont des fonctions analytiques de & , pour ¢ EARn”l -{ 0} , et
homogénes de degré p .

Considérons les polyndmes en 1 de degré J :

M o(g,1) =

J P

J-P j = O,l,.oo m“l (2;6)

Ho~1
Q
+
—~~~
£y
g
~
w

O

ces polyndmes possédent la propriété suivante

Proposition 2.1 : 8cit y une courbe fermée de Jordan, contenue

en entigr dans le demi-plan{r s{Imt > O} , et gqui entoure toutes

(1)

. * - .
les racines 'Tk(a) . k = 1,.,.m pour £ < R" 1 »|El= 1; on a
+
1 M . (E,1)
-y m'l:J Foar = 2, . Gok = Oyl,esemel
oms M*(g,1) I
(2.7)

(1) L'existehce d'une telle courbe est assurée par les inégali-
tés (2.3), (2.3)' .
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démonstration :

Pour j 2z k¥ , on a

+

M_5-1(8s 1) K k-1
+ T ~ T
M (&,1)
pour |T| ===+ ® , et on obtient le résultat par déformation
du contour Y, ¢en un cercle centré 4 l'origine et dont le rayon

augmente indéfiniment. Pour j < k , on remarque que

k M+ ) Tk-J-l
MeJ=1

T MU(E, 1) = Q(&,1)

(g’T) -

est un polyndme en T (& coefficients analytiques enf ) de degré

£ k=1 & n-2 , on a donc
1 M (£,1) 1 Qg 51)
m-j-1 £ k _ £sT .
" T dt = T drt 5
27i M (E,1) 2mi M (g,1)
Yo Yy

on vérifie que cette derniére intégrale est nulle en déformant

& nouveau le contour d'intégration en un cercle de centre l'ori-

gine et de rayon augmentant indéfiniment et en utilisant 1l'esvi-

mation suivante :

Q_E,ng) = 0 ___2‘__2_ \i pour I"[‘I ‘—-—»>+ © .
M (E,T) | 7] /
C.QQF.D.

On considére ensuite m opérateurs différentiels & coefficients

constants homogénes :



mj
B, = B, (D_, D,) = ) y v. . uY DX i = 1,2,..m
J J X t izo  lo|=mj-i ds0,1 x Tt :
avec mj < 2m=1 J = 1l,2,4eem « On fera sur les B.

l'hypothése suivante

(II) Les Bj recouvrent l'opérateur A

Pour tout & =« Rn_l , £ # 0 , les polynldmes en T Bj(E,T)

sont linéairement indépendants modulo M+(£,T) , (donc aussi

gréce & (2.5), modulo M (&,71)).

Nous notons

k-1

Hiprg B

+
Bj(g,T) = Bj,k (g) =

k=1

le reste de la division de Bj(i,T) par M+(E,T) .
L'hypothése (II) signifie que

a(e) = act &5 ()05 yuy p,oim * O

pour & & g1 {0} ;3 comme d4a(g) est évidemment analytique,

on en déduit qu'il existe C > O telle que

la(e)] = ¢

pour & réel, {él

[}
l..)

jex - -1
Pcsons ”B (5)“ j,k=l,2,.o-m ”Bj,k (g)” j’kzl,g’;..m



et Nk(i,r)

g=1

ces polynOmes en T

Proposition 2.2

s LE (£) u

+

m=q

vérifient 1la

(2.8)

vy désignant la méme courbe que dans la pro=-

position 2.1 on a

W, (£,1) B.(&,t)
1 £ ar =8, . 5 k=1,2,...m
omi M (E 1) Js
(2.
Y, 9)
our e RPTL Jel =1,
Démonstration On a
' N (& ,t) B.{(§,1) 1 N. B.
: 2E ) 5 o = T
om i MT(E 1) omi M
Y Y
¥ N, BT ¥
ori \ u*
n * +
q,k 1 Mm-q p-1
= L si(e) s, (€) e
q,p=1l JsP 2m1i ' M
m n
= Qs k - a4,k =
= ) B 8 . 8. = Y B 8. =6,
q,p=1 Jp q,P q=1 Jsq Jak
gréce a la proposition 2.1
CeQeFaDo

2., On appelle "noyaux de Poisson” du probléme {A, Bj} , les

fonctions

85

Nj(s;,f) (<x,g>+t1)

m.=-n+1

Kj(x,t) = dwE

le]=1

271
y

M (g,1)
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pour mj 2 n-1
8. { N.(8,1)
K.(x,t) = dw . art
’ 2mi E wt (e, 1) (<x,E>+t )2 057E
pour m, < n=1 (2,11)

ot (1) dw désigne la mesure de surface sur la sphére IEI =]

g

(ii) le logarithme est défini par ~T < arg. log € < 7
Nel

(iii) < x,& > = } X, & y X35 & gL s, T >0
i=1

(i v) vy est la méme courbe gque dans la

Proposition 231,

1
(v) B. = = si m. > n-=l
J (zni)n‘l(mj-n+1)z J
nem.-1
By = (1) La-m.=2)! si 0 <my < n-1
(21r:i.)n"l

La propriété essentielle de ces fonctions est donnée par le théo-
réme suivant, qui justifie leur appellaticn de "Noyaux de Poisson':

oo

Thorime 2.1 : Pour ¢; e Cf (r%~1) §j=1,2,...m, la fonction

=

u(x,t) =
J

]

1 1

m
Y OK. % ¢,
j=1

n-1 Kj(X’Y3t) ¢J(Y) dy 3 (x) j

1 IR

est solution du probléme




Auw=20 dans t > O
Bj u = ¢j pour t = 0 T d=1,2,.0m
Remargue 2.2 : Nous avons donné les expressions des noyaux de

Poisson et nous allons vérifier a posteriori leurs propriétés,

on peut évidemment construire ces noyaux au moins d'une maniére

(1).

"heuristique”

(1) L'idée est la sguivante : on peut formellement, chercher Kj

solution & croissance lente en t du probléme

A Kj = 0 dans t > O
By Kj = 0 pour t = 0, J # &
B. K. = § pour t =0

Jd J

ou ce qui revient au méme, aprés transformation de Fourier par-

el
tielle par rapport & la viarable x , chercher Kj(z,t) solution

A
de M (onie, Dy) K;(E,t) =0 t > 0
+ . - .
B£(2ﬂlg, Dt) Kj(g,t) = 0 t =0, J# %
T(omi ) ¥
Bj mig, D, Kj(g,t) 1 t = 0

On résoud ce dernier probléme en fixant & 3 l'hypothése (II)
assure l'existence et l'unicité de la solution. On obtient Kj

par transformation de Fourier inverse.



Avant de démontrer le théoréme 2.1 il nous fauw établir un

certain nombre de propositions.

Proposition 2.3 Pour q entier positif de m€me parité que n-1
n-1 , on a ntael
K. (x,8) = a_ °2 K| (x,t)
J Jsa
(2.12)
X . X, A, K. Xt
jiq (%ot x Kj,qea (650
avec
Bj(mj-n+l)!
K X,t) = d
j,q (%oF) g
2mi (m.+q)! lg]=1
-
Nj(é,r) (<x,£>+t1)8372 [10g EE;EEIEE+C(n,mj,qu
+
Y+ M (ggT)
(2.13)
pour m. > n-1 (1) .
J m.-n+2
Bj(—l)
K. t) =
5,q0%st) du
2711 (m.+q)! (n-m.=-2)! I €|
dJ N
. : m.+q
N.(E,7) (<x,&>+t1) Y <x,E>+tT
J
log drt
+ .
Y. M (E,1) 1 1
' (2.14)
pour mj < n-1l,
Démonstration Il suffit d'appliquer les formules
AT A+ |
Wl d {z " (10g Z 4 c(x,u))] = 2" log Z , 4> 0, A » 0
(A+u)t dz i *
(2.15)

(1) C(n,mj,q) désigne une constante réelle qui dépend de

&t a .

nym



leg£)=ZusU<OQ)\+U?¢O

(a)t ( \;\'( Ay
()1 (=p=1)1 \ N

od C{x,u) désigne une constante réelle dépendant de X et p .

m . +q-l——
Proposition 2.4 : K. & C * ( R,)

Proposition 2.5 : Kj et Kj a sont analytigues dans R+
-]

Proposition 2.6 : A(D Kj(x,t) 0 dans Ri

£)

n
et A(DX, Dt) Kj’q(x,t) = 0 dans R

n=ly  on & 1'identité

Pour ¢ < CZ(R

n-1+g < X=Y oE>
(X)) = e A 2 ¢(y) (<x-—y,£>)q log——— dw_ {dy

(27i)" " q1 on-1 lg]=1 i g

(2.16)

Démonstration : On considére la solution &lémentaire E de

n-l+q
A2 donnée par (2)
-1 N
E(x) = (<x &> )e 1og SZT2f2 Ay

e | g)=1 i £

(or i
et on écrit

n—l+g
® =85 ¥ ¢ = p ° (d %0 )

C-QoFoDo

Démonstration du théoréme 2.1 : Posons uj = Kj ¥ @j et soit
(x)

g un entier de méme parité que n=1 , tel que q > s-mj + 1,

nous avons pour Ial= s et t >.0

(2) ¢f. par ex : Guelfand=-Chilov, Les distributions tome I p.l119
et suivantes de 1'édition francaise (Duncd) (1) F. John Plane
waves and spherical means...Interscience New=York 1955).



‘§) (A 6. ) (2.17)

car ¢. E;CZ(Rn‘l)

3 ; comme lo] < mj+q-l , 11 résulte de(2.17)

gréce 3 la proposition 2.4 que DOLL'L'j est continue dans RE et

n . .
peut &tre prolongée 2a R, en une fonction continue. s étant ar-

bitraire le raisonnement précédent montre que

Gréce & (2.17) et & la proposition 2.6 , on a

A uj = 0 dans t > O
I1 faut encore calculer Bk(D) uj (x,0) 3 on a
n+g=1
B () v, ] (x,0) = by © e Gey) [ ) Ky ] (v,0) ay
k J ney ¥ J Lk Jsq
R
(2.18)
Pour k # J 11 résulte de (2.13) (2.14) que
r
Nj (£ 1 )Bk (£ ,t ) mj-mk+q
[BK(D)KJ.’GJ (,0) = ¢ | aug - (<y,e>)
|€|=l Y+ M (g sT)

-
1
(log 282 _ 4+ () a

i

T

o

-

ad'ol [Bk(D)K J(y,O) =0 et [Bk(D)uj] (x,0) = 0

Jsa

N. B .
puisque [ —i:—g-dt = 0 pour k # j (cf. Prop. 2.2).
v, ¥

Pour k = j et n

AV

n=-1 , on a

, - f.(m,=n+1)!
[Bj(D)Kj,q[ (y,0) = 4—d do
R 21Tl q_! I£|=l
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r N. B.
(<,6>)? (1og S22+ 0) ——d aq
_ v, = 1
B.(m,-ns) <y.E>
= b (<y,£>)% 1og =L222 qu, +v¥ _(y)
! e]=1 i =

ol Wq(y) est un polyndme homogéne de degré g , puisque

N. B.
[ —~—3J g1 =1 (cf. Prop. 2.2) . On en déduit 1l'iden-
¥
+

27l M+
tité
1 1 n+tg-1
B.(D) u.| (x,0) = = A 2 o.(y)
LoJ o ’ (zni)n—l q! X J
(¢x-y,£>)% 1og iE:%iéi dwg dy
lg]=1
= (x
¢J( )
n+g=-1
grice au lemme 2.1 (on a utilisé le failt que A 2 Wq = 0).
Le calcul pour mj < n=1l est analogue.
CcQoFoD-
Remarque 2.3 : Il est clair que lorsque ¢j pot Cﬁ'mj+s+l (Rn'l)

j®l,eeeym et s 2 max(m, ) alors u est solution du probléme

k

Au =20 dans t > O
B. u = ¢j pour t = 0 , J=1seee ym

o
=

o) . .
de classe C (m+) . Pour le voir on raisonne coume dans la dé-

monstration du théoréme 2.1,

Dans la suite nous utiliserons la :

1

Proposition 2.7 : K. K e,Cw(R

+ B

-{0}) et vérifient les iné-

Ji T dsq

2



-galités (1)

o m.+qg=-s
D" XK. (P)] < ¢ |p] ¢ (1+]10g|P|]) , Jo|=s.2 0 (2.19)

m.=-n+l=s

0%k, (P)]| < © lp} ?

(1+1log|9]|) , lal=s >0 (2.20)

et (i) ~lorsgue s > mj + g+ 1, DOLKj a est homogéne de de=

gré mj + g -85 et le terme logarithmique peut Etre supprimé

dans (2.19) (ii) lorgue s 3 mj-n+2 . DaKj est homogéne de

degré mj—n+l-s_ et le terme logarithmigue peut &tre supprimé

dans {(2.20) .

Démonstration : Les propriétés énoncées de Kj , résultent de
celles de Kj,q » grfce & (2.12) ; il suffit donc de vérifier
(2.19) et (i). L'inégalité (2.19) pour s < mj+q+l et l'homogé~
néité affirmée au point (i) pour s> mj+q+l , sont faciles & vé=-
rifier sur les formules explicites (2.13) (2.,14)., Il reste donc

& démontrer (2.19) pour s 2 mj+q+l et |P| =1 gréce & 1'ho-

mogénéité, C'est le seul point délicat de la démonstration

On peut écrire pour lal=s > mj+q+l s, O = (a';an)
N, a '
k. =c du, L Pt b
J2 |gq=1 Y, M (<x,6>+t 1) ;74
(2.21)

=[ dw 5 F(g,t) dt

(1) P désigne un point de RS : P = (x,t)



avec c=s-mj—q » 1 et F(g,1) fonction analytique en £ et 1

l;It:l

dans un voisinage de {& < R"” = 1} x v .

Pour montrer que toutes les dérivées d'ordre pA mj+q-l de
Kj a sont bornées sur {|P|= 1 ; t » 0}, il suffit (par in=-
9

tégration) de vérifier les estimations

(2.22)

o Cle)
|D Kj’q (x,t)] s .

pour |P| =1 ,1%t >0, P = (x,t) ; comme (2.22) est facile 3

vérifier pour t > % s On supposera dans la suite t < % i.e.

-

[x| > Y3 « Dans le cas o0 t west petit, la difficulté provient

3

2

de ce que dans 1l'intégrale (2.21) on peut avoir <x,£> = O ; on
isole cette singularité : Soit r Aeews T(r) une fonction réelle
indéfiniment dérivable dans [—l,+l] telle que 0 5 z(r) ¢ 1
pour tout r , <¢(r) E 0 pour |r| > % g{r) 8 1 pour

|r] < £ ; on pose :

D Kj . = I, + I, (2.23)
]
avec T, = aw, F(E,1) t(<x,£>) drt
|£|=l Y+ (<X’£>+tT)G
et I, = dw, Fle,r) [1 -z (<=x,£>)] a«
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Puisque dans I, 1la fonction & intégrer est # 0, seule=-

ment pouf |<x,€>[ Y % , On a v|12l g C . (2,24)

I1 reste & estimer I, Soit T, la rotation dans gi-1 qui

transforme x = (X.,s04X% ) en (lx|, 0,...0) 3 nous effec-

1 n-1

tuons dans I. , le changement de variable & ar=e=n = TXE

1
Flrzin, e (nglx))
Il = dwn S dT
|ﬂ|=l__ Y, (|x1nl + t1)
lnl 'S‘/3/h
/37 - -
3y rezltn, 00 (nglxl) 250
= ., dwn' R dﬂl p (l_nl) d.T
Inl=1 -/3/h Y, (Ix'nl + tT1)
ol n' = (n2""nn-l) & Rn"2 (1), Par intégration par parties
+/§7h
on a
S DU
!Il| = [x]c'l dwn, . any
|n'|=l _/3/h
¢ =1
-4
] - D=3
- (F(7 ) c(n [x[)(1-n5)72 ar
|x{nl+tr on,
Y+ -
et comme on a |x|» l/2 s, on obtient IIlI & C/t (2.25)
C.Q.F.D.

Proposition 2.8 LBk(D)KjJ (x,0) = 0 pour x # 0, J,k =1,2...m

..e_t m'-mk-n
IBK(D)Kj(x,t)I < ¢ t(1+]1ogl P|]) |P|? (2.26)
C'est immédiat
n+2m-m,.+1 nel
Proposition 2.9 : On suppose que ¢j & C I (R"TH)  est
(1) Pour n = 2 ou 3 1les modifications & apporter & la démons-

tration sont évidentes.



- 40 =

telle que
o 2m-n-mj-k
| D ¢j(x)] = 0((1 + log|x|) |x| ) s J=l,2,e.em
cur |a| = k = O,l,...2m--m(j ; on _pose pour t > O ,|g|= 2m—mj
m
N - B <
us(x,t) = 121 JRn-l Dy By (DysDy) Ky(x=y,t) ¢, (y) dy

—
-~

Alors uj(x,t) peut &tre prolongée a Ri en une fonction conti-

~ _ B
nue telle que aj(x,o) = D ¢j(x)

Démonstration : Gréce & 1'inégalité (2.20) et aux hypothéses sur

¢j sy on peut faire les intégrations par parties qui permettent

dtécrire

m
. 8
u.(x,t) = ) J B. K.(x=y,t) D ¢.(y) ay
J i=1 Rn-l J 1 ? y ' i

% n—l)

Soit ¢ & CO(R vne fonction ® 1 dans la boule de rayon R

et telle que |Cl < 1 ; nous pouvons écrire
uJ = BJ Wl + w2
m
a 8
avec W, = 'g nel Ki(x-y,t) t(y) Dy¢i(y) dy
1=1 R ;
/
m
o= 1 [ Bk (xeyat) (1-t(e)) 28 e (y) a
N P s S VI2 By P W

Gr8ce 4 la remarque 2.3 on Vvoit que ijl peut &tre prolongée

|

Y,
=}

en une fonction continue et que pour fx! < %R .
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on considére & présent

B. w,(x,0) = Df ¢j(x) . Pour |x| < R/2

J 1

LA la fonction & inﬂégrer est % O seulement pour |y|‘>R , et

3

5 |y[, on en déduit & 1l'aide

dans ce domaine on a %I y! $|x—y| N

de (2.26) et des hypothéses sur ¢j que

1-2n

| w (x,6) | <c ¢ J (1 + 1ogly N |y ay
< ly [ >R

et cette quantité tend vers zéro lorsque t ==>0 . Nous avons

7~

ainsi démontré que us est continue aux points (x,0) tels que
le < AR et que 3.(x 0) = DB $.(x) pour |x| <£R : comme R
2 Jgro X J 27 °

est arbitraire la proposition est démontrée.
3 - Pour démontrer la "formule de représentation” et les estima-
tions a priori nous uiliserons le

Lemme 2,2 : Soit X wune fonction de Cw(Ri - {0} ) solution dans

R de A(D)XK = O . On suppose gue les dérivées d'ordre 2m de X

n-l>

sont homogénes de degré -n . Pour ¢ & Lm(R on considére les

transformations

$ anm=>  u_(x,t) = J L1 DUK(y,t) ¢(x-y) ay (¢ > 0) (2.27)
R™"

avec Ia] = 2m .

Alors 11 existe C > 0 telle gue

v 1
A 1/ P é
{ 0 ]ua(x,t)lp ax dt\ P o< f . l|¢(x) ;f(zzl dx dy;
)R] ) Y o e
(2.28)
our |a|= 2m et _toute ¢ telle gque 1'intégrale de droite dans

(2,28) soit finie.

o

Démonstration : Pour |a|=2m , D°K(x,t) est indéfiniment dériva-

—————

ble dans Rf - {0} et homogéne de degré -n ; il existe donc une

constante C > 0 telle que
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C

0% K(x,t)] < (2.29)
: (|x|2 + tg) n/2

et comme ¢ & Lw(Rn—l) les intégrales (2.27) convergent.
o ; ~ o .
a) Nous considérons pour commencer le cas ou D contient

au moins une dérivation en x (ou ¥y !) 3 dans ce cas nous avons

D% k(y,t) dy = 0 pour t > O
Rn-l ,

(1'intégrale converge grice & (2.29)), et nous pouvons écrire

o)

u (x,t) = ,;_1 D% K(y,t) { ¢(x) - o(x-y)} dy (2.30)
R

d'oll gréce a (2.29)

< lo(x) = ¢(x=y)|
g (me) | e e B2 ([y |2+ £2) /e v
et 11/
lu, (x,6) 7 ax at P

1/

n
+ 1/
© T a o le(x) = dlx=) |P d% P P P
R ;
$° {[o fﬂn‘l

dy} ., dt
(1y1?2 + 2?2

=7 2(y) Y e
o] ] R (IYIQ + te) 2
f 1/
avee d(y) = nel lo(x) = o(x-y) P ax \ P

JR /

Encuite, grice a 1'inégalité de Minkovski, nous avons

Q(y) ay

- <
gP-t 2)“/2

(ly1? + ¢
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]a(y)lp dy l/p dy 'vl/p'
oy Cly [P+ £2)9P L (P ey /=t e
R /

ol © est choisi tel que n=l+p > 20p > n+p-2 .,

On'en déduit
Ay) dy < ¢ t£§%—<n-ze> f a(g}lp — g
(ly 12+ +2)2/2 Ly 12+ £5)°P

[}
\\

Rn-l Rn-
et de (2.31) il vient
1 1/
fu, (x,t) [P ax dt( P £
n o
R
+ S
(oo > . l/p
(n=1)=, - (n=-28)p D
c { t P ! afY)J dt dy
© 2 2,0
gi-1 (lylc + £5)°°
p yR-PrLt20 D l My
= C la(y)l dt dYJ
-1 2 2.6
JRn © (|YI +t7) P -
' P 1/
- c [P 4 Ve
nel n+p=2
JR |yl 7P
C'est 1l'inégalitée (2.28).
’ o b 2m
b) Il reste & examiner le cas ol D = el 3y on le dé&duit
du cas a) en utilisant l'ellipticité de A
2m-1
On écrit Dim = A(D_,D,) - Y y 8y i D D;}
a i=o |@]=2m-i ® x

0;2m

d'ou (puisque A K = 0 dans Rf)
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uo,..:o;zm(x’t) ) _;——%—“ igb Kﬂ=§g-i fox,i Ve, i (x,8) ¢ o
0,2m
L'inégalité (2.22) pour uo,..‘072m est alors immédiate.
L) On cherche & construire une soluticn du probvléme non
homogéne :
A (D) u(x,t) = f(x,t) t >0
[BJ. (D) ul](x,0) = b;(x)  t =0, §=1,2,..m
avee f ecj(—ﬁf) et o c;-,c:(Rn'l) 5= 1,2,00.m .
Ce probléme est résolu par le théoréme 2.1 lorsque f = 0O ,

(1)

Dans le cas f # O nous utiliserons une solution &lémentaire

de 1l'opérateur A de la forme

E(P) =|p[2B"R &

ol q(P) est un polyndme de degré 2m-n (éventuellement nul) et

+ q(P) log |P]| (2.32)

o)
e smiree

¥ une fonction analytique sur la sphére unité de R™ , avec les

majorations

¢ |p|em-n-s (2.33)

Ip* B(P)| <

pour ldl = 5 > 0 lorsque n est impair, ou lorsque n est

pair et > 2m , ou lorsque n est pair et & 2m et laf=s > 2m=n

(1) m@mes références que pour le lemme 2.1 .
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D E(P)| < ¢ |P|P™P=% (1 +] 10g] P|]) (2.33)"
pour [a] = s < 2m=-n lorsque n est pair .
Nous considérons un prolongement fN de f & RY tel que
T oAve> £ scit linéaire continue de CS(R?) dans Cg(Rn) ; et
nous posons v=E % fy (2.34)
On a v & CN+2m—l(Rn) et évidemment
A(D) v(x,t) = f(x,t) pour t > O
Posons ¢j(x) = [Bj(D)VJ (x,0) J = 1,2,00em  (2.35)
et wj = ¢j -wj s J = 1l,24,4eem 3 1l nous faut encore résoudre
le probléme
A(D) wi(x,t) = 0 pour t > 0
[3,(0) w] (x,0) = @, (x) 5= 1,2,00.m

wj n'étant pas & support compact, la solution de ce problime

n'est pas donnée par le théoréme 2.1 ; dans le cas général les

intégrales qui représenteraient K. » ®. peuvent ne pas conver=.

I(x)

ger. Nous avons seulement le résultat suivant

Théoréme 2.2 : Si u e C:(Ri) > &L

¢j = [Bj(D) uJ (x,0) , j =1,23...m . Alors si v est définie
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par (2.3L4) et 1les ¢j par (2.35) on a la "formule de représen=-

tation"
a
p° u{x,t) = D v(x,t) +
J
pour lu! z M, t >0, avee Ww. =

¥ o(p%k.) s w.
Jd % J

(2.36)

i ) j =l’2,..0m L]

Vérifions pour commencer la convergence des intégrales re-

présentant %K. x w. : comme £
J (x) J N

(et ses dérivées) a un comportement

identique & celul de E (et de ses

w(p)| < ¢ |p|2m-m-lBl

}.—l

(pour |8} €« N + 2m-1) d'oud (pour

N O B P P

L'inégalité (2.38) est valable avec

est & support compact, V

asymptotigue pour

dérivées)

+ {log|P[])

‘P‘”9+ bl

, pPlus précisément

(2.37/

lvy] < N + 2m—mj-l)

(1 +] log|x|]) (2.38)

wj remplacée par QG car

¢j est & support compact ; on en déduit, grice aux estimations

(2.20) que l'identité (2.36) a un se

ns.

Dans la démonstration du théoréme 2.2 nous utiliserons le :

solution de

Lemme 2.3 : S0it u < Cem(Ri) s
A u =20 dans t >
B. u=20 pour v =

0 J

=l’2’0llm
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On suppose que

2

a) u e L°(RY)

+

P

b) u et ses dérivées d'ordre £ 2m , .onsidérées comme

fonctions de t , sont continues dans ]O, + | & valeurs dans

Ll(Rn'l)

c) u et ses dérivées d'ordre < 2m , considérées comme

fonctions de t, sont bornées dans [b, + ®[ a valeurs dans

nel
Ly(R"™7)

1]
o

Alors u

Démonstration : On effectue une transformation de Fourier par-

- i<
e 271 x,€>u(

tielle par rapport & x : @(g,t) = X,t) dt

on d&duit des hypothéses sur u , gque

-~

a) 4 e L2(R2)

b) les dérivées d'ordre € 2m en t de U sont continues
n
dans R+
c) les dérivées d'ordre £ 2m en t de O considérées com=-

me fonctions de t sont bornées dans [O, + wr d valeurs dans

L, (R

*

2( n—l)
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-

) t(g,t) = 0 t >0 - (2.39)

On 2 donc (A (2mig, D

(ﬁ% (evig, Dt) ﬁ] (£,0) = 0 j=l,2,s..m (2,40)
et gréce & b) c¢) ces identités sont vraies ponctuellement.

De (2.39), résulte que pour chaque &, G(&,t) est combi-

. +
. . . . .. ~ ' 271 t T £
naison linéaire & coefficients polyndmes en t des e k( )

eQﬂi t 1 (8)

et k=1,2,...m 3 1la condition &) montre que @

est combinaison linéaire des seules exponentielles décroissantes

en 1t
omi t Ty (&)
S , k=1,2,...m
et on a
M (g, 55 D) 8 (E,£) = 0 t >0 (2.39)"
' > 27m1 Tt ? *
Ft 1 A _ .
[ (&, =77 py) 8] (£,00 =0 j=1,2,...n  (2.40)"
Grdce a 1l'hypothése (II) sur 1les Bj , la solution de ce dernier

probléme est (pour chague & ) unique, donc on a

4 (&t) = 0 . C.Q.F.D.
Démonstration du théorédme 2.2 : Le schéma est le sulvant :
X . ' . . bm+2, _n
i) on vérifie qu'il existe une fonction g{(x,t) & C (R”)

4~

m
o
telle que D g = ) ,.a
) DUK. ..
j=1 (P K5) (ﬁ) j (2.41)

pour | o] 22m, et on &tudie les prcpriétés de g .
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n
+) et

.. o . +
ii) On considére la fonection h = u=ve-g é.Chm 2(R

]
o

on démontre que toutes ses dérivées d'ordre LUm sont ; donc

h est un polyndme d'ordre < lm-1 .

iii) On vérifie que les dérivées d'ordre 2m de n sont de

te

carré sommable sur chague plan t = C, , et donc = O gréce
< s N o .
& ii) 3 d'od D h =0 , i.e.
m
p%u - % - ) (0% k.) gpj = 0 vpour la|= 2m
j=1 I (x)

ce qui achévera la démonstration,

Vérification de i) : L'existence de g est évidente car les

conditions de compat ibilité entre les dérivées sont vérifiées par

les Da K. % . . Ensuite on a
(x)
Ag=0 ~dans t >0 (2.42)
[DB 5.(p) 1 g(x,0) = D2 w.(x)  j=1,2,...m [8|=2m-m,
X J K b} x J 9 3 9 J

(2.42)

en effet, comme A est homogéne de degré 2m , on déduit de
m

(2.41) que A g = ) (AK.) % @. = O (Prop. 2.6) et les
j=1 I(x)

identités (2.42)' résultent de la proposition 2.9
On va vérifier que

&) D% &1L (Ri) pour 2m £ |a| < Lm+2

2
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o . . .
b) DDg considérée comme fonction de t est continue dans

n-l)

T, w[ & valeurs dans Ll(R , pour 2m+l < |a| g bm+l

c) ﬁxg considérée comme fonction de t est bornée dens

n-l)

o, +«[ & veleurs dans L_(R pour 2mg |a| g Mm+l

2
Le point c¢) résulte de a) gréce 4 1l'inclusion élémentaire :
H' (04) < L (0p)
Pour établir a) il faut majorer les termes DaKj (i) Gﬁ

le] »>2m ; nous les exprimons & l'aide des noyaux Kj a (toutes
1]

les intégrales écrites convergent gréce aux inégalités (2.19) et

(2.38)) :
n+g-1
D' K % W, = DA 2 K. O,
(x) 4 X ds9q (x) 9
1°) Pour Ia!-mj-l pair et =2y on écrit
» n+g-l_
DY, » ., = (D% 2 K, ) %A w, (2.43)
I (x) 9 x Jaa’ (%) Tx 7
2°) Pour ]a[—mj—l impeir et =2v+1 on écrit
n-1 n+g-1 1
DK, » w, = J (D% === & 2T T ) % (=2 4V w.)
dJ (x) J i=1 @Xi X Jsa (x) Aaxi x
(2.43)"
On applique le lemme 2.2 avec K remplacé successivement
n+g-l_v n+g-1l
o 2 a” @ 2 '
par D A K. dans le cas 1°) et par D = A .
X JdaeQ ) P aXi X Kqu
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le cas 2°) avee a = a'+a" , |a'| = 2m ; ce sont des dérivées

*d'ordre n+q+mj-2m de K. et les conditions sur K sont vé-

Jsq

3 Vv

rifiées (Prop. 2.7) . A: wj dexns le cas 1°) et =—=— A o .

dans

. &
aﬁ

OX. X
i J
le cas 2°) sont des fonctions bornées ; par ailleurs comme

FOM = - - .
N+em-m; 1( n l) o N est aussi grand que l'on veut, on

C R

déduit des estimations (2.38) que

B
Dx wj

avec

que

pour

& Hl(Rn-l) < Hl/Q(Rn'l) , pour s > |B]| » 2m-mj-l

s aussi grand gque l'on veut ; le lemme 2.2 montre alors

a n
D K. [ Xw. < R
5wy < LR

2n s]a} < 2m+k , k aussi grand que l'on veut.

Le point b) résulte facilement des estimations (2.38) et de

la Proposition 2.7 , gré@ce & 1'inclusion

Ll(Rn'l) s Ll(Rn-l) - Ll(Rn-l) .
Vérification de ii) : On pose w = u=v , d'od h = w-g alors
h < chm+2(§§3 et
A h =20 pour t > O

(2.4k)

B .
[pf Bj(D)] h(x,0) = 0 j=1,2,...n  [8] = 2m-m;
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AD h =20 pour t > O

[3. (D) DE n] (x,0) =0 j=1,2,...m pour|B8|= 2m
Les conditions du lemme 2.3 sont vérifiées par Ds h  pour

|8] = 2m  (gréce aux estimations (2.37) et au point i)), on en

déduit que

D" h = 0 pour |B| = 2m (2.45)

Le point 1i) résulte de (2.4k4) et (2.45) 3 on a évidemment

p *" pfy
= 0 pour 8] = |8'| = 2m ; nous allons montrer
1
comment de (2.,L4k4) et (2.45) on déduit que DB Di h £ 0 pour
[B'"| = 2m+1 , |B] = 2m-1 cela résulte immédiatement (2.L45)
B'

lorsque D contient une dérivation en x 3 1l reste & consi-

B’ P

dérer le cas D = 3T

2m+1

> , On remarque alors que gréce &
B' _B e . e B* B

(2.44) D D_ h est combinaison lin€aire de dérivées D DX h

avec |B] = |8'| = 2m , qui sont = O . En répétant 2m fois ce

R

raisonnement on obtient D’ h = 0 pour |8| = km .

Vérification de iii) C'est une consédquence évidente des majora-

tions (2.37) et du point i) e¢) .

Le théoréme est démontré.
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IIT - LES ESTIMATIONS A PRIORI DANS Lp .

1 - On commence par les estimations a priori dans le cas du demi=-

espace et des coefficients constants. On démontre avant tout le

Lemme 3.1 : 8i E est la solution élémentaire de l'opérateur
A (v, exposé II,k) siors D% E x< f(Lp(En), Lp(mn)).pour
la‘ = 2m, 1l < p < + «,
Démonstration : E est une distribution tempérée et 1l'on a

AE =0

) o] o . PR
et donc A D E = D°Q pour |a| = 2m ; on salt dé&ja que
p* E est C° dans R"-{0} et homogéne de degré -n ; par transe
formation de Fourier on obtient
o ” o

A (g) (D E) = g

o ® ga
d'ol (p~ E) = dans ®7-{0}

A(g)
’ o " ® n o " N P
et (D E) &€ ¢ (R -{0}) , (D E) est homogéne de degré 0O .
Notons ) ga
Ca = M) d wg dwg 5
fed=1 / lg4=1
alors
o ~ vga
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ol fa(E) e c”m® -{o} , £ (£) est homogéne de degré O et

fk% g 4 W, = 0 et donc par le théoréme de Calderon - Zyg-
le]=1 |

Fe x & n n .
mund fa (Lp(m ) Lp(m ))
a' ——
Comme D E = :Ffa + Ca d on a le lemme,
Théoréme 3.1 : Si l'opérateur A et les opérateurs Bj s J=1,

ees . vérifient les hypothéses (I) et (II) de 1l'exposé II.1 ,

2m+k(mn)

81 u Gin +

, k=0,1,2,444, et si u(P) est nulle pour

lp| 21 , alors on a 1'inégalité suivante

(3.1) Mlull gy p s € \/HAu Mo * J,Zl B ull em+kem;-1/p, p}

ol la constante C ne dépend pas de u .

Démonstration., On observe avant tout que les termes de (3.1)

2m+k(

sont bien définis, car si u Q.Wp

mi), alors Au ¢« W;(Bi) et

o -m sl -

I1 suffit évidemment de démontrer 1'inégalité dans le cas

oui u &¢C (mf) , et méme, grice 2 la propriété du support de u ,

il suffit de vérifier les inégalités

m
R lIph < il '
(3.2) JD u” - < C <W|Au“ K ,p + jZlHBJ u” 2m+k-mj-l/pap)

pour |8l = 2m+x
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Pour simplifier on pose Au = f(x,t) et Bju = ¢j(x) 3
pour démontrer les inégalités (3.2) on utilise la "formule de

représentation” (2.36)

m
ph u(x,t) = p¥ v{x,t) + ) pP Kj) * s
j=1 (x)
pour ]B‘ = 2m+k .
a) Majoration de HD6 v|!o p gréce 4 (2.34) on a
9
P v = D% E Dﬁ'a £y svec Jotl = 2m

on en déduit grfce au lemme 3.1, 1l'inégalité

8 !
(3.3) 108wl o ocoy leglly ooy Haully
b) Majoration de H(DB K.) »* Q. ﬁ : le méme raisonne=
3 Jd O,

(x)

ment qu'am point a) i) de. la démonstration du théoréme 2.2 montre

que 1l'on peut exprimer (DB K.) »* w. & l'aide des noyaux
J (x) d
K. et i'on obtient grice au lemme 2.2 la majoration suivante

Jdsd

(3.8) 10°x) #x w S DY (¢.-9.)
! J (;) Jlfo’p 3 IY‘=2£+k—mj‘i[ x P57 ]'l-l/p’P

ol 1'on a posé

1/

lo(x) = oG 4y 4y P

| [¢]11-2/_,p =
[ p? -Bn-lﬁRn-l |X_yln+p-2

On a gréce au théoréme 1,1 et & (3.3) la majoration
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¥
(3.5) I[Dx lP.J'“l-l/pgp €€ [ Ault avec {Y|=2m+k'mj'l

kyp
et les inégalités (3.2) résultent de (3.3), (3.4%), (3,5) .

CeQeF.D.

2 = On donne les estimations a priori dans le cas du demi-espace
et des coefficients variables.

A présent A est un opérateur elliptigue d'ordre 2m 3 coef-

ficients Cw(mn)

+ 4 valeurs complexes et les Bj sont m opé-

rateurs=-frontiére d'ordre m. £ 2m=-1 respectivement, & coeffim
j b ’

n-l)

- fee)
cients € (R & valeurs complexes.

On fait les hypothéses suivantes

(1) 8i P = (x,0) e m*L , si A° désigne la partie homogéne

de degré 2m de A , alors AO(P,D) est proprement eliliptique.

(1I) 81 Bg désigne la partie homogéne de degré m g de Bj ,

m
alors le systéme {Bg(x,D)} recouvre A°(P,D) avec P = (x,0).
J=1

On pose J (R) ={P = (x,t) cm®Y ., x G»ﬁn-l s, t > 0 ,l B <R}

On démontre le

Théoréme 3.2 : Il existe r, <teo tel guwe pour 1r < r, toute
2 < v
u G.me(mﬁ) & support dans ) (r) , avee Au & wi(mﬁ) et

-l 2 =] -
B.u & W2m+k m j ~./'p (B> l)

3 W » k=0,1,2,..., 2.t un élément de
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2m+k

Wp (mf) » 1'inégalité suivante ayant lieu

n N

(3.6) Mullyy p < C{ll Bl p * L 1B onsken -1/, i ul\o,p§

-

ou la constante € ne dépend pas de u .

Démonstration « On démontre d'abord l'inégalité (3.6) pour

2m+k(mn)

u G.Wp +

. On applique le théoréme 3.1 aux opérateurs

A°(o,D) , Bi(O,D) s s B;(O,D) et on a donc

{
/
J

(3.7) Il wll sc {HfIL,p v

2m+k,p Jg& “¢jlf 2m+k-mj—l/p,p
avec
£ = A°(0,D)u = A(P,D)u + {AO(O,D) - AO(P,D)}u - L(P,D)u

o, = B?(O?D)u(x,o) = B,(x,D)u(x,0) - {B?(O,D) - Bg(x,D)} u(x,0)

- Rj(x,D)u(x,O)
,j=l,.oc,m .
On vérifie facilement les inégalités suivantes

L) wlly o< O il ppagen o

/ iAO(O,D) - A(P,D)‘}ulik’p N Cgiyr”‘qu+k,P +“u“2m+k-l;P} |
“RJ(X’D)u(X’O)” 2m+k—m.-l/p’P s C3 “u”2m+k'1sp s J=lseea,m

s

“ iBg(O,D) - BE(X’D)} u(x’o)‘¥2m+k-mj-l/p,p <
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s 0y { r ”u”2m+k,p +|‘ulbm+k-l,p} J51s2500em

d'ol gréce & la proposition 1.5, on déduit de (3.7)

1 e < O { Il + DR LT SO R
+ u \ .
C6 r “ HEm*'k,pj

PO

On choisit ry tel que pour 1T < ry , on a CS C6 r &= et on

a (3.6) pour u 6:W§m+k

(RY) , k=0,1,2,... .
Pour achever la démonstration du théorédme 11 suffit de dé=

montrer le lemme suivant de régularisation.

Ry 3 support dans ) (r) est telle

Lemme 3.2 ¢ Si u ¢ wp +

2m+l-mj-l/p(mn-l)

. 1,0
ue Au g W (IR et B.u & W alors
q o (R & Wy alors

2m+1, n
WP (m+) .

Démonstration : On utilise 1l'inégalité (3.6) pour k=0 - et la

méthode des quotients différentiels

u(xl,..,xi_l,xi+h,x.

l+l,co,xn_l,t)"u(xl,oo,Xi,'n,an&?‘t)

A

1,0 2(xst) = N

Pour h assez petit et i=1,2,...,n-1 , Ai p4 @ son support
2

dans ) (r) et par conséquent on &

m

Ha. ! I; )y I !.!
i :L,hu”Em,p < C{““i,h“”l,p * jﬁl"Bin,hu"2m+l-mj-l/p,p *
(3.8) ,

+ ” Ai’hu”o ,p} ¢
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Majorons les termes de droite 3 on vérifie aisément les inégalités

be%qhu - éﬁ,hAulH,p £ C ”u‘gm,p

HB.A. . u - A, _B.ul < ¢ llull
i iTi,n i,h™J {2m+l-mj-l/p,p ~ I ibm,p

j=l,ooo,m

les constantes é€tant indépendantes de h .

On obtient alors de (3.8)

m
4, | < C SJA i + L ds.ull + “u'§ }
| 1,huh2m,p h L‘ S R A TR °,p
P 2m, .0
et donc A, ~u demeure dans un ensemble borné de W- (R.) .
l,h P +

Comme ng(mi) est réflexif (car 1 < p < +» ) on en déduit fai-

sgnt h <= 0 que

Qu 2m,..n .
— & W ([R ) l=l,2,...,n—'l
axi P +

Comme l'opérateur A est elliptique et Au G;w;(mf) on en déduit

que oemy

-t (m® 2m+l,.n
'at2m &-WP(&’\+) et done u&WP. Cﬁi+).

C.Q.F,D.
3 - On démontre quelques estimations dans LP sans conditions
aux limites, c.é.a. "& 1'intérieur".
On commence par le théoreme suivant analogue au théoréms 3.1,

ol A est un opérateur elliptique & coefficients constants, comme

dans 1 .
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Théoréme 3.3 : Si l'cpérateur A vérifie 1'hypothdse (I) de

l'exposé II.1 , si u = ng(mn) et si u(P) est nulle pour

|P|}‘ 1 alors on a 1l'inégalité

| .
(3090 Mlul, s o flasly s
si de plus Au e;wg(mn) , alors u a.W§m+k(mn) et l'on a 1'iné=~
galité
1 ! |
(3.10) dulbm+k,p < C HAuLk’p .
Démonstration : Il suffit évidemment de démontrer (3.9) po w

u & C“XQn) et méme, gréce & la propriété du support de u s
il suffit de vérifier les inégalités
(3.11) ﬂDBulfo’P < C ”Auﬂo’p pour |B] =2m .
Il suffit alors d'observer que u = E » Au et d'appliquer le
lemme 3.1 pour avoir (3.11).
Pour démogtrer l'atre partie du théordme il suffit 4'uti-

liser la méthode des quotients différentiels.
CeQ.F.D,
Soit & présent A un opérateur elliptique d'ordre 2m &

coefficients € (R & vgleurs complexes. A l'aide du raison=

nement utilisé dans la démonstration du théordme 3.2 on peut
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déduire du théoréme 3.3 le théoréme suivant.

Théoréme 3.4 : Il existe ri<+@¢el que pour r £ r'l toute
o L2m ., .n k,.n .
u & Wp (®") nulle pour |Pl>r , avee 2u e,Wp(R ) , soit un
P em+k, . n .. el oz . .
€lément de W (R™) , 1'inégalité suivante ayant lieu :
(3.12)  fulb . <o b llawl o+ ful L
) 2m+k,p ?\ ksP i O,4P 3}

ol la constante C ne dépend pas de u .

L -« On peut établir les estimations a priori dans LP(Q) avec

~ - . n .
. ouvert borné et "tres régulier" de R 3 on note x 1le point

générique de R" .

A = A(x,D) = y a (x) D°
| lo|som

est un opérateur elliptigue d'ordre 2m & coefficients Cw(ﬁv

& valeurs complexes 3 on fait sur A 1'hypothése suivante :

(I) pour chaque x <« T , A%(x,D) est proprement elliptique,

c.d.d4. A%(x,D) est elliptique dans § et pour chagque £ & Rn-{O}

paralldle & I dans x , et chague U & R'={0} normal & T

dans x le polyndme A°(1) = AC(x,E+Tu) & m racines A ;(xig,u)

k=l,..s4ym avec parties imaginaires positives,

81 T est connexe l'ellipticité de A et la continuité des
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coefficients entralnent que si la condition (I) est vérifiée en
un point xocaf alors elle est vérifiée pour tout x T .

8i A vérifie 1la condition (I) on dit que A est propre=-
ment elliptique dans © ; comme on 1's observé dans l'exposé II,
Remarque 2.1, la condition (I) n'est une restriction seulement,
que lorsque n = 2 .

B. =B5(X,D) = j=l,...,m

J
sont m opérateurs & coefficients C (I) & valeurs complexes
d'ordre m < 2m~1 , qui sont dite "opérate ws-frontiére". On

fait sur le systéme {B.1 l'hypothése suivante :

m
Jja=i

(II) Les B, , j=l,e..,m, recouvrent A , i.e. pour chaque

d
o m 0
x el , le systéme {Bj(X’D)}jzl recouvre l'opérateur A (x,D)
c.d3.d. pour chaqu: & <« R-={0} paralléle 8 I dans x et cha=
oue V& R"-{0} normal & T dans X , les polyndmes

Bg(x,€+TU) = Bg(T) s J=l,eee,m sont linéairement indépendants

mod ulo le polyudne

(T-A)(x 38,9)) .

8i l'on pose
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H o= B

AT(T) = (t=Al(x,38,0})

1 k

k

. . . . . . -~ o] .
il est facile de vérifier que les polyndmes Bj(T) s J=lseeesm
sont aussi lindairement indépendants module A (1) .

On démontre le thécréme suivant

Théordme 3.5 : Socus les hypothises (I), (II), si u & wgm(g) ’

2m+k-mj-l/

Au @ wg(ﬁ) Biu e W D (T) , 5=l,eeusiiy K=0,1525000 ,

.2m+k(p)

alors uaW et 1'inégalité suivante a lieu :

P m
{ \

| < C Jlla . B. + Jlull {
Ul p € © {100y * 11250 it 1l

oli la constante C 1ne dépend pas de u .

Démonstratic:r : En utilisant les propositions 1l.1, 1.2 et 1,5

on se raméne par cartes locales au cas du demi-espace et on ap-

n

plique le théoréme 3.2, ou bien on se raméne au cas de R et

on applique le théordme 3.4 .
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IV - FORMULES DE GREEN .
La démonstration des formules de Green réduit le probléme
au cas d'une demi-boule fermée | q,mz ot ¥ = {P = (x,t) 3
|lP} <R, t > O}-. On va donc commencer DPar ce cas.

1l - Scient

B, = B.(x,D) = § v, (x) p¥
J it Iul~<mj jH

(ba1)
un

) b, (x) D;‘{' Dy

N Iu'i+un~sm5 ju

wo=(ut,u )

j=l’000gm

des opérateurs définis sur &lz = {PG -{; t = O}; on fait les
hypothéses suivantes :
(i) les coefficients bju (x) &,Cm(alZ) sont & valeurs complexes
(ii) pour j=l,.e.,m on a m < 2m=-1 .
Introduisons les définitions suivantes
Définiticn 4.1 : On di@»que le systéme d'opérateurs {Bj}? L

j=

est un systéme normal dans 612 si les opérateurs -Bj vérifient

les conditions (i), (ii) et

(iii) pour i # J on e m, # ms o

(iv) si v = (0,...,O,mj) , alors on a b,

Su (X)# 0 .
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2n
Définition 4.2 : On dit gque le systéme d'opérateurs (gﬁ}

i=1

€st un systéme de Dirichlet d'ordre 2m dans 312 $'il est nor-

mal et si m, = j=1 , ol m s est l'ordre de 33 s J Tlyeess2m o

De la définition 4.2 il découle que les opérateurs @d peu-

vent €tre écrits de la maniére suivante

j=1
(b2)  2,.= @, p2™ + 1 @, ot j=l,...,om
T J Jd 7t n=1 Jh 7t
avec C)jj fonctions # O de Cm(alz) et Gﬁh opérateurs tan=-
gentiels(l) d'ordre < j-h dans le & coefficients Cw(alZ) .

Proposition 4.1 : Si (Bj}

m . _ .
i jjﬂleSt un systéme normal dans 312 il

. 5 (. lm - n
existe un systeéme normal dans alzflci§j=l tel gue {Bi}j=l
U {Cq}?=l s0it un systéme de Dirichlet d'ordre 2m , si 1'0on nu=

mérote les opérateurs dans un ordre correct.

En. effet il suffit de prendre
"
C. = Dt | J=1sess
de fagon que les 2m nombres mj, uj, j=1l,+¢¢,m parcourent l'in-

tervalle [0,2m-1] de Z .

Proposition 4.2 : i {@.gem est un systéme de Dirichlet, alors
-

2m
J=1

pour chaque systéme (¢j} "de fonctions de Cm(alZ) il existe

(1) Un opérateur qui contient seulement des dérivées en x est
dit "opérateur tangentiel",
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.

o0
une fonction v & C (Z) telle que

,_@. v o= ‘¢’. j=l,...,2m .
En utilisant (4.3) on voit que les dérivées en t de v sont

déterminées par les identités

$
v.—..-—-—-l = Y
) 1
11
= S
Ly v.= (4, = G55 ¥;) 5 Yoo
22
(u'3) L] [ 3N ) L )
2m -2
om-1 1
D v=2_(4, - ) © v o) =y ;

t 2m n=1 2m,h h 92m,2m 2m

il est alors facile de trouver ume fonction v & C (J) qui

vérifie les identités (4.3 ) et on voit aisément que $j v = ¢j .

j=l,-..,2m .

oL, . # .
Proposition 4,3 : Si {g.}2m et fm.lgm sont deux systémes de
L ij=1 l Jjj=1
Dirichlet, alors on_s
d
# A .
(hch) 'gbj = Z - QS J=l,...,2m
s=1 J
j # .
()4.5) D, = % /\'.S g);# J=l,...,2m
i 45 J
~ # . <«
ol Ajj et Ajj sont des fonctions # 0 de C (512) et_les
A # - ) - ‘ * ~
Ajs et Ajs sont des opérateurs tangentiels d'ordres j-s &

coefficients € (aiZ) .
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Démonstration : Il suffit de vérifier (L.b4); 11 suffit méme de

e .
F - .
prendre 23 = Dg 1 s J=1lyeeey2m 3 en effet si 1l'on a
] #
2, = ] G%h Dz'l 31,000 ,2m
h=1
et n
(4.6) D?‘l = 3 I D h=l,..s.,2m
s=1 7

. 3 n
# % #F n-l #
Dy = @ b o= 1 O 1 r, 2
h=1 h=1 s=1
J
= z I‘\'° éb j=l,oo.,2m
is s
s=1 Y
ol AjJ = C%;¢ rjj est une fonction # 0 de Cm(alZ) et
d #
Ajs = v (@jh Fhs est un opérateur tangentiel d'ordre
h=s

$(j=h) + (h=s) = j=s & coefficients Cw(alZ) .
On va donc montrer (4.6) par récurrence.
Pour h = 1 (4.6) est vraie.
Supposons que (4.6) soit vraie pour h <k & 2m et démon=-

trons {4.6) pour h = k . De (4.2) on dédvuit

k=1
k=1 " h-1
5 = 3 - ®
Dyx Dy “x L kh Dt
n=1
K1 h
= & - ) DR 2
k h=1 kh s=1 hs s
k-1 k-1
= D - =)
b (L % ) =
s=1 h=s
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et on a donc

k=1 k-1 \
k=1 1 1
D E 2 - —— 2 Z @ T D *
t ® k © - s kh hs 8
Hkk Kk s=1 h=s /
CeQeFuD,

2 = On va étudier certaines généralisations des formules bien

connues de Gre=n.,

Soit A= A(P,D) = ] a (x,8) DY
| olg2m ot @
(h07) = . Z aa(x,t) DX Dt
lo |+aps2m

=(q!

a=(a ,an)
un opérateur différentiel défini dans ) ; on fait les hypothé=-
ses suivantes
(i) les coefficients aa(x,t) & Cw(Z) et sont & valeurs com=-

plexes ;

(ii) A est elliptique dans i .

—

Soient u et v deux fonctions de Cm(Z) s nulles dans un

/ \
voisinage de 52 ) = i P; |P] =R, t > 0/!; alors, gréce 2

J

(i) , en intégrant par parties on obtient

(4.8) Auw vadx dt = ¥ a (x,5) D*u(x,t) v(x,t) dx at
[o|<2m & :
) )
i o | S,
= y (-1)‘“1 J Dtn u(x,t) Di(aa(x,t) v(x,t)) dx dt

3
hhg5m )



o '-"'l [] P
= o (apy el . ulx,t) 0% (a(x,t) v(x,t)J ax +
IOL‘l'i'OL \<2m "‘.t._o
mnal .
O
'z (_l)laW+1 an“l u(x,t)'Dt ﬁg(gx(x,t) v(x,t))dxdt +
|o|+0_ <om L7t
~on.
Mol .
o o] ( Y — ]
+ 4 (=1) | u(x,t) Dx(aa(x,t) v(x,t)) dx dt =

= A 1 o, T
|a|§2m (-l)z | u(x,t) D (aa(x,t) v(x,t)) dx 4t +
2m - z _ -
) { pS -+ u(x,t) N, v(x,t)J dx
s=1 5 ’ Lt 2n-s+1 t =0
ol ) Z
1
o_ =S ' v _
(k.9) m v = 3 .’-w)l‘y"“s p. % DHETTETE) v(x,t)
° 2m-s+1 T t x o T? ’

|a|<2n

. 0 28, ~ <

Des hypothéses (i) et ®i1i) il découle que le systemegNgm_cle
= Jeu

-

il

est un systéme de Dirichlet,
On pose
At v =) (~n|“| p*(a (x,t) v)
la]som

et on dit que A' est 1l'adjoint formel de A car on a

Au v dx at = u A' v dx dt POUTr U,V & C:(Z)

3 3 .

Si l'on se donne un systéme d'opérateurs z 5 §5=1 vérifians
P

les hypothéses (1) - (iV) de 1, et si /c . ;m est un systéme
L7355
, . ( o { ?m .
normal dans O, 2 tel que §{B. ¢ W {C.Y soit un systéme
. U9 5= Ui

de Dirichlet (si 1'on numérote les opérateurs dans un ordre correct )
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gue l'on notera f@. < , alors, gréce & la prop.4.3., on a.

p=1

En observant que u{x,0) et v(x,0) sont & support com=-

(1)

pact dans DlZ et en notant A'sp 1'adjoint formel de Asp 4
on obtient :
(4.10) J Au v dx dt - J wA' v dx dt =
2m
= ) p5™1 u(x t) W v{x,t) dx
o t ’ om-s+l ’
s=1 : t=0o
D, L
2m 2m
= Z t@b u(x,t)}t=o ¥ Asp [NQm-s+l v(x,tﬂ ax
p=1 s=0 -
ol t=0
On vérifie aisément que le systéme d'opérateurs
2m '
1 ¢ .
®2m-p+l - L Asp Fomos+1
s=p
2m
— A}
- Ot —
pp 2me-p+l s=p+1 sp 2m-s+1
- 2Mme=p
= (-1)lel-e & x,0) D +
(-1) oo (x) a(o,...,o,Em)( »0) t
2m=p
o -1 .
+ ‘-‘z 2m—p+l,j Dt y l,.u.,Qm,
Jg=1
avec App (x) fonction # 0 de C (012) s ®(6.....0.2m) (x,0)
(1) A'sp est défini par l'identité

- = A
Jalz /\sp ¢ ypdx L Z<#>l’\sp Yy dx
pour ¢,¥ Cw(alZ) nulles au éord.
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. @ ~ -~ . . o
fonction # O de C (aIZ) gréce & (i) et (ii), et C%m-p+l,j
opérateur tangentiel d'ordre  2m=-p+l & coefficients C (812),

est un systéme de Dirichlet d'ordre 2m.

3 1] : ] 5 9 3
81 l17on note Bj les & o= pt1 qul correspondent aux
D= C, t C! - i $d = B,
b CJ € CJ les 2 omeptl 301 correspondent aux ) 3

on a la formule de Green suivante

szu v dxdt-{ u A' v dx dt =

2n
(ho11) = ) ) $ ul(x,t) D v(x,t) dx

. ) P 2m=-P+1 —

Jj=1 . t=0

m n

= ) Cj u B'j v dx - ) X Bj u ¢t v dx

. - . o . ;

i=1 |21 =1 Jal j
de la constr¥uction faite il découle que si Cj est d'ordre uj .
alors B3 est d'ordre mé = 2m-uj-l et 03 est d'crdre
2m-mj-l s J T lyeea,nm

3 - On peut étendre les résultats précédents aux opérateurs A
et B gm considérés dans 1l'Introduction (v. exposé I, 2 et

aussi exposd III,L4).

Définition 4.3 : On dit que le systéme d'opérateurs-frontidres

{Bj}m est un systéme normal si :
J



(i) pour J #k on a m, # my 3

?

(ii) T est partout "non caractéristigue"” pour chague Bj s CoBls

d. pour chague Jj = l,...,m et chaque x <« I le polynlme ca=-

ractéristigue

B; (x,v) = Yoob. (x) o”

= JH
Iulmj

est # 0 pour v & R%-{0} ~vecteur normal & T surpoint x .

Définition 4.4 : On dit que le systéme d'opérateurs-frontiéres
{Q.\Qm ~ . .
( ij=l est un systéme de Dirichlet d'ordre 2m si
(i) QT}Qm est un systéme normal ;

J(5=1

dJ

J

(ii) m., = J=l , J = lyeees2m .

On peut démontrer le théoréme suivant.

Théoréme L4.l.a) Si B.)m est un systéme normal il existe
JJJ‘=1
N f m m ( \m .
un_systeme normal C. tel que B. o {C. soit un
J j:l v j:l l JJj:l

systéme de Dirichlet si 1l'on numérote les opérateurs dans un or=-

dre correct.

[
|

pour chague systéme de fonctions de C (I') il existe

e ) Cae
=

’ o)
b) §8i {@j}“m est un systdme de Dirichlet, alors
{i=1

7

1 J
f2

une fonction v & C (Q) telle que




- 73 -
-&- v = ¢. j = l,...,2m.

c) 8i ,gihl?m e

sont deux systémes de

Dirichlet d'ordre 2m, alors on a

# ? |
'g:\,.. = 2 A. ;D j = l,ooo,Qm
J s=1 J% S
cj ,;(2:_ R i s
2; = le /Ajs Qg J = Lyeseslm

ol Ajj et Aji sont des fonctions # O de C (T) et les f%s

&~

(1)

et A sont des opérateurs différentiels tangentiels & T

-

a) si E$.}2m est un systéme de Dirichlet d'ordre
[y
2m .
. trejtle
2m, alors pour chaque systeme (¢.>2m & i W2m r-j+1-1/p (r)
J,/ L D - P
SR
il existe v & W§m+r(9) telle que
;bj v = ¢,j ,j = l,...,em,
l'application {¢332m'/w-—~> v étant continue de
)(j:l
2m
—.+ - 2n ~ '
i W2m+r j+1-1/p (r) dans W m+r(9) , r réel » 0, r = L
j=1 P — p P

non entier lorsque p # 2 .

Pour démontrer les points a), b), c¢) il suffit de se ramener

(1) Un opérateur défini sur T et qui opdre de C (I) dans

® . - . ~
C (r') est dit "opérateur tangentiel & I' " ,
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par cartes locales & la demi-boule z et d'uiliser les propo=-
sitions 4.1, 4.2, 4.3 ; pow démontrer &) gréce & c¢) il suffit
de considérer le cas wj = Yj-l s J=l,eee,2m 3 alors, du théo=-

réme 1,1, on déduit le résultat,

Si u, v e C () posons (u, v) = u v odx .
Q
Définition 4,5.: Si A est 1l'opérateur défini dans @ par
A = v & (x) p°
|a|<2mn

alors on dit que 1l'opérateur défini dans §Q par :

(h.12) At L = Ionlel o G
|o | <2m

est l'adjoint formel de A .

I1 est facile de vérifier que A est elliptique si et seulement
si son adjoint formel A' est elliptique.
On a le théoréme suivant

Théoréme 4,2 : Etant donné l'opérateur A et le systdme normal

c. (™

el
L 7fi=
N
teme B.)m g Bc.ém soit un systéme de Dirichlet (si 1l'on
— U= )

numérote les opérateurs dans un ordre correct ), et deux systémes

’ ) '\ K
normaux jB'.}m et {C'.Z s, tels que Br. ™ L}(C'.>m
{ 9= i Hi=1m | =1

y tel que le syse-

{B.}m il existe un systéme normal
Ji=1
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soit un systéme de Dirichlet (si 1'on numérote les opérateurs dans

w y -
un ordre correct), de facon que pour chagque u, v &« C () on ait

la formule de Green suivante :

(4.13) ( Au, v) - (u, A'v) =
m

nm
= ) J~ CiuBlvdo - ) jhsj uclvao.
J=1 r J=1Jp

Par cartes locales on se ramdne & la formule (L,11) dans J .

Définition 4.6 : On @it que le systdme normal d'opérateurs-fron-

tiére Bg)m est adjoint au systéme {Bj}m relativement 4 A
Ji=1 L 2fi=

{ et 4 la fornule de Green (h.lB)] s'11 existe deux systémes nor-

maux %leé L et {Cé}é . tels gque pour chaque u, Vv & c®(R)
3= j=

soit valable la formule de Green (L4.,13).

Corollaire 4,1, : Etant donnés A , le systéme normal {B.jm
J=1

et & e ¢ (%) on a Bj u=0, J=1l,ie0e,m 5i et seulement si

(A u, v) = (u, A' v )
pour chague v ¢ C¥(Q) vérifiant Bj v =0, 3=1,0s0sm, ol
,lm “ . N ( }m .
Bj est un systéme normal adjoint au systéme !B, relati=
fi= Tfi=1

ment & A et & la formule de Green (4,13) .

Démonstration : La condition nécessaire est triviale ; pour montrer
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que la condition est suffisante on remarque que

m

o~
[ss}
e
Q
Cdave
<
o
a
1]
o

j=1 §j r ¢

pour toute v telle que Bs v=0, ] lyeee, m 3 il suffit alors
de prendre v telle que Cj v=B u , J=l,ie.nn et Bj v = 0

j =l’.00’m0

Remargue 4.1.: Un probléme que l'on dtudiera est la généralisa=-

tion de la formule de Green & des fonctions wu, v dans des es=
praces convenables de type Sobolev.
Il est immédiat de voir que l'on peut prolonger (4.13) par conti-

nuité 3 u e wgm (2) et v C.—._wg?m), avec

Lo R

+ 3, =1 . En effet
P

si 1l'ordre de Cj est Uj ,» alors l'ordre de B3 est 2m = uj - 1

et l'ordre de Cé est 2m - mj -1 , J = L1l,ces,,m 3 on & donec
m.+1/

Bj u éiwgm-mj-l/p (r) et Cj V'Q;Wpf P(r) et les intégrales

B. u 03 vdo, Jj=1l,00e,m sont bien définies et dépendent

J
r
continfiment de u et v ; d'une fagon analogue on a Bj v &
wo.+l '
- /p M-y, =1/ _
€ W, (T) et ¢, u e Wp ) P(T) et les intégrales
Cj u 33 vdo, J=1l,.0.,m, sont bien définies et dépendent

continfiment de u et v .

On verra d'autres proclongements dans l'exposé VIII .
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Définition 4., 7. : Le probléme aux limites {A’, Bg} est dit

probldme adjoint formel [relativement & la formule de Green (h.l3ﬂ

a uprobléme aux limites {A, Bj} , si A' est 1l'adjoint formel

de A et si le systéme B! m est adjoint au systéme gB.)m
— J L. J5'=l
ja=1 J
relativement 8 A let & la formule de Green (h.lB)] .
On voit que le systéme gB!im dépend du choix du systéme
U d)5=
{ . Im . et sz N : § ,?m . s
Cj\ et donc 11 ¥y a une infinité de systemes Bj adjoints
1 =1 l Jj=1
au systéme SB. m .
I{521
Yoe o s < ( Ym g Fn
Définition L.8.: Deux systémes normaux Nj et ij sont
L= L%
dits éguivalents si, pow chague v & C (9) , Nj v=0(j=1,..,n
sur I entraline Nj v =0, J = l,see.,mm et réciproguement.

7

\
Proposition 4.4,.,: Si deux systlmes normaux }N.gm et N. @_
e T U0

' e
sont €quivalents et si ;uj est 1l'ordre de Nj et uj est l'or-
dre de NE#, on a la représentation
o
(bo1k) NJ = ) A.s N J = 1,e.e,n
s=1 J
i 2 , o : :
ou pour uj > Mo \JS est un opérateur différentiel tangentiel
. — = y
8 ! a < - . o= . i
ordre < uJ My s pour pJ Mo \JS est we fonction
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Remargue 4.2, : Il est facile de vérifier gqu'a chaque opérateur

du premier systéme correspond un opérateur du méme ordre dans

l'autre systénme.

Démonstration.: On compléte gN.?m dans un systéme de Dirichlet
JJJ.:]-
{ 12m ~ ooN P .
a . ; on a, gr8ce au théordme 4.1, ¢), la représentation
U dfs=1
) 2m
¥ H = y A b J % lyeee,m o
J Jjs S
s=1
Ve . ' f,\?m
On va démontrer que si @S n'est pas un des \ij glors
i\, j:l

Jjs

A. = 0 3 supposons que .@S ne soit pas un des gN.}m et que
L dbj=1
/\js g # 0.

Ajs # 0 , alors il existe g G_Cm(F) telle que

Grice au théoréme 4.1, b), il existe v <« C™(Q) telle que

H. v =0 i # s
dJ
zﬂ)s v = g . _;#{T:'- )
et donc on a N. v = A, g # 0 .
J Js
Meis comme Nj v =0, J = lysee,m, on doit avoir Nj’ v = 0,
itod  ction.
ou la contradiction G Q.F.D.

Proposition 4.5 : Tous les systémes adjoints au systéme gB.?m

L 9fi=1

relativement & A [et & la formule de Green (h.lS)] sont équiva-

lents,

Démonstration. Soient ‘{B!}m et quIm deux tels systémes ;
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Supposons gque v & C°(Q) et B3 v=0 , J =1l,i4s4m, alors par
le corollaire L.1 on a

(A u, v) = (u, A" v)
pour chaque u & C () telle que Bj u= 0 sur Py J = lyeee,sma

Mais il s'agit d'une condition nécessaire et suffisante pour que

Bg v = 0 J = 1lyeee,m
donc les deux systémes SB}lm et gﬁglm sont équivalents.
Uijim T Uism

C.Q.F.D.

4 - Soit A un opérateur proprement elliptique dans & d'ordre 2m

~

. ;m . .
et soit B. I un systéme d'opérateurs~frontidére qui recouvre A

{
L (5=

m

(v. exposé IITI.L) ; si de plus {le est 1w systéme normal, alors

J=1

on peut parler d'un probléme adjoint formel {é' s Bé}.

I1 est trivial de vérifier que A' est proprement elliptique

dans 'ﬁ 3 11 est naturel de se demander si un systéme {?!}m

J=1

relativement a4 A Tet g la formule de

L

f
adjoint au systéme )B.
{
R . . - ~
Green (h.l3{} recouvre A' pour pouvoir appliquer a u probléme ad-
joint formel {%', le les estimations a priori du théordme 3.5.

On a le théordme suivant

(O
o3}

Théoréme 4,3, Le systéme normal recouvre A si et seulement

C
[
it
[
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m m

j=1

si chague systéme normal {Bj) adjoint au systéme {Bj}

j=1

~

relativement & A [et & la formule de Green (4.13)], recouwre A',

Avant de démontrer ce théoréme il nous faut établir quelques ré-

sultats préliminaires et rappeler gquelques notations.,

8i &€ € B*-{0} est un vecteur tangent & T au point x , si
v & R? -{0} est un vecteur normal & T au point x et si 1,
(o] (8] )
on pose A (1) = A (x3&+TV) = a (x) (g+1v)
o |=2m '
2m
= z_ Comoi (x3&,v) 1
i=o
m
+ +
AT = 1 (Al (x56,0))
k=1
m
AT(r) = T (r=rg (x38,v))
o u .
Bj (%) = Z b. (x) (g+7v) J T lyeeam
lul=n, ¥
+ - .
on a A" (1) = (=1)" 47 (x3-£,u;~-1) et. donc, comme on 1l'a

déja observé dans l'exposé III.L4, si les polyndmes Bz (1)
J = lyeeesm sont lindairement indépendants modulo A () ils
sont aussi linféairement indépendants modulo A (%) .

On pose

e ¢ ’ u .
{u|§%. LI (x) D 3
j

&1
]

lyeee,m

et on a la proposition suivante :

Proposition 4L.6. : Le systéme {Bizm recouvre A si et seule=
(% ),j=l
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-ment si le systeme SB.lm recouvre A'
155, Tecourre
o S Ja=l
°( ——-O
I1 suffit d'observer que AT = L
N . < S \m
Proposition 4.7.: 8i le systéme normal B.| recouvre A ,

U3

alors chaque systéme normal équivalent recouvre A .,

est un systéme normal &guivalent au

[ =
Démonstration : 'Si ;Bj
Lot Jd=l
systéme normal {Bj , on peut lui donner la représentation

o’ ‘é‘

[0}
(ko1kh) . Soit Ajs la partie homogéne de degré m;'- m_ de

©
1l'opérateur A, et ,Ajs(i) le polyndme correspondant (il s'a=-

Js

git a'un polyndme en & ©parceque Ajn est un opérateur diffé-

rentiel tangentiel 4 T !); on a alors les formules

m

# © o) o i

B, (tv) =} A, (g) B _ (1) 3% Lyeeeym

J [ Jjs s
s=1
.~ © i
od la matrice || A (e)d . est inversible car il stagit
is Jss=lyeve,m

v

d'une matrice triangulaire dont les €léments de la diagonale prine-

- » o0
cipale sont des fonections # O de C (T) .

\

im

;

Puisque ZB.} . recouvre A on a :
J‘-‘.—
4Jd=1
m n m
oo o o
Y A, B, (t) = Y . Y OA. (g) B (1)
J‘=l J J j..__..l J JS s
s=1
m n
I 3.(t) I A, AL (8)
= T v [N
s=1  ° j=1 Y I8



n o
si et seulement si z A, A (&) =0, s = lyses,n

oy 4 Js

J-—
mais alors A, = ... = A =0 ,

1 m
C.Q+F.D,

Démonstration du théoréme 4.,3.: Grice asux propositions 4.5 et

ho7. i1l suffit de démontrer qu'un systéme {Bj}m adjoint au
J=1

systeéme )m relativement & A {et a la formule de Green

(s
L 9f5=1
(4.13.) recouvre A' ; et grfce & la proposition 4.6 il suffit
de démontrer que £7>m recouvre A .
JJ‘=1
J
Le probléme €tant de caractére local on peut par cartes lo=-

cales se réduire zu cas de la demi-boule z < mf et on peut

alors se servir de la formule explicite (4.10) .

Dans le cas de P = (x,0) é.blz on a § = (51"“’£n-l’o)
et v = (O,...,O,I%) 3 soit alors P fixé et soient aussi fixés
£ avec JE] =1 et v = (0,040,0,=1) .

Considérons les polyndmes suivants (ecf.(4,10))

[o]
$p(1) = polyndme caractéristigue de 1l'opérateur ig ;

[o]

55m-p+l(r) = polyndme caractéristique de 1l'opérateur

2m-p+1

o
NEm-s+l(T)

oA £t on s "
polyndme caractéristique de l'opérateur N2m-s+l

Rappelons aussi les formules (voir proposition 4.,3)



p=1 . ) Ans Do (4o15)
t
s=1
p
a. = 1 AT pnt
*p n=1 on t (h.16)
si 1'on pose ensuite
o .
ﬁ\hs( £) = polyndme caractéristique de 1l'opérateur différentiel
tangentiel & I A 3
hs
Fo L. s .
ﬁ\pn (£) = polyndme caractéristique de l'opérateur différentiel
C -
tangentiel a T Apn ;

on a les formules euivantes:

o

(o] ‘ _T#Ov - -
(b27) @ ()= [ AT (e (-1 x PTh 5 a1, om
- én
n=1
h
o] (o}
(5.18) (-1)*F PTh = AL () D (1) B =1,...,20
s s
s=1
P 2o o
' ( = .
(k.19) S;E_n Als (e A (e) =6 S tsmse g
o S=p A © .
en observant que Aép (g) = (~1) AAsp (£) on a aussi
o 2m —_—
O« _ S=p (o] [e] _
()4.20) ;D'Qm-p+l(T) = szp (—l) Asp(g) NEm—S+1(T) Y —-l,.-.,2m .
I1 est évident que le sysiéme {gg%gm recouvre A si et seulew
j=1 T

ment si l'hypothése suivante

(d) Soient A.,eee,h des nombres complexes, avec A_ = 0 si
1 2m ’ P

p  est tel que @p est wm des Bj’ J=l,eee,m et tels que
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P

£ +
! =
) mb P omeprl (1) =0 mod., A (7)
p=1
entraine Xp 2 0 4, P = lyeas,2m o

81 l'on pose

n
(b.21) %01 = L A (=177 AT (e n =l,...,20
o R H#too
(h22) 0w = TOATNO (0P e e

alors on a grédce a (4.19)

n
° 0 o - _1)8=8 4°
l)p(w) = _Z /\pn (£) (-l)n 1 Szl AS( 1) Ans(é)
n=1
P s=1 P 0 o
= szl A (1) nzs Aon (&Y A 08
= A (-l)p'l P =l,eaey2m
p
et gréce 3 (L4,20)
2m o 2m 2m
] _ Smp o
le Yo Pomoper (T p=§ A Szp (=1)777 AL (8)
2m

N2m-s+l(T) = Z Ys-1 N2m-s+l(r) )
- o -
Gréce au fait que Ass(g) = Ass(x,o) . est une fonction # 0 de

c”(alZ) , il découle que Ap = 0 , p =l,.0e,2m si et seulement

Si (l)n-l = O, n =l,oo.’2m .

On a donc démontr& gue l'hypothése (d) _entralne Ap = 0 4, p= 1l,.




eeey2m , si et seulement si l'hypothése suivante

(B) ©Soient w

o""’w2m-1 des nombres complexes, avec

2n -5 +
z w1 N2m—s+l(1) s 0 mod. A (1)
s=1
et si P est tel que mp soit un des Bj s J=l,see,m § alors
Ot e 4o
D = - n-1i =
o(w) = 1 AL (8 (-1) v, 0
n=1
entraine w s-1 = 0 s 8 =l,000,2m

Rappelons la formule suivante, o P = (x, O) G,aa Y ,& =(¢g",0)

Q o
o ot n n
A (1) = } a,(P) & (-1) =
la =2m
2m ;
= .2 Cgm_i(Pgi',-l) T
1=0
i = ; ol i .
o Cop ™ Copo(P3E,=1) =]°"|22m-i a (P) &% (-1)* , i =0,..,%m
a=(a',i)

8i 1l'on écrit d'une fagon explicite, alors on a aussi (cf.(%.9))

2m —
[0
Loowgly Topige (0 =
s=1
2m
. . .
=] e, 1 ag(P) &% (-1)F <78
s=1 ot |=2m=-1
' i28
2m 2m
- ‘ l=s
- 21 Ysa1 .Z Com-i T
s=1 i=s
2m i
les
= Z C . z w T -
P21 2m-i <oy s=1 = R(t,uw)

Considérons mainteunant le polyndme dans les variables complexes z
et
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2m 1} o o
R(T,z) = z C Z =S s=1 _ A (1) = A (z2) 3

1 em=l oy

i

il est facile de démontrer par récurrence la formule de dérivation

J AU R (te) . a®a(n . 2%t R(e,s) (n> 1)
> 1" a <" a 7t

(r - z
. . o . 3
si t(P; &,-1) est une racine de A (1) avec multiplicité > n,

alors on a

n (o}
o R(1,2) . n! A (z)
n
- T=T(P3 &' ,=1 n+l
o (P »=1) (z=T(P3E' ,=1D) :
. + + . + P

Soient. Tysese5 T, les racines de A (1) avec multiplicité 13058,
1 £k €, Gl +...+9k = m 3 i1 découle alors que pour chague

. + . — .
racine T, avec multiplicité ei’ 1 =1l,,..,k 4, on a pour

i
)4 n 0.=n=l k 6
(h.23) o R(z,z) =nt C (Z—T?) 1 1 (Z-TT) 4 AT(z)
90 1Tt + © j=1 J
T=T. .
i J#i
8i 1l'on a
2nm —
° +
szl ©o1 Yopoas1 (1) = R(t) = 0 mod A (1)

c.d.d. s1 l'on a
+
R{t,w) = Q(1,0) A (1) ,

alors on obtient pour O € n & 6.=1 , i =1,...,k

1
Sn n
(4.24) R(;,w) , - Q‘H (a7 (1) alt,0)) s =0
O T T=Ti o1 =T i
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+ . +y 1
car A (1) contient le terme (T—Ti) aveec 6. >n ,
Considérons les polyndmes suivants pour O < n Si—l .

i =1,...,k ¢

+ ei°n"l « +.09 o
(b.25) P. (z) =C (z=-17) I (z=1:) 9 AT(z) 3
-1 n o] 1 . J
J=1
i#§
il s'agit de m polyndmes linéairement indépendants de degré 3z m
et § 2m-1 .
Si l'on remplace zs'l par w__5 dans les formules (4.23) et
(L.25), alors on a 1'identité suivante
2" R(1,@) :
CAREAMN L = nt P. (w) 0 £ n g 8.=1, i =l,.0.,k
bal + . in i
o T T = Ti

on d&duit donc de (4.24) que R(7,w) = O mod. A+(t) entraine

P, n(w) =0 ,0<n g6;-1, 1=1,...,k et réciproquement
P, n(w) =0 ,0<mn g 8,=1 ,1=l,..0,k, entraine R{t,w) = O ,

mod. A+(T) .

On a donc démontré que 1l'hypothése (R) entraine Wy 1

S =l,eee4,2m Si et seulement si l'hypothése suivante

(Y) Soient w des nombres complexes, avec

O"."wEm-—l

P. (w) = 0 0 &£ n <9

i n so1 0 1 =lyaea,k

o]
Bj (w) =0 J =l,ee.,m

0

.
s
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entraine W, = 0O , 5 =l,uiee,2m o

(o}
Les polyndmes P, n(T) et Bj(r) sont au nombre de 2m de

degré « 2m-1 et donc ils sont linairement indépendants si_ et

seulement si le d8terminant d'ordre 2m des coefficients est # O,

ou, ce qui revient au méme, si et seulement si l'hypothése (y)

entraine o, =0, 5 =l,...,2m .

Q
Démontrons enfin que les polyndmes P, n(r) R Bj(r) , i=1,.,k,

n =Q,...,9i_l, j =l,.¢.,m sont linéairement indépendants si et

o] (o]
seulement si les polyndmes Bj(T) recouvrent A (1) .

o
Supposons que les polyndmes Bj(T) s J ®l,.40,m , recouvrent

A (1), co8.d. qu'ils soient linéairement indépendants modulo A (<).
"8.-1
i

m k
) NGO ) A (1) = 0 al
si L n; Bj(T L ) i q P34 (1) =0 alors on a
J=1 1=1 n=o
par la définition des P, L (1)
m
.0( -
Y n. B.(t) =0 mod. A (1)
j=lJ J
et donc nj = 0 , J Tl,eee,m 3 oOn & aussi
x ei-l
.Z 2 Ai n Pl n (r) =0,
i=1 n=o
mais les Pi . (1) sont linéairement indépendants et done Ai 0= 0,

. o]
1 =l,00s5k , 0 =0,...,8,-1 . Donc les polyndmes Bj(r) , P. (1)
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sont linéairement indépendants.

[0}
Supposons que les polyndmes Bj(r) s J =1l,ees,m, ne recou=-

[o] . . .
vrent pas A (T) , 1.e. qu'ils soient linéairement dépendants mo~

duwlo A (1), Il existe alors un polyndme H(y) et des constantes

ﬂj s J ®lyeee,m 4, non tcutes = 0 , telles que

m
o n. Bj(T) + H(t) AT(1) = 0 ;

le degré de H(T) est &videmment < m-l et donc puisque les poly=

P. (1)
ndnes » 1 ®l,c0e,k , 1 =05004,8,-1 , sont linéairement
AT( 1)

indépendants, de degré <m et au nombre de m , alors il existe

des constantes Ai . 1 =lyesssk , 1 =o,...,ei-1 non toutes = O
telles que K 6i~1
P. . (1)
E(t) =} 1L A - 5
i=1 n=0 tn -
AT(T)

on & donce

j=1 Y .
k ;-1
1 ; Il (
= n. B.(1) + : by P. T) = 0
j=u 9 i=1 npso + B 1D
s -~ -~ O«
ce qui entralne que les polyndmes P, N () , Bj(r) s 1 =1,400,k

n =040600, Gi-l » J =l,eseym , ne sont pas linéairement indépen-

dants. C.Q.F.D.
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5 = Voici pour terminer une variante des formules de Green., Po-

sons CA = (ml)‘a' p%* (a

|u|,§81~<m

& un tel opérateur ell.ptique dans @ on peut associer une forme

sesquilinéaire

B4 D% ax

(UyV) Mamm=s a(u,v) = (x) D

ol lelen | CF

de fagon gque si u,v Q‘Cw(ﬁw il existe un systéme normal LS.}m
=1

tel que

"

m
(A uy, v) - alu,v) = ) S.u y.v do
=1 r 9
od l'ordre de l'opérateur Sj est 2m=-j=l .
En effet par cartes locales on peut se réduire au cas de la
demi=-boule 2 dans mf et alors on a la formule suivante, obte=
nue par intégration par parties avec le méme raisonnement qu'tau

r° 2, ol u,v Q_CM(X) et sont nulles dans un voisinage de 32 z:

ol



V ~ REALISATIONS D'UN OPERATEUR ELLIPTIQUE DANS Lp .

1l - Soit £ un ouvert borné de

riété indéfiniment différentiable de

d'un seul c8té de T , Nous considérons un opérateur A 'propre-

ment elliptique" (exposé II)d'ordre 2m , & coefficients

et un systéme d'"opérateurs frontidres" B

n

R , de frontiére I va=-

dimension n-1 , @ é&tant

l,..o

. B 00 o
& coefficients C (T) qui recouvre

Définition 5.1, : Dans LP(Q) R Ap

domaine
D(A_) = {u cw™(Q) 5 B, u =0
1Y p J
défini par APLLn= A u our

On appelle l'opérateur AP réalisation de l'opérateur A

dans Lp(Q) sous les conditions aux

J =1,2,...m ; c'est un opérateur non

4 (exposéml).

est l'opérateur linéaire de

i =l,2,¢.em } (1)

u < D(A_).

b

limites homogénes Bj u =

borné dans Lp(ﬂ) .

On désigne par N(An) le noyau
image.
Nous développons pour commencer

estimations a priori (exposé III)

a A t par R(A on
e p St P ( P) s

quelgues conséguences des

nous pouvons les écrire

c”(q),

Bm d'ordre <2m-1

0

(1) Voir 1l'exposé I pour la signification de B. u .

J

L]



sous la forme suivante

flu |l

£ C

|
o ¢ HAP u|,o’p + ull

, = D(A W1
om,p .o ) pour u ¢ D( p) (5.1)

i

fla i

‘ = LK B 2 .2
om+k,p § Cx JHIL,p s k 0,1,2, pour u & N(Ap)(s )

De 1'inégalité (5.1) résulte que sur D(Ap) la norme du gra=-

phe de Ap et la norme induite par w;m(Q) sont équivalentes ;

Nous supposerons toujours dans la suite que D(Ap) est muni de

la norme d&u- graphe, alors, grédce aux hypothéses de régularité sw

O, l'injection de D(Ap) dans Lp(ﬂ) est compacte.
De 1'inégalité (5.2) résulte l'inclusion N(AP) ol c”(a) .

Théoréme 5.1 : (1) Ap est un opérateur fermé, & domaine dense-

dans Lp(Q) o (11) N(APO ne dépend pas de p 3 c'est le sous-

espace

_f ®, . )
N = (u C(Q) 3 Au=0, B. u=0 J =1,2,¢0emy

(iii) N est de dimension finie (iv) R(Ap) est fermé dans

Lp(ﬂ) .

Démonstration

(1) AP est fermé : cela résulte de 1'inégalité (5.1) et de

la continuité de l'application :



L'inclusion ;XQ) < D(Ap) prouve la densité de D(Ap).

(ii) L'inclusiorn N C‘N(Ap) est évidente, l'inclusion réci-
progque est conséquence de la suivante N(AP) < Cw(ﬁ) .
Les points (iii ) et (iv ) résultent d'un lemme de caractére général
Soit E un espace de Banach et H un opérateur non borné dans -E

8 domaine D(H) dense, et fermé.

Lemme 5.1 : On suppose gue l'injection de D(H) (muni de la norme

du graphe de H) dans E est compacte, alors le noyau N(H) est

ey

de dimension finie et 1'image R(H) est fermée dans E .

Démonstration : Dans N(H) la norme du graphe de H et la norme

de E colincident ; par conséquent N(H) est pour l'une de ces
normes, un espace de Banach localement compact, donc est de dimeﬁ-
sion finie.
Soit ¢ un supplémentaire topologigue de N(H) dans D(H) :
D(H) = N(H) @0
Alors, il existe une constante C telle que

laoll > ¢ Jloll (5.3)
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~ pour toute ¢ & ¢ (H H désigne la norme de E ) . En effet,
dans le cas contraire, il existerait une suite %k} e b,
k=1,2,460
telle que §£I¢kn = 1

1H¢k — Q dans E pour Kk @ eeext+ ®
La suite5¢ k} etant bornée dans D(H), on peut en ex-
K=1,2,000
traire une sulte encore notée {¢k} gui converge dans
k.=l ’2 ’ L B
E vers une limite ¢
<¢k — ¢
1H¢k ——— 0 dans E pour kK eaa +® .
Comme H est un opérateur fermé, on a ¢ & D(H) et H¢ = 0 ,
i.e. ¢ & N(H) , puis
¢y ===> ¢ dans D(H) pour k —t o
¢ etant fermé dans D(H) s on a ¢ < ¢ s et comnme
o]l = lim H¢kH =1, i.e. ¢ # O . Nous avons ainsi construit
k+oo !
un elément ¢ # O , appartenant & N{(H) N ¢ , ce qui est impossible,
'ﬁ'inégalité (5.3) est donc prouvée, nous allons en déduire
que R(H) est fermé = Soit {uk) une suite dans D(H)

fk=1,2,4..

telle que
H Uy, =—=> T dans E pour kK e+ o



Il nous faut montrer que f < R(H) . Pour cela, soit

la décomposition de u dans la somme directe

o

D(H) = N(H) D 9

alors H U = H@k > f dans E 3 1l'inégalité (5.3) montre

gue est une suite de Cauchy pour la norme de E , soit ¢

x

sa limite o ¢
H ¢k —— dens E pour K o mews + oo
H étant fermé, on en déduit que ¢ <« D(H) , H$¢ = £ .

2 - Le probléme de l'existence est de déterminer R(Ap) . Nous
commengons par une réduction de ce probléme .
Le domaine de Ap est dense, et par conséquent Ap posséde

un adjoint A; » Opérateur non borné dans Lp,(ﬂ) (-:L'!r—l~ =1 ) ,
» p!

de domaine D(A;) :
D(AS) est le sous-espace de Lp,(Q) forme des Vv tels que
D{A ——
( p)

u AN e (Apu’v)

se prolonge A& LP(Q) en une forme linéaire continue 3 A; est



defini par (Apu,v) = (u,Ag v)
P
pour u & D(Ap) s, Vv éaD(Ap) .
Ag est un opérateur fermé, & domaine dense
A¥* = p
P

et si N(A;) désigne le noyau de A; , on a
R(A_) = %f( LP(Q) s (f,v) = 0 ¥ v eN(A"‘)5
(voir en appendice)
A présent nous supposons que en plus des hypothéses faites au
début de cet exposé, le systéme Bl,...Bm est normal (exposé IV).

Soit A' 1'adjoint formel de A et B'iyeesB'  un systéme d'o=-

—

pérateurs-frontiéres adjoint au systéme Byisee.B , relativement a
A (exposé IV) , Tout ce qui a &été dit 4 propos du probléme aux

limites {A ; B .

: [ T a1 )
s reste vral pour ZA H Bl,...Bm ¢

kY
l’..'ij

Nous noterons

1= {v e (@) ; A'v =0, 8lv=0 ,=1,2,...m

I1 est naturel de chercher les relations entre les opérateurs
A® et Ar .,
P D!

Nous montrerons que A; = Aé, 3 la démonstration de cette iden~

titeé, dans le cas p = 2 , fera l'o%jet de l'exposé VI , le cas
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général p # 2 sera demontré dans l'exposé VII .
Cette identité fournit une réponse au probléme de la caracté=-

risation de R(Ap)

Un premier résultat est presque évident :

Lemme 5,2 : Pour tout p , on a A'p, Si A

En effet soit v é.D(Aé,) , 11 est évident grice aux formules

de Green (exposé IV) que
D(A ) ~==> @
U A (Apu,v) = (u,Aé,,v)

est linéaire continue sur D(AP) pour la norme induite par
. E S P .d
L_ (@ done v & D(A et A v = A', v .
P()’ (P) b p'

En particulier on en déduit N' < N(A;) et
R(A = Ju () ; v le {1 (a -N'}
(a,) = {r (@) 5 8N} c {1 () s

Pour terminer cet exposé, nous démontrons le

Lemme 5,3 : (™) N'! est dense dans { L_(Q) 3 Nt
— 1 J 2 J
Démonstration: Soit Upsessy, une base orthonormée de N' :
(1) TIci nous utilisons la notation suivante : Soit E wun espace

de . Banach et E* son antidual, pour la forme sesquilinéaire
U,V Amm=—=> (U,v) 3 pour F scus-espace vectoriel de E , on pose
{8*, ¥} ={ve E"; (u,v) =0 VueF} clest "l'antipolaire"

de P dans l'antidualité entre E et E* .,
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(v., v,) = ¢, ., i, =1,2,.04 4 ; les V. sont des
fonctions de C°(Q) . Nous posons

W,V., v,
1 (wavy) Yy

Lav)
o
i
[y
]
it 1

J

pour u & LD(Q) ; P est linéaire continu dans LP(Q) et prend

ses valeurs dans S, () : N’} .

Lp

Soit alors é.{Lp(Q) 3 N'} et fk une suite de fonctions

Cm(ﬁ) telles gue 7 -~ f dans LD(Q) pour K ee-s + ®

k ¢
£ - .
- - - Q . v
Pf, =T jzl (£595) vy @ (@) N ng(Q) ; N done

P fk é_{Cw(ﬁd ;'N'} 3 pour terminer on remarque gque P fk —— PT

= £ dans LP(Q) pour K ===+ oo, car (f, uj) = 0 §=1,2,...0,

est donc limite dans LP(Q) de fonctions de zC°7§) 3 N'}
CaQeF,.D,

3 - Appendice : Opérateurs adjoints

Nous démontrons deux propriétés des opérateurs adjoints (non
bornés), qui sont bien connues au moins dans l'espace de Hilbert,
Rappelons tout d'abord la définition de 1'adjoint ; Soient
E et F deux espaces de Banach (d'antidual E”™ et F respec=
tivement) et soit H un opérateur linéaire défini dans D(H) (le

domaine de H ) sous-espace dense de E , et prenant ses valeurs:

iy
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dans F 3 nous noterons R(H) son image.
H¥ est l'opérateur lindaire de domaine D(H™) sous-espace de T
forme des €léments v tels que la forme antilinéaire
D(H) ===> C
U Meee> (H u, v)
soit continue pour la norme induite par E dans D(H) ; pour
v & D(E™) , v est défini par l'identité
(Hu, v) = (u, #°v)

peur tout u «D{(H) ; H* prend ses valeurs dans E .

Soit H wun opérateur non continu ou non borné opérant de E

dans ¥ . On dit que H est fermé si pour toute suite

S 1 ¢ D(H) telle que :
kf. _
K—'l,g,.oo
uk —_— U dans E pour k e+ o
H uk ———e Y dans F pour k eews+t o«
on & u & D(E) et Hu = v ; dans ce cas D(H) est un espace de
Banach pour la "norme du graphe' U AA—— Hu”P + lu u”F

Théoréume : On suppose gue H est un cpérateur non borné opérant

de E dans F

espaces de Banach réflexifs et que H est fermé

et 4 domaine dense; alors H® est fermé &4 domaine dense dans EX
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et H¥*=H .,
Démonstratiocn : Il est commode d'utiliser le graphe G(H) de H
G(H)=Sf(}" u,} € ExF; u &D(i) W, = H ou |

Lt e S - 1)

. , - 3 * . P .
S1 ncous mettons & x F et F* x B en antidualité, relativement

& la forme sesquilinéaire

{ul, ug} . {vl, VQ} AN —— (uz, vl) - (ul, v,

I1 est facile de voir que le gréaphe d'gn opérateur est fermé si et
seulement si l'opérateur est fermé; par conséquent H” est un opé-
rateur fermé.

Pour montrer que D(H*) est dense, il suffit de vérifier gque si

un élément v & F est tel que (v, w) = O pour tout w & D(H™)

alors v = 0 (F est réflexif). On a évidemment

pour w < D(H™) , donc fO,v} cfExF; G(H*)} i.e.
(O,v} c G{H) car G(H) est fermé {(on utilise le théordme des
"bipolaires" , ou plutdt son analogue dans le cas des "antipolaires");

donc v = H O =0
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H > * est alors bien défini et

I3

G(HF™) = {E x F 3 Cc(i¥)

N~
i
[ep]
-
=
p—_

donec H** = H ,
CeQF.D,

Théoréme On fait les mémes hypothéses gue dans le théoréme pré -

cédent; alors R(H) est fermé& si et seulement si R{H™) est

ferme,

Demonstration : ilous montrons que lorsque R(H) est fermé, alors

R(H™) 1'est aussi; 1'implication réciprogue résultera de l'identi-

Fl = R{(H) est un espace de Banach; on peut considérer H

comme compositicn ] Hl d'un cpérateur non borné Hl opérant

de E sur F. et de 1'injection canonique J de Fl dans F

5
alors H* = ) 3% et 3% est surjective, donec R(EY) =
= R(Hl*) ; on s'est ainsi ramené & montrer que R(Hl*) est
fermé avec Hl surjective.

Nous supposons maintenant que R(H) = F, H #&étant fermé,

c'est un homomorphisme de D(H) dans F (gqui sont deux espaces

de Banach) ; par conséquent 1l existe une constante C telle
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gue pour tout v & F , il existe u & D(H) avee H u = v et

alors pour tout w eD(H®) on a
(v, vt = [a, )| = T, 87wl

lull Ha™wll < ¢ vl e wll

I
«Q

d'ou ”w I

x

pour tout w < D(H™) y ceci montre que H est un isomorphisme

*)

(topologique) de D(H sur R(H”) et par conségquent R(H %)

est fermé,
C.Q.F.D.

Corollaire : Sous les mémes hypothdéses on a

R(H)

it
i,
=
-
[
~—~
ja sy
LS
el
N

R(H™)

Deémonstration : Verifions la premiére identité : comme R(H) est

fermé et F est réflexif, il suffit gréce au théoréme des "bi-
polaires”" de vérifier 1'identité N(E") = {F* : R(H)}

gui est é&vidente.
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VI - EXISTENCE DANS L,

1 - Les notations sont celles de l'exposé précédent. Cet exposé

est consacré & la démonstration du :

- N N - . t
Théoréme 6.1 : R(4,) {LE(Q) ; N
Nous savorns déjd que R(AQ) est un sous-espace fermé de
{Ly(2) 5 87

Pour u,v G.Hem(ﬂ) , nous notons :

m
[u, vl = (A' u, A" v) + ) ((B'. u, B'. v)).
j=1 J J J
_ 2m-m'.-l/2
(¢C ))j désignant le produit scalaire dans H . (r) .
m'. ordre de B'., .
N J
Uy V vt [u, v] est évidemment une forme sesquilinéaire her-

mitienne continue sur Hem(n) 3 elle donne donc lieu & une inéga=-
1ité du type Cauchy~-Schwarz
2
| Tu, v] | <« [u, u]l « [v, v] _ (6.1)

Enfin nous avons 1'inégalité de coercivité (exposé III) :

-1 2 - 2 |

c ull om < [u, qJ + ﬂu"o | (6.2)
Cette indgalité montre que le produit scalaire (( , )) = ,[<+ J +

+ (, ) peut &tre substitué au produit scalaire habituel de
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Hgm(Q) . Dans la suite nous supposons H2m(Q) muni de ce nouvean

produit scalaire.

]

Lemme 6.1 : Hzm(Q) {Ham(Q) ; N'} @N'

Démonstratian : ,{Hgm(ﬂ) ; N'} est l'orthogonal de N' dans

em(ﬂ) et v &€ N' on a

Hgm(Q) , car pour u & H

((uy, v)) = (u, v) .

Lemme 6.2 : Il existe une constante € > 0 telle gue

o™t vIE, < [ve vl s o vIE,

pour tout v & {Hgm(ﬂ) 3 N}

Démonstration : Seule la premiére inégalité est a& démontrer. Si

elle n'avait pas lieu, il existerait une suite

2m : _
{Vk} _ c {ET(e) ; N'} , avec ”vkn om = 1 et
k“lgggoo.
[Vk= VkJ — O pour k e==mt o,
La compléte continuité de l'injection de H2m(9) dans L2(Q) ,

montre qu'til existe une suite partielle, que nous noterons encore

{vk} , et qui a les propriétés suivantes
k=l,2,...

! =

I = 1

v I

K =V dans LQ(Q) pour k e=p+ o

{Vk’ vk} ——— O pour kK ezt @



- 106 =~

avec Vv é:Lz(Q) .

L'inégalité (6.2) appliquée 2 Vi = Yy

-1 2 _ o
C va - %ﬂ o S LV - oy Vi - YQ + uvk - %Hoo

et l'inégalité (6.1) montrent que {Yk} est une suite de Cauchy

Em( 2m(

Q) , v, ===» v dans

Q) 3 on en déduit que v g H K

dans B

Em(

H°7(Q) pour k ~==>+o , donc v G.{Hzm(ﬂ) s N'} o, ”Vﬂgm =1

et vy, Vi = lim |v,, Vv = 0 , i.es v & N' , ce qui est en
om L K> K

contradiction avec le lemme 6.1
’ C.Q'F.D.

Passons 4 la démonstration du théoréme 6.1 , Soit f fixée
dans {L2(Q) ; N'} Le 1lemme 6.2 montre que le produit scalaire
Uy V AN [u, v] peut €étre substitué au produit scalaire

{, 2n

U, V ~vee=> ({(u, v)) sur H(Q) 3 N'} . Comme Vv anme=>(f, v)

est une forme antilingaire continue sur {8°™(Q) ; ¥'} nous en
déduisons qu'il existe g G:{Hgm(ﬂ) 3 N'} (unique) tel que
(g, v] = (f, v) pour toute v GL{H2m(Q) s N'}

Nous allons vérifier que 1l'identité

(g, v] = (£, v) (6.3)

2m(

est vrale pour toute v & H Q) 3 en effet, d'aprés le lemme 6.1
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on peut écrire v = v, + v avec v, & N' et v, & ZHzm(Q); N'}.

1 2 1

I1 vient :

g, v] = [e, v,] = (£, vy)) = (£, v)

car |g, vl]

4]
O
~~
<
[{\
=]
Mo
]
ct
—
o]

»
<
-
g
"
(@]

(£ c {E%™(a) 3 w'} ) .
Admettons provisoirement le

Théoréme 6.2 : Soit f & L2(Q) et u une solution du probléme

Hzm(ﬂ) et [u, vJ = (f, v) pour toute

ey 4L

variationnel : u &«

Ym

5% () , alors u < H'™(Q) .

v &
Ce théoréme s'applique & g , nous avons donc
g < 5%(0)
La relation (6.3) écrite pour v e D(Q) est
(Atg,A'v) = (f,v)
nous avons donc AA'g = £ , Posons u = A'g

2m(

gxz e H Q)

lﬁu = f

et (u,A'v) + § ((B'g,B!v))
j:l J J

. = {Au,v) pour toute v & Hgm(ﬂ)
o

En particulier lorsque v & D(Aé) on a

(u,A'v) = (Au,v)
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mais l'application de la formule de Green (exposé IV) montre que

m
(A u,v) = (u,a'v) = 7§ B.u C'v do
Ly it
T
n
done on a ) B.u Clv do = 0O , pour toute v )
j=1 jr 9 J

avec Bév =0 , j=l,2,.eem .
Lorsque la fonction v ~varie en étant assujettie & ces conditions
{Csv}m parcourt un sous-espace dense de (L2(1‘))m , donc

j=1

nous avons

m
) B.u h, do = 0
j=1 !
. m m .
pour toute famille {h } e (LZ(F)) , 1.€. Bju = 0 pour

j=l,2,...m .
En résumé nous avons u & D(Ag) avec A2u = f ce qui montre
que R(Ag)'D {Lg(Q); N'} - sous réserve de vérifier le Théoréme

6.2 . Avant de faire cette vérification, nous démontrons le ;

Corollaire 6.1 : AY = A et A! = A

Ces deux identités sont équivalentes. Vérifions la premiére
Nous avons établi l'identité R(Ae) = {L2(Q);N'} . Echangeant

les r8les de {A;Bl,...Bm} et {A';B .Bé} nous avons aussi

)
l,oa

R(Aé) = {LZ(Q);N} . R(Ae) étant ferm&, nous avons aussi
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X
R(4,) = %LE(Q);H(AQ)}
et R(A;) = {LE(Q);N}

Nous en déduisons que N(A;) N' et R(&)) = R(A}) .

4
Gréce au lemme 5,2 il suffit de vérifier que D(AQ) < D(Aé) .
. #*
Pour cela soit u & D(AE) alors

¥ »*
Ae u = f & R(Ag) = R(Aé)

. . _ . o -
il existe donc u_ & D(AQ) tel que A} ug f et

*
- = = ' 1 é 1 = -
u u, & N(Az) N' « D(AQ) s done écrivant u (u uo) + U,

nous voyons que u & D(Aé) .
C.Q.F.D,

2 = La fin de cet exposé est consacrée & la vérification du théo=-
réme 6.2 , qui résulte de plusieurs lemmes.

Lemme 6.3 : Sous les hypoth&ses du théordme 6.2 on a u & Hhm(Q)
loc

On remarqgue gque u est solution dans § de l'équation elliptipf

que d'ordre 4m : AA'u f avee f E.LQ(Q) 3 le lemme exprime un

résultat de régularité & 1l'intérieur, qui est classique.

Lemme 6.4 : Si une fonction v & HS(RS) (s entier > 0) a tou=
tes ses dérivées d'ordre k (k > s) dans Hs'k+l(Rf) alors

s+
v H® l(Rn) .

+
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Démonstration : De maniére générale, nous posons :

Xs’k(ﬂ) = {v ¢c8%9q) ; D% e Hs'k+l(9)

!

Nous montrerons que

pour |a} = k}

. +
(1) X,  (8") < &° L(r®)
(1ii) il existe un opérateur de "prolongement™ P de XS k(R:‘:)
]
dans Xs k(Rn) linéaire continu, tel que Pv n =V pour toute
]
R
+

Le point (i) est évident par transformation de Fourier; vérifions

(ii) : en régularisant les fonctions de X k(Ril) 4 1'aide de
1]
fonctions de D(R"), on vérifie que Cw(Rf) 0 x, k(Ri) est dense

dans  X_ k(Rf:), il suffit donc de d&finir Pv pour v indéfini=-
]

ment dérivable dans Rf « On peut (par exemple) poser :

v(xl,...xn) x 20

(Pv) (xl,...xn) =

£ X,
.Z Ajv(xl"'f’xn-l’ - f—) X, < 0
J=1 J
¢ 1
avec ) A, (- )T =2 pour r = S=k,s=kK+1l,...k-1
j:l J d .

Il est &lémenteire de vérifier que l'opérateur P ainsi défini

remplit les conditions requises.

Introduisons quelques notations :
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Tih vix) = v(xl,... X;_q»s X;*h, xi+l""xn) s 1=1,2,...n
by v R T, . Ve v, f . v =Z A, v
i,h i,h > "i,h h i,h

ER = {x e R" 3 lxl <R 4, x_ 2 O}
o
B® (XR) = H° (ZR) pour tout s .
H; (ER) est le sous=espace de HS(ZR) formé des fonctions &
support compact dans ZR , i.e. des fonctions nulles dans un voi=
sinage de la partie courbée de DER .
Les lemmes qui éuivent, sont relatifs & une forme sesquili-:

néaire sur le domaine XR

He (I x m5" (Ip) - ©

K
U, V At {u, v}
m
{u, v} = (A u, &' v) + YO((B u, B v))
SE T

avec &' opérateur elliptique d'ordre 2m, 3 coefficients Cw(zR),
et @3 opérateur-frontidre d'ordre m3 a coefficients

Cm(zR n Rn-l) s (C ))j désignant le produit scalaire de

- ',-
2mem f 1/2( n-l)

H R

On suppose aussi que 1'inégalité de coercivité (analogue &

(6.2)) a lieu :



Tt lult 2, ¢ fuul o+ ful? (6.2)"

21
pour u éﬁHK (ZR) .

Lemme 6.5

Soit u 51H§m(23) , on suppose qu'il existe une cons=

tante C telle que

{pi,h u:v}i s C fIVH om
‘ 2n 2u 2n
pour toute v ¢ H; ()Y.) 3 salors e Hoo(),)
X,
i
démonstration : Posant v = p. . u et utilisant 1'inégalité

i,h

(6.2)' nous obtenons (pour h assez petit)

2
ey oull gy sfog pous ey W+ ey, ullg

; 2
< C Npi,h U.H om + ”pi,h u“ fo)
Nous en déduisons l'existence de constantes Kl et K2 indépen=-
dantes de h telles que :
{ y 2 2
Fosmul on ¢ X+ Ky Tully
d'ou
J on
= & T (]g)
o
X,
* CeQ.F.D.
Lemme 6.6 : On considére v telle que
. k =5 .
(i) D. v é_ﬁK(XR) pour k€t ( s entier > 0 )
.. £ ) o
(ii) D v = g + Z D°f

; o] <es
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‘e o . . ' (o} k fo)
avec >8 +t , g @_HK(ZR) » f,ed (ZR) et D f_ GIHK(ER)
our k £ t-1 ,

k s+1
Alors D v &H, (ER) pour k < t=-1 .

Ici et dans la suite de cet exposé, D, désigne une dérivation

par rapport & X et Df n'importe quelle dérivation "tangentielle"

c.d.d. une dérivation d'ordre k par rapport aux seules variables

KysXgeooX 4 o
~ - .
Démonstration : Fixons k ¢ t-1 ; pour montrer que

k
T

+ . . N . . .
D v « H; l(zR) , 11 suffit grice 4 l'hypothése (i) et au lemme

6.4 de vérifier que toutes les dérivées d'ordre £ de Df v sont

s+l=?
dans H (ZR) .

soit D% une dérivation gquelcongue d'ordre £ ; deux cas se

présentent :

d . s . . { -
a) DE contient une dérivation tangentielle : DQ = D lD

- +
alors DE(Df v) DL l(Df lv) et comme k+1 gt , on a

k+1 . L -
DT+ v & HS(XR) , d'od D (Div) e us*t E(ZR)

b) Dz ne contient aucune dérivation tangentielle et s'gcrit

Dz , alors
n

£, .k - k2 _ .k a, k
Dn(DTv) = DT(an) =D.g + |a!§€-s D (DT fa)
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k -k 1l-t g+l €
On a D g &®H () CH ™ '(]z) €H (ER? car k < t-1 et

s+t <€, et on a par hypothidse Difa <3 HO(ZR) , donc

-2 .
Da(Dﬁfa) c gs*e (ZR) pour |a| s £-s-1 ; en conségquence on a
£ k s+1-28
D, (Dv) « H (Yg) -

Le lemme est démontré.

Lemme 6.7 : 8i u et v G_H2m+s(iﬁ)>.s entier 0 et ¢ 'Cw(ER}.

alors

! s ! { 8

(6.4)
sc v, I b

ci la constante ne dépend pas de u,v et h .

Nous admettons proviscirement ce dernier lemme et nous démontrons

le Théoréme 6.2 : Par application du lemme 6.3,nous avons u <&

& Hiﬁc(ﬂ) s 11 nous reste donc & montrer que u est de classe

hm

H au voisinage de chague point de I' . Par cartes locales, on
est ramené au cas Q = ER . [ , ] étant remplacée par { , } :
Soit X, € ' y et soit U un voisinage de X, dans € , qui

soit difféomorphe 3 ZR ,‘l'image de 2U AT par @difféomorphisme

Etant a N Rn-l et l'image de x ‘étant O 3 on appligue 1'i-
R C

dentité [u, v] = (£, v)
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Qm(

avee v £ H Q) , v ayant son support dans U , et on effec=

tue le changement de variables; alors dans les nouvelles coordon-

nées ucu est solution de
fu, v} = (£, v)
pour toute v & H2m(2 ) avec f = Ho(z ) (1)
'k ‘LR’ B . R
Il faut montrer que u G.Hhm (2 ) clest-8~dire que
i loc ' ~R

S ‘ >
z u &H (XR) pour toute I & CK(ER) *

a) Dans une premidre &tape, nous montrerons par récurrence

toute
sur s , Que Dj(cu) e_Hem(ER) pour ¢ G.C;(ZR) » 8=1,2,.4.02m

Nous supposons donc que D:(;u) & H2m(2 ) pour t=1,2,...5=«1 et

R

, o 8 2n
pour toute ;<;CK(ER)nous montrons que DT(;u) G H (ZR) :

Par hypothé&se nous avons ) HDZ(gu)H om < T3 l'applicaticw
tgs~1

du lemme 6.7 donne

I{pi’h Df'l(;u), vil < (£, D clog o YD+ C vl gy

,{ s=1

' g
dtou Pi,n Do

i 1 g
(Z,u): le < Cl ﬂvh om
pour toute v G,H2m(2 )

K R *

La derniére inégalité, Jjointe au lemme 6.5 donne

Q
Oxi

D27 (ew) & 5L, .

R

(1) On note encore wu et f les images par le changement de va-

riables de u et fl .
WU aL
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Ce raisonnement vaut pour i=1,2,...n=1 et montre que
8 2
p%(zu) @ 52%(],)
pour toute ¢ & CZ(ZR) ; la récurrence se propage et nous avons
S -]
DT(CQ) & H (E‘R)
pour s < 2m , ¢ GC;(ZR) (c'est la "régularisation tangentielle")
b) La seconde &tape consiste & démontrer par une nouvelle
récurrence sur S que

2m+s(2

Dﬁ(;u) & H ) pour k < 2m~s (6.5)

R
et ¢ & CK(ZR)

avec 8=1,2,s4.2n .

Nous supposons donc que (6.5) est démontré pour un s avec
0 ¢ s <2m=1 , et nous montrons que (6.5) est encore vrai avec s
remplacé par s+l :
Pour commencer nous remarquons que u est solution de 1'éguation
elliptique d'ordre Lm dans ER : AR y = 7 (1)
Nous avons done A R'(zu) = f +>ﬁu , o & est un opérateur
d'ordre km-l , dont les coefficients ont leurs supports dans un

méme compact de XR (plus précisément dans le support de [ ) .

Il existe donc Ly Q,CE(ZR) tel que fu = § (glu) . Soit a le

(1) A est 1'adjoint formel de S ,
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coefficient de Dim dans 4AA' , l'ellipticité de AA' nous
assure de ce que a ne s'annule pas dans ER s et on =
b - A
a D_~(zu) = A& (gu) + § (zu)
bhm

ol § est un opérateur d'ordre bm sans terme en D + Nous

avons donec

e D™(zu) = of + & (gyu) + §(gu) (6.6)

Pour pouvoir appliquer le lemme 6.6 , nous allons montrer que

L
a Dnm (zgu) = g + y Dufa (6.7)
|a|<2m~g
° k 0
avec g < H (ER) et D f &H (ER) pour k & 2m=-s=1

Considérons successivement tous les termes composant la somme de
droite dans (6.6), et montrons qu'ils admettent une décomposition
du type (6.7)
(i) t £ e H(])
(ii) '5(;lu) est combinaison linéaire (4 coefficients dans
Cm(ZR)) de dérivées Dg Df(clu) avec o + B <hm-1l .
Lorsque o < 2m+s , on & par hypothése de récurrence

0¥ pP(riu) e BO(Iy)

n T °1 “R

et lorsque o > 2m+s on écrit

p* pb
n T

- O=2n=-5 _B 2m+s

u))



c'est une dérivée d'ordre g 2m=s=1 de

k, . 2n+s
que Dr(Dn
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2m+s

(D

(;lu)) qui est telle

o
(Clu)) & H (ER) pour k £ 2m=s5-1l ,

(iii) &% (zu) est combinaison linéaire (& coefficients dans CW(XR))

de dérivées Dg D: (zu) avec a +Bg

Lorsque o < Z2m+s on a

oa > 2m+s et B

W

n T (z;u) = Dn

Q= OMw=S B=1

(49
n

1 on écrit :

D
T

(D_

bm et o < Lm=l .

D DE (zu) e HO(ZR) ; ensuite lorsque

p2"*3(zu))

. - . +
cl'est une dérivée d'ordre < 2m-s-1 de la fonctlon(DTDim S(zu))

qui est telle que

Dk (D D2m+s(

T T n

pour k £ 2n=-s=1 ; enfin lorsque

D(l
n

1]

B8
DT(gu) o

(02772 (zu))

m+ .
(Deq S(r,u)) qui est telle que

n

k < 2Mm=-s=1 .

tw)) e BO(],)

D%*(zu) et 2m+s < lm-1 donc Dg Df(cu) = D

dériveée dlordre & 2mwes=1l

Dk(D2m+s
T ' n

o > 2m+s et g = O on a

Q=2m=3
n

de ls fonection

tu) & HO(ZR) pour

Nous avons donc vérifié que 1l'identité (6.7) a lieu, et conme
?

-1

a lieu pour ng(Cu) .

a =~ € Cw(ZR) il est facile de vérifier qu'une identité& analogue

Nous pouvons donc appliquer le lemme 6.6 avec t, s, £
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remplacés par Pm-s, 2m+s et Um respectivement (on a bien alors

2m+S+l(zR)

s+t «{) ;3 et nous obtenons Df(;u) & H pour X< 2me=s-1

[
et ¢ & CK(ZR) .
La récurrence se propage, ce qui prouve (6.5) et le théordme 6.2.
I1 nous reste & vérifier le lemme 6.7 : il nous faut majorer

entre asutres la sonmme

(A DX(gu), &' v) 4 (&' w, &' D ¢ p, v)

ish i,=h

c'est une somme de termes de la forme

o 8

a4
(aa D" p

Df(cu), a. DF v) + (a D" u, a_, D

8 o 8 v))

s
i,h Dt(gpi,-h

avec a  , ag G,Cm(ZR) et Jo| ,|8] < 2nm .

Vu les propriétés des fonctions a,s & ¢t et du support de

83
T , on voit par application de la formule de Leibnitz qu'il suffit
de vérifier gque

B

S
T

[(0%(p; , DF w)y DF w) + (D% w, D D2 (o, v))

< 0 vl I 0% ul,,

N

2m t 2m
pour v & Hy (ZR) , et u telle»que D) u¢g Hy (ZR) pour t < s

Ceci résulte de l'identité &vidente :

| (0.

i Tr8) * (£ 0; 6)l =0

o
pour f, g & HK(ZR) .
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La majoration des autres termes intervenant dans

S 4 s =
- ) . g ,
{pl’h D- (zu), vl o+ Ju, D (z °i,-n v)} #&tant analogue,

nous ne la d&taillons pas.
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VII - EXISTENCE DANS LP

1l - Nous utilisons les notations des deux exposés précédents ;

Théoréme 7.1 : R(Ap) = {LP(Q) ; N}

Démonstration : Nous savons d&jd que R(Ap) est un sous=espace
fermé& gde {LP(Q); N'} (exposé V) et que {Cm7§); N'} est dense
dans {LP(Q); N'} (exposé V). Il nous suffit de voir que
R(AL) O {c™@); n'}
Soit f & {c“(ﬁ); N'} C.R(Ag) (exposé VI) alors il existe
u G-D(Az) tel que A u = f 3 les résultats de régularité (exposé

III) montrent que

= 2m
u e ¢(8 wla
u e c7lR) < WoT(e)

Comme u G’D(Ag) on .a Bj u=0, jl,2,eeem , d'0U u éﬂD(AP)

et f = A_ u &« R(A
o c_(p)

(l) C.Q.F.D.
Corollaire T.1 : Ap est un opérateur & indice 3 son indice est

dim N - dim N' , ne dépend pas de p ; nous le noterons x(A;Bl,‘.

oc,Bm) .

(1) Un opérateur linéaire A opérant de l'espace vectoriel E
dans l'espace vectoriel F est dit "opérateur & indice" si son
noyau A=1(0) est de dimension finie et son image A {(E) est de
codimension (dans F ) finie. On sait que si E et F sont deux
espaces de Fréchet et si A est continu, alors, s'il a un indice
c'est un homomorphisme (strict) ;3 1'indice est

x(A) = dim 7\1(0) - codim A(E) .
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Théoréme 7.2 :  Si u(.;D(Ap) et Ay u eLq(Q) alors u eD(Aq) .

Démonstration : AP u=fe Lq(Q) f\R(AP)

i.e, f ¢ L L SN L s N = R(A
o (9) N4 o) s b e {r (a)s } (a,)
donc il existe u, € D(Aq) avec Aq u = f ., Soit r = inf(p, qa) ,

(o)

Q étant borné nous avons les inclusions

L (a) , 1 (a) cI,(a)

'S Lom 2n 2m

d'od wp () , wq (@) < W (a)

et D(Ap) , D(Aq) C:D(Ar)

et u=u_ EDA) aveec A ( u=u_) =0 .
o) r r [e]

Nous avons donc u-u e N < D(Aq) et u = (u-uo) tu & D(Aq)
C.Q.F.D.

Remargue 7.l : Ces théordmes sont vrais, avec les modifications

évidentes, lorsqu'on remplace A par A"

Théoréme T.3 : Al = Aé, et A

Démonstration : Pour tout p les deux identités sont €quivalentes,

car A;éQ = Ap 3 11 suffit donc de démontrer la premiére pour
1 <p <2 et 1la seconde pour 2 <« p « + oo, (i.es 1 <p' < 2) .

Les deux problémes aux limites {A; Bl""Bm} et {A' 3 Bi,..Eé}

ayant des propriétés analogues, il suffit en fait de vérifier que
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Aé, = A; pour 1 < p <2 , la démonstration de l'autre identité
pour 1 <« p' « 2 étant analogue.
Gr8ce au lemme 5.2, il reste & vérifier que
* t
D(Ap) c:D(Ap,) 1 <p <2 .
. *
Soit v & D(Ap) , alors

u A~b~€>(Ap u, v) = (u, A; V)

est lin&aire continue sur D(Ap) pour la norme induite par LP(Q} R

donc aussi sur D(Ag) pour la norme induite par L2(Q) (car

D(Ae) < D(Ap) et A; v Lp,(ﬂ) c LQ(Q)) . En conséquence

v @ D(ay) = D(a})

% N
é v = A; v & Lp,(Q) , donc (Théoréme T.2) v G,D(Aé')
C.Q.F.D,

2 =Combinant ces derniers théorémes avec les résultats de régularité de
l'exposé III nous obtenons le :

Théordme T.b : Le probléme

avee f e WE(Q) (k=0,1,...) possdde une solution si et seulement

Y

si f est orthogonale &4 ©N' ; 14 solution u est unique & un




€lément de N prés.

Ceci résoud un probléme aux limites homogéne, c'est-d~dire

avec conditions aux limites homogénes.

On pourrait considérer A comme opérateur Ap x Bonm borné dans
s

Wk(ﬁ) de domaine Ju e W ; B. u=0, j=l,...m} ; l'opéra-
P L P

teur ainsi obtenu est un opérateur 4 indice leguel indice est égal
3 x(A;Bl,...,Bm) et ne dépend donc ni de p ni de k .

Considérons & présent un probldme aux limites non homogénes:

On donne f e wg(g) et g. é_w§m+k-mj—l/p(r)

3 s J=1,2,s0.m , et

on cherche

2m""k(

u e W Y
o )

o
<
®
e}
lvv]
£
!

I1 existe (exposé IV) w < W g5 > J=1l,2400em .

Nous allons chercher u sous la forme v + w 3 alors v est so=-

lution du probléme :

v e w2m+k(g)
p
Av = £ = Aw dans
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Ce pfobléme posséde une solution si et seulement si (f - Aw, v) = 0
m
pour toute v & N' 3 (f- Aw, v) = (f,v) + ij Cév io
3=l |r
m
= (f,V) + z N & . ET; do
J=1 !
I
et nous svons 1le
Théorédme 7.5 : Le probllme :
ew2m+k(9)

B. u=g. sur T J=l,2,.s.m

a . Rl 2
posséde une solution pour f & Wi(ﬂ) et g; & ng k-m l/p(F)

J=1,2,.0em si et seulement si

m

(f,v) + 2 g. C'v do = 0
j=1 Jr 9 9

pour tout v <« N', La solution est unique & un élément de N rds.

3 « Plusieurs qpestions naturelles se posent & présent :

{i) Quand avons-nous KN = {0} ? Dans ce cas il y a unicité de ia
solution donnée dans le Théoréme T.5.

(ii) Quand avons-nous N' = {0} ? Dans ce cas il y a existence de

la solution du probléme non homogéne considéré au Théoréme T.5 ,

2m+k-l/p(

p P) » j=l,2,...m .

pour tout f é;Wz(Q) et gj & W
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(iii) Quand avons-nous dim N = dim N' ? Dans ce cas A est un

opérateur de "Riesz=Fredholn"

Nous allons répondre partiellement 3 ces questions.,

(i) Nous pouvons &crire l'opérateur A sous la fcrme

-1y 1el p%(e_(x) 0f)

|a|,}8!$m

et soit

B

U,V A= alu,v) = D u, p%v)

(s
’al,%ﬁl&m oF

la forme sesquilinéaire (forme de Dirichlet) associée & 1l'opéra=-

teur A , définie sur HT(R) x H(Q) .

(1)

@© o -
Pour u,v & C (Q) nous avons les formules de Green suivantes

no
~

(Au,v) = a(u,v) = 'z_ Sju yj_lv‘do (
oi les Sj sont des "opérateurs-~frontidres" & coefficients CW(P),
d'ordre 2m=-j .
. . . (- . s
Soit {l,...m} = (dysec eIy W, @k+l""3m} une partition dg

l'ensemble {l,...m} nous allons donner une condition suffisante

pour qu'il y ait unicité (i.e. ¥ = 0) pour le probléme aux limites

§
Ay v, sees Y s S, eee S » (3)
¢ Jl-l Jk_l Ip+l Jm}
(1) Voir exposé IV, 5 .,
: J
(2) Rappelons que vy.v = Q—X— n normale & T intérieure aQ .
a 9 -]
n?

[oxY
Q
;.J

(3) Les résultats seront valables pour tout systéime {B } =1
valent (exp.IV) & {Y RELEE Sj R J=
m



- 127 -

Lorsque k = m ce probldme est le "probldme de Dirichlet”relatif
& A , lorsque k = 0 , c'est le "probléme de Neumann".

Soit vV = gVC{Hm(Q); Y s vo= 090-0 Y V=O} ?

. B -
c'est un sous~espace fermé de H '

v

Q) 3

vV o= Hﬁ(ﬁ) dans le cas du probléme de Dirichlet

vV = Hm(Q) dens le cas du probléme de Neumann.
Proposition 7.1 : On suppose gque la forme a(u,v) est "V-ellipti-
que" c'est-g~dire gu'il existe une constante C> 0 telle que

la(v,v)] =2 ¢C ani' pour v & V

alors la seule solution du probléme :

u e C (%)
Au = 0
in-lu = 0 1=l,2,0ltk
5. u=20 i=k+l,..0m
Ii
est u =z 0 .
En d'autres termes, lorsque a est Ve-elliptique, on a N ='{Q}‘

pour le probléme aux limites {A; Y

Démonstration : Soit u g N, calculons a(u,u) & l'aide de la

formule de Green : 11l vient



a(u,u) = (Au,u) -~ 7§ J S. u Y. oY dg - ¥ '[ Sj uoyy g do
_ . . . . P93 :

La V-ellipticité, implique gque u = 0
CeQ.F.D,

Remarque T.2 : Ce résultat est du type variationnel; la méthode

s'applique 2 tous les problémes aux limites gque 1l'on peut résoudre
par une méthode variationnelle, c'est pourquoi nous n'insistons
pas sur ce point de vue (voir 1l'Introduction) .

Remarque 7.3 : On sait que si A est fortement-eclliptique" i.e.

o+f . 2m

Re a (x) ¢ (c>0,t < R%,xe Q)

el ol en S8 > ¢ lel

alors la forme a(u,v) + A(u,v) est Hg(ﬂ) elliptique pour A
assez grand (inégalité de Garding).

(ii) La question ii) pose un probléme de m&me nature que la ques-
tion i); une réponse partielle est donc fournie par la proposition
Tl

(iii) Voici un critdre trés simple qui permet d'affirmer gque x(A é
3} =0

Bl’OQQ,Bm

Proposition 7.2 : On suppose que D(AQ) = C(D(Aé))(l)

alors x(A’B%,-'-

LI IS

Démonstration : A' est l'adjoint formel de A ; on note A' 1'opé-

rateur A' ol 1'on a remplacé les coefficients par leurs conjugués

(1) C(D(Aé)) désigne l'ensemble des conjugués complexes des fonctions
de D(Aé) .
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complexes., De mé&me on note B3 les opérateurs Bé od 1l'on a rem=-
placé les coefficients par leurs conjugués complexes,

Soit Aé la réalisation de A' dans L2(Q) socus les condiw

tions aux limites Béu = 0, j=l,2,...m 3 il est facile de voir Qué
D(Aé) = C(D(Aé)) ¢t par conséquent, on a D<A2) = D(K;) . Comme
A - A' est un opérateur d'ordre < 2m-1, A2 - K; est un -

opérateur compact de D(Az) dans LQ(Q) ; on en déduit
- ?
x(A,) = x(Aa})

I1 est facile de voir que X(KT) = X(A!) et par conséguent on a

1
2

n

x(8,) = x(Aa})

mais comme A! = AY , On a X(Ag) = -x(Aé)

2 2
d'ou X(A2) = 0
C.Q.F.D.
Remarque 7.4 : Comme D(A2) ne dépend que de 2m et.des conditions
aux limites, la condition D(Az) = C(D(AL)) ne dépend que des con-

ditions aux limites et pas de A ., En particulier danms le cas du
probléme de Dirichlet on a

D(&,) = c(D(a})) = 52" (g) n 8%(q)

2

et 1l'indice du probléme de Dirichlet est nul quel que soit l'opérateur

A 3 1l'unicité du probldme de Dirichlet pour A (dim ¥ = {0} )
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implique qu'il y a unicité pour le probléme de Dirichlet pour A!
(dim N' = {0} ) , donc aussi qu'il y a existence et unicité pour
ces deux problémes. Lorsque A est fortement elliptique, AP + A
est un isomorphisme de Wim(ﬂ) Pl%?(ﬂ) sur Lp(Q) pour A assez
grand.,

Remargue T.5 : Lorsque le probléme aux limites {A; Bl,...Bm}

est formellement sautoadjoint, i.e. A = A' et {B.}m peut &tre

J J'=l

pris comme systéme d'opérateurs-frontiéres adjoint & lui-méme rela-
tivement & A , alors on a évidemment dim N = dim N' opuisque

N = N' . C'est toujours le cas pour les problémes considérés plus

{A; - .

-Y. s S
J1

Jx

-l’..'

. ces S,
S Jm}

relatifs & un opérateur A formellement autoadjoint,

Remarque 7.6 : On sait que l'indice d'un opérateur n'est pas modifié

lorsqu'on ajoute un opérateur compact; par conséquent nous ne modi-
fions pas l'indice de 1la "réalisation dans Lp " de l'opérateur A ,

par addition d'un opérateur C d&'ordre ¢ 2m-1l ; en particulier

X(Ap + A1) = x(Ap) pour tout X « € .
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VIIYT APPLICATION DE LA TRANSPOSITION ET DE LY'INTERPOLATION.

Dans ce numéro on déduit des résultats d'existence obtenus
précédemment, de nouveaux résultats d'existence pour des dénnées
(aux limites) gj plus générales. Les raisonnements d'analyse
fonctionnelle gue nous ferons, utiliseront en particulier la théorie
de l'interpolation dont nous rappelons pour commencer quelques'résul-
tats.

1 - L'interpolation: Nous désignerons par # la catégorie dont

les objets sont les espaces de Banach (complexes) et les morphismes

sont les applications linéaires continues.

)

Nous appellerons "Couple d'interpolation" un couple (AO, Al

d'espaces de Banach, tel qu'il existe un espace vectoriel topolo=-
gique localement convexe séparé & avec Ay <A i=0,1 (algébri-
quement et topologiquement); on peut alors définir Ao O A et

1

A + A, , et munir ces espaces des normes

o} 1
8 A e— Ua”A + “aUA
o 1
et 8 Are—w> inf 8hou + ualﬂ }
& & A a, < A o) Al
o) o? "1 1
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respectivement AO N Al et AO + Al sont deux espaces de Banach.

Soit ¥ 1la catégorie dont les objets sont les couples d'inter=-
polation et dont les morphismes sont définis ainsi : soient (Ao,Al)
et (BO,Bl) deux couples d'interpolation, on appelle morphisme de

(AO,Al) dans (Bo,Bl) , une u e,Hom(Ao+A BO+B1) telle que 1la

13

-

restriction de u & A. soit linéaire continue de Ai dans Bi’

i
i=0,1. Par restriction & L N Ay s ou définit une application li=-

.néaire continue de A N 4 dans B_ f1 B, .
o} 1 o} 1

(AO,Al) Aty A N Ay et (AO,Al) Az B A
sont deux foncteurs covariants particuliers de la catégorie ¢ dans

la catégorie a,

Une méthode d'interpolation est la donnée d'un foncteur d'interpola=-

tion covarient ¢ de la catégorie ¢ dans la catégorie 0%, plus

fin que le foncteur (AO,A /vm~->AO+A et moins fin que le foncw

1)

1

teur (AO,Al) M= AN AL
Exemples :

1) Pour tout ¢ avec O < o < 1 et tout p avee 1 < p < ®,

(1)

i1l existe un"foncteur d'interpolation” noté ¢ o avec
’ ]

(1) C'est la "méthode d'interpolation réelle", habtituellement notée
(AO,AI) AN S(p,B;AO,Al) = T(p,o; AO,Al) avec 6 = 1l=-8 , oe+l£= )



oy o (WoTHa) L Wie)) = W) (8.2)
,8+1 s _ 1 8%0C '
L. (wp (r) , wp(r)) =W (r) (6.2)

pour tout s réel (de signe quelconque et tel que s+¢g ne soit
pas entier, pour p # 2)

27 Pour tout couple d'entiers L,m avec 0 < £ <m il existe

¢1,m tel que (2)

00 (ST(0) , W) = Wt E(a) (8.3)

0 pn WETR(r) L wE(r)) = wETH(r) (8.3)"
pour tout s réel (de signe quelcongue) et 1 < p < «,
Remarque 8.1 : I1 existe bien d'autres exemples de foncteurs ¢.

nemarque 8.2 :  Une conséquence importante de 1l'identité (8.2) est

la propriété d'interpolation suivante : si u & Hom(Wi(Q);Wé(Q)) et

si la restriction de u a Wk+l(9) est un élément de
+ €+ . . -~ +
Hom(W§ l(Q);WD l(Q)) alors la restriction de u 4 wﬁ‘o(n) est

> '€+ - .
un élément de Hom(W§+G(R);WpO(Q)) pour tout o & 10,10 ; cette
remarque réduit la démonstration de la plupart des propriétés des

espaces de Sobolev au cas ou l'expocsant est entier,

Considérons & présent (BO,Bl) @ % et soit N un sous-espace

(2) C'est la"méthode d'interpolation complexe", habituellement notée

(AO,Al) A [AO’AI]G = [Ao’AlfsteXJ avec 1-e=z/m .
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vectoriel fermé de B, A B, ; les inclusions suivantes montrent que

(By/ys By/y) € €

N’

(}3O N Bl)/ < Bi/ c (Bo + Bl)/ i=0,1 .

N N N

Soit 10 1l'application canonique de B _+B dans (B _+B.) , 11 est
o 1 0 l/N

évident que

1 a Hom((Bo,Bl) , (BO/N, Bl/N))

ét par conséquent 1 & hom(@(Bo,Bl),é(Bo/N, Bl/N)) .

Comme 0N appligue o(B ,B,) sur &(B ,B.) , on en déduit 1'in-
0%l == 0’71 /N

clusion
<z>(1~;40,131)/N < @(Bo/ , Bl/ ) .
N N

On va dopner une condition suffisante pour qu'il y ait identité

Proposition 8.1 : S8i (B _,B,) e € et si N est un SOUS=esSpace Vel

0?71

toriel de dimension Ffinie de Bo i B on a

l b4

°(B_,B )/ = 9B /ys By/y) (8.4)

démonstration : On construit un inverse R & drcite de 1T :

SO1t 2. 44002 une base de N et z'.,...2' des éléments de
1 n 1 n

] + ! . AN = P i,= s e

(BO Bl) tels gue <zy o, 2l > 61,3 i,j=1,2 n

(l1e crochet désigne la dualité entre (Bo+Bl) et (BO+B1)') .

Pour b« (B +B.)/. nous posons
o 1'"HN



1

od b est un élément quelcongue de b’ . Il est évident gque R b°
ne dépend pas du choix particulier de b & b°',on peut donc choisir
b dépendant continfiment (non linéairement) de b° , et alors

R & Hom((BO/N, Bl/N) , (B _,B_))

o*1

d'old R G.Hom(@(Bo/ Bl)) ; comme IlloR = 1 , ceci

Ns Bl/N) H

montre que 1N applique o (Bo’Bl> sur  @(B_/y3 Bl/N) .

C.@.F.D,

Nous utiliserons également le
Corollaire 8,1 : §Si (Bo,Bl)<£ € , et _si N' est un sous—espaée
vectoriel de dimension finie de 1l'antidual de BO+Bl on a

3 ( {BO,N'} ; {Bl,N'} ) = {e(B_,By);N"} (8.5)

Ici (comme dans les exposés précédents), §n a

{B;sw'} = {vpeB, 3 (b,2') = O pour tout z' « N'}
les parenth&ses désignant 1'antidualité entre BO+Bl et son anti~

dual.

2 - Applicaticn de 1l'interpolation (I) :

Les notations sont les mémes que dans les trois exposés préw-

cédents.
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Théoréme 8.1 : A est un isomorphisme de y2m (a3 [B.}" )/ (1)
Y Y Jd7 s ;
J =1 N
sur {W;(Q);N'} pour tout r réel > 0 .

Démonstration : HNous avons déjd obtenu ce résultat pour r entier.

Par interpolation nuus en déduisons que pour k < r < k+l , A

1Y
est un iscmorphisme de X/N sur {W;(Q);N'} avec
+k+ 2m+ 2
X = o (WKLo (5 1™ ), WP (e {B.}1® )
pic p J jzl p J j=l

et 0 = r-k (nous avons utilisé la proposition 8.1 et son corol=
laire et 1'identité (8.2)) .
Il nous faut interpréter l'espace X 3 1l'inclusion suivante

est évidente

n+ a
X <wi™ (o (3,10 )
P J j=1
. . P . Lentr
Pour montrer 1'inclusion réciprogue, fixons u & wp (23

{Bi}m ) , alors A = f G{WE(Q);N'} , et par conséquent, il
(% ,j=l

existe u & X, unique & un &lément de N prés, tel que

P 2m m - \
A u_=f , Il est évident que u=-u_« W2 (93 {B.} ) = D(A_)
p o o P 31 p
et que A (u=u ) = 0 , i.e. u=u_ & N ; comme on a
P 0 o

N W§m+k+l(Q;{Bj}m ) « X , on en dé&duit que u & X et donc
P

J=1
w§m+r(n; 8.} )Yecx.
37 5=1 C.Q.F.D.
(1) de maniére générale on pose W§m+r(ﬂg{ Bj}m ) = {u < w§m+r(9);
B.u =0, j=1,2...m} r>» 0. j=1
J 9
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Le théoréme 8.1 résoud un probléme aux limites homogénes

pour le probléme aux limites non homogénes on a le résultat suivant

(de régularité) :

Thécréme 8.2 : Le probléme
2m
u & W Q
S (a)
Au = £ dans

Bju = g. sur ' , j=l,2...n

possdde une solution pour f & W;(Q) et g. Q_WP J Pir)

j=1,2...m , si et seulement si

m

(£,v) + § [ g. C'v do = O (8.6)
j=1 |1

pour tout v & N' (r =réel > O ; r--l/p non entier pour p ¥ 2)

La solution est unique & un élément de N prés et est dans l'es-

ace w2m+r(
1Y

2) .

La démonstration (qui utilise le théoréme 1.1) est analogue &

celle du théoréme 7.5.

3= Transposition : Lfanalogue du théoréme 8.1 a lieu pour A‘p, :

L2m+r

c'est un isomorphisme de W., “(Q; {B’.}m )/ .4 sur {Wr,(Q);N} .
p 3521 ¥ p

Pcsons

[s] Q

WERF T (s (1™ uar) = {u < WERTT (0 (B )" ysatu < WE(R))
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Par restriction, il est évident que Ag, est un isomorphisme de
em+ o

Wy (B ;At)/., sur {WwD,(a);N} .

b J j=l It P

Transposons cet isomorphisme : 81 L est une forme antili=-

£ . e+ . .
négire continue sur WET (a3 {B!}m WAT)/ 11 existe

J Nt

=1
u' < W;r(ﬂ)/N unigue telle que
< ut,A' vT > = L(v') (8.7)
. gomtr fpg 1M '
pour toute v'& W_, “(Q; (Bl} AT/ o, .
P 37521 N

Pour utiliser ce résultat, il nous faut choisir L sous une
forme particulidre -~ le choix arbitraire que nous allons faire n'est
justifié que par le résultat que nous obtiendrons,

Soit K wun espace (de Banach pour fixer les idées) normal de
distributions dans Q +tel que

Wt (00 [BL}™ ;A') < K <1, (2) (8.8)

p o J’=l
et soit H 1l'antidual de K , on s

Lp(Q) < H <2'(9) (8.8)!

et pour f @H , v Awwa2 < £,¥ > est une forme antilinéaire conti=

nue sur W2?+r(9; [BY}™ ar) .
D =1
Fixons f <= H et & <, W r mjal/P(I‘) » j=l,2..am >
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2m+r N i}
or (a3 {BIY A7)

j=1

est une forme antilinéaire continue sur W

(car Cj est d'ordre 2m-mj-l , J=1,2.,..m)., Elle définira par pas-

. cq s . . 2m+r
sage au quotient une forme antilinéaire continue sur WP' (a3

m . . . . )
{B%} 3A')/.., si elle est identiquement nulle sur N' , i.e. si
. i :
o le m

< £,v > + Vo< gl C5V > = 0 pour tout v & N' (8.9)
J=1

Supposant que (8.9) 2 lieu, nous poserons
'y > (8.10)

ol Vv est une fonection quelcongue de la classe v°' .,

-.r(

Q unique, &
D ) que,

Nous avons donc obtenu ceci : 11 existe u ¢ W

un élément de N prés, telle que

m
< u,A'v > = < f,v > + y < g., Clv > (8.11)
Ly 5 3
J-.
pour toute Vv G_W2?+r(9; {B!}m JAY) .
P J j=1

Cette derniére identité appliquée & v é_Cj(Q) , montre que
Ay = T (8.12)
I1 nous faut aussi interpréter les conditions aux limites que
u satisfait, et qui sont implicitement contenues dans 1l'identité

(8.11). Posons la

Définition 8.1 : D;rép(Q) est l'espace des u E_W;r(Q) telles gque
3

Lu & H(l).

(1) C'est un espace de Banach pour la norme u ~~ewss ||ull r,p +  Aul
. - »
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La solution u que nous avons trouvée est dans Dlrﬁp(g).,
]
il faut &tudier les traces des fonctions de D;rﬁp(ﬂ) . Supposons
9
gue K soit réflexif alors nous avons le :

Lemme 8.1 : C () est dense dans D;rﬁp(ﬂ)
]

Démonstration : On va vérifier qu'une forme antilinéaire continue

sur Dlr%p(ﬂ), qui s'annulle sur C (R) est = O . Une telle
’).
forme u ~=> M{u) peut s'derire
M(u) = < g,Au > +< h,a>
or C e s . .
avec g <K et h G;Wp,(ﬁ) {nous avons utilisé ici la réflexi=
vité de K ) . Grfce & nos hypothéses sur A , il existe un ouvert

& "trés régulier" (exp. I) voisinage de & , tel qu'il existe un
prolongement Yt de A & &, qui soit encore elliptique d'ordre
om 8 coefficients C (&) . Soit U G;Cm(g) , alors on a u =

= U/@—ec“’("ﬂ_) et M(u) = 0 .

Si 1l'on désigne par ’é’(respt 1) le prolongement de g

t ~ ~ °r
(resp. h) par 0 dans - Q, on a g e;Lp,(60 et h W ‘(8) , et
b .
M(u) = <§,£U>@, + < W, Usg
d'od (”g\’,ﬁu)e, + (n,U)g = 0 (8.14)

pour toute VU G,Cw(éa .



- 1b1 -

~

L'applicaetion de (8.,14) & U G.C:(Oﬂ montre que WH'g = Y

2m+r

iy (&) N

dans O . Nous allons vérifier qu"il existe w & W

o] ~
Wg,(éﬂ telle que t'w = =h 3 on cherche par exemple

2n+r, a, ym —
voe wp' (6;{Yj~ljj=l) telle que A'w = «h , Pour cela nous ap-

pliquons le théoreéme 8.1 ; une telle w existe si et seulemenﬁ si

Y e{w;,(e); QL} o U désigne l'espace des fonctions 2 e ¢

telles que Az = 0 et Yj 12 = 0, j=l,2...m 3 nous allons véri»

fier que cette condition est remplie : soit 8 & CS(O) , une fonce
. — ~ ~ ~ .

tion = 1 sur { , on a pour =z e‘uih,z)& ='(6h,z)G = (h,ez)6 =

2 - Gﬁ‘g,ez)ﬁ et comme 6z & C:(ﬁ) on &
(hgz)ﬁ, 5o (é\l,Jh(eZ))@,’: 0
car &(0z) = otz = 0 dans §& qui est le support de g .
L'existence de w est donc prouvée.
- P ~
Considérons w=g , nous avons
w-g & L &
g p'( )
R (w-g) = 0

De 1l'hypoellipticité de S' , il résulte que

W - §,G-Cm(éﬂ
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et par conséquent, puisque w & W§?+r(9) ét puisque g est nulle
- ~ + N o +
hors de @ nous avons g & wi? (o) a'ol g « Wg? r(Q)(%)
A'g = = h (8.15)
Nous allons calculer <g, §E>Q peur u G,D;rﬁp(ﬂ) s 1l
b}
existe une suite {g } < co(n) telle que g ——— g
: k. o] k
k“l,zono
°om+r - _

dans Wp, () pour k ~==>+ » , on a donc <g, Au>Q =
= lin <g,, Au>_ = 1im <A'g. , u> = <A'g, W car u e W (@)

oo K 2 e k* %7q * % P

Oy
et A'gk ——> A'g dans ijﬂ) pour kK e—=> oo ,
On peut donc écrire
M(u) = ’<A'g, E>Q + <n, G>Q = 0
pour toute u & Dlrﬁp(ﬂ) , 1e.€e M = 0 . C.Q.F.D.
9

Lemme 8,2 : Pour r > O (r+l/p non entier pour p # 2) il

existe une application linéaire continue:

Vy = {wj}n} ANy
m J=l
ge T WSt p(r) gens WwSF(a; {B'.}"® ; a') , telle que
ac p' o 5t te._¢€ gue
j=1 J=1
C'jV = w'j s j=l,2bnsm ®

P + . ] e s
(1) Il est évident que g & yom (@) 3 il faut encore vérifier

e 3 p :! P -~ .
que Yj-lg‘r = 0 pour J < “Rm+r-1/p].. (cf. Théordme 1.1) :

Soit 1t_ g 1la fonction obtenue en translatant g suivant la nor-
male & T en x(x & T) , dans un voisinage de x (ceci est pos~
sible, vu la régularité de T); il est facile de voir que

YJ.(T8 g)l, =0, d'od le résultat.
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(o]
Démonstration : Les conditions A'v G.W;,(Q) et

k=0,1,44% [r-l/p,]p sont équivalentes, Le systéme d'opérateurs-
frontidres {B'.}" U {C'.}m Vly A'}[r_l/P']% est un systéme
Jti_ J” . k _
j=1 j=1 k=0

de Dirichlet d'ordre 2m+[r+1-l/p,] ; le lemme 8.2 résulte du

théoréme kL.1d).,

Théoreéme 8.3 : Pour r 3» O (et r+l/p non entier lorsque p # 2)

3

1'application u mu.¢>{Bju}m qui est définie pour u & C(Q)
Jj=l

se prolonge en une application linéaire ccntinue, encore notée

m
u Am.qs{Bju}m de D;rﬁp(Q) dans jgl W;r-m -l/P(F) . De plus
¢ j=1 ’ ;
pour u & D (Q) et v & W§m+r(ﬂ; {B'j}m ;s A') on a la
J=1
"formule de Green"
m
<Bu, V>, - <u, Alv>o = - jzl <Bju, Clv>, .

Démonstration : Soit ¥ ~w=->v 1l'application construite au lemme

8.2, on note

x(u,¥) = <Au,v>_ = <u,A'v>
f f
C'est une forme sesquilinéaire continue sur

m
-r’p(Q) . 1 wr":'mj'f'l/p(r)
A H j=1 P

car on & les majorations suivantes :
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) | s flaully vl + sl IATvl

I N 1)
s j=1 b

On en déduit l'existence d'une application linfaire continue

m
w e {0, de DTT2P(0) dens 1 woTTRi=l/p(r)
J° . ALH . P
J=1 Jj=1
. m
telle que x(u,¥) =} <¢j,@3>P pour tout ¥ .
J=1

o , ~r
Lorsque u & C (Q) on a

(Au,v)g - (u,A'v)SZ = -

Jnﬂ 8

J B.u C'.v do
1 j

J
J r
pour VvV & W§?+r(9; {Bj}m ;s A') et par conséguent on a
ST =l
m m
Y <¢.¥.>, == Y <B.u,y.>
j=1 3773 1 5=1 J 3T

d'ol ¢j = Bju pour u &C (&) . Comme C () est dense dans

D 37(2) , et comme *“*>{¢-}m est continue de DT 2P(q)
ALH TN i
' m

dans I W
j=1 F

-r-m:=1/

J P(T) , la premiére partie du théordme est dé=-
montrée, Pour démontrer la formule de Green il suffit d'effectuer

un prolongement par continuité,

A présent nous pouvons achever d'interpréter (8;11) :

Comme u & D77 2P(Q) , nous avons
ALH
m m
U ANV = <F,v> = jzl <gj’c'jV>r = jzl <Bju’C§V>r



pour toute v & W2m+r(Q; {B!}m sA') , donc (grice au lemme 8.2,
Jj=1 "
gui montre gque {C!v}m parcourt i Wrij+1/P(P) lorsque v
J e tn P
J=1 j=1
2m+r

parcourt Wp, (e; {B!}"

; ;A")) nous avons Bju = g5 J=l,24. .M.

]
J=1
Pour &noncer le résultat obtenu, nous désignons par .F' le

sous-espace (de dimension finie égale & celle de N') de l'anticual

de H x (D(r))™ , formé des formes linédaires (£ {gj}m ) A

| g=1
AN <TG V> + 2 <g.,ET¥> avec v & N' .
9] 1= 3’73 I
J-.
Théoréme 8.4 : 8i K est un espace (de Banach) réflexif et normal

de distributions dans Q , tel aque

+
WERtE (g {B1}1" sa') <k cL_,(2)
Y 7. b
J=1
et d'antidual noté H , pour =r > O (r+l/p non entier si p # 2)
. : s ~-I',p

{A,Bl,...Bm} est un isomorphisme de DA,H (2)/N sur

m
f1x 1 wFmIYe(ry e},

j=1 P
Remargue 8,3 : Comme T est compact, les distributions sur T
sont toutes dfordre fini et 2'(r) = “  wS(r) et le théoréme

<0 P

8.4 permet de résoudre le probléme aux limites avec données aux
limites g; dans D'(T) ,

Dans la suite nous fixerons un choix explicite de l'espace K
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1°) En général on peut évidemment prendre K = Lp,(Q) a'ol
H = LP(Q) 3 nous posons par définition

=T,P = n-YsP = - T . -

Dp7*Pa) = DER(e) = {u e T(a)s du e L, ()3

2°) Dans le cas du probléme de Dirichlet (Bj = yj_l,j=l,2...m)
°m
on peut prendre K = Wp,(Q) car, on a

m+ o
wentr (o, (2™ ) = WemtT oy Wg.(ﬂ) .

] 1]
Nous posons par définition (puisque H = w;m(n))
-r,p _ -T,Dp - -1
woo? = g = fu cw 3 Au & W
ACY D F(R) = {u cuTe) 5 A W] (o)}

Nous allons détailler les conséquences du théordme 8.4 dans ces

deux cas,

Remargue 8.4 : Bien d'autres choix de K sont possibles, selon

les conditions aux limites considérées; dans le cas général on
pent prendre K = W;{P'(Q) ou encore Lq(g) , 4 étant choisi tel
que l'inclusion W§?+r(9) CZLq(Q)(l); dans le cas particulier du
probléme de Dirichlet on peut encore prendre K = &?Tllﬁ(ﬂ) .

On ignore quel est le choix optimum (c.d.d. K 1le plus petit
possible)

4 - Application de 1'interpolation (II)

A présent, remarquant gque ng(ﬂ) = Dem’P\Q) » nous savons

A

(1) L'exposant q est fourni par le théoréme de Sobolev.
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que ZA;Bl,...Bm} est un isomorphisme de

m
DZ’p(Q)/N sur éL () x 1 w2 Mp(r);m} et de
b o P
J=1
m.
Dim’p(ﬂ)/N sur {1 (@) x 1 Wem'mj'l/P(r);*'}
1Y j=1 B

Par interpolation nous en déduisons des résultats intermédiai=-

res gé;Bl,...Bm} est un isomorphisme de X/N sur

n
Kem:=l/ L 1 - 2m,p 0,p
{1 (a) = jgl W B (r) 5 ] avee X = % an (D4 P (0),07 7P (2))

( x entier, 0 < k < 2m) .,
De l'inclusion évidente X < DX’P(Q) résulte le

Théoréme 8,5 : Pour k entier, 0 & k ¢ 2m et

m

(f;{gj}m ) G{Lp(n) x

r w5 p(r) 0} 11 existe u @ DX*P(q)
=1 j=1 ® -

A

unigue 8 un élément de N prés, telle gue Au f , et Bju = g. ,

J=1,2¢5.m
Pour compléter ce résultat nous allons montrer gque X = Di’p(ﬂ).

a) supposons pour commencer que k > m . Pour u & Di’P(Q) on =&

_ . kej+l=1/ .
Au f < LP(Q) R hj = Y5 c:wp P(r) , j=l,2.0em et
m
(f,v) + § <n., T.v> = 0 pour toute v & U' = {v e ¢ (a) ;
jel J J

- A'v = 0 s Y- v =0 N j=l’200am} .

Soit alors u, € X , une solution du probléme Auo = £ ,
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Yj-luo = hj ,» J=1,2..em (voir ci-dessus); on a
- nKsP o pPsP = - =
u u, € D, (o) D, (@) et A(u-uo) O’Yj-l(u uo) o ,

j=1,2...m , donc (théoréme 8.4), on s

(@]

u-u € A= {v ¢ c™(Q); Av = 0,y v

j=1

en résumé nous avons u u + (u-uo) I

k,p
DA () <X .

b) Considérons & présent le cas oUu k

w e usmdtito(r)

i

nous avons . . j
¢J YJ"'l t] J

ayant la méme signification qu'au point

!
une base V,,...v  de U telle gque (vi
posons v k -
g = - 3 y $: Tiv; do
i=1 j=1 jr 9
k
alors g & L_() et (g,v) =~ ) b
e s = J
J=1 T
v € %' , Posons ¢j = 0 pour j=k+l,...m
g L (2), 6. e w3t p(ry 521 0., m
Y J b
m
(gov) + ) ¢. T.v do = 0
s o J J
3=l i
pour toute v &€ 2 | et par conséquent il

que Auo = g et Yj—luo = ¢j s JZL1,2400m
= k,
Pour v = u = uO nous avons v e.DA

s 3=1,2...m}

~

+ dcX d'ou

. Pour u G;Di’p(ﬂ)

=1,2.0.k o 2 et W'

a), nous introduisons

,vj) = §. et nous

1,4

pour toute
alors

, hous avons

et

existe u

0

& telle

posons

e

Piay n %;(Q)



- 1ko -

Tj = Yj 1V s j=k+l,...m 3 & priori nous savons seulement que

-+l .
Tj é'WpJ 1 l/P(I‘) s J=k+l,...m , et nous allons montrer que

r. @ yEmdit=1/p ey

j o . Pour cela nous utiliserons un lemme de dé=-

monstration analogue & celle du lemme 8.2 :

Lemme 8.3 : Il existe une application linéaire continue

m
v = {y,}" Ammb W de i w-§+3-l/P'(P) dans w2 "%(g) n
I =1 | j=k+1 P »

ﬂm .
N Wp,(Q) ,» telle gque Tjw = wj s J=Kk+1l,..0.m

p—

Posons alors x(v,¥) = <Av,w> = <v,A'w> ; c'est une forme

sesquilinéaire continue sur

m
o -
{p5oP() N wE(e)} x  m witETle'(p)
P j=k+1 P
m —_—
qui peut donec s'écrire x(v,¥) = 2 <G., V.>
j=k+1 d

avec o, Giwi-3+l-l/p(P) s J=k+l,...m .
Il est facile de vérifier que x(v,¥) ne dépend pas du choix
particulier de 1'application V¥ ~===y w dans le lemme 8,3 ; pour

Yy € (Cm(l"))m-k , on peut supposer que w « C (R) , et par consé-

quent on a o .
X(sz) = - 2 <Yj—lv’ ¢j>
J=k+1
n m
d'ou 2 <°j 9E> = - z Y:1Vo lFJ)
J=k+1 j=k+1 Y

pour toute ¢ & (Cw(r))m-k’ i.ces =eCs Nous avons done

Yj_lv

montré que y, .V € W§'3+1'1/P(p)

i y Jk+l, 0. et y, Ju &

=1
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kej+1l=1/
P

< W p(r) 3 j=l,2...m .

Il est évident que
(Au,v) + 7§

pour toute v ¢ W , donc il existe u, & X telle que Aul = Au

ja1%1 T j-lu s J=1,2.4em et 11 est facile de voir comme au

point a) que u-u, & e X , d'ct u e X , ce qui prouve l'inglu-

sion Di’p(ﬂ) c X et 1le

Théoréme 8.5' : Pour k entier avec o < k ¢ 2m , {A;Bl,,..Bm}

est un isomorphisme de

. k-mj—l/

m
piP(a)/, sur  {L_(2) x oWy P(T); o'}

Remarque 8.5 : Une nouvelle application de 1'interpolation (uti-

lisant cette fois le foncteur @p o pour interpoler entre
?

Di+l,P(Q) ot Di,p(g) ) permettrait d'obtenir le résultat ana-

logue pour DZ’p(Q) avec s réel, 0 < s < 2m (s-1/p non entier

pour p # 2) : {A;Bl,...Bm} est un isomorphisme de
m

DZ’p(Q)/N sur {Lp(n) x jzl w;“mj'l/P(P); NN

5 = Résultats particuliers au probléme de Dirichlet.

Dans toute la suite, le systéme d'opérateurs-frontidres consi-

aéré est fvy. .}" .
J=1 j=l
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[+] .
Théoréme 8.6 : A est un isomorphisme de wg(g)/N sur
M
W )N .
e ta) s

Remarque 8.6 : On peut observer gque A considéré comme opéra-

o]
teur non borné dans an(g) de domaine W?(Q), a pour indice

Fy

dim N = dim N' = 0 gr8ce a4 la proposition T.2.

Démonstration : Nous démontrons pour commencer la surjectivité

™

Soit f @ W; Q) , telle que (f,v) = 0 pour toute v & N' , il

Q
faut trouver u éswg(g) telle que Au £ .

Considérons un ouvert © "trés régulier", voisinage de @

tel qu'il existe un prclongement & de A & ©, qui soit encore

elliptique d'ordre 2m, & coefficients c™(s) . soit F e w (o)

1Y
une distribution telle que F]Q = f(l); posong W' = {v < Cm(gﬁ H
My =0 , vy, v =0, j=l,2...m sur DO} et soit V,,...v. une
J~1 1 v
base de W' telle gue (vi,vj) = &i 5 F n'est pas orthogonale
s
a W , on la remplace par
v
F+G=F« ] (Pv,) v,
i=1

alors G &€ C (8) et F + 0 < {W;m(ﬁ); QU} . Le théoréme 8.4 appli=-

[o]
qué avec K = Wo(6) montre qu'il existe U & WO P(0) telle que

o/ A
(1) On peut construire F en écrivant f =| DB fB avec
. gl
£, < Lp(ﬂ) et en posant F =[ % pf fB , T désignant le pro=-
. L B|<m

longement de fS par zéro dans C -
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g AU=TF+ ¢ dans ©
‘ij-l U = O J=l’2onom sur 39’ .
Nous admettrons provisoirement le (1)

() alors U est locale~

Lemme 8,4 : 8i U« Lp(&) et AU & W

ment dans W?(@) (2)
m . o
Posons u_ = vig , & = G{Q , alors u_ & WP(Q) » 8 & C (Q)

et nous avons AuO = f + g dans § . Si ¢j = Yj-l U, o J=1,2e¢em

il nous faut encore trouver u

n 3 -—
1 = WP(Q) solution de Au, =-g ,

YJ—l u, = -¢j’ j=l,24s0em . 0n vérifie aisément que
m
-~ o« poud -‘+ nl -
( -g, {-cbj}m ) & {C (&) x 1 wmiti=Mop(ry; we
3=l j=1 P
m
car <g,v> + Y <., T.v>
j=1 J J
m
= <f+g,v> + Y <¢., T.v>
j=l J J
m bl poite.
= <Au_,v> + Z <Yj-l u_, ij> = 0

pour tout v & N' .
Nous utiliserons un résultat intermédiaire entre les deux

théorémes d'existence suivants que nous avons déja établis :
(P Ve 3 . . 2m
{A3Y s Y1 est un isomorphisme de Wp (Q)/N sur
m

{L (@) x i Wem-3+l-l/P(F);¢W”} et de
P o1 P

(1) Ce lemme est un résultat de régularité & l'intérieur classique
lorsgque p = 2 . m - :
(2) i.e. 80U & WP(&) pour toute €& @& CO(S) .
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m
o - _j+le ,
Wy P(e)/y  sur LSOOI S Yp(r); ary
j=l P
donc aussi de X/N sur
,m
-1 -j+1l=1
(0n,0m (Ep(@)3iZ™0)) = 1 W™ "p(r);
J:
avec om o,p 0
= N ?
X ®y om (wp (2)sw,*"(a)) cwp(sz) .
On en déduit que uy existe; u = u *tug est une solution du pro=-

~ om
bléme u « WP(Q) , Au = f

Pour achever de démontrer le thé&oréme, il faut montrer que le noyau

(o}

de A comme opérateur de Wg(ﬂ) dans W

Q) est N : en effet

o]
pour u e.W?(Q) , telle que Au =0 , on a u « WO?P(R) , Au =0 ,

A
Yj-lu = 0, j=l,2¢eem i.ese u &N (cf. Théoréme 8.4 avec K =
¢}
= Wo(a)) .
P C.Q.F.D.

Nous savons & présent gque {A;yo,yl,...ym l} est un isomor=-

phisme de

m

m . -m m=j+l-1/ )

WP(Q)/N wtt(e) /. sur {Wp (2) x I Wp P(r); o}
J=1

et de
m
-, P -m whej+l=1l/
W, ’ (Q)/N sur {Wp (o) x 521 wp J P(T); 4"}

Utilisant 1l'interpolation, on peut en déduire & 1l'aide de raisone
nements analogues a ceux développés dans le § précédent, le résul-

tat suivant
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Théoréme B8.7. : Pour =~-m < s ¢ m (s-1/p non entier lorsque p # 2),

{A;yo,...ym_l} est un isomorphisme de

m

S,P -m s=j+1=1/
Wt () sur {Wp (0) x .z W

: p(r); art}
J=1

Pour terminer nous démontrons le lemme 8.4

Soit donc U €L (0) telle que AU = F « w;m(&) .

On va montrer qu'il existe V « Wg(ﬁﬁ telle que
S (U=v) < c”(8)
d'ot U=V & C™(®) par l'hypoellipticité de ob , ce qui montrera

que U est localement dans wg(e).

On peut écrire F = 2 D8

f avee f, &L (&) .
|8|<n d

B B

Soit Viseesv la base orthonormée de %'  introduite précédemment;
v

alors gB = fB - z

L (fgov;) vy & L ()5 u}

par- conséquent (voir exposé VII) il existe 2z, €W ) (non uni=-

que) telle que
go‘}.zs = &g dans ©

Z—ijl zo = 0 sur O j=l,seem

Considésons la fonection Z_ = ¥ pfs e.wg(e) . On a

° lBl(m 6

évidemment

' 8 8
AU « AZ = F « AZ = Y (p°f, =AD"z ) =
(e} [e] ]B]-ﬁm R 8
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-m+
c W m l(

1 P o)

= (0Pxz -a2pfz ) =7
| B8] sm B 8

car =z, G wzm(ﬁ) . Recommengant le raisonnement précédent avec F

8

. . +
remplacée par F. , on construit 27, < W— (e) avec

1 1 D

F. o &7, & w;m+2( c W B2 (g)

l) o s, et ainsi

1 1 &) 4, i.e. AU -a‘b(Zo+Z

de suite., On obtient &8 la fin AU - &£Z & LP(G) avec

Z =7 _ + 7

o) 1 + "'Zm

m
-1 € wp(e) .

Considérons maintenant une solution Zm du probléme

2m
Z, €W (&)
v
HAZ_ = A(U-Z) + §  (#A(U=Z),v.) v. dans ©
m . i i
1=1
Yj—l Zm = 0 j=l,24¢0em sur 06O

alors V = 7 + z, € W?(G? et répond & la question.
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IX - QUELQUES ELEMENTS DE THEORIE SPECTRALE

1 - Nous noterons p(Ap) la résolvante de Ap, clest=d=dire l'en=
semble des nombres complexes i , tels que

-1
)

(=& + I

= R(A3A
. (x5h)

existe et soit linéaire continu dans Lp(g); o(AP) désigne le
spectre de Ap , c'est le complémentaire de p(AP) .
Commengons par guelques remarques presque gvidentes :
p(AP) est l'ensemble des nombres complexes A tels que
N(-Ap + A1) = {o}
et R ""A + }\I = L Q iioet
( . ) p( )
LICT AN A1) = {o}
p(AP) ne dépend donc pas de p , ce qui réduit son étude 3 celle
de p(Ag) .
Supposons p(Ag) # ¢ , alors pour Ao G~p(A2) . R(AO,Az)
2n (1)
est un opérateur linéaire continu de LQ(Q) dans D(Ag) < H° ()

c'est donc un opérateur compact dans LQ(Q) (m&me résultat dans

LP(Q)) .

2m(

(1) Rappelons que sous nos hypothéses 1'injection de H Q) dans

L2(Q) est compacte.
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Proposons-nous de résoudre l'équation
u e D(Ae)
-Agu + 2u = T

avee ¥ G‘LQ(Q) et A # A .

o
I1 vient
A u 4 d u o= f o4 (AO-A) u
T A - -
d'ou u R(Ao,Az)f + (Ao x) R(AO,AQ) u
ot 1 1
u = R(A_,A,) w = —— R(A_,A,) f
A=A A=A
o o
Si et seulement si 73—7 G,p(R(AO,A?)) , alors 1l'équation pos-
o 2]
séde la solution
- 1, Y1
u = R (TA - R(AO,AQ)/ —2— R(A_,A,) f
0 0
Ceci montre gque
o(a,) = {r #2; o e o(rO_,a00 U )
2 o ? AO—A o 2 o

et

- 1__ . X
R(X,45) = R <x gt R(AO’A2)> X ROA,4,)

Les résultats classiques sur la résolvante d'un opérateur
compact sont applicables & R(AO,AZ) : le spectre de R(AO,AE)
est discret, borné, et O est le seul point d'accumulation fini

possible; en conséquence le spectre de AP est discréet et n'a
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aucun point d'accumulation fini. En résumé nous avons le :

Théoréme 9.1 : Le spectre de Ap ne dépend pas de p 3 c'esi ou

bien le plan complexe tout entier, ou bien un ensemble discret

sans point d'accumulation fini.

) (A

Remargue 9.1 : On pourrait de méme considérer of(A

Pyk D,k

défini pdoh) et vérifier que cet ensemble ne dépend ni de p ni

de k , donc que of(A ) = c(A,) 1 < p < o , k=0,1,400

Payk 2

Un probléme important est donc celui de savoir quand
p(Az) # ® . Pour donner une solution (partielle) & ce probléme
nous utiliserons le :

Théordme 9,2 : Les conditions suivantes sont suffisantes pour gue

1'inégalité

Ially,, s—g-l- - #)ullg (9.1)

|2 P

ait lieu pour tout A de module assez grand sur la demi-droite

arg A = 8
o -

(1) (~1)" _é*éiiél_. # et® pour tout & réel # 0 et
[A (x38)

« eq (1)

(ii) En_tout point x T soit =n la normale & T intériecure

[s]
(1) A désigne la partie homogéne de degré 2m de A .,
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s . +
a4 Q et £ # O un vecteur tangent, et soient Tk(g;x) s, k=1,2,...m,

o
les racines du polyndme en 1 : (=1)% A (x3g+tn) =) , qui ont par-

tie imaginaire positive, A €étant quelconque sur la demi-droite

[o]
argh = 0§ 3 alors les polyndmes en 1t Bj(x;g+1n) sont linéaire-
m
. e - + \ (2)
ment 1ndépendants modulo i (T-Tk(g;k), .
k=1
Démonstration : L'inégalité (9.1) résulte des inégalités a priori

(exposé III) correspondant 8 un probléme aux limites elliptiqu¢
dans un domaine 4 n+l dimensions.
Posons G = @ x |=w,+o[
L(x;DX,Dt) = A(x;DX) - («1)" eie Dim
La conlition (i) assure l'ellipticité de L dans G j la condition-
(ii) signifie que les "opérateurs-frontidres” Bj , considérés con=
me "opérateurs-frontiéres" sur ?G (indépendants de t ), recou-

vrent l'opérateur L . Il existe donc une constante C telle que

llg,p < © UEvlly o+ vl ) (9.2)

pour toute fonection Vv & Wim(G) , & support dans & x[-1,+1] , et
= . (1)
telle que ij = 0 J=1l,2..m

L'application de (9.2) & des fonctions de type particulier,

) B31 est consideré comme "opérateur-frontidre" sur oG =
B ( t;DX,Dt) = Bj(x;Dx) pour tout t .
) B

désigne la partie homoglne de degré m s de Bj .

(1



- 160 =

4

fournit 1'inégalité (9.1) : soit ¢ = r{(t) wune fonction de t
seulement, indéfiniment dérivable, nulle hors de f—l,+l] et

= 1 dans [_ %, +%] et soit w <D(&_) , nous considérons v

o]

de la forme vix,t) = () e 1Mt u{(x) avec u réel; nous

avons alors

iut

Lv(x,t) = ¢(t) e (Awy e u
- 2m-l » - ' -
- (-lfnele 2 (2mfg 1\ Z;(J+1) (t) (iu)gm-J-l e;ut
J=o0 eI /

d'ol par application de (9.2)

lei¥® u(x) < Jee™™® uix)
zl X uwgm(ﬂx ~[— %’+ -_1_.[ ) u e uilx lwgm(QX]_l,-i-l[)
P 42 2 D
(9.3)
2m=1 \
2. .e 2A-.-l I
) Cl gH(A-H S )Iﬂgsg jzo 'UI o }h”L;Pj

Calculons le premier membre de cette derniére inégalité

Helut u(x)“p . =
) LIRS NEE 18
+=
2
| % |D°((eiut w(x))|®P ax at =
ol<€2n 1
- 9]
2
2m ) )
) ) !ul(gm"])p D% u(x)|® ax =
i=o  Ipl&d Q
2m
(2m=J)p D
1l Hal



I1 vient

(2m=3) & iut
vl ully 5« le™® w4,
wp (

=
o
..
8
POf
-

+
oj
L o |
~

pour j=0,l,...2m , et

2m )
T P g, <
i=o 7 (9.%)
] 2=l )
c ](A- 2nm e18) + 2m=-3=1 .
o { N g, 1 Il lull; )

L'inégalité (9.4) est vraie pour tout u , donc en particu=-

lier pour || assez grand, et nous obtenons 1l'inégalité
2m
Ui, < C A= e u oD )
J,ZO i lall, s oy l(amu rally o (9.5)
2m i@
En remplacant dans (9.5) e par A nous obtenons (9.1),

et méme 1'inégalité un peu plus précise
2m

1t
I I )

ip § Cq H(A~A)uHO’P : (9.12'
pour ]A] assez grand et argir = 0 .
CseQ.F.D,
Théoréme 9,2' : Sous les conditions (i) et (ii) du théoréme Q.l,

p(AP) contient tous les nombres A de module assez grand sur la

demi-droite argi = 0 et pour ces A on & la majoration
IR0 s —=
P |2 ]

Démonstration : 1'inégalité (9.1) montre que
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N(~A_ + aAI) = {0}
1Y
pour XA. de module assez grand sur la demi-droite  arg) = § 3 il
faut donc vérifier que
B(-AT, + 1) = {0}
pour les mémes A , et pour cela il suffit que les conditions (i)

et (ii) aient lieu avec A remplacé par A' , Bj par Bé et

6 par -6 . Comme A'® = A° 1a condition (i) a lieu. La condi~
tion (ii) signifie que les opérateurs Bj recouvrent l'opéraéeur
L' ce qui résulte du fait que {L;Bl,...Bm} et {L';Bi,...Bé}
sont formellement adjoints (cf. exposé IV).

La majoration de R(A;Ap) résulte immédiatement de 1l'indga-
1ité (9.1).,

Remarque 9.2 : Ces résultats donnent une nouvelle réponse aux

questions (i) et (ii) de 1l'exposé VII.

Remargue 9.3 : Les conditions du théoreéme 9.2 sont vérifiées

I 1 ~ P .
avec = < B g %E dans le cas ou l'opérateur est fortement ellip=-
tique et les conditions aux limites sont les conditions de Dirichle

2 -~ . L H 31‘{ -
Elles sont également vérifiées avec 5 < 8§ < > dans le cas du

probléme de Dirichlet pour un opérateur A "faiblement positif




- 163 -

semi=défini™ i,e. gi

(~1)" Re A°%(x,£) 5 ©
pour tout x & @ et ¢ vréel,
2 - soit A tel que N(-Ap + AOI) # {0} 3 N(-Ap + AOI) est le

sous-espace propre de Ap correspondant & la valeur propre Ao ’

ce sous-espace gul est de dimension finie ne dépend pas de p et
est formé de fonctions C (Q) . Lorsque p(Ap) # § , l'ensemble des
valeurs propres est discret.

Un probléme intéressant est le suivant : l'ensemble des forc=
tions propres de Ap y est=il total dans Lp(Q) {et dans D(Ap))?

Nous nous bornerons i considérer le cas du probléme aux limi=-
tes formellement autoadjoint; la réponse presque évidente, est don-
née par le

Théoréme 9.3 : On suppose que le probléme aux limites considéré

{A;B oo sB } est formellement autoadjoints alors l'ensemble des
1 m .

fonetions propres de Ap est total dans Lp(ﬂ) .

Démonstration : Commencons par le cas p = 2 : le probléme &tant

formellement eutoadjoint, on a A4, = A

o é et par conséquent (exp. VI)

» et A, est autoadjoint dans L2(Q) . Le spectre de A
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est donc nécessairement réel, i.e. p(Ae) # 0 et le spectre de
l'opérateur autoadjoint A2 est discret grfce au théoréme 9.1,
ce qui démontre le théoréme vour p = 2 .

Le cas général p # 2 en résulte grice & la

Proposition 9.1 : Si pour un p, &vec 1 < P, < les fonctions

propres de Ap sont totales dans Lp (@) , alors elles sont to=-
) 0

tales dans tout LP(Q) avec 1 < p < »

Démonstration : Nous notons S 1l'espace engendré (algébriquement)

par les fonctions propres de AP 3 S est un sous~espace de
C(R) et S est dense dans Lp (2) par hypothése.
o
On en d&duit immédiatement que S est dense dans tout Lp(Q)
avec 1 < p < Py ¢ I1 reste & considérer le cas p > po 3 nous
allons montrer que S est dense dans tout LP(Q) avec

P> P si p_» %/Qm

. n 1 _ 1
pl)pap s1 P.< = aVecp-—P—» .

En effet, lorsque p remplit ces conditions, on a par application
du théoréme de Sobolev l'inclusion :

2nm
wpo(sz) ch(sz)

dtold : D(A L (9
( po) p( )
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avec une topologie plus fine, D(Ap ) &tant dense dans Lp(g) .
o

I1 suffit donc de vérifier que S est dense dans D(Ap Y o soit
o

u e D(Ap ) et soit Ag éip(Ap ) , nous posons

o} o
f = -
3 ( AL+ AOI) u
“o
Par hypothése,il existe une suite {fk} < S , telle
k=O’l’l"
que fk —> f Jdans Lp (@) pour k ===> + oo, donec
o
u, = R(AO,Apo)fk —n R(AO, Apo)f = u

dans D(AP ) pour k ew==>+e , Comme S est invariant par Ap s
o o

on a u,_ &S et par conséquent S est dense dans D(A_ ) .

k po

On peut recommencer le raisonnement précédent avec p, ren-

placé par Py s puis un nombre fini de fois, ce qui démontrera la

proposition pour tout p > Y, .

Remarque 8.4 : Nous avons démontré que sous les condition; de la
proposition 9.1 , les fonctions propres forment un ensemble total
dans D(Ap) pour tout p avee 1 < p < = ,

Un autre probléme intéressant, et que nous n'étudierons pas,
est celul de la distribution des valeurs propres dans le plan com=-

plexe, lorsque le spectre est discret.

(1) L'emploi du théoréms de Sobolev n'est pas indispensable; il suf.

-fit d'avoir une inclusion du type Wim(ﬂ) < Lp(Q) pour un P > P
o
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3 - Pour terminer nous allons donner un exemple d'utilisation des

théorémes 9.2 et 9.2' dans 1'étude de 1l'équation paraboligue

2

5t - A(X,Dx) , Ce gqui montrera 1'intéré&t que revét 1l'&tude du

spectre de A ,

Rappelons tout d'abord un Résultat de la théorie des semé-
grocupes : soit H un opérateur linéaire non borné de domaine
D(H) dans l'espace de Banach B ; on suppose que
(i) H est fermé et & domaine dense,

(ii) I1 existe w > g tel que l'ensemble {X;]argr| < w} soit

contenu en entier dans p{(H) (la résolvante de H) et il existe

M tel que | (-H +A)-1H < 4 pour tout A tel que |argi| < w .

Y

Dans ces conditions on sait que H est le générateur infi.

nitésimal d'un semi-groupe t AmuaavetH borné dans E et tel que

L+
%{ eE o og o VH @ L(E,E) pour tout t » 0 ; de plus pour u < D(H

le probléme

J’u(t) e C(0,T;D(H)) (1)

u{0) = u
M oy oy(t) pour O <t < T
2t
. . tH
admet la solution unique u{t) = e u_ .

(o]

(1) c'est-a~dire, u continue dans [O,T] a4 valeurs dans D(H) .
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Considérons alors un systéme d'opérateurs {A;Bl,... Bm}
tel que les conditions (i) et (ii) du théoréme 9.2 aiént_lieu
pour tout |8] s w (o > g) ; en remplagant éventuellement A
par A + & ( £ réel positif suffisamment grand), les conditions
pour que AP soit le générateur infinitésimal d'un semi=-groupe

sont vérifiées et le probléme

u(t) continue 3 valeurs dans W2m(9;{Bj}m )

j=1
u(0) = u,
24 | A(x3D. ) u = 0 0 <t <7 X &0
at ’X b ] e
admet une solution unigque pour u e,Wim(Q;{Bj}m ) .
j=1

Ceci est un simple exemple; on peut également résoudre 1'é=
quetion avec second membre non homogéne. Nous ne d&taillons pas
plus cette étude.

Remarque 9.5 : Les conditions gque nous avons données sont celles

pour que H soit le générateur infinitésimal d'un semi-groupe
holomorphe; ces conditions plus restrictives que celles du théo=-

réme de Hille-Yosida ont l'avantage de ne pas faire intervenir

les puissances de (—A+k)"l
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