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I=_ INTRODUCTION

Le travail qui est décrit dans ce rapport se situe dans le cadre d'un projet
général consacré & la manipulation des symboles dans le cas ou cette manipulation

correspond & une activité de mathématiques pures,

11 stagit, pour une série de disciplines, ou de fragments de discipline,
de metire au point des 'packages:", ctlest & dire des groupes de programmes donnant
a 1l'utilisateur la possibilité de faire effectuer automatiquement des calculs qui
nécessiteraient sans cela un effort combinatoire considérable,

on est dénc dans le domaine du calcul automatique, éventuellement de la
simplification automatique, de la vérification automatique, mais certainement pas
celui de la démonstration automatique,

Lieffort d'organisation des données et de mise au point des algorithmes n'en
est cependant pas négligeable et promet de porter des fruits lorqu'on abordera des
entreprises plus audacieuses,

Le projet global a été décrit par P, BRAFFORT dans une note antérieure [1],
Clest ainsi que, dans une premiére phase actuellement en cours ,- il eét prévu de
développer un certain nombre de systemes d'ambition limitée, permettant de mettre
au point les techniques et d%en vérifier l'efficacité, (es systéemes portent le
nom général de LIMA (langages intéractifs de manipuiation algbrithm;‘.que)°

LIMA w est, parmi ces systemes, celui qui se propose de manipuler les
ordinaux transfiniskautout au moins certains d'entre eux)° En fait on se ﬁropose
dans LIMA w , de cénstituer 1'équivalent de ce que serait une "calculatrice de
bureaudont leé arguments ne se contenteraient pas de parcourir les nombres entiers
mais poursuivraient leur excursion beaucoup plus loin dans le transfini,

La réalisation qui est proposée ici posséde des caractéristiquess qui lui sont
propres, tant sur le plan du domaine d'application choisi que sur celui des tech-
nigques mise en oeuvre,

Elle posseéde cependant un point essentiel qui est en commun avec les autres
systéemes LIMA déja réalisés ou en voie de développement; c'est le choix du ‘'support

informatique" . Nous avons en effet choisi d'utiliser la notation D'IVERSON [2]



et le langage de programmation, "APL", ou cette notation s'est incarnée, Ce langage,
rotamment sous sa forme récente, APL/360 [3], nous offre & la fois 3

= la précision d'un systéme de notation rationnel

= 17¢légance et la coricision d*un langage algorithme avancé

- Les eommodi®éss d'une organisation conversationnelle bien congue
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T¥=018 DOMATNE DES OQRDINAUX TRANSEINTS.—

A) rappel historique

En 1872, les travaux de G, CANTOR sur les séries trigonométriques
l'amenent & un premier essai de classification des ensembles "exceptionnels" qui
ge présentent dans cette théorie, au moyen de la notion d'ensemble ”dérivé@”a
Ayant réussi & obtenir des résultats nouveaux et surprenants ( comme celui de 1%équi-
potence de R et de R n), il se consacre entiérement & la théorie des ensembles,
et, entre I878 et I884, aborde dans une série de mémoires [4] les probléemes dféqui-
potenqe et la théorie des ensembles ordommés ; en 1882, sa découverte des ensémbleé
bien ordonnés lui permet enfin d'itérer "transfiniment” la formation des ensembles
dérivés, et d'aborder 1'étude détaillée des nombres cardinaux,

B) ordres et types d'ordre,

Ia définition de CANTOR d'un type d'ordre est "ce qui reste d'un ensemble
quand on ne considére que l'ordre danévlequel sént disposéé les é&léments, sans tenir
compte de leurs autres.propriétés” (Ceci constitue le premier niveau d'abstraction’,
noté par le surlignage d'une barre ; le second est obtenu en faisant abstraction
également de 1lordre, et il ne resté plus alors que le "mombre"" (transfini) d'éléments
de 1l'ensemble),.

En langage moderne, on d4éfinit un ordre par la donnée d'une relation tran—
sitive et antisymétrique ; deux ensemble ordonnés ont méme type dlordre s'il existe
uné bijection conservant i'ordre entre eux ; le type d'ordre est ia "classejd‘équivaf
lence“.pour-la relation : avoir méme type d'ordre, Ainsi, le type dlordre de N se
note @ s on note ¥ celui de N muni dé ltordre inverse, et par extension des
opérations qui seront définies plus bas sur leé ordinaux, le type d'ordre de Z est
o* w0,

C) Bons ordres et ordinaux

Le probldme d'une itération "au deld de 1'infini" d'un processus quelcon=-



que demande plus qu'un simple éclaircissement du concept d'ordre, 11 faut pouvoir
prolonger la strucutre des entiers naturels, seule a permeﬁtre le cbncept de
récurrence; Une analyse précise des‘proprié%és.demandées montre qu'une extension de
l%axiome de Peano est suffisante : on dit qu'un ordre est un bon ofdre si tout sous
ensémble non vide posseéde un plus petit élémént pour cet ordre (c'est & dire, en
langage axiomatique 3 E est bien ordonné par ( <=>(¥ A1CIE)<A-% g => (1#6A)
(Bye A)(x <y ))), | |

on appeile ordinal le type d'ordre d'un ensemble bien ordonné,
Exemples 3 d'apres les axiomes de Peano, N est bien ordonné par l'ordre usuel ;
1'ordre "défini par s 3 < 4 <5 <6 ,000%1 {2 est aussi un bon ordre sur N
(d‘ordinal W2 )Z n'est pas bien ordonné pér 1%ordre usuel, car il n'a pas de
plus- petit élément

D) Propriétds élémentaires des ensembles bien ordonnés.

on appelle segment d'un ensemble ordonné E toute partie.is de E telle que
Z €S, YEE et >y entrainent y € S, Tout segment d'un ensemble bien ordonné
est cet ensemble, ou de la forme }ﬁo,a[ , clest -& dire l'ensemble des y stricte-
ment plus petits que ¢« , On monire alors qu'étant donnés deux ensembles d'ordinaux
distincts, 1l'un est isomorphe & un segment de l'autre, et que qeci est une rélatiohhﬂL.
dordre &otal) entre ordinaux, qui est m&me une relation.de bon ordre sur un ensemble
d'ordinaux,

on pourrait espérer ordonner ainsi l'ensemble de tous les ordinaux, mais on arrive
alors & unecontraditction: le type d'ordre de cet ensemble est encore un ordinal, et
on voit qu'il est plus grand que tout ceux de l'ensemble, or il &n fait partie 1,
Ce paradoxe, remarqué en 1897 Dpar BURALI-FORTI, était le premier de ceux qui allaient,

, eme .. ‘ . .
au début du 20 siécle, menacer les fondements des mathématiques et amener une crise

qui ne se #ésoudrait provisoirment qu'aprds les axiomatisations précises de ZERMELO-



FRAENKEL, GODEI~BERNAYS et VON NEUMANN dans les annédes 30 ; dans ces systémes, les
paradoze% sont évités en restreignant la notion d'ensemble, et l'ensemble "parsdoxal"”
de tous les ordinaux "n'existe pas®,

Ie but de la définition des ensembles bien ordonnds était de pouvoir géndraliser
les raisonnements par récurrence ; cela est obtenu par les deux "principes de récurrence
tranfinie® suivants (dont la démonstration est élémentaire)

1, 81 R est une relation sur l'ensemble bien ordonné E +telle que "R vrais sur
tous les élémﬁnts plus petits que- x Yentraine® R vraie sur x" , R esi vraie

sur tout E
2,~ Si F est un autre ensemble, g wune application de 1E(F) dans P , il existe
une application f et une seule‘de E dans F telle que pour tout x EVE .

£(x) = g({£(y) ‘ y<x}), o (définition de f par récurrence transfinie, ),

En pratique, on applique ces deux..principes en distinguant trois cas

- Vérification pour le plus petit é;ément de E

- Vérificatipn pour les "successeurs" : x tels qu'il existe un plus grand

y strictement plus petit qu'eux ; dans ce cas, la vérification est en général

dépendante uniquement de y
- Vérification pour les autres éléments de E , dits "limites" ; dans ce cas
on doit en général utiliser les propriétés de téut le segment de% éléments plus
petits,

E) L'ensemble des ordinaux dénombrables ,-

Ie théoreme de ZERMELO (1904), permet de mettre un bon ordre sur tout ensembls
on obtient ainsi, en partant par exemple de R , un ordinal non dénombrable; et on
voit aisément que tout ordinal dénombrable est plus petit 3 l'ensemble des ordinaux

Daus

°

dénombrables est donc légal ( mais non dénombrables) s on le note souvent 91
cet ensemble, on peut (3 1'aide du deuxidme principe de récurrence transfinie) définir
une arithmétique des ordinaux, qui se généraliserait dfailleurs aux ordinaux non

dénombrables,
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Tout d'abord, tout ordinal a un successeur, le plus petit des ordinaux qui
soient plus grands que lui, On note g4t le successeur de ¢ ., 8i on met "bout &
bout" les ordinaux « et B , on obtient un ensemble bien ordonné, dont on note
l'ordinal g+ ; cette addition est associative, mais non commutative, ainsi
14+ w =w , mais @1 > w . Si a1 4 a2_<a3 {iooeo €5t une suite croissante
d*ordinaux, il y a un plus petit ordinal plus grand que que tous les éléments de
la suite 5 cet ordinal est dit limite de la suite @, - L'addition est ¥continue"

4 droite (mais pas & gauche) 3

lim (a+Bn):a + lim By
500 N0

Cette remarque permet, comme dans N, de définir une gamme de fonctions
arithmétiques par récurrence transfinie : on définira la multiplication par les

relations : ax0=0 ; ax(pa) = (0B) +a , et ax(limp ) = lim (axg)

nN—co N-20
(dont on voit qu'elles couvrent bien les trois cas du paragraphe précédent), On
. lim B B
définit de m8me l'expomentiation par o° =1 , of7' = af xa et o T T = lin(y D),

0N—=o0
Toutefois, l'arithmétique des ordinaux (dénombrables ou non) a un comportement

inhabituel 3 les techniques de calcul en sont d'autant compliquées , Par exemple,
a x:( B+y) = (& x B) + (& x y), mais en général (a + B) x y # (& x y) +

+ (5 KTV); aB % Ba 3 le comporfemént de l'exponentiation est tris complexe

[5].

F) Ies ordinaux constructifs

Pour manipuler commodément ces ordineux;, et pouvoir calculer au sens .algorithmique
du terme, il faut en avoir une vpeprésentation en entiers, clest & dire un codage
(on sait depuis GODEL_passer d;une formule (chaine de caréctéres) a un entier et
réciproquement ; il suffit donc de représenter un ordinal par une formule caractéris—
tique), |

Les ordinaux pour lesquels_il existe un tel systime de représentation (les couvrant

eux et les ordinaux plus petits) sont dits constructifs, une notion introduite par



CHURCH et KLEENE [6].

Un exemple d*un tel systéme de notation est fourni par LIMA « ; chaque ordinal
est représenté sous la forme d*un polyndme exponentiel en o (1a Justification
en sera donnée au chapitre suivant), La théorie développée par KLEENE montre qufon
peut aller beaucoup plus loin (en particulier en utilisant des fonctions d’ACKERMANN
généralisées) mais qu'il n'est pas possible de noter tous les ordinaux dénémbrables
(ce qui est évident si oﬁ songe qu'il n'y a qu'un nombre dénombrable de notations
disponibles, et une infinité non dénombfable d'ordinaux a noter) ; il existe néanmoins

un systéme uniforme de notation de tous les ordinaux constructifs,
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I1%= OBJECTIFS DE LIMA

LIMA o donne & l'utilisateur les moyens d'effectuer des calculs et des
manipulations, analogues & celles qu'autorise un langage de programmation tel -
gqu'A,P. L., mais sur des nombres ordinaux tranfinis suffisamment "petits®, Que
veus dire-ici Usuffisamment petits“-? Tl s'agit d'ordinaux résultant de l'évaluation

d'expressions comprtant un nombre fini de signes et ou figurent les entiers, la

=

ettre ¢ , les parenthéses, et les symboles + , x s ¥ , cfest & dire, en fait,
les trois premieres fonctions d'ACKERMANN (cf annexe 1) des ordinaux, On sait qu'il
existe une forme canonique, dite forme normale de CANTOR, définie de la facgon suivante
Pour tout ordinal ¢ , il,existe de fagon unique une suite finie d'ordinaux 31,,,,,

Bk et des entiers n1, '°‘°°°°nk tels que

(1) o = (1 xn1) Foerennene + (0P xl‘k)'
(i1) By > By eeennee By
(i11) w >0 Vi

iy
}

Bien sur, on a la relation a%B1 , mais 1'inégalité stiricte, comme nous le
verrons, n'est pas toujours vraie,

L'existence de cette forme (décounle: de l'existence d'une division ceuclidienne
dans les ordinaux (voir plus loin),

Donnons l'allure de la démonstration 3

Soit @ wun ordinal, L'ensemble des ordinaux g tels que qo ) wB posséde un

L'existence d'une division donne 3

B1 B1

o = X a4 + r1 avec r1<w

plus grand élément 51

q est un entier (siq >w , « ) mB1 +1 , contradiction. )
si r1 est non nul on peut recommencer

B B,

£
= n. ... I r r < £ T °
o w X 1 + w "X P + P P w S 1
11 reste a prouver gque r£ est nul @oup un £ donné, ce qui est évident puisqulil

ne peut pas y avoir de suite finie strictement décroissante d'ordinaux,

11 est bien sir, possible de recommencer l'opération sur les ﬁi non nuls, Si
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~cette récurrence sfarréte au bout d'un nombre fini d*itérations, I'ordinal considéré
est bien "sﬁffisamﬁent petit" au sens cherché, Une source évidente d'ennuis apparailt
avec les ordinaux g tels que g = € , iGoik €, 1'ordinal le plus petit ayant cette
propriétésy, Pour un ordinal ¢ < €, la condition (ii) peut s'écrire

a > B1 > 32 °°‘°°°°'°°>Bk -
8i un tel ordinal g ,'était pas®duffisamment petit" il, existerait une suite infinie

Qgi)telle que

o« = a
o]

: ' %5 44
qi*% apparait}dans la forme normale de cantor de aL s ce qui entraine ai}-m“'
Mais pour ‘¢ < g, ceci entraine @y > LAPPI et une telle suite infinije stricte-

'] L .

ment décroissante ne peut exister, Nous avons maintenant déterminé sur quels ordinaux
nous t_ravaillonso I1 reste a savoir quels calculs seront effectués, Les comparaisons
sont bien sfir obligatoires, mais le principal reste le calcul arithmétique,
Addition, multiplication, et exponentiation, sont définies par récurrence tranfinie ;
la soustraction par

VA<yp »d]t v tel que v =y
( liexistence se démontre aisément par la considération des ¢« #els que M+ L s
et 1'unicité vient de ce que 1l'addition est réguliére & droite)
Ia division par :

VA, p>03! g telsque A=(pxn)+E et &<y .
La encore, la considération des ¢ tels que B X a.@éx fournit la démonstration,

Propriétés des opérations sur les ordinaux

Soient ¢ o = w n1 tiooone W I,
B{ .B'kg
et = w, n'1 4 oheeee + W nl,

Pour simplifier l'e xpression des algorithmes qui suivent, le dernier terme de la

forme de CANTOR représentera toujours la partie entidre, méme si elle est nulle,
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iLa dondiition nL F O pour sl < L < k
devient donc n, # 0 pour 1 <L <k

a) Addition

ot oy o s ety e =23

_)\+(p,+v)=(x+p,)+v 5 A0 =0 +A =1\

1
Soit i le plus grand indice tel que Bi > 51 , 0 8%l n'y en a pas (nous convien-

drons qu'une somme indexée sur l'ensemble vide est nulle) Alors

B B.; B“ B'ys
a+a'='w1n+ s, o+ n'+ +m-kn’ si g.>pl
1 o 00 © 8 1 1 o0 60 ) ks i 1..
‘at ]
wﬁ1n + + wﬁi(n o) )s m62n° + +vak'n'
1 oooooo i 1 2 600 kg
— ]
S1 Bl - B
b) Multiplication
OXAN=AX0=0 5 T XX=AX1=A\ 5
K(pv) = ()\p,)v 3 A (u+v) = Ag + AV
81 a >0 :
’ 4.t 9
a X a! = wB1+ B1n” + + wB1 +P k‘=1n“ + W B1n n' 4 wﬁzn +
1 o o & 0O k'-:1 1 kﬂ 2 90 oo
Bk ‘
+w si n‘k,,.
By + B B B
1, 177 k=1 .
‘.I’ n 1 + 0 © 0 60O + k“gt sl n kﬂ -— O
¢) Exponentiation ¢
Ao =1 ; 1}"=1 5 o)‘=o si N0 )g1=)\§
Xu. X xp+v 3 (Xu)v . 81 a>1 4, a' >0 .ona :
- ]
ag-, (NS*-/ ﬁH?T ooco‘ w( 1)+B k‘='1) n‘kqvg
q = .-qﬁ .- v Si B = O
(8 . EI 1
B3 N
B,w ‘nt + + B K=
10) 1 o-qoon 1@ n-kgﬂ.t 0

]
w ak siB1>O
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] ) . % ]
2y Py i By oy )48, ﬁﬂink'-1)+6khtnk By (e
ou ¢ = W 'n1+w n2+...+w =1 4+ w - n‘lnk

B (,' 1_ ) +B ﬁ . B {)ls':, '!y.."'}

+ W t nk 2 2n +‘,..‘,.+mk1nk src.»knk”o ‘Si,.a.nnkkr-ﬂf

. 2 -1 : { ¥
] L ] 1

By k' 51(n o) * ﬁzn . . 51(n k'=1) + By si n =
w 1+ w 2 Qo 06 0 0 m nkm1 %

d.) Soustiraction

il existe wn unique vy tel que

.'p«-—

Si A K
A+v=yp
ge vy est noté (-)\) #p o Ona (-p,) + 4 =0 3 On suppose que q' < e , Soit

le plus grand indice tel que (5;_ s n;. ) < (51, ,ni) ., On a alors

B. B. B
Lt _ 1 ia k Ty
(=é')+ « W R Hw I..l,i_’_1 +...tw B Sl B:’L" Bi
B B. B
p —n? 141 k iRy =
w (nmnl) 0 oy b won siopl=8,

e) Division euclidienne

Soit p >0 ., Il existe 1, § tels que

AN=un+ E "avec E < p

A

[o/p] =0 5 wlo=0 ; [A»/1]

on posevsy = [Mp] , &

A st |a=0

0
>~

si A<p oma [Mul=0 , ur
Supposons O < a' < &¢ et écrivons

o =a'n+ &



Comme dans a) soit i le plus grand indice tel que Bi > B;

°©

Alors
(=p:)+p (-p1 )48,
e.) Si B, > B! on a n=ow ! 1n + + W 1 th
1 i 1 1 caese i
_ Pia By
E = W i+1+ooo+ w nk
e2) si ﬁi = ﬁ; . Faisant la division euclidienne ordinaire de ni par n; on peut
écrire
Y nt 3 t
ni)_ n1qi +7Tr, ou 0 < ri < n1

On a alors

e2,1) s5i ri> 0 ou si Qi =0 on a

=R1 —-R*t —p
_ (-8 1)+ﬁ1 . . ( Br)'* Bi:"n . ( 51)+ Biq
;n,:_.g _;1;'1 600 e0 w - 31 W - . N
)
_ P Py By
g =W i + W i+1+ cooeot W nk
B. B B. B
. _ 2 . k' _ i Tk
62920) Sl ri - O 9 qi %O et (w n 2 + oo0oo e + w N ‘n k') - (w ni+1+ono+w nk)
=R —nt (ot .
alors n = w ( B 1 )+B1n + + w( ﬁ1 ) * Bi—‘]n +.l.w(_ Bl,')_ﬁj\ﬁli]_q )]
1 o » aeo i=1 1 2 s i . 'L_i
B ' B'a B B
~ (o 2 . k' in k
g —((w.n2+,o.+mA'nkg>)+ w By qfoeeot 0 Iy )
' ’ B, - B\ s B, B
. _ 2 k* i k
62.3) Si r, = 0 q; £ 0 et (w n2+}.o.+ w  n k') > (w ni+1+,a,+m nk)
alors
(-p}) + 8, (-83) + B4 (EB;)*ﬁi( )
N =w Dy eeenet 0 : By q v W qfﬂ
e - Pi_, . mﬁi+1n A By
. w -1 L RAREE: W nk o (=B')+g.
Dan les formules précédentes de e2) on peut évidemment ommettre (-- LA puisqus

B; = B; s Nous lfavons conservé pour mieux montrer la structure du résultat



IVo= IES CONVENTIONS LINGUISTIQUES

a)‘l'alphabet,

IL'alphabet de LIMA @ n'utilise que le symbole supplémentaire @An(quinfigure
déja sur le clavier standard APL), et outre les lettres (non soulignées) et les
chiffres, les symbolrs opératoires suivants :

+ ©® x %1 = /:).(, les deux affectations §—— et ;s le @; et les

parentheses, (Tout autre symbole provoque le diagnostic LIMA : CHARACTER ERROR .)o

B) Lexique,

L'écriture en APL, d'un compilateur traitant des noms de variables arbitraires
est rendu presque impossibie par le fait qu'on ne peut modifier une instruction eﬁ
APL (tant que "dequotg nlest pas mis en service)°

Nous nous sommes donc restreints,pour LIMA @ , & des noms de variables ne
comportant qu'une seule lettre ; on verra dans l'appendice que méme avec cette restric—
tion, les programmes manipulant les valeurs des variables (sTORE et'VVALUE) utilisent

beaucoup de place en mémoire,

C) Syntaxe,

En accord avec ltorientation générale du projet LIMA, la syntaxe de LIMA est
identique & celle d'APL, c'est a dire qu'il n'y a fas de hiérarchie des opérazeurs, et
que lfanalyse se fait de la droite vers la gauche, L'analyseur syntaxique corres—
pondant est itres simple, mais le traitement des parenthéses nécessitant la construction
de listes (files d'attente), qu'APL manipule treés mal, on a préféré sur ce point
appeler récursivement l'analyseur,6 I'évaluation des expressions est dtailleurs faite
silmutanément, puisque l'analyse est "linédaire",

Néanmoins, il a semblé utile de donner la possibilité & ltutilisateur de mettre
ces ordinaux sous forme normalisée directement, Il en avertit le systeme par le
symbole ¢ (par exemple S 3 @ (u(a) + w X 341 ))et 1'ordinal n'est pas calculé,

mais directement codé et rangé,

Ia syntaxe de ces messages speéciaux n'est pas la syntaxe APL ; et un petit
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analyseur se charge de la vérifier (par contre, si la forme entrée n'était pas en

fait normalisée, le systéme ne s'en rend pas compte)°

d) sémantique

Ia sémantique de LIMA w est analogue & celle d'APL. : les variables ent des
valeurs (sinon leur emploi donne le diagnostic VVALUE ERROR) qui sont des ordinaux ;
les chiffres désignent les entiers (qui sont aussi d@SLOfdiHaUX), et @ désigne ;fo
Les symboles opératoires sont clairs, sauf peut &tre A]ﬁ, représentant le reste
dans 1la divisi;n de B par A °[] es£ utilisé comme en AfL, en entrée pour réclamer
une valeur (le systeme imprime {} s, et une nouvelle expreésion doit é&tre entrée); en

sortie, pour faire imprimer un résultat intermédiaire,

e) Pragmatique

On désigne ainsi la partie du langage qui permet & l'utilisateur de communiguer
avec l'organisation interne du systéme, Comme en APL, cela est obtenu en LIMA w
au moyen de "commandes-systémes", reconnues par l'analyseur & ce qu'elles commencent

par une parentheses fermante (par exemple )VARS)° Les commandes-systéme de ITMA

sont V)¥ARS, qui donne la liste des noms de variables utilisés, )CLEAR, qui vide

cette liste, et )ERASE suivi de noms de variables, qui ne supprime que ces dernieéres,
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V.- TECHNTIQUES UTILISEES

Nous avons reporté en Annexe II, les listings «commentés:correspondanis &
certaines des fonctions essentielles qui composent le "workspace" IIMA w , Nous
voulons ici préciser l'organisation géndrale qui régit llarticulation de ces
fonctions et préciser éertaines techniques que nous avons utilisées,

L'esprit général est le suivant : comme dans le systéme APL, et d'une
fagon pius générale, dans les sytémes conversationnels, on doit disposer d'un
programme~-maitre jouant le rSle de "superviseur", qui se préoccups des questions
d'intendance" et appelle des programmes esclaves,

Parmi ceux—ci, il en est évidemment un qui joue le rdle périodique, c'est
le programme 'dtanalyse",

Ce programme procéde a l'analyse syntaxique des "lignes" clest & dire des

,
expressions introduites par l'utilisateur, donc dans le cas gqui nous occupe . ici
d'expressions .arithmétique comportant des ordinaux transfinis,

Puis l'analyse effectuée, on passe la main & des "routines sémantiques® qui
font le travail d'évaluation, en tenant compte, évidemment des particularitéds de
l'arithmétique transfinie,

Enfin, ce travail achevé, le contr6le repasse au superviseur .aprss, éventuelle-
ment, l'impression des résultats, ou la quéte dfinformations complémentaires

Bien entendu, toute action incorrecte, ou toute erreur dtécriture de

1'utilisateur donne lieu & des messages d'erreurs,
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1 L , g
LM w
A FORLAN
=  QTNH~
SIUR ANALYSE
COMMANDES ]
Sveraigs |~ PREANAL
neL | STEC
V VALUE -
MFOP DFOP STORE
s WA= - FONCTIONS -
AUTRES FONCTIONS
ARITHMETIQUES
ComPp
PREANAL traite les cas particuliers : Commandes systeme, rentrée sou
forme normale de CANTOR (FCPL \h)
MEFOP traite (ralt) les opérateurs monediques
DFCP traite(rait) les opérateurs dyadiques
STORE intervient sur chaque affectation et insére une valeur dens la
table de variables (ex A <w+l)
VVALUE va chercher une valeur dans cette table, chaque fcis qu'en ap-
pelle une variable (ex.: A +2)
STEC est le programme d'impression.



L'organigramme ci-contre donne une idée de la structure interne du systeme s
ANATYSE est le superviseur, qui s'empare de la ligne, élimine les blancs en trop,
puis appelle g

‘PREANAL, qui recherche les lignes spéciales

a) COMMANDES SYTEME, identifiées par )
PREANAL appelle alors une routine spécidle pour chaque COMMANDE SYSTEME

b) Commentaires : Identifids par QJ et qui ne sont évidemment pas traités,
c) l'affectation spéciale ":* pour la forme normale de CANTOR, dont nous
avons déja parlé :
PREANAL appelle alors FQORLAN, qui code directement 1'ordinal

ANAL . C'est un programme qui lit la ligne caracteére par caractére a partir de

la droite, et appelle, suivani le caractére rencontré,des sous programmes dont les

principaux sont @

DFOP intervient avec les opératéurs binaires 3 c'est simplement un programme
de branchement sur l'une des (actuellement 12) fonctions correspondant
aux dits opérateurs (_+ XE =a- ¥ l > = ft > K ) ., EBElles sont de
2 types : arithmétiques (F PLUS, F TIME, etc,,,,) ou la comparaison
(2 valeurs Booléennes) le sous—programme de base de celles—ci est QMP

MFOP joue éventuellement le méme rble pour les opérateurs monadiques,
STORE intervient avec toute affectation (ﬂﬁn et ; , 11 est donc éventuellement
appelé par.PREANAL)5 il rentre une valeur dans.la table de variables
VVALUE intervient chaque féis qu'on tape un nom de variable non suivi dlune
affectatiop ¢ il va chercher la valeur correspondante dans ;a table
des variables,
Aprés la sortie dYANAL, ANAIYSE appelle éventuellement STEC, brogramme d'impression,
Les listings des programmes dont les noms sont soulignés, sont donnéds en appendice,
Il est indispensable9 pour permettre de les suivre, de donner quelqueé renseignements,

sur la représentation interney ainsi qu'une description de certains des algorithmes

utilisés
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a)Representation interne s

Elle suit l'écriture de la forme normale de CANTOR 3
1) 0 est représenté par le vecteur : ,0
g) wF Xxn pour n > 0 esi représenté Par (A,S;Bgn) si 3§ est la représenta—=
tion de ¢ 3 A et B étant deux nombres choisis une fois pour toutes, en
dehors du domaines des entiers admis, et représentant respectivement les
parenthéses ouvrante et fermante,

By By Y Yy

. 1
1%ordinal n ceoooo m 0o oe - m
%) © X, 4 to XD ot e XD, o+ e xm,

o B
avec B1> 62 ceos D Bk>y1.°.,,;..,>y£ et ni , ;nj #£0
est représenté par (S,T) si ¢ est représenté par S, et B par T

Exemples 3 un entier n , considéré comme ° xn , est représenté par

(4,0,B,n), w est représenté par (4,1,B,1),

Qhoix de A et B :Une propriété importante de la représentation interne est
éu‘elle doit permettre de comparer rapidement deux ordinaux, Pour que 1l'ordre
des ordinaux cofncide avec l'ordre lexizmographique sur les représentations,
il suffit de prendre pour A un mombre M plus grand que tout entier admis
par LIMA @ , et pour B, =1 (plus petit que tout le reste)°
b) algorithmes utilisds pour le calcul arithmétique des deux premidres opdrations
I Addition 3
Ia remarque de base utilisée pour l'addition est ¢

g o« 8

(w x.n.)_+(m x m) = W XB 4w xm Si o>f

o x (psm) si o> B
= wB X si a<B
11 résulte alors de l'associativité de 1l'addition, et de 1'wmiciké; deidlal.:.

forme normale de CANTOR que l'addition de deux ordinaux. sous cette forme s'obtient

en justaposant les formes, et en "oubliant™ les termes de la premiére. d’exposants



inférielre au plus grand exposant de la seconde

II,~ Mutiplication

ﬁT Bk
g =w Xn1 + cosseccocot W Xn
k
B B
7 — ? nt
a [ xn1+0.oocaneueo+w + 2

on utilise la distributivité & droite pour se ramener aux problémes de g x N

(partie entidre éventuelle de o) et a x o (B #0)

Par associativité, on se raméne & gxw . Ceci est la limite (récurrence transfinie

de
Q400 o0owoasesot o quandy; N "tend vers" g
N fois
clest & dire ( 61 X 0§ X w+ gz‘x n + ka X
w 1Y W+ W D seecocenee nk
a 61 61-'+1
et bien slir @ X w = w
Le résultat final est g
% T
wﬁfﬁj x nt + wf31+5g_1x n? +mB1>< nnt +m62><n X I
1 o @ 08 @ 00O k’1 - 1 z 2’..0 k
si gz =0 , c'est & dire o' a une partie entieére
B, +B] BB,
o . X.n;o.,qu +w X n} si 5£ # 0, clest Addire o' n'a

pas de partie entidre)
1.es algorithﬁes des trois autres opérations arithmétiques sont insuffisamment
"parlants" pour mériter d'&ire exposés ici,
C) Problémes 1iés aux entrées-sorties

Quand l'utilisateur tape un ordinal, que ce soit en systéme APL, ou sSous la
forme canonique, la représentation «xponentielie serait la plus agréable, mais elle
est impraticable, les claviers ne permettant pas de remonter les lignes, de revenir
en arriere, etc,.,
Par contre, l'ordinateur, lui, peubtcfrds bien commencer par imprimer tous les
exposants puis les ¢ , C'est ce.formas, d'ailleurs assesz spectaculaire en action,
qui a été adopté en sortie (en fait on ne fait pas imprimer des lignes & la suite

les unes des-autres, mais des matrices de caractére)o



VI,~ UNE SESSTON LIMA @ .=~

a EXEMPLE DE SESSION LIMA w

0]

3]

wtl

w+l

1+w

@

pJUSQUYICTI ,CHAQUE LIGNE TAPER PAR LYUPILISATEUR EST SUIVIE

pD'UNE REPOISE DE LIMA wy MAIS, COMME POUR APL,L'AFFECTATION NYEST

ePAS SUIVIE DYUWNE REPONSE DU SYSTEME:
A<w+l
AxA
2
w +twtl _
aCFE QUI PRECEDE ILLUSTRE HOTRE TECHX¥IQUE DE REPRESENTATION DE
AL'ELEVATION A UNE PUISSANCE.POQUR DPEFINIR DIRECTEMERT ER
aLA MEME VALEUR,ON POQURRAIT ECRIRE SOIT(NOTATION APL):
A«(w*2)+u+l :
aEN EFFET:

A
2
o tw+l
A . e T SO;}KJ@Q@HE DE CANTOR):

TAre(2)tw+l
aEN EFFET:

-A
2

w totl

1w tw tw tw
tw

‘“jnw EST "UNE VARIABLE RESTEE DE LA DERNIERE SESSION QUE VAUT+IL9“

"ZZEaNOUS NYEN_ AVONS PAS BESOIN,EFFACONS LE:_
o )ERASE W

=2 RaPOUR TQUT. EFFACEQ
)CLEAR o
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1] e e

- . eCECT ETAIT UN EYEMPLE
aILLUSTRONS LE QUAD D¥E

B+ B<—D<—A *A+1

D! UﬁILIS4mI0” pu OUAD D'Elm73E
SORTIFE:




LIXNA "w!

L<utl
Be(wux2)+1
As1l
wtl
PeA

2.
w +1
£ASgy
%

1
= 3 - R . ——

S EXEMPLE DE MANIPULATIONS D'ORDINAUX 'ENCOMBRANTS':

w(w(w(w(wxs+2)x8+w(w8t S
R T U S e i

_ _x8+1)x8+w(wx8)x8)x8)x8)x8

EEBan i  EATI TR L A EL Y T T e el et -

T ToNERl T exg T I e o
x8+ w 58 tw x8 )

Eiiiag o T T XB o  Taen ThAne TTUN
w e X8
— iT w = —— - S x8 — = =
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Le systéme que nous venons de décrire, comme nous l'avions déja indiqué dans

1vintroduction, transforme un terminal AP, en machine & calculer de bureau pour les

ordinaux transfinis, (une machine & calculer un peu plus puissante qu'a ltaccou-

tumée, puisqu'en plus de calculs immédiats, il est possible d'afficher des valeurs
4 des variables),
Plus précisément on a donc un langage qui fonctionne comme APL, mais ou léensemble

de nombres entiers n'est plus l'ensemble des entiers finis, mais l'ensemble des

ordinaux <'£B .

A vrai dire, nous ne pouvons, dans la version actuelle de LIMA w , que
manipuler des ordinaux scalaires et non pas des vecteurs, des matrices dfordinaux,
ete,....

Cependant cette extension serait possible & peu de frais, Nous nous en
sommes abstenus pour gagner du temps, mais aussi paree-gque ce type de struciure
a été peu utilisé, jusqu'd présent, par les mathématiciens,

De mme, la version actuelle ne prévoit qu'un type de représentation interne

pour les ord:';.naux°

Dans la mesure ou il existe aujourd'hui une "clientéle® non négligeable

pour la manipulation des ordinaux constructifsn}

il pourfaft €iré intéressant de développer dlautres types de représentation
interne (KLEENE?QHURCH, SCHUITE, TAKENTI, etc“_)° Dans ce cas, on pourrait
ajouter & LIMA w dfautres fonctions primitives du type (AfL) et (bncode"
e%d"éécode") permettant le passage systématique d‘une représentation'é une autre,

Bien entgndu, dtautres fonctions primitives "scalaires™ d'APL pourraient,

sans difficulté, &tre introduite @

~

! ( factorielle )
L r (minimum et meximum), etc,
mais dont le sens, pour des ordinaux transfinis, demande évidemment & &tre

précise,
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En un mot, la syntaxe de notre systémeuest claire et définitive : c'est
pratiquement c;lle d'APL, la sémantique, liée & la nature méme des ordinaux
transfinis pourraft, &ire étendue sans difficultés,

C’est l'aspect pragmatique qui reste inachevé, En particulier toute_erreur
commise par l'utilisateur faiit sortir du superviseur JJMA w et 1l'oblige a une
réinitialisation du systeme,

Dans l'ensemble, tant que les tiches demandées ne nécessitent pas d'interven—~

tion humaine, ne serait-ce que parce que dle programme peut simplifier les expres—

siors qu'on lui soumet de fagon optimale, un langage de type APL est parfaitement

)

adapté & la partieccdlcul du projet LIMA, Cette expérience ne procure par contre

rien en ce qui concerne les problémes de vérificationuade démonstrations,

Le probléme des entrdes_sorties, sans &tre grave, montre néanmoins les limites

du clavier, Il faudra sans doute envisager l'uitilisation d'écrans cathodiques,
Enfin, les temps de calcul sont énormément allongés par le passage a travers

deux compilateurs, ce qui s'aggravera encore pour des systémes LIMA comprenant

un mode définition,

La réécriture générale prévue dans la phrase 3 en langage machine peut donc

d%ores et déja &tre considérée comme indispensable,
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APPENDICE I,—RAPPEL SUR LES FONCTIONS D'ACKERMANN

3

L'idée méme de fonction d'ACKERMANN" est due en réalité & HILBERT(1925) dans
son effort (inachevé) pour démontrer. 1'hypothese du continu,

I1 s'agit de donner un procédé d'engendrement d'opérations arithmétiques
(fonctions primitives dyadiques scalaires —-dans le langage Iversonien) et qui

soient les "itérées" les unes des autres®

On obtient ainsi une suite de fonctions indéxées par les entiers naturels:

Si ACK est le nom générique de cette suite on posera

Ack [1] identique & - +
ACK [ 2] identique & x
ACK (3] identique & * (exponentiation)

ACK [4] est parfois nommée "tetration", On la représente
parfois sous forme d'une "exponentiatio® gauche"
X sk (4] Y  étant écrit sous la forme Y—.)(
on a Y ack[n] Y identique & X ACK[n=1] cACK[n~1] ACK[n-1]1
(avec la convention syntaxique d'APL (associativité vers la gauche)
gl K figure Y fois dans la formule,
11 existe une définiton récursive non primitive de la fonction d'ACKERMANN
(dans trois variables n ,.x , ¥ ),
acx (1,0,7) =y
ack(1,x41,y) = Ack (1,%,y)41
ack (2,0,¥) =0
ACK (n41,0,¥) =1
ACK (n+1,x41,¥) = acK(n, AcK(n+1,x%,y),7)
Les fonctions A'ACKERMANN{ permettant d'exprimer simplement des ordinaux:
transfinis tres grands,

Cl'est ainsi que LIMA w ne manipule gque des ordinaux inférieurs a
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It

w ACK [4] w

w ACK[5] 2



-29

—

APPENDICE TII. ¢ ANALYSE

Ds QUWIQUES FONCTIONS TYPIQUES

_—_____ﬁ v ;’iﬁf}ﬁﬁgémﬂv Voe la ligne de caractires tapés par l'utilisa-
2 l1]__z«0 _. T teur,
~_ML21_"_V+ % 5 ‘ L
= [3] T pe(var vy T - suppression des blancs
C4) " PREANAL Vv =TT traitement des cas spéciaux(voir plus loin)
= [51  '+(U=1)/0. ~ T 77T . 4y est l'indicateur avertissant que PIANAL &
—— L8] . V«SUPPAR Vv T rencontré une sitmation a période
= [7] ) Z*AI.’AL y T T Suppression des parentheses inutiles,
(81 Ta((pv)=1)/pr "~  Traltement du cas général,
: : vt et
-——~%§%] '::éV£2:]z fl~1125—_~__~. §ﬂrta%fe%%atlogre051on si la ligne"débutait" par

————— e}

£11] PR: :STEC Z f‘:.f‘,’f“.f.‘__“”.“—"i . impression,

VPREANALLT]
Y PREANAT V
[1] U«0
[21] >((pV)=1)/75S

[3] —*(V[".]":')/T’”S' ‘ 434 . .
Affectation spéciale immédiatement codée et rentree

[ul > (~VI[11eALPH)/ERR
[51 (ALPH\V[11) STORE FORCAN 24y  ndicateur allumé,
[6] U<1 '

(7] TEST:Ve,V

[gl . =0

[e] 7TES:>(T1,72,0)[ " )ea*1V[1]] Sortie en cas normal
[20] T1:>((pV)=S)/CEP COMMANDE SYSTEMS
[11] >(~A/(V=')VARS'))/CES.

[12] VARS

[13] >0,U«1 Indicateur Allumé
[14] CER:>((pV)=6)/CET

[1252 >(~A/(V='")YCLEAFR'))/CES
[158] CLEAPR

[171] 0,1
[28] CET:>((pV)<8)/CFES
[19] >(~A/((S4V)=')ERASE'))/CFS
[20] >(~A/(64V)ecALPH)/CES
[21] ERASE ALPH1GYV
[22] =0,U«1
[23] CcEr5 :' THCORRECT CQIMAND! Soriie défausse
[~ s s, COMMANDE
[25] =
[26] 72:0«1 Commentaire indicateur allumé,
{2771 =0
(28] ERR:'"SYNTAX ERROR'
{291 v
[303 'A'
(211 =~
v

[32]



VANALLOv
Z«ABAL V3N VAL CODE 3K

‘[1 ] 1/4. r/
(21 VaL<o
[2] HepV .
[4] CODE+1 comme ?zdamner
(51  »LABELLPERM\VIHI] caractsre
[6] ERREUR:'SYMBOL EPROR:" sortie d'erreur de
[7] v caractere
8] ?[_v"l)D' TatAl
[9] -
(1C) LETTRE:VAL<(VVALUE ALPHEA\VL[¥1) DFOP VAL nom de variable
[11]1 -BOUCILE '
F}g% rglzggr VAL<(H NSEGMCH V) DFOP VAL variable numérique
[i4] SBOUCLE
[15] OMEGA:VAL<YALOM DFOP VAL Yo'
{161 =ROUCLE ‘
0277 MOWNADIC:VAL<VIE] MFOP VAL opérateur monadique
(18] =BOUCLE
[19] FPARENT:H<«(X<]]) OPAR V parenthese fermée
(201 VAL<(ANAL N+(X-1)4VY) DFOP VAT appel récursif
[21] =RCUCLE
(221 QUAD:»(H=0Y)/ITHOU :
(23] *(K[{{+J.]='+')/OUTQU quad d'entrée
C2u] IRQU: '
[25] VAL«(AJA.]) DFOP VAL
[26]1 =+ROUCLE
(271 DYADIC:CODRE«LODEAVIE] opérateur dyadique*
(28] BOUCLE:>(0=H<«l-1)/FIN fin de boucle
[29] =5
[301 QUTQU:STEC VAL quad de sortie(impressi
[31] CODE<«1 '
[32] =BOUCLE
[33] AFFECT:»(ll=1)/ERR '>fs affectation
(3ul >(yLr-11='1")Y/AFQU
[35] > ((K<«ALPI\VI[N-11)=27)Y/ERR recherche de la variabl
[36] K STORFE VAL entrée de la valeur dans
[37]1 KWel-1 la table ,
£33 CODE+0 '
[3¢] -ROUCT
[n0] ERR:! "V‘C”AmIOW ERRQOR !
(1] V¥
(2] (E-1)p' ';ia
[I;f_’ >
Cuul PIN:Z<VAT,
[n5] =~(CoDE=1)/0
Cuel 'SYNDAXY ERROR:!
(471 ¥
[no] - .
(501 ARPQU:p<E-1 quad de sortie
(511 =0UTQU
A chactune des étiquettes (lezire, chiffre, etc,,.) ANAL "met & jour" la valeur

- courante (vaL) coo indique que 1l'opérateur dyadique en valeur (s'il y en a
un) ce ‘qui détermine le branchement dans OLOP,
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FAaMy ™M me

W3 G E W N
I WKW L B [ N |

vV R<V

-3 =

VFTTHELTIIV
V ReV FPIINE VyA3R;C30:5:,757
>(¥[131=20)/50U1
R<,0
-)0
SUL:~(¥[1320) /502
Pe .0 :

si V=0.

h s
5«4 SEL V
')'(A(';[l
Rl
T<EHT ¥
>(T=0)/51u
F((HAX>C<TxVIpV]))/F01
208
>0
F21:R[pRI<C
SUU 0
SUB:H<VLAL20+1)

v =

siW=0
VX =

O .

La partie entiere de Wy
pour donner V x W

Si V n'lest pas un entier

Si= exposant du terme de plus haut degré de V
si V est un entier(s:o)

est multiplide par V

on applique

Y1 1*algorithme page

<10 .
DERU:B«1,X PIN 1
T<R SEL X
»(TL13=0)/50
> (MHAX>C«XTBL2T+1IxN)/H0?2
508
. >0
FO2:R«R,THF,5, 1,C,(A[2]+1)4V
_)0
SUS:R«R,IFF, (S
X<(Bl27+1)+X
>((pX)=0)xDEBU
v

VEPLUS[]w
FPLUS 73/
> 1)=0) /501
ReV

>0 .
SUL:»(V[1320)/5U2

RB<]7

DERUsB«(X DER(pX)-1),(pX)-1
C«B SLp = - ' )

>((C CoMNP TYy= 1 0 Ta)/(UF,DE,TR)
UH:R«INF,C, 2, X[pX],R

+>7 D
DE:=»(HAX>S«R[AL2]+1])+X[pX]) /B0
508

-0

NO:RCAT21+1 1«5

TR:XY<(Bl[1]-1)+x%

*DERUX((pX)=0)

FPLUS T)Y, 4,x[B[23+1)

partie irréguliere de 1l'algorithme
correspondant & la partie entidre de
W

partie régulidre de l'agorithme

T = exposant du tzrme de plus
haut degréde W,

Algoritjme (page ) : on prend
chague terme de V. (par la fin)
on compere au terme de t8&ie de W
plus grand : on juxtapose

égal : on ajoute les coefficient

plus petit :'on 1'oublie
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- - ""aET.VOICI LA BASE DES PROGRAMMES DE COMPARAISON(<<2>=2):
Tweowptmyv T T T T

ST TV ReV COMP H3X3¥

_[13  +((x(pV)-p¥W)= 1 0 "1)/(UN,DE,TR) - raméne V et
2L-021 UN:X+V e
T3] y<(oV)tW _ 4 la méme longueur
T eer TR T o
__[5] DE:X«V
=rle] Y«W . T TTTEA =N

[7] +FI

2 [8] TR:X«(pW)AY - - " oiieo o Tt T

(91 yew -
2 [10] FI:R+x14(X2Y)/X-Y
v

compare suilvant 1'ordre
lexicographiques
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