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TITLE : DECOMPOSITIONS OF MEASURES AND RANDOM COVERINGS

ABSTRACT.- First a measure 1is decomposed into regular part and
singular part. Two methods of decomposition are given, one is deterministic
and the other stochastic. Several quantities, called dimensions of a
measure, are introduced. They give a quantitative measurement of how
singular 1is a measure. The class of unidimensional measures is considered.
Several examples are given : Riesz products, harmonic measures, Wiener and
Lévy chaos, etc...

Secondly we study random coverings of certain groups; This is related
to the previous theory. A complete solution is given for the groups (Z/cZ)¥
and T. We also study the rarity of covering intervals and the convergence
of the martingale associated to the covering.
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Titre : DECOMPOSITIONS DE MESURES ET RECOUVREMENTS ALEATOIRES

RESUME : On étudie d'une part la décomposition d'une mesure en parties
réguliére et singuliére. Deux méthodes sont données, l'une déterministe,
1’autre probabiliste. On introduit plusieurs quantités, appelées dimensions
d’une mesure, qui en donne une mesure quantitative de la singularité. On
introduit aussi la notion de mesure unidimensionnelle. Plusieurs exemples
sont traités : produits de Riesz, mesures harmoniques, chaos de Wiener et
chaos de Lévy, etc..

On étudie d'autre part des problémes de recouvrement aléatoire de
certains groupes , problémes liés a4 la théorie précédente. On donne une
réponse compléte pour 1le groupe (Z/cZ)" et pour le cercle. En outre, on
étudie 1la rareté des intervalles couvrants et 1la convergence de la
martingale associée au recouvrement.
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INTRODUCTION

Ce travail a pour objectif de mettre en lumiére la liaison entre la
théorie probabiliste de décomposition de mesures et la théorie
déterministe. Dans les deux cas il s’agit de la régularisation des
mesures. Ces deux théories sont en apparence tout-a-fait différentes. En
réalité, comme on verra, elles coincident cependant dans certains cas
comprenant ceux qui nous intéressent le plus, citons, le probléme de
recouvrement ([7], [15], [20], [42]), le chaos multiplicatif de Gauss
([8], [18]) et le chaos multiplicatif de Lévy ([9]), etc..

Le chapitre I est une présentation de ces deux théories générales.
D'une part, & partir d’'une suite de poids positifs indépendants et
normalisés définis sur un espace localement compact T, est défini un
opérateur de projection [EQ dans 1l’espace des mesures bornées M(T), qui est
appelé un opérateur de chaos multiplicatif. Autrement dit, 1’espace M(T)

. est décomposé en deux

M(T) = Img(EQ) ® Ker(EQ).

D'autre part, étant donné un noyau de potentiel ¢ défini sur T, si ¢
satisfait &4 un certain principe du maximum, toute mesure s'écrit
uniquement en somme de deux mesures, dont 1l'une est une somme de mesures
de P-énergie finie (dite P-réguliere) et 1'autre est concentrée sur un
borélien de P-capacité nulle (dite P-singuliére). On appelle ceci la
décomposition de Kahane car c’est lui qui semble avoir pour la premiére
fois observé ce phénoméne. Pour la commodité, désignons par Ky 1'ensemble
des mesures P-réguliéres et par §; l'ensemble des mesures P-singuliéres.
Dans cette terminologie, 1l'’espace M(T) est décomposé encore en deux

M(T) = R @ Sp.

La projection de M(T) dans Ky est d’'ailleurs appelée 1l'opérateur de ¢-
régularisation. Voila les deux méthodes de décomposition. En dépit de leur
dissemblance, elles coincident de temps en temps. Pour plus
d'informations, le lecteur peut consulter les chapitres III, IV, V et
VIII.

En tant qu’application de la décomposition de Kahane et d'un théoréme
de P. Assouad (on peut se passer de ce dernier théoréme si 1'on admet un
autre de R. Kaufman, qui dit que dans tout espace métrique la dimension de
Hausdorff et la dimension capacitaire sont égales pour tout borélien), est
développée au chapitre II une théorie des dimensions des mesures définies

sur un espace métrique. On y introduit sept quantités pour mesurer la



taille des boréliens portant une mesure donnée. Bien que ces quantités se
définissent de maniéres différentes, il n'y en a que trois qui sont
distinctes. On les appelle respectivement (dans l’ordre croissant)
1’exposant énergique, la dimension inférieure et la dimension supérieure.
Chaque mesure posséde alors trois valeurs éventuellement distinctes.
Ltégalité de la plus petite et de la plus grande définit donc une classe
fine de mesures que 1l'on appelle atomes faibles, tandis que 1l'égalité des
deux dimensions définit une autre classe de mesures, que l'on appelle
mesures o-dimensionnelles si la valeur commune est cor.

Un probléme trés naturel, que nous posons alors, est de savoir les
dimensions de 1'image par une certaine application d'une mesure dés que
l’on connait les dimensions de cette derniére. I1 est facile de démontrer
qu’un plongement lipschitzien préserve les dimensions & une constante
multiplicative prés, ainsi qu’un mouvement brownien fractionnaire dans un
espace de dimension assez grande. De méme, les opérateurs de chaos
multiplicatif partagent la méme propriété mais & une constante additive
prés. Pourtant, en sens opposé, une mesure harmonique sur une courbe de
Jordan, 1'image par application conforme de la mesure de Lebesgue sur le
cercle, qui est toujours l-dimensionnelle (Makarov), peut étre
non-atomique.

Un autre probléme, que nous posons également, est de reconnaitre les
dimensions d’une mesure donnée, tout particuliérement de savoir si une
mesure donnée est unidimensionnelle ou non. De ce point de vue, certains
produits de Riesz sont construits et étudiés sur différents groupes. Sauf
les cas extrémes, il est plausible que les produits de Riesz soient
toujours unidimensionnels, mais jamais atomiques. Cela est confirmé par
les produits de Riesz dyadiques définis sur {~1,1}N, et aussi par des
produits de Riesz aléatoires définis sur T. Les produits de Riesz
aléatoires sont d’ailleurs un outil dans 1’étude des produits de Riesz
déterministes. Il en est ainsi, par exemple, pour la convergence presque
partout d’une série trigonométrique lacunaire (définie sur un groupe
compact quelconque) relativement & un produit de Riesz déterministe ({10]).

Telle est la matiére des chapitres I et II. Dans ce qui suit, plusieurs
cas concrets sont mis a 1l'étude.

Le chapitre III est consacré a un processus de naissance et de mort a
savoir la martingale c-adique de Mandelbrot dont la variable déterminante
obéit a la loi '

PW=c* =c*,P(W=0)=1- ¢ %

{(La martingale générale avec W positive quelconque a été construite par B.
Mandelbrot en 1974 comme un modéle de turbulence, puis étudiée par
d'autres auteurs ([16], [21], [26], [34], [39])). On démontre que la
décomposition selon la martingale envisagée est tout justement la



décomposition selon le noyau de Riesz d'ordre o du groupe c-adique.

Le chapitre IV est une version détaillée d’une note ([9]) relative aux
constructions et études des chaos de Lévy additifs et multiplicatifs, qui
servent comme modéles de 1l’analyse ou la simulation de champs
atmosphériques ou géographiques fortement fluctuants sur de trés grandes
gammes d’échelles, ou interviennent des exponentielles de wvariables de
Lévy. On ne démontre ici que l’existence des opérateurs pour 1l’indice de
Lévy compris entre 0 et 1. Faute du théoréme de comparaison qu’a le chaos
gaussien, on a donné quand méme certains résultats, par exemple, la valeur
critique pour expliciter la régularité et la singularité. Nous reviendrons
ailleurs sur le probléme : comment construire le chaos de Lévy d’ordre «
l<a<2) ?

C'est en utilisant la méme idée qu'’au chapitre IV, que l’on a obtenu
des analogues pour une martingale liée au recouvrement sur le tore T
(d 2 2). C'est 1’affaire du chapitre V.

Les trois derniers chapitres traitent le probléme de recouvrement sur
le cercle T. Ce sujet a été donné en 1956 par Dvoretzky ([7]), a la suite
duquel on s’est engagé dans la recherche de la réponse compléte ([2], [15],
[32], [41]). I1 faut attendre jusqu’en 1972 ou L. Shepp ([42]) a
trouvé une réponse exacte concernant le recouvrement du cercle tout
entier. Le probléme d’'un compact quelconque est alors posé, et puis résolu
par J.-P. Kahane ([20]).

Si le cercle est recouvert, chaque point du cercle sera recouvert par
un nombre infini d'intervalles jetés au hasard. Combien y en a-t-il en
fait ? C'est une question posée par L. Carleson (communication orale). On
répond qu’'il y en a trés peu. Précisément, congidérons le cas ou les
longueurs des intervalles jetés est la suite {—} (& > 1). Alors parmi les
n premiers intervalles jetés, il y en a au moins O0(log log n) et
au plus O(log n) qui recouvrent un point fixé quelconque.

C’'est le contenu principal du chapitre VI.

Le théoreme de Shepp a une autre conséquence : pour la mesure de
Lebesgue X, la martingale Q A(T) converge dans L' et L? en méme temps.
Prenons le cas particulier traité au chapitre précédent avec 0 < @ < 1. On
démontre qu'a ce moment, la martingale converge dans LP pour tout p > 0,
et méme que la fonction caractéristique de la limite est une fonction

entiére d'ordre o Cela est fait au chapitre VII.

Au chapitre VIII, on s'occupe du probléme de recouvrement par des
intervalles de longueurs aléatoires. On y étend le résultat de Kahane en
suivant les idées de Shepp et de Kahane.
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CHAPITRE I.- DEUX PROCEDES DE DECOMPOSITION DE MESURES

Dans ce chapitre on va exposer deux procédés de décomposition de
mesures. Nous rappelons d'abord la théorie de Kahane de martingale indexée
a4 laquelle se raménent tous les problémes étudiés par la suite. Cette
théorie peut étre considérée comme un procédé de décomposition d’une
mesure en deux parties dont l’une est sa partie réguliére et l'autre est
sa partie singuliére. Nous démontrons ensuite que, dans un ordre d'idées
différent, du moins en apparence, nous pouvons aussi décomposer une mesure
en deux morceaux selon un noyau de potentiel ¢ satisfaisant 3 un certain
principe du maximum. Cette fois-ci, 1'un des morceaux est $-régulier et
1'autre est P-singulier.

Ces deux procédés ayant été indiqués, on va exhiber certaines
martingales et certains noyaux.

Le fait le plus important est que, dans certains cas, ces deux
procédés de décomposition coincident,

1. DECOMPOSITION SELON UNE MARTINGALE INDEXEE

Nous travaillons toujours dans un espace localement compact, disons
X. Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer X compact. Désignons
par M (X) le coéne des mesures de Radon positives (bornées) sur X. Nous
allons construire des opérateurs dans M' (X), qui seront ensuite étendus
aisément sur M(X), l’ensemble de toutes les mesures de variation totale
finie sur X. Ces opérateurs sont souvent des opérateurs de projection qui
permettent donc de décomposer chaque mesure en deux, dont 1’une est dans
1’image, et l’autre est dans le noyau de 1l’opérateur,

Soit (2,#,P) un espace de probabilité. Supposons que l'on ait une
suite croissante de sous-tribus (#),.nN dans & et une suite de fonctions
aléatoires (Qn(x,m))nem, telles que

a) Pour tout x€X, la suite (Q,(x,.)),gy soit une martingale positive

adaptée a () qy 3



b) Pour presque tout w € Q, les fonctions Q,(.,w)) (n € N) soient
boréliennes et positives.

Nous appelons ce couple (Qn(x,w),fh)nem, ou simplement (Qn(x,w))nem,
une martingale positive indexée par X.

Ecrivons Q, = Q,(x) = Q,(x,w), et notons son espérance
E Q,(x) = q(x).
D'apreés la propriété de martingale, cette quantité ne dépend pas de n.

Par ailleurs, soit o un élément de M'(X). Pour tout n, nous

considérons une mesure aléatoire Q,0 définie par

Q. 08) = [, Q, (x)do(x)

ol A (C X) est borélien. A partir d'une martingale indexée (Qn)nEN et
d’une mesure o, nous avons ainsi obtenu une suite de mesures aléatoires
I1 existe un théoréme fondamental de Kahane qui assure la convergence
faible de la suite (Qno)nem.

THEOREME 1.1 ([19]). Supposons q € L' (o). Alors presque sGrement la suite
de mesures aléatoires (Q,0),y converge dans la topologie faible vers une
mesure aléatoire S.

Dans la suite, nous écrivons

S
Es

i

Qo
EQo

pour indiquer que S et ES sont produits & partir de la mesure o et de la
martingale (Q,),eN- Alors Q est un opérateur qui transforme chaque mesure
o dans M'(X) (ou dans M(X)) en une mesure aléatoire Qou. Et [EQ est un

opérateur dans M'(X) (étendu aisément dans M(X)) qui transforme o en [EQo.

I1 existe deux cas extrémes. Le premier est que Qo = 0 p. s., dans ce
cas-1a on dit que Q est dégénéré sur o, ou bien Q tue 0. Le second est que
Qo = qou, 4 ce moment on dit que Q agit pleinement sur o. Voici une
observation simple, mais trés importante qui constate que le cas géndral
peut étre décomposé en ces deux cas extrémes, ce que dit le théoreme
suivant.

THEOREME 1.2 (Kahane [19]). Etant données une martingale indexée (Qn)nEN et
une mesure o € M'(X), on peut écrire Q,, d'une seule maniere, comme une
somme de deux martingales positives indexées



Q, = Q, + Q.

telles que l'opérateur correspondant Q' (resp. Q") agisse pleinement (resp.
soit dégénéré) sur o. Si, de plus, q(x) = 1 sur X, l'opérateur EQ est une
contraction sur M (X).

Maintenant, considérons un cas particulier. C’est aussi un procédé
simple de construire des martingales positives indexées, & savoir la
multiplication aléatoire. Une suite (Pn(x,m))nEm (%X , &) de poids
indépendants et normalisés est - par définition - telle que

a) Pour tout x€X, P, (x,.) (n€lN) soient variables aléatoires positives
avec EP (x,.) =1 ;

b) Pour presque tout o2, P,(.,w) (nSlN) soient fonctions borélienmes
positives ;

¢) Les sous-tribus (5h)nEm engendrées par <Pn(x>)nEW soient
indépendantes.

Posons ensuite

n
Q,(x,0) = []p,(x,0).

m=1

Nous obtenons une martingale indexée par X telle que q(x) = 1. Ecrivons

P, = P,(x) = P,(x,w). Nous avons alors une amélioration du théoréme 1.2.

THEOREME 1.3 (Kahane [19]). Etant donndes une suite de poids (Pn)nem comme
ci-dessus et une mesure oSM' (X), il existe un borélien B dans X tel que

=0 + o"

avec

[ L -
o' =0l , 0 o‘lsq

et que Q agit pleinement sur o' et tue ¢". De plus
o' = [EQo.
L'opérateur EQ est donc une projection.
Désormais on ne considére que des martingales positives indexées par

X produites par multiplications aléatoires. EQ est donc toujours une
projection. Du théoréme 1.3, il est facile de déduire que 1l'espace M(X) peut



s'écrire sous la forme de somme directe
M(X) = Img EQ ® Ker EQ.

Toute mesure appartenant a4 1'image de [Q sera dite Q-réguliere, et
toute mesure appartenant au noyau de [EQ sera dite Q-singuliere. En ces
termes, on peut interpréter le théoréme 1.3 en disant que toute mesure
peut se décomposer en deux morceaux, l’un est Q-régulier et 1l’autre est
Q-singulier. Ainsi se réalise le premier procédé de décomposition.

2. DECOMPOSITION SELON UN NOYAU DE POTENTIEL

Un noyau de potentiel, dit simplement un noyau, dans un espace
localement compact X est une application ¢ de X x X dans R+ (c'est-a-dire
[0,4c0]) telle que, pour tout x € X, P(x,.) soit une fonction mesurable.
D’ailleurs supposons que ¢ soit symétrique et semi-continue
inférieurement. '

Pour toute mesure p € M' (X), son potentiel relatif a ® est défini par
la fonction

) = [ e,y .

Son énergie relative & ¢ est définie par 1l'intégrale double

™ = [[ e y)ananc.
Soit K un compact dans X. On définit

I(K) = inf I™(K)
®

la borne étant prise pour toutes les probabilités concentrées sur K. La
capacité de K relative a ¢ est définie par

Cap K = IV (R).
Pour un borélien quelconque E, on définit sa capacité comme

Cap E = sup Cap K
KCE

la borne supérieure étant prise pour tous les compacts contenus dans E.

On notera, si nécessaire, Ug(x) = U¥(x), I§ = I¥,... etc. pour
insister sur leur relation avec 9.



Dans la théorie du potentiel, les principes du maximum jouent des
rdoles essentiels. Il y en a plusieurs pris comme hypothése ou axiome par
les uns ou les autres. On va en rappeler quelques-uns.

On dit qu’un noyau ¢ dans X satisfait au principe du maximum de
Frostman si pour toute mesure p € M'(X) A support compact S,., on a

sup U¥(x) < sup U¥(x).
xeX xE€S,,

Qu'un noyau ¢ dans X satisfait au principe du maximum A-dilaté (A
constante > 1) signifie que, pour toute mesure p € M'(X) a support
compact §,, on a

sup U¥(x) € A sup U¥(n).
rEX xESp'

Si une telle constante existe pour tout compact K (C X) considéré
comme espace original au lieu de X, on dit que @ satisfait au principe
local du maximum dilaté.

Un noyau ¢ dans X est dit satisfaire au principe de borne supérieure
si pour toute mesure p € M* (X) a support compact S

sup U*(x) < o entraine sup U*(x) < .
xESLb XEX

De méme, si ce fait wvaut pour tout compact K (C X) considéré comme
1l'espace original au lieu de X, on dit que ¢ satisfait au principe local
de borne supérieure.

Un noyau ¢ dans X satisfait au principe de continuité si, pour toute
mesure p € M'(X) a4 support compact Sus U™ (x) est continue sur S."
entraine "UY(x) est continue sur X".

Evidemment, si l’espace est compact, les principes locaux coincident
avec les principes correspondants.Si l'espace considéré est o-compact,
beaucoup de problémes intéressants peuvent se ramener au cas ou l’espace

est compact.

Il est facile de voir que le principe local de borne supérieure est
le plus faible parmi tous ceux cités au-dessus. Néanmoins, méme si un
noyau ne satisfait qu’au principe le plus faible, le deuxiéme procédé de
décomposition se réalisera quand méme.



THEOREME 2.1. Soit ¢ un noyau défini dans un espace de Hausdorff X
localement compact et o-compact. Supposons que P satisfasse au principe
local de borne supérieure. Alors toute mesure p € M(X) peut s'’écrire,
d'une fagon unique,

Bo=H + K

ou p, est une somme (éventuellement infinie) de mesures de P-énergie finie,
et [, est une mesure concentrée sur un borélien de $-capacité nulle.

Démonstration. L'unicité d'écriture de p est évidente car, si

I 1
b=} + =P+,
alors

I [
By = B T Hp - Mo

Si, au contraire de notre affirmation, p, # ué, il existe un compact K de
P-capacité nulle tel que

(hy - py)(K) = 0.

Par conséquent, l’'une des deux mesures p, et u;, disons p,, n'est pas
nulle, a savoir

p1(K) > 0.

Comme p, est une somme de mesures de P-énergie finie, la P-capacité de K
ne s’annule pas. C’est une contradiction.

Puisque l’espace est o-compact, ayant 1l'unicité d'écriture, on peut
supposer que l’espace soit compact et que le noyau satisfasse au principe
de borne supérieure.

Posons alors

S = S(d,n) = (XX : Ug(x) = +).
On constate que CapgS = 0. En effet, si CapgS >'0, il existe un compact
F C S tel que CapgF > 0. D’aprés la définition de la capacité d'un
compact, il existe alors une mesure non nulle T € M* (F) telle que
0 < Iz <+ oo

Ensuite, on choisit un compact K C F tel que

T(K) > 0

10



sup Ug(x) < oo,
x€K

Posons maintenant
o=11.
Alors, d'aprés le principe de borne supérieure, on a

sup UZ(x) < oo,
xEX

Enfin

J‘kUg(x)dp,(x) < o0,
D’autre part, par la définition de l'ensemble S, on a
[ o) = .
Or, grédce a la symétrie de ¢, on a
S wEae - [ wedom.

Les trois derniéres expressions contredisent le fait que CapgS > 0. Posons
ensuite

My =1 1g
By = B 1Sc'

K, est évidemment concentrée sur un borélien de ¢-capacité nulle, et p, est
telle que

W
U¢,1 (x) SUVH(x) < o

si x € 8%, Alors il est évident que By peut s’écrire comme une somme de
mesures de $-énergie finie. CQFD.

I1 sera commode de nommer deux sortes de mésures. Une mesure est dite
$-réguliére si elle peut s’écrire comme une somme (forte) de mesures de
P-énergie finie. Une mesure est dite P-singulieére si elle se concentre
sur un borélien de $-capacité nulle. On notera Ry 1'ensemble des mesures
P-réguliéres, et Sg l'ensemble des mesures P-singuliéres. Ainsi, le
théoréme 2.1 peut s’écrire comme

M(X) = Ry © Sp.

C'est cela que l'on appelle le deuxiéme procédé de décomposition.

11
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L'exposé que nous venons de faire généralise un peu celui de [23].

3. CERTAINES MARTINGALES

La théorie de la multiplication aléatoire repose sur l'existence de
poids indépendants et normalisés. Voici quelques poids qui feront 1l'objet
d’études par la suite,

Rappelons d’abord le probléme de recouvrement. Soit G un groupe
compact avec la mesure de Haar normalisée m. (G,m) étant considéré comme
un espace de probabilité, considérons ensuite l'espace produit (Q,p) =
(Gm,mm). Alors les coordonnées (W,),gN constituent une suite de variables
indépendantes et uniformément distribuées sur G. Par ailleurs, soit
<8n>nem une suite d’ouverts propres de G. Considérons maintenant les
translatées des g, par W,

0, =8, +©, (n3>1).

C'est une suite d’ouverts aléatoires indépendants. Le probleéme de
recouvrement se pose ainsi : étant donné un fermé F de G, quand a-t-on

oo
FC 0 .s8. ? Dans le cas affirmatif, on dit que F est recouvert.
n P q
=1

Cela revient a dire que F C lim sup O, p. s.
n -+ oo

Ce probléme est un sujet vaste. Sa résolution générale est lointaine.
Sur certains groupes spéciaux pourtant, on peut le résoudre. La résolution
fera appel & une martingale construite ci-dessous :

1 - X (t"wj)
T - n(g)

n
Q,(t) = I—IPj(t) avec  P;(t) =
j=1

ou X; est la fonction indicatrice de g; -

On peut s’apercevoir sans grande difficulté que le fait du
recouvrement de F est décrit par

lim sup sup Q,(t) =0 p. s.
n - o tEF

On rappellera bridvement 1’'histoire du sujet au chapitre VIII.

Ensuite nous allons envisager certaines martingales de Mandelbrot
[26] [34].



Supposons 1’espace
T=141,2, ..., &N (¢ un entier > 2)

dont les éléments s'écrivent t = (tg, ty,...y tqs-..), et dont la distance
est celle de 1l'ultramétrique ordinaire :
d(t,s) = C" & t; =s; pour tout j < mn, et t, #s

On désigne par I, une boule quelconque de rayon C'" (il y en a C"). On se
donne de l'autre cdté une variable W > 0 avec 1l'espérance EW = 1.

Construisons alors le poids P, constant sur‘chaque boule I tel que

n’
ses G" valeurs solent des variables aléatoires indépendantes de méme loi
que W. En parlant plus quantitativement, soit I_(j,...j,) la boule

constituée des points dont leurs n premiéres coordonnées soient Jyeeendy

Soient Wj1 (1 <3j4,...,3, €£C, n2>1) des variables indépendantes

vedp
dont chacune est une copie de W. Alors le n-iéme poids est défini par

P(t) = WJ1"'5n si t&TI,(Jy.--Jp)-
Donc la martingale indexée correspondante s'écrit

Qu (&) = W; W si €t €I (§y.--3p)-

TS PR 1Y PR

lLa troisiéme classe de martingales provient de 1l'idée intuitive de

Mandelbrot ({33]), qui ont été introduites et étudiées par J.-P. Kahane
([18]). Cette fois-ci, le poids est défini par

1
P, (t) = exp(X,(t) - §EXﬁ(t))
dont les X (t) (n > 1) sont des processus4gaussiens centrés et
indépendants, définis sur un espace localement compact. Les propriétés

statistiques de P (t) ne dépendent que de la fonction de corrélation

P, (t,8) = E X, (t) X ,(s).

Un fait basique est que les propriétés statistiques de 1l’opérateur Q,

par exemple toute distribution jointe de Qo (By), ..., Qo, (B,,) pour tout
choix de Oys.++20,, By, ... ,B,, ne dépendent que de
oo
q(t,s) = EE P, (t,s)
n=1

4 condition que p, soient positives.

13
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4. CERTAINS NOYAUX

Le théoréme 2.1 se survit & condition que le noyau satisfasse 4 un
certain principe du maximum.

Nous nous bornons aux espaces métriques ou méme pseudo-métriques.
Soit (T,d) un tel espace, d étant la pseudodistance. Cela veut dire que
pour tout triple (x,y,z) on a

d(x,y) < K(d(x,z) + d(z,y)) (K=>1).
Pour une pseudométrique, il y a un fait simple mais trés important : tout
point hors d’un disque est plus éloigné du centre qu’un point quelconque
au bord. Autrement dit, si d(z,y) > d(z,x), on a
d(x,y) <€ 2K d(z,y).
Rappelons d'autre c6té qu’une fonction £ : R* » R* lentement

décroissante au voisinage de l'origine est - par définition - décroissante
telle que

e(8x) < A (%) (x > 0)

pour certaines constantes 0 < § < 1 et A > 1. La derniére inégalité
entraine que pour tout A > 0 on ait

e(Ax) < AB) @(x) (x > 0)

1 1
avec C(A) =1 + [log+zfloggﬂ, [ ] signifiant la partie entiére du nombre
entre crochets.

Voici des noyaux satisfaisant le principe du maximum dilaté.

THEOREME &4.1. Soit (T,d) un espace pseudométrique. Soit ¢ = R*+ R" une
fonction lentement décroissante. Alors le noyau’

d(x,y) = e(d(x,y))
satisfait au principe du maximum dilaté.

Démonstration. Soit p € M'(T) une mesure & support compact S,.-
Supposons



sup J' $(x,y)dp(y) < oo,
XESPL

Soit z € T\S,,. D'aprés la compacité de S, et la continuité de d, il
existe un point x € §, tel que le minimum suivant soit atteint

d(z,x) = inf d(z,y) > O.
yes,,

Par conséquent, pour tout y € S, on a
d(x,y) < 2K d(z,¥y).

De ce fait et la décroissance lente de ¢ résulte que pour y € §,

1
C(==)
P(z,y) <A K (x,y).
Enfin on a

U+ = P(z,
@ =[5 *zyam

1
C(EED
<A fg P(x,y)duly).
[oH

Cela veut dire que ¢ satisfait au principe du maximum A-dilaté avec

1
C(—=
x=4a 2K coFp.

Remarque 1. La condition de décroissance lente de ¢ est parasite si

1'espace est éuclidien ([45]).

Remarque 2. 11 existe un équivalent de la satisfaction du principe du
maximum dilaté ([6]). C’est que l'ensemble des points d’ondulation forte

est vide.

Remarque 3. Tout noyau sur T convexe et symétrique satisfait au
principe du maximum de Frostman ({25]).

15



CHAPITRE II.- DIMENSIONS DE MESURES

INTRODUCTION

Ce chapitre comprend deux parties. La premiére expose une théorie des
dimensions des mesures de Radon, définies sur les espaces ol le lemme de
Frostman est valable, et la deuxiéme présente des mesures concrétes, soit
les images de mesures par une application ou un opérateur, soit des mesures
spécialement construites.

Au moyen de la terminologie de 1la théorie du potentiel, nous
définissons successivement (§ 1),‘ pour' une mesure W, son exposant
énergique, sa dimension énergique et ses dimensions spectrales inférieure
et supérieure comme suit

e(p) = sup{a > 0 : IL < oo
o0
. ¥ .
dimp = sup{ax > 0 : p = E: p; avec I, < o9}
1
dimep = sup{e > 0 : US(t) <o pu-p. p.}
dim*p, = inf{e > 0 : Ug(t) = p-p. p.}.

It et U, désignant 1l'intégrale énergique et le potentiel de p. Par
ailleurs, en vue de savoir quand la mesure donnée est absolument continue
ou singuliére par rapport i une mesure de Hausdorff, nous définissons
1'indice de continuité et 1’indice de singularité de pu comme ci-dessous

[}

Ind, n sup{ae > 0 : p << H)

Ind, p = inf{ax >0 : p L H,}.

H,désignant la mesure de Hausdorff d'ordre «. Depuis longtemps on s’est
intéressé 4 la grandeur des boréliens portant une mesure donnée. Il est
donc trés naturel de définir la dimension portante de p comme la plus
petite des dimensions des boréliens portant p :

dimpu = inf{dim F : F porte toute la masse de u)

dim F désignant la dimension de Hausdorff du borélien F.

16



Trés clairement nous avons
e(p) € dimep < dim p.

Nous démontrons dans les §§ 2 et 3 que

i
]

dim,p = dim,p = Ind p

dim*u dimpu = Indgp.

Nous étudions dans le § 5 les mesures vérifiant
- - *
dim,p = dim p
que nous disons unidimensionnelles. Les atomes définis par la condition
. * .
e(p) = dim p (= dim.p)

sont considérés dans le § 4. Un coup d'oeil sur l'exposant énergique est
donné dans le § 6 ol un probléme intéressant se pose relativement au
produit de Riesz.

La deuxieme partie commence par des plongements lipschitziens. Nous
démontrons qu'un B-plongement lipschitzien conserve 1l’'exposant énergique
et les dimensions spectrales, 4 une constante multiplicative prés (§ 7),
et nous donnons le résultat correspondant pour un mouvement brownien
fractionnaire (§ 8). Pourtant, quoiqu’une application conforme définie sur
le disque unité conserve les dimensions spectrales de la mesure de
Lebesgue sur le cercle (Makarov), la mesure harmonique peut étre
non atomique. C’est ce qu'on établit dans le § 9. Le § 10 concerne
certains opérateurs produits de multiplications aléatoires. Nous y
démontrons que ces opérateurs concervent la dimension portante & une
constante additive prés et 1’unidimensionnalité. Dans le § 11 nous
introduisons des produits de Riesz dyadiques. Nous démontrons qu’ils sont
unidimensionnels, mais ne sont pas atomiques, Nous nous occupons dans le §
12 de produits de Riesz aléatoires, et démontrons les mémes résultats que
dans le cadre déterministe, sans conditions imposées sur les spectres,
Nous pouvons méme trouver explicitement les dimensions spectrales et
l'exposant énergique pour une mesure de Riesz aléatoire, sous condition de
1'existence de la limite

1im

n-too LO8 A

Nous en déduisons que la mesure est unidimensionnelle et non atomique.

17



1. PRELIMINAIRES ET DEFINITIONS

(E,d) étant un espace métrique localment compact de Hausdorff,
supposons qu’il soit de type homogéne au sens de Coifman et Weiss ([5]),
c’est-a-dire

N(e¢,B,d) < Cte

pour toute boule B de diameétre 2¢, N(¢,B,d) désignant le nombre minimum de
d-boules de diamétre € recouvrant B. Cette condition est wune condition
nécessaire et suffisante, introduite par P. Assouad, pour que (E,d) admette
un plongement lipschitzien dans un espace de dimension finie ([1]). Dans un
tel espace, la dimension capacitaire et 1la dimension de Hausdorff
deviennent égales (par une lettre R. Kaufman nous signale que cette égalité
vaut sans condition. Par conséquent, on peut se passer de l’'homogénéité).
Ce fait, assuré par la condition de P. Assouad, est un point essentiel dans
la suite car il nous permet d'employer des outils analytiques dans le
calcul de dimension.

Nous nous limitons aux mesures positives bornées de Radon. L’ensemble
de ces mesures est noté M' (E), et la partie constituée des probabilités
est notée M;(E).

8i F est un borélien, dim F désigne toujours sa dimension de
Hausdorff. Soit p une mesure appartenant a M" (E). Définissons d’abord sa
dimension portante, notée dimpp, par l'égalité suivante

dimpp = inf{dim F ; u(F) = p(E)}.

Pour introduire les dimensions spectrales de p, rappelons son
potentiel d'ordre o (0 < ¢ < ), qui est défini par

uh(t) = j-d”—(”— (t €EE).
(d(t,s)”

Un outil puissant et trés utile, dans ce qui suit, est la décomposition de
Kahane. Posons

§ = S(u,o) = (t €E : Us(t) = o).
Ecrivons
po=lgp + lsc .

Nous appelons S l’ensemble singulier de p d'ordre . Nous savons que S est

18
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de x-capacité nulle ([{23]). De ces ensembles singuliers dérire une

fonction croissante v(&)
v(U) =0, v(o) = p(S(p,@)) , v(® = p(E).
Elle s’'appelle le spectre de dimension de p. Maintenant nous pouvons

P . . (s . *
définir, pour la mesure p, sa dimension spectrale supérieure dim p et sa
dimension spectrale inférieure dim,p respectivement par

inf{e > 0 : v()
sup{cx = 0 : v(ox)

w(E)}
0}.

dim*u
dim, p

Rappelons 1’intégrale d'énergie d'ordre & de p :

” =I [ dr(s) du(t)
b )
E (d(t,s))*

Définissons 1l'’exposant énergique de p par
e(p) = sup{ax 2 0 : IZ < +oo},
puis la dimension énergique de p par

dim,p = sup{oe > 0 : p = Z p; avec e(p;) > &}
2 p; signifiant une somme dénombrable forte.

Convenons d'utiliser H, pour la mesure de Hausdorff d’ordre o«. Dire
que la mesure p est absolument continue par rapport & H,, signifie que
H,(F) = 0 implique u(F) = 0. Ce fait est désigné par p << Hy. S’'il existe
un borélien F tel que H, (F) = 0 et p(F) = p(E), on dit que p est
singuliere par rapport a4 H,. Cela est désigné par p L H,. Moyennant ces
deux notions, nous pouvons faire intervenir deux indices concernant p,
1'indice de continuité et 1'indice de singularité, qui sont définis
respectivement par

Ind p sup{a 2> 0 : p << H}

Indp = inf{ > 0 : p L H )

Ces notions, dimension, indice ou exposant, sont des moyens pour
mesurer, d'une fagon ou d’une autre, la grandeur des boréliens qui portent
une mesure. On verra qu’au fond il n’y en a que trois qui sont distinctes.

Autrement dit, on a
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dimp = dimp = Ind p

dim"p dim,p = Indgp

e(p) € dimp < dim"p.

Une fois les égalités précédentes assurées, pour commodité et simplicité,

on peut ne parler que de dimension inférieure et dimension supérieure, que
P . . . *

1'on désigne respectivement par dim, et dim .

REMARQUE 1. La situation suivante peut arriver
e(p) < dimep < dim'p.

REMARQUE 2. On sait que chaque mesure posséde son support. A priori, on
pourrait définir la dimension portante de la mesure comme la dimension du
support. Cependant ce n’'’est pas une bonne définition car, si on
1’acceptait, le produit de Riesz aurait 1 pour dimension. Précisément, le

o0
iA_X
support du produit de Riesz pn, = r1(l + Re(a,+te ")) (A .1 = 3),,la, 1<)
1

est le cercle tout entier.

co
REMARQUE 3. A ce propos, le produit p. = r1(1+r cos 3kx) (0 €£r <1) est
1

une mesure double au sens de p.(2I) < ¢ p.(I) avec une constante c (21 est
1'intervalle de méme centre que I et de longueur double).

Ensuite deux classes spécifiques de mesures vont étre introduites,
1'une desquelles realise 1’égalité de 1’exposant énergique et la dimension
supérieure, l'autre réalise 1’'égalité de la dimension inférieure et la
dimension supérieure. Pour cette introduction, on a besoin d’une notion de
mesure lipschitzienne. Une mesure p est dite a-lipschitzienne si elle
satisfait

p(B) < c(diam B)*

ou B désigne une boule quelconque, et ¢ une constante indépendante de B.
I1 convient de désigner par A, l'ensemble de toutes ces mesures.
D’ailleurs, on dit qu’une mesure p est & peu prés &-lipschitzienne, ce que
1’on note p € A;, si elle vérifie la condition suivante : pour tout € > 0
il existe un compact K tel que la mesure e = lgp vérifie

e (E) > p(E) - €
e € Ay



Soit 0 < & < 0. Si une mesure p vérifie les deux conditions suivantes
pour tout € > 0 assez petit

Sp et vEA,. =V =0,

on l'appelle un a-atome (au sens strict). L'extension aux cas ou @ = 0 et
@ = 400 est bien naturelle et nous ne l'explicitons pas. Si une mesure
peut s’écrire comme une somme forte d'une suite de ox-atomes, elle sera
dite a-dimensionnelle (au sens strict).

REMARQUE 4. Evidemment /A, C A;. De plus, I} < oo implique u € A;, et

p € A, implique I:_e < oo pour tout € > 0. De 1la on voit que la condition

i) est un petit peu plus stricte que la condition suivante
iy’ I, . <o (Ve >0).

€

On peut définir alors un x-atome (au sens large) en employant i)’ au lieu
de i). Puis on peut définir une mesure «-dimensionnelle (au sens large).
Mais ces deux notions de o-dimensionnalité sont équivalentes car un
x-atome au sens large est une somme forte d'une suite de (t-atomes au sens
strict.

On verra que la &-dimensionnalité d’une mesure p est caractérisée par
1'égalité

dim,p = dimfu
tandis qu'un x-atome (au sens large) peut étre défini par
q ge) p

e(p) = dim'p (= dimep).

2, dimyp = dim,p = Ind_ p
THEOREME. Pour toute mesure de Radon, on a
dimep = dim p = Ind p.
Démonstration. On démontre successivement les trois inégalités

suivantes

dimyp € dim,p € Ind p < dim,p.
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Soient oy = dim.p, &, = dim,p et 0z = Ind p.

D’aprés la définition du spectre de dimension, on sait que, pour tout
€ >0, on a

U§1_€(t) < o0 L-p. P.

Posons
Kn={t:nSU:1_e(t)<n+l} (n=20,1, 2....).
Nous pouvons écrire :
K -
u=ZlKnp, avec 10‘1'_’e < oo

. s
d’ol oy < o, .
Observons maintenant
I¥ < 00 = p << Cap,,.

En effet, s'il existe un borélien F tel que Cap,(F) = 0 et pu(F) > 0, alors
il existe un compact K C F tel que Cap,(K) = 0 et p(K) > 0, ce qui est
contre le fait Iz < oo d'aprés la définition de capacité. De la, il est
facile de déduire que o, < 5.

Soit € > 0. Prenons l'’ensemble singulier de p d’ordre o, + €,
F = S(p,ay+€). On sait que u(F) > 0 et Capa1+€(F) = 0. Cela entraine que p
n’est pas absolument continue par rapport & la capacité d'ordre o, + €,
d'ou oz < oy . C.Q.F.D.

3. dim*p = dimpu = Ind p

Avant d'énoncer le théoréme principal, on présente un lemme
indispensable dans la démonstration.

LEMME. Pour toute mesure bornée i, il existe un borélien B tel que
w(B) = p(E) , dim B = dimpp.
Cela veut dire que 1’inf dans la définition de dimp est atteint.

Preuve. Pour tout entier positif n, il existe un borélien B, tel que

1
= i < di < di —.
n(B.) r(E) , dlmpu dim B, dlmpu + -
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Alors 1l'intersection

convient.

THEOREME. Pour toute mesure de Radon, on a
dimfu = dimpu = Ind p.

Démonstration. On achéve la démonstration en montrant successivement
les inégalités suivantes.

dim'p < dim
Posons B, = dimfp, By, = dimpp et B3 = Indgp.

D’aprés le lemme précédent, on a un borélien B qui satisfait
p(B) = p(E) et dim B = B,. Pour la premiére inégalité, il suffit de
montrer

dim B > B4 - € (Ve > 0). (%)
D’aprés la définition de By, si 1'on prend A comme le complément de
l’ensemble singulier de p d'ordre g,-€, on a
p(A) >0
UET_e(t) < o0 si t € A,

A fortiori
w(BMN A >0

U‘g1_€(t) <o si tEBNA.

On en déduit facilement qu'il existe un positif M et un compact
KC BN A tel que

w(k) >0
Ug}_e(t) <M si t € K.

Cela implique Capﬁl_eK > 0, dfolt (*).

Soit € > 0. Il existe un borélien F tel que Hﬁ3*€(F) = 0 et
p(F) = p(E). Donc B, < dim F < gg+€ d'ou la deuxiéme inégalité.

Soit € > 0. Posons F = S{(u,B4+€). On sait bien
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Capﬁxq-eF =0 s “L(F) = ‘*"(E)

d'ou By < By. CQFD

4. CARACTERISATION DES ATOMES FAIBLES.

THEOREME. Une mesure p non nulle est o-atomique au sens large si et
seulement si
dim"p = e(p) = c.

Démonstration. Supposons | x-atomique au sens large. Pour la
nécessité de la condition, il suffit de montrer

o <e(n et dim'p<a.

Or la premiére inégalité résulte immédiatement de la définition de e(u).
Quant & la deuxiéme, ce qu'il faut c’est

Uh,(t) =0 p-p. p. (¥ >0).

On constate que c’est vrai. Sinon, il existe un M > 0 et un compact K tel
que
pX) >0

Uh,(t) <M si t €K,

Par conséquent .
K™
IOL‘I‘E < o
Mais ceci implique que 1, est une mesure a peu prés (a+€)-lipschitzienne,
il existe donc un autre compact plus petit K, € K tel que

1
n(Ky) > 7 Rr(K)

lKGp, EN ..
i)

Comme p est ox-atomique, ces deux derniers faits sont incompatibles.

Prouvons maintenant la suffisance de la condition. D’une part, la
premiére condition 1)’ pour que p soit a-atomique est évidemment
satisfaite. Supposons que la deuxiéme ne soit pas satisfaite. On va en
déduire une contradiction. Prenons un borélien B comme dans le lemme du §
3. Prenons encore une mesure non nulle v telle que v <petv € AV
Alors v(B) # 0, il existe donc un compact K € B tel que v(K) > 0. Par



25

conséquent
dim B 2> dim K 2> ate.

D'aprés le théoréme du § 3, dim*p > o+€ est une contradiction. CQFD

COROLLAIRE. Soit p o-atomique au sens large

a) sig <o, If<o
b) si g > o, U‘g(t) = o0 B-p. P.

Remarque. Soit X la mesure de Lebesgue sur l’intervalle [0,1].
Evidemment A est un l-atome. En plus, on sait que lorsque 0 € & < 1,

1 2
VM) = —(t*+(1-t)%), I} = —vw-—;
(B l-oc( (1-t)™) o~ T (200
lorsque @ > 1,
Ug(t) = 00 pour tout ¢t.

J.-P. Kahane a récemment observé que ce phénoméne a lieu pour certains
produits de Riesz : pour un tel produit p, son potentiel est soit fini
partout, soit infini u-presque partout.

5. CARACTERISATION DE MESURES o«-DIMENSIONNELLES

Rappelons qu'une mesure ®-dimensionnelle est une somme forte d'une
suite finie ou infinie de «-atomes. Pour une telle mesure, on a d'autres
caractérisations.

THEOREME. Le fait qu'une mesure non nulle p soit ®-dimensionnelle est
équivalent a 1'un des faits suivants

a) dim,p = dim*p =0 ;
b) p<<Hg si <o et pl Hy si g >a;
c) p est portée par un borélien de dimension o, tandis que la masse,

sur tout borélien de dimension strictement inférieure & o, est nulle.

Démonstration. Puisque Ind p = dimep et Indjp = dim*u, a) et b) sont
équivalents. Puisque dim*u = dimpu et dimyp = Ind_p, b) et c) sont
équivalents. Dans la suite, on montre que p est ®-dimensionnelle si et

seulement si ¢) a lieu.
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Supposons p ®-dimensionnelle. D'aprés la définition de
x-dimensionalité et le théoreme dans le § 4, on sait que dimpu = . Pour
le reste de la nécessité, on le démontre par 1l’absurde. Supposons qu'il
existe un borélien B tel que dim B < & et p(B) > 0. Puisque l'’on peut
écrire

B E: 1y avec p; € A, (V¢ > 0),

il existe une mesure p; telle que p; (B) > 0 et puis un compact K C B tel
que p; (K) > 0. Par suite

dim B 2 dim K 2 a-€ (Ve >0).
Ceci contredit dim B < ¢x.

Supposogs ¢). Pour tout n > 1, effectuons la décomposition de Kahane

d'ordre ¢ - — :
n
= 1 + 1
o8 Anu Bnp'
avec .
Cap 4B, =0
m......
n
U™ L (t) < o0 si t €A .
a..——
n

o
Il est clair que dim B, < & - —< o, donc u(B,) = 0. On peut écrire alors
' n

Bo= Ei By,
J

avec
;o= 1 £ A
‘J'ntj An,;p Q_E
n
ol
A= Whn,s 0 A, NA =B st § =k
. J
Soit

3’={J‘~”(j1,j2,.-) :j1 w, jzw,..-}.

Posons maintenant

oo
A= []a,.

n=1
Alors on a
[e o]
A= JI, I$~—-ﬂAn‘}n‘
JeF =1

Evidemment



n(A) = p(E)
I,NI, =g si J= 3.
Posons ensuite
By = 114“:
alors
o0
”=Z”J »om €A g )

n=l &-—
n

En réalité il n'y a qu’'un nombre dénombrable de p, qui sont non nulles, et
il y en a au moins une qui est non nulle car p est non nulle. En combinant
(*¥) et le fait que dimpu = &, on obtient que p, est soit nulle soit
@-atomique. CQFD

COROLLAIRE. p est c-dimensionnelle si et seulement si
a) si g < «, Ug(t) < % Ww-p.p.
b) si g > «, U‘g(t) = p-p.p.

6. EXPOSANT ENERGIQUE

Si on se trouve sur un groupe métrique, chaque mesure posséde sa
transformée de Fourier. Il serait souhaitable qu’on puisse exprimer, pour
une mesure, son exposant énergique et ses dimensions spectrales en fonction
de sa transformée de Fourier. Dans cette section, on s’engage dans 1l'étude

de 1l’exposant énergique.

D’abord considérons les mesures de Radon A& support compact dans R
Pour toute telle mesure p, et 0 < ¢ < d,

1% - J‘[Rdlﬁ(i)lzlil"“ddi. (1)

La relation entre 1l'exposant énergique et la transformée de Fourier est
bien claire.

Ensuite on passe sur le cercle T. Pour toute u € M*(T), on a

+00
I% = 47 > 1) 12 nl* !, (2)

-00

La relation est aussi claire.
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Envisageons maintenant les produits de Riesz comme exemples. Sur le
cercle T est défini le produit de Riesz

w Iy
By = ]—](1 + Re(ane‘mnm))

n=1

pour toute suite de complexes {a,} tels que la |l <1, et suite d'entiers
{A.} tels que X Z 3,
n q n+1 n

THEOREME. Soit 0 < a < 1,

n-1
13
12 =AY e, 1% + Z,\“'Ha 2Tfa + -;akt?-)
n=2 k=1

ot le signe = signifie que le rapport de deux nombres est compris entre
deux nombres strictement positifs.

ifg.
Démonstration. Posons a; = la; le ¥. Alors

m la-i\ ejl 8 m
- i ig.e. .
p(n) = ll(z J e 11 si n = Eej)\}

j=1 j=1
m
ﬁ.(n) =0 si n # Zejkj
j=
olt € = -1, 0, +1. Remarquons
3
)\1 + +.)\n <E>\n
1
Ao - (M + +)\n_1) >§’)‘n
D’aprés la formule (2), on a donc
) n-1 la_in-1 ia, |
ba o Laety, 2 amt |12 ANE
I % 27 ey 12+ X P D WP EN - =
n=2 €4,--,€4.1 J= j=1
el g2 . O a 2 la; | 2‘%‘
222 M a, 12+ D> A% Mia, Z ﬂ(
n-1 Ia~l
=2 e 1% + Z 2 e 12 []as2(—=—?).
n=2 j=1

COROLLAIRE.
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n-1
1
e(hy) = supla >0 : X A Ma 12T + Sla;12) < o).
1

Considérons en particulier

oo
p =[] +1recos3"t) (0<r<1).
1
On voit
12
log(l + Er )
e(p,) = 1 -

log 3

En utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff, Y. Meyer et B. Weiss
([36]) ont démontré qu’il existe une constante C. telle que

1 - :
lim -— Zlog(l + r cos 3t) = C. H.-P.P.
n » oo j=1

On en déduit, en utilisant la formule de Peyriére ([38]), que

c

r

log 3°

dimep, = dim'p = 1 -
Le probléme se pose : quelle est cette constante C. ? On ne sait que

12
C. 2 log(l + Er ).

r

Si ces deux nombres sont égaux, p. est un atome. Cela n'est sans doute
jamais vrai pour un produit de Riesz, sauf pour un produit dont la
dimension est 1. On verra plus tard que certains produits aléatoires sont
non-atomiques.

La valeur exacte de C. reste & étudier.

7. IMAGES DE MESURES PAR UN PLONGEMENT LIPSCHITZIEN

Soient (X,d) et (Y,8) deux espaces métriques, B un nombre strictement
positif. Une application f : X + Y est appelée un B-plongement
lipschitzien de (X,d) dans (Y,§) s’'il existe deux nombres B > A > 0 tels
que

A dP(x,x') <8(Ff(x) , £f(x')) < B d°(x,x")

quels que soient X et x' appartenant 3 X,
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Nous nous intéressons & savoir quelles sont les propriétés de 1'’image
par £ d'une mesure définie sur X lorsque celles de la préimage sont bien
connues. Un mot pour résumer : sous un B-plongement lipschitzien
l'exposa?t énergique et les dimensions spectrales sont conservés 3 un

facteur — prés.

THEOREME 1. Soit f un g-plongement lipschitzien de (X,d) dans (Y,8). Pour
toute mesure o € M* (X), on a

fo désignant 1'image de o par f. par conséquent
1
dim,f o0 = — dim, 0.
B
C'est évident grice a la formule suivante : a 2> 0
J I dfo(y)dfo(y’) I J do(x)do(x') (%)
Wy 6y Jxlx@exe®
A propos de B-plongement lipschitzien, son existence est un vrai

probléme et mérite d'étre étudié. P. Assouad a fait sa contribution a ce

théme en démontrant que si E-< B8 < 1 il existe un B-plongement

lipschitzien de ([O,l]k,H-H) dans (R4,0.1) ou -l désigne la norme
euclidienne. Maintenant on va donner une condition nécessaire - bien connue
d’ailleurs - pour 1l'existence d’'un B-plongement lipschitzien, qui est une

conséquence du théoreme précédent.

Définissons la dimension de l'’espace (X,d) comme la dimension de
1’'ensemble X, que l’on note par dim(X,d) ou simplement dim X.

THEOREME 2. Un R-plongement lipschitzien de (X,d) dans (Y,8) ne peut

exister que pour
que P _ din X

d1m Y’

Démonstration. Quel que soit o < dim X. Comme H_ (X) > 0, il existe un

compact K tel que H,(K) > 0, et puis une mesure o € M" (K) telle que

J‘J' do(x)do(x') < oo (Ve > 0).
K(d(x,x'))* ¢

D'aprés la formule (%),
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J J' dfo(y) dfo‘(yr) ‘o Ve o
f(K) f(K) (S(Y’yl))(a—e)/ﬁ
x-€

Cela entraine que —g—-é dim Y d’ot dim X € 8 dim Y. CQFD

Avant d'aborder la dimension spectrale supérieure, nous faisons une
observation sur la fonction d’ensembles dim. On constate que dim n’est pas
une capacité au sens de Choquet car, en général, 1’égalité suivante est
fausse :

dim(N K,) = inf dim K, (compacts K ).
n

Prenons, par exemple, K, = {- — =] € R. Mais au contraire, en ce qui
nn
concerne l'union, on a

LEMME. Soit {Kn} une suite d’ensembles quelconques. On a

dim(U K,) = sup dim K,
n

Ce n'est qu’'une conséquence de la monotonie et la sous-additivité des
mesures de Hausdorff.

THEOREME 3. Scit £ un g-plongement lipschitzien de (X,d) dans (Y,8). Pour
toute mesure o € M (X), on a
*

1
dim" fo = 5 dim” 0.

1
Démonstration. Comme f est g-lipschitzienne et que g-dim X<dimY
(Théoréme 2), pour tout ensemble (compact) K on a

1
dim £(K) < inf(g-dim K,dim Y) = dim K.

1
B
Soit & = dim" o. Il existe un Gg-ensemble A = U K tel que

dim A = o , o(A) = o(X)

(raffinement du lemme du § 3). Posons alors B = f£(A) = U £(X ). D'aprés le
lemme précédent et ce qu'on vient de démontrer,

1 1
dim B = sup dim f(Kn) £ — gup dim Kn = —

Or évidemment fo(B) = fo(Y). Donc
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Inversement, supposons & = dim"o > 0. Quel que soit 0 < ¢ < &, 1la
décomposition de Kahane d’ordre o - € nous permet d’'écrire

avee o _ #0

e r
o= + 05 ¢ - €

&~ €

I1 existe donc un compact K € X tel que

1Kd
Ia_e < co,

Tenant compte de la formule (*), on sait alors que’

f 1Kd
Lia—eysp <

Cela implique que

dimp fo 2 dim_ f 1K0'>

x-€
p <3

dim, fo >

o CQFD

iR

8. IMAGES DE MESURES PAR UN MOUVEMENT BROWNIEN FRACTIONNAIRE.

Un mouvement brownien fractionnaire est un (n,d,7Y)-processus. Il s’agit
d'un processus gaussien X, défini sur R, a valeurs dans Rd, a
accroissements stationnaires et tel que

E(1X, -X, 12) = dlt-s|7, (t,s ERY).

11 existe pour 0 < Y < 2. Sin=1et ¥ =1, on revient au mouvement
brownien usuel. Posons § = Y/2. Il est bien connu que p. s. X, est
(B-€)-lipschitzienne. Cependant X, n'est pas un‘'plongement lipschitzien
car tout plongement lipschitzien est un homéomorphisme et qu‘un
(n,d,Y)-processus admet éventuellement des points doubles. Mais de toute
fagon, au point de vue de transformation dans 1l'espace des mesures, un
(n,d,Y)-processus a des propriétés trés voisines de celles d'un
B-plongement lipschitzien.

THEOREME. Soit X, un {n,d,Y)-processus, Pour toute mesure o &€ M;(R“), on a
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. 1
dimXo = d A = dimo  p. s.

) Lo«
dim Xo = d A E-dlm g p. s.

B désignant Y/2, et Xo désignant l'image de ¢ par X,. Pour la premiére

o
égalité on peut dire plus : X0 est p. s. 4 A E - atome lorsque o est
&-atome,

La deuxiéme égalité se démontre comme le théoréme 3 dans le § 7. La
premiére égalité, ou plutét la derniére assertion dans le théoréme,
résulte de deux faits suivants . X, est p. s. (B-€)-lipschitzien ;
1'intégrale

EJ;Fﬁ(u)lio(u)lzdu

1
-d A —e(0).
est finie ol k(t) = Itl

9. MESURES HARMONIQUES

Soit Q un domaine de Jordan dans le plan complexe. Soit w; € Q. On
désigne par w = w(.,,w,) la mesure harmonique sur 9 évaluée en w,. On
peut définir cette mesure comme 1l’image de la mesure de Lebesgue
normalisée par la correspondance frontiére induite d’'une application
conforme £ du disque D = {z€C : Izl < 1} sur Q telle que £(0) = w,.

Soit g un B-plongement lipschitzien. On voit dans le § 7 que, plus
éloigné de 1 est B, plus grave est la distorsion d'une mesure sous
1l'action de g. De ce point de vue de distorsion on verra que 1’application
conforme est conservatoire : en tant que l’image d'une mesure linéaire, la
mesure harmonique w est "linéaire". Précisément

THEOREME 1. Pour tout domaine de Jordan {}, la mesure harmonique w définie
sur I est 1-dimensionnelle. Par conséquent
dimw = dim'w = 1.

Cela résulte immédiatement d'un théoréme de Makarov ([29]) en version
faible : |



W << Hg sip<l
® L Hg sig>1,
et du théoréme dans le § 5.

D'autre part, un plongement lipschitzien transforme atomes en atomes,
ainsi que le mouvement brownien. Ce n'est plus le cas pourtant pour
certaines applications conformes. De ce point de vue, certaines
applications conformes ne sont pas conservatoires : 1’image d’un atome

n’est plus atome.

Pour toute application conforme f, on a toujours

j dm(w)dm(z) J f dt ds *)
W Iw-zl® T IfCeit) - feis)|®

Afin de bien manipuler cette intégrale d'énergie, on ne considére dans la
suite que les domaines quasidisques. Un domaine () est dit quasidisque s’il

existe une constante K > 0 telle que pour tout couple de points w', w" sur
3 on ait :

min(diam J',diam J") <€ Kilw'-w"|

%

ou J' et J" désignent les deux arcs constituant o0 \ {w’,w"}.

THEOREME 2. Pour tout domaine de Jordan (J, la mesure harmonique 0 définie
sur o2 satisfait

N29 -1 1
e{ld)) 2 ————— > —,
(w) 3 5
D'ailleurs, il existe des domaines de Jordan quasidisque dont la mesure

harmonique ® satisfait
e(w) < 1.
La démonstration repose sur les deux lemmes suivants. Une notation

d’abord : si I est un arc sur T de centre 4, on désigne par a; le point
(1-111)g ot [+] signifie la mesure de Lebesgue normalisée sur T.

LEMME 1. Soit f une application conforme du disque unité D sur un domaine
quasidisque Q. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout arc
I=¢(e'':ax<t<p} (0<Ig-a} €M on ait

c ip-al £ (a)) | < 1£(e'P) - £(e!™) 1 < clg-allf'(a))]1.
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Preuve. La deuxiéme inégalité est une conséquence immédiate du Lemme
2.1 dans [29], p. 55. Quant A& la premiére, on va utiliser la proposition
1.5 dans le méme article de Makarov, p. 533 : pour tout crosscut ¢ dans 9
joignant les extrémités de f£(I), on a

diam o > CII1If' (ap) |
olt C est une constante absolue.

D'aprés l’hypothése de quasidisque,

ip ja 1. s . ;
1£(e'®) -« £('®) | > — min(diam £(I),diam £(MI)). 1)

=

Soient maintenant

Il {(1~€)eit:a<t<a} U {reiuzl-GSr<l} U {reiB:1~€<r<l}

((1-e)elt: t & [a,B] mod. 2m)} U (re' *:1-e<r<l) U {re'P:l-e<r<l).

2
Te

Comme f(I;) et f(Ii) sont deux crosscuts, d’aprés la proposition citée

ci-dessus, on a

diam £(I') > CITII£ (a;)1 (2)

diam £(12) > G(L-1TD £ (ap\ () 1. (3)

Comme

£(1ly - £(1)

£(12) = (T\ D)

uniformément et que les deux membres 3 droite dans les expressions (2) et
{(3) ne dépendent pas de €, laissons ¢ tendre vers zéro, on cbtient

; . C
lf(e‘ﬁ) - £(e'™) 1 > E~min(lIllf'(a[)l,(l—lII)lf’(aT\x)l). SR
Observons que
1
(1-iI|)lf'(aT\x)i 2-5 min f'(z)} =8 > 0.
iZl(-z-

Si IT1If' (a1 < (l-lIi)¥f'(AT\I)l, on a



- : C
1£7(e'Py - £7(ef™M)I > ZATHE (a1
En cas contraire, on a
ip io ¢
If'(e'") - £ (™I > E-S.
Or, d’aprés la méme proposition,

1
ITHE (ap) ] < E-diam Q.

Donc
) . c2s
£ (efP) - £ (ef*) | > ————IT11f'(a,)].
(e’ O > i n (ap)
En résumé : en tout cas, on a
£/ (efP) - £r(ei®)] >min(9--—ci§—)llllf'(a )1
K'K diam § 1ot

CQFD

LEMME 2. Sous la méme hypothése que le lemme 1, on a

Ig ~ [QﬂAV JW/Z du . ()
Gypey _:L vy o
0 0 lul™i £’ ((1 21T)e )

Preuve. Décomposons T = T; + T, + T3 + T, en

T, = j-1 T2 i =1, 2, 3, 4
j = [(J_ )EvJE[ (J = s ’ ’ )'

Soient w; = lf(Tj)w' Alors w = W + W + W+, Evidemment

w . w w w w
sup I,) < I < 4(L, + 1.2 + I0 + L%).
j

D’aprés le lemme 1, on sait

dt ds

& " lt-sl
T let-Sl lf'((l-

)ei(t+8/2))|a

Posons u = t-s, v = t+s. Alors

0~ 'y &y /2 du

| |°°|f'((1-ﬂ)e”)|°°
G-1w  Jom2 2w

d’ol résulte le lemme. En réalité, on peut démontrer
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1 .
;E;-Jﬁ < I < 8¢* J¥

ot C est la constante dans le lemme 1 et

32 _ JQﬂ&V fﬂ/Z du
Qg __B__ vy g
0 0 ™ e (1 zﬂ)e )i

Démonstration du théoréme 2. Soit f une fonction univalente définie
dans D. Ch. Pommerenke a démontré [40] que : pour tout X € R,

CQFD

j 17 (x2) IMazl = o((1-1)"9) (r - 1)

1 1
> e =+ A+ |= - A+ 402,
773 Jz

Posons A = - o (¢ > 0). On a alors

pour o vérifiant

fwiﬁl—=wamrﬁ (r » 1)
1£7 () 1®

pour o vérifiant

o> L o + ll + & + 4o
: 2 2 '

Tenant compte de (¥*%), on s'apergoit que

’1 1 29 - 1
e(w) > supf{x > 0 : T+ + 4o - 7 < 1) = —

Maintenant envisageons l'application conforme suivante, considérée
par Makarov [30]

g@)=ﬁwﬂ§M@M@ (z € D)

ol

= n
b(z) = > 2% .

n=0
Makarov a montré que

di 2
f *_.LfiLw~.> (l-r) &%
g’ (xg) 1%

C étant une constante positive. En utilisant (**) on en déduit que

2 2

e(W) S infle >0 ! &+ cx* 2 1} = ————— < 1,
1+4c + 1
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CQFD

10. CERTAINES MESURES ALEATOIRES

Dans cette section, plusieurs mesures aléatoires vont étre
envisagées. Nous nous intéressons surtout & leurs dimensions.

D’abord le chaos gaussien Q, (u > 0) associé au noyau de type
o-positif

1 ‘
t,s) = u logt —— + 0(1 t,s €ET),
q,(t,s) = u log (t.5) (L) ( )
défini sur un espace métrique (T,d) de type homogéne ([5]). On sait que
P.- s. Q,06=0 lorsque u>2 dim*o. Dans le cas complémentaire on a

THEOREME 1. Supposons u < 2 dim'o. On a

. * . o* u
dim Q,0 = dim o - > p. s.

u
dim,Q,0 > dim, o - ) P s.

u
En particulier, si o est x-dimensionnelle (u < 2a), Q,0 est p. s.-(a-go-
dimensionnelle.

Avant de démontrer, faisons quelques rappels. [EQ, est une projection
dans 1’espace M'(T). Une mesure dans Img(EQ,) est dite Q,-réguliére. Une
mesure dans Ker(EQu) est dite Q,-singuliére. Voici un fait utile dans la
suite. Si u = uy+u, avec u,, u, > 0, nous pouvons écrire

QU = QLL]QUZ
ol Qu1 et Q, sont deux chaos gaussiens indépendants de paramétres u; et
u,. De plus si o € Ker(EQu), il est p. s. que Q, 0O est Qu1-singuliére ; si
o € Img(lEQ,), il est p. s. que Quzo‘est Qu1-réguliére. Rappelons une
condition de non-degénérescence : supposons o € A, et u < 2x. Alors
o € Img(EQ,), et de plus Qe €A . A,, désignant 1l’ensemble des

(oe-)

2

mesures ¢ € M'(T) vérifiant la condition suivante : pour tout € > 0 il
existe un § > 0, un C > 0 et un compact K tels que o, = lyo vérifie



o (T) > og(T) - ¢
o (B) < C(diam B)**®

pour toute B. Comme conséquence de la condition de dégénérescence et de

celle de non dégénérescence, l'esquisse de la structure de Ker(EQu) est
bien claire :

u
{o : dim" o < Eq C Rer(EQ,) <€ {0 : dim o € =}.

e

Démonstration du théoréme 1. Posons o = dim o. Etant donné € > 0, la
décomposition de Kahane constate qu’il existe un compact K tel que

o

1
K
Ioc* €

< 00,

Cela, avec la condition de non dégénérescence, entraine

. * . %
dim Q,0 > dim Q, 1,0 > ¢ - 7 €.

En ce qui concerne l'inégalité inverse, envisageons

QgQuG-

Pour que o € Ker(EQg,,) il suffit que g+u > 2, a savoir 8 > 2 - u. Comme
u
Q0 est Qg-singuliére (8 > a - 59, on sait

dimeUO'é 7 p. s.

L'inégalité dans 1l’énoncé du théoréme vaut grice 4 la condition de
non dégénérescence. CQFD

Remarque. Le cas suivant peut arriver

u
dim.Q,o > dim, 0o - En
En effet, prenons une mesure o,

oy -dimensionnelle et une autre o,
@, -dimensionnelle. Supposons 2%, < u < 20,. On a alors

]

Y=

i

dim*(03+02) o .
Considérons ensuite une martingale indexée associée au recouvrgment
sur le tore T9 ([171). Soient {I,} une suite de boules de volumes {~} dont

n
les fonctions indicatrices soient désignées par {x,}, et {w,} une suite de
variables aléatoires indépendantes et équidistribuées sur .
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Introduisons les poids

‘puis les produits

Q () = Py(t) ... B (t).
Désignons par Q, 1l'opérateur correspondant. On sait par ailleurs (cf.
chapitre V) que . Igu < oo entraine o € Img(EQ,), et que toute mesure portée
par un borélien de mesure de dux-Hausdorff finie appartient a Ker(EQ,)
tandis que toute mesure appartenant & Ker(EQ,) est portée par un borélien
de dw-capacité nulle, En particulier, on a

{0 : din"o < @) € Rer(FQ,) C {0 : dim'o < ).

De la méme fagon que pour démontrer le théoréme 1, on peut démontrer

THEOREME 2. Supposons @ < din" 0. On a

dim'Q,o = dim'c - & p. s.

dim,Q,0 2> dimyo - & p. s.

En particulier, si ¢ est B-dimensionnelle (& <), Q.0 est p. s. (B-®)-
dimensionnelle.

La troisiéme machine produisant des mesures aléatoires est la
martingale de naissance-mort de Mandelbrot avec W telle que
P(W=0C* =¢C% , PW=0)=1-¢"%

L'opérateur correspondant est désigné par N .

THEOREME 3. Supposons & < dim . On a

. R . ¥
dim No=dimo -~ ¢ p. s.

dim,N,0 > dimyo - & p. s.

Particuliérement, si o est B-dimensionnelle (& < B), N, o est p. s. (B-00)-
dimensionnelle.

Signalons que le méme résultat vaut pour le chaos de Lévy ([9]).
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11. PRODUITS DE RIESZ DYADIQUES

x
Sur le groupe dyadique D = {-1,1}IN est définie la mesure de Haar par
le produit

An étant définie comme ci-dessous

—

A (-1) = X (1) = =

Soit qu e 1'intervalle constitué des points dont chacun a pour =n
ce-fg
premiéres coordonnées €,,...,€,. Avec cette notation on peut définir X\ en
posant
1
X1, e ) = — n>1; €,...,, =% 1).
1" "n on

Prenons sur D la métrique usuelle : par définition, deux points sont
ey et
dans aucun intervalle strictement plus petit. C’est bien un espace de type

4 distance 2°" s'ils se trouvent dans le méme intervalle I,
homogene, et on vérifie facilement que
. . %
dimeX = dim A = 1.

Envisageons maintenant une généralisation. Soit -1 < r < 1.
Définissons d'abord une suite de probabilités (p,) telle que

1l-r 1+r
By (-1) = - v ) ==
puls leur produit
00
b= ® p,
n=1
Autrement dit
n 1+ejr
(I, )=
1 n j=1 2

On appelle p produit de Riesz dyadique.

Remarquons que {€,} constitue une suite de variables indépendantes,
éaquidistribuées et d'espérance nulle par rapport A la mesure de Haar A.



42

Pour la méme raison, elle constitue aussi, par rapport & la probabilité u,
une suite de variables indépendantes, équidistribuées telles que

1-r : 1+r
ple, = -1) = - pu(e, = 1) = -

Donc pour tout mn, l’espérance

E@log(l +€.1r) = %{(1-r)log(l-r)+(1+r)1og(1+r)).

THEOREME 1. Soit -1 € r £ 1. On a

dimyp = dim'p = 1 - (1-r)log(l-r)+(l+r)log(l+r)).

2 log 2(

Par conséquent, p est unidimensionnelle.

Démonstration. Etant donné x = (61""’€n"")’ envisageons le

rapport

log w(I, (x)) 1

=1
log A(I, (%)) log 2

1 &
= Z log(l + (—:jr)
j=1

ot I (x) désigne le n-iéme intervalle contenant X. Supposons -1 < r < 1
(r = * 1 correspondant aux cas triviaux). Comme {log(l+€,r)} est une suite
de variables indépendantes, équidistribuées et d'espérance finie, la loi

des grands nombres donne
log (I, (x)) 1

iﬁ; Tog ML (X)) =1 - E—E;E—E((1-r)10g(1-r)+(1+r)1og(l+r)) B-p. P.

Ceci, avec un théoréme de Billinsley ([3]) achéve la démonstration. CQFD

En ce qui concerne 1l’exposant énergique, on a

THEOREME 2.
log(1+r2)

-1 -
e(p) Tog 2

Par conséquent, p n'est pas atomique.
Démonstration. Calculons 1l'énergie de p par rapport au noyau

(d(t,s)) *. Rappelons que d(t,s) ne prend que les valeurs 2" (n=0,
1,...) et 0. On a
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™ - J]' du(s) du(t)
* DxD  (d(t,s))*

-5 znaﬂ' du(s)du(c)
= d(t,s)=2""

o0
D D YN (¢ SN YL
=0 € € L
= 12°°+2%p
oo n 1+€jr 2
- (1+a)
— Zzn OL[E}\ [ 2 ]
n=0 j=1
o o] 2n
_ Z (21-1-0!. 1+r]
n=0 4
donc
log(1l+r?
<o a<l - Lg(__r_)_.
log 2
Le théoréme 1 peut s’étendre au groupe G, = {1, 2,...,c}mr.
Soient p;, Pp,-.., Pg ¢ nombres positifs tels que
Py + P+t ... tp. = 1.

Définissons d’'abord une fonction (une probabilité) x sur le groupe Z,

x(3) = p; (1<j<e,

Soit I, . Ll'intervalle des points dont chacun a pour ses n premiéres
'n

coordonnées r,,..., I,. Définissons ensuite une mesure p sur le groupe

G, de la fagon suivante :

n
u(Ir1...rn) - J—EX(rJ)'
j=

B est une probabilité par rapport & laquelle les x(rj) sont

indépendantes, et

: 1
Eglog x(r;) = Zpelog —.
£=1 Pe

De la méme fagcon on peut démontrer

THEOREME 3. Pour la mesure p définie ci-dessus, on a
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1 = 1
dimep = dim'p = 1 - —— pplog —.
log ¢ El ¢ Pe

Par conséquent, p est unidimensionnelle.

Remarque. Le produit de Riesz dyadique correspond au cas ol

l+r , 1-r
meg s R

12. PRODUITS DE RIESZ ALEATOIRES

En ce qui concerne les produits de Riesz déterministes, il faut citer
le travail de J. Peyriére ([38]). Un produit de Riesz définit une mesure
By. J. Peyriére a trouvé une formule minorant la dimension inférieure de
p, et une autre majorant la dimension supérieure. Mais toutes les deux
font intervenir la mesure p, elle-méme, ce qui est un des inconvénients
pour bien manipuler les dimensions, et elles ne valent que sous certaines
hypothéses imposées sur les spectres du produit, qui nous paraissent
parasites.

Nous nous proposons d'envisager une classe de produits de Riesz
aléatoires. Avantage briévement dit : les hypothéses, qui apparaissaient
dans le cadre déterministe et nous paraissaient parasites, sont toutes
supprimées, et le produit lui-méme n'’intervient plus dans les formules
trouvées. Avant d’aboutir 3 ce résultat nous nous occupons de la
convergence presque partout de certaines séries par rapport & un produit
de Riesz aléatoire. Notre clé est une probabilité de J. Peyriére. A la
suite, nous ramassgons divers résultats, fruits de la probabilité de
Peyrieére.

Sans peine on peut étendre ces résultats aux produits de Riesz
aléatoires convenablement définis sur un tore et méme sur un groupe
compact.

I1 serait trés souhaitable que l’on puisse obtenir des résultats sur
certains produits de Riesz déterministes en se débarrassant de 1’élément
stochastique.

Soient {w,} une suite de variables indépendantes et uniformément
distribuées sur l'intervalle [0,2m[ définies dans un espace de probabilité
(Q,4,P). Etant donné une suite d'entiers positifs {X ), 5, telle que X ,,
2> 3\, pour tout n, et une suite de nombres complexes a = {a },5, dont les
modules sont inférieurs & 1. Au lieu de considérer le produit de Riesz
déterministe
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o0

By = I (l + ﬁe(aneiknt))

n=1

nous envisageons le produit de Riesz aléatoire

o0
iw, At
Haw = I_I(l + fe(a,e fe T ))'
n=1
En posant
i8n
a, = r,e (x, > 0)
nous pouvons réécrire
Lo o]
Row = | (L + r, cos(\,t + 0, +8.)).
n=1

Dans toute la suite, la clé omnipotente est la probabilité de
Peyriére q définie sur 2 x T par la relation suivante

ff f(w,t)dq(w,t) = Ef f(m,t)dg%w(t)

f étant fonction positive mesurable. Pour la commodité on adopte la
notation suivante

Eﬁf = f f(w, t)dq(w, t)
en réservant E & 1’espérance relative 4 la probabilité définie sur Q.
Définissons, pour n 2 1,
X, (w,t) = Xt + W, (mod. 2w).
Ce sont des fonctions définies sur Q@ x T A valeurs dans [0,2m[.

LEMME 1. a) Les X, sont g-indépendantes.
b) Pour toute fonction h 2w-périodique, positive ou bornée, on

Eﬁh(knt + W) = g;-jgﬂh(x-en)(l+rncos x}dx. (*)

Preuve. On prouve le lemme en montrant que quel que soit N, et
quelles que soient les fonctions continues et bornées

f : [0,2n] - R (1€<n<g<N,

n



on a

N N
Eo [T, =T TE Xy (1)
1 1
D'aprés la définition de q, le membre de gauche de (1) est égal a

N
E J [T £ X0,
1

puis par la définition de p,,, celui-ci devient

N K
E lim J [TE &) Tl + g cosx nﬂ»e)n))‘—i-t-.
1 1 2m

Koo

Comme la limite ci-dessus existe pour tout W et que l’intégrale est
‘ N

majorée par rT £, oo, le théoréme de Lebesgue nous permet de changer le
1

signe de limite et celui d’espérance. Ainsi le membre envisagé s'écrit
comme ci-dessus

N K dt
nmE | [, &) .I—I(1+rnc08(Xh+8n))2—T;
1 1

K=o

N dt
-11T1E fn(xn)(1+rncos(Xn+9n))§—
L w

grdce au théoréme de Fubini et & 1’indépendance des w,. Or, pour tout n,
en tenant compte de l’'invariance par translation de dw,, on obtient

E £, (X,)(1 + r,cos(X,+0,))

1 ™
- jg £, (0t + w,) (1 + r,cos(At + @, + 8, ))dw,

1 o o
= ngj% £, (-8, ) (1+r, cos x)dx.

Remarquons que cette intégrale ne dépend pas de t. On obtient enfin une
expression pour le membre & gauche de (1)

N
1 pow
}'1”[ e JoTe (x-6_) (1+r,cos x)dx.
En particulier, pour tout n, on a

. |
Eq £o (%) = 5= J2TE (%8 ) (1+r, cos x)dx
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d’'ol une expression pour le membre a droite de (1). CQFD

La clé étant préparée, nous nous engageons dans l'étude de la
convergence de certaines séries. On a besoin de quelques lemmes.

LEMME 2.
’
1 si n=20
li i 1
in(h.t + w;) 2 aj ston=

qu 3 J =
1 -
Eaj gi n= -1
0 si n=%0,-1,1

7~

Preuve. D'aprés la formule (*), on a

In()\ t+w )

‘Eq

'rr in(x- 8 )
= 0 © (1+r cos x)dx

1 -inB. {27 . 1 . 1 .
____2_T_re jj?) (elnx +Erje1(n+1)x +§_rjez(n-1)x)dx

d’'ou le résultat. CQFD

LEMME 3. Soit {01.1- )j>1 une suite de carré sommable. On a

- 7\
Ejsuplza(e" t+w)-—a)lduaw(t)\4 Z}a 12

(A t+w;) 1 -
EJsup Izoc (e] w -—2— )ldu.aw(t)\a Zloc 12

m=1 Ja]_ J
n(?\ t+w ) >
i X
E J sup 120& e l‘dp,aw(t) z }Of.j 12, (n =0, +1).
m>l =1 j=1

Preuve. D'aprés le lemme 2, la suite
% SR tre;) 1
. o; (e - "2"3])

est une martingale par rapport & la probabilité q. D'ailleurs on a
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SiCAtrw;) 1 1
j i’ 2 _ 1.2 2
Eﬁ!e Eajl 1 4!31! < 1.

En tenant compte de 1l’indépendance des Ajt +w; et en utilisant une
inégalité de Doob sur les martingales, on obtient facilement la premiere
inégalité.

De méme pour la deuxiéme et la troisiéme. CQFD

Enongons maintenant le résultat concernant la convergence presque
partout par rapport a .

THEOREME 1. Soit {f,},>1 une suite de fonctions dans A(T) telle qu’il
existe deux nombres strictement positifs, p, et C, tels que

0<p<1, sulf (I <cplil
n=>1

Alors pour toute suite {®;};>¢ de carré sommable, presque sQrement la
série

oo .

zlozj[fj O th0;) - Egf; O t4w))]

J=

converge pour p,.,-presque tout t.

Démonstration. D'aprés le lemme 2,

l A A 1— ;
gfj(kjt +wj) = Eajfj(_l) + fj(O) + Ealfj(l)
Posons
( 0 sin=0
i(A. t+w.) 1 -
j it U= P =
7 a; sin 1
® (t) =% LiCA. R 1
nel e VA e 2 a. sin= -1
2 i
in(A;t+w;
{ e,n( itrey) sin=0, -1, 1.
On a
£ Oqt + @) - B f; Ot + o)) = > Em e, ;-
n
Or
N N
1> o> Eme, ;1 < 212 of (e, ;I
3=1 ¥ n=0 J=1

d’'ou



supiZoz Zf (n)(pn JI < Z sup!Zoz .(n)@n'ji

N>l j=1 n€Z nz0 N2l j=1

Le lemme 3 nous permet d'obtenir

N )
lsupl Doy 3 E(m)g, 1, <2 3 |30 1oy 12 1E; ()12
N>l j=1 n€Z ot n=0 \j=1

o o]
<26 e )3 1e; 12,
=0 j=1

On en déduit facilement la conclusion de cette inégalité. CQFD

Remarque 1. Dans le cadre déterministe, un résultat analogue vaut,
mais sous l'hypothése que X, divise A,y ([38]). Récemment, J. Peyriére a

amélioré ce résultat en se concentrant sur le cas ol £, () = e't,

Soient a = reie(r >0), p= r'1(\jl—r2-l). En notant que ([38])

- int i
log(1+Re(ae't)) = - 1og(1+pz) - Z P oint eint
0 Inl

(A, t+w )
E, log(l+Re(aje " "

1
o J%ﬂ (1+rncos x)log(l+r, cos (x«Gn))dx,

I

2(1-Jl-xant2)
1 - Jl-ianlz - log

b

la, 12
on a
COROLLAIRE. Presque stUrement la série
d (7\ t+w, )
i w
T—-——-—;\-—- {log(l«i-Re(a e "y - a ]
n=1 ~°8 *n

converge pour { . -presque tout t, ol

A 2(1~41-1an12)
a, =1 - \!1-lan§2 - log si a, #0

2
la, |

Suivant J. Peyriére ([38] pp. 143-145) et utilisant le corollaire
précédent, nous pouvons démontrer
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THEOREME 2. Supposons X ,q > 33, et la,l € 1. On a p. s.

a1+. . F a,

dim*p,aw 21 - 1lim sup Tg-_)\——_
n -+ oo n

~

”~
a4 +...+ a,

dim"p,, € 1 - lim inf X
n - oo OF Ans+q

COROLLAIRE. Supposons

Aoy > 3,

n+1

11mlanl = I,

n-0
On a p. s.
di >1 -7 14 2
imep, ., 2 1 - r lim sup ——
aw a - oo 108 X
dim'p., €1 - ¢ lim inf ————,
a® n - oo log }‘n+1
COROLLAIRE. Le produit de Riesz
o0
Beo =] [ (1L + 1 cos(3t +@,)) (0<r<1)
1

est unidimensionnel et de dimension

1 1
log 3 2w

f(z)‘"(l + r cos x)log(l4+r cos x)dx.

Remarque 2. 11 est clair que

1 2
log(l + Er )

w) =1 -
e ire) log 3

Combinant ceci et le deuxiéme corollaire précédent, on voit que p. s. pn_,

n’est pas atomique car les deux quantités suivantes

@n-D1t 5,

1 T [o.2]
1+ X1 1+ X =
10 (l+r cos X)log(l+r cos X)dX mgl (2m-1)2m(2m) ! !
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CHAPITRE III.- PROCESSUS DE NAISSANCE ET DE MORT

Sur l'espace

T, = {0, l,...,c~1}lN {(C 2 2 un entier)
sont définies les martingales de Mandelbrot ([34]). On étudie ici celles
qui sont associées aux variables W, définies par

PW, =¢c*) =¢c% PW,=0)=1-¢% (x>0).

On démontre que la décomposition de mesures selon la martingale associée &
W, est tout justement la décomposition selon le x-noyau de Riesz.

Ce sujet de recherche a connu une histoire d'une quinzaine d’années.

La construction de Mandelbrot en 1974 - beaucoup plus générale - a été son
acte de naissance. En 1976, J.-P. Kahane et J. Peyriére [26] ont démontré
(cas particulier d'un théoréme général) que la mesure de Haar est dans
1'image de l’opérateur projectif si @ < 1 et qu’elle appartient au noyau si
o« 2> 1. Récemment J.-P. Kahane ([21]) a poussé la recherche en partant du
fait que toute mesure concentrée sur un borélien de o-mesure finie
appartient au noyau et que réciproquement toute mesure dans le noyau est
concentrée sur un borélien de (w+€)-mesure nulle pour tout € > 0,

Les idées pour démontrer le résultat annoncé tout au début
proviennent de L. Shepp ([41]), S. Janson ([l4]) et J.-P. Kahane ([20]).
Ce dernier a utilisé la théorie du potentiel pour aboutir a la résolution
compléte du probléme de recouvrement sur le cercle. Comme on l’utilisera
aussi, on développe au § 1 une théorie du potentiel sur T . Et puis au § 2
on résout un probléme de recouvrement associé a’'un processus de Poisson
défini sur T, X R*. A vrai dire, notre probléme initial est justement un
tel probléme de recouvrement, c’est ce qu'on affirme aux §§ 3 et 4. Aprés
cela, certains problémes relatifs sont envisagés : interprétation en
processus de Galton-Watson, réalisation sur 1l'intervalle [0,1[, existence
de quasi hélices sur T,.



1. THEORIE DU POTENTIEL SUR T_
Soit ¢ (2 2) un entier fixé. L'ensemble

T, = (0, 1, ..., c-1)N

posséde deux structures, l'une de topologie compacte et 1l'autre de groupe
abélien ([4]). Avant le développement de la théorie du potentiel,
rappelons certains éléments concernant le groupe compact T_.

I1 existe une métrique sur T, compatible & sa topologie que 1l'on
appelle 1’'ultramétrique, et qui est définie comme ci-dessous

d.(t,s) = ¢ "

si t et s ont exactement leurs n premiéres coordonnées en commun. On

n

appelle la boule fermée de rayon ¢ " contenant t n-cylindre ou

n-intervalle, qu’on désigne par I (t) et aussi par I(jg,...,Jj,.q) ou
In(jO""!jn-j) Sitz(jo,---,jn_1,...).

La mesure de Haar m = dt sur T, se définit par
m(I, (t)) =c ™",

Posons w = exp(2mi/c). Définissons pour tout m = 0

P, (t) = oK si t, =k avec 0 <k < c-1.

La suite {¢5}g10 s’appelle la suite de Rademacher d'ordre c. Remarquons
qu'un entier n (> 1) peut s’écrire d'une fagon unique

n n
T 4. ..+2c™

avec
ng >n >... >n, >0, 1<£X <€c-1.
Définissons ensuite

Yo (t) =1
‘?‘1 ?\"m
U (8) = @ (8) .. T(B)  (m>1).

La suite {wh}ﬁio s’appelle le systéme de Walsh d'ordre c. C’est justement
le groupe dual de T.. Considérons (T,,dt) comme un espace de probabilité.
I1 est évident que la suite de Rademacher est une suite de variables

indépendantes et d’espérance nulle. Plus généralement, pour tout n > 0 et

53



tout A # 0 on a
A
f}c @, (t)dt = 0.

En conséquence, le systéme de Walsh est orthogonal et méme complet. On
peut donc définir les coefficients de Fourier pour les fonctions
intégrables, et on les appelle W F-coefficients. Voici un théoréme de
Paley : La W F-série d'une fonction bornée & W F-coefficients positifs
converge absolument et uniformément.

Maintenant on va développer la théorie du potentiel sur T,.

Le noyau de potentiel de Riesz d’ordre o (0 < @ < 1) sur le groupe
T., ou simplement a-noyau, est défini par
-
Ko (t,8) = (d,(£,8)) %

Notons ‘K, (t) = K (0,t). On a K, (t,s) = K, (t-s). Désignons par ¥, = v, ()
le n-iéme W_F-coefficient du noyau K,. C'est-a-dire

Y, = f Ko (£) W, (E)dE.

THEOREME 1.1. Si n (= 1) s'écrit n = )\c

c* -1 1

"n T (1-0)

3 n -
c - c 1
Par conséquent
A c® -1
Y, ® avec A =
n1-0c c - %

La démonstration repose sur les deux lemmes suivants.

LEMME 1., Pour 0 < ¢ <l etn=>0, on a
c -
K, (t)dt = ——— ¢ N1
1,(0)

On en déduit que K, est intégrable si o < 1.
Preuve. Posons

Jn+j = In+j(0) - In+j+1(0).
On a donc
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co
1,00 = UJ.;
j=0
Jn+j'mn+j“ =g si | j’ = j"
m(Jn+j) - c‘(ﬂ*i) - c‘(n*j+1)

_ o(n+j) .
K, (t) = ¢ Vsl t €7,

L*intégrale & calculer est alors égale a

o0
E:Ca(n+i)(c-(n+j) - c-(n+j+1))

j=0

d'ou le résultat. CQFD,

Du point de vue de mesure produit, le lemme suivant est évident,

LEMME 2. Soient ny > mn, >...> n, > n et X 21 (k=1, 2,...,n;), ona
pour tout t; € T,

oA
L ﬂ(pn:(t)dt = 0.

n+e1(tg) k=1
Démonstration du théoréme 1.1. Evidemment on a

c-1
Y = Kaah + EE J}1(j0)Ka$h‘
11(0) j3=1

Comme K, (t) =1 lorsque t & I1(0), d’aprés le lemme 2 on a donc

e

Répétons n, fois, on obtient

Ecrivons maintenant
c-1
Y o= + . K .
n fln +1(O)K°"¢n .Z J.In +1(Oa""’0’Jn ) & lb’n
1 Jn1=1 1 1

Observons que
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n1(x

R, (t) = c siot &I, 1(0)
@ (t) =1 si € €1, ,q(0).
On a donc
¥ j K +c 1" S M
n T |1 (0)~ o T ¢ I (0,...,0,5. )y
1 : 1 ’ )
nqg* Jn1=1 nqyt nq

A
D'aprés le lemme 1 et le fait que 1l'espérance de ¢h: est nulle, on a

c -1 -(n1+1)(1-a) an1-(n1+1)
Y, = —0 - c
c - c%

d'ou 1’'égalité. Quant & 1'égalité approximative il suffit de remarquer que
n, = [log, n]. CQFD.

On a vu que les W _F-coefficients du noyau de Riesz sont positifs.
Plus généralement soit f une fonction strictement décroissante et convexe
sur 1l'intervalle ]0,1]. Définissons

Re(t) = £(4,(0,t)).
De la méme fagon on peut démontrer
THEOREME 1.1'. Les W F-coefficients de K¢, notés par Yh(f), sont
strictement positifs.

En effet, on peut obtenir

Y (f) = II 0y e () - £ T))ae.
"1

Soit K = K, ou K;. Pour une mesure p € Mf(Tc) on peut définir son
potentiel U" et son énergie I" relatifs au noyau K. D’aprés la positivité
de Y., la convexité de f et le théoréme de Paley, on peut démontrer comme
dans ([25]).

THEOREME 1.2.

o0
B -~ 2.
™ = > v ) |
n=0



La capacité d'un compact E dans T, est définie par C(E) = 1" (E) avec
I(E) = inf I" ou la borne inférieure est prise pour toutes les mesures de
probabilités portées par E. Comme une conséquence du théoréme précédent,
le théoréme suivant se démontre aisément.

THEOREME 1.3. Si I(E) est finie, il existe une probabilité unique Mo € MY (E)
@
telle que I ¢ = I(E).

Cette mesure s’appelle la mesure d’équilibre sur E. Et son potentiel
s’appelle le potentiel d’équilibre de E. En vertu de la semi-continuité
inférieure du potentiel et de l'unicité de la mesure d’équilibre, on peut
démontrer aussi,.

7
THEOREME 1.4. L'’ensemble des points t € E o U ®(t) < I(E) est de mesure
nulle par rapport i toute mesure positive d'énergie finie.

2. PROCESSUS DE POISSON SUR T, X R".
On étudie ici le probléme de recouvrement poissonnien sur T,.

Considérons d'abord 1'espace T, X R' muni de la mesure v = dt X p ou
dt est la mesure de Haar sur T, et p est une mesure sur R ou plutét sur
1’ensemble {¢'J : j > 1) définie par

o0

“’“z m 8 (m; > 0).
j=1

Construisons ensuite le processus de Poisson sur T. xR avec 1l'intensité v
([271), il s'agit d’un ensemble aléatoire =. Soit B un borélien dans TCXR+.
Désignons

N(B) = Card(B N E).

Le processus de Poisson a pour caractérisation les propriétés suivantes
N(B) est une variable de Poisson & parameétre v(B) ; N(B;),...,N(Bp) sont
indépendantes si B,,..‘,Be sont disjoints.

A tout point (t,c”)) € T, x R" on associe la boule I;(t). De méme
tout point appartenant & E est attaché & une boule. On obtient ainsi une
famille de boules aléatoires dont la réunion sera notée par S.



Le probléme de recouvrement se pose ! étant donné un fermé F C T,

quand a-t-on FC $ p. s. ?

Voyons d’abord qu'un point t € & si et seulement s’il existe un

point (s,¢’1) EE tel que t € Ij(s), autrement dit s € Ij(t). Posons alors

oo
p, = UT;(e) x (7).
j=1

Voici une condition pour qu'un point soit recouvert :
t€EG e D NEZ g
Par conséquent

P(t € G) = exp(-v(D,)).

“Introduisons maintenant

J(x) i 1
£(x) = exp E: mc ! avec J(x) = [log, ;ﬂ
j=1
= f(dc (O;t)) .

K(t)
Remarquons que K(t) = K, (t) si on prend m; o= cilog c.

Voici la réponse au probléme de recouvrement.

THEOREME 2.1. Pour que T, € § p. s. il suffit que

j&cK(t)dt = €0,

Particuliérement la condition devient o 2 1 si m; o= cllog c.

Plus généralement on a

(2.1)

THEOREME 2.2. Supposons que K intégrable. Soit F un fermé dans T, . Pour

que F € § p. 5. il suffit que

Cap, F = 0.

Particuliérement la condition devient Cap,F = 0 si mp o= cjlog c.
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La démonstration de ces deux théorémes est fondée sur l'existence
d'un ordre total des éléments de T.. Pour l'introduction de cet ordre,

mentionnons d'abord la fonction suivante
n(t,s) = inf(n > 0 : t, & s,} (t,s €T.).
L'ordre est alors défini comme ci-dessous

t =8 si n(t,s) = 4o0
t < 5 si n(t,s) < +0 et thce,sy < Snct,s)

A propos, l'ultramétrique peut étre définie en fonction de n(t,s)
dc(t,s) = ¢ nlt,s)

En plus on a besoin de deux lemmes.

LEMME 1. Soient dans T, m+2 points t; < t, <...< t, < & < X. On a pour tout
i (I<i<m)

(DX \ DE) N Dti = (.

Preuve. Observons

e ]

D, \ Dg - ~U1(I"(X) \ I;(E) x ey,
J=

I1 suffit donc de prouver que pour tout j > 1 on a
(I; )\ I (E) NI () =g

Cela est vrai. Si d,(x,8) < i, xetE appartiennent au méme
j-intervalle. Donc I;(x) = I;(&). Rien & dire. Supposons alors
d.(x,E) > ¢!, Autrement dit k = n(x,8) < j. D'une part, x > & implique
%9 = 8g,-.., Xoq = B.q ;5 X > . D'autre part, si 1l'intersection n'est
pas vide, x et t; se trouvent dans le méme j-intervalle, particuliérement
dans le méme (k+l)-intervalle. Enfin on arrive & une contradiction t; > E.
CQFD.

En conséquence, on a comme dans [41].

LEMME 2. Soient t) <t <...<t, < E < x,

P(x € Slty,...,t, €6 ; E & §) = P(x & SlE€S).



Remarquons encore que

o0
DAD: = U (1) \ ;@) x (7). (2.2)
j=n(x,%&)
Par suite on a
v(D, \ D) = > mel. (2.3)
j=n(x,%8)

Démonstration du théoréme 2.1. On va suivre L. Shepp ([41]).
Choisissons tout d’abord un ensemble dénombrable dense dans T.. Par
exemple, l’ensemble Q des points dont chacun n’admet qu’un nombre fini de
coordonnées non nulles. Désignons par Q l’ensemble des points dont chacun
admet au plus k+l premiéres coordonnées non nulles., Fixons ensuite un
entier N. Considérons la mesure p avec m; = 0 (j > N), puis le processus
correspondant. La réunion des boules aléatoires associées a ce processus
sera notée par §,. Maintenant étant donné un entier positif k, définissons
une variable aléatoire Ek 1 § = o si tout point dans Q, est contenu
dans §; ; & = r s’il existe un point dans Q qui n’est pas contenu dans

S, et que r est le plus petit.

Soit x la fonction indicatrice de 1l'ensemble des points qui ne sont
pas contenus dans §, . Posons

m(T,) = J'T x(t)dt.
c

On va calculer Em(T,) de deux maniéres différentes.

D'une part, d’aprés (2.1) on a
N
Em(T,) = exp|- ijc" . (2.4)
j=1
D’autre part, la formule de la probabilité totale nous donne

En(T,) = 3 J'T P(x€G, |5=1) P(E, ~1)dx.
reQ U{o)¥ ¢

La minoration suivante est donc évidente

En(T,) > ». P(&~1)|; (r) P (xEG, 1B=r) dx.
1
TEQ,
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D'aprés le lemme 2, puis 1l'invariance de la mesure de Haar, on obtient

En(T,) > 2 P(& = 1|1 (oyP(y%G 1068)dy. (2.5)
reQ, !

Combinant (2.4) et (2.5), on voit

' N N -1
P(3reQ, tel que r€G,) < U exp(zmjc‘i_ Z mj-c'j)dy
LO  ja1 j=n(y,0)

Remarquons que Q, tend en croissant vers Q qui est dense dans T_.
Remarquons aussi que §, est fermé. Laissons alors k tendre vers oo, on
obtient

1 -1
AN oY —
Eea_ (0,

Xp Z m; c'jdy

P(T. ¢ §,) < e
c T4 1, (0) &

Laissons ensuite N tendre vers . Tenant compte de 1'hypothése, on a enfin
P(T, ¢ §) = 0. CQFD.

Démonstration du théoréme 2.2. On va suivre L. Shepp ([41l]) et J.-P.
Kahane ([20]). Cette fois-ci, on doit choisir un ensemble dénombrable dont
1l’ensemble des points d'accumulation est exactement F. On peut choisir par
exemple

o0
Q" = Jqf
k=0
avec

Q= (t=CJg,---»dgs0,.-.) ¢ (£, F) < ™Ky,

Au lieu de F on va envisager F = F U Qf. Comme Cap F = 0, CapKF‘ = 0
également. Donc CapKNF 4 0 lorsque N -+ o0, ol ‘
: J(x)
- - i J(x) = [lo inm
Ky = £f(d.) , fu (x) = exp -21 m; avec == g " .
j=

D’aprés les théorémes 1.3 et 1.4, il existe la mesure d'équilibre oy de F
relative au noyau K, telle que

Ay = (Capy P! < f} K, (t)do, (t+u), V u € F. (2.6)
C

61



Désignons par oh(f) la oy -mesure de la partie de ?, non contenue dans

k ;
SM. Posons Q = leQi. Pour tout k > 1 définissons une variable aléatoire
i1 ,

Ek : § = cosi tout point dans Q; est contenu dans G ;s & = r s'il existe
un point dans Q, non contenu dans §, et que r est le plus petit. De la
méme facon qu'on démontre le théoréme 2.1, on peut démontrer que

- -1 _
P(F T &) < (I11(0)Ku(t)d°h(t+r)} , (r €.
D'aprés (2.6), on a finalement

P(F ¢ 8) = 0. CQFD.

3. CERTAINS PROCESSUS DE NAISSANCE ET DE MORT

Prenons une suite de positifs {pn}:lo (0 < p, <1). Construisons
o0

ensuite une suite de variables aléatoires {W,}..q

telles que

1
POy = =) =Py, P, =0) =1 -p,.

n

Et puis choisissons une famille de variables indépendantes {W(jg,j;,...
3p) >0 0<j, <c-1} dont W(jg,....J,) obéit a la loi de W, .
Enfin introduisons les poids

P (t) = W(ig,...,Jp) si tE I{gs---+Jp) (m=>0)
et les produits
n
Q,(t) = [, (n > 0).
m=0
Autrement dit

Q(t) = W(iIW(ig,39) -+ - Wlg,dqs---0dp) st £ € I{g,-.-»39). (3.1

C'est une martingale indexée. On va la comparer avec une martingale
liée au probléme de recouvrement poissonnien. Pour cette affaire on écrira.
Q,(t) sous une autre forme. Ecrivons d'abord

V(gs---rdn) = PaWligs--2dn)-
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On s'apergoit que V(jg,...,j,) prend ses valeurs 0 et 1 avec les
probabilités 1 - p, et p,. Et le produit Q,(t) s’écrit

V(g)VUgdy) - Vg )
Qn(t) B st t E I(jc."jn)' (3.3)
P0P1 ...pn

D’autre part, posons

m. = cl log G >1).

3
Pj-1

Comme au § 2 on peut construire un processus de Poisson associé a {mj}
pour lequel on introduit la martingale suivante

1(t & 8,,q)

(3.3)

On voit immédiatement que si t € I(j,;...j,) on a

P(t$90+1)=p0 p1 ...pn

(t € 8,,4) = ﬁ(30) 6(10.‘11) §(J0j13n)
ou
V(g --3p) = LN(T(p.--3,) % (7" 1)) = 0).

Il est évident que les V(j0j1...jn) sont indépendantes. D'ailleurs
v(j0j1...jn) obéit A la méme loi que V(jgj,-...j,). On a ainsi vérifié que
la V-famille et la V-famille sont équivalentes.

Conclusion : les deux martingales Q,(t) et 6n(t) sont stochastiquement
équivalentes. Autrement dit, 1la martingale introduite au début de ce
paragraphe peut se traduire en processus de Poisson et réciproquement.

A partir du point de vue du processus, on a obtenu dans le paragraphe
précédent une condition suffisante pour le recouvrement d’un compact.
Maintenant on donne une preuve de la nécessité de cette condition. On
tient compte de la relation entre m; et p;.,. Le noyau s’écrit alors

J(t) 1 1
R(t) = — J(t) = [1 —].
(t) jDO oo avee J(®) = [loge Tg

THEOREME 3.1. Soit o € M'(T,). Alors

(E(Qo)2 < 40 et Qo =0) & I < oo,
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Démonstration. 11 suffit d'observer

E(f QnO')2 = J]‘(P(O&Qh+1))'2P(t¢9h+1, s & 95+1)da(t)do(s)

nAJ(t-s) 1
- H [T — dote)aa(s).

j=0 Pj

CQFD

On a vu que F est recouvert signifie (chapitre I)

lim sup Q,(t) =0 pP. S.
n—oo tcF

En conséquence du théoréme précédent, on a
THEOREME 3.2. Soit F un compact dans T, . Pour que FC § p. s. il est
nécessaire que
CapyF = 0.
La condition devient Cap,F =0 si m; =« cjlog c.

C’'est la réciproque du théoréme 2.2.

4, NOYAU ET IMAGE DE L’'OPERATEUR EQ.

Les théorémes 2.2 et 3.2 s'énoncent ensemble.

THEOREME 4.1. Soit F un fermé dans T, . Alors
FCS p. s. & CapF = 0.
Particuliérement si p; = ¢ on a
FCSp. s. & Cap,F = 0.
Correspondant 4 la martingale indexée Qn(t) il existe un opérateur

EQ qui est une projection dans M(T,). Maintenant on va reconnaitre son
noyau et son image. Etant donné le noyau K, l’espace M(T_) se décompose



M(T,) =R @ §

ou R (resp. § ) désigne le sous-espace des mesures K-réguliéres (resp. K-
singuliéres). Voyons leurs définitions dans le chapitre I. En utilisant
cette décomposition, le théoréme précédent et le théoréme 3.1, on obtient
le théoréme suivant qui illustre la cohérence de deux procédés de
décomposition.

THEOREME 4.2. Img(EQ) = %, Ker(EQ) = §

Img(EQ,) = &, , Ker(EQ,) = S§,.

5. INTERPRETATION EN PROCESSUS DE GALTON-WATSON

Les théoremes 2.1 et 3.1 peuvent se traduire en processus de
Galton-Watson. Ce genre de processus est un modéle de 1'évolution de
population.

Notons X, le nombre des individus & la n-iéme génération.
i (>0, 1>1) le nombre des

descendants du i-iéme individu & la n-iéme génération. Le modéle s'établit
alors

Supposons X, = 1. Soit Y, i

Xn
Xneq = Z"’n,z (n > 0). (5.1)
i=1

Néanmoins quelques hypothéses supplémentaires sont nécessaires. On se
donne au préalable une suite de variables aléatoires {Wh}ﬁio. Choisissons
ensuite une famille indépendante {Yh’i} (n>0, 1 > 1) dont T, obéit a
la loi de ¥,. Le processus classique de Galton-Watson correspond au cas ou
les v, ont la méme loi.

La probabilité d’extinction se définit par

g = P(il existe n tel que X, = 0) = P (lim X, = 0).

n—co

Si 0 < EY, < o pour tout n 2 0, la suite normalisée
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n-1
Xn/ﬂﬁx

est une martingale positive. Elle converge donc presque sirement vers une
limite Z telle que [EZ € 1. Les problémes centraux pour ces processus sont
d'étudier la distribution limite de la population.

On va étudier dans la suite un seul cas particulier qui peut étre
ramené au processus de Poisson. Notons B{c,p) la distribution binéme qui
©

prend la valeur k (0 < k € ¢) avec probabilité pk(i-p}c'k.,Soit

{pn}flﬁ une suite telle que 0 < p, < 1. Choisissons une suite {wh}fie
telle que Y, ~ B(c,p,). On peut construire comme ci-dessus un processus X,
associé & {¥,} et puis Z,.

THEOREME. Si 7, ~ B(c,p,), on a

= 1 2 1
g“;,ﬂ;““

Démonstration. Conservons les notations du § 3. On va voir alors
) n
Xioy = e+ an_J'T Qn(t)dt. , (5.2)
j=0 o7 |
En effet, le membre & droite est égal a

Tt = 2 VUVUed) e Vg3
30,...,3n

ot V(jg...3,) ~ B(1,p,). Or B(c,p,) est reproductive par rapport a ¢, Donc

> V(ig-.--Jn) ~ B(c,p,). Alors on a

Yﬂ
1= 20 Ya,i aveS Yo i~ Ble,py).

On obtient ainsi (5.2). Ayant établi cette égalité, on constate, en vertu
du théoréme 2.1 et du théoréme 3.1, que

g=1<=)JITK(t)dtmoo
c

d'olt le résultat. CQFD.
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6. REALISATION SUR L'INTERVALLE [O0,1].

En tant qu’ensemble, l'intervalle [0,1] peut étre muni de différentes
distances., S’il est muni de la distance c-adique, on peut le considérer
comme un sous-espace de T,. L'opérateur EQS, agit donc sur 1l'espace
M([0,1[). Pour insister sur l’intervention de ¢ on a utilisé EQ; au lieu
de [EQ.

A premiére vue, on ne peut pas constater sans explication que
[ c
EQQ1 = EQaz si ¢y # c,. Pourtant

THEOREME. Si le rapport log c,/log ¢, est rationnel, on a

Ing(EQ.') = Img(EQ.2)

c [+

Ker(EQQT) Ker(EQ&Z).

; €1 €2
Par conséquent EQ,' = [E Q,°.

Démonstration. Selon le théoréme 4.2, il suffit que
C C c c
1 2 1 2
R, = Ry ’ Sa = S, -

Or cela est vrai d’aprés le lemme suivant.
LEMME. Si log ¢,/log ¢, est rationnel, il existe deux constantes positives
A et B.telles que

A dcz(t,s) < dc1(t,s) <B déz(t,s).

Preuve. Sans perdre la généralité, on peut supposer c, = c? ol p est
un entier positif. D’une part

d. (t,8) = 7"

si t et s appartiennent au méme c;"-intervalle mais pas au méme
c;‘"*1’-interva11e. D'autre part
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= o Mp
dcz(t,s) = ¢,

si t et s appartiennent au méme c;"-intervalle mais pas au méme cé(m*1)~

intervalle. Il en résulte que

c;pdcz(t,s) < dc1(t,s) < dbz(t,s).
CQFD

7. QUAST HELICES SUR T,
Un processus X(t) défini sur le groupe T, & valeurs dans R est par
définition stationnaire si

EIX(t) 12 < oo
E<X(£),X(s)> = r(t-s)
ot r est une fonction définie sur T, que l'on appelle la corrélation de
X(t). On définit un (T_,d,Y)-processus comme un processus gaussien et
stationnaire défini sur T, & valeurs dans R tel que
AdY (t,s) < EIX(t) - X(s)1® < Bd(t,s)
pour certains positifs A et B.
THEOREME. Pour tout d (> 1) et tout ¥ (0 < ¥ < o9 il existe un (T.,d,Y)-

processus. '

Pour la démonstration, les deux lemmes suivants sont indispensables.
Définissons d'abord

1l = 1 - 1
NOREED 11-q, (£)12 = > ——(1 - Re @,(£))
=0 <7 n-0 "7

rr(t,s) = rT(t-s).

LEMME 1. I1 existe deux constantes A et B telles que

Adl(t,s) < r, (t,s) < B d¥(t,s).



LEMME 2. Pour tout n 2 0, la fonction suivante
1+ @, (t-s) - @, (t) - ¢,(s)

est une fonction de type positif.

n

Les preuves de ces deux lemmes sont simples. Soit d (t,s) = c ™. On a

= 1 = 1
r (t,s) = Z—;—;(l - Re @ (t-s)) < Z — - BdY (t,s)

hi =nCJ j=n C

dont B = c’r(cT-l)'1 . Dfautre part on a

1
r,(t,s) > —(1 - Re @, (t-s)) > A dl(t,s)
cn‘i’
2w
dont A =1 - Cos —. Le lemme 1 est ainsi démontré.
c
Pour le lemme 2, soit g(t,s) la fonction envisagée. On tient compte

du fait que @,(t-s) = @n(t)&;ﬂ(s). Pour tout choix t,,...,t € T, et
Xy5..-,% €ER, on a

gty )% X
1

2 N 2 N N
Xi] +{ xi(pn(ti)} - 22}{i ijq)n(tj)

i=1

i

/

M= :ﬁtv12

i

 d
I

\

,

I
M=

N 2
X - inq’n<tj)] > 0.
1 i=]1

e
[

\
D’aprés la définition, g(t,s) est de type positif.

Voici maintenant la démonstration du théoréme. On le démontre pour le
cas d = 1. Grace au lemme 1, il suffit de montrer que la fonction

I'(t,s) = rﬂf(t,O) + rT(s,O) - rT(t,s)

est de type positif. Or
o0
1
T(t,s) = 2. ——Re(l + @,(t-5) - @, (t) - @, (s)).

har LY

Le lemme 2 nous affirme que I(t,s) l’est réellement. CQFD,.
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CHAPITRE IV.- CHAOS DE LEVY

A partir d'un processus de Poisson, un opérateur de chaos, que nous
appelons chaos de Lévy, est construit sur R¥. Cet opérateur dépend de
trois paramétres &, g et u (0 <a <1, 8 >0, u>0), On démontre qu’il
existe une valeur critique déterminant la singularité et la régularité.
C’est

(1l-o)pdu®.
Précisément, si une mesure est portée par un borélien de dimension
inférieure a (l-a)pdu®, elle est tuée par cet opérateur ; en revanche, si

une mesure est d'énergie finie d’ordre (1-m)g u*, elle est préservée.
Grosso modo, 1l’image et le noyau de cet opérateur sont déterminés.

+
1. ENSEMBLES L, L, et L,.
Soit 0 <« & < 1. Une variable positive X, définie dans un espace de

probabilité (Q,#,P), est dite a-stable positive si elle satisfait, pour
une certaine constante § 2 0, 4 1l’équation suivante

E el =& 8%% (43> 0.

Cette constante s'appelle le paramétre de X, que 1l’on note par [IXli,. On
dit que X est standard si Xl = 1.

Désignons par L (§2) l'ensemble de toutes lés variables a-stables
positives, Cet ensemble n'est ni un espace linéaire ni un céne linéaire.

L'espérance d’une variable appartenant a L (), est infinie sauf si

la variable est nulle. On a cependant

PROPOSITION 1. Soit X une variable x-stable de paramétre §. Soit n € N. On
a



n

E x"e X = exp(-(l-t)aﬁa)|t=0.

de"
En particulier,

EXeX =ag® e'aa

Ex2 X - q £ e 8°(1 - & + o).

Preuve. On utilise simplement 1l’expression

oo tn

e (1-t)X _ z XN et X
n!

n=0

et la définition de X.

Considérons maintenant 1l’'espace R (d 2 1) muni de la mesure de
Lebesgue dt. Définissons d’'abord le céne

L= (£20: neng = [ £ ar < o

o
puis 1l’espace linéaire
L, = {f : f" €L, et f € L}.

o &

Autrement dit L, = L, - L,. Pour f € L, on définit encore
HENS = NE NS + WE HY. Ainsi L, devient un espace métrique muni de la
distance

d(f,g) = lIf - glig (f,g € L.

2. OPERATEUR Wa.
PROPOSITION 2. Il existe un opérateur W, : Lz(mﬁ) -+ L;(Q) tel que

(a) W, soit linéaire

(b) W (g)ll, = ligl,
(c) Soient g, g, € L;(Rg). Pour que W, (g,) et W, (g,) soient
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(1.1)

(1.2)

(1.3)

indépendantes, il faut et il suffit que l’ensemble ,g, # 0 et g, # 0) soit

de mesure nulle.

Preuve. Soit p, le processus de Poisson défini sur RIXR* avec

1’intensité
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dt du

u1+o¢

du
c;! Jbo(l-e'“) '
0 u1"‘0&

Pour tout borélien A ¢ R¥ x R, i, (A) est une variable de Poisson de
paramétre o(A), c'est-a-dire que

(teRe , ueRY)

o

E e'?\”w“‘) - e~0’(A)(1-e'A)_

A partir de la on peut définir f f du, pour £ > 0 et les f telles que
1'une des deux intégrales suivantes soit finie :

f(l - e Mae f (1 - e M )dg.

Définissons

W, (8) = Hmdxw“g(t> A (£,1) .

Evidemment, W, est linéaire. Pour (b), il suffit de voir

E e-lu&(g) = exp(-C, dt (1 - e huglt)y du )
[Rd Rﬁ u‘Hoc.
dv
- . o ® .aV
exp(-C, f%éx g(t) dt.J;ﬁﬁl e )V1+a}

]

exp(-xuﬂgﬂz).
Pour (c¢), on tient compte du fait que

E o MWal91)¥W820) e-ilg,+g2||§>\°‘

On a utilisé la linéarité de W, . Alors pour que W, (gy) et W, (g,) soient
indépendantes il faut

g, + g% = Hg I + lg, I
fmd@?‘ +gd - (gy+8)%)dt = 0.

Comme 1l'intégrand est toujours non-négatif, la derniére égalité signifie
que

gy + g5 = (g + g% p. p. sur KA.

Le reste ne repose que sur le fait suivant : soient a > 0, b > 0 et
0 <ax<1l, alors
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a* + b* = (atb)* & a =0 ou b = 0.

En effet, ce fait équivaut & celui-ci : 0 <h«<1l, 0<a<l

h* + 1 = (h#+1)* <= h = 0,
Or, ce dernier est vrai car 1 + h* - (1+h)%® est strictement croissante.
Quant & la réciproque, elle est évidente.

COROLLAIRE. Les W, (gy), ..., W,(g,) sont indépendantes si et seulement si
p. p. il y a au plus une fonction de g,, ..., g, qui ne s’annule pas.

Preuve. L'idée est dans la preuve précédente. Il nous suffit de
savoir que pour que l'on ait

af +...+ 0 = (ay +...+ a)® (a; 20, j=1,2, ..., n)

i
il faut et il suffit qu’il y en ait au plus un qui ne s’annule pas. En
effet, la condition est bien suffisante. La nécessité peut &tre démontrée
par récurrence. Le cas n = 2 est fait. Supposons que c'est vrai pour n =
m. Supposons que a, > a, 2...2» a,,4 > 0. Alors la fonction

f(x) = af +...+ ay + x* - (a,+...+a +x)" (x > 0)
satisfait a

£(0) = af +...+ a> - (a; +...+ 3, )* >0

1 1
£fr(x) = QLX - >0 (x > 0).
tro (a1+...+am+x)1’“

Par 1a on voit que, pour que
o

o . o
ap +...+ agy = (a1 N am+1)

il faut que le plus petit a , 4 soit nul.

REMARQUE 1. Si on définit

L, = (X : XX €] ; X et X indépendantes)

i

XIS = UK NS + IXIE (X € L).

On peut étendre W, : L, = L, en définissant

W (8) = W (g") - W (g).
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Cetle extension satisfait aussi a (a), (b) et (c).

REMARQUE 2. Nous n'avons pas besoin de nous limiter & 1'’espace euclidien.
Par exemple on peut envisager un groupe métrique muni de la mesure de
Haar. Dans ce cas, la plupart des détails dans la suite pourra étre
gardée.

3. CONSTRUCTION DU CHAOS MULTIPLICATIF DE LEVY

Soient W&"’ une suite de copies indépendantes de W,. Soient B, (t) une
suite de boules de méme centre t et de volume v, tels que

v, = E— e >0).
n

n
Soit u > 0. Posons maintenant
- in)
X, () =W, "7 (u an(t))‘
Construisons ensuite le poids positif
B
P, (t) = exp(=u” - X,(t)).
n

Puis faisons la multiplication

n
oty =[] B, (0.

m=1

Ainsi on obtient une martingale indexée. On peut se ramener au cadre
de multiplications indépendantes dont J.-P. Kahane a fondé la base ([19]).

I1 existe donc un opérateur que l'on note par Q(&,B,u) car il dépend
de @, B et u.

D’aprés un théoréme de Kahane (chapitre I, théoréme 1.3), 1l’opérateur
E QUa, p,uy eSt une projection dans 1l’espace M(R®). Notre but principal dans
ce qui suit est d'essayer de déterminer 1'image et le noyau de cet
opérateur.

4. APPROCHE DU NOYAU.



Rappelons que la dimension portante d’une mesure o € M (RY), que 1l'on

note par Dim o, est définie comme la plus petite des dimensions des
boréliens portant cette mesure.

THEOREME 1. L'opérateur Qa, p,uy ©St dégénéré en o € M (RY) des que
Dim o < (1-a)p du®.
Démonstration. Sans perdre la généralité, on peut supposer que ¢ est

portée par un compact K dont la dimension de Hausdorff dim K < X\ avec

Dim o < A < (1-®)B du®. D’aprés le théoréme 3 dans [19], il suffit de
démontrer qu’il existe un certain 0 < h < 1 tel que

E sup(Q, (t))" < C(diam B)¢1-M)* (4.1)
teB

vaille pour toute boule B et un certain n = n(B)kdépendant de B.

Soit r, le rayon de la boule B, (t). Comme le volume de Bn(t) égale a
-, on sait
n

o

B
ory

/2
rn=( ol Cq =

F(d + 1)
2
Soit B = B(tgy,r).

Supposons que T, ,4< ¥ < T
pour tout m < n on a

n- D'aprés le fait que,

B, (t) D B(ty,r,-t,) i

si t € B(tgy,x)
et le fait que

W, (g1) < W,(g,) si

g1 < gZ’
pour tout 0 < h <1, on a

n
E sup (Qn(t))h < C exp(h u*g log n - hadmzz IB(ty,rp-t ) D).
tE€B m=1

C étant une constante et | | signifiant le volume.

Or

n
> iB(ty,r,-r,)| = B log n + 0(1)
m=1

car
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d
IB(ty,1,-1,)) =8 2 (-1)) ¢} n7i/d p¢d-ir/d,
i=0

Par conséquent,

2 o
E sup (Q ()" < ¢ n ¢h -MIPuT
tEB

C étant une constante qui differe de la précédente.

1
Comme — = (diam B)d, on a alors
n

[ 3

gdu®(1-h)
E sup (Q,(t))" < C(diam B) 1P
B

Pour l'obtention de (4.1), il suffit donc de remarquer

~ h*h
lim =
hol L - h

l -

et de choisir un h suffisamment proche de 1. CQFD

5. 12 -THEORIE

PROPOSITION 3. La martingale Q,0 converge dans 1?2 si et seulement si
do(t) do(s
S (&) do(s)
(2-27)Pdu It-sl(z'za)ﬁdua

Preuve. Il suffit de démontrer que

do)? — 1 — .
E(j Qo) (2-2%)8du® (n )

En utilisant

1 + 1 =1 y+21
By(t) ™ 7B, (s) B (t)B (s) B, (t)B (s)

1B, (t) @ B,(s)| = IB_(t)| + IB (t)! - 21B () N B (s)1.

On obtient facilement

(5.1)
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s n
IE(I Qnda) = JI exp{(Z-Z"‘)u“Z IB, (t)NB, (s) 1 |do(t)da(s).

m=1

Moyennant la conjecture suivante

(C) > IB,(t) N B (s)l =p d log

m=1

+ O().
it-sl M

On achéve la preuve au moyen du lemme suivant.

LEMME. Soit B,.(t) la boule de centre t et de rayon r dans . ona

IB.(t) N B (s)l = 1B (O)I + O(lt-slr)d" T,

Preuve. On calcule directement, en supposant lt-s| < 2r,

B, (£) N B_(s)] = 2 f J el ) % .dx,
N

2
d}T,XT’*‘; v .+Xd- 1{]: 'Xd

2_,2\(d-13/2
2 Cd-1J?t-sl/2 (r®-xg) dxg

ol

w72
Gy = ———  (d>1).

Fd 1
(§+)

Or,

d-1
2 .
Jtt_sl/z(rz"xg) 2 dxd = rdJ‘g/ COde dy o+ O('t_s[r)d 1

d’ott le résultat.

PROPOSITION 4. Sous la condition (5.1), 1l’égalité

k(t,s)
E k(t,s)dQ(t)dQo(s) = do{t)da{s)
IJ «U It-sl(z'za)ﬁd“a

est valable pour k positive ou bornée, Q étant Q(,3,u).

En particulier,

EIg(Qo) < o= 1 o (0) < o0

8+¢2-2% pPdu

(5.2)
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6. PROBABILITE DE PEYRIERE

Supposons o(Rl) = 1. La probabilité de Peyriére g est définie sur
l’espace ) X R par

I £@,0ya00,0) = E [ £, 000t
pour toute fonction mesurable positive f£(w,t). Comme Xn(t), P, (), Q, (t)

deviennent des variables aléatoires sur 1l'espace de probabilité
P P

(§2><Eg;g), on les désigne simplement par X, Pys Q.

PROPOSITION 5. Si E Q ¢ = 0, les X, sont g-indépendantes.

Outre l’hypothése et 1'indépendance des W&n) , 11 y a un autre élément
qui joue un role essentiel dans la preuve de cette proposition. C’est que,
pour tout n et toute f , l’espérance

E P, (t) £, (X, (t))
ne dépend pas de t. En passant, on obtient la formule
[ £x)aq = E 2(0) £X,) (6.1)

En particulier, on a, d'aprés (1.2) et (1.3)

&

uB
Eﬁ log P (t) = -g—(l-m) (6.2)
2 _ [«°8 .
Eﬁ (log P,) =‘(—5—(1-a)] + —;—-a(l—m) (6.3)
donc la variance de log P,
: u’g
Vq(log P = —;——m(l-a). (6.4)

LEMME.

N
oy 2 log By — (108 g-p. 5. (6.5)
1
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Preuve. Comme

2
- E[log Fo E Tog P“] o ua(l-a)p < (o > 1)
== —————— fore) =,
n=2 log™n n=2 n log?%n 2
on sailt, pour o > E’
® log P, - E log B,
Z converge q - p.S.

n=2 log’n

Prenons @ = 1. Le lemme de Kronecker nous assure que

1 N
log P, -[E log P ) - 0 g-p. s.
1ogNn§1(ogn E log B,) a-p. s
uw*g(1l-o
Observons que [ log P, = —L-)-, d’oll le lemme.

n

7. APPROCHE DE L'IMAGE

Rappelons la signification de M;+ (IRd). Que o appartient & M;+ (le)
signifie que, pour tout € > 0, il existe un § > 0 et un compact K tel que
o(le\K) < € et que

10g (23 ]-K (B(t)e-n)>
lim sup < -D-8 (7.1)
n -+ n

ou bien, pour une suite r, = 0 telle que lim(log r,/log r, ,q) =1,

log o 1K(B(t,rn))
lim sup < -D-§. (7.2)
n - oo log 1/r,

THEOREME 2. Supposons o € M;+(1Rd) et D > (l-a)B du®. Alors 1l’opérateur
Qo p,uy ©st fortement non dégénéré en o, et de plus, si D > (l-)B du®,

O'EM+ ([Rd) . S.
Q(“.ﬁnU) (0-(1-a)pdu®)+ P

Démonstration. On le démontre par deux étapes en suivant Kahane ([18]),
et on peut se borner au cas D > (1l-a)g du®. D'apres (7.1),



Io(al,) = Jj d9(8) 4985) L g1 D <wm < DiS.
ft - sIM

Selon la proposition 3, E Q(a p,uy? = 0. Donc la probabilité de Peyriére
est bien définie. Soit R, l'opérateur produit des poids P (m > dn)
Considérons d’'abord

p,(t) = R o(B(t,e™")).

Soit x,(t,s) la fonction indicatrice de l'ensemble des points (t,s) tels
que lt-s| < ™", On peut écrire

P, (t) = f x(t,s) R,o(ds)

d'ol, et d'aprés la définition de la probahilité de Peyriére et la
proposition 4,

o0

p da = || x(t,s)exp|(2-2%)u® > 1B, (£)B, (s) | |do(t) do(s).
m___[edn]
Puisque
[e?"]
> B, (t) N By(s)l = gdn + 0(1) si  lt-sl = 0(e™™),
m=1
on a
(s oo
[« 3 &
[ o dq < cf| e (2 2MPutdny (¢ syexp|(2-2%)u* T 1B, (£)NB, (s) | |do(t)da(s)
v o m=1
oF
oo X (E,S)
= ¢|| e"t2-2)Pdu - —da(t) do(s).
Jd lt-g1(2-2%)Bdu®
Comme
o0 t R
> o(M-(2-2%)8du®)n X (€,8) < 9D
n=1 lt-gj(2-2%Bdu®  lt-s|"
on a

o0

n=1

et par conséquent p, = o(e” M) 4-p. s. Donc presque sGrement
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P, (£) = o(e™ ™) Qo-p.p.

I1 est donc presque sOr que, pour tout € > 0, il existe un compact Kl
contenu dans K, tel que

Qo(R\K!) < ¢ (7.3)

log pp (£)
lim sup ~—=—e————o < -1 uniformément sur Kl. (7.4)
n -+ n

Considérons maintenant (6.5). On peut en déduire que, presque
sGrement, pour tout € > 0, il existe un compact Ki contenu dans K tel que

Qo(K\KZ) <€ (7.5)
log Q,(t)
—m = 0B (1-a) uniformément sur Kg. (7.6)

log n
Posons maintenant
S, =1 Qo.
Ty
€ KeMKE

D'aprés (7.3) et (7.5)

Qo(K\KINK2) < 2¢,
et d’aprés (7.4) et (7.6),

log S_(B(t,e™™)) log Q[edn}(t) log p, (t)
lim sup < lim sup + lim sup ——m——
n - o n n n n n

< -n + (L-o)g du®

N " 1 2 2 +
uniformément sur K. N K%. Cela entraine que oEM .
SR e Qe 8,07 = Mip. (2-2%)0u)+

Deuxiéme étape. Observons d'abord que, si u se décompose comme

o & x
ut o= uy +oup
alors il existe deux copies indépendantes de W,, W; et W;, telles que

. "
Wolu Tgee,ry) = Waluylyee,ry) + Waluplpee oy

Cette égalité signifie que les deux processus des deux cétés du signe =
ont la méme loi jointe. Pour éclaircir ce point, il suffit de rappeler la
linéarité et 1'isométrie de W,. Par conséquent, et généralement, si
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o _ L& o &
u® = up 4 ouyt. Lt uy (7.7)

alors on peut décomposer Q. g , en un produit d'opérateurs indépendants
Q(“.ﬁ.u) = Q(a,ﬁ,u1)Q(m,B,u2)--- Q(&,B,ug)' (7.8)

Supposons maintenant

(2-2*)pduf<D
(2-2%)pduy < D - (l-x)pduy > (7.9

(2-2%)gdul < D - (L-o)pd(ud+ud+. . .+us )’

Tour & tour, en appliquant ce que nous avons démontré & la premiére étape
et (7.8), on obtient finalement

ge M .
e, B, u) (D-¢1-aypu™y+

I1 est simple de vérifier qu'il existe u,,...,u, satisfaisant (7.7) et
(7.9). ’
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CHAPITRE V.- MARTINGALE INDEXEE LIEE AU RECOUVREMENT SUR LE TORE T¢.

INTRODUCTION
Sur le tore T¢ = (R/Z)Y on définit une suite de cubes

d 1 1
&n = .X ]' E’en'j 1523-\,][ (n21)
j=1
d
dont le volume vy = EE.en i On se donne de l’autre cété une suite de
!

variables indépendantes'{wh} uniformément distribuées sur T9. Soit

G, = g, + ©,, la translatée de g, par ®,. Le probléme de recouvrement est
o0

de demander, pour un compact F donné dans ﬁd, quand on a F C [_JGn p.s.
n=1

Soit x, la fonction indicatrice de g,. Une martingale indexée est
attachée au probléme précédent

n
Q) = [Ip,(t) ot P () = (L-v,) ' (L-x,(t-0,)).
m=1

Cette martingale Q, définit un opérateur aléatoire Q opérant sur les
mesures o € M*(T9). Et 1l'opérateur FQ : o - [FQou est une projection dans

M (1Y),

&
Prenons, comme exemple, £ = (™'"9, 0n démontre que
n

n,j

R, < Img(EQ) € [ |Ryoe

€>0

|J8,—e € Ker(FQ) < 8,
€>0

o R, désigne 1l'ensemble des mesures &-réguliéres (s’écrivant comme somme
de mesures de x-énergie finie) et SQ désigne l'’ensemble des mesures
x-singuliéres (portées par un borélien de x-capacité nulle). En passant,
on démontre aussi que Cap,F = 0 est une condition nécessaire pour le
recouvrement de F. Il nous semble, comme le résultat concernant le noyau
1’indique aussi, que cette condition pourrait étre suffisante.
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Le "cubisme" imposé comme hypothése n’est pas essentiel. Cette
restriction a tout simplement pour but la simplicité. Ce qui importe,
c'est la convexité et la forme non plate des objets recouvrants.

1. CERTAINS NOYAUX SUR LE TORE T¢

Soit G un groupe compact dont le groupe dual I = G. Soit m la mesure
de Haar normalisée. Une fonction ¢ définie sur G s’appelle noyau de
Fourier si elle satisfait aux hypothéses suivantes

(Hy) ¢ est positive, semi-continue inférieurement et intégrale. Et
sa transformée de Fourier est strictement positive, i. e. @(Y) > 0 pour

tout vy eI ;

(HZ) 11 existe une suite de fonctions {¢h} positives, bornées et de
transformée de Fourier non négative qui s'approchent de ¢ de fagon que

&N(Y) 1 &(Y) pour tout Y € I"
IgN -+ I pour toute p € M'(G)
I§ désignant 1'énergie de p relative a ¢.

Suivant ([25]), on peut établir les théorémes suivants.

THEOREME A. Pour toute p € M(G) on a

™= S dmMipmIiz I = 18).
ver

THEOREME B. Si Cap E > 0, il existe une mesure de probabilité unique
o)

Be € M"(E) telle que I © = I(E) ou I(E) est la borne inférieure des

énergies des probabilités portées par E.

Cette mesure p, est appelée la mesure d’équilibre sur E et son
potentiel est appelé le potentiel d’équilibre de E.

9%

THEOREME C. L'ensemble des points ol U ®(t) < I(E) est négligeable par
rapport a toute mesure d'énergie finie. D'autre part U™(t) < AI(E) pour
tout t € G si le noyau ¢ satisfait au principe du maximum A-dilaté.



Le reste du présent paragraphe est consacré 3 1l’étude de certains
noyaux convexes sur le tore T qui servent a la recherche du probléme de
recouvrement.

T¢ ayant été défini par (R/Z)?, une fonction périodique ¢ s'appelle
noyau convexe si elle vérifie

a) ¢ est positive, non constante et sommable sur [0,1[d :
b) ¢ est une fonction paire par rapport & toute variable ;

¢) Quelles que soient k (l<k<d) variables distinctes t31""'t5k’ on
a .
ke g
) ¢>’0 pourta(t‘,‘..’t})e}G,l[ .
atd .. .ot
1 Tk

Cette inégalité est stricte sur un ensemble de mesure positive.

THEOREME 1. Les coefficients de Fourier d’un noyau convexe sont
strictement positifs.

Les noyaux convexes de dimension 1 sont étudiés dans [25]. Ce
théoréme se démontre de la méme fagon que dans [25] en faisant appel & la

notion de différence : pour 1 € j € d et a 2 0 1'opérateur de différence Ag

est défini par
Aé‘b(t‘i"‘.’td) =¢’(t1,.,.,tj+a,...,td) - (t’(t.t,..,,tj,...,td).

I1 est facile de vérifier les commutativités suivantes

2 - ol
a . )
at, b - AJ’EE;'

Voici un procédé engendrant des noyaux de Fourier sur .

i) Soit f une fonction telle que £’ > 0 et £" > 0., Si ¢ est un noyau
convexe sur [, la composée £ o ¢ l'est aussi ;

ii) Si @,...,9y sont des noyaux convexes sur [, alors le produit
¢(t1,...,tj) = @ (t;)...9q(ty) est un noyau convexe sur ™ ;

iii) Si {®,) est une suite de noyaux convexes sur 79, leur somme
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P(t) = E:@;(t), si intégrable, est aussi un noyau convexe sur ™.

Un exemple trés important de noyau de Fourier est

oo d
k(t) = exp ES I—[(ﬁn'j - Itjl)*.
n=1j=1

C'est lui qui intervient dans la résolution du probléme de recouvrement.
Maintenant on va le comparer avec le noyau de Riesz. Rappelons que le
noyau de Riesz d’ordre 8 est défini par

d
Re(t) = le1"®  (1t1? = ;Eit?).
J=

Désignons par k, le noyau k correspondant aux £, i = ajn'1/d
&==&1 P &d.

avec

THEOREME 2. k, = R4 (0 <a<1).

Démonstration. Supposons

5 5 ty
0 —<g —<...€ —
& % Qg

ty
(my Ve g — < o 1/d,
Oy

on a

n d
k,(t) = exp & jz I—I(k'1/d - tj/aj).
k=1 j=1
Or, k étant fixé

d 1 d
[Tt -/ = =+ O{Zk““”d tl].
j=1 j=1

Faisant la sommation, on obtient

n d n oy d
-1/d i j
Zﬂ(k 7d . tj/o‘j) = ZE+ O[an/dté
= log n + O(1)

I

t-d
i
1ongax——) + 0(1).
. Ot

J 7
CQFD
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2. ACTION PLEINE DE L'OPERATEUR [EQ.
1

Soit x, ; la fonction indicatrice de 1l’intervalle ]- ;ﬁn i §£n j['
Alors la fonction indicatrice de g, s’écrit '
d
%) = [Ix, ;05 (e=(ty, ..., 840,
j=1
D'ailleurs posons
Z, (t) - .[den(t+s)xn(s)d$.
On a, grdce a l'indépendance de x, i (J=1,...,4),
d 1
5,0 = [l ;- 1550, (sigy < 9 (2.1)
j=1
car

1
THEOREME. Supposons Bn' < 5-(n>1, 1< j<d) et EE vﬁ < o0, Quelle que

i
soit o € M*(T9). Alors

I¥ <= | Q.do L%-converge
k n g

s d
k(t) =exp > [[(4 ;- 11,0,
n=1j=1

Démonstration. 11 suffit de montrer que

E(f o,d0) = 0. (2.2)

En vertu de 1'indépendance des W,, on a

2 n
E(f Qndcr) = H ﬂltEPm(c)pm<s)do~(t)da(s). (2.3)

Tenant compte de (2.1), on sait



d
E By (£)B,(s) = (L-v) 3 fl-2v, + []cg, ;-1t;-55 D),
j=1
Remplagons ceci dans (2.3), on peut obtenir la majoration suivante

E(f Qnda)2 < I7 exp(T vﬁ)

d’olt (2.2). CQFD.

COROLLAIRE. Si ¢ est k-réguliére, EQ agit pleinement sur o&.

3. DEGENERESCENCE DE L’OPERATEUR [Q.
Introduisons tout d’'abord la norme suivante.

ltl = 279 max Itjl'
1<j<d

La constante 2”9 permet d’écrire le volume d’'une boule de rayon r
IB(O,xr)| = 9. Soit By une boule fixée. Soit r, (n > 1) une suite tendant
vers zéro. Posons

& = By (mn21)
IB, 1.

Vn’

C’est un cas particulier de ce que l'on décrit dans 1l'introduction.

THEOREME. Supposons

= 0(1) (3.1)

vitid e o <y <a) (3.2)

Si o est une mesure portée par un borélien de ad-mesure finie, on a
Qo =0 p. s.

Démonstration. D'aprés un théoréme dans [19] (p. 4), il suffit de
trouver un réel 0 < h < 1 et une constante ¢ > 0 tels que l’on ait
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E sup (Q,(t))" < C(diam B)¢'-h)od (3.3)
teB

pour toute boule B et certain n = n(B) dépendant de B.

Soit B = B(ty,r). Supposons r,,4 < r € 1,, I, désignant le rayon de
B,. D'aprés le fait que pour tout m < n
lt-tyl < r , ty € BW,,r,-r,) = t € B(w,,1,),
on a
13‘“)m"m"‘n’(t°) < 1B(wm'rm)(t) si ft-tg | < r.

Donc pour tout h > 0 on a

n(l - 1B(wm,rm-rn) (to))

m=1

/n ~h
E sup (Q,(eN™ < [[Ta-vy ] E
tEB \n=1

/ n -h 4
- n(l-vm)] [Tc-1B¢0,x,-x ) ).
\m=1 =1

A la condition que Z vﬁ < o, on trouve

n n
E sup(Qn(t))h £C exp[h va - Z lB(O,rm-rn)l )
tE&BR m=1 m=1

C étant une constante, Tenant compte du fait que IB(0,r)l = rd

1'hypothése (3.2), on a

et de

n n
SUIBO, - )l = 3 v, + 0(1).
m=1 =1

Puis utilisant 1l’hypothése (3.1), on obtient

E sup (Q,(tNH" < ¢ vi{I;M= (3.4)
tEB

C étant une autre constante. Comme v, , < rd, (3.3) résulte de (3.4). CQFD

4. NOYAU ET IMAGE

Nous nous bornons momentanément au cas que l'on décrit au § 3. Nous
supposons (3.1) et (3.2) vraies. En ce qui concerne le noyau et 1'image de



la projection EQ on a
THEOREME.

R, < Img(EQ) € [ Ry e (4.1)
€>0

| J8,.. € RKer(EQ) ¢ 8§, (4.2)
€>0

Démonstration. La premiére inclusion dans (4.1) est le corollaire 2
la fin du § 2. Supposons o € Img(EQ). On la décompose en suivant Kahane

c=0, _ + 7

- € Qe €

(ar-e € mu-e ’ oi—e €S,

a-e)'
Faisons agir EQ sur 0. La deuxiéme inclusion résulte du fait que

o=FEo,_ . < g

- €

(4.2) se démontre de la méme fagon, ou bien par dualité a partir de
(4.1). CQFD.

5. GENERALISATIONS
Le "cubisme" imposé dans tout ce qui précéde peut étre relaché. lLes
théorémes se généralisent au cas ou les objets recouvrants sont des

convexes symétriques et de formes non plates. Supposons que

i) K soit convexe et symétrique par rapport a l'origine ;

o
ii) K soit compact et 0 € K.

11 existe alors une norme sur RS dont K est la boule unité fermée. Pour
cela on pose

ixli = inf{a>0 : x € aK}.
Dans le fond la réciproque est aussi vraie. Supposons de plus que
iii) IKI =1 (I.l désignant le volume).
Sinon, multiplions K par une constante. Alors la norme vérifie

B(O,r) = kK , IB(O,r)l = 9.



Prenons maintenant une suite K, (n > 1) dont chacun satisfait a i),

s s

ii) et iii). Prenons d’ailleurs une suite de positifs r,. Posons

O
g = I K,

v, = lg,I.

Une martingale indexée se construit comme dans 1'introduction.
Le théoréme au § 3 se généralise & condition que
n r
Py = 0(p,)-

p; étant le rayon euclidien de la boule la plus grande contenue dans K, de
centre 0 ; p" étant le rayon euclidien de la boule la plus petite
contenant K, de centre 0. En réalité, ce qui joue, c'est 1l’inégalité
triangulaire. Ce théoréme s'étend aussi sur un groupe compact métrisé.
Soit B(e,r,) la boule de centre e, l'unité du groupe, et de rayon r,.
Posons

@(r) = iB(e,x)},

Le théoréme s’étend & condition que

n n
S er,-r,) = > @r,) + 0(1)
m=1

me=1

L 1
E - 1 [E——— T N
m=1(p(rm) > oe e(thaq) W

Quant au théoréme du § 2, il peut s’'énoncer avec

k(t) = exp > & (t).

n=1
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CHAPITRE VI.- RARETE DES INTERVALLES RECOUVRANTS

RESUME. - On considére le modéle de recouvrement de Dvoretzky. Il est
démontré dans ce chapitre que les intervalles recouvrant un point sont
rares.

1. NOTIONS DE RARETE ET ENONCES DE RESULTATS

Considérons le modéle de recouvrement de Dvoretzky (cf. [7], [17]). Il
a été démontré en 1972 par L. Shepp [42] que le cercle T est recouvert par
les intervalles jetés au hasard définis par I = ]0,£,[ + ®,, et méme une
infinité de fois pour chaque point, si et seulement si

- 1
Z — exp(£4+...+ £,) =
n=1 n?

ou la suite {£,}, constituée des longueurs, tend en décroissant vers
zéro et les w, sont indépendantes, chacune d’elles se distribuant '
uniformément sur T.

Autrement dit, quand cette condition de Shepp est réalisée, alors
presque strement pour tout point t€M, il y a un nombre infini
d'intervalles qui le recouvrent. Combien y-a-t-il en fait
d’intervalles recouvrant un point ? Est-ce une suite rare ou épaisse ?
C'est une question posée par L. Carleson, qui m’'a été communiquée par
J.-P. Kahane.

Pour des raisons techniques, supposons désormais

S &<

Tout naturellement, il nous faut tout d’'abord expliciter la rareté et
1’épaisseur. Soit A une sous-suite de N'. Nous introduisons ici deux
moyens de décrire la rareté ou l'épaisseur de A.
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Prenons premiérement une série divergente de termes positifs

o«
S: > a =0 (3, >0)
n=1

disons une série étalon. On sait que A est S-rare ou (a,)-rare si
o0
S a <
neA

En cas contraire, on dit que A est S-épaisse ou (a,)-épaisse. C'est le
premier moyen de description.

Passons ensuite au deuxiéme. Au lieu d'utiliser des séries étalons,
prenons une suite (O'n} positive croissante tendant vers 1'infini. Pour la
suite A, introduisons

N, (A) = Card(A N [1,n]) (n>1).

La (0, )-densité inférieure et la (0,)-densité supérieure de A sont
définies respectivement par les deux quantités suivantes

N, ()
d(A,0,) = lim inf
n -~ o0 Un
_ N, ()
d(A,0,) = 1lim sup .
" n -+ o0 Jn

-

Grosso modo, plus grandes sont les quantités d ou d, plus épaisse la suite
A,

Revenons maintenant au probléme initial. Voici deux notations :

A = (o€l @ I, 3t} (t€D)
N, (E) = N, (A) (t€T).

A, est l'ensemble des indices des intervalles qui recouvrent le point t

tandis que Nﬂ(t)Vest le nombre des intervalles parmi les n premiers
intervalles jetés au hasard qui recouvrent le point t.

Du premier point de vue, on a le théoréme suivant démontré facilement

comme une conséquence du théoréme des trois séries.

THEOREME 1. Soit {a,} une suite de nombres positifs constituant une série
étalon. Le point t (€ T) étant fixé, on a
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o<
a) Z af, <= p. s. A, est (a,)-rare.
n=1

(==}
b) > a £
n=1

¢) En fait, la condition a) (resp. b)) implique que p. s. pour presque

o= p. 8. A\, est (a,)-épaisse.

tout point t, A, est (a,)-rare (resp. épaisse).

¢ 4
COROLLAIRE. Supposons que ﬁn =~ (a>0). t étant fixé, la suite ﬁ& est
n

1
) -épaisse et (~——wmw—)-rare (€ > 0).
+ €

(
log1 n

log n

Du deuxiéme point de vue, on a aussi un théoréme qui se démontre
aussi facilement.

n

THEOREME 2. Supposons que o, = Zﬁk tende vers 1l'infini. Pour t € T
k=1
fixé, on a p. s.
N, (t)
lim =1.
nwo  n

Autrement dit,

dn ,0,) = AN ,0,) = 1.

COROLLAIRE. Soit £, =

BiR

(@ > 0). Pour t fixé, on a p. s.

N, (&)
lim

n-wo 108 M
En terminologie de densité,

g(ﬁ&,log n) = a(ﬂ&,log n) = o,

Un point t étant fixé, on a déja de bonnes informations sur la rareté.
de A. Néanmoins le plus intéressant est de savoir la rareté uniforme pour
tous les points. Dans la suite on va s'engager dans ce probléme, mais dans

o

le cas bien particulier ou £, = —. Les résultats obtenus sont énoncés en

n
forme des deux théorémes suivants.

Soit f(x) une fonction définie sur R* telle que



= 1
ngl n Ey (Fy)

et que pour tout § > 0 1l existe une constante C = C(8§) telle que

fén) 26 f(n) (M&eN. (Fé)
Voici deux telles fonctions

£(x) = logPx (p >1)
£(x) = log x log,x---log x(log. 4 x)? (p > 1)

ot logyx = log x et log,.,4x = log log x (x assez grand).

o4
THEOREME 3. Soit £, = — (o > 0).

a) Si £(x) satisfait (F,) et (F,), presque sirement on a

1
max

< oo (1.1
t€T neA, ,n>n, log n log log n f(log log n)

b) 8i @ > 1, presque sirement on a

min Z-—-—L———=oo (1.2)

=T TIEAtlcag log n

Ce théoréme implique que, si o > 1, presque s(rement pour tout t&l,

la suite A, est (log log n)"—épaisse et (log n)""e-rare (e > 0).

THEOREME 4. Supposons £, =
a) Pour n’importe quel o >

(¢ > 0).

, onap. s.

oS | R

max Nn(t)
) t€l 142/ @)
o < lim sup ————— < 20(l+e (1.3)
n - oo log n

max N, (t)

el -
lim sup —————ue— < 2, si x € & 3,
n o logn

(1.4)

b) Pour @ > 1, on a p. s.
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min N (t)
1 tel
l - -« 1lim inf e (1.5)
o n -+ o log logn
min Nn(t)
tel
lim inf —— < (1.6)
an - oo log n

REMARQUE 1. {(sur les parties les plus intéressantes du théoréme 4). Le
corollaire du théoréme 2 entraine déja

min Nn(t) max Nn(t)
teT =33 |

lim inf ————— < ¢ € 1lim sup

n % oo 1°gn n - oo 1°gn

La premiére inégalité dans (1.3) et l’'inégalité (1.6) assurent seulement
que ces deux inégalités sont strictes, alors que la deuxiéme inégalité
dans (1.3) et 1’inégalité (1.5) affirment que p. s. pour tout t €T

log log n << N, (t) << log n.

REMARQUE 2. (sur quelques aspects restant 4 améliorer). Le terme

log log n dans 1'inégalité précédente, peut-il étre remplacé par log n ?
Ou bien, est-ce que log n dans (1.6), peut-il étre remplacé par log log n
? La majoration dans (1.3) est mauvaise quand & est petit, tandis que
(1.4) en est une amélioration. On espére encore que la quantité 2 pourrait
étre remplacé par Ax avec une certaine constante A.

REMARQUE 3. La paramétre &, considéré comme la grandeur de la suite {E},
n'émerge pas dans la conclusion du corollaire du théoréme 1, ni dans ce?le
du théoréme 3, tandis qu’elle apparait dans la conclusion du corollaire du
théoréme 2 et dans celle du théoréme 4. De ce point de vue, on peut dire
que la deuxiéme description de rareté est plus précise que la premiére.

REMARQUE 4. Pour bien comprendre le théoréme 1, particuliérement son
corollaire, il n’est pas inutile de présenter une suite & la fois
(log n)"-épaisse et (log n)'1'e-rare :

Ay = exp(n) (n21).

REMARQUE 5. Si ¢, = —{ig- B >0, 1<6<1), pour tout t€l, A, est p. s.

n
(1/n1’810g n)-épaisse et (1/n1‘810g1+5n)-rare.
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2. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1 ET 2.

Si l'on veut adopter le premier moyen de description de rareté, la
formule suivante est incontestablement bonne

o0
Doa, = D a, x,(t-0,). (2.1)
e n=1

Démonstration du théoréme 1. La formule (2.1) nous informe que la
(a,)-rareté (resp. la (a,)-épaisse) de /\, correspond juste a la
convergence {(resp. la divergence) de la série se trouvant & droite dans la
formule. Comme les termes de cette série sont bornés, il suffit
d’'envisager, d'aprés le théoréme des trois séries, les deux séries
suivantes :

n=1
oo o
Z <a§£n - agzﬁ = Z ag’en
n=1 =1

d'olr résultent a) et b), car la premiére série au-dessus majore la
deuxiéme.

Quant & ¢), il résulte du théoréme de Fubini. CQFD

Si 1'on adopte le deuxieéeme moyen de décrire la rareté, 1l'expression
suivante de N, (t) est commode

n
N, (t) = O x;(t-0;). (2.2)
j=1

Puisque les X; sont majorées par le 1, le théoréme 2 provient
directement du théoréme des grands nombres car Ej =E Xj

3. DEUX LEMMES

Les théorémes 3 et 4 reposent tous les deux sur les deux lemmes
suivants.
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Etant donné p et q tels que 1 € p < ¢q, posons

p,qlt) = i X (t-ty )

S
k=p+1
M. = max $ (t)
P9 €T P.q
q
o, = 2 &
k=p+l
Etablissons d'abord une relation entre Sp q et Mb q’ @ étant fixé. La

quantité Mp q signifie qu’il existe un point ty = t(w) qui est recouvert a

Mp q reprises par des intervalles I, (p+l € k € q). Si t; se trouve a
droite du centre d'un intervalle, on dit que t; est recouvert & droite par

cet intervalle. On peut supposer alors qu’il y a EMP q intervalles
recouvrant le point t; A droite. Cela implique qu’il existe un intervalle

1 1
I(w) de longueur §£q qui est recouvert par Eﬂﬁ q intervalles (supposé £,
décroissante), c'est-a-dire que, pour tout ©, on a

1 1
Ht Sp'q(t) > EMP,Q}’ > Eﬂq (3.1)

I.1 signifiant la mesure de Lebesgue.

De l’autre cété on peut facilement calculer la transformée de Laplace

de S, , @ pour,tout X € R

q
Eexp XS, q=[]Q- g +etg).
p+l

On en déduit une expression plus simple

E exp A Sv.q < exp[(ex~1)Lp'q]. (3.2)
LEMME 1. Supposons r >»Lp q° On a
> < 2 i 1 r 1
P(Mp‘q/2r) < z—exp{r( - ong y - Lp!qj.

q 4

Preuve. Considérons d’abord l’intégration de exp A Sp,q Par rapport a
t. 8i 1l'on tient compte de (3.1), on obtient immédiatement

1 1
Eiqexp EAMP.Q < j&exp A Sp’th (A2 0).

Ensuite prenons l’espérance. A 1l'aide de (3.2), on obtient l'expression
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suivante

E expl- < jiexp{(ex~1)Lp ].
2 9 eq + 9

C’est une information sur les moments de Mp q° Maintenant faisant appel a
’
1’inégalité de Chebychev on obtient une information sur sa distribution :

2 A
P(M, 4 > 2r) <€ z;'exp[(e -LL, 4 - Ar].
Posons alors
_ k- -
g(X) (e l)Lp'q Ar.

On s'apercgoit que g(A) atteint son minimum au point X\ tel que
A =
eL =T 2z 0).

Un tel X existe car on a supposé que ¥ > Lp q- On prend ce A minimisant,
L4
on obtient finalement ce que 1l'on veut. CQFD.

o
COROLLAIRE. Si £, = = (x > 0), pour r 2 o log S--on a
P
PQM. > 2r) < Cp*q' “exp[r(L-1ogmm—— ]
P.q o log q/p

ol C est une constante.

La probabilité dans le lemme 1 est la probabilité de 1'événement
qu’il existe un point qui est recouvert au moins 2r fois par les

TEEREE
que tout point du cercle est recouvert au moins r fois, on a le lemme

intervalles I En ce qui concerne la probabilité de l’événement

suivant si r = 1.

, 1
LEMME 2. Supposons £, > P Sil<p<gq, ona
n .

P(min Sp'q(t> = 0) < C(q~p)exp[- i 3n]
tET n=p+1

o C est une constante,
q
Puisque min Sp q(t) = 0 signifie que T ¢ LJ I,, 1’argument dans [17]

teT n=p+1
a4 la page 145 nous permet de faire la conclusion dans ce lemme.
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COROLLAIRE. Supposons £, =
si 1 £ p <gq, on ait

BIR

(¢ > 1), I1 existe une constante C telle que

. P.o
P(min & (£) = 0) € C(q -~ p(=™.
ter ©9 q

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 3.
La formule (2.1) joue un réle indispensable dans cette démonstration.

Pour a) on utilise le corollaire du lemme 1. Soit a > 1. Prenons
Ng =1, N, = [exp a"] (m > 1). Posons p = N, et q = Ny,4. Alors

a o

% exp[-a"(a-1)]

p%q' ™ % exp[a™(a - (a-1)M)].
Choisissons r = va"™. Ajustons maintenant a et 7Y de telle fagon que l'on
puisse utiliser le corollaire pour p, q et r, c’est-a-dire que a et Y
doivent satisfaire
vz oa(a - 1), (4.1

Et le corollaire nous permet de dire

Y
P(Mp,q 2 2r) € C expla™[a - (a-L)arv(l - log ;R;:zsé}}‘

Supposons que

a - (a-Lyoky(l - logOC y < 0. (4.2)

(a-1)

Le lemme de Borel-Cantelli affirme que p. s. pour m suffisamment grand on
a

W € 2va", (4.3)

Envisageons maintenant la série suivante

§ X, (6 - @)

n=T, log n log log n f(log log n) (n, assez grand)

Elle est contrdlée par



o My .n

m* m+ 1

m=m, a™m log a f(m log a).

D'aprés (4.3), celle-ci est contrdlée par

o0

2 o l1 <
=1 ™ (m log a)

Ce qui reste & faire, c'est de prendre Y = 1 et a assez proche de 1 tels
que l'on ait (4.1) et (4.2).

La partie a) est ainsi démontrée. Pour b), le corollaire du lemme 2
va étre utilisé. Définissons d'abord une suite {p,)} par récurrence :

Po=1, P%;1 = ((m+l)p,)* (m > 0). (4.4)

m+

I1 est facile d'en déduire que

m R

. . m+i-j

Ppay = [+ /T
i1

Par conségquent, on a

s 4

m+1
. 4.5
=) (4.5)

log ppyq = m(

Posons maintenant
N, = [P,] ([ ] signifie la partie entiére).

Envisageons ensuite un découpage analogue & celui dans a), on s’apergoit
que grice a (4.5), on a

X KX (t - w) X1
min . ——————>> > —min §, ,  (t). (4.6)
tET 70 log log n =1 ®ter ™ m+ 1
Or le corollaire dit qu’a cause de (4.4) on a
. 1
P(min Sy (£) = 0) € C =, (&4.7)
ter momH (m+1)*
Donc le lemme de Borel-Cantelli assure p. s. min §; 2 1 lorsque m

ter Mo

est suffisamment grand. Ceci, avec (4.6), termine la démonstration. CQFD.
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5. DEMONSTRATION DU THEORME 4.

Nous commengons par la démonstration de la deuxiéme inégalité dans
(1.3) et celle de (1.4). Dans la section précédente, on a déja démontré
que si a et v satisfont (4.1) et (4.2), on a (4.3). Remarquons

ssi a" € log n < &',

D'aprés (4.3), on a

m
max N_(t) < 2v>. a¥ + 0(1)
tET k=0

a
£ 2] + 0(1
—log n + 0(1)

d’ol
max N, (t)
teT 1
lim sup e & 2Y(1 4 ) | (5.1
n -+ oo log n a-1

Maintenant on va choisir a et Y le mieux possible. Prenons ¥ = . (4.1) et
{(4.2) deviennent alors

1<ax2
{a - (a-1)o + (1l + log(a-1)) < O,
Pour avoir ceci il suffit que
{1 <o <2
\2 + (1l + log(a-1)) < 0.
I1 suffit de choisir donc

l<a<l+e 12/

Dans (5.1) prenons Y = et a t 1 + e 172/%,

Quant & (1.4), prenons Y=a - 1 = 1, (4.1) et (4.2) deviennent

{oc<1
3 -+ loga<O.

Ceci est vrai si a < e”3,



De méme, c'est de maniére analogue & la preuve du théoréme 3.b) que
1’on démontre (1.5). Conservons les mémes notations dans la preuve du
théoréme 3.b). Supposons N, < n <N, ,,. On a alors

La derniére relation résulte de (4.7). Maintenant il suffit de remarquer
que

e 4
log log n = ;———Im + 0(1).

C’est une conséquence de (4.5).

Pour démontrer la premiére inégalité dans (1.3) et (1.6), on a besoin

de ceci.

LEMME. Etant donné a > 0, considérons la martingale indexée
n X(tm)
At t€l, n>1).
QA () = Z —o ¢ >1)
= I N
J
i) f Q3 (t)dt converge dans 1?2 & o(l-a)? <1

. N (1)
i1) QA(t) m X1 a7
Ce lemme va étre démontré dans le chapitre VIII.

Démonstration de (1.3). Selon la loi de zéro-un, on sait

max N, (t)
. tel te
lim sup ————— = C (o) p. s.
n - oo log n

Supposons que cette constante soit égale a o. Quel que soit m > 0, on a
alors

max N, (t) < log n** M (n > n(w)).
tel

Tenant compte de 1'inégalité

1
2 4 563 (0 <€ < 1)

M*H

log(l+e) < ¢

et posant a = 1 + €, on a donc

103



104

1
2+_€3)

; 1
e+ {(otn) (€ Y € 3

Ql*€(t) = 0(1)n

1
Choisissons 1 = E—ea. L’expression précédente devient

o
Y

_}_aﬁz(—.. f— - }_GZ)
Q*e(ty —o@w n3 2 >

N

A partir de 14 on s'apercgoit que, lorsque € est assez petit, la martingale
indexée sera fort complétement dégénérée sur le cercle. Par conséquent, la
martingale J‘Q;*e(t)dt ne peut pas converger dans 12, Mais elle converge

dans 12 dés que e < e d'aprés le lemme 1). Cette contradiction signifie
que la constante est strictement supérieure & .

Dans ce qui précéde, on a choisi un a assez proche de 1 et supérieur
4 1. Dans la suite, on choisira un a assez proche de 1, mais cette fois-ci
inférieur & 1.

Démonstration de (1.6). Supposons que la limite envisagée soit égale
a4 . Quel que soit & > 0, on aurait

min N, (t) > log n* & (n = n{w)).
tel

Maintenant tenant compte de 1l'inégalité
o2
log(l-€) 2 - € - Ee (0 <e <1).

On a en posant a = 1 - €,

o€ - (-E) (€ + }-62)
Q1 ¢(t) = 0()n 2

Choisissons § = €. On aurait enfin

L1
Ql"€(t) = o(1)n 2

A partir de cela, tout le reste du raisonnement est pareil. CQFD.



CHAPITRE VII.- SUR LES CONVERGENCES DES MARTINGALES LIEES AU RECOUVREMENT

1. RESUME

Considérons par exemple le modéle de recouvrement établi par
Dvoretzky sur le cercle avec longueurs £, = ;-(a >0 ;n=1, 2, ...),
auquel est associé une martingale indexée qui peut se considérer comme une
suite de densités aléatoires par rapport & la mesure de Lebesgue dont la
limite est une mesure aléatoire (cf. Chapitre I). Les masses totales de la
suite constituent une nouvelle martingale. D’'un théoréme de L. Shepp on
déduit facilement que cette martingale ne converge dans aucun espace LP
(p>1) si @ >1 et qu'elle converge dans tous les espaces LP (1<p«2) si
0 <o < 1. Dans ce dernier cas, elle converge en réalité dans tout espace
1P avec p > 2, ce qu'on démontre dans ce chapitre avec certains efforts. En
fait, on obtient, de plus, des estimations suffisamment précises sur les
moments de la masse totale de la mesure limite, ce qui entraine que 1la
fonction caractéristique de cette masse totale est une fonction entiére
d'ordre -—— ., Cela nous permet de voir que la masse se distribue

essentiellement, en un certain sens, dans un domaine borné.

2. RESULTATS
Voila le modéle de recouvrement de Dvoretzky.

Soient T = R/Z, {£,} une suite de positifs inférieurs 4 1 qui tend
vers 0, et {0),) une suite de variables indépendantes dont chacune est
uniformément distribuées sur T. Pour tout n > 1, désignons par x, la
fonction indicatrice de l'intervalle ]0,£,[ et par I, sa translatée par

w,, i. e. I, = }0,£n{ + @, . Construisons ensuite la martingale indexée
Qu(t) = Py (t) ... B (%) (t €T)
avec
1 - X, (t-00,)
P (t) =
n () s

L'opérateur correspondant (cf. chapitre 1) sera noté par Q.
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D’un théoréme de L. Shepp ([42]) on déduit facilement le
théoréme suivant,

THEOREME 1. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) {Q,(t)} est dégénérée fort complétement sur T ;
2) T est recouvert ;
3) Q tue 1la mesure de Lebesgue X ;

- 1

4y 2 ~— exp(£y +...+ £,) = o
—1 nt
=1 0

On peut traduire ce théoréme comme suit, qui est notre inspiration.

THEOREME 1'. Les propositions suivantes sont équivalentes :

D Q,» converge dans 12 :
2) Q,» converge dans h (L<h <2y ;
3) QA converge dans L! :
4) Q agit pleinement sur A ;
o
1
5) E:-wexp(£1 oo+ 8 <=

Ce théoréme nous dit que, soit la martingale QA ne converge dans
aucun espace LP (1 < p < ), soit elle converge dans tous les espaces P
avec 1 € p € 2. Naturellement la question se pose : est-ce que cette
martingale converge dans tout espace IP (p > 2) lorsqu’elle converge dans
L' 2 on répond que oui.

THEOREME 2. Soit p > 2. Supposons

sup n(€,-£,,¢) < oo (2.1)
n

La martingale Q,» converge dans LP d&s qu'on a

+

= 1
Ei — eXp (84 +, .. +£,) < o (2.2)
2 .

COROLLAIRE. Sous les mémes hypothéses que le théoréme 2. En ce qui
concerne la masse totale de la mesure limite Q\, on sait que, pour tout
p 2 1, son moment d'ordre p existe.

En général, on ne peut pas en dire plus & 1'heure actuelle. Pourtant
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dans un cas particulier ou £, = —, on peut obtenir des résultats beaucoup

51K

plus agréables.

o
THEOREME 3. Soient £, = — (0 <2< 1). Soit p > 2. On a
n

P (p-1)!
E(J%Qn(t)dt) < C‘." m

G, ne dépendant que de «. Dans la direction inverse, pour tout 1 < ¥ < p~

on a
p p-1n k
IEU%Q,‘ (t)dt) > CB(p-)! ‘r . I exp{z Z (ﬁj -V )+]dv1 .. .dvp_1 .
20 k=1j‘=’l

V1,...,Vp_1
v1+...+vp_1<l-wa

C, dépendant de @ et de 7.

o
THEOREME 4. Soient £, = — (0 < @ < 1). La fonction caractéristique de
n

QA (T) est une fonction entiére d’ordre . Et de plus si la fonction

s’écrit en série E: apzp, on a

p log p 1
logla, | S l-o

lim

pioo T

Il existe une liaison trés étroite entre les estimations des moments
d’une variable aléatoire et le comportement a 1’infini de sa distribution
{[28]). Soit done F(x) la fonction de distribution de QA(T). Posons

T(x) =1 - F(x) + F(-x) (x > 0).
Cette fonction décrit le comportement & 1'infini de F(x). Si 1l'on admet

les résultats dans [28], ce qui suit est un corollaire du théoréme
précédent.

COROCLLAIRE.

1
log(~ 1
. og(X og T(x))
1im 1 - o,
X400 log log x
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3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.
Nous savons que la condition (2.2) est équivalente a

I =j% k(t)dt < oo

K(t) = exp D (£, - t),.
n=1

Pour démontrer le théoréme 2 on a besoin de trois lemmes.

LEMME 1. Quel que soit p > 1, 11 existe une constante Cp > 0 telle que
pour tout couple (a,b) (0 < a <b £ 1) on ait

a
I ...I k(t1)...k(tp)dt1...dtp < Cp(b-a)Ip'1k(—9.
P
t,,...,tp>0
a<t1+...+tp<b

Preuve. Posons

Loop= -]  kE).kE)ar .. .d,
troeen, ty30
a<t1+...+tp<b

~ 1

La,b,p = ET;'Ia,b,p'

On va déduire par récurrence que

Ia.b.p

a p-1
< G k(1P (3.1)
P p
ol Cp va étre déterminée;
Si p = 1, comme k(t) est décroissante, on a
I b, 1 <€ k(a)(b-a).

a

C’'est-a-dire que 1l'on peut choisir C; = 1. Supposons (3.1) vraie.
Remarquons la décroissance de k(t) et le fait qu’on peut écrire

D=D,UD, U...UD,,

ol
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On a alors

ptl
T, b, pe1 < Z f f k(tq) .. k(t,)dEy .. dt,,
j=1 Dj

< (p+l) k(-—a—-)f Ik(t) k(t,)dt dt
[ P p+1 .. 47 p 1+ p+1.

Dp+1

Or, la derniére intégrale peut étre décomposée en deux parties :

Ja/pr1yetons | + foat,,, [

t1,...,tp>O t1,...,tp>0
a-tp+1<t1+. . .+tp<b-tp+1 o<ty +.. .+tp<b-tp”

D'aprés l’'hypothése de récurrence (3.1), cette somme est majorée par

‘I.a *l p+ p+ p
/(p ) ) 1' ) 1!
t1,...,tp?-0

O~‘é§t1+. . .+tp<b-a

a a-ty,
< (b—a)(cplp‘1 ooy K e IP}

< (b-a) 1P (1 + pcpfé/("*l)k(t)dt)

< (b-a)IP(1l + pCp).

Ainsi a-t-on démontré le lemme. La suite Cp peut étre déterminée par la

formule de récurrence

Cp =1, Cpuy = (P+1)(L + p Cp). CQFD.

Voici quelques notations

D={t1,...,tp_1> :t,,tp_1>0;0<t1+...+t {1}

p-1

)
i

n {(t‘l""’tp-T) Doty t >0 ; 1-en<t,+...r+tp,,<1~en+,} (n20).

e ey p_.1

Avec convention £; = 1. Posons

dtp+1 + (b-a) f j. k(tp...k(tp)dq..dtp
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p-1

= f .. .j‘ k(l’t‘l ’tz‘. . .'tp_q) I_Ik<ti )dta‘ . ..dtp-?
i=1
K(t1,...,tp_1)=k(t1).;wk(tp_1).

LEMME 2. Soit p > 2. D'une part

J‘ f K+ Zexp Z(E £n+1)‘r f K.

n=1 =1
D, =

D’autre part
00 n
J?I...f K + Zexp Z(Zj-ﬁn).f...f K.
=1 j=1
DD " J Dn

Preuve. Il suffit de remarquer que (ty,. ..,tp_1) € D, signifie que

£ovy <1 - (tg +...+ £5.4) < £,

Donc, pour (t1,...,tp‘1) S Dn’ on a
k(L-ty-...-ty q) =1 sin=0
K(L-ty-...-ty_q) = exp > (£;-n(l-ty-...-t, 1)) sin>1

j=1

CQFD

LEMME 3. Soit M = sup n(£,-£,,4) < oo Pour p > 2, on a
n

1-¢, " 1
ye" )IP

J < (1 + Cp k(
~ dont Cp est la méme que dans le lemme 1.

Preuve. D'aprés le lemme 2 et le lemme 1, l'intégrale J est majorée
par

1-2,

P14 ¢, k(-———-—-—) IP-2 Zw e,,,,,>exp<2<e £01))
n=1 j=1
1-¢,

< 1P @1 +.cpk( yey. CQFD

Démonstration du théoréme 2. D'aprés le critére de la convergence



dans IP (p > 1) d'une martingale, il nous faut et suffit estimer le moment

d'ordre p de Q,A(T). Evidemment

(5, (0rat)” - [Jil(l_gj)] oy

Prenons 1l'’espérance, on obtient

j=1k=

k=1

n P P
EQA(T))P = [. 1(1-ej)] j% ...JZE [Ta-x; (g-0;)ae, .. ax.
Jj=

Or, géométriquement, on s'apergoit que
p
= C
E l‘{ (1-x; (£-0;)) = P(ty,...,t, € I)

Tenant compte de l'uniformité de la distribution de w., on voit que
P i q

P(ty,...,t, € I?) = P(t1+(l-tp),...,tp_1+(1-tp), 1€ I?).

p

Faisant un changement de variables comme suit

/

Sy = t1+(1-tp)
S
Sp-1 = tpoqt(l-t,)
s, =t
L P P

dont le déterminant est égal a 1, on peut écrire la derniére intégrale

"1 ?-sp -s, 1
- | ds, Ay [TeCsqy, s,y 1615045, .. ds,

Jo L-s, p j=1

i "1 n
= aspq| -] TTIBGsqsooispiq 1€15)dsy .. dsy
J0 0 J0 j-1

"1 n
= e I_IP(s1,...,sp_1,1€I?)ds1...dsp_1.
- Jo 0 j=1

n p
[ ﬂl<1-x,- (te-;))dty .. .dt, .

gridce a la périodicité relative a chaque
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L’avant derniére égalité vaut
variable de 1'intégrale. Et 1
dépend pas de Sp - Ensuite la

a derniére vaut parce que l’intégrale ne
symétrie nous permet d'écrire



n
p (p-1)! k
EQuA(M)" —— - f f jQP(s1,...,sp_, ,1€1%)ds, . . .ds
<s,<s,<. . . <5, <17
I—I(l_gj)] 0<s s, Sp-1 <1
j=1

Remarquons que 1'événement "s,,.. 161?" signifie justement que I;

$1Spoqs
est contenu dans l'un des intervalles suivants

J1 = [O,t1], Jz = [t1,t2],..., Jp_1 = [tp_z,tp‘_1], Jp = [tp_1,1]u

Posons

Va2 T 8275

= Sp-17%p-2

b 1 - Sp-q = 1'(V1+"'+Vb'1)'

<
i

En vertu encore une fois de l’uniformité de la distribution de w;, on voit

P(s,,...,sp_x,lél?)

p

]

P(1;C3,)
k=1

P
> B(I;<[0,v 1)
k=1

i

It

P
> sup(0,v, -£;).
k=1

Le fait suivant est bien simple
sup(0,a) = a + sup(0,-a), pour acR.

Mais il nous permet d’'obtenir

isup(oavk‘gj) =1 - p,e}-k i‘(ﬂj-vk)""
k=1 k=1

Maintenant si on prend les p-1 premiéres relations entre les v et les s
pour un changement de variable dont le déterminant de Jacobi est égal a 1,
on obtient une expression précise du moment d’ordre p

p-1-
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-1t
EQA(M)P = n(P ) J‘ J. l_l[l-Pﬁj+§(£j -Vk)+]dV1...de_1
(TTca-g,0P  Vieeivp >0 j=1 k=1
j=1 Vit .4y, <1

(3.2)

Dans la suite on va donner une majoration du moment d’ordre p. Tenant
compte des faits suivants

l-x < e’ % si x € [0,1]
2
l-s > e X"¢X si x € [0,a] (0 < a < 1)
1 1
ou C =C, = —;(log——— -1-a) >0, on obtient facilement
-a
a
p-1
E(QnA(F))p < (p-1)texp(CLp) f ...I k(l—v1-...vp_1);z:k(vi)dv1..dvp_1
v1,...,vp_1>0 i=1
v1+...+vp_1<1
(3.3)
ou C = 031 et L = EE £ﬁ. D’aprées le lemme 3, on a enfin
1‘31
E(QA(M)P < (p-1)lexp(CLp) (L+C k(——)e")1P" 1.

Cela signifie que E(QnA(F))p (n 2 1) constituent une suite bornée. CQFD.

Remarque. Le lemme 1 sert a évaluer 1l’intégrale J. Mais la constante
Cp dépendant de p dans ce lemme n’est pas la meilleure, elle est au fond
lointaine de la vérité quand p est grand. Comme le lemme 2 ne perd pas
beaucoup, pour améliorer le théoreme il nous faut modifier d'’abord le
lemme 1, c’est-a-dire trouver un bon moyen pour évaluer l'’intégrale J.
Dans des cas particuliers, c'est possible.

4, DEMONSTRATION DES THEOREMES 3 ET 4.

o
Dans le cas ou £n == (0 <a<1l), il est important d'observer que
n

B, A,
< k(t) <
Rel (Rl I
avec
B, =% * |, A, = a%*(C-1)
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ou C est la constante d’'Euler.

Pour démontrer le théoréme 3, on a besoin du lemme suivant (intégrale
de Dirichlet).

LEMME 1. Soient o,... % des nombres positifs. On a
J. J, oy -1 S g1 L . ap_qu . I"(aa)...l"(ozp)
“ o X1 ...Xp,1 ( 'X1'..."xp_1) g Xp_-«!" I_<a1+.'.+a).
x1,...,xp_1>0 P

Xyt . .+xp_1<l

En particulier, on a

LEMME 2. Soient o PR ,ocp_.l et a des nombres positifs. Alors
‘ 0:.1'1 ’ ocp,1-1 ,051+...+ocp_1r(a1>"'r(%-1)
J‘ J. X4 RS S dxi...dxp_.,——- a

I‘(oc1+;..+<zp_1+l)'
Ry ..,xp_1>0

Xqt. . .+xp_ jsa
Maintenant on peut donner la démonstration du théoréme 3.

Démonstration du théoréme 3. Pour la majoration on revient a (3.3).
Posons

dans le lemme 1, on obtient

: p-1 ’
(T'(1-o))P
- - - p /71 v
J. .. Jl k(1 Vi Vp_1)ULk(Vi)dV1 x .de_1 < AL T(p(l-a)) "
V1 ) ’Vp'1>0 ”

vit.. .+vp_1<1
Cela, avec (3.3), nous donne la majoration.

Quant a la minorzlition, il nous faut revenir & l'expression précise
(3.2). Comme 0 < ¥ < = et que 1 - x < e X, il est facile de voir

E(Q(T))P >

n n p-1

(p—l)!exp(pz £;) .rf .r{(l-pﬁji—g:l(ﬁj Vi), ddvyLLdvy g

J= Vi eaVpoq20 17 = ~
v1+...+vp,1<1-’m:
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Remarquons que, sous la condition vy teF vy €£1- Y, on a

P
p-1
Z (&;-vi)), €1 - (y-lo (< 1).
k=1

: 2
Utilisant 1'inégalité 1-x > e *"°* pour x € [0 , 1-(Y-1)x] ol C dépend de
Y et &, on sait

ﬂ(l-pe +Z<£-vk>>

j=1
p-1
> expf- Z(pﬂ Z(ﬂ Vi) CZ(Pe 2(9 “Vids )23,
j=1 k=1 j=1 k=1
Or
- : p-1
Z(,zj - V), =85+ sz AV < (pgy) A2

k=1 k=1

o
et puis, comme EI = -—, Oon a
J

8

p-1

S8y - 3 (- v )2< Z(-f'—‘.-‘-’—/\ 2)?2
=1

k=1 j

Donc

E@Q,A(T)P >

p-1n
(p-1)lexp(-3Cop) J‘...f exp(jz EZ (ej-vk)+)dv1...dvp;1. CQFD,
v1,...,vp_1>0 k=1j=1
vyt +vp_1<1~‘m:

Démonstration du théoréme 4. D'aprés la majoration dans le théoréme 3
et la formule de Stirling, on a

la | IE( AT < 1 P 1 [ ‘e \P(1-0)
a = = [E(Q - J
P p T \2m(1-0)p P (1-2)

d’'ol résulte
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. p log p 1
lim sup < .
p oo " 1oglapl l-o

D'autre part, d’aprés la minoration, on a

c J. ‘r k(v1)...k(vp_1)dv1...dvp_1.
vy ,...,vp_1>0
v1+...+vp_1<1-'Yoz

la. | 2 —
P p

Selon le lemme 2, on a

1
T((p-1) (1-a)+1)

1 -1
lap > = CB (By, (1-Yo)[(1-0) )P
Utilisant encore une fois la formule de Stirling, on peut obtenir

lo !
lim inf P g P >
p - oo -1og|ap| l -«

CQFD.

Remarque. Ce qui compte, c'est I'(p(l-a)) pour la majoration et
'((p-1)(1l-a)+1) pour la minoration. Ce sont des quantités plus grandes
que n'importe quelle exponentielle de p.
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CHAPITRE VIII.- RECOUVREMENT PAR DES INTERVALLES DE LONGUEURS ALEATOIRES.

INTRODUCTION

Dans ce chapitre on tente de résoudre le probléme de recouvrement par
des intervalles de longueurs aléatoires sur le cercle T = R/Z. On se donne
deux suites de variables {w,} et {L )} dont W, se distribue uniformément
sur T et L, est positive et EL, < 1. Puis on considére la suite des
intervalles (I } définis par

I, =u + ]0,L [.
Supposons que toutes les variables en question soient indépendantes. Le
probléme de recouvrement se pose ainsi : étant donné un fermé F C T,

(o =]
quand a-t-on F C lim sup I, p. s. ou autrement dit F C G = l_JIn p.-s. ?
n - n=1

Dans le cas affirmatif on dit que F est recouvert.

Si L, = £, constante, le probléme a été posé par Dvoretzky [7] et
étudié postérieurement de diverses maniéres ([15], [32]). En 1972 L. Shepp
a répondu a la question posée pour F = T ([42]) : si {£,} est
décroissante, une condition nécessaire et suffisante pour que T soit

recouvert est

Ms

1
— exp(£y, +...+ P,n) = 0o,
1 n?

I

Une autre condition suffisante avait été obtenue antérieurement par P.
Billard ([2]). C’est

1
lim sup -exp(£1+...+£n) = oo,
n-+oo .

Mais ce n'est que récemment que J.-P. Kahane a donné la solution finale en
annongant ([20]) que F est recouvert si et seulement si

Cap,F = 0



ou Cap, F désigne la capacité de F par rapport au noyau
o2}
k(t) = exp > (£,-1tl),.
n=1

Notre but est d'étendre ce résultat au cas ou les L, sont aléatoires.
Bien entendu, la condition de Kahane peut offrir une condition nécessaire
et suffisante

Capka =0 p. s.

oo
k (t) = exp Z(L'1 - leh,.
n=1

Néanmoins cette condition est trop implicite. C'est pourquol on se propose
d’'essayer de trouver des conditions plus explicites. On peut le faire et
en revanche seulement partiellement. Supposons qu’on puisse écrire

L, = £,Y, ou Yn obéit 4 la loi d'une variable Y donnée au préalable.
Faisons encore l'hypothése, par exemple,

EY(log*Y)3*€ < o (pour un certain € > 0).

On démontre au § 3 qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un
fermé F soit recouvert est

Cap, F =20
v o]
K(t) = exp z Ece,Y - 1th),.
n=1

Si 1'hypothése se renforce par le fait que Y est bornée, le noyau K dans
1'énoncé précédent peut étre remplacé par (§ 4)

K'(t) = exp D (L EY - Itl),.
n=1

Cela veut dire qu’a ce moment le résultat ne dépend que de la moyenne de
Y, mais pas de sa distribution.

Le probléme est ainsi résolu du moins partiellement. GC'est parce
qu’il peut se ramener a un probléme pareil qui est associé & un processus

de Poisson. Ce dernier fait 1l’objet du § 2.

Au § 1 on essaye de trouver des conditions suffisantes pour que le
cercle tout entier soit recouvert dans le cas plus général.

Du point de vue de multiplication aléatoire, des opérateurs
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projectifs sont liés aux problémes de recouvrement. On détermine au § 5
les noyaux et les images de ces opérateurs. D'ailleurs certaines
martingales associées sont introduites et étudiées au § 6.

1. CONDITIONS SUFFISANTES POUR LE RECOUVREMENT DE T.

Au paragraphe présent on va trouver des conditions suffisantes pour
que T soit recouvert. Le point de départ est la condition de L. Shepp. Le
but est alors de trouver des conditions telles que

o0

S — e+

—— exp(Ly+...+L ) = ©p.s. (1.1)
2

n=1 N

ol {L;} est le réarrangement décroissant de {Lh}. On utilisera aussi, a

l’occasion, la condition de Billard.

THEOREME 1.1. Supposons que ELﬁ existe (n > 1) et que la suite EL est
décroissante., Alors T est recouvert si 1l’'une des deux conditions suivantes

est satisfaite :

a) SEL, - EL)2 <

n=1

= 1
Z > exp([EL1 +...+ [ELn) = 00,
n=l n

n
b) D2 = > E(L, - EL)? 1w
k=1

EL2 = O((EL,)?)

2
an - Elhl = o(Dn/Jlog log Dn) P- s.

n
lim inf S EL, A|2D21og log D2 > 1.
n o k=l

Démonstration. Ecrivons



2 o 2 B+ 3 - B

k=1 k=1

On s'apergoit que la condition (a) entraine (1.1). Supposons maintenant b)
vraie. Soit B la limite inférieure. Fixons deux positifs a et b tels que
1 < a<b < B. Puisque le théoreéeme du logarithme itéré est valable, on a

n
> o -EL) > - a Jznﬁlog log D2 (n > n(w)).
k=1

D'aprés la définition de B, on a

EL, > bJQDglog log D2 (n >N).
k=1

D'ailleurs, Z (ELn)2 = o résulte immédiatement de b) et on sait que [EL,

est une suite décroissante. En conséquence, pour tout A > 0 on a facilement
(voir aussi [42])

1 n
lim sup — explX ZELk = co,
n-+o o k=1

Ecrivons enfin
1 n 1 a & & n
- expz L, = —exp (l-}—)—) ZI}ELk . exXp B—Z lELk+Z (L -EL ) |-
R v n k=1 k=1 = k=1

Des quatre expressions pfécédentes résulte la condition de Billard

1 n
lim sup —~ exp ZLk = o p. s.
n-+>o o k=1

120

CQFD

COROLLAIRE 1. Supposons que les L, soient uniformément bornées et que
IELfZ7 = O((ELH)Z). Alors T est recouvert si

- 1
Z - exp(ELy +...+ EL,) = .
n=1 n

Pour cela, il suffit de vérifier b) quand D, tend vers l'infini. Le
seul point non évident est que la limite inférieure est plus grande que 1.
En réalité, elle est infinie car on a
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E(L, - EL)? = O(EL,).

COROLLAIRE 2. Soit L, = £nYh ou Y, obéit a la loi d’une variable bornée Y.
Alors T est recouvert si

= 1
> — exp EY(&y +...+ £)) = o,
n=1 n?

COROLLAIRE 3. Soit L, = £ Y, ol Y, obéit & la loi d'une variable Y telle
que P(Y = 0) < 1. Alors T est recouvert si

Z €0 = o (pour un certain p > 1).

Le corollaire 2 est une conséquence directe du corollaire 1. Et le
corollaire 3 est une conséquence du corollaire 2 si 1l'’on considére
Y'" =Y A1l au lieu de Y.

Relachons maintenant la restriction que le moment ELﬁ existe.
THEOREME 1.2. Soit I, = £,Y,. Soit Y un représentant des Y, , dont la

distribution est F(y). Alors T est recouvert si 1l’une des deux conditions
suivantes est satisfaite

1
a) [EY =, 1lim sup ——(£, +...+ £,) = 0.
n = oo log n
oo
o
b) jg (l - F(——Q] = o {(pour un certain o > 0).
£,

Démonstration. La condition a) entraine gu’il existe un positif N tel
que

=1
2 exp E(Y A N)(8y +...4 £,) = oo

n
n=1n

Donc le corollaire 2 assure le recouvrement.

2
Supposons b) vraie c'est-a-dire EE P(IInI > @) = o, Soit N = [&] + 1.

Subdivisons T en N intervalles égaux Ty, ..., Ty. Alors (Borel-Cantelli)



N
P l_J(TjCIim sup In) =1.
j=1 n - oo

Donc

n - oo

N
1< ZP(Tj C lim sup In).
j=1

Or, les probabilités sont égales. On en déduit que P(T1 C 1lim sup In) >0
n -

puis P(F C lim sup In) = 1. CQFD.

2. RECOUVREMENT POISSONNIEN

On se pose icli un probléme de recouvrement poissonnien sur la droite
R, auquel sera ramené le probléme de recouvrement sur le cercle.

Soient dx la mesure de Lebesgue sur R, p une mesure de Radon définie
sur R* et Y une variable aléatoire positive dont la distribution est F(y).
Considérons la mesure produit v = dx dF du définie sur R x R* x R, puis
le processus ponctuel de Poisson E = (Xn,Yn,Hn) d’intensité v et enfin 1la
famille des intervalles

J =X +1]0, L

n n avec L. = HY

n[ n n-n-*

Voici le probléme de recouvrement poissonnien : étant donné un fermé
F ¢ R, quand-a-t-on F < G=UJ, p. s. ? Posons

R(t) = exp Jo E(hY - Itl),du(E).
On annonce la réponse.

THEOREME. Soit F un compact sur R.
FCG p. s. & Cap, F = 0.

Dans le cas Y =1, .c'est le théoréme de Kahane donné dans
1’introduction.

Décrivons avant tout le fait qu’un point soit recouvert. A tout point
t € R associons le domaine dans R x R* x R* défini par
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D, = LJ £Q avec AQ = {(x,y,h) ! t-hy < x < t}.

On a alors la description suivante

t€EG e END =g

Soit € > 0. Considérons pour l’'instant la mesure "tranchée”

e = “1]e,aﬁ de p, et puis le processus associé & v_ = dx dF dp..

variant, la martingale indexée ci-dessous est bien définie
1(teG,)

Q. (t) = _P(CGEGE) (t ER, € >0)

€ n

o G, = UJ (H, > €). Observons que

P(t & G.) = P(N(D,) = 0) = exp(-v (D,)).

N(D,) étant le nombre des points du processus qui se trouvent dans D, et

que

v (D) = J:ﬁu(h) jT dxdF(y) = EY J:h du(h).
Ath

La martingale s’écrit donc

Qe(t) = 1(t & G )exp E[SYh dau(h).

Démonstration de la nécessité (FCG p.s. = Cap F = 0) : D’abord du

calcul. D’aprés (2.1), pour tout t, et t, r-:partenant a R on a
EQ. (t4)Qc (t3) = P(ty,t,%G, )exp EJ:EYh du(h).

Or, supposons que t, > t;, on a

P(ty,£,9G,) = B(N(D UD, ) = 0) = B(N(D, \D, ) = O)P(N(D, ) = 0)

m [P 2 - dF 2 x|
Ve Dy, \D¢ ) = €dp.( ) o (¥) t2_hydx * J(ty-ty)/m 69 £, XJ

- P E®Y A (-t dum).

Donc

EQ. (t4)Qc(t;) = exp J?E(hY-ltz-t, D, du(h).
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Ensuite le raisonnement. Si F € G p. s., la martingale Q.(t) indexée
par F est fortement dégénérée au sens de

lim sup Q. (t) =0 p. s.
€0 t€F

On a en conséquence que Qo = 0 p. s. quelle que soit o € M* (F). D'autre
part, si Cap, F > 0, il existe une mesure o € M' (F) telle que

Iy —-:ff K(t,-t,)da(t,)do(t,) < o

Néanmoins, d'aprés (2.2) on a

) Qedc)z <1g.

Cela implique que la martingale f Qcdo converge dans 12 et que sa limite
Qo # 0 avec une probabilité positive. Donc Cap, F = 0. CQFD.

Envisageons maintenant la suffisance. Voici quelques remarques dont on
aura besoin. Soient t; < t; < ... < t, < t < x. Comme dans [4l], on peut
montrer

P(x € G lt € G, ; ty,...,t,6G,) = P(x € G_lt & G,) (2.3)

grace au fait que (D,\D,) N D, =g (lsisn). Et on a déja démontré que
1
pour tout réel r et tout positif y on a

P(rty & G I € G,) = exp -[oy A EBY du(h). (2.4)
D’ailleurs, pour tout compact F définissons

1

" |
QF = LJof avee qQf - ¢ =)
2

: d(—%;,m
k=1 2

3
ok
Alors F est exactement 1’ensemble des points d’accumulation de Qf . Par

k
ailleurs posons Q = ‘_JQ;.
£=1

Démonstration de la suffisance (Cap,F = 0 == F C G p. s.) : Posons
K (t) = exp JolE(hY - ltl),du(h).

Selon la théorie du potentiel ([25]), il existe une mesure d'équilibre o,
de F = FUQF, telle que

A, = Cap'F = f K (t)do (t+u) VY u € F. (2.5)
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Désignons par ¢.(0,2) la o.-mesure de la partie non recouverte par G_. de
l’intervalle [0,2]. On va calculer [k 0,.(0,2) de deux manieres.

Le premier pas est simple :

E 0,(0,2) = 2 exp- [ Eh¥au(h). (2.6)
Définissons maintenant pour tout entier k > 1 une variable &,
Ek = o sl tout r € Q est recouvert ; Ek = r s'il existe un point dans Q

non recouvert et que r est le plus petit. En utilisant la formule de
probabilité totale on obtient

Eo. (0,2) = > P(x4G, IE, =r)P(E, ~r)do, (x)

> S pE ) [Tleeec, 15, - r)do, (x).
reQ,

D’'aprés (2.3) et (2.4), on a alors

Eo,(0,2) > 5 (g =r) T p(xac, Irde, ) do, (x)
r€Q,

= EZ P(§ =r) j%exp -J:§ A [EhYdu(h)do, (y+r).
reQ,

Combinant cela avec (2.6) et tenant compte de (2.5), on.obtient

> pE, = ) <=

k—r'-:A.
rEQk €
On en déduit

- 2
P(F T G.) € —.
(F € G,.) A,

Comme A. tend vers l’infini quand € + 0, on a la conclusion. CQFD.

Faisons une remarque avant de terminer ce paragraphe. Soit {£,} une
suite décroissante de positifs. Considérons

o0
B = 22:88 .
n=1 "

On a vu que Cap,F = 0 est une condition nécessaire et suffisante pour que
q Py P q



F soit recouvert par U J,. Posons

On peut vérifier que

Cap,F =0 e P(FC []0,) =1
n=1
o

Cap,F >0 & P(Fc []0,) = 0.
=1

3. RECOUVREMENT SUR LE CERCLE

‘ Du résultat obtenu au paragraphe précédent on déduit a présent une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un compact sur le cercle soit
recouvert par des intervalles jetés au hasard. Consultons 1’introduction

pour mieux comprendre le probléme. Nous nous bornons ici au cas ou

L, = L Y, dont Y obéit & la méme loi que Y donnée. La distribution de ce

dernier est notée par F(y). Posons

R(t) = exp D E(LY - lth),.

n=1

THEOREME. Supposons que {£,} et F(x) satisfasse

>, Jzo/gn{J,»F(x)}dx <o (Ve >0).
n=1

Alors F C lim sup I, p. s. si et seulement si Cap F = 0.
n -~ o .

Remarque 1. La condition 3.1) implique EY < oo et que

o o 4
Z{I~F(E-—)]<oc vV o> 0).

n=1 n

(3.1)

(3.2)

Par ailleurs grdce au corollaire 3 duvparagraphé 1, on peut supposer encore

que
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o0 .
SP<oo (Vp >1). (3.3)

n=1

Des préparatifs sont nécessaires afin de démontrer le théoréme.
D'abord le développement de Taylor assure que

el X2 « (14x)1/* < 1" */6 (0 <x< 1) (3.4)
e X < 1-x)VX <72 (0 <x<Y). (3.5)
Désignons par P, une variable de Poisson & paramétre c (on a

EP, = c). Il est raisonnable que l'on ait :

LEMME. Etant donné A tel que ¥ < A <1, Pour tout m 2 0 on a

L z?\-1]
PG&n{mK} < m) <Anmn exp(- gm (3.6)
Pc? > m) €£Bnm exp(~ }mzx"i). (3.7)
m-[mx} 2

A et B étant deux constantes absolues.

Preuve (& titre d’'exercice). Posons a = m + [mk].

de Stirling, on obtient

X
23, <m - o (2 ax.

On a utilisé la croissance de la fonction sous le signe d’'intégration.

D'aprés la définition, puis

Posons ensuite X = my, on a

R RTINC =

Or, d’'aprés (3.4)

m
E:) < exp[m}‘ - -é-mz}"*).

Par conséquent

P(ﬁg <m) = 0(1)m exp(- m - lmzx'1)fl(29ymdy.
6 Oy

Maintenant il suffit de remarquer que (e/y)Y est croissante pour arriver a
(3.6).
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. De méme on a d’'abord

my
P($,> m) = 0(1).3'*’r7(b dx = O(l)me'b'ro(:

Cette fois-ci, c’est la décroissance qui joue. D'aprés (3.5),

m
0 <ol - 1)

Pour (3.7) posons b = A]

Par conséquent

p3> m - o exp(-n-t w21
(Fy> m) = 0(1)m exp -m-i-m 1 ; V.

Observons que (e/y)Y est décroissante pour 1 < y < . On a

2
Jbo(i)"’"dy < Ie edy + Jbze"“ydy = 0(1)e™.  CQFD.
17y 1 e

Soit maintenant [An m} une suite double d’événements. Définissons
I

cQ OO0 00 OO
lim sup An,m = rj rj LJ LJAn,m
n,moo N=1M=1n=Nm=M

O 0O OO0 ©O
lim inf An,m = UUﬂnAn,m
n,meo N=1M=1n=Nm=M

Voici le lemme de Borel-Cantelli double : supposons A, indépendantes ;

.M
alors

P(lim sup A, m) =0 (oul) & EE P(A

n, Mo n,m=1

n'm) < oo (ou = oo,

Démonstration de la suffisance (CapyF = 0= F C lim sup I, p. s.)

n v co
A partir de {£,)} on définit d'abord A, = em(m+1) pour m > 1, puis une
2
suite {6;} telle que
ﬁm(m-l) =...= £m(m-:-l) =X
___*_1 ———

2 2

Cette nouvelle suite prend la valeur A\, & m reprises. Effectivement

RN En. Pourtant la différence est négligeable au sens que E: (En-ﬁé) < oo

gridce a (3.3). Si K’ désigne le noyau correspondant a {E;}, on a alors



K’ =K.
Ensuite é6tons {m?/3} termes parmi les m termes égaux a X,. On obtient
ainsi une autre suite (8:} dont le noyau est désigné par K". On voit que

ce qui est 6té n'’est pas trop de sorte que

Ktl o~ KI
car E: m?/3Am < oo griace encore a (3.3).

La deuxiéme étape est de considérer la mesure

H"Zse;:

et le processus de Poisson associé construit au-§ 2. Comme on a une
équivalence entre K et K", CapguF = 0. Donc, d'aprés le théoréme au § 2, F
est recouvert par les intervalles J, liés au processus. On va montrer que
cela implique le recouvrement de F par les I; =, + }O,é;Yn[, a fortiori
par les I =w, + ]0,£ Y [.

Supposons F € ]0,1[. On démontre d’abord la proposition suivante : si

FcUJ, p. s., FCUJ ou J, est soumis & la restriction 0 < X, < 1.
Posons

F

J -p <X, <ptl) (p €D

n

s%
|

= {J, €F  H =2}

(p€EZ, me mf).

g°

m-

(m3/2] = Card .
Les points (Xn,Yn) tels que J, € Qg peuvent étre considérés, dés que

5§‘[m2/3] est fixé, comme §ﬁ‘[m2/3] vecteurs indépendants et

équidistribués sur ]-p , -p+l[ X R" selon la probabilité dx dF. Dans le
fond, c'est la définition du processus de Poisson. Soit 2¢ la distance de
F a l'ensemble {0,1}. Posons

A, p = {0 : il existe J,EX tel que A, Y, > p-l+€].

Admettons que

[+ ]
D BB, L) <o (3.8)
p,m=1
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D’'aprés le lemme de Borel-Cantelli double, p. s. il n'y a qu’un nombre
fini de J, avec X,< 0 qui peuvent toucher 1'intervalle [€¢ , 1- ¢]. Par
ailleurs, J, avec X, > 1 ne touche jamais cet intervalle. Néanmoins,
d’apres la remarque faite 3 la fin du § 2, F est recouvert par une
infinité de J . Donc p. s. FC U J, avec 0 < X, < 1 et méme & une infinité
de reprises.

De la proposition on déduit maintenant que F c U I; P. s. En effet,

2
(3.7) avec A = g-nous donne

oo .
ZP(?::_ [m2/3} >m) < oo

m=1
Et (3.2) nous donne

[o o]
ZP(I&,’,Yn > €) < oo,

n=1

Donc p. s. on a éventuellement §° [ 2/3} < m et ﬁ;Yn < €. Enfin
m-[m

FCUI, p. s.

I1 nous reste (3.8) a vérifier. Posons b =m - {m2/3}.

I

[=2]
P(A, ) = 1 - D P(AS | 190=k)P(Ff~k)
k=0

o k
=1- > {P(Y < p;‘lﬂn P(FB=k)

k=0 m

]

-1+
1 - exp[obP(Y > p)\ )J

m

N

bP {Y > p°1+€}

m

d’'ou on voit que (3.1) assure (3.8). CQFD.

Démonstration de la nécessité CapyF = 0 = F ¢ 1im I, p. s.) : Posons

gi’n(m-l) = e = £r’n(mﬂ) = A = fym-1y (@>1).
— - —

A la suite {E;} on ajoute [m2/3] termes de valeurs A et on obtient done
une autre suite {22}. Effectivement 8: > 6; > £, et K" =K' = K.

Considérons maintenant la mesure



‘Lﬂzsg;i

et le processus de Poisson associé., On définit de méme 33 et 90 [ 2/31 =
m+im

Card(ZJg). L'inégalité (3.6) nous affirme que

o0

gll?(g’:” [m2/3} < m) < 00,

Par conséquent, p. s. finalement 90 [ 2/3] 2> m. Donc P(F ClimI)) <
+
P(FcUJ, ) <1 . CQP. mrim

Remarque 2. On peut toujours supposer que

b £
n
Z——-————-—-—- < o (pour un certain € > 0, et tout « > 0)
n=110g2*53_
£n

car sinon T sera recouvert. Sous cette hypothése, (3.1) peut étre remplacé

par

EY(log*Y)3*€ < oo,

Remarque 3. En ce qui concerne le recouvrement poissonnien, ce n'est
pas la peine de supposer EY < oo, C'est certainement le recouvrement qui a

lieu si EY = o, Tandis que pour le recouvrement sur le cercle, une
certaine hypothése comme (3.1) ou (3.9) est nécessaire. Voici un
contre-exemple olt Y est assez dispersée :

1
P(Y = 2K) = — (k> 1)
2k
1
£, = (n>1).
2N p2

On a EY = o et c’est le non recouvrement qui a lieu.

4, LE CAS : Y BORNEE

Supposons 0 <Y< C p. s. (C une constante). La condition
supplémentaire (3.1) est alors satisfaite. Posons
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K(t) = exp [o(EY - ltl), du(h)

00
K;(t) = exp Z(ﬂnfﬁY - leh),.

n=1

On a

THEOREME. Soit F un compact dans R (ou T)

a) FCUan.s.@CapK:F==O
b) FcUTI, p. s. & Cap .F =0,
Ky

La démonstration du théoréme repose entiérement sur le lemme suivant.

LEMME 1. Supposons 0 € Y < C p. s. Il existe un positif o« (= EY) tel que
OFY - t)* SEQY - ©) < QFY - at)* (0 €t < )

pour tout X > 0.

LEMME 2. Supposons 0 £ Y <1 p. s. Soit A un positif. Posons Y, = AY.

On a k

E¥aley,<ty = € B(Y < t) + £(EY - 1) (0 <t <N).

Preuve. Quel que soit a > 1, on a

o)
A t t t
EValey, <ty 2. PL <Yx<"""}

n=0 an+1 n+1 ah
1 1 = 1 ot
= t{--P(Y?\<t) F(=-1) O —P(Y < _...)}
a a n n

Or, si Fp(x) est la distribution de Y,, observant que a *F,(ta™*) est une
fonction décroissante de x (-00< x < +0), on a

a(a) = Z—ln- P(Y, <

n=0a

t - -
‘;‘;‘) < ﬁo}“ a *F, (ta”*)dx.

Posons y = a X, on obtient
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1 X fa.t/n
= F d
Tog a'c 40 (y)dy

o(a) <

ou F(y) est la distribution de Y. Ainsi

a-1 X ra.t/x

a log a t 40 F(y)dy}.

EY, 1.y A<t) > t{P (Y, <t)
Faisons a { 1, on a

A A
EY}\]‘(Y}\<t) > t{P(Yx«:) - Ef(t)/ F(Y)dy}.

Comme t < A, on a

A fE/A X Pe/x
2 [ ray = 2 [ arenay - 1> [Sa-Feney - 1 =B - 1.

Pour l'’obtention de la derniére inégalité, on a utilisé la décroissance de

la fonction x'1f§(l-F(y))dy et le fait que — < 1. CQFD.

X

Preuve du lemme 1. On peut supposer 0 < Y < 1 sans perdre la
généralité. Le premiére inégalité résulte de 1’'inégalité de Jensen.
Supposons encore E Y > 0. En posant Y, = XY, on a

E(Y,-t)* = EY, - EYaley, <ty - ER(T>E).

Soit o = EY. Si (EY, - at)* = 0, a savoir A < t, on a Y, € t. Donc
ECY, - t)* = 0. Alors il reste a démontrer le cas A > t. A ce moment, le
lemme 1 peut nous servir. CQFD.

Remarque 1. La constante o = EY dans le lemme 1 ne peut pas étre
remplacée en général par une plus grande. Par exemple, prenons U la
variable uniformément distribuée sur [0,1].

Remarque 2. Le lemme 1 est faux pour toute Y non bornée car E(A\Y - t)*
est toujours positive, tandis que (MEY - at)* peut s’annuler pour certains
A>0et t >0,

5. OPERATEURS DE PROJECTION LIES AUX RECOUVREMENTS

Selon la théorie de la multiplication aléatoire (cf. Chapitre 1), la
martingale indexée Q.(t) (t e R, € > 0) correspond & un opérateur de
projection dans 1l'’espace M(R). Désignons le noyau associé par
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K, (t) = exp f(’)"lE(hY - leh)*du(h)

et l'opérateur par EQP. Soient §, l'ensemble des mesures K,-singuliéres,
R, 1'ensemble des mesures K,-réguliéres. On a le théoréme suivant

THEOREME 5.1. Ker(E Q,) = §,, Img(E Q,) = R,.

Ce théoréme a une conséquence qui concerne la dimension portante de
la mesure Q,0. Par la dimension portante d'une mesure ¢ on entend la plus
petite des dimensions des boréliens qui portent cette mesure. On la
dési%?e par dim"o. Comme un exemple, on considere 0 £ Y £ 1 et

B o= —;1[0’1](y)dy, pour ce choix on a K,(t) = Itl'aEy.
y

THEOREME 5.2. Soient Y et p ainsi choisies. Pour toute o € Mf(R)
. % . *
dim Q.0 = (dim o - offY), .

1
Considérons de méme une suite {£n} (£n < 59 et une variable

aléatoire Y (0 £ Y £ 1), et puis la martingale indexée définie par

n
Q,(t) = [Ie,(t) ou
m=1

Le noyau correspondant est défini par

0
K,(t) = exp Z~(£nIEY - lel).
n=1
Désignons par EQ, 1'opérateur correspondant on a

THEOREME 5.3. Rer(E Q) = 8, , Img(E Q) = R,.

THEOREME 5.4. Supposons £ = Pour toute o € M'(T),

B R

din*Q, = (dim'c - offY),.

6. AUTRES MARTINGALES



Soit 0 < a < 1. Construisons une martingale indexée

QA (L) = a“e{t)exp((l-a)ve(Dt)) (t€ER, € >0)

ou N (t) est le nombre des points du processus de l'intensité v

(6.1

dans le

domaine D,. On peut compléter la définition en définissant, Qg(t) = Q. (t)

pour a = 0 (celle-ci est déja définie au § 2) Ql(t) Z 1 pour a = 1.

THEOREME 6.1. Quelle que soit ¢ € M"(R), on a

f Qido 12 -converge ¢#»Jj.K;(t-s)(1‘a’2do(t)da(s) < oo,

bDémonstration. La convergence est équivalente a

2
E(f @2a0)” =0y  (ve>o0).
C'est-a-dire
[] E @)@ (srdo(rrao(s) = o(1) Ve >o0).

Or, on a

E Q2()Q3(s) = exp(2(L-a)v (D)E a € ¢

NeCtI+N (s)

Ea = exp((1-a)2v (D, N D).

De plus, si 1’on suppose que s < t, on a l’expression

t- :
t n Dy = ‘hJ {(X,y,h):~gi-< y <eo; t-hy < x < s}.
O<h<oo

Par suite,

ve(Dy N D) = J:h”(h) J?l~s)/hdF(y) i'hydx
=ﬁam-m%W®®‘

Enfin, on a

2
{(1-ad
E Q(t) Qi(s) = {éxp jzt(hY - [t-s1)*djr(h) ? .

CQFD

. 1 .
Considérons maintenant une suite {£n} (0 < en < 59 et une variable Y

{0 £ Y < 1). Posons
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Xj(t) = lloxijj-{(t - ﬂ)j)‘

Pour 0 < a < oo, construisons une martingale indexée

X

n
QA (t) = ]—[P;(t) avec Pa(t) = a m(t)/(1+(a—1)£m[EY). (6.2)
; m=1

Supposons Z 8,2, < o0, on a

n n
Qf“(t) X exp (1-a)IEYZ€3 + log a. ij(t) .
j=1 j=1

THEOREME 6.2. Supposons Z €§ < 0, Quelle que soit 0 € M'(T), on a

2
fQida Lz-converge = J:r Kg(t-s)“'a) do(t)do(s) < oo

Démonstration. De méme, il faut et suffit qu’on ait

JI E Q) @aisraoce) ao(s) =0y @3> 1).

Remarquons

l n n
E Qi(t) Q4(s) = exp(Z(l-a)EYZ gj} I_IIE axj(t) x;(s)
j=1 ) j=1

X: Ct)+X: (8) = (log a)"
2t 70 = 3 = B (8) + X ()T
m=0 m !

et que si m > 2, tenant compte du fait que x; n'admet que les valeurs 0 et
q p i q

1, on a
m-1
E(x; (£) + x; (s)" = E x; () + E x;(s) + 2. & E x;(£) x;(s).
k=1

or E x;(t)x;(s) = E(£;Y-1t-sl),, on a alors

X;(t)Y+x:(s)
P J

E =1 - 2(l-a) E¢;Y + (a-1)2E(4;Y-1e-sD), .

X

2
En remarquant e* X /2 < 14x < &* (Ixl € 1), on a enfin
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n
EQ (B)Qi(s) = exp[(a-l)z:E;E(ﬂjY - 1t-sl)+}.
i=
CQFD.

: o4
Nous indiquons un cas particulier, a savoir £, = — pour lequel on a
n

n
QA(t) = n“(1'a)Eyexp[log a.EE;q(t)].
j=1

Une différence entre (6.1) et (6.2) est que la premieére ne peut se
définir que pour 0 < a € 1, tandis que la deuxiéme peut se définir pour
tout a > 0.
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