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EXPOSE n°IX

POINTS FIXES MULTIPLES

et

POINTS PERIODIQUES INDIFFERENTS RATIONNELS

I. POINTS FIXES MULTIPLES

Si f est un polyndme ayant en o un point périodique de période k , avec
(fk)'(a) _ Q217 p/q , le polynéme 9 aen @ un point fixe avec dérivée 1 .
Pour cette raison, nous allons commencer par étudier les points fixes avec
dérivée 1.

On peut supposer que le point fixe est 0 . Une grande partie de 1'étude

peut se faire pour les applications holomorphes au voisinage de O .

1. ORDRE D'UN POINT FIXE.

Soit: f une fonction holomorphe au voisinage de 0, avec f(0) =0 .
L'ordre de 0 comme point fixe de f est 1'ordre r d'annulation en O de

z+ £(z) - z . On dit que O est un point fixe multiple si r=2 . On peut alors

r‘+ . . rd k3
1) avec b#0 . Ceci peut aussi s'écrire

-1

écrire (z) = z + bz" +0(z
f(z) = z(1 +bzr_1‘+0(zr)) . Les z tels que bz E]R+ (resp. R_) forment
-1 demi-droites, faisant entre elles des angles de 1/r-1 tour, qu'on appellera

les axes de répulsion (resp. axes d'attraction) de O pour f .

Remarques. 1) Si.¢ est une fonction holomorphe au voisinage de 0 avec

©(0) =0, ©'(0) £0, quiconjugue f & g (i.e. g=ofoe 1), 1'application
linéaire tangente TO¢: z + ¢'(0).z envoie les axes de répulsion (resp. d'attrac-
 tion) de f surceux de g . |

2) On peut, par uné fonction holomorphe tangente a 1'identité en 0, conju-

2r‘—1)

\ . P n
guer f a une fonction g delaforme z+= z +bz +O(z , ou méme de la forme



r 2r-1 v o .
2" z2+bz +cCz + Oz ) avec v arbitraire Pour les obstructions

N . N r‘ 2P_ .
aconjuguera z+ z+bz +cz 1 , voir le cours d'Ecalle.

2. UN CHANGEMENT DE VARIABLES.

Pour étudier f, on souhaite faire le changement de variable

z = — . Mais cette application n'est pas injective au voisinage de 0 ,

r-1
(r-1)bz
et ceci nous améne a poser certaines conventions.

Soient {{ unouvertde C, S un revétement de et m: § 46 la
projection. Pour Z € 'ﬁ, onpose |Z' = |m(Z)| . Soient Z € S et u€ €
assez voisin de O pour que, pour tout t € [0,1], 7(Z) +tu € & . Le chemin
y: t m(Z) + tu dans §. admet dans € un unique relevement ; d'origine Z ;
on notera alors Z +u le point (1) € §. Pour A voisin de 1 , on définit A Z
par AZ=Z +(x-1)7(Z) .

Soit 'Dp un disque contenu dans le domaine de définition de f . L'applica-

L définit un isomorphisme h: z *» Z de D_-{0} surun
(r=1)bz 1 p

revétement [ de degré r-1 de §§ =€ - DR ou R= o] 7 - Notons
(r-1) |blo

7: S G la projection et F 1'application hofo h"1 , définie sur un ouvert

tion z+—
r-1

S

de % contenant 17—1(6 - BR') pour R' assez grand.

PROPOSITION 1. L'application F est de la forme Z+* Z - 1 + o(\ZI'V =1,

Démonstration. Soient Z €G! , z=h YZ) , z,=1(z) et Z. =h(z) = F(z) .

On a : ’
z, = z+bz" +0(|z|™Y) = z(1 +b2" 1+ O(]2]T))

1
12) - w470 - v @b s ozl

7(2) (1 - =gy + oz /™)



Comme z et z, sont voisins, Z et Z1 sont sur le méme feuillet et on a :

z, = 2(1 '1?(12) +o(iz|'r/r'1)) - zZ-1+0(z1" VT Cafd.

Remarque 3. Les r-1 axes de répulsion (resp. d'attraction) correspondent aux

relevements dans §& de ]R+ﬂ {o (resp. R_N&) .

3. PETALES.

Soient R, et M tels que, pour |Z|ZR F(Z) soit défini et de la forme

1 1
F(Z)=Z - 1+n(Z) avec |n(Z)| = —%;:-1- =< -;- . Soit ['< C une courbe de la

1Z|

forme {(x+iy);|x ~H(y)} ou H: R + R est une fonction C ayant les propriétés

suivantes : /{

=

(i) H est convexe et paire ;

(ii) H(0) < -R1 ;

(iii) y+== |H(y) +iy| est croissante sur R, ;

iv) |H'(y)| <;ly5 , ol sin9=|—z%d7;:—, Z =H(y) +iy ;

(v) H'(y) » +~ quand y + = .

Les conditions (i) et (v) entrafhent que I' a une branche parabolique dans

la direction de ]R+ . Les conditions (ii) et (iii) entrainent que I’ 'ﬂBR =0 .
1

Soient I‘1 yoon ’Pr-1 les relévements de I' dans § et posons

Fi(I‘) = N(F(Fi)) . La condition (iv) assure que chacune des Fi(F) se trouve

strictement 2 gauche de 7 ;(I') , ol T ; estlatranslation zr= z - % .
-2 -7



Soit G l'ensembledes Z =x +iy € C tels que x= H(y) (région située a
gauche de I'). L'image réciproque G dans §) est formée de r-1 copies
G

[+]
.,G de G, etona F(Gi)CTlGi
-2

17°° r-1

Pour chaque i , on pose P, = h_1(Gi) U{0} . Les Pi »sont des compacts
que 1'on appelle les pétales de f en O . Ils dépendent du choix de I'. On a
f(Pi) c l(:”i U {0} . Chaque P, est limité par une courbe Y = h_1(ri) , imége d'un
chemin [0,1] + € , injectif sur :_IO, 1, qui part de 0 tangentiellement a un
“axe de répulsion, croise un axe d'attraction (appelé axe du pétale) et revient a 0
tangentiellement a 1'axe de répulsion suivant.

7
Ve

r=6 r=2, r-1=1

La fleur U P; est contenue dans le disque Dp1 - {o}un~ e -T)R ) .
1

1

[H(0) | ™
qu'on appelle les interpétales.

Pour p' < , l'ouvert D o'~ U Pi a r-1 composantes connexes,

PROPOSITION 2. Soient P; 1'un des pétalesde f en 0 et z € P,-{0} .

a) £7(z) » 0 tangentiellement a 1'axe de P; -

b) ' + 0 uniformément sur P, .

Démonstration. a) Posons z, = f(z) , Z =h(z) , Z = h(zn) -FY%z),




-5-

écrivons Ré Z pour RéE(m(Z)) , etc... . Ona Ré Z 1= REZ - 1, donc
Vd - ' hY - - ' N\
RéZ -, d'ol \zn\—»oo et lznl-'O.OnaZn+1 z ~-1, d'ou
Arg Zn - % , et l'angle de z  avec 1"axe de Pi tend vers O . Cqid.
n : " o
b) Ona F (Gi) <74 /Z(Gi) , donc, pour tout R" >0, il existe un ng tel
que n(Fn(Gi)) ﬁDR" = ¢ pour n=ny . Par suite, v p'>0 (3 nO) (V.n?-no)

gl
f (Pi) S Dp" . Cgfd.

II . CAs DES POLYNOMES

On suppose dans cette partie que f est un polyndme monique de degré d ,
ayant en O un point fixe d'ordre r=2 . Soient P1 goon ,Pr_1 les pétales de f

en 0.

[¢}
1. COMPOSANTE de Kf CONTENANT UN PETALE.

Le point O appartient & J, = 3K, . En effet, si f(z) = z+bz" + o(|z|"TY ,

ona : f{z) = z+nbz" +0(|z LP'H) , et la suite ((:lin)(P)(O))ne]N n'est pas bornée.

(o] o [¢]
Pour chaque i, P, - {0} <K En effet P, ¢ K, et f(Pi— {o}) <SP CcK

f- f £
Comme 1'ensemble Pi_ {0} est connexe, il est contenu dans une composante
(o]

connexe U, de K, .
i f

PROPOSITION 3. Pourtout x €U, , il existeun n tel que 1(x) € P, - {0} .

. . ) n n
Démonstration. Soient x, €U, et y, € P, . Posons x_=f (x) et Vo=t (y).

On a, pour les distances de Poincaré, dUi(xn’ yn) < dUi(XO’yO) , et pour les
distances euclidiennes d(yn,an) < lyn\ + 0 . Par suite, Ixrl - yn\ +0 et

\xn-i +0.



Si p' est assez petit, ona |Hz)| > |z| si z¢€ Dpl - UPJ. . Les x ne
~ peuvent donc pas étre tous dans les interpétales, et 3 ny,3j, xno € Pj -{0} .
o
On aalors x_ € Pj - {0} pour n> ng -
[+]
Notons Vj 1'ensemble des x € Ui tels que (3 n) X, € Pj - {0} . Les Vj

forment une partition de Ui en ouverts. Comme Ui est connexe, un seul n'est

pas vide, et comme P, - {0} € V;, ona U =Vi . Cgfd.

COROLLAIRE. Les Ui sont deux a daux distincts.

PROPOSITION 4. a) Ui contient au moins un point critique de f .

. . . . - rd >
b) f induit une application holomorphe propre fi : Ui -+ Ui de degre di =2

c) Soit ¢: Ui—m——* D un isomorphisme et posons g =¢o fi o go_1 . Alors,

g est la restriction a D d'une fraction rationnelle g : C~+¢€ ayant sur S1 un

point fixe triple & . Pour tout x € €-s! , lasuite g"(x) * « .

. n
LEMME. Soit x,€U; etposons x =f (xo) . Aors, dU'(xn,x ) » 0.

n
i +1

Démonstration. Xy #+ 0 tangentiellement a 1'axe de Pi' , donc

im>0, 3ny, Vn=ng, d(xn,an) = m lxnl (en fait, on peut prendre m
arbitrairement voisin de sin (1%1) si r=3, m=1si r=2).

Pour m' > |b|, ona |x —xnl < m' lxnlr pour m assez grand.

n+1
I x -x | '
“n+1 n

Par suite, T}-{-—’a—ur—— — 0. Or,
n 1
*n+1”"*n
< =
dUi(xn’XnH) - dD(xn,d(xn,an))(Xn’XnH) ClD(O’ ixn,éUii ) s

l AY
d'olu dUi(xn’XnH) — 0. Cqfd.

Démonstration de la proposition. b) L'application f induit une application

holomorphe propre f—1(Ui) # U, . Or, U, estune composante connexe de f—1(Ui) ,
donc f induit fi : Ui -+ Ui holomorphe propre. Soit di son degré. On a di > 1
car sinon fi serait une isométrie pour la distance de Poincaré de Ui , Ce qui

est contredit par le lemme.



a) résulte de b) et de la formule de Riemann-Hurewicz. Plus élémentaire-
ment, s'il n'y avait pas de point critique, ‘fi : Ui -+ Ui serait un revétement
nécessairement trivial puisque U.1 est simplement connexe, donc de degré 1 .

c) L'application g: D+ D est holomorphe et propre. Par le principe de
réflexion de Schwarz, elle se prolonge en une application € - €, quiestune

fraction rationnelle commutant avec z - -;— . Montrons qu'il y a un point fixe triple

sur S . Soit X, €D etposons x_= ¢™(x) . Tout point d'accumulation & de la

suite (xn) appartient & s! et est un point fixe de g . Eneffet, si x - a, on
k

) 0, et g(xn ) ? @ d'oli « =y(a) . Soient

= dpx n, +1
k k

(
K D™y :
les points fixes de g sur S, Wl g oo ’Wv des voisinages de

., &, respectivements tels que dD(Wiﬂ D,Wjﬂ D) > dD(xO,x 1) . A partir

a |x ,X

=X
nk+1 n

G yenn,d

17" v

Uiy
d'un certain rang, tous les X, sont dans la réunion des Wi , mais comme on a

dD(xn’X )= dD(XO’X1) , ils sont tous dans le méme, et la suite n'a qu'un point

n+1

d'accumulation « € S1 . Comme D est compact, X, 0« .

X =X
1)-*O, ona L0 44 o « est un point fixe:

Comme d_(x ,X
Comm D(n’n xn—a

+
multiple. Soit y, €D et posons y,_ = gn(yo) . Ona dD(xn,yn) < dD(xO,yO) ;
comme lxn—a\ 40, ona lyn—xn\ 20 ety +a.

Soit s l'ordre de &« comme point fixe de g ; montrons que s =1z .
Soient Q TERY ;Qs—1 les pétales de g en «. Au moins la moitié d'entre eux
rencontre D . Mais les Vi ={x€D \gn(x) € Qi_ {a} } forment une partition de
D en ouverts, doncilyenaauplus 1 nonvideet s-1=2, d'out s=2o0u3.

Posons z_ = <p-1(xn) €U, . Lasuite z +0 tangentiellement & 1'axe de P, .
Sioy o L_Ji + [0,1] est une fonction harmonique sur L_Ji , continue sur U, - {0},
valant O sur an dans un interpétale adjacent a Pi et 1 dans l'autre,
(Im>0)(¥n) m=< 'r)(zn) = 1-m . Par suite, x_ + @ non tangentiellement a s! ,

cequiexclutlecas s=2. Onadonc s=3. Cqid.



COROLLAIRE 1. Si di =2, iln'y a qu'un point critique « € Ui . Siona
372+ 1

Z+Z2

pris ¢ tel quebp(w) =0 et o =1, alors, g est donnée par glz) =

2. ARGUMENTS EXTERNES DE O .

PROPOSITION 5, On suppose gue Kf est connexe et localement connexe.

a) Tout argument externe de 0 est de la forme p/ d-1 .

b) Dans chaque interpétale arrive au moins un rayon externe qui aboutit en O .

c) Entre deux rayons externes aboutissant en 0 , il y a un point critique

et une valeur critique de f .

LEMME. Soit A< R/Z un ensemble contenant au moins un point « de la forme

p/d-1, p €Z . On suppose que t+ dt induit une bijection de A sur A préser-

vant 1'ordre cyclique. Alors, tout point de A est de la forme p/d-1, p€Z .

Démonstration. Ona (d-1)a =0, donc do =@, et tH t- « commute

avec t+ dt . On peut donc prendre « comme origine, i.e. supposer que «=0 .

Soit t € A et soit (€1 o oo ,ek, ...) le développement de t enbase d . Sila
suite (ei) est stationnaire, €, =¢ pour iZk,, ona : dkt = d_e___1 €A,

k ¢ e k s+ € . o

d a7 = 4d-71° dt, dlou t———t__1 . Sinon 3J1i, j tels que €i< €i+1 et
ej > €j+1 . Choisissons pour tout élément de A le représentant dans [0,1[ .

1

ona 0<dt<d*lt et 0< @t <dt, cequiesten contradiction avec le fait

que t - ™ préserve 1'ordre cyclique. Cqfd.

Démonstration de la proposition. a) Notons A 1'ensemble des arguments

externes de O . Supposons A #@ etsoit t € A et a le plus petit élément de A

correspondant a un rayon R o Qui arrive dans le méme interpétai= que R Le

£
rayon Ra est stable par f, donc o =de et o estdelaforme p/d-1.
L'application f induit une permutation des (Rt) tEA préservant l'ordre cyclique.

La partie a) résulte alors du lemme.



b) Choisissons dans chaque pétale Pi un centre ¢; pour Ui et soit H

1'enveloppe réglementaire de {0,c c._ .} . Les interpétales sont les accés

17 Cpe

a 0 relativement a H (cf. exposé "arguments externes dans les ensembles de

Julia"). La partie b) résulte alors de la proposition 1 dudit exposé.

c) Soient R=R(f,8) et R' =R(f,6') deux rayons externes de K. aboutis-

santen 0, et V une composante connexe de C - (RUR') . D'apres la partie a),

on peut supposer que =0, 6' =;£T , p€{t,...,d-2}, etque V contient les

points de C - K, d'argument externe t € 10,p/d-1{ . Posons sz—1(V) . Le
Luni i _p iy i

bord dW est la réunion des ® (f,t) pour t € {d " +d}i=0,...,d-—1 . Soit W1

la composante connexe de W telle que aw1 DR . Ona W1 CV et

¢ ._—L_E. = = i
aWDRUR(f,tl) ou t, =373 - 3 ?&Tﬁ Le rayon R1 R(f,t1) aboutit en

un point ¢, # 0 puisque ty £ 7Z. 3-3—1 . L'application f induit une application

holomorphe propre f. : W1 + V, notons d, son degré. Soit U un Voiéinage

1 1
de 0, alors f_1(UﬂW) S (U'MNW) U (U"NW) ou U' est un voisinage de 0 et

U" un voisinage de c. , qu'on peut supposer disjoints. Par suite, d1 =2,

1
donc (3 w ew1) fl(w) =0 et f(w) EW. Cqfd.

1II. POINTS PERIODIQUES INDIFFERENTS RATIONNELS

NOMBRE DE PETALES.

Soit f: € = € un polyndme de degré d , « un point périodique de période

e21 mp/q

k, tel que A = (£9'(e) = , p.g-c.d. (p,q) =1 .

PROPOSITION 6 . La multiplicité r de o comme point fixe de f_kq est de la

forme vg+1, ou v € {1,...,d-1} .
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Démonstration. L'application To‘fk , qQui est la multiplication par p ,

opere librement sur les axes de répulsion en a . Leur nombre, qui est r-1, est

[+
donc de la forme qv . Ily a v orbites disjointes dans 1TO(K f) , et chacune contient
au moins un point critique de fkq , donc un point critique de £ . Comme f aau

plus d-1 points critiques, ona v = d-1. Cgfd.

On pourrait aussi déduire la proposition 5 du lemme suivant, que nous

donnons car il nous servira par la suite.

LEMME 1. On peut trouver une coordonnée holomorphe centrée en « telle que

I‘+1))

1' expression de fk dans cette coordonnée soit de la forme €t X (C +CP+O(§ ,

avec r=Vvg+l, VEIN* .

Autrement dit, on peut trouver un difféomorphisme C—analytique, ¢ d'un
voisinage de a sur un voisinage de 0, avec y(a)=0, tel que ¥o fko :,’)_1

soit de la forme prescrite.

Démonstration. Nous allons montrer que, si on a une coordonnée Cj ou

1'expression g de £ est £ — XL +bj‘CJ + O(CJH) , etsi j n'estpas de la

forme v g+1 , on peut trouver une coordonnée cj+1 , tangente « l'ordre j & CJ. ,
. .

telle que 1'expression g;J.+1

B j . o , ¢ .
Prenons Cj+1 = CJ. + ccj . L'application gj+1 est donnée par :

k o J+1 L3+
de f dans Cj+1 soit ¢ -+ A¢ +bj+1C +0(e ) .

. g. .
.o ) s 2}
. . = . - . cos " - {
C3+1 QJ C3+1 c{,J+1 PRI BNy St + (bj Ac) Ciet + ...
Coy . _ 3y ] L+
gj+1(gj+1) it +(bj AcC+cA )Cj+1 +O(sj+1)

Si j n'est pas de la forme vg+1, ona )yJ‘-- AEO, ét on peut choisir c¢

de fagon que bj +e-r)=0.
On peut ainsi chasser de proche en proche le premier terme de gj(g) - AL

jusqu'a ce que 1'on tombe sur un terme de la forme b ¢ va+i avec b£0 . Sile

processus ci-dessus se poursuivait indéfiniment, f 9 aurait un contact d'ordre o

kq

avec l'identité, donc f *=1id , ce qui est impossible si f est un polyndme de
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degré d >1 . On peut donc trouver une coordonnée { telle que 1'expression

v g+l (¢ v q+2)

de fk soit ¢+—* AL +b{ + O avec b#0, et par une homothétie

on peut obtenir b =A . Cqtd.

Soit ¥ un difféomorphisme d'un voisinage de & sur un voisinage de O .

Une fleur F de fkq relativement 2 ¢ est F = zp-T(F') , ou F!' estune fleur

kq -1

(réunion des pétales) de Yo f ‘o ¥

PROPOSITION 7. Soit £ une coordonnée centrée en o« satisfaisant aux condi-

tions du lemme 1, et F la fleur de fkq relativement a £ définie « partir d'une

) o
courbe I' comme dans I.3. Pour un choix convenable de ', on a fk(F) c FU{at .

Démonstration. Reprenons le changement de variables h: D p*—w—-* § aétini
en 1.2, avec b=1. Notons ¢ 1'application de changement de feuillet Q"
conjuguée par h de z+ Az . L'expression F =ho fko h—1 de fk est de la forme

Z— o(Z-1+0 T . Si I' satisfait aux conditions (i) a (v), on a

G ' -a)C .
F(GI)CT; 0(),dou f(P o) P() Cqfc

Remarque. La condition (iv) est plus forte que la condition normalement exigée

pour définir la fleur de fkq , car fkq correspond & b=q etnon b=1.
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EXPOSE n°X

CONNEXITE LOCALE DE CERTAINS AUTRES ENSEMBLES DE JULIA

1. RESULTAT.

THEOREME. Soit f: € - € un polyndme de degré d>1 . On suppose que, pour

tout point critique w de f, 1l'une des 3 éventualités suivantes se produit :

a) w est attiré par un cycle attractif ;

b) w tombe en un temps fini sur un cycle répulsif.

c) w est attiré par un cycle indifférent rationnel.

Alors, K £ est connexe et localement connexe.

COROLLAIRE. Soit f un polyndme de degré 2 admettant un cycle indifférent

rationnel. Alors, Kf est connexe et localement connexe.

Cet exposé est un complément a 1'exposé [CLJ] "Connexité locale de
certains ensembles de Julia". Nous utiliserons les résultats de 1'exposé [PPIR |
"Points fixes multiples et points périodiques indifférents rationnels" .

D'aprés un théoreéme de Fatou et/ou Julia, comme tout point critique de f
appartient a Kf , 1'ensemble K est connexe (LCLJ], Proposition 1 étendue).
Le cas ou seules les éventualités (a) et (b) se présentent est couvert par la
Proposition 4 de [CLJ] + Caractérisation des polyndmes sous-hyperboliques.

Dans le cas oil (c) se présente effectivement, f n'est pas sous-hyperbolique.
Pour montrer que Kf est localemenf connexe, nous montrerons que la suite (yn)
de lacets définie dans la Proposition 3 de [CLJ] converge uniformément.
Pour cela, nous allons construire, sur une partie 2 de C une métrique pour

laquelle f est strictement (i.e. augmente strictement la longueur de toute
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courbe rectifiable non triviale) mais non fortement dilatante en général. Le
raisonnement que nous aurons a faire pour terminer la démonstration sera donc plus
délicat que celui de la démonstration de la Proposition 4 de [CLJ]: nous serons
amenés a faire quelque chose comme une partition de Markov.

Dans la suite, f sera un polyndme satisfaisant aux hypothéses du Théoréme.

2. CONSTRUCTIONS de .

Notons A_ 1'ensemble des points périodiques attractifs de £, A, l'en-

0
semble des points périodiques indifférents rationnels et C la réunion des orbites
directes des points critiques. Ecrivons C =C_ UCO UC+ , ot C_(resp. CO)

correspond aux points critiques attirés par un cycle attractif (resp. indifférent

rationnel) et C+ aux points critiques tombant sur un cycle répulsif.

PROPOSITION 1. On peut trouver un ensemble compact & tel que :

a) 2a>A,, GNA_=¢, C b, (Cuc)na =¢ ;

0’
[+
b) JfCQUAO, ynCSSZ pour n assez grand ;

- o
) f 1(§z)cnUAo :
d) $&  connexe ;

e) an R(Kf,O) connexe.

Démonstration. Soit L un disque topologique fermé contenant Kf , limité
par une courbe de niveau du potentiel G.f de K £
Choisissons pour éhaque a€A_, un disque topologique 4 o de facon que

— A K -n_
f(Aa) c Af(a) . Ceci entraine Aa © K. Soit n_ tel que B=f (agA Aa) "

o
On a encore B_ C Kf .

Pour chaque « ¢ AO , construisons une fleur Fa (relativement a une

(o]
coordonnée £y centrée en «) de facon que f(Fa— {a}) c Ff(a') . Soit n, tel que

-no 2] . R 2] — 4]
B,=t (a\gi\ Fa) 2 C, « Ceci entrafne que B, < Kf et B,c KfUAO .
0
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L'ensemble Q@ =L - (B_ UBO) répond a la question. Cqfd.

3. CONSTRUCTION de U .

(o] ~
Posons U = §& . Nous allons construire un revétement ramifié U de U .

Comme les points périodiques de C+ sont répulsifs, donc non critiques, on peut
trouver une fonction v : C_ - N telle que v(f(x)) soit multiple de p(x)v(x) ,
ol r(x) estle degré local de f en x (par exemple, v(x) =Ilr(y) , produit pour
y dans 1'orbite inverse stricte de x).

On pose r(x) = 1 pour x ¢ C+ . Soient U* un revétement ramifié de U ,
avec degré de ramification égal a v (x) pour tout point au~dessus de x , et U le
' revétement universel de U™ . Alors, U est un revétement ramifié galoisien de U .

Notons 7 la projection U-U. Soit RO un relevement de 1'arc ouvert

UNR(K,,0) dans U.

PROPOSITION 2. Il existe une application holomorphe g : U - G telle que

Lo ~

fomog=m et g(RO)CRO .
Remarque : La condition fo 7o g =7 exprime en quelque sorte que g est un rele-

vement de L

Démonstration. Soit X 1'ensemble des couples (x,y) € UxU tels que

f(n(y)) =7(x) . Liensemble X est une courbe C-analytique avec singularités.
Soit (xo,yo) €X. Si Tr(xO) n'appartient pasa C , 'n(yo) non plus, X est

lisse en (x ) et pr,: X+ U estun isomorphisme local au voisinage de (xo,yo) .

0’Yo 1
Supposons w(xo) € C, notons r le degré de ramification en 'n(yo) de f;
osons V. =v(nx et v =v(n , de fom)=0rv , qui est par
p xg (m(x)) Yo (7 (y) gyo( om) =TV, d p

hypothese un diviseur de vV, = degX 7 . On peut prendre sur U des coordonnées ,
0 0
£ centrée en X et m centrée en Yo telles que les expressions de 7 et fom



- 15 -

v ry
soient £ & %o et n— 1N Yo . Au voisinage de (xo,yo) , 1'ensemble X devient
v v

{(&,m) \EXO - n Yo} = U {(&,n) In=x&9, on q=VXO/rVyO , la réunion
w

Yo

étant prise sur les A tels que A =1 . Lacourbe X est au voisinage de

(x.,v~) , réunionde rv. courbes lisses (branches), qui se coupent tranversa-
1° X -+ U induit un isomorphisme local.

En remplacant le point (xo,yo) par r Vy points, un sur chaque branche,
0

lement, et pour chacune la projection pr

et en procédant de méme pour les autres points (x,y) tels que 7(x) € C, on obtient

~J

un -espace X qui est un revétement de U . Mais U est simplement connexe, ce

revétement est donc trivial. Soient X, et y 1 des points de R(Kf,O) MU tels que

X 1= fy 1) ; notons X, et ?1 leur relevement dans ’E\%J . Il existe une section

1 0
unique o: U - X telle que 0'(3?1) = (32’1,'571) . L'application g = pr,on3o 0 : U-U,
ou 3¢ X + X estla projection canonique, répond a la question. Cqfd.

4. CONSTRUCTION d'une METRIQUE.

Notons p ¥ la métrique de Poincaré de U et Hy la métrique riemannienne

admissible sur U telle que la projection 7 : U~ U soit une isométrie locale.

Remarques. 1) Si Ay = @, m(g(U)) est relativement compact dans U , il en
résulte que g : U-U est fortement contractante pour u T Par suite, f est

fortement dilatante pour “U sur J autrement dit f est sous-hyperbolique.

f ’
Le théoréme,’ dans ce cas, résulte alors de [CLJ] , Proposition 4.

2) Si A, 4@ , 'application g: U~ U est strictement mais non fortement
contractante. Soient « € AO et 6 un argument externe de « dans Kf . Ltarc

ouvert UM R(Kf, 8) a une longueur infinie du cété de « pour By o et la suite

('yn(@')rl €N n'est pas une suite de Cauchy pour By C'est pour ces raisons que

nous allons modifier la métrique By e

On peut trouver pour chaque point « € AO , un disque topologique Aoe et

un isomorphisme Ca: Aa -+ Dr de facon que 1'expression de f: Aoz -+ A‘f(a)
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' d,+1
soit de la forme £ ~* A (¢ + ba§ T Jo, ba> o, Qg = nombre de pétales

de la fleur de &, Aqa =1.

Si les disques Agé ont été pris assez petits, U ﬂAa est contenu dans
la réunion des interpétales, et 1'expression de f a une dérivée de module > 1 .
En outre, ona: f(U ﬂAa) DU ﬂAf(a) , f(A_‘a) ﬂZﬁ =@ pour B #f(a), et
Zaﬁ C,= @ .

Notons o la métrique |d¢ a\ sur 4 o Choisissons M € ]R+ grand et
définissons sur UU U & o Une métrique riemannienne g (& coefficient discon-
tinu) par u =inf (u ljt,el\fy,a) , la borne inférieure étant prise en chaque point z

sur les métriques définies en ce point.

Considérons le compact ¥ = f_1(ﬂ) cuuJ Ay -

PROPOSITION 3. Sion achoisi M assez grand, f est strictement dilatante

pour 4 sur Q'.

Par "strictement dilatante”, nous voulons dire que, pour tout chemin

rectifiable non trivial y: I+ Q', ona longﬂ (foy)> long# (y) .

Démonstration. Pour a€ A, f_1(fzﬂ5a) estun compact de la forme

"

! N, 1 . n
LQULQ, ou L,c («.'ﬂAa et L, estun compact contenu dans U-Cc =u-C

T £ . Ona m_ > 0. Nous choisissons M>—ﬁ——y X

Posons m_ = inf -
o

" 3
o ZGLO‘ z “U’“a o in
Montrons que, pour z € §' - (AOUC) , ona :

(1) IITZfH# > 1

Ily a 4 cas a considérer :

. -1
—_ 1 — : 21 .
a) B, = u.UZ » Hi(z) = #UL1(2) L apphcatlon f: £ (U > U est
strictement dilatante pour “U puisque g: U~ U est strictement contractante,

d'ou (1) dans ce cas.

— : ) _ . < Aar
b) ”z”M'La,z ) Biz) =FU L) Ona p, < py ,, d'od (1) comme

’

dans le cas a).
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_ B T 1A Tiak . .
c) “z*M“a,z , “f(z)‘M”f(oa),f(z) : L'inégalité (1) résulte du fait

ue 1'expression de M dans les coordonnées €.  , £ a une dérivée > 1 en

module.

. ' .
d) Hz=Hu,z ' H4(z) = *1(a),t(z) * Si ze€L,, ona b= “a,zr’ et

on conclut comme dans le cas c¢). Si z € " 1'inégalité (1) résulte de la

o] ’

condition M > _n17 imposée a M. Cqfd.
o

5. UN MODULE de CONTINUITE.

Posons §'*¥ = NU = &! —AO , et soit 0'* 1'image réciproque de
§'* dans U . Soit ¥ la métrique sur §'* relevant la métrique g sur &'* .

N'

Notons &' le complété de & * pour K : il s'obtient en rajoutant un point au bout
de chaque relevement dans ©'* dun interpétale en un point de AO .
L'application g : U~ U dela Proposition 2 induit une application

0% - 8'* qui se prolonge en une application g: &' - &' , strictement

contractante.

PROPOSITION 4. 1l existe une application croissante h: IR + + IR 4 vérifiant

h(s) <s pour s> 0 et s-h(s)* +=, telle que :

(vx,y €@')  dy(el),el) = nlx,y) .

Démonstration. Le groupe T = AutU('lVJ) opere sur W par des isométries
pour %. Soit e =yo(0) € R(Kf,O)ﬂU (cf. [CLJ] , Proposition 3) ; notons e le

rel‘evement‘de e dans @JO , ;O le relevement de Yo d'origine g , et posons

'51 = ;70(1) . Notons o 1'élément de T tel que o(g) = g1. Il existe un élément

‘01 € tel que g00d=0'1og . Soit Fc &' un compact tel que I‘.F:?)' et
J o'F. pour s20 , hotons B(F1,s) - {x€Q \dﬁ(x,l;i)s s},

v osiza-1
c'est un compact. Notons h(s) la borne supérieure des d~(g(x),e(y)) pour
ol

posons F

(x,y) € &, d;‘(x,y)Ss . Ona :



- 18 -

h(s) = sup d~(g(x),ely)) <s
(x,y)€FxB(F,,s), d";(x,y)S s F

Il est clair que la fonction h est croissante. Choisissons Sy >0. Ona

h(k so) < kh(so) , il en résulte que s-h(s) * +© quand s - +% . Cqfd.

Notons E 1'espace des lacets y: T =+ &! _(C+UAO) tels que 7y (0) € &(Kf,O) ,
homotopes a 7o - On définit G: E @ E en associant a chaque y 1'unique lacet
y' € E tel que y'(t) € £ Yy (at)) , v'(0) € R(K;,0) . En particulier, y

~

En associant a chaque lacet y € E le chemin ;j : [0,1]~ §' relevant Y , on

n+1 -~ G(yn) ‘

~

identifie E a une partie E de C(I ;ﬁ‘) , ou I=[0,1]. A 1'application G corres-

pond une application G:E-E , définie par Gy) =y , avec :

Y = e@ ) si t=1E2 sefo,1].

On munit E de la distance d(y,n) :tELIlp dz (y (t),n(t) .

COROLLAIRE. L'application G admet comme module de continuité la méme fonction h .

6. LA CONVERGENCE.

PROPOSITION 5. La suite (;n) est une suite de Cauchy dans C(I,ﬁ') .

Démonstration. Posons £ = d(;o,;1) , etsoit L=¢ telque L-h(L)=¢ .

Montrons, par récurrence que, pour tout n, on a d(;o,;n) = L . C'est évident

n+1)5 h(L) , d'ou

pour n=0 ou 1. Si d(;o,;n)s L, ona d(;1,

hep) = ¢+h(L)< L.

dvgs
Pour p€IN et q=p+n, ona: d(;p,;q) =‘d(Gp(f)7O),Gp(;n)) < hP(L) .
La suite (hp(L)pE]N est une suite strictement décroissante. Elle a une limite qui

est un point fixe de h, donc =0 . Par suite, (;n) est une suite de Cauchy. Cgfd.

Démonstration du Théoréme. La suite ('yn) est une suite de Cauchy dans C(T;Q!') ,

muni de la distance de la convergence uniforme, pour la distance du sur &' . Elle
converge donc uniformément pour dg , et aussi pour la distance euclidienne dO , qui
définit la méme topologie, puisque &' est compact. Le théoréme résulte alors de la

Proposition 3 de [CLJ] . Cqfd.
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EXPOSE n° X1

UN TOUR DE VALSE

[ C'est quand méme mieux qu'un coup de fouet |

Adrien Douady et Pierrette Sentenac

1. INTRODUCTION.
Soit ¢ 0 €M tel que le polyndme f c tz — 22+ 9 admette un cycle
0 .
indifférent rationnel {« 170 ak} , de valeur propre p= e2.177 p/q , (p,a) =1.

D'apreés 1'exposé précédent [CLAJ] (Connexité locate de certains autres

ensembles de Julia), K est localement connexe, et, d'aprés [PPIR ] (points

C
fixes multiples et points gériodiques indifférents rationnels), chacun des o, a

une fleur a q pétales, et dans chaque interpétale arrive un nombre fini non nul

de rayons externes de KC , qui sont fixes par fkq , donc ont des arguments de
la forme p/ qu_ 1 (on verra plus tard que ce nombre est 2 si q=1 et 1 sinon).

Le point ¢ . , valeur critique, est attiré pour fkq par un des points du

0

cycle {oz1 g ooy ozk} . On peut supposer que c'est « La composante connexe

1°

O

u1 de KC qui contient c.O contient aussi un pétale P1 de 041 . Nous avons
o]

en vue le résultat suivant, qui sera démontré dans 1'exposé suivant.

THEOREME A. Soit 6 1'argument d'un rayon externe de Kc qui aboutit en
0

. Alors, le rayon externe ®(M,8) aboutit

o, par un interpétale adjacent a P

en C

1

0
Remarque : Ce théoreme fait pendant au Théoreme 2 de [AEM] (Arguments
externes dans M des points de Misurewicz). Cependant ce dernier est obtenu en
passant a la limite & partir du Corollaire 2 (b) du théoréme 1 de [AEM] . Au
contraire, le théoreme A ci-dessus repose sur une discontinuité du comportement

de R(K.,6) en c=cy .
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Nous démontrons dans cet exposé le théoreme 1, dont un cas particulier
(corollaire 1) est une conséquence du théoreme A. Dans le prochain exposé,
nous remonterons du corollaire 1 du théoreme 1 au Théoreme A.

Théoreme A

Prochain exposé

Théoreme 1
: \> Corollaire 1

cet exposé

Etat actuel

1 est un point périodique simple de £ c
o
Pour tout ¢ voisinde c_, on peut trouver un a(x) tel que fé{(a(c) = a(c) ,

Supposons q# 1 . Alors, «

avec cr* a(x) analytique et a(co) =a, .

Soit A un disque centré en oz(co) , fixé assez petit (nous préciserons

*
au § 6 ou 7). Soient n, assez grand et r >1 assez voisin de 1 pour que

n kq - .
x(c)=t. % (c) et ylc)=¢ 1(F*e21779) appartiennent & A (ol
o ", o o " Tc,
¢ :€-K_ —— €-D est la représentation conforme.
o o e

q _ .
Pour ¢ voisinde ¢, posons x(c) = £ © (¢) et ylo) =¢C1(r*e2m9)

L'énoncé intermédiaire est le suivant :

COROLLAIRE 1 DU THEOREME 1. Pour tout voisinage W de ¢  dans €,

il existe un N0 =0 tel que, pour tout N=N 0’ il existe un c €W tel que
k
£ %x(c)) = y(c)

Démonstration de 1'implication : Théoreme A =) Corolaire 1 du Théoréme 1.
- ,{ng+N)kq .
tel que 2 -1 et Cc= <p§11(re2m6) .

N
2im , et comme 2kq6 =86, (pc(x(c)) =TIy

Soit r On a

N
¢.(c) = ¢ lc) =rye
(pc(kaq(x(c))) - p*ez”’e, d'ot £ ¥%(c) = y(c) . Quand N - ry™ 1, donc

2MoKd Hine
e ,

c *c, sion admet le théoréme A, et (vw) (3 NO) (VNZNO) CEW . Cqfd.
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2. RESULTATS.

Voici maintenant 1'énoncé du théoreme dont la démonstration occupe
cet exposé :

Soient A et V des voisinages de 0 dans € , et (\,z)+ g, (z) une
application C-analytique de A XV dans € . On suppose que gx(O) =0 pour
tout A €A, g(')(o) =Py = ezmp/q , p/9€Q, etque A+ p(\) = g;\(O) n'est
pas constante. On suppose que gg est de la forme. z ¥+ z + b0 zq"'1 + 0(zq+2)
avec b0 #0 . Soient L+ et L_ un axe de répulsion et un axe d'attraction de

)

gq en 0, consécutifs H-. Notons S + et S_ les secteurs-angulaires ouverts,

de bissectrices L+ et L_ respectivement d'ouverture 81('1 tour.

THEOREME 1. Dans cette situation,

( A ) (VQ C:Aﬂs+) (VQ c:Aﬂs_)
disque centré en 0 cé"mpact compact

VYW INgy, (VY8 :W=>Q
( REESUN

vois de O dans c"éntinue +)

(t)

i.e. faisant un angle de = zi tour .
q
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(Y8_:W=2Q y (YN (3xew)
continue =N 0

g ds. (V) = 8,0

Démonstration du Corollaire 1 i partir du Théoréme 1. Si q# 1, @, est

un point fixe simple de flé . Posons c(A) = Cy * A . On peut trouver une fonction
o

analytique A+ @(\) au voisinage de 0 telle que «(0) = @y, flé(x)(a()t)) =ar) ,

en vertu du théoreme des fonctions implicites.

Si gq=1, c'est-a-dire p=1, lepoint «_. estun point fixe double de

1

flé , caril y a un seul pétale. Sionpose c(A) = Cy* )\2 , on peut encore
o
trouver une application A - o()\) analytique au voisinage de 0, telle que

a(0) =1 et flé(k)(a()\)) = a(r) . Cela résulte maintenant du lemme de Morse

(ou du théoreme de préparation de Weierstrein). Dans les deux cas, on définit
k .

g, par a()) + g)\(z) = fc(k)(a(}‘) +2z) . Onpose $_(A)=x(c(r)) - a(x),

8+(>\) =y(c(r)) - a(X) . Sionapris A assez petit, n, est assez grand et r

0
assez voisin de 1 pour que 8 (0) € S_ et 8+(0) € s+ , puisque frékq ot

: (¢
tangentiellement a L._ et L+ respectivement.

0

© -1 (v QA" e) tendent vers o

Cc

o 1

Soient Q_ et Q_ des voisinages compacts de 8§ (0) et S +(O) dans S_

et S

, » Ona encore S (\)eq_ et 8_'_()\) €Q._ quand A varie dans un voisinage

A de 0. On peut donc appliquer le théoréme 1, et on obtient le corollaire 1.

Cqfd.

La démonstration ci-dessus donne au Corollaire 1 le Complément suivant

qui nous servira au prochain exposé :

COMPLEMENT 1 du Corollaire 1 du Théoréme 1. On peut prendre NO indépen-

dant de 1 quand r" varie dans un compact J 10,40[ tel que
2im 6

Qw¢e )c A- {0} .
(0]

D'autre part, nous verrons que, dans la situation du Théoréme 1, si

A p()) - 6217Tp/q aen O un zérod'ordre v, ily a au moins v valeurs
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distinctes de X telles que g?q(g_()\)) = S+(>\) dans les conditions du théoréme.
Nous utiliserons ce fait au prochain exposé pour voir que, dans la situa-

tion du Théoreme A, on a nécessairement v =1 .

3. UN CHANGEMENT DE VARIABLES.
Nous nous plagons dans la situation du Théoreme 1.

PROPOSITION 1. On peut trouver un difféomorphisme €-analytique

A ,z)— (A.,C.)\(z)) d'un voisinage A'xV' de (0,0) dans A xV sur un ouvert de

A'xC , tel que CA(O) =0, etquepour A € A' , 1 'expression de g dans la

coordonnée €, soit de la forme : L p(\)¢ +/3'(>\)Cq+1 + (S(Cq+2) , avec

B(0) £ 0.

Démonstration (cf. [PPIRJ , III.1, Lemme 1). Pour j€(2,...,9) ,

on a un difféomorphisme €-analytique (A ,z)— (A ":A j(z)) tel que 1'expression
b
de g, soit L+ p(\)E + 8.0 + @(CJ+1) ; en posant

SN

/3()\) .
.= 0 L+ — CJ . (le dénominateur ne s'annule pas au voisinage
I+ AL J7A,]
px)-p(r) ’

de 0) , on obtient une coordonnée ou 1'expression de g, estde la forme :

¢ p(E +8, () 6P | Le dittéomorphisme (x ,2)— (L, qJ'A(z))

j+1
répond a la question ; on a bien Bq+1(0) # 0 sinon la fleur aurait au moins

2q pétales. Cqtd.

COROLLAIRE. L'expression de g)? dans la coordonnée CA est de la forme :

g o) + b)) e + 6 (29?) avec b(0) £0 .
2
En fait, b:B(pq+p2q+ .+ 1), b(0) =qg(0) .

Nous allons maintenant faire le changement de variables défini par

q(q+1)
1'application : (A ,z)— (x , B'Q‘L——)

( 3 , en reprenant les conventions de
qb(r)g

[PPIR], I.2.
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Si A estundisque, centré en O, cette application définit un isomorphisme
h: AxA-{0} » Q , oll & estun revétement de degré q d'un ouvert Q de

AXC delaforme Q ={(x,z)||z] >R(A)} . Nous écrirons h: (A,z)— (A,Z) .

PROPOSITION 2. L'expression GA. de gﬁ dans la coordonnée Z est de la

- I 1
forme : Z— (1+U,)Z - 1+n,(x,2) , ot n(x,Z) est ’@(W) quand

|Z| » ~, uniformémenten X €A .

COMPLEMENT. A UA. est une application analytique donnée par 1+ UA = _1_..2
(p(\)4

Ona U,=0, et la multiplicité v de O comme zéro de A + Uy est égale

4 sa multiplicité comme zéro de A +— p(\) _ AT p/d .

Démonstration de la proposition. Posons C1 ="g’>?(c) , Ol E}\ est

1" expression de g dans la coordonnée € , et soient Z et Z1 correspondant
al et C1 . Ona :
g, =pM)% +p0)eM ! + ...
= pM) %1+ p() e+ )
d'ol 2
z, = p0) 1 Z(1-gb) e (V)Y + L)

2 2
S IVAC -ﬂ%‘-ﬂ— +...)

2
=) v zZ2-1+... . Cqfd.

4. VALSE DES COMPACTS.

Soient K et K' deux compacts de ]R2 =€ , T un espace homéomorphe

3 s! orienté (i.e. muni d'une classe d'homotopie d'homéomorphismes sta T,

((Pt)tET et (‘P't)tET deux familles continues de plongements de K et K' respec-

2

tivement dans R On pose K(t) = got_(K) et K'(t) = (p't(K') .
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(1)

DEFINITION. On dit que K(t) et K'(t) valsent d tours quand t parcourt

T si :a)vte€T, K(HNK'(t)=0.

b) Quelles gue soient les applications continues t++ z(t) € K(t) et

t+ z'(t) €K'(t) , l'application te Arg (z'(t) - z(t)), de T dans T =R/Z ,

est de degré d .

Remarques. 1) Si K et K' sont simplement connexes et si la condition (a)
est vérifide, il suffit de vérifier (b) pour un couple d' appiications continues
t— (z(t),z'(t)) . En particulier, il existe toujours un d tel que K(t) et K'(t)
valsent d tours.

2) Supposons T =03Z, ou % estune piece dans R2 , et prolongeons
t+— z(t) et t+ z'(t) en des applications continues % - R? . si d£0, il
existe au moins un t € S tel que z'(t) = z(t) . En effet, sinon, 1'application
t+— Arg(z'(t) - z(t)) pourrait se prolonger en une application continue Z- T .

2

En identifiant R“ a €, si les prolongements t+ z(t) et t+— z'(t)

(2]
sont holomorphes sur £, le nombre d est le nombre de zéros de t+ z'(t) - z(t)
(]

dans X, comptés avec leur pultiplicité.

2et

3) Soient © et Q' deux ouverts simplement connexes de R
©: Q -+ Q un homéomorphisme préservant 1'orientation.

Supposons que K(t) =Q et K'(t)c & pourtout t, et que K(t) et
K'(t) Valserltf d tours quand t parcourt T . Alors, ®(K(t)) et ®(K'(t))
valsent d tours aussi. En effet, on peut supposer T =03%, ou Z estun disque
dans R> ; si t+ z(t) € K(t) et t— z'(t) € K'(t) sont continues, on peut les

prolonger en des applications continues Z -+ . Le nombre d est alors le

nombre d'intersection dans Zx§ des graphes de t+ z(t) et t— z'(t) .

Il est préservé par Idx®: ZxQ +»ZxQ .

(1) Le lecteur notera que les conventions habituelles d'orientation de ]R2 ne
s'accordent pas avec les usages de la valse. Pour une fois, on dansera la
valse a gauche.
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Identifiant R% & € , nous dirons que K(t) est a gauche (resp. a droite,
au-dessus, au-dessous) de K'(t) si, pour z € K(t) et z' €K'(t), ona

Ré(z'-2z) > 0 (resp. <0, resp. Im(z' -z) < 0, resp. > 0) .

PROPOSITION 3. On suppose gue T =3Z, ol Z = (1,112, et que,

pour t € {-1} x [-1,1], K(t) esta gauche de K'(t) ,
t€ [-1,+1] x{-1} , K(t) est au-dessous de K'(t) ,
t€ {1} x[~1,+1], K(t) est a droite de K'(t)
t€ [-1,1]x {1}, K(t) est au-dessus de K'(t) .

Alors, K(t) et K'(t) valsent 1 tour.

Démonstration. Les applications t+ —‘-—1— et t+ \z ((t) Z(g | de T
z'(t)-z

dans S1 ne prennent jamais des valeurs opposées. Elles sont donc homotopes. Cqgfd.

\

Pour démontrer le Théoreme 1, onpose N =N' +N" , ou N!' = [-NZ-] et
N" =N' ou N'+1; puis on construit dans A des pieces Tireres0y s ou v
est I'ordre de O comme zéro de Ar— p(k)—e?‘i”p/ 9 , telles que, quand A parcourt
aoi , N q(Q ) et gAN Yq ) valsent 1 tour.

Pour vérifier cette propriété, grace a la remarque 3), on peut passer
dans le plan des Z .

Dans 1'espoir de faciliter la compréhension, nous ferons d'abord le
calcul en négligeant le terme 7 de la Proposition 2 , c¢'est-a-dire en remplacant

G : Z— (1HU)Z-1 .

\ par HU :

5. ETUDE DE LA FAMILLE (H,) .

On pose HU(z) =(1+U)Z-1 . L'application Hy, est la similitude de
centre A =%J qui transforme O en -1 .

On se fixe a € ]0,%]; on note P, le carré [—a,+a]2 , i.e.
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P, = {z||Réz|<a, [Imz|=<a} et I = {U N Log(1+U) +27i epa} . Le bord

de Z.. estdelaforme ¥y 1 Uyz U'}/3 Uy 4 (voir la figure ci-dessous).

N

~.a,/~ a/N
~+e 0 A+ e

- = 1
> . - i —— =
Pour N=8, ona : N c DS/N D4/N et \Ar‘g(lU)\ < ) tour = 30°

si UEEN.

PROPOSITION 4. Soient Q et Q deux compacts de €, etnotons & le

diametre de Q+UQ_U {0} . Soient N> sup(8,126/a) , N' et N" tels que

N'+N'=N . Alors, @_(U)=H) (@) et @ (U)=HJ" (Q,) valsent 1 tour

quand U parcourt azN .

Démonstration. Pour A C EN , 2€Q et z, € Q+ , ona

zZ ~A Z+ .
Logz__A \ = \J d_Z \ < —-5-— < 6 < a
Fiaks

Notons 7_p latranslation Z+— Z-A , et ¢ 1'application Z+* LogZ

+2i7 (=N /N + 1/4) B
sur €-e R+ On pose q)A_q?'r-A .

valsent d tours, ou que T_ A(Q_(U)) et 7_ A(Q+(U)) valsent d tours est équiva-

Dire que Q _(U) et Q+(U)

lent d'apres la définition, et d'aprés la remarque 3 du §4, il est aussi équivalent
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de dire que @A(Q_(U)) et @A(Q+(U)) valsent d tours. Mais, pour U dans 7, ,
& A(Q_(U)) est a gauche de <I’A(Q+(U)) , il est au-dessous pour U €7, , a droite
dans 73 et au-dessus dans 7, . D'apres la Proposition 3, ¢A(Q_(U)) et

<I?A(Q+(U)) valsent 1 tour. Cqfd.

6. PERTURBATION.

Dans ce paragraphe, on se donne un voisinage A de 0 dans €, un
ouvert & de € de laforme € - (BRU—1R+) , un a€ ]0,%] etune famille
(GK)AE A d' applications holomorphes £ + € ,7 telle que : |

G, (2z) = (1+U.)\)Z— 1+n(A,Z) avec |n(A,Z)| < 1%6 , pour (A\,Z) € Ax§ .
On suppose que A UA est une application holomorphe de A dans € , avec
U0 =0, etque 'GA est injective sur tout demi-plan ne rencontrant pas -iR 4

On note S + et S_ les secteurs angulaires d'ouverture %tour , centrés
sur R, et R_ respectivement. Soient Q _c S+ﬂ(C-f)2R) et Q_c S_ﬂ(G—EZR)
des compacts. Onnote & le diamétre de Q . UQ_ U{{O} . Pour A € A, onpose
Ay = et H, (z) =(1 +UA)Z- 1. Ondéfinit I, comme au § précédent.

1
Uy

PROPOSITION 5. Soient N2 sup (8,245/a) , N' = 1[1;] et N"=N-N'.

Soit 0 €A un compact tel que A Uk induise un homéomorphisme de ¢ sur

EN . Alors :

a) Pour A €0, Q(\)=G) (@) et Q() =G (Q,) sont dfinis.

b) Quand A parcourt 30, les compacts Q (\) et Q+(A) valsent 1 tour.

Pour faciliter 1'exposition de la démonstration de cette Proposition, on
prolonge G, enposant G, (Z) = H, (Z) pour Z € €-Q . Ceci introduit des
discontinuités, mais elles ne nous generont pas.

Fixons X € 0, posons A=A, , U=U>\ , G=GA= , H=HA . 'Soient

+ - - Alp- . + =i+
ZO€Q+ et ZOEQ_ , posons Zi_ (ZO) et soit ZiEG (ZO) .
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LEMME 1. Pour j<N", ona |Z';-Al > lal et 1z5-al >4 Al

Démonstration. Ecrivons ZJ pour Z'; oupour Z, . Ona

Na | . N
lZO—Al = |A| -6 et 6= >4 5 onaaussi g< |A| car U€ENCD8/N.
Par suite, lZO-AI >'(1—§) |A | >e_a/2 |A |
) -a/N |, _,|__3&_
Ona : lsz-A\ > e \Zj Al - =55
. 1 a_ a -
Si le-Al> Llal, onj 55 < 0-16§ lzi Al, /
P S -a/N _ a _ -(1.02)a/N ., _
d'ou \zj+1 A||>(e | o_.16N)IZi Al >e \zj Al
Z.-A _ .
On a donc _lh = e (k/2 +1.02j/N)a tant que cette quantité est
1
>} . Mais X~ <0.5625 pour NZ8, etpour a=+ , onobtient 1.71...<2.
|Z.-A|
On a donc A < 2 pour tout j<N" . Cqtd.

LEMME 2. Pour j=N", ona :

Z . -A
a) |Log—t— -jLogU| = j 55
o-
zt-A .
b) \Log—f_—— +jLogU| = I 3N
Z. . -A
0
Z7, -A
c) |Log _‘l_\l - N Log U] <-2—a .
ZN,,+A
Démonstration de a) et b). Ecrivons Zj pour Z; ou Z} . Ona
“A=U%7 - Ne =+ , ~a_ 1o
Zj+1 A=U, (Zj A)+n:j , ol e = et lr)j\ < 155 - D'ol
Log(Z, .-A) = Log(Z,-A) + € LogU + Log(1 + —1—— ) . Ona
I+ J <
US(Z;-8)
lm = ;1\30106 =0.32% . Or, |Log(1+0.32‘tls% pour |t]= 1%
i

Par suite, lLog(Zj+1—A) - Log(ZJ.-A) - e LogU| = 3£' , d'ol a)etb).

L'indgalité c¢) résulte de a) avec j=N', b) avec j=N" et
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YA /

o~ ) Na/24 a/24 2
‘Logz- Al = A-% “N/8-Na/2da <~ 7/8-1/48 -~ 52 >

o -

en remarquant que %+ %— < 437

Démonstration de la Proposition 5.

a) Soit ¢. le demi-angle sous lequel on voit D_ du point A (les angles

0 R

sont comptds en tours). Posons 8+ = Arg A - ‘7 + 80 y ¢ =Arg A+ % - eO ,
_ 37 - _ _3
E,={Z|Arg(Z-A) €k ,e +7]} et E_={Z]Arg(z-A)€ [o_ 2,61} . on

. : ,
a E cQ et GJ(Q_) c E_ pour tout j=N', donc GN' est défini et continu

1

sur Q_. Ona E_© G(Q) et G ' admet une détermination holomorphe sur E+ .

- NI
Il résuite du lemme 2 que G J(Q +) CE . pour j=N", donc G N admet une

détermination continue sur un voisinage de Q L

Z&'(*)'Ax

b) Le complexe L(\) = Log reste a une distance = %a de

+
ZNH()\) - A)\
-N Log U)\. , ou, en changeant de détermination, de -N Log U>\ + 2i7 , qui fait

1 tour autour de O quand A parcourt 30 , en restant a distance =a de 0.

Par suite, L(\) fait 1 tour autour de O . Cqfd.

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

Placons-nous dans la situation du théoreme 1 , avec g?\ de la forme

¢ = p(r)9c +bQr) Cq+1 + @(Cq+2) , Ce qu'on peut supposer vu le corollaire de

la Proposition 1. On suppose gq défini pour tout A € A sur un disque A. On
A

. 1 1
- LI - L
a ArgL_=Arg L 3G’ supposons que Arg L._=Arg L,k + 25

s'en déduit en transformant toute la situation par z+ z ). Soit

(1'autre cas
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€ ={z€A-{0} |Argz € (ArgL ArgL_+ Zq)} . Le changement de

4q ?
variables zrH Z induit un isomorphisme de @ sur un ouvert { comme dans
le §6, et gg devient une fonction G)\ : Q-+ € qui satisfait aux conditions de ce
paragraphe, si on rétrécit A suffisamment, avec Uk = 12 .

p(r)<d

Si At p(X) - 2™ p/q aen O un zéro de multiplicité v , il en est

de méme de X+ U)\ ,

,0, tels que Ar— U, induise pour chaque i € {1,...,v} un

et si N est assez grand, on peut trouver v compacts
disjoinfs 01 yoas
homéomorphisme de o, sur EN

Aux compacts Q_ et Q, de 1'énoncé du théoreme correspondent des
compacts 2 et 2  dansleplandes Z . Fixons i € {1 ..e sV} . Si N est
assez grand, quand A parcourt acri , (D) et G (52) valsebt 1 tour,
d'apres la Proposition 5 ; donc g)lt“q(Q_) et T q(()4_) valsent 1 tour d'apres

la remarque 3 du §4, et il existe un X € o tel que :

g 9 ) = g ds,0) . Catd.

8. COMPLEMENTS.

La démonstration du §7 donne les compléments suivants :

COMPLEMENT 1 au Théoreme 1. Soit v la multiplicité de O comme solution

de p(1) = 2T p/q . Dans les conditions du théoréme 1, il existe au moins V valeurs

distinctes de A telles que : gijq(s_(k)) = 8+(>\) .

COMPLEMENT 2. CLes valeurs A sA tendent vers O quand N -+ o« ,

N,1’ " **N,v

uniformément si on varie §_ et §_

Cela résulte de 1'inégalité |U | < 8/N que 1l'on a puisque U €Z -
AN,i MN,i N

COMPLEMENT 3. Ona |ArgU, - 1 <-115 si ArgL =ArgL +-= , ¢=%1.

N,i = - + 29
(les arguments sont comptés en tours).
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Cela résulte de UA
1 N,i

-ezl + 0 quand N = o,
N,i

€ EN . En faii:, on voit facilement que

|Arg Uy,

Nous avons donné dans 1'introduction un premier complément au Corollaire 1
du Théoreme 1. En voici un autfe, qui se déduit du Complément 1 au Théoréme 1

Sigq#1, oz1 est un point périodique simple de période k , pour c
voisin de Cy il y a un point périodique a(c) de fc de période k , qui dépend
analytiquement de ¢, onnote p(c) sa valeur propre et v 1'ordre de ¢, comme

. 2imp/q . - . .

solution de p(c) =e . Si g=1, lepoint a1 est double comme point
périodique de période k , pour ¢ voisin de Co jlya 2 points a(c) et B(c)

périodiques de période k voisins de o, et on définit v par

(a(c) = () ~ alc-c))” , a#0.

COMPLEMENT 2 au Corollaire 1 du Théoréme 1. Dans les conditions du

Corollaire 1 du Théoréme 1, il y a au moins v valeurs distinctes de ¢ dans

W telles que fé\lkq(x(c)) =y(c) .

Démonstration. Dans le cas q# 1, cela résulte immédiatement du

Complément 1 au Théoreme 1.

Dans le cas q =1, on fait le changement de parametre Gy =Cy+ >\2 ,
ce qui permet de choisir une détermination analytique pour Av= a(\) . L'appli-
cation A+ p(A) -1 aen O ‘un zéro d'ordre v . Pour N assez grand, on
trouve au moins v valeurs de A telles que fAqu(x(A )) = y(X) en considérant que
Arg L._ = Arg L+ + 75 » et V autres valeurs en considérant que Arg L_=Arg L+ -1,

soient 2V entout. A ces 2v valeurs de A correspondent v valeurs distinctes

de c. Cqfd.
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EXPOSE n° XII

ARRIVER AU BON PORT

1. INTRODUCTION.

Cet exposé fait suite & [TV] "Un tour de valse".

Soit <, € M tel que le polyndme fC : z'—' z2+cO admette un cycle

o .
indifférent rationnel {a1 yoees Ol k} de valeur propre p = 62117 p/q .

o

que la composante connexe u1 de KC qui contient <, est attirée par & 1 et
o
on note P1 le pétale de o, contenu dans u1 . Soit 6 I'argument d'un rayon

externe de K. qui aboutiten a

On suppose

4 parun interpétale adjacenta P . On a
nécessairemen? K9 _ g ((PPIR ] , II.2, Proposition 4bis, a)).

Pour ¢ € € , notons QC la fonction potentiel C-KC + R + (prolongée
a € par 0 sur KC) » etnotons G, la fonction potentiel de M, définie par
NCERCH

Choisissons 4 , n, r* et définissons x(c’)’ comme en [TV] §2.
Posons 1" = [-%a s*,s*] , ou s* = Log r* . Pour s €1F et c tel que
s > Q’,C(O) , déf2inissons y(c,s) par Arg (y(c,s)) =8, qc(y(c,s)) =s . Soit
W un disque centré en S tel que, pour ccé W, onait x(c) €A, Q,C(O) < -zlk—a s*
et (vsel™) y(c,s) € & . Définissons v comme pour le Complément 2 du
Corollaire 1 du Théoréme 1de [TV], §8.

Dans 1'exposé précédent, nous avons défini un N, € IN et construit, pour

0

tout N ZNO et tout s € I* , V valeurs distinctes de ¢ dans W telles que :
Nk
(1) £ 1x(c)) = ylc,s9)

1

Plus précisément, la condition |Arg U- 1

< -115 (ctf. [TV], Complément 3

au Théoréme 1) définit v secteurs de S "Sv dans W . Dans chacun

T
d'eux, on trouve une valeur de ¢ vérifiant (1) .
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Ayant choisi un de ces secteurs S , notons <, la valeur de c trouvée

S

dans S vérifiant (1) pour N et s tels que t:tN,szm . Ceci
*

ermet de définir c, pour 0< t= t* = ——= (Remarquons que si

p t JgNQkq

*
" s A
t:tN, oF _tN+1,s* , la condition (1) pour (N,qu) entraine (1) pour

- 2kq
(N+1 ,s*% .) D'apres le Complément 2 au Théoréme 1de [TV], ¢, * ¢, quand
t+ 0.

Pour tout polynéme f: € » €, etpour x et y €€, nous écrirons

f

Pour c € C-M, définissons «(c) € C-K. par :

X f\i y si (3n) fix) = fn(y) . Nous préciserons x ~ p Y s #(x) = fn(y) .
’ .

G (@) = G

ArgKC(w(c)) = 0.

(nO+N)kq
Pour c=c,, ona c~ w(c) . En effet, les points £ (c) et
(no+N)kq c (nO+N)kq .
£ ( «(c)) ont méme potentiel 2 C;C(c) et méme argument externe

@ par rapport a KC , donc sont égaux.

Dans cet exposé, nous allons démontrer :

THEOREME 1. Pour c=c¢,, avec t € ]O,t*] assez voisinde 0O, ona :

wic) = ¢
Tirons tout de suite des conséquences :

COROLLAIRE 1. Pour ¢ = C, , avec t> 0 assez voisinde O, ona :

c€C-M, ArgM(c) =0 et QM(C) =t

COROLLAIRE 2. Ona : v = 1.

Sinon, il y aurait plusieurs points de €-M ayant méme potentiel et méme argu-

ment externe par rapporta M .

COROLLAIRE 3. Le rayon externe R(M,8) aboutit en <

C'est le Théoreme A annoncé dans [TV] .



- 35 -

Donnons le plan de la démonstration du Théoréme 1. Comme dans [TV ]
pour la démonstration du Corollaire A du Théoreme 1 a partir du Théoréme 1 ,
on pose c(A) =c +A si a#1 et cd) =Co+>‘2 si =1, cequipermetde
définir «(\) dépendant analytiquement de A quand A parcourt un disque A
centré en 0. On suppose que A € A =) ¢c(A) €W . Au secteur SCW corres-
pond un secteur Sca.

Nous allons construire pour chaque ¢ € S un point &'J(c) tel que
w(c) ¢ ¢ - Puis nous montrerons d'une part que w(ct) = c‘:)(ct) pour t>0 assez
voisin (c:ie 0, d'autre part que & (¢) =c pour c€ S assez voisin de C,
Aveux. 1) Pour les besoins de la démonstration, nous utiliserons non seulement
le Théoreme 1de [TV] , son Corollaire et leurs compléments, mais aussi les
inégalités de [TV] $8§6-7, qui ont servi dans la construction de c, -

2) On se permettra éventuellement d'augmenter n, et de diminuer r‘*
(et donc s*), ce qui aura pour effet de rétrécir W, d'augmenter NO et de

_ *
diminuer t .

2. DEFINITION DE w(c,y) .

(no+n)kq
Soient W et n_ comme au §1. Pour c €W, on pose Xn(C) = £, (c) =

= fqu(x(c)) , etonnote C(c) 1'ensemble des ft: (c) pour OSiA<nqu . Soit
y: T=[0,1] » € un chemin de x1(c) 3 xo(c) tel que y(T)NC(c)=9p. U
existe alors un chemin unique :;7 : [0,n0+1] + € prolongeant y et tel que

Y (t+1) € f;kq()h;(t)) pour t € [O,no] . On peut en effet définir ;IEJ,J’H] par
récurrence sur j, la condition ¥ (T)NC(c) =@ assurant que ;j([j—1,j]) ne
contient pas de valeur critique de fléq pour j= ng - On pose alors

n _kq

w(c,y) =;(n0+1) . Ona w( ¢ . En effet fCO (w(c,y) = x(c) =
n_kq

=fco (c) . Si y est homotope & ¥' parmi les chemins de x1(c) a xé(c)

c,y) ™ -
fc,nokq
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dvitant C(c) , ona w(c,y') = w(c,y) .

3. LE CYLINDRE DE FATOU-ECALLE.

On se place dans les conditions du §7 de [TVE : le changement de variable
z ' Z définit un isomorphisme d'un secteur @ 5 de A sur §2 =C- (DRU—i R +),
et, a g, déduit de flé&) par le changement de variable z+* { , correspond
pour la variable Z une application G)\ : £ » C dela forme G}\ = H)\ +1 s

oll HA(Z):(1+U>\).Z—1 et (VZ €Q) |n>\(z)l < =5p - Onnote A, le

point fixe de H, , soit A, = UL . On suppose que R> 1, etonnote A un
\ -

disque tel que, pour A € A, onait c¢(\) €W et lA)\ | >4R . L'application Gy

osséde un point fixe A' tel que |A! ~A, | < 2a A, | = \-62‘—1

P P A q AT T 700 0 = 700

Parfois nous écrirons A pour AA ,etc...

LEMME 1. Pour Z €@, ona :

Log GZ) = A’ | <
' e (TONZ-AT)

Démonstration.
a) Casou |[Z-Al= l%[ . Ona :
Log HZZA' | HEZ)-AU_ | HZ)-A
E U Z-AY) = Z-Al Z-A
_XA' dt at KA' U(Z - A) dt
- t-H(Z) t-Z -~ (t ~H(Z))(t -Z)
A
o HZ)-A' | - (a1 Z-A 1
d'olr Log(H—UR-Z%Aﬂ—I_ AT - A lUl‘t‘let-H(Z)l
3 '_é_‘ : 1 .
= 700 " Tal" "0.24|A] ~ 20]A|
, G(Z) - A In(Z)| 0,01 1
D'autre part, Log lgizy=7r | = HZ)-A T -T@)] 0,24 |A| S_ 20 |A] ’

d'ou l'inégalité dans ce cas.
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. |A| .
b) Casol |Z-A| = ——. Surledisque 8 =D, |4}/55

In'| < T%G . -‘%T , car tout point de ce disque est centre d'un disque de rayon
1

on a

J-A—l contenu dans &, sur lequel 71 est majorée par

K N
4 T00 = 200 ° Pour Z €8,
ona : ' Z 1 .
‘ (G(Z)-A") - (1+U)(Z~A")]| = S n'(t)dt| < lz-A'| ,
Al 50 |A]
d'ou 1'inégalité dans ce cas aussi. Cqfd.

-1
A4
c§? de la facon suivante : Si V

On suppose maintenant A tel que |Arg A | = -1-15 , Ce qui entraine

-— ]
Arg (1 +U>\) < ==L . 0On définit un ouvert QA

2A
A
désigne le plus grand secteur angulaire ouvert de sommet A;\. ne rencontrant

pas BR , 1'ouvert Q;\ est 1'ensemble des Z €V tels que [A;\ A ﬂ—i]R+ =0 .

Notons E}\ le quotient de Q;\ par la relation d'équivalence identifiant

Z a G, (Z) si le segment [Z’GA. (Z)] est contenu dans Q;\ .

PROPOSITION 2 et DEFINITION. L'espace EA est une surface de Riemann

isomorphe a €/Z , qu'on appellera le cylindre de Fatou-Ecalle de GA. .

Démonstration. Par le changement de variable Zt+— Log (Z —A;\ ) (on

choisit une détermination sur 0;\ ), 1'ouvert Q;\ devient une bande 5;\ limitée

Q, S

¢
PR
&
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par des courbes faisant avec 1'horizontale un angle borné par -1-1-§ tour = 30° (1) .

L'application G, donne une application E}\: 5;\ * € telle que

A

’(\i,\(x+iy)=x +iy, avec y1—y<-0,45 |U| et lx1—x_| < \y1-yl <1,

1

Comme la bande ﬁ/{

isomorphe a un cylindre. Cqfd.

. 1 =
a partout une largeur >7 , E)\ = 072>t / G)\ ~ QA /E')\ est

Remarque. Soit @;\ l'ouvertq\ correspondant a Q;\ par z+ Z . Le
quotient @;\ /fé(q , ou c=c(r), s'identifie a E, = Q'A/GA , hous dirons que

c'est le cylindre de Fatou-Ecalle de f(l;{q dans le secteur ®>\ . L'application

fléq adonc q cylindres de Fatou-Ecalle relatifs au point e(\) . Celui qui nous

intéresse est celui du secteur contenant 1'axe de P, et le bout de R(co,e) .

1

4. DEFINITION de & (c) .

Soient A €S et c=c(A) €S . Notons E, = @; /fé(q le cylindre de

A
Fatou-Ecalle de fcl'fq , X3 @;\ » E, 1'application canonique et § = x(xo()g )) .

Un chemin y de x1()\) a xO(A) dans 6;\ donne un lacet Xoy dans E, ,
basé en £ . Par abus, nous dirons que c'est un lacet injectif s'il définit une

application injective T = L/0~1 - E)\ .

PROPOSITION 3 et DEFINITION. a) Il existe un chemin y de x1()\) a xo(x)

dans @;\ donnant un lacet injectif dans EA .

b) Deux tels chemins (¥ et y') sont homotopes parmi les chemins évitant

C(c) , etona w(c,y)=w(c,y').

On note &(c) le point w(c,y) pour y un chemin guelconque de x1()\) a

xo()\) donnant un lacet injectif dans E, .

(1) En fait, 1'une de ces deux courbes est une horizontale.
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Démonstration. Si on a pris n, assez grand et & assez petit, on a

C(c) ﬂ@x c {fmkq}m<n , donc x(z) =¢ pourtout z € C(c)ﬂ@i .
Passons dans la goordonnée Log (Z"A'A) de sorte que @®' devient (P18

a) Le chemin affine répond a la question.

b) Les lacets 1 =x(y) et ' = x(y') sont homotopes parmi les lacets
injectifs basés en £ , puisque E>\ est un cylindre. L'ouvert ' se plonge
dans le revétement universel E de E ; notons 7 la projection E- E . On
obtient en relevant une homotopie de ¥ a y' parmi les chemins de X, a X,
dans E évitant 17'_1(5) - {x1,x0} , et en particulier l'image € de CNO par
1'identification ©' — g1 Q)E . Mais on peut rétracter E-C surun compact
de Q' -C contenant les images de ¥ et y' . On obtient donc une homotopie de
Yy a y' dans @' - C clest-a~dire dans €' - C . Ceci établit la premiere

assertion de b). La seconde en résulte (cf. 2). Cgfd.

5. CAS DE C -

* r 3 o .
Pour tout t € ]0,t ] , considérons le point < défini au §1.

PROPOSITION 4. Pour t>0, ona w(ct) = é(ct) .

Posons Cj(c) = {f? Si 7y estun chemin de xj(c) a

(c) }os m <(n0+j)kq :

Xj— 1 (c) évitant Cj_ 10 il existe un chemin ¥ : [O,no+j.] + € unique prolongeant

y ettel que Y(t+1) € f_kq(ﬁlv(ﬂ)) pour t € [O,no+j—1} . On pose alors

é(c,y)=y(n+), etona wlc,y)~ c.
’ C

LEMME 2. Soit c=c(A) €S . Soit n tel que x,(c) ee'h pour 0<j<n,

et soit ¥ un chemin de xn(c) a xn_1(c) dans @;\ donnant un lacet injectif
dans E, . Ona : a) 7(I)ﬂcn_1(c)=¢;

b) w(c,y) = (c) .
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Démonstration. a) On a ¢, ne =Gﬂ®'U{x0,...,xn_2} , et a)en

-1
résulte.

b) Pour j=1,...,n, notons 7"3. le chemin de Xj a Xj—1 qui devient
affine dans la coordonnée Log (Z-A') . Le chemin y:_i donne un chemin injectif
dans E , ainsi que fkq(yJ!_1) si j=2 . La méme démonstration que pour la
partie b) de la Proposition 3 montre que :

wle,y) = wle,yy) = wle,%,_) = ... = wle,y) = (). Cad.

Soient c=c(A), c€S et s¢€ ™ (ct. §1). Définissons le chemin 7e
2
tkq

R, s

f)=6 et Gy N S(t)) =2 s . Ce chemin paramétre

par APgKC yc,&,s c’'c,

N . -k
R(c,8) de y(c,s) aunpoint y,(c,s) =y(c,—ﬁ5) € £ (y(c,s)) .
2
Sion achoisi r' assez voisin de 1 et W, donc S et A assez petits,

1'image de ¥y est contenue dans @3& pour tout s € 1" ettout A €A .

C,R,s

est un chemin dans @'x , il définit un lacet injectif dans E, .

LEMME 3. Si v, p o

’

2

Démonstration. Sinon on pourrait trouver un couple (t,t') € I , autre

que (1,0) , etun i=1 tel que vy 2 (t')=f1kq(y (t)) , d'ob
c,®,s c

c,R,s

Gy ")) =2¢' kq(y (t)) , ce qui est en contradiction avec la définition
c,R,s C,R,s

de 7C,R,s . Cqfd.

Démonstration de la Proposition. Pour c¢ = < t=1ty g Ona
?

(c) = wlc,y ) en vertu des définitions. On a (.o(c,yc R S) = %(c) en
M b

C,R,s

vertu des lemmes 2 et 3 , d'ou w(c) = &(c). Cafd.

6. DEFINITION de J;(co) )

Notons ﬂ(') le plus grand ouvert qui soit contenu dans Sa;\ pour tout
A €S . Llouvert Q(') est limité par 4 demi-droites, et a 2 composantes

1+ -
connexes QO et QO
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Un secteur € ayant été choisi, a f(l:(q correspond une application

o
a . + +
Gy: @ » € delaforme Z' Z-147, Inll = 156 - Les quotients E = X /G0

et Ea = Q(')_/ G, sont isomorphes a ces cylindres. Ce sont les deux cylindres

de Fatou-Ecalle de G En changeant le choix du secteur ©, on obtient ainsi

0°

2q cylindres attachés au point «

7 Celui qui nous intéresse est le cylindre EO

correspondant au secteur @ contenant 1'axe du pétale P1 au voisinage de a1 .

Nous supposons que c'est ce choix qu'on a fait pour @ . Notons 6('; 1'image

. 1= . . .
réciproque de QO dans © par zr>* Z . Sion a choisi nO assez grand, on

)

a x(c)Ee @6_ pour tout n= 0, etil existe un chemin y de x1(co) a xo(c

n-o O

0"

(on voit comme dans la Proposition 3 que le résultat ne dépend pas du choix de y).

dans 6(')— donnant un lacet injectif dans E Ceci permet de définir d?(co)

On abien sir &@(c )~ c_. Cqfd.
o fc nkq ©
0’ 0%l

. v v
PROPOSITION 5. Le point w(c) tend vers w(co) quand c = c_ dans S .

Démonstration. Soit Y, un chemin de x1(c0) a xo(co) donnant un lacet

injectif -par exemple le chemin affine dans la coordonnée Z . Pour A voisin
de 0, onaunchemin y, voisinde ¥, de x1(c()\)) a xO(c(A)) donnant un
lacet injectif -par exemple encore le chemin affine, dans la coordonnée Z , ou

dans la coordonnée Log(Z-A'). En relevant n. fois, on obtient c‘o,(c) voisin

0
de &':(co) . Cqtd.
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7. IDENTIFICATION de Zo(co) )

PROPOSITION 6. On a é(co) =c, -

[+]
Démonstration. Soit U1 la composante connexe de KC contenant le
nk 1- ©
= 10 ou du moins fC q(GO J< P, pour n assez grand,
(4]
donc &'~ c U1 . D'autre part, pour tout z € U1 , la suite félkq(z) -+ o
(o}

tangentiellement 2 1'axe de P, (LPPIR] , Propositions 3 et 2) ; donc

(3n) £9) ¢ @' . Parsuite, E. =0 /t5 estaussi U,/t5% . Ceci
Co 0 o 0 N 17 7¢,
donne une définition de E; indépendante de tout choix, ne dépendant en fait que
0 .

-
L'application fkq : U1 + U 1 est holomorphe propre de degré 2 . Elle a

un point critique u , 1'unique point de fg(kq_ﬂ on U1 , et pour valeur critique
o
-+ D 1'isomorphisme tel que ¢(u) =0 et go(co) € 10,10 ; on

pétale P On a @'O_ cP

1

de la dynamique sur U

Cy Soit ¢: U1

. - 2 -
ona: ¢ot90¢™! < n: zm 2221 ([PPIR], Corollaire 1 de la Prop.4).
z"+3

Notons E;l le cylindre de Fatou-Ecalle de h au point 1, relatif a un
secteur centré sur 1'axe dirigé vers IR_ . On a de méme E;l =D/h, et ¢ donne

par passage au quotient un isomorphisme @ : E; - Eh . Posons
o
n_+n

xn(h) -h©

(-;-) - <p(xn(c0)) . On peut définir &(h) de la facon suivante : On

prend un chemin ¥ de X1(h) A XO(h) qui- donne un lacet injectif dans E (h) ,

on le prolonge a [O,no+1] enun lacet y tel que y (t+1) € h_1(7 (t)) pour

t€ [O,n0] , etonpose w(h) :’;(noﬂ) . On a clairement & (h) “h,n 1/3 et
o

o (e (co)) - w() . La proposition 6 résulte maintenant du lemme suivant :

LEMME. Ona «(h) = 1/3.
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Démonstration. On a h'(1/3) € 10,1[ pour tout n>0 ; on peut prendre

pour ¥ le chemin affine de x1(h) a xo(h) . Alors, ¥ estun chemin injectif
d'image contenue dans 10,1[ et ;(n0+1) = 1/3/ Cqfd.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 6.

8. DEMONSTRATION du THEOREME 1.

La Proposition 6 admet le corollaire suivant :

COROLLAIRE. Pour ¢ &€ S assez voisin de C,» On 3 (X(c_) =C.

'nokq nokq
Démonstration. Ily a 2 points distincts Vi(co) ,1=1,...,2 tels
n_kq
En effet fco (co) n'est pas une valeur critique

que  vj (co) ~
nokq B ON m

de fc , car ces valeurs critiques sont les fC (co) pour 0=m= nokq-1 ’
o o

et que ¢ n'est pas prépériodique. On peut supposer v 1(co) =cC_ . Soient

o
nokq

c_.
,nokq 0

V., i=1,...,2

i des voisinages 2 a 2 disjoints des Vi(co) . Pour ¢ assez

voisin de c_ , il y a dans chaque V; un Vi(C) unique tel que vi(c) Nfc’nokq c,

et v1(c) =c . Pour ¢ assez voisinde ¢_, ona &(c) €V, (Proposition 5),

1
donc & (c) = v1(c) =cC . Cqfd.

Le Théoreme 1 résulte de ce corollaire et de la Proposition 4 .
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EXPOSE n° XIII

ABOUTISSEMENT DES RAYONS EXTERNES DE M

D'ARGUMENT RATIONNEL

1. RESULTATS.

THEOREME 1. Soit 6 € Q/Z . Alors, le rayon externe R®(M,6) aboutit en un

point ¢ € M qui est soit une racine de composante hyperbolique, soit un point de

Misurewicz.

o
Commentaire. Les racines des composantes hyperboliques de M sont les ¢ tels
que fc oz o 22+c admette un cycle indifférent rationnel. Les points de

Misurewicz sont les ¢ tels que 0 soit strictement prépériodique pour fc ;

Compléments. 1) Si 6 est a dénominateur impair, ¢ est une racine d'une compo-
L OMp_emetts =1 p

[o]
sante hyperboligue. Le point ¢ appartient a une composante U 1 de Kc qui est

attirée par un point o, - Il y a 2 rayons externes de KC aboutissant en o 1
dans un interpétale adjacent a U1 (sauf si 8 =0, d'ou ¢ = 1/4, 1 seul rayon),
et & estl'argument de 1'un d'eux.

2) Si 6 esta dénominateur pair, ¢ est un point de Misurewicz,

et € est 1'un des arguments externes de c dans K.-

Dans cet exposé, nous démontrerons le théoréme 1. (Le complément 1 sera
démontré a 1'exposé suivant). Nous montrerons que, si ¢ est un point de
Misurewicz, alors 8 est un argument externe de ¢ dans KC' , Ce qui est une
partie du complément 2. Le complément 2 sera démontré dans 1'exposé "Une
propriété de continuité". Le théoreme 1 avec ses compléments est une réciproque

au théoréme A de [TV] et au théoréme 2 de [AEMM] .
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2. POINTS D'ACCUMULATIONS DE R(M,6) .

LEMME 1. Soit 6 € Q/Z et soit Co un point d'accumulation de R(M,6) . Alors,

ou bien fc a un cycle indifférent rationnel, ou bien 9 est un point de Misurewicz.

0

Démonstration. Mettons 8 sous la forme , avec ¢ et k mini-
2% (2 )

maux, et posons 8' = 28 6 . D'aprés [AEMM, II, proposition 2], le rayon

&(KCO, 6) aboutit en un point Q, prépériodique, R(KCO, 6') aboutit en a(') = fio(ao) ,
qui est périodique de période k' divisant k , répulsif ou indifférent rationnel.
Si oz(') est périodique indifférent rationnel, on a gagné. Dansla suite, nous le
supposons répulsif. On peut donc appliquer la proposition 3 de [AEMM,II] . En
vertu de cette proposition, on peut trouver un voisinage W de o dans M, une
application analytique ¢ - a'(c) de W dans C telle que f. (a(c)) = a'(c) et
o (co) = a(') , et une application continue (c,s) - zpc,e,(s) de W><]R+ dans C
telle que ipc’e,(O) =a'(c) et zpc’e,(s) = ‘p(-:-1(es+21176') . |

Soit ¢ = une suite de points de ®(M,6) tendant vers Co » et posons

) , | ey 8 .
S, = QM(cn) (potentiel). On a Sy 0, et ¥ 6'(2 Sn) =f_ (Cn) , d'ou

n’ n
2 1 ' e 4 . N
fco(co) = z/)CO’ 6,(0) =0 - Comme oy est périodique et appartient a BKCO , le
point < est un point de Misurewicz. Cqtd.

COMPLEMENT 1. Si < est un point de Misurewicz, € est un argument externe

de ¢,

o dans KC

0

Démonstration. Gardons les notations de la démonstration précédente.

Montrons d'abord que ft O(cco) 40 pour tout i=0 (cf. [AEMM, II, prop.3]). Si on

i+1 i+1
. 0 =tNa)=c.. or ¥ . 2

= d+1 i+1 . ' . s
= flc - (Cn) tend vers fCO (co) - Mais c4 n'apas de point critique de fCO dans

avait f(]; (ao) = 0, on aurait

son orbite directe, donc on peut appliquer [AEMM, II, proposition 3] , qui donne

. . i+1 NSNS oY _ .
¢cn,21+19 (2 Sn) ? ¢y, d'ol fCO (co) =Cqy - Comme O est le seul point dans
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f;1(c0) , on en déduit que flc +1(0) =0, ce qui est en contradiction avec le fait
0 0

que c, est un point de Misurewicz .

0
On peut maintenant appliquer [AEMM,II, proposition3] a Qg = z,bco 6 () .
?

: __ [P . N . . n — -
Ona ¥ Cn’e(sn) =c, , d'olen passant a la limite ;bco,e (0) Co e co=0p - Cqtd.

. . . 2
n'est pas un point de Misurewicz, fC (040) est un
0

COMPLEMENT 2. Si o

point périodique indifférent rationnel.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

L'ensemble des points d'accumulation de ®(M,6) est un compact connexe.
D'apres le lemme 1, il est contenu dans la réunion de 1'ensemble des points de
Misurewicz, qﬁi est dénombrable, et de 1'ensemble des c¢ tels que fC admette
un cycle indifférent rationnel, qui 1'est aussi.

Mais, tout compact connexe dénombrable est réduit a un point. Il y a donc
un seul point d'accumulation ¢ , et comme tout se passe dans un compact,

R(M,0) aboutiten c . Cqfd.

Nous avons démontré le théoreme 1 et la partie annoncée de son complément 2.
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EXPOSE n°® XIV

COMPOSANTES HYPERBOLIQUES

1. COMPOSANTES HYPERBOLIQUES.

Notons Xk 1'ensemble des couples (c,z) tels que Eé(z) =z , T la
projection (c,z) —>c de Xk sur C , et P Ou simplement p la fonction
(c,z) — (f]é)'(z) sur Xk . L'ensemble Xk est une courbe algébrique sur €
et T: Xk —> € est propre de degré 2k . En vertu du théoréme des fonctions impli-
cites, en tout point de Xk ou pk¢1 , la courbe Xk est lisse et T est un

isomorphisme local.

Notons A 1l'ensemble des (c,z) €X, tels que |pl(c,2)| <1 . Comme
oz Xk —> € est analytique, elle est ouverte (méme si Xk a des points singu-
. . = -1 .= -1
liers). Par suite Ak= P (D), E)Ak= Oy (S') et l'ensemble des {(c,z) tels que
z soit un point périodique indifférent rationnel de fC est dense dans BAk .
L'ensemble aAk est un ensemble IR-algébriqué, de dimension 1 sur R , et ses

seules singularités, en dehors des points singuliers de Xk , sont de la forme

/

A

(intersection de Vv branches lisses), aux points indiqués de-’ O -

Posons M]'<= 'IT(Ak) . C'lest un ouvert de € , et 1l'ensemble des cE€ BM]'( tels
que fc ait un cycle indifférent rationnel d'ordre divisant k est dense dans
8M]'< . Or ces points appartiennent a 9M (on sait méme qu'ils sont le point
d'aboutissement d'un rayon externe de M). Par suite BM]'{C oM , et toute compo-

e}
sante connexe de Mf{ est une composante connexe de M .
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L'ensemble M' = U M}‘{ est l'ensemble des c tels que fc ait un cycle
k

attractif. Chaque composante connexe de M' est une composante connexe de 1?4 .
Les composantes connexes de 1?/1 ainsi obtenues sont les composantes hyperboliques.
La question de savoir s'il y a des composantes non-hyperboliques (composantes
farfelues) est ouverte. Pour c€M', il y a un seul cycle attractif, et l'ordre

de ce cycle reste constant sur chaque composante connexe de M'.

Si W est une composante connexe de M', W est simplement connexe,
puisque c'est une composante connexe de IC\)/I , W est une réunion d'arcs de
courbes algébriques, donc est localement comnexe, donc W est homéomorphe & D .
Soit k la période de W , et soit W' une composante connexé de ﬂ\k au-dessus
de W , on définit Py ¢ W —>D par pW(c) =pk(c,z) pour (c,z) €W' (indépen-
dant du choix de W'). L'application 7 induit un homéomorphisme de W' sur W,
donc Py Se prolonge en une application continue (encore notée pw) de "W dans
D avec pW( W) <S'. L'application holomorphe Ow W —> D est propre. Tout
point c€W (resp. c€ W) tel que pW(c) =0 (resp. pW(c) = 1) est appelé un
centre (resp. une racine) de W . Nous verrons gue Oy W —> D est un homéomor-

phisme. Il en résultera que W a 1 centre et 1 racine.

2. DEFORMATION D'UN CYCLE INDIFFERENT RATIONNEL, CAS g=z1 .

Soit < €M tel que fc admette un point périodique a(co) de période

5
k , de valeur propre Py = e21ﬂp/q avec pgcd(p,gq)=1, g#1 , donc pO z1 .
Posons K =kq . La courbe algébrique Xk est au voisinage de (cO,on(co)) le

graphe d'une application holomorphe ¢ 2> a(c). La fonction holomorphe

C > pk(c,oc(c)) aen c, une dérivée = 0 : cela résulte de [ABP], Corollaire 2

du Théoreme 1.

PROPOSITION 1. Au voisinage de ¢, , l'ouvert M]'< est limité par un arc de

0
courbe IR-analytique.
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Démonstration : fc n'admet pas d'autre cycle indifférent que celui de
0
oc(co) . On a en effet construit en [CLAJ] un fermé B attiré par ce cycle et r

sur €~B , une métrique pour lagquelle fco est strictement expansif. Par suite
)ﬁ{ induit un revétement trivial de degré 2k d'un voisinage W de <o - Parmi
les 2k feuillets, k contiennent un point du cycle de OL(cO) , et F: (c,z) —
(c,fc(z)) échange ces feuillets ; sur les autres on a |p|>1 si on a choisi

W assez petit. On a donc M]'{ﬂ W= Tr(Akﬂ W') oa W' est le feuillet contenant

oc(co) . cqfd.

PROPOSITION 2. Au voisinage de (c0 ' oc(co)), ona X, =X UXp, ol

a) anX]'< = {co} ,

b) Xf( est lisse en (CO,OLO) a tangente verticale,

c) Ty ¢ Xf( —> - a pour degré local g en ce point.

. 1 1 2
d) Pk * XK —> € a aussi pour degré local g en (co,oco) .

! |
t o LI i ~ * '
e) Au voisinage de o v MK = M]'(UMK , O MK est l'ensemble des ¢ tels que

fC a un cycle attractif d'ordre exactement K . Ces deux ouverts sont limités

chacun par un arc de courbe R-analytique.

f) Ces deux arcs se rencontrent en CO seul.

Démonstration : Soit 7 une coordonnée satisfaisant aux conditions de

{TV], Prop. 1 : l'expression Ie de f]; dans cette coordonnée est de la forme
9,5 > ple,aleNz+ 8o (e,

et f]éq devient g(cl: g +—> (1+u(c));-b(c)(:q+1 +... avec u(co) =0 et

b(co) #0 . L'équation de XK est
gl(z)=¢ = t(ule) -ble)gT+...) = 0.

Cet ensemble est réunion de Xk d'éguation =0 et de Xf( d'équation
ulc) = b(c)gq+... . Comme ¢ +—> ulc) a un zéro simple en <y ([aBP, Cor. 2

du Th. 11), Xf( est lisse.
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Comme b(cO) #0 , on a la partie (c). Pour (c,z) €X1'< , On a

o (c,2) = (g‘cl)'(;) = 1+ulc) - (@*+1) blc)z¥+... 1-g b(c)z¥+..., d'ou la partie
(d) . La fonction Pk prend la méme valeur aux ¢ points de Xf( au—-dessus
d'un point ¢ voisin de <y - Par suite Pk X]'g —> T se factorise en p!oﬂ
ou p! est holomorphe sur un voisinage W de g - Pour c€W , on a

cE€ My <=> |pk(c,a(c)) | <1 ou Ip! ()| <1, X (g+1)k autres feuillets dommant
de toute fagon des points périodiques répulsifs, du moins si on a pris W assez
petit. Puisque 7 et p ont méme degré local, p! a une dérivée non nulle en
o - Ceci donne (e). La partie (f) vient du Cor. 3 du Th. 1 de [ABP], gqui donne
2 rayons externes de M aboutissant en Co 1 1'un dans le secteur des Im u>90,

1'autre dans celui des Im u<0 , cgfd.

Remarques : 1) On verra dans l'exposé XV que

2) On peut également déduire (e) de [PPIR] III Prop. 6.

3. CAS g=1.

Soit co€ M tel que fc- admette un point périodique o

0
de valeur propre o0~ 1 . Alors % est un point fixe double de f]é
0

0 de période k ,

([PPIR],

III, Prop. 6).
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PROPOSITION 3. a) Xk est lisse en (co,oco) , & tangente verticale.

b) m: X, — T est de degré 2 en ce point.

c) oy * Xke- C a une dérivée = 0 en ce point.

d) Au voisinage de c¢ 1'ouvert . M]; est limité par un arc IR-analytique

0 [4

un point de rebroussement.

ayant en c¢

0

Déronstration : La partie (a) résulte du Cor. 2 du Th. 1 de [ABP]. Ia

comme point fixe de fk est 2.

partie (b) du fait que la multiplicité de dy o
0

La partie (c) vient avec (a). Dans Xk , l'ouvert Ak est limité au voisinage
de (co,oco) par une courbe R-analytique lisse. Comme cOG 8M1'{ puisque c'est
1'aboutissement d'un rayon externe de M , et comme T7: Ak — Ml'< est injective

au voisinage de (co,oco) , on en déduit (d), cgfd.

4. ARBRE DE HUBBARD EN UNE RACINE.

Soit cOGM tel que fC admette un point périodique oc(co) de période
0

2im p/q

k , de valeur propre Py = © avec pgcd(p,q) = 1 ; on notera K=kqg .

On va définir comme on l'avait fait dans 1l'exposé [AH] (premiere partie

Y

de ce cours) un arbre associé a c0 .

Choisissons tout d'abord un systéme de centres pour les composantes de
0o
c est le cycle périodique de composantes de KC , indexées par
0 ‘ 0

{0,1,...,K-1} , avec 0€U0 , on prendra fé (0} pour centre de Ui (0§1<K) ;
0

pour les autres composantes V , on prend un systéme de centres de sorte que le

o >
K ; Si UO"'UK—1

centre de £ (V) soit l'image par £ du centre de V. On posera U, =U_ .,
c0 'cO . K o

DEFINITION. Avec ces conventions, l'arbre de Hubbard HC est l'enVeloppe régle—
0

mentaire des fz (0) (0<i<K).
0 L

Remarque : Si on ignore le théoréme de non-errance de Sullivan, le systéme de

centres choisi ci-dessus n'est a priori pas unique. Cependant la structure
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conbinatoire (classe d'isotopie de plongement d'un arbre dans ) est définie
sans ambiguité.

PROPOSITION 4. Si K=#1 , Hc contient le cycle indifférent rationnel, et est

0
stable par fc .
0
Démonstration : L'image par fC de l1'arc réglementaire I' de f::‘ (0)
0 0
a fcj: (0) (avec 0<i<K et 0<j<K ) est, lorsque 0¢T, l'arc réglemen-
0
) i+1 s J+1 s . p
taire de fc (0) a fC (0) et, lorsque 0€Tl , la réunion de l'arc réglemen-—
0 0
. i+ N . ) . j+1 s . .
taire de £ '(0) a c_ et de l'arc réglementaire de f2 (0) & c . Si T
CO (o) CO ) (o]
est l'arc réglementaire de 0 a fIé (0) et G=HUT' , on a donc fc (H <G .
0 0

On peut alors réappliquer le raisonnement de la proposition 4 de [AH] pour voir
que (si K=#1) \)(1)3...5\)(1(—1) (v(i) est le nombre de brins de H en

fé (0), 0<i<K ) (on n'obtient par contre pas pour 1l'instant v(XK-1) <V(K)) ;
0

un arbre a plus d'un sommet ayant au moins deux sommets pendants, v(1) =1 , donc
HN BU1 est un singleton {oc1} . G ne rencontre aucun des BUi (0<i<K ) donc

. . K _
fco(H)c:G implique fCO(Hﬂ ZBUJ._)cHﬂ’an+1 (0<i<K ), et donc fco(oc1)—oa1 .

oy est donc un point du cycle indifférent rationnel de fc , qui est inclus
dans H . En particulier l'arc de 0 a 0o, + point du cycle indifférent ration-
nel situé sur BUO , est dans H . Mais on sait (cf. [PPIR], II, corollaire de

la proposition 4) que la dynamique de fIC( sur UO est analytiquement conjuguée

0
322+1 K
a celle de z +— sur D , donc fc(O) est sur l'arc de 0 a Oy d'ol
z"+z
T''cH et fc (H) <H . cgfd.

0

On pourra des lors appliquer les résultats des exposés [AH] et [AEJ] a <y -
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5. RACINES DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES ; MULTIPLICITé.

Soit cOELM tel que fc ait un cycle indifférent d'ordre k , de valeur

0
propre e21TT P/q avec pgcd(p,qg) =1, et posons K=kgq .

. : e]
PROPOSITION 5. a) Il existe une unique composante hyperbolique W de M tel

e C soit une racine de W . C'est une co sante de période K .
que 0 0! 1%

a au moins 2 arguments externes dans M , de la

b) Si CO¢ 1/4 , le point <,

forme P/ZK—1 .

Démonstration : La partie (a) résulte des propositions 2 et 3.

0
la composante connexe de Kc contenant Co v %
0

le point du cycle indifférent de fc attirant U1 . Il ya g pétales, donc
0
g interpétales en O s et 2 de ces interpétales sont adjacents a U1 . Dans

(b) Cas g#1 : soient U,

chacun d'eux arrive au moins un rayon externe de Kc d'argument de la forme
0

P/ZK—1 , et les rayons externes de M de méme argument aboutissent en Sy

({ABP, Cor. 2 du Th. 1]).

b) Cas g=1: il n'y a qu'un pétale en o, , donc 1 seul interpétale. Cependant

1

il y a au moins 2 rayons externes de Kc aboutissant en o, :en effet 0y

0
est sur Hc sans en étre un sommet pendant, donc il y a au moins deux acces a
0
0, sur Hc et donc, par le corollaire 1 p. 64 de la premiére partie de ce
0
cours, deux rayons externes de Kc aboutissant en oy -

0
Ces rayons externes ont des arquments de la forme P/ZK—1 ([PPIR]} II

Prop. 5). Les rayons externes de M de méme argument aboutissent en Co v cgfd.

o)
Soit W une composante hyperbolique de M , de période k . Pour c€W ,

notons a(c) le point périodique attractif de fc attirant 0 .
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PROPOSITION 6. lLes nombres suivants sont égaux :

a) le degré u de 1l'application holomorphe propre Py’ W -—>D.

b) Le nombre de zéros dans W de c +—> alc), comptés avec multiplicité.

c) Le nombre de zéros dans W de c +—> E; (0) , comptés avec multiplicité.

d) Ie nombre de racines de W dans W .

. k . k
IEMME. Soit cOEW tel que fCO(O) =0 . Les fonctions c +—> fc(O) , C —> af(c)

et ct> pW(c) = pk(c,oc(c)) ont méme ordre d'annulation en c

0 °

Démonstration : Pour c€W , on a pw(c) = 2koc('c) . fc(oc(c)) ...f];_1 (alc)),
et dans le cycle {al(c) ,fc(oa(c)),...,J‘.J;_1 (a(c))} , seul al(c) appartient a la
o}
composante connexe de Kc contenant 0 . Les fonctions c¢ +—> ofc) et

c —> pW(c) ont donc méme ordre d'annulation. D'autre part, pour c voisin de

C, s Ona
1£50) ~a(@) | < 3Jo~ate)| = Jlata)] ,

donc c > f]é(O) et c b= a(c) s'annulent en c, avec méme multiplicité. cgfd.

0

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Ies zéros des fonctions c > pW(c) , ¢ —> ol(c)
et c+— f]c{(O) sont les mémes, et d'aprés le lemme ils ont méme multiplicité.
Le nombre de zéros de c > pW(c) , compté avec multiplicités, est le degré u
de P - Ie bord 9W est homéomorphe a S8' et Pyt oW —> S' est de degré u .
Comme elle est croissante puisque Pw est holomorphe sur W , le nombre de

points dans pv—q1(1) est aussi u , cgfd.

Nous appellerons U la multiplicité de W . Nous prouverons dans l'exposé

"simplicité" que u=1.
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6. DECOMPTE. Nous allons démontrer le conmplément 1duthéoreme 1 de [AREMAR].

Soit ke€W* . Notons
m, (k) le nombre de valeurs de c¢ telles gque f]é(O) =0 , compté avec multiplicité.
mz(k) le nonbre des composantes hyperboliques de ?fl de période divisant k ,
compté avec multiplicité.

mj(k) .le nombre des racines des composantes hyperboliques de période divisant k .

kt=t , 1.e. de la forme P/2k—‘l .

m, (k) 1le nombre des t€T tels que 2
On a m, (k) =m2(k) =m3(k) d'apres la Prop. 5, et m3(k) 2_2m4(k)—1

2

d'apres la Prop. 4. Mais fc(O) =c , f<2:(0) =¢c+C , fz(O) = (czfc)2+c etc...

fjé (0) = Pk(c) ol P, est un polynéme de degré Zk_1 (on le voit par récurrence

k-1

car Pk+1 (c) = (Pk(c))2+c) , donc m, (c) =2 . D'autre part m4 (k) = 2k-1 . Donc

on a 1l'égalité m3(k) = _2m4 (kX)-1 . Il en résulte d'une part que chaque <, racine
d'une composante hyperbolique (sauf 1/4) a exactement 2 arguments externes
rationnels a dénominateur impair dans M , d'autre part qu'on obtient ainsi tous

les éléments de T=R/Z rationnels & dénominateur impair. Ceci démontre le

complément 1 du théoréme 1.
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EXPOSE N° XV

ORDRE DU CONTACT DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES DE M

TAN-LEIL

Soit o 1'intersection des deux composantes hyperboliques W , W!

de M dont 1'une est de période k , 1l'autre est de période kq ; alors fc admet
0

un cycle indifférent rationnel avec valeur propre AT p/q , de période k .

PROPOSITION. Le contactde W et W' aupoint c, est d'ordre 2.

0

1. Résumé des résultats déja obtenus gui sont utiles pour la démonstration

de cette proposition.

Soit {& TEREY ak} le cycle indifférent rationnel de £ c dont « ] est le

point attirant o Soit P1 le pétale de o, qui contient 9 et R(KCO,G) un rayon

externe qui aboutit en «, dans un interpétale adjacent a P

théoréme A de l'exposé [TV] le rayon externe R(M,8) aboutit en ¢

1° D'apres le

O .

Comme q# 1, pour tout ¢ dans un voisinage de Cy» ON peut trouver
un afc) tel que flé(oe(c) = a(c) avec ¢ - afc) analytique et a(co) =a, .

Posons : c(A) = Co+ A

(5 )(@(c)) £ p(0) = 2P/
1
p ()%
alors, 7(X) aen O un zéro simple (de multiplicité 1) ([ABP]), donc X =+ T(X)

p(x)

et

r(A) = -1: 17(0)=0 ;

est un homéomorphisme dans un voisinage de O .
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Pour A disque centré en oz(co) fixé assez petit, on prend n, assez
n_ kq
grand et r* > 1 assez voisinde 1 tels que X (CO) = fCO (CO) et
. 0
-1, * N .
c1 (r 921176) appartiennent a A. Pour c voisinde ¢
0

n_ kq
x(c) = fCO

0

y(co) = o » Pposons
(c) et y(c) = <pc_1(r‘*e2me). Fixons :a€ ]0,% ] et notons

P, = {z||Rez| < a, |Imz| = a} . Sionprend Ty = (Ul NLog(1+U) + 2mi EPa} ,

p» -D =
on a “'NCDS/N D4/N quand N 8 .

2. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION.

Pas 1 . Pour tout voisinage WC de g s d'apres 1'exposé [TV], il existe
0
un NO?- 0, tel que pour tout N= N

il existeun ¢, € W tel que

0’ N
Nkq . S s , -

f (alcy,) = y(c,,) c'est-a-dire v W voisinagede 0, 3IN
°N N N

, . Nkq
il existe X N € W tel que fC(KN)

de W ou 7: on " EN induit un homéomorphisme (on peut prendre W assez

> =
O-O, VN——NO,

(x(C(AN))) = y(c()\N)) et A estdansla piéce oN

petit pour que T(X) soit un homéomorphisme sur W).
Au voisinage de 0, onpeut écrire : 7(A) = a\ + o(kz) avec l|a| #0,

puisque 7(X) aen O un zéro simple. Il existe donc un voisinage W de O tel

que : [T(X) - ax] = \o().z)\<e\)\l , A€W, avec 0<e< |al. Pour
ce W, ilexiste N, = 0, telque YNZN, , oy =7 (S )cW.
v}\EONCW, ona :
(lal-e)Al = fallrl-e ] = [70) ] = lalx ] +eA| = (lal +e) ] .

4 8
Comme g < lT(\)] < X » ona:

4 8

”a!+e;NSl>\\s al -¢)N ! VXEON

Pas 2. Soit U un ouvert simplement connexedans C. vx,y€ U, a€ U,

dU(X:Y)

4
on a l'inégalité : ly-x| = |x-al(e -1 o dU(x,y) désigne

la distance de Poincaré sur U . Si ¢: U= V est un isomorphisme entre deux
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ouverts simplement connexes, alors : dU(x ,y) = dV(qo(x),cp(y)) .

Si ¢ U/-' V est une fonction analytique, alors ¢ (z) est lipschitzien
de rapport 1, i.e. dv(qo(x),tp(y)) < dU(x,y) pour tous x ,y € U.

L'ouvert € - M n'est pas simplement connexe, mais si on enléve le

1 1
rayon externe ®(M,8') , ou ' ={6+2 , 0<3 , €-M-f(M,0') = U
e_JZ ) 6>%

est ouvert et simplement connexe. Comme £(M,6') aboutit et ne rencontre pas
R(M,8) , U contient #(M,8) . Sionprend V=C ~D - R(D,6'), alors
YR U = V est un isomorphisme.

Pour N2 = max {N1, NO} et U2 = {z|Rez>0, 216-r<Liz <210 +7}
YN= N2 , enposant Cy = c()\N), " ona :

LTS UESRULSUVICVC L VCNW)

dUZ(Log evlen)  Log ¢yl 4)

I

= dy a7y
- * S0
On peut écrire r =e avec s, > 0.
Nkq —1 sO+21176
Ona : £ (X(CN)) = @, (e ) ;
N N
(N +n0)kq So+2imé
donc : @ (fC (CN)) = e ;
N "N
(N+ng)kq S +2iT 6
0
donc : [cpc (CN)]2 = e ,
N S0 Q!
+2i
: iN+n6$kq
et “’M(CN) = @ (CN) = &2 avec 2(N+n0)kq6' =8

N

bDans K, a(co) =a. a q pétales et est fixé par fk , donc
CO 1 CO
2Ky _ g , etonavudans [ABP] que, en fait, 8' = 8 . Par suite,
SN+21176

S
N 0
‘PM(CN) - © ou SN_23N+nOikq ’
donc °N est dans le rayon externe R (M,6) et °N - o quand N - 4+, On en

déduit : dU(C

N’CN+1) = dUZ(sN +2im 6 1SNyq + AT 6)
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2m6i+mi u
2
UN
N+1 *N N,
- el e
2m i
2m0i-mi

. 1 .
2 — -
Pour chaque N =2 N2 , on prend cpN(z) =2im6 +2T-—T—N_N2 kq (z - 2im6) ,

' . . - [3 \ . - \
c'est un isomorphisme qui envoie zN2 a zy et qui envoie U2 a UN avec UN
de la forme :
s
UN: {leez>0, \Imz—2w6l<e(N)} s €(N)=;(N—_N—2Y ’
e(N) <e(N-1)< ...< e(N2) =1
est une fonction analytique et donc est un

F g
L'injection .UN C"UN+1

lipschitzien de rapport 1; ona :

4 (ZN’ZN+1) < dUN(ZN’ZNH) = d (zN yZy +1) = constante A .

2 2 Ny Ny
Enfin,
AN Nt = deom-r (M, ') N CNeD = dUz(ZN’ZNH) = A .
Pour bN € WU W' , ( )
4dU Cr:;yC
N? "N+1
‘CN-CNH\ < \CN-bN\(e +1) = B1lcN-le

B 1 est une constante.

Pas 3. Supposons que le contact de W et W' au point c, est de degré supé-
rieur ou égal a 4 , . alors pour N3 assez grand et N = N3 , il existe

by, € dW U dW! tel que |c ; donc, quand N= N

N

ona |c

N"
| < B]cN-c

3 ?

N~ °N+1

w W
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Pour kZN3 , ona :

0 (2]
- 4
lck—co\ < 1\?=k lck-ck_H\ < BN:k \CN—col

Comme ¢ - ¢ = A N € o, , d'apreslepas 1, il existe deux constantes
a a

ps 1 2
positives a, et a, tellesque : T < \AN¥ < 3 » donc :
4 - 4 - 1
—=< Al =l -¢c,] =B T |\|" =Ba, £ — , vk=z=N
k k k 0 Ne N N=kN4
Ceci veut dire :
a o0 K o) N o 1
0<—14;< T 45 < Z== 5=, Vk=N
Ba N=k N N=k N N=k N

2

Contradiction, car & —3 converge. Cqfd.
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EXPOSE N° XVI

IDENTIFICATIONS DE CYLINDRES : ETUDE A LA LIMITE

P. LAVAURS

1. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME.

On se place dans le méme cadre que dans "Arriver au bon port"

f ot Z L 22 +Cy aun cycle indifférent rationnel de valeur propre e2171 P/q
0
et de période k , o, est un point du cycle indifférent.

Dans "Arriver au bon port", on a construit,pour ¢ proche de g s
q cylindres de Fatou-Ecalle (2q pour ¢ = cO) sous réserve que ¢ tende
vers vco en étant astreint a rester dans un certain secteur.

On va modifier légérement, pour des raisons techniques, la définition
des cylindres (sans que cela ne change les cylindres eux-mémes !) et la zone

dans laquelle évolue ¢ voisin de o -
Au lieu de définir Q;\ comme on 1'a fait dans [ABP.3], on le définit

en retirant 3 € seulement D ! !

R » lesegmentde A, 4 iR (si ImA, >0;

le segment de A;\ a -iR sinon) et la demi-droite ReZ =0, ImZ =-R
(si Im A;\ >0 ; ImZ >R sinon). En prolongeant le segment de iR (ou - iR)

3 A)L jusqu'a 1'infini, on partitionne Q;\ en Q;f et Q. . Bnfin, pour ¢ =c,, on

A
coupe par les demi-droites ReZ =0, ImZ=-R et InZ=R .

0
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Les inégalités de [ABP | montrent que les points rajoutés Q;\ (Q'()+,QO

sont équivalents a des points des "anciens" ouverts : ce changement des zones
quotientées ne modifie donc pas les cylindres-quotients.

Dans [ABP], on s'était astreint a faire tendre X vers 0 avec

L
12

a restreindre a des secteurs angulaires privilégiés autour des 2 directions de

|Arg At 1/4] < , Ce qui revient, puisque %r est analytique en X ,

demi~droites dans le plan des A\ correspondant dans le plan des ¢ aux demi-
angentes

dro{E‘sgféﬁﬁeux composantes hyperboliques de M tangentesen o (a la demi-

droite pour q = 1) . Ici, au lieu de faire tendre A vers O dans un secteur

angulaire, on le fera tendre entre deux cercles tangents en 0 a la demi-droite

privilégiée :

oy

(rlan des )

Cette restriction est suffisante pour les applications, car elle laisse ¢
parcourir tout 1'extérieur de M tendant vers - Elle a 1'avantage suivant :
puisque A-l- et AJ;- sont analytiques en X\ , elle impose a AX comme 2a A;\

A A
de rester entre deux droites ReZ = -K , ReZ =+K . De ce fait, {(A,Z)|Z € Q)'\-}’
et {(A,2)|z€ S’Z)'f} sont des ouverts de V x C (V désignant la zone ol évolue X ) :
- . 1= -+ . - -+
si un point est dans &, (resp. QO' ) , il est dans Q;\ (resp. Qi ) pour A
assez proche de O .

Pour fixer les notations, nous supposerons que nous avons choisi dans le

plan des A de rester autour d'une demi-droite correspondant a Im A)\ >0

(et donc aussi Im A;\ >0) .

Regardons ce que ces motifs fournissent dans le plan des z :
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Pour c=c les 2q cylindres sont les quotients de 2q secteurs

O b

angulaires égaux dans un disque centré en « 1°

{q:3)
¢c=56
Pour c¢ voisin de g bDR correspond a un cercle "proche" du
précédent ; « 1 se "scinde" en un a(c) fixe par fg et un cycle ,81(c), ... ,Bq(c)
our fk , @ etles B. étant continues en ¢ (dans la zone désormais notée €
p c! i

a laquelle on a restreint ¢). o correspond & ® dans le plandes Z , 8 1 (par
exemple) a A;\ . Ona q cylindres seulement. Cependant, si on représente
aussi (en pointillés sur le schéma ci-dessous) les courbes limitant, quand on les
transforme dans le plan des 2 , les Q;\*' des Q;\_ , on voit qu'on peut consi-
dérer aussi qu'on a, comme pour c = g 2q cylindres qui s'identifient natu-

rellement deux a deux.

(9=3)
C#e,

Nous allons étudier le cylindre autour de [31(c) , qui devient donc deux

quand ¢ devient Cg

Les zones correspondant a ﬁi (Q)1+,Q)'\_) dans le plan des z seront
notés U(c) (U™(c),UT(c) ).

wt = {(c,2)/ z€ UT(c)} (resp. U~) sont des ouverts de @x C..

Le cylindre U(c:)/f(l:(q sera noté E(c) comme dans [ABP] .
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Pour c=c¢ on a un E+(c0) et un E-(co) ; la zone fournissant E_(co)

0"’
est entierement incluse dans une composante de ?{CO , celle fournissant E+(co)
contient un interpétale.

La "courbe de sortie" sera la courbe U N U™ .

La "courbe d'entrée" sera la courbe 3U N U™ .

Elles joignent toutes deux « a 61 .

Le "domaine fondamental de sortie" W, dans UT sera limité par la
courbe de sortie et son image réciproque par f(lfq dans U . De méme, le

"domaine fondamental d'entrée" Y1 dans U~ sera limité par la courbe d'entrée

et son image par fé{q .

Le schéma ci-dessous symbolise la dynamique de fckq dans U :

. . ‘,J\:Un JE ffﬂ
é:umhdn.sﬂ&o. ."Amudh&ul’

4
d
/: couri,a. u‘ l“hét

WO et Y 1 sont des domaines fondamentaux des cylindres (identifiés

pour c # cO) de f_ au voisinage de a, (conventionnellement, nous considérerons

que ni WO n Y 4 ne contiennent les points « etv 181 et contiennent la courbe

d'entrée pour Y. et la courbe de sortie pour WO) .

1

(q=1)
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Pour i=0, lazone Y, . sera définie comme (fé(q)l(Y1) .

1

Pour des i <0 pas trop petits, on va définir par récurrence un Wi .

Supposons W, défini comme une partie de U limitée par deux courbes envoyées

1

1'une sur 1'autre par £kd ; W,
c i+1

fé(q : on peut définir la détermination de (fléq)“1 sur W,

ne contient alors pas de valeur critique de
1 qui envoie l'une

des deux courbes qui le borne sur 1l'auire ; 1l'image de cette détermination sera
VVi sous réserve qu'elle soit incluse dans U .

Les inégalités de [ABP] prouvent que W, est défini pour li} < 0 ?T |A| ’

donc sur une partie de Z qui tend vers Z quand c - <o -

Prenons un point marqué P" dans U+(C0) etun P~ dans U_(co):

pour ¢ proche de ¢ ils sont tous deux dans U(c) ; 1ils fournissent donc un

O b

point P (c) etun point P*(c) dans E(c) (dans E_(CO) et E+(c0) pour ¢ :co).

Tous les cylindres ET et E peuvent avoir leurs extrémités indexées
de fagon naturelle : 1'une correspond au voisinage de * dans le plan des Z ,

1'autre de A;\ ; sur le domaine fondamental WO ou Y, , celacorrespond d'un

1

cbté au voisinage de «, de l'autre au voisinage de S . Quand ¢ devient Cg s

a et ,31 se confondent, mais dans le domaine fondamental correspondant a W0

ou Y1 dans le plan des Z , le bout qui correspondait au voisinage de 31 est

représenté par ImZ > 0, l'autre par ImZ < 0 . On peut donc parler, méme

pour ¢ =c¢g,

Le point marqué et le marquage des bouts du cylindre fournissent alors

de "bout en ;31” et de "bout en a" du cylindre.

v,

une identification de E' & c” en envoyant Pt sur 1 et le "bout en 181” sur

Vé " . .o d \ *
le "bout en zéro". De mé€me, on identifiera E a € .
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Il peut &tre pratique de préférer modéliser les cylindres par C/Z
plutdt que par C% . Dans ce moddle, P estidentifiéa 0 , le "bout en ,31"
aubouten "Imz < 0". C/Z et C” étant identifiables par z+v* exp(-2imz) ,
il sera aisé de transcrire les résultats, que nous montrerons dans le "modele C*" ,
dans le '"modele €/Z".

-+

Pour c#c E” et E sont en fait le méme cylindre qu'on a identifié

0 ’
. . ‘gz + - ¥ + ~ =1 .
par deux isomorphismes différents ¢ et ¢ a € ; ¢ o (@) fournit alors
un isomorphisme de c” sur c” qui respecte la position de 0 et donc de la

forme z™ G(c).z , pourun G(c) € c*.

kq

G(c) receéle sous forme concise 1'information sur la dynamique de fo

entre la courbe d'entrée et la courbe de sortie : partant d'un point de Y1 , en
itérant un grand nombre de fois, on arrive en WO . Il risque dés lors d!étre
difficile de contrdler la stabilité de divers phénomeénes au cours de tant d'itéra-
tions. Mais, si on regarde E (c) =Y ] / fckq et ET(c) = WO/ fckq , la connaissance
de G(c) fournit le passage "direct" de 1'un a 1'autre.

Puisqu'il n'y a pas d'identification naturelle entre E_(Co) et E+(c0) ,
on doit s'attendre a ce que G(c) n'ait pas de limite quand ¢ tend vers o *

On va en donner un développement limité. L'objet de cet exposé est de prouver le

THEOREME 1. Quand ¢ tend vers Co s assujetti a rester dans €&, A étant

la coordonnée définie dans [TV] (i.e. c=cy+A si q#1, c:c0+)\2 si

g=1), ona :

G(c) = exp (go + lf + o(1))

COMPLEMENT. p_(\) désignant la valeur propre du cycle de £ka issu de
1 Prop C

61((:) , k=

4_'11_(6) ; ainsi %\ évolue dans une bande autour de 1'axe imaginaire
&
pur positif.

Remarque. On a ici énoncé le théoreme en prenant pour modele € . Si on

préfére travailler en termes de C/Z , la multiplication par G est remplacée
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par la translation identifiée & un élément G de €/Z , et le développement

limité devient : G(c) =G 15 o(1) (mod Z) , ouici k= -—2—,11- est tel que K
0 A p4(0) A

évolue dans une bande autour de 1'axe réel négatif.

1 e 1% \(T=4¢
Exemple. Co=g° les points fixes de f:c pour ¢ proche de o sont ———\2:— .

Prenons X proche de 1'axe réel positif. Pour avoir Im A;\ >0, on doit

. . 2
choisir « =1—%ﬂ et B = l—-fi ; donc 9'1(0) =-i et G(c) = eXp[gO+4%—i +o(1)]
ou, dans le modeéle €/Z , G(c) :GO - %\E +0o(1)

2. CONTINUITE DE LA PROJECTION SUR E .

Le choix d'un point de base nous a permis d'identifier tous les E_
(resp. E') & C*. Onaalorsla :

PROPOSITION 1. L'application 7% : u* » €* (resp. 7 : u™» ) qui

a (c,z) associe la projection de z sur Ef(c) (resp. E (c)) identifié 2 c”

est continue.

Remarque. Ce que cette proposition exprime (et c'est en ces termes que nous la
rappelerons quand nous 1'utiliserons), c'est qu'un dessin-limite dans le plan

fournit un dessin-limite sur les cylindres.

Démonsiration.

LEMME. Soit C

p la couronne comprise entre les cercles |s] =% et |z| =R,

avec R > e°" , et soit h univalente de C_, dans €” de sorte que 1'image de

R

avec h(1)=1.

CR enserre 0, du méme cdté que CR .

Alors, pour u € C , on a une inégalité Ih(u) - ul = £(u,R) ou, quand

u varie dans un compact K de c® _et R tend vers l'infini (donc K < Cr pour

R assez grand), f(u,R) tend vers zéro uniformément sur K .
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Preuve du lemme. Soit d'abord f: D = € univalente avec f(0) =0 et f(a) = a

(pourun a € ]0,1[). Alors, pour |z|<r, on aune détermination de Log f_(zz_)_

qui vérifie : .
lLogE%ZI = 2|Log(1-1(1-4a)f .
En effet, pour g: D = € univalente avec g(0) =0 et g'(0)=1, ona

pour tout z € D (cf. [G], p. 117, inégalité (19))

(1) \Logg%)JrLogU- 1219 = Log}—d_r—%‘[ ,

ou Log %(Z—Zl est la détermination continue sur D qui vaut O en O .
Prenons g(z) =f,f((z) . — Ea appliquant (1) a z=a, on trouve
|Log £'(0)| < 2 |Log (1 -a)| pour une détermination bien choisie de Log '(0) ;
- En appliquant (1) en z , on trouve alors une
détermination de Log %Q telle que :
lLogf—(ZZ) -Logf'(0)| = 2 |[Log (1~ |z])| = 2lLlog(1-1)| ;

donc que \Log-iz) | <= 2|Log(1=-1)(1-2a)] .

On va prouver que, pour exp (\FLog R- 112)

‘ 2 2
< |ul = e‘Xp(\ltLog R-17,
il y a une détermination de Log h(u) telle que, Logu étant la détermination

principale ,

Log h(u)| 4 (4 2 )-2(1_ILgflu\+w2 -2

Logu Log R Log R ’
ce qui fournit bien une inégalité de la forme cherchée. On pourrait sans aucun
doute raffiner considérablement cette inégalité : la démonstration qui suit utilise
en effet tres peu d'informations par rapport a ce que peut nous apporter la
situation. Cependant cette inégalité nous suffira ici.

h fournit par passage aux logarithmes une application univalente g de la

bande -LogR= Imz< LogR dans € ; on peut supposer h(0) =0: vu

1'hypothése sur la position relative de zéro et de h(CR) , ona g(2im) = 2im .

(zi Log R

Tog R univalente de D dans C .

Considérons alors 1'application f: z +—
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_ ¢ 27 _ 2m ‘
Ona f(0) =0 et f‘Log R) “TogR Les bornes entre lesquelles on
laisse varier u ont été choisies de telle sorte que la détermination principale
de Log ‘g“ _soit assez petite en module pour qu'on puisse majorer Lo Lo%g lil:\,\ par
2
y/L og” lu| +m° _ : Log u PR
Tog R < 1, donc que Tog R € D . Ce qui précede assure alors
1'existence d'une détermination de
(Log u
f‘LLog R) 3 g(Logu) _ Log h(u!
Logu) a Logu Logu
lLog R
pour une détermination de Log h(u), qui est telle que :
2 2
Log h(u 21 \/ZLog lul + 7 .
Log(f;i—u-))s 2 |Log (1 - 71 - TogR )|
d'ol Log h(u_) < (1- 27 )—2 (1 - \/Log2 lu| + 772 )_2 Cad
Logu ~ Log R Log R ' qid.

Preuve de la proposition. On va montrer la continuité de 7 en un point

(c1,z1) de U~ (pour 7 , il faudrait simplement remplacer Y; par W, dans
la démonstration ci-dessous ; pour alléger les notations, les indices - de 7
et E(c)” seront omis dans cette preuve).

Onprend i tel que z, € Yi(c1) .

1

Si z, n'estpas sur le bord de Yi(c 1) , pour (c,z) assez proche de
(c1,z1) , Z€ Yi(c) .

S'il est sur le bord de Yi , cela ne pose pas de probleme essentiel : en
augmentant légérement R dans la construction de [ABP], les cylindres ne
sont pas modifiés, mais Yi est légerement décalée, ce qui rameéne au cas
z, € 30{1(c1) , Ce qu'on supposera dorénavant.

Pour r>0, on va définir Yi(r) (c) c Yi(c) : on prend sur celle des deux
courbes limitant Yi(c) envoyée sur 1'autre par f(l:{q les points sis a distance r

de o et 31 sur les morceaux de courbe aboutissant en ces points, et on tronque

Yi(c) par les segments joignant ces points a leurs images :
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Yi(r‘) (c)/ f(lfq est alors un cylindre E(r) (c) de module fini.
Sur chaque Yi(c) , PY(c) fournit un point marqué, qui est donc dans

Ygr)(c) pour r assez petit (il varie continliment avec ¢ puisqu'image par
fckql d'un point fixe du plan des z). Il y a alors une maniére unique d'identifier

(r) *
(c) R{R, de la forme R, < |z] <R, dans C

en envoyant le point marqué en 1, et respectant la position par rapport a zéro

conformément E a un anneau C

de E(r)(c) plongé dans E(c) identifié a ¢” . on notera i(cr) 1'isomorphisme

entre Ew) (c) , considéré comme une partie de c* et Ch R. -
12
11 est évident que Rz/R1 , module de E(P)(c) , tend vers « quand r

tend vers zéro ; il 1'est un peu moins que R, tend vers <« et que R, tend

2 1

vers zéro.

C'est une conséquence du probléme extrémal de Teichmiiller (cf. [AHL] ,

p. 35-37) : pour r assez petit, E(P) (c) contient un anneau C_ symétrique

R
par rapport au cercle unité de module 2M arbitrairement grand.
(1)
c

i transporte alors le cercle~unité en une courbe passant par 1

1'anneau limité par cette courbe et le cercle |z| =R, est donc de module plus

2

grand que M . Le probleme extrémal de Teichmiiller garantit (avec les notations

1 . 1
de [AHL] que M < 55 Log zp(RZ) < 5— Log [16(R2 +1)] (cf. [AHL] , p. 47) ;

donc R 5 peut étre rendu arbitrairement grand. De méme, R’1 tend vers

zZéro avec r .

On a donc obtenu la garantie que, pour r assez petit, CR1R contient
2
la couronne Cp pourun R fixé. Par le méme raisonnement appliqué a
. (r)-1 A1)-1 . .
i (CR)_ , pour R assez grand, i (CR) contient CR' pour un R

fixé.
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RPN N
E(r) c \.,/ ~\_§_>/ Ca
¢ < (9 \{’y: e INA
//'"
[ S J
_— \___/

On peut envoyer ;ir‘ (c) sur Yir (C1) par un morphisme <I>((12 <) de
’
1

classe C1 qui commute avec la dynamique de fA‘lé sur les courbes qui limitent

Yﬁr) (c) et Yi(r‘) (c1) , envoie le point marqué sur le point marqué et tend vers
Id en norme C1 quand ¢ tend vers ¢

43((2) ) induit une application
?
1

-
<I>(() ) de EC(P), sur E(Cr) qui laisse 1
7 ’l . ’I

fixe et est quasi-conforme de rapport de dilatation tendant vers 1 .

(I‘) (I‘) (r) 1

(c ) ° (c c.) ° Xe) est alors une application entre deux "vraies"
?
COUI‘OﬂneS qui fixe 1, et qui est quasi~-conforme de dilatation qui tend vers 1 .

Elle tend donc vers l'identité uniformément sur tout compact.

(r ) (F)(C)

Deés lors, si W(P)(c z) désigne i’ {c,z) pour z€Y

n(r)(c,z) tend vers n(r)(cle) quand (c,z) tend vers (c1,z1) .
Soit alors ¢ > 0 fixé. On prénd un R' assez grand pour que 1T(C1,Z1) €C

c (r)( (r)(c)) on ait

R'®

On prend alors R1 assez grand pour que, si CR1
R' (I‘) 1(C 1) . Puis, on prend R2 assez grand pour que, pour Vv Gé; ,
f(v,R )< €/3 . Enfin, on prend r assez petit pour que 1( )( (P)(c )) (et donc

C

aussi 1(r)(E(P) (c)) pour ¢ assez proche de c1) contienne CR
2
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i ' Ar)-1 (r)
Puisque n(c1,z1)€ Cpi © 1C1 (CR1) , (C1,Z1)E Cp

1
(r)-1 sur C., : on obtient
C R2

Appliquons le lemme a i
1
(r)
‘"(C»]’Z—I)_Tr (Crl’z—l)‘ <€/3
Pour (c,z) assez proche de (c1,z1) , on a alors : \'n(r)(c1,z1) - ﬂ(r)(c,z)l <e/3
et W(P)(c,z) est toujours dans CR1 .
En appliquant le lemme 2 1(5)4 , ona : ln(c,z) - W(P)(C,Z)\ <e/3.

D'ol |11(c,z)-n'(c1,z1)\<€ . Cqtd.

COROLLAIRE. G est continue {(sur @©- {Co}) .

Démonstration. Soit <, le point oli on veut vérifier la continuité de G . Il

existe alors un n tel que fé11(15—) €W_ 1€ U'(c 1) . Pour ¢ assez proche de <,

pour que fg(P_) € Ut(c), onaalors G(c) = 'rr+(c,frcl(P_)) . Cqtd.

3. LE GERME F .

Par construction des cylindres, un voisinage de ,81 dans W_. est envoyé

0

k - s .
par fc 9 sur un voisinage de [31 dans Y. ; ce phénomene reste vrai pour

i

C=cy (/31 devenant « et le voisinage étant restreint a une "pointe" de la

17
zone Wo) .

Par passage aux quotients, on obtient une application F(c) holomorphe
bijective d'un voisinage du "bout en zéro" de EY = YO/ fléq identifié a C* et du
"bout en zéro" de E = Y1/ fléq également identifié & C* .

Considérée d'un voisinage de zéro dans c” vers un ﬁoisinage de zéro
dans C*, F(c) est prolongeable par continuité par [F(c)](0) =0 : ainsi
prolongée, elle est alors holomorphe, sans point critique en zéro.

On notera L(c) 1'application de € ~ EX — ¢* ~ E~

z — [F()]0).2 -

C'est le morphisme de cylindres tangent a F(c) .
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Pour calculer un développement limité de G(c) , on va étudier L(c) o G(c)
(on identifie ici par abus de langage le nombre complexe G(c) & 1'application
z * G(c).z). L'avantage est qu'on a ici un automorphisrne d'un cylindre, qu'on
peut étudier en regardant son comportement en un bout, et en oubliant 1'information
contenue au point marqué.

F(c) est défini pour o également : on peut espérer avoir L{c) - L(cO)

quand ¢ -+ ¢ ce qui permettra de repasser du développement limité de L(c)o G(c)

O ?

a un développement limité de G(c) .

4. COMPORTEMENT LIMITE DE L(c) .

PROPOSITION 2. Quand ¢~ ¢, , L(c)* L(c,) -

O ?

Démonstration. Remarquons qu'on peut trouver un r fixe tel que, dans le plan

des z , l'intersection du disque centré en ,81 et de rayon r et du "bout" de
WO proche de f 1 (i.e. celui qui correspond dans le plandes Z a ImZ > 0)

soit envoyée par fé{q dans Y "une position limite sur le plan fournissant

17
une position limite sur le cylindre", il y a un voisinage fixe de 0 dans (E* ol
F(c) est définie.

Prenons une courbe fermée y d'indice 1 autour de O incluse dans ce
voisinage. On peuf la développer dans U+(CO) en un arc (non fermé) ]."CO ;

par la proposition du §2, on peut la développer pour ¢ proche de ¢, en un arc

0

f‘c proche de FCO (au sens de la convergence uniforme).

L(c) peut alors étre calculé a 1'aide de la formule de Cauchy sur y par :

- kgN
'1 X [F(c) i(u) W 1 j WC(qu (z)) dﬂz)d
2im y u2 2im r [n Z(z) ]2 dz

C

ou . désigne la fonction z*+ m(c,z) et N est choisi assez grand pour que
fqu
c

intégrée varient continfiment en ¢, d'oul le résultat. Caqfd.

(PC) < U (c) . Dans cette intégrale, le chemin d'intégration comme la fonction
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5. ETUDE DE L(c)o Gl(c) (c# CO) .

L(c) o G(c) est 1'application tangente a F(c) o Gfc) au voisinage de 0
dans E(c) ~ C”. Elle est déterminée par la connaissance purement locale de la
dynamique de fckq autour de ,31 .

Nous allons voir qu'elle peut étre calculée fort simplement.

Comme annoncé au §1, p1(>\) désigne la valeur propre du cycle de fckq
issu de /31(c) ; lorsque \p1(>\) | 41, ¢ qu est linéarisable au voisinage de B 1
Nous poserons Py = 91(A) = re2m6 . Comme on est dans le cas Im AI)\ >0,

on a Imp1<0.

Considérons g : c*— ¢ , et p: C— c*
Z p1z U exp u revétement universel.

g induit une application §: € -+ € ; nous conviendrons qu'elle envoie 0 sur
la détermination principale .Log P, du logarithme de Py s soit §: u- u+ Log Py -
T désignera 1'application u+* u+ 2im7 de € dans € (changement de feuillet).
Ona To E = g °oT .

On peut identifier le cylindre C/é 3 € en envoyant le "bout en Re y< Q"

sur O (p1 n'est pas réel) ; T , Qui commute a E , induit alors un

isomorphisme K(p1) ¢t At

LEMME. Si lp1(c)\/= 1, L(c)o G(c) = K(p1) .

Démonstration. Prenons un voisinage de B1 assez petit pour que fé{q y soit
linéarisable ; on peut conjuguer analytiquement f(l:{q sur ce voisinage a g au
voisinage de zéro . La "fente" I' séparant Y 1 de WO devient une courbe T
qui admet une tangente en zéro.

U-T/¢ é‘q s'identifie alors & €/% .

Examinons ce que devient F(c) o G(c) (défini au voisinage de /31) dans
ce modele : On part d'un point y dans le domaine fondamental pour g limité par

I' et g(T') ; onprend les images successives de y par g jusqu'i se retrouver
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dans ce domaine fondamental en n itérations. En termes du revétement universel,
partons de Logy (détermination principale) et appliquons E n fois : nous
tombons sur Log (g"(y)) - 2im (Log désignant encore la détermination principale)
qui est donc g-équivalent & Logy ; ' application déduite de F(c) o G(c) en identi-

fiant U-TIY/ fléq 4 €/g envoie, elle, la projection de Logy sur celle de Log(g (y)),

qui est justement g—équivalente a ?‘(Log y) : c'est donc la restriction de K a

un voisinage de 0, donc L(c) o Glc) = K(p1) . Caqfd.

Preuve du théoréme (énoncé au §1).

11 ne reste donc plus qu'a calculer K(p ). ¢/ g peut &tre identifié

a ¢ par u'—"exp(—

og , 4y (compte tenu de Im (Log p1) <0, lesigne -

permet bien d'envoyer le "bout” Re u <0 sur le "bout" en zéro). K(p 1) envoie

la projection de 0 sur celle de 2im soit 1 sur exp ( ), d'ol

2
_ Am . _
L(c) o G(c) = eXp(m) . p1(>\) est de degré 1 en zéro ; pour q=1,

Log Py
p1()\) = p(-\) est de degré 1 d'aprés [ABP| corollaire 2 du théoréme 1 ;

pour q>1, celadécoule del'analyse de 1'aspect des composantes hyperboliques
de M tangentes en c, (et en fait de facon indirecte de ce corollaire 2) . On

peut donc écrire Log p (A) = 1( 0).x + o(A) avec p1(0)qé 0 ; d'ou

L(c) o G(c) = exp [TY—K-*- K + o(1)] . 2
Comme L(c) aune limite, G(c)= exp [m +Cq + of1)] .

Ce développement n'est a priori valable que lorsque l p1(>\ \ £ 1 ’

mais comme G(c) est continue, il 1'est partout. Cqfd.

[AHL] L.V.AHLFORS, Lectures on quasi conformal mappings,
Van Nostrand Company, 1966.

[G] G.M. GOLUSIN, Geometric theory of functions of a complex variable,
Amer. Math. Soc. (Translations of mathematical monographs), 1969.
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EXPOSE N° XVIT

UNE PROPRIETE DE CONTINUITE

par P. Lavaurs

1) CASSURE DES RAYONS D'ARGUMENT RATIONNEL.

Pour un 0 €R/Z nous noterons RM(G) le rayon externe de M d'argument
6, et RK (6) le rayon externe de K, (ensemble de Julia de z — 22+c)
c

paramétré par le potentiel. Ce dernier peut se casser : dans ce cas, il n'est
pas défini sur IR* tout entier. Nous conviendrons que les rayons sont orientés
dans le sens des potentiels décroissants : avancer sur un rayon, ce sera se
déplacer de 1'infini vers M ou Kc . Enfin, il faut noter que méme lorsque

RM( 8) ou RK (8) a un aboutissement, nous considérons que ce point ne fait pas
c

partie du rayon.
Dans tout cet exposé, on s'intéressera & des 6€ /% .
PROPOSITION 1. L'ensemble des points ¢ de € pour lesquels le rayon RK ()

[e:

se casse est U RM(Zne) (et donc puisque 6€ Q/Z est prépériodique pour
n>1
la multiplication par deux la réunion d'un noumbre fini de rayons externes de M).

Démonstration :

* 81 cé€ RM(Zne) pour un n>1 , l'argument externe de ¢ pour KC est

2 . De.ce fait, le rayon RK (2n—16) arrive sur zéro, et se casse, donc aussi
c

RK (8) gui en est une image réciproque (n—1)eme.
c

* Réciproquement si ¢ n'est sur aucun RM(Zne) (n>1), soit

226,. .o ,22+d_16 le cycle pour la multiplication par 2 sur lequel tombe 6 . Les

rayons Ry (270) (2<j<2+d-1) sont définis au voisinage de 1'infini, soit
C

prenant alors pour chaque 7Jj 1'image réciproque par z > z%+c de RK (2J+IG)
C
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restreint & [t,2t] ayant pour extrémité terminale RK (236)(t), on prolonge
c

S

tous les RK (279) (L<j<e+d-1) a [§,+°°[ , sans toujours passer sur C .
c

En réitérant l'opération, on voit alors que les RK (279) peuvent étre définis
c

sur R* tout entier pour 2£<j<2+d-1 . Il en est alors de méme des RK (216)
c

(0<i<2-1) qu'on peut ainsi construire par récurrence sur #-i , puisqu'ils

ne passent pas sur ¢ pour i>1 . cgfd.

Dés lors pour ¢ dans C- U. RM(216) (qui contient M), le rayon RK (9)
n>1 C

existe.

Par la proposition 2 de [AEMM], il aboutit alors en un point que nous

noterons YC(G).

Si Kc est localement connexe, yc(e) est la valeur en ¢ du lacet de
Carathéodory Yo défini sur IR/Z%Z ; dans le cas contraire, YC(G) n'a de sens
que sur @/7%Z .

2) éNONCé ET PREMIERS CAS.

L'objet de cet exposé est de prouver le

THEOREME. Pour DEQ/Z ,'yc(e) est une fonction continue de ¢ sur

C- U 2").
321 %M

La proposition 3 de [AEMM] nous en fournit la preuve dans la plupart des
cas : elle affirme en effet que yc(e) est défini dans un voisinage de coéim ’

et continu comme fonction de ¢ dés lors que Yo (6) est prépériodique répulsif
o

et n'est pas sur 1l'orbite inverse du point critique (si on note fc: zZ t—> zz+c ’

avec les notations de cette proposition, YC(G) = wf e(O)).
cl

11 reste donc deux cas a régler :

* celui d'un point de Mizurewicz cO quand Yo (0) est sur l'orbite
o
inverse de zéro ;

* celui d'une racine de composante hyperbolique <, quand Yo (6) est
o

sur l'orbite inverse du cycle indifférent ratiocnnel (qui contient aussi ce cycle).
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Remarque. En utilisant les conclusions de [AEMM] et [ABP], on peut voir aisément

gque nous connaissons en fait ici déja la continuité de c +—> yc(e) sur

C- U 2" .
nz1 RM

3) CAS DES POINTS HE MISUREWICZ.
Soit ¢, un point de Misurewicz et 6€Q@/Z% .

On suppose donc qu'il existe ne€lN tel que fg (yc (8)) = Yo (2n9) =0 .
o © o

Des lors, RK (2n+16) aboutit en S et donc RM(2n+18) aussi d'apres
o)
le théoreme 2 p. 74 de la premiére partie de ce cours.
D'apres le complément 1 du lemme 1 de [AREMAR], aucun des rayons RM(ZPO)

pour p#n+l n'aboutit en cO . Comme ceux—ci sont en nombre fini, il existe

un voisinage A de S5 qui ne rencontre aucun d'entre eux.

On a alors 1'énoncé suivant, analogue a la proposition 3 de [AEMM].

n+1

PROPOSITION 2, L'application (c¢,s) —> ¢ (s) de [A-R (2 e)]x]:R+ dans
fc,e — —_

C est continue.

Démonstration : D'aprés la Proposition 3 de [AEMM], (c,s) —> q;f ,2n+19
: c

est continue sur A><IIR+ ; on va alors prouver par récurrence descendante sur i

que (c¢,s) — wf (2%s) est continue sur A—R(Zn”e) xR .
c

LEMME. Scient f:E —> F un revétement, avec F localement connexe

A un espace topologique

g: Ax[0,1] — F (resp. Ax]0,1] — F) continue.
Soit h:Ax[0,1] — E (resp. Ax]0,1] — E) relevant g (i.e. fch=g)
qui est * continu en la variable t parcourant [0,1] (resp. ]0,1]) en tout
point
* continu aux points (a,1) a€A .

Alors h est continu sur Ax [0,1] (resp. Ax]0,11).

Preuve du lemme. Il suffit de montrer que pour tout a€aA , T, = {t/h est

continue au point (a,t)} est ouvert et fermé dans [0,1] (resp. 10,11).
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* I1 est ouvert : soit (a,t) en lequel h est continue ; prenons V voisinage
connexe de gl(a,t) assez petit pour que f soit trivial au-dessus de V , et

1 sur- V qui vaille h(a,t) en

f' 1l'unique détermination continue de £
g(a,t). Alors, par continuité de h au point (a,t), pour (b,s) assez proche
de (a,t), hib,s) = £'lg(b,s})] donc h est continue au point (a,s) pour s
assez proche de t .

* T] est fermé : soit t€T , V come ci-dessus et U voisinage de (a,t) de
la forme WxI avec I intervalle, tel que g(U)cV . Par continuité de ‘h en
la seconde variable, pour s dans I, h(a,s) = f£'[g(a,s)] ; prenons un tel s
dans T : par continuité de h au point (a,s), pour b assez proche de a ,
h(b,s) = f'lg(b,s)] donc, par continuité en la seconde vériable, et comme
g({b}x 1)<V , hi(b,u) = f'lg(b,u)] pour b assez proche de a et u dans I,
d'ot la continuité de h au point (a,b). cgfd.

Appliquons alors ce lemme :
on prendra pour A 1l'ensemble (./\—121\,1(2n+‘I 6), on remplacera [0,1] (ou 10,11)
par [0,»] (ou 10,»]) afin de travailler sur le paramétrage par les potentiels,
E et F seront tous deux C€* auguel on rajoute un point a l'infini dans chaque
direction de demi-droites, et f est 1l'application 2z > z2 prolongée de facon

évidente a 1'infini.
L'application (c,s) +— wf 216(5) se prolonge a s=% en associant a
CI

(c,») le point & l'infini de F dans la direction 2%6 .
Passage de i=n+1 & i=n.
On peut considérer g:Ax ]0,] —> F

(c,s) —> 1y neq (8)-c

fc,2 ]

n+1

puisque AN RM(Z 8) = ¢ , cette application ne prend jamais la valeur zéro

et est donc bien & valeurs dans F .

g vérifie alors les hypothéses du lemme.
h:aAx]0,] —> E

(c,s) —> U 2ne(S)
cl

est alors un relevement de g qui vérifie les hypotheses du lemme : il est

donc continu sur Ax ]J0,«] .
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De surcroit, si on étend g a [0,»] , ce qui est possible (elle n'est
alors plus a valeurs dans F mais dans FU {0}), on la sait continue. Dés
lors, pour tout €>0 , pour c¢ assez proche de <, et s assez petit,

(s)-c| < 2 donc R L )] <e.
f.

[y
£ 2 ,2%

c! o]

Si on prolonge h en prenant pour h(c,0) l'aboutissement du rayon

RK (2n6) , la fonction obtenue est bien continue sur Ax [0,»] .
C

Passage de i+1 a i pour i<n .

Pour i<n , le passage de la proposition pour i+1 & la proposition pour
i est alors plus facile : en effet on peut directement appliquer le lemme sur

[0,] & g: (c,s) V—> 1 (s) ~c qui est bien 4 valeurs dans F , car A

£ ,24"g
c
a été choisi assez petit pour ne pas rencontrer de RM(2p6) autre que

n+1

RM(Z 0). cgfd.

4) CAS DES POINTS ADMETTANT UN CYCLE INDIFFERENT RATIONNEL.,
On va se placer dans le méme cadre et les mémes notations que dans [IDC].

0 est un rationnel a dénominateur impair tel que RK (6) aboutisse sur
c

o, dans Kc .

o

1

Afin de simplifier 1l'exposition, la démonstration sera explicitée dans le
cas ou =1 . On montrera & la fin de celle-ci comment la modifier pour ¢

quelconque.

On se limite a faire tendre ¢ vers <, dans une zone 6 limitée par
deux courbes tangentes a l'ordre 2 en C, + On supposera que ® contient
entierement la zone comprise entre les composantes hyperbolicques de M tan-
gentes en <, (pour g=1 , la zone comprise hors de la composante hyperbolique
dont le bord admet un point de rebroussement en co) .

On va prouver les trois propositions suivantes, pour c¢ dans

@- U 2" .
n_>_1v RM

PROPOSITION 3. L'aboutissement de R, (6) est o ou 8 .
c
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PROPOSITION 4. Pour n fixé et ¢ assez proche de Cy v RK (8) ne passe pas
c

n
sur fC(O).

_ , . d
PROPOSITION 5. Pour 61&,Q/Z tel qu'il existe dEWN tel que 2 61: 8 , 1'abou-
tissement de RK (61) est continu au point ¢, come fonction de ¢ (et en

c
particulier défini pour c assez proche de co).

La proposition 5 permettra de conclure le théoréme annoncé en 2 : en effet
pour un ec tel que 2d6==8 , elle affirme que Yc(ec) tend vers yc(61)
quand ¢ tend vers ¢ dans ®- U R (2"e) .

e} M
n>1

Si maintenant on fait tendre ¢ vers Cy dans M , l'aboutissement de
RK (61) est une fonction continue de c¢ , puisque c'est un point prépériodique

C .
répulsif. Comme quand ¢ tend vers s dans MN® , il tend vers Yo (61), il
o

o)
tend aussi vers Yo (o quand c¢ tend vers <, dans M , d'ol la continuité

Q

1)
annoncée au point c, -

La proposition 3 est un premier pas vers la proposition 5, la proposition 4
est la clef du complément 2 au théordéme 1 de [AREMAR].

a) Limitation de la distorsion du rayon dans U

Pour c=cy s le rayon RKC (6} aboutit en 0, avec une tangente perpen-
o
diculaire au diamétre limitant U . Quitte a augmenter R dans la construction
de "Arriver au bon port", on peut dés lors supposer ce rayon transverse a la
courbe de sortie (qui est la courbe par laquelle le rayon entre dans ut , avec
notre convention d'orientation dans le sens des potentiels décroissants !) ; on
prendra s(co) le plus petit parametre ol RK (6) coupe la courbe de sortie ;
c
o

’ RK (6) coupe alors la courbe de sortie en un point
c

pour ¢ proche de <,

correspondant a un paramétre s{c) proche de s(co), puisque ce rayon restreint

s({c ) :
a | 20 ,°l est une fonction continue de ¢ .
s(c.)
Sur [-—3;—,5(00)], le rayon RK (6) é&volue alors sur un nombre fini de
2 C

o]

zones Wi (1<0), qu'on notera M1
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s(c)
2k

La restriction de RK 8y a [ ,s(c)] étant continue en fonction de c¢ ,
c

et puisqu'une position limite sur le plan fournit une position limite sur le

cylindre (cf. [IDC] Proposition 1), pour c¢ assez proche de Cy v cette courbe est

encore sur M1+1 domaines W.l au plus.

Cet arc de rayon définit sur le cylindre un lacet injectif ; on peut alors

reconstituer le rayon de proche en proche tant que l'on reste dans U : ainsi

entre s(c) et s(}c{) + Rp (8) parcourt un chemin sur W_y ,...,W; ; sur
2 c 1
s(c) ,S(C)] il parcourra un chemin sur W reee W ; si 1 est le plus
_(zk)z 2k ] -M, -1 -1 o}
grand entier tel que W—i soit défini, on pourra ainsi remonter jusqu'a un
o)
‘chemin sur W_io, oo ’W—iO+M1 .
. 0,81Al :
Comme 1i_ > , pour ¢ assez proche de c_ , on a au moins un arc
o= o)

de (6) défini sur un intervalle de la forme [-?—,t] évoluant entre W.

0,31al o 5 o pQZlal

p 2 p ) (E Jdésigne la partie entieére).

Par les inégalités de [ABP], un Wj pour j2 <j< j1 est entiérement
recouvert par des Yi , en nombre fini. D&s lors, l'arc RK (6) évolue entre
c
t et A= sur un nombre fini M(c) de domaines Yi . De plus, t peut étre

2k

choisi de telle sorte que RK (0) (t) soit sur un BYi et qu'entre t et -%—{
, e 2

RK (6) évolue dans des Yi' , avec 1i'<i : il suffit de prendre t le plus
c

petit possible pour que RK (6) (t) soit sur Yi parmi les t > % .
o] k.70 ™M
(27)

En relevant l'arc un nombre suffisant de fois, on trouve alors un w tel que

RK (0) évolue entre w et lﬂ]—{ sur Y1U"'UYM(c) et ait ses extrémités sur
o] 2

aY,

M(c) (w dépend de c).

A priori, M(c) dépend de c . Cependant on a le

ILEMME. On peut borner M(c) par une borne M indépendante de c .
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Démonstration : En mettant un point de base fixe sur W0 et un sur Y1 7
on sait (cf. [IDC]) que le morphisme entre cylindres marqués identifiés a C/Z

défini par l'identification de Wb/ft et Y1/f§ admet quand c¢ tend vers ,
(dans la région du plan a laquelle nous nous sommes limités) un développement
limité de la forme G(c) = GO+]§+0(1) (mod Z) ; G(c) évolue dans une bande

autour de R .
Développons alors Y1 /flé et W0 /flé sur € en envoyant les points marqués

sur Z . Ry (6) |[ik,s] et Ry (6) M%,WJ se développent chacun en un arc de
c 2 Cc 2

courbe (compact), Yg et Yi ou l'on convient de relever W—M U...uU W0 et
‘ 1

en relevant en 0 le point marqué de W, ou Y. .

Y U...UY 0 Y

1 M(c)

RK () I [—S}z,s] admet une position limite dans le plan quand c¢ tend vers
G 2

Cy v donc aussi sur le cylindre ; dés lors Y1 admet une position limite dans

€ , et reste donc pour ¢ assez proche de 5 dans un rectangle autour de 0 .

Yo s'obtient a partir de Yq Ppar une translation de -G', ou G' est un

relévement de G(c).

Mais le développement limité ci-dessus prouve que la partie imaginaire de
G, donc aussi de G' est bornée quand c tend vers Cy Yy reste donc a

hauteur bornée, donc dans une bande B limitée par. deux horizontales.

Quand. ¢ tend vers C, le bord de Y‘I admet une position limite sur
le plan, donc aussi la courbe qu'elle définit sur le cylindre, uniformément sur
tout compact ; le relévement de Y1 dans & restreint a la bande B admet
donc une position limite ; comme Yir le rencontre, il reste en fait a distance

bornée de zéro, donc dans un rectangle de C .

A la limite, un nombre borné de relévements de domaines Yi (1>1) ren-

contre ce rectangle borné, donc M(c) est borné. cgfd.

>

Quitte a multiplier w par une puissance de 2k pour certains c , on

supposera dque RK (8) (w) et RK (8) (-‘%) sont sur 8YM , et donc qu'entre ces
e C 2

deux valeurs du potentiel, RK (6) évolue dans Y1U. ..U Yy - Cet arc de rayon
c
s'obtient par développement a extrémités sur BYM du lacet défini sur le

cylindre par la premiére entrée du rayon, entre s et _s]_z .
2
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On notera plc) le point critique de f]; variant continfiment avec c¢ et
o
égal pour c, au point critique de f]; situé dans la composante de KC
o . o
i
adjacente a oy il existe io tel que fco(w) =0 , avec 0< io<k .

n
De plus il existe un n, tel que fco(w) soit dans Yi pour ¢ suffi-

samment proche de c, i on peut enfin supposer, quitte a ne regarder que des ¢
encore plus proches de C, s Que pour j<k(no+1) et j:tkno ’ fjé(m) g¢U . On

notera » le point sur le cylindre correspondant a (f];) (w) .
i .
PROPOSITION 6. ¢ est sur RM(Z %) si et seulement si le lacet injectif défini

sur le cylindre par la "premiére entrée" de RK (8) dans U passe sur .
c

Démonstration :

* S5i le lacet défini sur le cylindre par la "premiére entrée" de RK (8)
c
passe sur ® , d'aprés ce qui précdde, sur [yl-;l,w] ; le lacet passe sur un point
2

de U ayant pour projection sur le cylindre @ et situé dans un Yi (1<ikM)

n +i
donc sur un (f];) © (w) (0<i<M~1) : le raisonnement de [ABP] montre

i
qu'alors RK (0) passe aussi sur gé (w) ; des lors RK (2 Oe) passe sur c¢ ,
o) c

i
donc ¢ est sur RM(2 06).

i
* Réciproquement si ¢ est sur M(Z o), g (8) passe sur
c
2k k=i ki
fC (w) = fc (c) donc aussi sur tous les fc w) (1i>2) et le lacet défini
sur le cylindre par la "premiére entrée" de RK (6) passe sur o . cqgfd.
c
io
Analysons alors ce qui se passe alors lorsqu'on n'est pas sur RM(Z 8) :
le lacet sur le cylindre est alors, puisqu'injectif, homotope dans le cylindre
privé de @ a un parallele situé soit d'un c6té soit de l'autre de ¢ ; en
revenant aux développements sur Y1U. ..U YM , on voit que cela exprime que
n_+i
W X, 0O
e Yy {(fc) (w)

k,w] peut étre amené dans Y
2

1'arc de lacet RK (9) { 1
o)

(0<i<M-1)} sur o ou B en astreignant ses extrémités a glisser sur 9dY, ,

de sorte que l'une reste l'image de l'autre par f]; tout au long de 1'homotopie.
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vu le cadre (6~ U RM(219)) oll nous nous sommes placés pour énoncer les
n>1 .
= i

propositions 3 a 5, nous sommes hors de RM(Z °e) donc dans le cas analysé

ci—dessus.

b) Retour dans U

PROPOSITION 7. Il existe un N> 1 (indépendant de c) tel que sur

[ w w

[(2k)N+1 ! (Zk)N

] ’ RK (6) soit dans U+(c).
c

Remarque. Cette proposition exprime que le rayon, qui aprés 1'intervalle [—Vl-k,w]
‘ 2

va bientét franchir la courbe d'entrée et quitter la zone U garde un comporte-
ment contrdlable hors de U et revient sagement dans U’ au bout d'un tenrps

borné.

Démonstration :

o) Premieres limitations sur 1'emplacement du rayon.

Pour un n>0 fixé et tout i tel que 1<i<M, (f]é) _n(Yi) a un nombre

fini de composantes connexes, au plus an . Elles seront appelées "zones" par

la suite.
w W < an
Entre ——— et —m————or, RK (6) évolue alors sur les 2 (au plus)
(zk)n ( 2k)n+1 -

zones ainsi définies.

LEMME 1. Il évolue en réalité sur seulement M.2M telles zones au plus, pour c

assez proche de R (N.B : la condition de proximité dépend de n , mais ce ne

sera pas génant pour utiliser ce lemme).

Démonstration :

n
Comme plus haut prenons ng tel que (f]é ) o(w) € Y1 , et supposons c assez

proche de c, pour qu'aucun (f];)l(w') pour 0<i<n et @' point critique de

k : 3 . ~ .
fc hormis les (f];) {w) (noﬁj_<_no+M 1) ne soit dans Y1U...U YM .

Entre w et -— ’ RK (6) évolue sur M zones.
2k C

Entre jik et —% , 11 évolue a priori sur 2k.M zones au plus : les
2 (27)

somposantes connexes des images réciproques de Y1U. ..U YM par f]c( ; mais (si
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qo> 1) Y. U...U Y, ne contient pas de valeur critique de fi : les 2k images

1 M
réciproques de Y1U...U YM sont donc disjointes deux & deux et puisque 1l'arc
de rayon correspondant aux t€ [——%—5,3%] est connexe, il ne peut évoluer que
(29~ 2
k,~1

dans une seule des déterminations de (fc) (Y1U...U YM), donc sur M zones

au plus.

Ainsi, chague fois qu'on prend une image réciproque, on restera sur le
méme nombre de zones, sauf lorsque la région dont on prend 1l'image réciproque
par fi contient une valeur critique de fi . Par les limitations imposées sur
la position vis-a-vis de Y1U...U YM de 1'orbite des points critiques, cela
n'arrive que M fois exactement ; ces fois la, la région dont on prend 1'image
réciproque par fg contient une valeur critique exactement, qui est fﬁ(w)-
Ses images réciproques sont alors regroupées en 2k—1 carposantes connexes,
formées en général de M zones, sauf celle de w qui est formée de 2M-1
zones. En tout cas, cette opération fait au plus doubler le nombre de zones sur

lesquelles évolue le rayon.

. . o emes . . ,
Finalement, pour les images réciproques n , on a bien la majoration

annoncée (par M.ZM). cgfd.

Ie rayon, qui ne passe pas par © quand on le regarde sur le cylindre,
peut, comme nous l'avons remarqué, étre ramené sur o ou B (en un sens pré-
cisé a la fin du a)). Nous allons voir que la seule connaissance de la position
du rayon par rapport & @ sur le cylindre permet de déterminer 2M branches

(au plus) de (f};)_n (certaines étant divaluées) a appliquer a chacun des Yi

(1<i<M) pour obtenir les M.ZM (au plus) zones définies plus haut.

Soit en effet V la région simplement connexe que couvre le rayon quand
on le déforme en o (ou B) sur Y1U...U YM sans rencontrer les points
(fi)j(w) (noﬁ;jsr%;ﬂk1). (fg)—n(V) a alors effectivement ‘2kn composantes

connexes, d'adhérences disjointes ; une seule contient o (resp. B) dans son
adhérence. Celle-ci est alors contenue dans la région ol évolue effectivement
W ot —A
(Zk)n (Zk)n+1
sur o (resp. B) peut & chague étape &tre relevée en une homotopie qui fait

le rayon entre , car 1l'homotopie faisant glisser le rayon

glisser le rayon sur o (resp. 8) dans (fi)_l(Y1U...U YM) (0<i<n). Les

M branches (au plus) de (f];)_n a considérer sont ainsi celles qui envoient



- 87 -

Y1U....U YM sur la composante connexe de (f];) -n(Y1U...U YM) qui contient «

(resp. B) dans son adhérence.

2
B) Observations sur la dynamique de 2z —> 322—+1 .
2743

Nous allons utiliser la conjugaison entre la dynamique de f]; sur la

o]
Q . s 322+1

camposante connexe de K, adjacente a o et F:zt—> = — sur D .
o} 2743

~

On notera U , S}i (pour 1i>0) les transformés de U~(co), Yi(co) par

-~

cette conjugaison ; G sera le transformé de 1'intersection de ut (co) avec
. O . .
la composante de Kc adjacente a A -
o
Nous serons amenés a introduire une courbe <y dans D : y sera définie

sur IR* et vérifiera E
(@ Imy>0

©) sur [1,2[ y(t) =§-1§

(c) y2t) = Fly(t)] .

Cette courbe vy est bien définie et unique : en effet (c) permet de la définir
sur [1,+[ ol elle couvre alors le segment [0,1[ de l'axe réel ; entre %
et 1, la condition (c) laisse deux choix pour chaque valeur de vy(t), mais
(a) fixe al_ors cette valeur : ainsi sur cet intervalle vy parcourt le segment

joignant /l-f;' a 0 ; de méme (c) et (a) permettent de déterminer sans ambigquité vy
sur chaque [—1—,1—[ . La courbe ainsi obtenue est continue : elle l'est en
2n+1 on

effet sur chaque intervalle [zp,2p+1[ , P€Z et par construction comme

lim v(t) = y(2), on a aussi continuité aux points de la forme 2.
2"

LEMME 2. Quand t tend vers zéro, y(t) tend vers 1 avec tangente verticale.

Démonstration : Il sera pratique de faire le changement de variables

2
W= =, L'application F : z —> 3z_+1
1-z 2247 1
du demi-plan Re w> 0 dans lui-méme. La courbe vy(t) est transformée en une

courbe n(t) qui vérifie : (@) Imn>0 , (b} sur [1,2[ n(t)=t,
{c) n(2t) = F1[n(t)] . Il est plus pratique de regarder n', paramétrée par le

1t de D dans D devient F

1
: W > Wi
w

changement de variables n'(u) = n(2u) : il faut donc montrer que quand U —> o ’
n'(u) tend vers 1l'infini dans la direction asymptotique y'y . Vu l'expression
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de F1 , un point de Im z>0 a pour antécédent dans Im z>0 un point situé
plus & gauche et plus haut ; dés lors pour u<1, Re n'(u) <2 : la direction
asymptotique sera assurée dés lors que Im[n'(u)] tendra bien vers o« ; par
ailleurs, on voit ainsi que si (pn(u) = Im[n'(u-n)] , la suite q)n(u) est
croissante pour chaque u€ [0,1] . Mais pour u€ [0,1] fixé, la suite des
n'{u-n) a une limite (éventuellement infinie), puisque sa partie réelle décroit
et sa partie imaginaire croit. Cette limite doit étre un point-j fixe de F1 ’
donc 1'infini : dés lors la suite 9, tend simplement vers 1'infini, donc
uniformément par le théoreme de Dini, ce qui assure que n'(u) —> «» quand

u —> - ., cgfd.

La courbe Yy délimite donc une zone A dans D .

On notera Bo le quart supérieur gauche de D

_ ]
Bi+1 = [F (Bi)] N (Im z>0)

LEMME 3. Les Bi tendent vers 1 quand i —> © (en ce sens que Ve>0 , Eio

tel que Vi>i_ , Vz€B, , |1-z] <€).

Démonstration : Si ce n'était pas le cas, les Bi auraient un point d'accu-

mulation a autre que 1 dans D . Ce point ne serait pas sur oD : en effet,
la monotonie de l'action de F sur 0D garantit que tout point de 9D finit
par tomber sur E)B1 ; or toute image directe de a doit étre aussi un point

d'accumulation de la suite Bi .
a est donc dans D , et son orbite est "piégée" dans (Im z> 0) - (BOU a).

Mais le lemme 2 rend alors impossible que les F'(a) tendent vers 0 tan-

gentiellement au rayon, d'oli une contradiction, compte tenu de la propdsition 2
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de [PPIR] . cgfd.

e e . e e g v

Nous allons maintenant appliquer ces considérations sur la dynamique de F

pour obtenir des informations sur F-n(§1u...u ?M).

Regardons 1'aspect de §1 : 11 est limité par deux courbes F1 et F(F1)

admettant des tangentes en 1 , qui font l'angle ig avec l'axe réel.

VR

e,

ﬁtyg?;

re

Quitte a grossir R , on peut les supposer incluses dans la réunion de
L'adhérence de A et celle de la région conjuguée de A (il vaut mieux ne pas
essayer de noter cela avec les notations usuelles !), transverses a l'axe réel

en un seul point.

Motivés en cela par 1l'étude faite en « , on va s'intéresser seulement aux

branches de F qui envoient §1U...U YM dans une région qui contient 1

dans son adhérence.

Ces composantes connexes de F_n(§1U...U QM) sont alors dans les régions
limitées par le bord du disque et les deux déterminations de F_n(FM(F1)) qui

partent de 1 : (cf. zone hachurée dans le schéma ci-dessous).
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LEMME 4. Il existe N, tel que pour N»N_ , les deux composantes connexes de

F-n(§1U. ..U %M) qui contiennent 1 dans leur adhérence soient dans f]+ .

Démonstration : Il suffit bien évidemment de le montrer pour la composante

connexe de F (§'1U...U §M) située au-dessus de l'axe réel.

Celle-ci est dans la région limitée par le bord de D et une courbe,
détermination de F-N[FM(F1)] .

Ia courbe T!

qui limite 6+ est, elle, formée d'un arc dans A , qui
1

coincide avec T, au voisinage de 1 , puis la quitte pour rejoindre oD ,

1 ~
délimitant ainsi une région (la "moitié" supérieure de U+) dans D .

I1 suffit donc de montrer que pour N assez grand, F-N+M(1"1) (ou on
prend la détermination de partie imaginaire positive issue de 1) est dans cette

région.

On va distinguer F_N"LM(F1 Na) et F“NHVI(F1 NA) (ici A désigne la con-
juguée de A).
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F restreint a A est bijectif : on peut donc conjuguer cette restriction
de F a A a une transformation bijective g du demi-plan de Poincaré ; FI A
a un point fixe indifférent sur 9A : on peut donc choisir pour g la transfor-

mation parabolique g(Z) =z+1 .

La courbe 1"1 NA est alors représentée dans ce modele comme une courbe

Y4 joignant un point de l'axe réel a « , avec une direction asymptotique y'y

(correspondant a la tangente a [I'. faisant un angle de I—{ avec l'axe réel),

1

et 1“1' NA est représentée comme une courbe y1' coincidant avec Y, au voisi-
nage de 1'infini et aboutissant en un point de 1'axe réel plus a gauche que le

bout de Yq i la détermination de fF-1 a appliquer a Y, pour trouver YoM
(correspondant a F"NHVI(I“1 NA)) est Z —> Z-1 : il est clair que pour N assez

-N+M

grand, on est a gauche de yi , et donc F (r 1 NA) est dans ot .

4\\1&
-N

Pour F +M(I’1 NA), on va utiliser le lemme 3 : par l'hypothése faite au

début de cette partie Yy de la démonstration sur la position de T
F—N+M

1 4
(1“1 N3a) évolue dans BN-nO-M {(pour N> n_ +M), donc est proche de 1 pour

N assez grand, et est donc aussi dans o* . cgfd.

§) Un tel N convient.

On va prendre un N> NO (avec en fait la condition supplémentaire
0,3 (N-M) > 2K , dont la nécessité apparaltra dans les calculs qui suivent), et

vérifier quiil répond a 1l'énoncé de la proposition 7.

Les branches de (f]é)—N qui, appliquées a Y1 reeerYy fournissent des
régions dans lesquelles peut évoluer RK entre —%ﬁ et _klN—ﬁ sont en
o] (27) (27)

nombre fini indépendant de c ; elles définissent ainsi un certain nombre de
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"zones" images de Y par itération de branches de (fz ) =1 . Pour c=c, ,ona

prouvé en 7y gque ces zones sont toutes dans U .

La plupart de ces régions (toutes sauf 2M) ne contiennent pas o, dans

leur adhérence (pour c= co) : elles sont alors relativement compactes dans

U+(co) et restent incluses dans U+(c) pour ¢ proche de 5 dans ©O .

Pour les 2M autres, il faut étudier avec un peu plus d'attention le com—

portement de f}é au voisinage de o ou B .

On va couper Y. en trois morceaux : deux sont limités par de petits arcs

1
de cercles autour de o et de B ; le troisiéme est le reste de Y1 .

(
P

Ce troisiéme morceau ne posera pas de problémes : pour c= Sy v il ne

contient pas 0, dans son adhérence.

Regardons le morceau proche de o : dans le plan des Z , il correspond a
un secteur proche de —» du cbté des Im Z<0 . Il est limité par une courbe
qui reste a distance R' de zéro. Quitte a diminuer la taille des petits cercles

divisant Y1 en trois zones, on peut supposer R' aussi grand que nécessaire,
et en particulier R'>R .

N étant choisi, pour R' choisi assez grand, la détermination de (f}é) -

a itérer i fois (N-M+1 <i<N) et a appliquer a Y1 pour fournir les M

1

zones proches de o considérées s'écrit Z = (1+£—)— 7z' +1 A un terme d'erreur

A
preés, dont le module est majoré par 1_%(-) (i1 suffit de prendre R' assez grand

-1

pour étre slir de rester hors de BR‘ pendant N itérations de ce (f]é ) ). Pour

R' choisi assez grand et ¢ assez proche de , la partie réelle est augmentée

1

alors d'au moins 0,9 a chaque application de (f];)- et on est slr de se

retrouver en fin de compte apres 1 itérations (N-M+1<i<N) dans Re Z>0 ,

Im Z< 0 : le petit secteur autour de o dans Y‘I est bien envoyé dans U+(c)

par (f};) _N_MH...(f]é) N our ¢ assez proche de c, -
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ILe calcul est un peu plus délicat prés de B . Ici on utilise le fait que
A;\ , donc aussi la coupure faite entre A)'\ et iR , varie entre deux verticales

ImZ=-K et Im7Z=K.

Pour |Z-A| >Z§‘. (f];)_

qui augmente la partie réelle d'au moins 0,4 dans la zone considérée, pour ¢

1 est approchée par la similitude Z: ( 1+%)—1Z'+1

assez proche de Cy i si on tient compte de 1l'erreur majorée par -1% on est
sr que la partie réelle sera augmentée d'au moins 0,3 . Ici on va utiliser la

condition supplémentaire 0,3.(N-M) < 2K . On choisit R' assez grand pour étre

1

sr que les N itérations de (f}é)_ ne laissent pas dans le plan des 2

entrer dans D_ et continuent & augmenter la partie réelle d'au moins 0,3 ;

R
dés lors on est slir (pour ¢ assez proche de co) qu'en i itérations

(N-M+1<i<N) on est a droite de Im Z=K .

Pour |Z-A]< % , les inégalités de "Arriver au bon port" montrent que,

(f];) -1 ressemble a la simitude de centre A' et de rapport (14%‘)_1 a
Wg%ﬂ |2-21] pres ; son itération i®"C(N-M+1<i<N) décale donc comme cette

e e N 2ai
similitude a 700151

et qu'on est "& droite" de la coupure entre A' et iR .

|Z—A)'\] prés ; ce qui garantit qu'on a effectivement tourné

c) Construction d'un piege.

Pour c proche de C, s Onaun s(c) tel que RK (8) (s) soit sur la
o)

courbe de sortie et qu'entre s et E]’—{ ’ RK (6) évolue dans U+(c).
2 C
RK (6) finit par rencontrer la courbe d'entrée pour un potentiel w(c).
c

La proposition 8 montre alors que (pour c¢ assez proche de co) , 11 existe

alors t<w(c) tel que sur [—tE,t]RK (8) évolue de nouveau dans U+(c) .
2 C

Posons T(c) = sup{t/t<w et sur [I'E,t] , RK (0) évolue dans U+(c)} .
2 C

Des lors RK {0) (t1(c)) est sur la courbe de sortie T .
C

Entre Tt(c) et w(c) il se peut que RK (6) rencontre T en un certain
c

nombre de points ; j'appelle o(c) le parametre compris entre Tt(c) et w(c)
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correspondant au point d'intersection de T et de RK (0) l [T(c),w(c)] le
o 14

plus proche de R, (6)[s(c)] (du méme cbté que Ry (8)[7(c)]).
c c

La zone piége P est alors.définie comme l'ouvert limité par
et T entre R (8)[olc)] et Ry (8)[s(c)]
c c

%o 01500

Remarquons que pour c¢ assez proche de S P ne contient aucune des

valeurs critiques de f]c{: : en effet en ce qui concerne les flé(w') pour des

w' distincts de w(c), lorsque c= C, v ils ne sont pas dans la région couverte

par les images des 2.2M.M branches de (f]é )—i (pour N-M+1<i<N) dont
(o}
1'application a Y. fournit la région ol peut évoluer entre —1_ et
1 (zk)N
1 une courbe continue vy vérifiant v(2t) = fk (y(t)) et évoluant dans
(zk)N+1 s

Y1U...U YM entre 1 et 2k ; 1ls n'y sont donc toujours pas pour ¢ voisin

de <, - Ils ne sont pas non plus dans U(c) pour c¢ proche de Cy v donc ne

sont pas dans P .

le méme raisonnement montre que les " distincts de w tels que

f}é(w") = f]é(w) ne sont pas non plus dans P .

k, ~1

De plus, on dispose d'une détemmination continue de (fc) sur oP

(égale & R (6) (W) = Ry (6) (%—{) sur la partie de P formée d'un arc du
C C 2
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rayon RK (6) et par la détermination de (f];)_1 qui envoie W, sur W_,
c

sur la partie de 3P formée d'un arc de T), qui envoie 3P sur une courbe
fermée simple OP' incluse dans P .

Si f]é (W) était dans D , un de ses antécédents devrait étre dans D' .
Puisqu'aucun des " zw tels que f]; (W") = f]; (w) n'y est, ce serait forcément

w - Mais on a alors une absurdité, car si wgP', flé enverrait P', courbe
fermée simple enserrant un seul point critique sur une courbe fermée simple, et

i
si w était sur dP', il serait sur RK (8) donc c¢ serait sur RM(Z Sg) , ce
C

qu'on a exclu.

k, =1

La détermination continue de (fc) qui envoie 9P sur 0P' se prolonge

alors en une branche holomorphe univaluée de (flé )-1 qui envoie P dans
lui-méme.

Remarquons énfin,l ce qui sera utile par la suite, que pour m>0 fixé, si
on prend ¢ assez proche de S5 (la condition de proximité dépend de m), on
est assuré par le méme raisonnement qu'aucun des (fJC( ) (w') pour ' point
critique de flé distinct de w et 1<i<m , non plus que les w"#w tels
que (f];)m(u)") = (f];)m(w) ne sont dans P ; comme f]é(w) n'est pas dans P
et que tout point de P a un antécédent dans P , on en déduit que les
(f];)l(w) (1<i<m) n'y sont pas non plus. En termes de fc , cela signifie
que les f;(O) ne sont pas dans P pour 1<i<km .

Nous avons alors le matériel pour démontrer les trois propositions
annoncées :

PREUVE DE LA PROPOSITION 3,

Pour t<aolc), RK (6) (t) évolue dans P : en effet, on voit par récurrence
o)

sur n>-1 que la branche de (f]é )_1 a choisir pour passer de

ol(c)

qui est
(2%) n]

Rg (e)H alc) c(c)] & R (8)|[_ofc) _olc) ] envoie R, (e)[
c (Zk)n+1 (2k)n_ c [(zk)n+2 (Zk)n+1 c
5 alc) |

dans P sur RK (6)[-(-2-]%?:1-

qui est aussi dans P et est donc la branche qui

envoie P dans lui-méme.
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1 , de degré 1 d'un ouvert de ¢ dans un ouvert strictement contenu

(£5)"
dans le premier est strictement contractante pour la métrique de Poincaré de P ;
elle a un point fixe qui est o ou B (selon la position sur le cylindre du
lacet correspondant & la premiére entrée du rayon) : la suite des (fg)_n(u)

converge donc vers o ou B . cgfd.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.

On a remarqué que P ne contient aucun des f;(O) (1<i<km) pour c

assez proche de c, i comme RKc(e)

7
2k

pour ¢ proche de c_ sur aucun des fi(O) (1<i<km) et Ry (6)'] s(c)]

[s(c) +m[ est continu en ¢ , il ne passe

non plus, puisqu'il est inclus dans P . cgfd.

PREUVE DU COMPLEMENT 2 AU THEOREME 1 DE [AREMAR].

Nous savons déja ([AREMAR - Complément 1 au lemme 1]) que si le complément 2
n'était pas exact, ce serait qu'un rayon externe de M dont l'argument est a
dénominateur pour 61 aboutit sur une racine 5 de composante hyperbolique.

Considérons n tel que 276, soit & dénominateur impair. Il existe alors des

1
c arbitrairement proches de 5 tels que cEIﬂH(61) donc cEIRKC(e1) et

donc fn(c) = fn+1
lo] c

n
(0) € RKC(2 91).

* Si RK (2n61) aboutit sur un point d'un cycle répulsif, RK (61) varie
c, c
continfment comme fonction de ¢ au voisinage de Cy v donc RK (61)
c
o

passe

0
sur ¢, , ce qui est absurde puisque (%f:Kc .
o

* Gi RK (2n61) aboutit sur un point du cycle indifférent rationnel, on

C
O

peut (quitte a modifier n) supposer que c'est sur Ay - Mais alors le fait que

n+1

1'on puisse trouver ¢ arbitrairement proche de 5 tel que fc (O)EZRK (2n61)

e

contredit la proposition 4. cgfd.
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PREUVE DE LA PROPOSITION 5.

La position du rayon par rapport aux fé(O) (1<i<km) ne change pas, a
condition que ¢ soit assez proche de c, - Pour donner un sens précis a cette
remarque, compactifions € par un point a 1'infini dans chaque direction de

demi~-droites et prolongeons les .RK (6) en prenant pour RK (8) (») le point
c c

a 1'infini dans la direction 6 : le rayon est alors continu sur [0,«] .

Dans 1'espace T ainsi construit, pour c¢ assez proche de Sy et pas
i
sur RM(Z ©6), le rayon RK (0) est homotope a extrémités fixes a une courbe
- ,

N égale a RK (8) sur [s(c),+°] et a un segment de droite entre o ou B
c

et RK (8)[s(c)] , sans passer sur les fi(O) (1<i<km).
c

Ainsi RK (6) n'est pas continu en fonction de ¢ , mais est homotope a
c

N qui, elle, est continue en c . L'extrémité de RK (61) pour 2n61==6
c

(avec n<km) est alors égale a l'extrémité de la détermination de (fc)-n(nc)
qui envoie le point a 1'infini dans la direction 6 sur le point & 1'infini

dans la direction 61 .

Le méme raisonnement que dans le cas des points de Misurewicz, compte tenu
du fait que l'homotopie se passe a chaque étape dans l'espace F défini alors,

montre que cette extrémité est une fonction continue de c . cgfd.

Remarque. Iorsque g#1 , on a 29 cylindres et non plus deux. On peut cependant
reprendre le méme raisonnement a partir de l'entrée du rayon dans 1'un des
cylindres, et limiter sa distorsion. Si on est du cb6té de 81 , alors le raison-
nement fait dans le cas g=1 montre qu'en un temps borné, on revient dans la
zone définissant le premier cylindre, et on peut construire le méme piége autour

de 81 qu'on avait construit dans le cas g=1 .

Si on est du coté du bout en o sur le cylindre, aprés avoir traversé la
zone correspondant a un premier cylindre, on tombera en un temps fini sur un
deuxieme. Mais on sera la encore du ¢bté du bout en o : pour c assez proche

de C, v le rayon évolue en effet dans un pétale de KC pendant son éventuel
o}

passage hors des zones fournissant les cylindres : on traverse ainsi un deuxiéme

cylindre, avec de nouveau des limitations sur la distorsion du rayon pendant
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cette traversée. Apres avoir traversé les 2q zones fournissant des cylindres, le
rayon revient dans celle ou il avait fait sa premiére entrée, et un piége se

referme autour de o .
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EXPOSE N° XVIII

COMPLEMENTS SUR LES ARBRES

par P. Lavaurs

1. ARBRES AUX CENTRES ET AUX RACINES.

. o)
Soit W une composante hyperbolique de M de multiplicité n , et

c1 .e .cu ses racines.

Pour tout point c€M et 6€Q/Z, le rayon RK () aboutit en un point
c
yc(e) € KC : on peut donc définir une relation d'équivalence ~. sur Q/%Z par

6~c6' <==>YC(6) = yc(e") .

PROPOSITION 1. ~, est constante sur WU {c1,...,c} .

Démonstration :

* Constance sur W :

Pour 6§ et 0' fixés, l'ensemble des cEW tels que yc(e) =Yc('6') est
fermé dans W puisque ces deux fonctions sont continues en c (cf. théoréme de

[PC] (en fait, sur W , on est dans le cas "facile" de ce théoréme)).
Soit coe W fixé ; pour ¢ proche de , les fonctions c b= yc(e) et

C —> yc(e ') fournissent deux points prépériodiques, variant continfment en ¢ ,
et envoyés par un nombre d'itérations n constant, sans passer par 0 sur un
cycle de longueur divisant constamment un entier p fixe. Ces deux fonctions
vérifient donc toutes deux 1'équation fonctionnelle f2+p(oc(c)) = flg(oc(c)) .

Si on suppose 8~c 8' , le théoreme des fonctions implicites assure alors 1'éga-~
o
1lité de YC(G) et yc(e') pour ¢ proche de c, ¢ 1'ensemble des ¢ tels que

e~ce' est donc aussi ouvert dans W .

Pour tout couple (6,0'), ej\'ce' est donc vral soit pour tout cE€W , soit

pour aucun.
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* Conservation aux racines :

Il est encore vrai, pour les mémes raisons, que pour 6 et 0' fixés,
1l'ensenmble des cEZWLJ{c1,...cu} tels que YC(6)==YC(6') est formé dans
WLJ{c1,.
que dans W .

..CU} : la relation d'équivalence est donc plus grossiére en une racine

Prenons 6 et 6' équivalents en ¢, par exemple.

Si Yo (8)='YC (6') est prépériodique répulsif, le raisonnement fait sur
1 1
W peut-étre repris sans modification, et on voit que 6 et ©6' sont encore

équivalents au voisinage de c¢, , donc dans W .

1

Si Yo (9)='Yc (6') est prépériodique indifférent, il faut analyser plus
‘ 1 1
précisément les cycles qui "fusionnent" en c, pour fournir le cycle indifférent.

Cette analyse a été réalisée au début de [IDC] ; elle montre gue si a(c1) est

sur le cycle indifférent rationnel de fc , il ya g+t facons de définir oal(c)
' 1

continue au voisinage de ¢, dans W qui soit un point périodique de fc

1
(1'une est de période kg , les g autres de période k). Parmi ces g+1 déter-
minations, g sont attractives dans W donc en fait une seule peut recevoir des

rayons. Si Yo (6)='YC (6') est sur le cycle indifférent rationnel, la continuité
1 1
de yc(e) ou yc(e') en c¢ implique alors que pour ¢ proche de C, r On ait

encore e~be' ; si YCY(9)=‘yC (0') est prépériodique indifférent rationnel, il
1 1

existe n tel que Yo (2ne) soit indifférent rationnel : comme yc(e) et
1
yc(e') vérifient alors tous deux 1l'équation fonctiomnelle fg(yc(e)) =

fg(yc(e')) = yc(2n6), ce sont les mémes branches de f;n(yc(e)) et ils sont donc

égaux pour c assez proche de <4 dans W . cgfd.

PROPOSITICN 2. Soient ¢ et c¢' centres ou racines de composantes hyperboliques ;

si ~ =~ H et H sont isomorphes.
5L ~ T~ o H,oogt H, P

Démonstration : Nous associons a ¢ centre ou racine de composante hyperbo-

lique un sous-ensemble (fini) @C de Q/Z composé :

* des arguments externes des points de branchement de l'arbre de
Hubbard de fc

* des arguments externes des points de BUO,...,BUn_ (ol Uo"’U

1 n-1
sont les composantes du cycle fc périodique pour fc) qui forment un cycle de

longueur n
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* des arguments externes des points d'argument interne opposé aux pré-

cédents de 09U ...0U
o) n—1

Considérons ®CU ‘@c' : la restriction de ~ & cet ensemble est la méme pour
c et c'. Les rayons externes ayant ces arguments dessinent donc le "méme" motif
dans le plan (au sens de 1'existence d'un homéomorphisme du plan conservant les

directions a 1'infini) pour Kc et Kc' .

Exemples : * ¢ aboutissement du rayon externe de M d'argument %

Ce motif divise le plan en un certain nombre de zones.

LEMME. Pour tout i>0 , fl(O) est dans la méme zone pour ¢ et pour c'

Dénmonstration : On va montrer que pour 6,06'€ Q/%Z équivalents pour
o= Vo et distincts, on sait placer £(0) par rapport & la courbe allant de

© g o par RKC(G)URKC(O') ou RKC'(G)URKC'(G').



- 102 -

Pour i=0 , c'est évident : Kc (ou KC,) étant symétrique par rapport
a 0, 0 est ducbdbté qui laisse le plus grand arc entre 6 et 6' sur le
cercle R/Z .

On va ensuite faire une récurrence sur i : RK 6 et RK 8' n'aboutissent

1
pas en zéro, donc 0= 6'+% : 9 et ©' ont au total quatre "moitiés", g , %T ’
6.1 8'.1

5*3 et S5 . Iles rayons indexés par celles—ci se regroupent sur KC en deux

points envoyés par fc sur 1'aboutissement de Rc(e). Puisque ~e T e les

rayons pour K , Se regroupent deux & deux de la méme maniére, divisant ainsi le
plan en trois zones ; par 1l'hypothése de récurrence on sait placer £t (0) par

par rapport a ces trois zones ; on en déduit alors le placement de fl 1(0) par

rapport a RK(G)U RK(G') , qui est donc le méme pour ¢ et pour c' . cgfd.

On va alors déduire du lemme que H est leméme en c et c'.

Remarquons pour cela que : * il y a au plus un point marqué de Hc (ou de
Hc' puisque le lemme a montré qu'ils sont placés de la méme fagon) par zone :
c'est dans ce but que 1'on a mis dans @ des rayons aboutissant en deux points

de chacune des composantes du cycle de composantes de K

* les points de branchement de HC ou Hc' sont

tous des points ou se regroupent 3 zones au moins des motifs formés par celles-ci.

Dés lors, il n'y a qu'une maniére, du point de vue de la topologie et de
1'isotopie du plongement dans € de joindre les divers points marqués : sur la
frontiére de chaque zone, formée d'une ou deux courbes on met un point de sortie
par courbe, et l'arbre doit passer par ces points de sortie pour joindre les points

marqués. cgfd.

2. ARBRE EN UNE BIFURCATION.

o}
Soit W une composante hyperbolique de M , p(c) la valeur propre pour

fC du cycle qui est attractif dans W . Nous allons décrire comment obtenir
2imR
l'arbre H' d'unpoint ¢ de oW ol pl(c) = e 9 avec pacd(p,g) =1 , g= 1
(le cas g=1 a été traité au 1), en fonction de l'arbre de Hubbart H aux
centres de W . Nous dirons que H' est obtenu a partir de H par bifurcation
2ink
d'argument e . {Pour parler rigoureusement, c'est bien slr la classe d'iso-

morphisme de 1l'arbre que nous construisons).
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DESCRIPTION DE LA CONSTRUCTION :

Soient (xi) les points marqués de H . Remplagons chacun des X,

0<i<k~1

par une petite étoile a g branches, de centre X; d'extrémités (yj)j=i+2k
0<% <g-1 , numérotés de facon que la rotation de g tour autour de X, applique

y. sur y.

3 4k (mod kg). On a ainsi des points yo,...,ykq_1 .

Quand un brin de H arrive en un point X; , On le fait arriver en 1'un
des yj avec j=imod k . I1 v a une maniére unique de faire cela de fagon que
l'arbre H' obtenu, muni des Y; , satisfasse a la condition de Hubbard :

JF: H' — H' , continue injective sur chacune des composantes de H' coupé en

Yo r avec Fly;) =y, q ¢ Flyg ) =Y, -

Exemple :

L J 'E,,

JUSTIFICATION DE LA CONSTRUCTION

Soit c, un centre de U , et considérons ®c défini comme au début de
‘ 1
la preuve de la proposition 2. Le raisonnement de la proposition 1 montre immé-

diatement que le graphe de ~a contient celui de o de surcroit les points
1

d'aboutissement des rayons indexés par ®c aboutissent dans Kc sur des points
1

périodiques répulsifs ou prépériodiques répulsifs sans étre sur l'orbite inverse
de zéro, donc qui ne "fusionnent" pas : comme en une racine, nous voyons donc que

ces rayons dessinent le "méme motif" dans le plan de- Kc et celui de Kc (ici,
1
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on n'a a utiliser que le cas "facile" de [PC]). Le lemme de la proposition 2

peut alors &tre appliqué : on sait placer les (yi)0<i<kq—1 par rapport aux

rayons de ®c . L'arbre H' s'obtient donc en remplagant dans l'arbre H le

point (x.) par le sous-arbre engendré par les (yj)j=i+2k 0<2<g-1 .

i 0<ikk-1
Or ce sous—-arbre est associé aux g composantes adjacentes a un point périodique

de période k : c'est donc bien 1'étoile a g branches décrite.

H', isomorphe a l'arbre de Hubbard pour un ¢ racine de composante hyper-

bolique vérifie la condition de Hubbard.

I1 reste a vérifier que cette construction n'est pas ambigu€, c'est-a-dire
qu'il y a bien une maniére unique de placer les étoiles sur H . Mais, § dési-
gnant le degré, la condition de Hubbard entraine aisément (cf. [AH Prop. 41}),
M%Q=2,6@“=156W?.“56WKr052=Mﬁq) (en posant %q=%);en

Xq il sera donc nécessaire d'attacher 1'étoile a H par son sommet ayant le

plus grand indice.

Enfin 1l'injectivité de F sur les deux composantes de H' coupé en Yo
permet de déterminer comment les étoiles sont envoyées les unes vers les autres
(le chemin partant vers l'étoile contenant Yo étant envoyé sur le chemin partant
vers 1'étoile contenant y1), donc de compléter la numérotation des points

(yi)Qgigkq—1 sur les étoiles. cgfd.

3. CALCUL DES ARGUMENTS EXTERNES DANS M .

Soient c,; une racine d'une composante hyperbolique W de ﬁ et H son
arbre de Hubbard. Nous allons montrer comment on obtient ses arguments externes
dans M au vu de l'arbre H . Soient xo=0 ¢ Xy = CoroX =X les points marqués
de H (ot k est la période de xo). Choisissons une application F: HC — HC

continue, telle que F(xi)==x , injective sur chaque composante de HC coupé

i+1
en 0 . On suppose qu'on a choisi F de facon qu'elle ait un point périodique
0y a l'intérieur de l'aréte qui méne a X4 (rappelons que X est une extré-

mité de Hc). La période de o, est alors k . Les arguments 60_=Arg (c) et

1
6+==Arg+(c) sont alors les deux arguments de oy calculés suivant 1l'algorithme

décrit en [AETJ, §4] (qui n'utilise que les données combinatoires).
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Variante. On peut (comme dans la note CRAS de janvier 82) mettre o, en x

1 1
mais on met seulement 1 bourgeon aux points extrémaux de Hc (au lieu d'une
infinité), et on choisit la dynamique sur les acceés aux X, (qui n'est pas

déterminée pour x, > x1) de facon que ces acces soient périodiques de

0
période k .

Montrons que cet algorithme convient : il est bien évident que le résultat
ne dépend pas de la position du point o, sur 1'aréte qui meéne & X4 nidu F
choisi ; le point périodique indifférent rationnel est dans 1l'arbre Hc juste-
ment sur l'aréte en question, éventuellement en son origine a (cf. [CH Prop. 41) ;
s'il est strictement sur l'aréte le calcul fait ci-dessus donne tous ses arguments
externes dans Kc qui sont donc deux : on est dans le cas g=1 (racine primi-
tive) et on a bien trouvé les arguments externes de ¢ dans ‘M ; s'il est en a ,
le calcul donne le méme résultat que celui qu'on aurait en considérant les acceés
en a limitrophes a 1l'aréte [a,x1] , C'est-a-dire encore précisément les argu-

ments externes de ¢ dans M.

De cet algorithme et celui décrit au 2 on peut déduire un algorithme

arithmétique pour donner les arguments externes eé et 6; dans M d'un point c

g g
2ine
de oW obtenu par bifurcation d'argument e 9 en fonction des arguments

externes dans M 6 et 6  du point cy -

Si c, = % ; l'arbre de Hubbard de fc est une étoile & g branches

indexées de sorte qu'on passe du point y; au point Yi4q PO rotation de
g pour : on peut a l'aide de 1l'algorithme ci-dessus calculer les arguments
externes de ¢ dans M ; on notera leurs représentants dans 10,1l f_(g) et
*® "By <t ® :oainsi £hy=1 £ 4l L1 #4.2
£ (q) avec f (q)< £ (q) : ainsi £ (2) 3 f (2) 3/ £ (3) 5 f (3) Foreee o
+

O-. o} -
6 et O désignent les représentants de 6 et 6 dans ]0,1[ et on

O= O+
suppose O <0 .

PROPOSITION 3. lLes représentants de 65 et 6; dans ]0,1[ s'obtiemnent de la

g9 g9
. . , . O T
maniere suivante : on écrit 6 = .u1...uk en base 2
/’—\
O+ + +
—.u?.uk en base 2
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puis, dans le développement dyadicue de f_(g) (resp. f+(§)) en base 2, on

remplace les zéros par des U, ..ui et les 1 par des u;...u; .

Démonstration : Il suffit d'expliciter ce qui se produit lorsqu'on applique

b

1l'algorithme de 3. pour trouver l'arbre associé a ¢ puis celui de la premiére

partie de ce paragraphe pour calculer les arguments associés.

En effet on peut vérifier que dans 1'étoile complétée au sens de [AEJ] ,

] -— .

l'arc [-B,B] passe par 2 -1 et z_ :

{on note 2, le point critique pour cet
s

arbre, 241 est 1l'image de z; pour sa

dynamique)

Dans l'arbre en c¢ , les images réciproques de [-R,B] passent dans les

étoiles en yMrﬁq% et ym;”q% (1<2<k)

i3, ®4one Flg)= -p

Des lors, si on prend un point o, sur 1'aréte menant en Yy » un acces a
0y évoluera pendant les k premiéres itérations comme un acces a % "a

droite" quand on va vers X, sur H, si y, est "a droite" de l'arc de
1

N R . ne - . N

ykq—1 a ykq—q—1 , C'est-a—dire si z est "a droite" du chemin de z, a

zq__1 , C'est-a-dire si f?g) (ou f+(§) selon le bourgeon en o considéré)

commence par un 0 , comme un acces a X, "a gauche" si f_(g) comence par

- T T
un 1 : on remplace bien le premier chiffre de £ (g) par u,...q si c'est un

T
iro et par ur...u sic'est un 1
zé 'RERIC .
On voit aisément que c'est de nouveau ce qu'il faut faire pour chaque série

de k itérations. cgfd.
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PROPOSITION 4. Si 4 7—‘% + 0 et W sont de part et d'autre de la courbe

L = R(M,6,) URML,0]) U{c,} .

Démonstration : En effet 0 et W sont placés par rapport a L comme %
par rapport a un point ¢ obtenu a partir de ¢, par bifurcation d'argument % .

o— o)
L'algorithme de la Proposition 3 montre que si O, et 6: sont les représen-—

1
2 2

+ 0. O_ + O ,
tants dans 10,1[ de 6, et 91 ,ona 0<8 <e1 <e1<e <1, donc L sépare
2 2 2

1
2

bien ¢ de % , aboutissement de ?M(O) . cqgfd.
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EXPOSE N° XIX

SIMPLICITE DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES

.. 0
THEOREME 1. Pour toute composante hyperbolique W de M, 1l'application

O W — D est un isomorphisme.

On peut donner de ce théoréme plusieurs démonstration. En voici les plans :

jere démonstration.

IEMME 2 (Gleason). Toute racine de Pk est simple. (pk est défini en [CH-6]).

Démonstration : Notons A l'anmneau des z €€ qui sont entiers algébriques

sur Z . Le polyndme Pk est monique, donc si Pk(c) =0 ona c€A . Mais

3 2 s . , : . \
Pk(2) = (Pk—1(2)) +2 , d'ou Pk = ZPk_1 Pk_1+1 , et si ¢ est racine de Pk ’

on a P]'<(c) =1 mod 2A , donc P]'((c) z0 , cgfd.

DEMONSTRATION 1 DU THEOREME 1 : Une composante W a un seul centre d'apreés
[CA- Proposition 1] et Posdronasvili. Ce centre est simple d'aprés le lemme 2.

2eme démonstration.

A partir de la proposition 4 de [CA], on démontre :

PROPOSITION 6. Soient W, et W, deux composantes hyperboliques, c, une

1 2

racine de W1 et C, une racine de W2 . Si c1¢02 ; On a w1nw2 =g,

{c;} ou {e,} .

Démonstration : Pour i=1,2 , cy regoit 2 rayons RM(G;) et RM(GE) . On pose
L;=R(6]) UR(®) U{c,}. ona L, N L,=¢ , donc €-L,UL, a3 composantes con-

nexes U1 ’ U2 ’ U3 avec 2)U1=L1 ' 8U2=L1UL2 ' 8U3=L2 . Si OEU1 on a
g T ' hY gl T4 .
W2c:U3U {cz} et W1cU2U {c1,c2} d'ot W1 nwzc{cz} . Si OEU2 , on a

W1CU1U{C1} et W2cU3U{C2} , d'ou W1ﬂW2=(J . Si 0€U3 on a W1cU1U{c1}

— o
et WZCUZU{C1,c2} , d'ou w1nw3 ¥ ou {c1} . cgfd.
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COROLLATRE. Le Théoreme 1.
Car on ne peut avoir W1 =W2 et o *Cy .

3éme démonstration.

LEMME 3 (Sullivan). Soit c€W tel que p(c)=#0 . Alors p'{c)=0 .

La démonstration utilise le théoréme d'intégrabilité de Morrey-Ahlfors-Bers.

Démonstration : Soit {0L1 reee ,cxk} le cycle attractif de fc . Le bassin de

0 o}
ce cycle est K, posons V = K- {z|5!n fn(z) =oL,|} . Soit E le quotient de V
: n n
par la relation Z1~Z2 <= 3(n1,n2) f 1(21) = f 2
naturelle une surface de Riemann compacte de genre 1. Si ¢ -est une forme de
Beltrami continue de norme < 1 sur E , en notant x:V — E 1l'application
canonique, G=yx*(0) prolongée par 0 est une forme de Beltrami invariante par

f , mesurable bornée de norme < 1 donc intégrable. Si w: T — € est tel que

(ZZ) . Alors E est de facon

El¥'a

=T , l'application (Dofco(D—1 : @ — € est holomorphe (parce que G est

invariante par £f) et propre de degré 2, c'est donc un polyndme de degré 2,
affinement conjugué a un 2z —> 22+c(o) .Ona c{0)=c , et Iog pw(c(o))/ziﬂ =
rapport des périodes de (E,c). On peut choisir une application continue

p > 0o(p) de facon que p +—> c(o(p)) soit une section continue de

Cc > pw(c) . cgfd.

DEMONSTRATION 3 DU THEOREME 2 : Le lemme 4 et le lemme 2 montrent que o, 3 W —> D
est un revétement. Comme D est simplement connexe il est trivial. cgfd.

Pour une 4e démonstration, variante de la précédente évitant le lemme de

Gleason, voir 1l'exposé du Séminaire Bourbaki de Novernbre 82.
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EXPOSE N° XX

NERVURES

Nous donnons d'abord une méthode pour étudier un compact plein cornexe
localement connexe de € . Le compact M est connexe et plein, mais on ne sait
pas montrer qu'il est localement connexe. Nous verrons cependant que, par son

aspect combinatoire, la méthode que nous proposons peut lui étre appliquée.

1. POINTS EXTREMAUX.

Soit K © € un compact connexe plein localement connexe, et choisissons
un centre pour chaque composante connexe de I% . Pour xety € K, on note
Ix,y] K 1'arc réglementaire de x a y, etsi XqseeeaXy sont des éléments de K,
on note [x1 y+++»X lyc 1'enveloppe réglementaire de {x.,... ,x,} (ct. [CC)) .

Notons YK le lacet de Carathéodory T =+ 3K . Pour x €K , les points

de 7121()() sont les arguments externes de X .

PROPOSITION 1 et DEFINITIONS. Soit x € K . Les conditions suivantes

sont équivalentes :
(i) x €3K et K -{x} est connexe.

(ii) x aun argument externe et un seul.

(iii) On ne peut pas trouver deux points y, z € K - {x} tels que x € [y,z]K .

Si x satisfait a ces conditions, on dit que x est un point extrémal de K .

Démonstration. a) (non (i)) = (non (iii)) : Si x appartient a une compo-

(]
sante connexe U de K, onpeuttrouver y etz € dU tels que x € [y,z] . Si
K - {x} n'est pas connexe, onprend y et z dans deux composantes connexes

différentes de K~ {x} ; alors x € [y,z] .
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o
b) (non(iii)) = (non (ii)) : Si x € K, il n'a pas d'argument externe. Si
x €3K et x € ]y,z[K , ilya 2 acces a x relativement a 1'arbre [y,z]K

(ct. [AEJ]), donc x aau moins 2 arguments externes.

c) (non (ii)) = (non (i)) : Soient t et t' deux arguments externes de x
et L=R(K,t) UR(K,t') U{x} . On peut trouver s € [t,t'] et s' € [t',t] tels que
yv= y(s)£x et z=y(s") # x (un lacet de Carathdodory n'est jamais constant
sur un intervalle). Alors, y et z sont de partetd'autrede L et x € [y,z]K .

Cgqfd.

2. NERVURES DE K .

Mémes hypotheses sur K . Soit (an)rl e Une suite de points extrémaux
de K . On note tn 1'argument externe de a, et on suppose que tO =0.

)

On pose H_ = [ao, PIFER ]K ( Pour chaque n, H_ est un arbre topologique

n
fini, et pour n=1 on peut écrire H =H_ . U [dn,an]K , avec
H,_; N ld,a,1=1d} . Ceci détermine d €K .
On note h(tn) et on appelle nervure d'argument externe extrémal tn , ou
nervure d'extrémité a , l'arc réglementaire [dn,an ]K . Le point d, s'appelle
. . * rd
l'origine de n(t ), et n"(t) = Jdsa Jg = ld,a g - {d } estappeléla

nervure stricte d'extrémité a . Pour x ety € K, nousdirons que y est

aprés x et nous écrirons x <y si x € [ao,y]K .
Nous allons définir, pour tout x € K , deux nombres arg (x) et arg+(x)

de [0,1]. Pour t €T, notons t le représentant de t dans [0,1[ .

1) i a

a, est extrémal), on prend pour HO le rayon interne de UO d'extrémité a

0
0 € aUO , ol UO est une composante de K (nécessairement unique puisque

Oet

non 1' ensemble {ao} .
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Si x €oK - {a } , ONn pose arg (X) = inf 1.: et arg (X) - Sup t.
0 - -1 + -1
t€yy (x) t€yg (x)

Si x=a,, onpose arg_(x) =0 et arg+(x) =1.

Si x est le centre d'une composante U de I%, 1'arc [ao,x]K coupe
dU en un point unique y = U(ao) (projection de a; sur U), et arg_(y) et
arg+(y) correspondent &3 2 acces a y relativement a [ao,x]K . On prend pour
arg_(x) le plus grand des t pour t argument externe de y dans le méme acces
que arg_(y) , eton définit arg +(x) symétriquement. On a donc :
0< arg_(y) < arg_(x) < arg+(x) < arg +(y) < 1.

Si x appartient a U sans en &tre le centre, notons Xq le cenire de U
et soit [xo,x 1]K le rayon interne de U passant par x . On pose :

ar‘gi(x) = argi_(x1) si x174'nU(a0) ,

et = argi(xo) si X, = nU(aO) .

Dans tous les cas, on note I(x) l'intervalle [arg_(x),arg+(x)] .

N

On définit également les arguments associés a x .

si x € 0K - {ao} , les arguments associésa x sontles t, ou t estun

argument externe de x .

Si X=a,, cesont O et 1.

Si x est le centre d'une composante U de I% , Ce sont les ar'g__(y) et
les arg+(y) pour y € dU - {'an(aO)} , ainsi que arg (x) et ar'g+(x) .

Si x appartient a U sans en &tre le centre, les arguments associés a s
sont arg (x) et arg+(x) .
Pour tout intervalle I < [0, 1] contenant 1'un des .tn , - on appelie

chef-lieu de I le nombre t n(1) ’ ou n(I) est le plus petit n tel que in €1

(je n'ose pas dire "centre" de peur qu'on croie que c'est le milieu).

PROPOSITION 2. Soient n € IN et x €K . On suppose que x € 3K ou que

o
x est le centre d'une composante de K.
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a) Ona x € h*(tn) si et seulement si t est le chef-lieu de I(x) .

b) Ona x € h(tn) si et seulement si t est le chef-lieu d'un intervalle

de la forme [6',6"7, ou 6' et 6" sont des arguments associés & x .

le point d'aboutissement

Démonstration. Posons 6, = arg, (x) ; soit x ]

commun de R(K,8 ) et R(K,6+) (qui est x si x € 3K) . Si x appartient a une

o
composante U de K, notons x,. son centre, et si x € 0K onpose x.=X.

0
Onpose L =8(8)U ﬂ(6+) U {x1} .

0

*
(a) Cas x,=a, . Avec les conventions prises, ona x € h (to) = n(to) .

1 0

Or I{x) = [0,1], etle chef-lieude [0,1] est 0= to -

(a) x1 # g » ¢& . L esthoméomorphea IR, et C-L a 2 composantes
connexes VO et V1 s VO 5 R(K,0) . Par définition du chef-lieu, on a :

aiévo pour i=0,...,n-1, et an€V1U{X1} . Comme dnéHn_ on a

1’
dHEVOU{x1} .

Si d =x,, soit t; telque i<n et a,=x ; ona tiEI(x1) , donc

1

I(x1) #1(x) , cecin'est possible que si x = x, centre d'une composante U , et

0

dans ce cas x € Jx,,a ].

Si d £ x ona d €V,, et x, € ]_dn,an] , et dans chaque cas on en

17 1

déduit que x € Jdn,an] .

(a) x1 # ag , = . Gardons les définitions de L. , VO et V1 . Ona aan .
On en déduit que “n ¢ V1U{X1} ; d'ou t € I(x) . Pour i<n, ona ai¢x .

On en déduit que a € VOU {x1} . On ne pourrait avoir a, =X, que si x,>Xx

1 0 1’

mais dans ce cas X 1 n'est pas extrémal, donc nécessairement a £ x 10 SV

et t #1(x) . Par suite, t estle chef-lieu de I(x) .

0

(b) <= . Posons L' =&(8')UR(8") U [X;’X'HK , ou x; et x'; sont les

1
les composantes connexes de €-L' , avec V(‘) > R(0) . Ona t € [6,6"], d'ou

points d'aboutissement de R(6') et R(8") respectivement. Notons V(') et V
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I ¢ 1 " R 1 1 !
an6V1U{x1,x1}. Pour i<n, ona ti,é[s ,6"1, d'ou a, € V. Par

: ' s _
suite, d_€ VU {xo} , et dans chaque cas on en déduit x € [dn,an] = h(tn) .

(b) = . Si x €dK, soient 8' et 8" des arguments externes de x
dans des acces a Hrl tels que parmi les points CHYRRRTE: N seul a " soit entre
R(6') et R(6") . Alors, t, € (er,om], tiﬁé [6',6"] pour i<n et t, estle
chef-lieu de [6',6"] .

o

Supposons que x appartient a une composante U de K, de centre Xq ¢
Notons y le point ol [x,an] coupe d3U . Si x ¢ ]xo,ﬂu(ao)] , on prend
' = arg _(y) et 6" = arg+(y) . Si x¢€ ]xo,ﬁu(ao)] , onprend @' = arg_(xo)
et 9" = arg+(x0)_. Dans chaque cas, on a t; £16',8"] pour i<n, etona

) " 1
t € [6',6"] car t,Zy dans uncas et t = ‘rrU(aO) dans 1'autre. Donc,

t estle chef-lieu de rer,en]. Catd.

3. NERVURES COMBINATOIRES.

Dans 1'ensemble de Mandelbrot M , définissons une partie dénombrable :
on note 9, (resp. 391) 1"ensemble des centres (resp. des racines) des composantes
hyperboliques de I?/I . Notons a92 I'ensemble des points de Misurevicz , et posons
8 = aS\O Uas 1 U 392 .

Nous allons définir pour chaque ¢ € 8 les arguments(combinatoirement)
associés a c .

Si c¢ s92 , lepoint ¢ adans KC un nombre fini d'arguments externes
(qui sont des rationnels a dénominateur pair). Ce sont les arguments associés & ¢ .
Le plus petit et le plus grand sont notés arg_(c) et ar‘g+(c) .

Si ced 10 soit « " le point périodique indifférent attirant la composante

0

U1 de K c contenant ¢ . Les arguments associés a ¢ sont les 2 arguments

externes de o, correspondant aux interpétales adjacents a U1 . Le plus petit

(resp. grand) est noté Arg_(c) (resp. Arg +(c)) .
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Si ¢ est le centre d'une composante hyperbolique W de i?/l , les
arguments associés a ¢ sont les arguments associés aux points de dW d'argument
interne rationnel (qui sont des pqints de .;91) . Le plus petit et le plus grand sont
respectivement Arg (c 1) et Arg}(c1) , ou c; estlaracine de W . Nous poserons
Arg (c) = Arg_(c1) et Arg+(c) = Arg+(c 1) .

Si ce W 1 UAS)Z , pour tout argument & associé a ¢, le rayon externe
R(M,8) aboutiten c .

On note (t ) la suite des nombres de [0,1[ de la forme p/ 2K | ordonnés

par k croissants et pour chaque k par p xroissants, de sorte que :

p/2k =t = avec 2m41 = 2k+p .

Remarques. 1) Le fait de choisir pour chaque k 1l'ordre des p croissants n'a
aucune importance pour ce que nous voulons faire, car 1'ordre sert a définir les
chef-lieux des intervalles de [0,1[ . Mais chaque intervalle I< [0,1] qui
contient un point de la fofme p/ oK (en particulier tout intervalle non réduit a un
point) en contient un seul avec k minimum. En effet, si p/ 2k €l et p' / 2k €1,

avec p et p' impairset p' >p, E&kt € I, mais cette fraction se simplifie.

2) Pour tout n> 0, notons a, le point d'aboutissement de R(M,tn) . Le
polyndme fan est tel que O tombe en un temps fini sur le point fixe (an)
d'argument externe O . En particulier, a, € 392 , etily aun seul argument
associé a a, »
€ 131,1510) =8(c)} . [Celarésulte de [ AREMAR] .

a savoir t, - On obtient ainsi une bijection de {t sur

n}n>0

On a a0=1/4€ 8,

On pose I(c) = [9_(c),9+(c)] .
On définit la nervure combinaroire N(tn) et la nervure combinatoire stricte

N*(tn) par :
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N*(tn) = {c€® | t_estle chef-lieu de I(c)}

N(t) = {ces | (36',6" associés a c) t est le chef-lieu de Ler,e"} .

Remarque : Si, comme on l'imagine, M est localement connexe et tout point
c € 391 U 392 n'a pas d'autre argument externe dans M que ses arguments combi-
natoirement associés, on a: N(i n) = h(tn)ﬂ S et N*(t n) = n*(t n)ﬂa@ en vertu

de la proposition 2 .

4. ORDRE SUR 8.

Pour ¢ €8, posons I(c) = [Arg_(c),Arg +(c)] . Nous écrirons ¢ < ¢! si
I{c) 7ZI(C‘) ou si ¢ estlaracine et c¢' le centre d'une méme composante hyper-
(s
bolique de M. Nous écrirons ¢ = ¢' si ¢c<c' ou ¢=c' . On définit ainsi

un ordre sur 9 .

PROPOSITION 3. Soient c et c¢' dans 8. Ona I(c) o2 I{c') ou I(c') c I(c)

ou I(c) NI(c") =9 .

Démonstration. Si ¢ est le centre d'une composante hyperbolique W ,

notons 4 la racine de W ; posons cy=c si ¢ € s91U392 . Si ¢ n'est pas
extrémal (+), £(c) = R(M, € _(c)) UR(M,8,(c)) U{c,} esthoméomorphed R,

et C-£(c) a 2 composantes connexes VO(C) et V1(c) (on convient que

R(M,0) c Vo(c)). Si ¢, = c; , ona I{c) =I(c') . Sinon,ona £(c)N&(c')=¢,
d'ou V1(c) §V1(c') ou V1(c) 7?V(c') ou V1(c) ﬂV1(c') =@ , d'ou la conclusion.

Cqgfd.

COROLLAIRE 1. Dans l'ensemble ordonné $ , toute partie majorée est tota-

lement ordonnée.

(1)

Si ¢ estextrémalou ¢ =0, I(c) est réduita un pointou c =[0,1] .
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Démonstration. Soit X une partie majorée par un point & . Pour ¢ et ¢’

dans X, ona I(c) 2I(&), Ic') 2I(¢), donc I(c)NI(c')# P, d'ou

cs ¢ ou ¢c's ¢,

COROLLAIRE 2. Pourtout n#£ 0, 1l'ensemble N*(tn) est un ensemble totalement

ordonnée, dont a  estle plus grand élément.

Remarque : N(a) = N*(0) = {1/4,0} avec a,=1/4, 0 >1/4.

PROPOSITION 4. Soient ¢ et T deux éléments de N(tn) avec ’c‘:’EN(tn)—N*(tH) ;

alors ¢ < c .

Démonstration. Si c est extrémal, c = t et €< ¢ . On suppose ¢ non

extrémal. Soient 8' et 6" des arguments associés a c¢ tels que tn soit le

chef-lieu de [6',6"] . On définit £(6',6") de la fagon suivante :

Si c€ :91 USZ , onpose £(8',6") =RM,8")URM,0")U {c} .
Sic¢ 390 , hotons c; et c'1' les points d'aboutissement de ®(M,8') et
1
R(M,6") . Ona <, et c'1' € OW, ou W estla composante de centre c .

Si c; = c'{ , onpose £(6',0") = R(M,G')UR(M,G")UC; . Sinon, on pose

£(6',6") = R(M,0"YUR(M,8") U [c,c;]W U [C,C:J—Vv . Dans tous les cas, £(8',8")
est homéomorphe a R, et €-£(6,6') a deux composantes connexes VO(G,G')
et V1(6,9') , avec *(M,0) c VO(G,G‘) .

On a V1(6,9') NV 1('E) # @ , car ces deux ensembles contiennent R (M,tn) ,
et VT(G‘,S") 7’\/1(?:) car 1(€) contient un t ,avec n' <n et [6',6"] non .
Si 6’1 #C;,C‘; , ona £(6',e)NLT)=p, d'ob V1(6' ,0M V1(”c’? et < c.
Si on avait ?:'1 = c; # ¢y, on aurait V1('E) c V1(6' ,6M)
ce qui n'est pas le cas. Si on avait '51 = c; = c'1' = c1 , on aurait
VT(G‘ ,0n) = V1(E') , Ce qui est impossible. On est donc dans le cas

~ u

c1;éc;,c1, etona € < c. Cqfd.
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COROLLAIRE et DEFINITION. L'ensemble N(tn) - N*(tn) a au plus un point.

S'il a un point, ¢'est le plus petit élément de N(tn) , on dit que c'est 1'origine

de la nervure N(tn) .

Nous montrerons -c'est le théoreme principal de la théorie des nervures-

que toute nervure N(tn) a une origine.
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EXPOSE n° XXI

ARBRE DE L'ORIGINE D'UNE NERVURE DE M

1. ARBRES DE HUBBARD ABSTRAITS.

Nous appelons arbre de Hubbard abstrait un arbre topologique fini H ,

muni d'une suite finie prépériodique (x n) de points, et d'une classe d'isotopie
de plongements H =+ C (ou ce qui revient au mé&me d'un ordre cyclique sur les
brins aux points de branchement), satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Toute extrémités est 1'un des (xi) ;

(ii) H coupé en Xq @au plus 2 composantes ;

(iii) Il existe une application continue F : H + H injective et préservant
I'ordre cyclique aux points de branchement sur chacuné des composantes de H
coupé en x, , et telle que F(xi) =X; 1 pour tout i.

L'application F est déteminée de fagon unique, a isotopie laissant fixe les
points remarquables pres.

Un arbre de Hubbard abstrait est dit périodique ou strictement prépériodique
suivant que X est périodique ou strictement prépériodique pour F .

L'arbre de Hubbard d'un polyndme f: z - 22 1c tel que O soit prépério-
dique a un arbre abstrait sous jacent.

Etant donné un arbre de Hubbard abstrait H , on peut définir Arg_(H) et
Arg +(H) , ainsi que les arguments aésociés a H, par les algorithmes décrits

en [AEJ], en [N] eten [CA].
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2. RESULTATS ET NOTATIONS.

Soit T € /Z un élément de la forme p/ 2k . Nous avons l'intention de montrer
que la nervure combinatoire N('r)_ de M a une origine dans 390 UAQZ .

Dans cet exposé, nous allons construire un arbre abstrait H ayant des
propriétés telles que, s'il est 1'arbre d'un point cé SOU 392 , lepoint ¢ est

1'origine de la nervure N(7) .

THEOREME. Il existe un arbre de Hubbard abstrait H ayant les propriétés

suivantes :

a) T appartient a 1(f) = [Arg_(lzl),Arg;"_(I‘-’I)] sans en &ire le chef-lieu.

b) Il existe deux arguments €' et 6" associds a H tels que 7 soitle

chef-lieu de [6',6"] .

Dans la suite, on fixe T = p/2k (avec k=1, p impair, 0<p <2k) .

Soit ¢ =a, le point d'aboutissement de R(M,7) . Onpose f= f.r oz 22 +c ,

K=K H=H_ (arbre de Hubbard de f) , 8 =8 c (point fixe de f d'argument

C s
externe 0) . On a fk(c) = ka(O) =8, fk'1(c) ==-B , le compact K est plein,
connexe, localement connexe et d'intérieur vide. Pour x et y dans K, on
note [x,y] l'arcde x & y dans K ; plus généralement, pour toute partie finie

A de K, onnote [A] Il'enveloppe connexe de A dans K . On pose xn=fn(0) .

Si X estun arbreet z € X, onnote VX(z) le nombre de brins de X en z .

3. RANG D'UN POINT DE K .

Pour z €K, onpose rg(z) = int {r|f'(z)€ (8,-81} . On adonc
reg(z) == si (vr) £(z) £(8,-8], et re(z) =0 si z€[8,-8]. Si rg(zx) >0,
ona rg(f(z)) =re(z) -1 . Ona rg(c) = k-1 . Enetfet, £ c)=-3 € [8,-8],

fk—-2(

etsi k=2, c) € f_1(,6) ; c'est un point extrémal de K distinct de 8 et -8,

donc n'appartenant pas a [8,-8 ] .
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Remarques. 1) Si rg(z)=r>0, ona t7(z) € [0,-8] . En effet,
£((8,01) = [8,x]> [8,0] . Par suite, £ ([8,0])c[0,8]U[0,-8] = [8,-8],

etsi £(z) € [0,8] avec s>0, ona fs—1(z) € [B,-8) et s>rg(z) .

2) Si rg(z) =r, lepoint z adeux arguments externes t et t' dans
K , admettant en base 2 des développements t = . €1€2. o€t t' = 6‘162 ces

(éventuellement t =t' , mais avec

r+1

! . 1
. =€, < €
tels que € =¢, pour i<r, e te

2 développements différents). En effet, un point de [8,-8 | a deux arguments
externes t=.0... et t'=.1 ..., etcelacaractérise les points de [8,-8 |,
et les arguments externes de £ (z) s'obtiennent i partir des arguments externes

de z par multiplication par 2t , Ce qui se traduit sur 1'écriture en base 2 par

la suppression des i premiers chiffres.

4. L'ARBRE Zr .
Pour tout r € N, on note Zr 1'ensemble des z € K tels que rg(z) <r .

Ona:z . =f'Z)Ul+,-5].

PROPOSITION 1. L'ensemble Z , est l'enveloppe connexe dans K de f_(r+1)(ﬁ) .

Démonstration par récurrence sur r . On a ZO =[B8,-2] = [f—T(ﬁ):‘ .

Mettons K sous la forme K _UK_, avec K+ﬂ K ={0}, K_=-K et pour

4
toute partie A de K posons A+:Aﬂ K., A = ANK_ . L'application f induit
un homéomorphisme de (f_1(Zp))+ sur Z , et de méme pour (f_1(ZP))_ . Si
Z, = [f_(PH)(ﬁ)] , ona (f_1(Zr))+ = [(f'(r+2)(,3))+] , et de méme avec -

Pour toute partie finie A de K contenant 8 et -8, ona
[A] = [A+] ULA_JU[B,-8] . Par suite,

)] = (2], U @) Uls,-8] = £z U] -2, -
Cqfd.
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COROLLAIRE. Pour tout r, 1l'ensemble Zr est un_arbre topologique fini.

PROPOSITION 2. Pour r € N, l'ensemble Zr+ - Zr ne contient aucun point

1

de branchement de Zr'+

=

Démonstration par récurrence sur r . Puisque O € Z0 , I induit une

application localement injective Z1 —ZO - ZO . Or, Z0 = [—/S ,,8] n'a pas de

point de branchement. Donc, Z1 - ZO n'a pas de point de branchement. Pour

chaque r= 1, l'application f induit une application localement injective de

Z -7Z dans Z -7
r r Tr-

On voit alors par récurrence que 7
r+1 p q e

-7Z n'a
r

1° 1

pas de point de branchement. Cqfd.

PROPOSITION 3. Pour r= k-1, ona f(ZP)C z,

Démonstration. Pourtout r €N, ona £(Z)cZ : Uf([g,-81) =

=2 _VBx], et 2 _,<2 . Maissi r= k-1, ona [g,x,]cZ,

-1
' N\
d'ou f(ZF) c ZP . Cqfd.

5. LE POINT yq -

On a x1 €Zk_1—

c'est-a-dire le premier point (en partant de XT) ou 1'arc [x1 ,0]

Z, _, puisque rg(x1) =k-1. Notons y, la projection de

x1 sur Zk—2 y

rencontre Zk__2 .

On pose y_ = fn-1(y1) .

PROPOSITION 4. Le point y 1 est un point de branchement de Zk—‘l .

Démonstration. Pour z €K , si z#£0 etsi f(z) estextrémal dans K ,

z est extrémal. Comme S est extrémal ([AEJ], §3, lemme 1), si t(z) = 8
et £(z) 0 pour 0<i<n, lepoint z est extrémal. En particulier, si fk(z) =3,

z est extrémal dans K .
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Or y, n'est pas un point extrémal de Z, , puisque y, € x, [C}B,xl[ .

K2 ° Ilya

donc au moins deux brins de Zk_2 en y1 , et [y1,x1] est un brin de Zk-1 en

y, » distincts des précédents puisque [y X 1j ﬁZk_z = {y1} par définition de y, .

Donc fk(y 1) £8 , et Y n'est pas non plus un point extrémal de Z

Cela fait don¢ au moins 3 brins de Zk— 1 en y 1- Cqfd.

COROLLAIRE. Le point Y4 est prépériodique pour f .

Démonstration. Le point x. = f£(0) est un point extrémal de Z Par

1
suite, O n'est pas un point de branchement de Z

k=1~

et si z est un point de

k-1~

branchement de Zk—1 (avec Ve 1(z) brins, vk_1(z) =3), il en est de méme de
f(z) (avec vk_1(f(z)) = 1(z)) . Comme le nombre de points de branchement de

Zk—1 est fini, tout point de branchement est prépériodique. Cgfd.

Puisque f_1(x1) = {0}, 1'ensemble f_1([y1,x1j) est un arc [§,-8] .
Les points & et -6 sont les points de f_1(y1) . L'arc ouvert ]6,-8[ ne
contient aucun point de branchement Z, . , puisque £(]-6,8[) = ]y1,x 1] , et

que cet arc, contenu dans 7 ~-Z ne contient aucun point de branchement

k-1 k-2’
de Zy 1 (proposition 2).
En particulier, (v n), ¥, £ 16,-6[ .
Nous allons maintenant définir un point Yo * Siy ] est périodique de
période k , on a Vi = d ou -8 . On pose alors Yo=Y - Siy 1 est strictement

prépériodique, on a y n ¢ {6,-6} pour tout n, on prend pour y 1 1'un quelconque

des points 6§ ou -§ .

6. L'ARBRE H .

dans Z (oudans K ce

v
1
On note H 1'enveloppe connexe des (yn)n?_ 0 Z1-1

qui revient au méme).

PROPOSITION 6. Ona £(H) < Uly,,x,] et HNIy %, ] = {y,} .
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Démonstration. Soient (Zk-1)+ et (Zk_ 1)_

v v
coupé en 0, et posons H =H ﬂ(Zk_ 1)+ , et de méme pour H_ . L'ensemble

les composantes de Zk—1

1 N = 3 7 -
H, est 1'enveloppe connexe des (yn)né A, ol A = {n\yn € (Zk— 1) }, et éven

tuellement de O . Alors,

\"4 v
f(H+) < [{yn+1}n6 A+’X1] ’ f(H-—) . E{yn+1}n€ A_’X1] !
7/ A4
et f(H) [{yn},x,]] = HU[y1,x1] .
La deuxiéme assertion résulte du fait que ly 17X 1] ne contient aucun point

de branchement de Z donc aucun des Yy - Cqfd.

k=1’

Remarque. On peut montrer, en utilisant le fait que f est sous-hyperbolique, que
v v v
f(H =HU [y1,x1] , sauf si H = {y1} , Ce qui se produit si Y4 est un point fixe
2 1
de f (exemple: H = 0 ).
z=4

PROPOSITION 7. Le point y, estun point extrémal de H.

Démonstration. On écrira 5(2) pour vﬁ(z) .

Si Y4 est périodique de période K, ona :
lj(y1) < ‘I'J(yz) < ... = vu(yk) < D(y1) + 1 en vertu de la proposition 6
et du fait qu'aucun des Yi n'est 0. Or VI-I a au moins une extrémité. On a
donc : ‘IIJ(y1) < 1.
Si Y4 est strictement prépériodique, on a :
v V v v Ve : \ .
viyg -1 =v(y,) =v(,y) = ... . Or H n'est pas réduit & un point,

il a au moins 2 extrémitds, d'ou 1‘5(y1) = 1. Cqfd.

7. CONDITION DE HUBBARD POUR H.

L'arbre H est muni de la topologie et du plongement dans € induits par

ceux de K (ou de Zk-1 , oude H), et des points (yn) .

PROPOSITION 8. L'arbre ﬁ est un arbre de Hubbard abstrait.
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Démonstration. La condition (i) de la définition du §2 résulte du fait que

v v v N .-
H est 1'enveloppe connexe des y, . Ona v(yo) < V(y1) +1 < 2, d'ou (ii).
Nous allons montrer qu'on a la condition (iii).
v
Posons f=pof, ou p: Zk—1 - Zk-— 1 coihcide avec 1'identité sur

v Vv v
Zk_'l - ]y1,x1j R et applique [y1,x1] sur y1 On a f(H) c H en vertu de la

proposition 6, et f(y rl) = Va4 POUT tout n . Malheureusement f est constante
sur [6,-6] = [.YO:'YO] .

si HN ]yo,—yoj =@ (ce qui en fait ne se produit que si H= y1), { est
injective sur ﬁ et ﬁ/ est un arbre de Hubbard abstrait. On suppose maintenant
que cette intersection est # @, d'ou [yo,-yO] c H . Dans le cas périodique
comme dans le cas prépériodique, le point -Yo n'est pas un point marqué de H.
Ona v (—yO) <v (y 1) +1 =< 2, donc c'est un point ordinaire ou une extrémité.
Mais, si c'était une extrémité, ce serait un point marqué. C'est donc un point
ordinaire (15 = 2), i.e. un point non remarquable. Soit & le premier point
remarquable apres ~yo en venant de Yo * L'application fl l[a,yo:] est injective
sur [a,—yO] et constante sur [—yo,yO] .

On peut trouver une application continue F : Pv{ - }‘i qui coincide avec
f (donc avec f) sur i - la ,yo[ , et au voisinage de «, et qui est injective
sur [a,yO] avec F([a,yoj) ={([a,+y0]) = f([a,—yo]) . Comme Tt est injective
sur chacune des 2 composantes de I‘% - ]—yo,yo[ , l'application F est injective
sur chacune des composantes de I‘% coupé en Yo - On a bien siir F(yn) =y

n+1

v
pour tout n . Par suite, H est un arbre de Hubbard abstrait. Cqfd.

8. ARGUMENTS EXTERNES DE yq -

PROPOSITION 9. a) Si Y4 est strictement prépériodique, les arguments externes

v
de y, sont les mémes dans H ef dans H .

b) Si Y1 est périodique, tout argument externe de y1 dans H appartient a
v v Y. -
I(H) = [Arg_(H),Arg, (H)] .
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c) Siy 1 est périodique, les arguments dans H des acces a Y adjacents

a [y1,x1] sont associés a H .

~ o - ~ ~ ~
Démonstration. Posons H=H U[B,-8] . L'application F:H~ H qui

\4 N 4 v
coihcide avec F sur H et avec f (et f) sur [8,-8]-H est injective sur

~Y

chacune des composantes de H coupé en Yo prolonge F et applique 8 et -8
sur 3 . Par suite, H n'est autre que 1'arbre obtenu en complétant 1 (ct. [ AEJ]).
a) L'orbite directe de y | De rencontre pas [6,-6] , donc au voisinage

de chacun de ses points, F coincide avec £ . L'arbre H qu'on obtient en

~

faisant bourgeonner H , comme indiqué en [AEJ] paragraphe 4) s'identifie

- - - v - N s . M
aun voisinage de H dans H . Si £ estunaccesa y, relativementa H,

v

oua H ce qui revient au méme, les f“(g) et F“(g) coihcident, donc les chiffres

du développement en base 2 sont les mémes pour les arguments de ¢ relativement

~

a H e H.

b) Notons © 1'ensemble des arguments externes de Yq dans H
(i.e. dans K). Notons 6_ et 6+ le plus petit et le plus grand élément de @ ,
et soit 6 € ® . Soit » la période de Yq o et pour tout t € [0,1] muni d'un
développement en base 2 soit ei(t) le i-eme chiffre apres la virgule de ce deve-

loppement.

v v

v v
Les arguments 6 = Arg (H) et 9+ = A.rg+(H) sont caractérisés par le
fait qu'ils ont un développement périodique de période » , avec ei(é’_) = 61(6_) et
\'4
ei(6+) = ei(9+) pour 1<i<x . Pourchaque s €IN, ona 2°%6 € ®, donc

(. (6 ). (6)) et

(6), ..., ¢ (6)) est compris entre (. €yt _ er € (6
(.

€
Sn+1 SH+N

(6+)... (6 )). Par suite é_s 6 <6

€ ,€
su+1 SH+H + +

c) Soit » la période de y, - Posons q=v, (y1) et définissons P,
k-1
] estle p,~&me aprés [y1,B] en tournant

par la condition que le brin [y 1%

dans le sens direct. Soit z, un point sur ]y1,x 1[ voisin de y, » posons

z =fn_1(z1) pour n<uxqg+1 . Le point z est-aussi sur ]y1,x1[ .

n nqq+i
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g .
Notons H, 1" enveloppe connexe de {21""’qu} dans Z, . . Définissons «

comme dans la démonstration de la proposition 8. On peut construire F1 :

F‘1 : Zk-1 -+ Zk-1 coihcidant avec f sur Zk-1 - jyo,a[ , ainsi que sur chacun

des [yi’zi+sqj pour 0=i<x-1 et q telque 1=i+sq=kg-1, avec

\d
F(z% q) =z, , et F injective sur chacune des composantes de H, coupé en

20 = %yq

v
L'arbre H 1 est un arbre de Hubbard abstrait, qui s'identifie a 1'arbre

obtenu a partir de 4| par bifurcation d'argument p/ qq - Comme en (a), les

v
arguments de x., sont les mémes dans H et dans H Les arguments des acces

1 1°
. . .\ v v i
adjacents a [x1,z1j (i.e.a [x1,y1]) sont donc Ar‘g_(H1) et Arg+(H1) , ils

v
sont associés a H . Cqid.

9. DEMONSTRATION DU THEOREME.

Notons € et 9+ le plus petit et le plus :grand argument externe de Y1

dans K (ou dans Z c'est pareil). Notons 6' et 8" les arguments externes

k-1
des acceés a Y4 relativement a Zk—1 adjacents a [y1,x1] , avec 8' < €' . On
adonc € =< 6'<@"< 9+ . Les arguments €' et 6" sont associés a H .

L'argument externe de X1 dans K est 7 etona €' <7 <8" . Pour
tout 7! :1:>'/2kl avec k' <k, lepoint ¥(7') de K, d'argument externe 7',
est une extrémité de Z,_,, donc 7' £(6',6"] . L'argument T est donc le
chef-lieu de [6',0"] .

Le point Y1 n'est pas un point extrémal de 2 donc il existe un point

k-2 7
extrémal L €Z, , tel que Yy € |, el . Ona ArgK(C) € [9_,6+] , et ArgK(C)
H
est de la forme p' 25 avec k' <k (proposition 1). Par suite, T n'est pas le
chef-lieu de [6_,9+] .
v
Ona I(H) D [6_,6+] > [@',8"], donc T appartienta I(H) sans en

étre le chef-lieu. Cqfd.
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EXPOSE n°® XXII

ADRESSES

1. ORIGINE D'UNE NERVURE.

Nous gardons les notations des deux exposés précédents. # est l'ensemble
des classes d'isomorphisme d'arbres de Hubbard abstraits. Pour chaque H € ¥ ,
on a défini les arguments associés et 1'intervalle I(H) = Y_arg_(H),arg+(H)] .

Ceci permet de définir des nervures en termes d'arbres : pour T = -E-k

2
avec k>0, N,(r)={H€ ¥ |(3 9',8" associés a H) T est le chef-lieu de [8',6" ]}

N?g(‘r) = {H€ H |7 est le chef-lieu de I(H)} .

Nous avons montré dans [AON] le théoréme suivant :

THEOREME 134 . Pour tout 7 de la forme -;Lk avec k>0, il existe un

v *
arbre H € Nn(T) - Nh('r) .

Vv
Mais nous ne savons pas si le H ainsi construit est bien 1'arbre d'un point
c de 8, U a92 .

Cependant, nous allons montrer le

v

THEOREME 2. 1l existe c € 390 U AS)Z tel que tout argument associé a H soit

associé a c .

Nous en déduisons aussitdt le
THEOREME 1(19 . Pourtout 7 = -% , k>0, lanervure N£(T) a une origine.
2

La nervure Ng (0) se compose des points 0 et :1‘- . Nous conviendrons

que 41 est 1'origine de NS(O) , bien qu'il appartienne a Nz(O) . Dans la suite,

nous écrirons N pour N Q"
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Nous appellerons arguments propres d'un arbre abstrait H ses arguments
associés s'il est prépériodique, mais seulement les arguments Arg (H) et Arg+(H)

s'il est périodique ; pour c € 391 Uas les arguments propres de 1'arbre fc

2 b

sont les arguments associés a ¢, c'est-a-dire les arguments externes de ¢

dans M .
Nous fixerons un 7 = 5% , k> 0 ; nous noterons C. le point de M
d'argument externe 7, H 1'arbre de Hubbard de fc .
T

Construction du point annoncé au théoreme 2.

On prend les arguments propres © 1 Sn de H ; on regarde les points de
80U 8, plus petits que c¢_ (au sens de la relation < de ([N],4)) dont 1'arbre
admet un 216j (iZ 0, 1=<j< n) pour argument propre. Ceux-ci sont en nombre
fini ; comme l'ensemble des points de 390 U ;92 plus petits que C, est totalement
ordonné ([N], prop. 3, cor. 1), il y a un plus grand élément ¢ parmi les points
avant C, dont 1'arbre admet un 2iej pour argument propre : nous montrerons
que ¢ répond a l'énoncé du théoreme 2 .

Pour ¢, € M, ~ désigne la relation d'équivalence sur Q/Z détinie

1 C
1
par 6 ~e 8' <= 0 et €' sont arguments externes du méme point de KC .
1 1

N . V 7 e . .
Nous allons maintenant montrer comment H permet de définir une relation

H

tion de 1'arbre cémplété de H au début de la démonstration de la proposition 9

~ . sur A = {216j\120, 1<j<n} U {%+219J.\i->-0, 1<j<n} . La construc-

de [AON] et 1'algorithme décrit dans [CA.3] permettent, pour tout point
prépériodique de H de définir des "arguments combinatoires associés" rationnels.
Contrairement a ce qui se produit dans les ensembles de Julia, il se peut
que deux points distincts de H aient des arguments combinatoires égaux.
Pour @, &' € A, onposera 6 ~ @' lorsqu'il existe un point de H de
la forme A oﬁ ~Y; admettant @ et &' pour arguments combinatoires. (Nous

ne prétendrons pas pour 1'instant que ~y est une relation d'équivalence.)
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On a défini y; pour tout i =0 avec y = f(yi) , f étant la dynamique

i+l
sur H ; pour i =1 dans le cas prépériodique, i=0 dans le cas périodique,
y; est aussi un point bien défini de H.

La proposition suivante compléte la proposition 9 de [AON] :

PROPOSITION 1. a) Tous les éléments de A sont arguments externes de

points y, ou -y, (i=1) de H.

~
b) Pour tout i > 0, les arguments combinatoires de Yi dans H sont des

arguments externes de Yi dans H .

Démonstration. a) Gj est un argument externe de Y (1<j<n), donc

pour i=0, 2t GJ. est un argument externe de Yiq 3 %+ 2t 63. est alors un

argument externe de -Y; .

b) Dans le cas prépériodique comme dans le cas périodique, avec les
notations de [AON], v ¢ [-6,5] eton peut recopier la preuve de [AON],
proposition 9 a). Cqfd.

COROLLAIRE. NH = NC
T|A

On notera yM(a) le point de M d'argument externe o pour «€®Q/Z .

LEMME 1. Soit U la composante connexe de M ~ {yM (21 ej) li= 0, 1<j<n}

contenant Cp e Sur U, ~ est constante.

C\A

Démonstration. Soient 8 , 6' € A . Montrons que l'ensemble des c, ev

tels que € ~a 0' est ouvert et fermé dans U .
1 ,
L ~ | B IRN — - 1 N H 1

Il est fermé cgr 6 e, o' = yc1(6) = yc1(6 ) ol 7C1(6) (resp. 7C1(6 )

désigne 1'aboutissement du rayon d'argument 6 (resp. 8') dans Kc , et
1
Y. (6) comme y_ (8') est une fonction continue de <, (ct. [PC]; onn'utilise
1 1

ici en fait que le cas "facile" du théoréme).

Il est ouvert car par le choix des points retirésa M, vy c (21 Gj) ou
1
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yc1(%+ 2! QJ.) (pour i=0, 1=<j<n) estprépériodique répulsif et pas dans

I'orbite inverse de zéro pour fc , donc il n'existe au voisinage de ¢ 1 qu'une dé
1

détermination prépériodique du méme type possible pour la fonction continue

v i ‘ 1.4 ,
yc1(2 Gj) ou yc1(2+2 Gj) . Cgqfd.
LEMME 2. Si ¢ est périodique, ~ = ~
—_— = C SN
T}A
Si ¢ est strictement prépériodigue, le graphe de ~ contient celui de

C‘A
CTlA -

Démonstration. . Dans le cas périodique, U définie au lemme 1 contient

¢, car sans celal'un des points )/M(Z1 Gj) (iz0, 1<j<n) serait compris
entre c et C,. au sens de la relation d'ordre sur £, ce qui contredirait la

construction de ¢ . Des lors, le lemme 1 entraine ~ = ~ .

. Dans le cas strictement prépériodique, on peut seulement dire que ¢ €U
par le méme raisonnement ; les relations & ~ a' ouvertesen ¢ (i.e. « 7éc o)

le restent au voisinage de ¢ donc dans U, d'om l'inclusion annoncée. Cqfd.

Remarque. Ce qui peut se produire dans ce cas, c'est, si ¢ est de la forme

I i <4 b 1 iO id
)/M(z 63) avec i>0 et 1<j=n, queles 2 93. et les 5+2 GJ. , non liés
~ o . o i 1.4
pour <o se regroupent pour c 3 pour i<i, les 2 GJ. et les 5+ 2 GJ.

aboutissent dans Kc en des points opposés, donc ne se lient pas mutuellement.

On en déduit donc, compte tenu du corollaire de la proposition 1 :

COROLLAIRE. Si c estdans 8., ~% = ~ .
— - 0 H C\A

Preuve du théoréme 2.

Casou H est périodique. Il y aici seulement deux Gj . 6 1 et 62 , Qui sont

a dénominateur impair. Par définition de ¢ , un argument propre au moins de
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1'arbre associé & ¢ est de la forme 2" 93. (iz0, j=1,2) ; quitte & renuméroter
e 1 et 62 , hous supposerons que c'est Zi 61 qui est dénominateur impair :
¢ est donc dans AS)O .

Vu la construction puremenf arithmétique des arguments asSociés a un arbre
périodique en fonction des arguments propres faite en [CA.3], il suffit de mon-
trer que 1'arbre associé & ¢ et A ont mémes arguments propres. Puisqu'il est

égal a 1'arbre associé & ¢ (cf. [CA] prop. 1 et 2), on pourra regarder 1'arbre

a la racine c, de la composante hyperbolique de M dont ¢ est le centre.

1

. Casou ¢ 1 est racine d'une composante primitive (i.e. la valeur propre

du cycle indifférent rationnel est 1). Dés lors, tout rayon aboutissant au point

du cycle indifférent rationnel qui attire <, dans KC fournit un argument propre
1

de c 1 ; puisqu'il arrive deux rayons externes de M en c1 , il y a exactement

‘o 'o ‘o 0
deux tels rayons. Ona 2 61 Nﬁ 2 92 , donc 2 61 ~e 2 62 et les arguments
i in 1
propres de l'arbre de <, sont donc 2 0 91 et 2 062 pour un -iO =0 . Il reste

a montrer que iO = 1: sur un cercle, joignons par un segment le point d'argument
2! 61 et le point d'argument 2! 92 d'une part, le point d'argument % +2'6 1 et

le point d'argument %+ 2162 d'autre part, pour chaque i . Si k est la période

de 6 7 ou 0, pour la multiplication par 2, iO se reconnait a ce que les segments

k-1 igtk=1 i +k-1 i +k=1
de 20 61 y 20 6, etde %+20 0, a %+20 6, délimitent une

région qui contient le centre du cercle ; or c¢'est précisément le cas pour i0 =1

(les rayons d'arguments 2k6 17 2k62 , %+ 21(61 et —;—+ 2k82 aboutissant dans H

en & et -§ avec les notations de [AON]).

0, et 92 sont bien les arguments propres de c¢

1 1°

. Casou <, n'est pas primitive. Ici fc agit transitivement sur les
1

rayons aboutissant aux points du cycle indifférent rationnel ; comme 61 ~d C] o7

onaaussi 6, ~ 6 donc 62 est de la forme 2% pour un a= 0 . Comme

1c12’ 1

dans le cas ou c1 est primitive, joignons par un segment les 2'e 1 aux 2162 et
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les %+ 2161 aux -12-+ 2162 . La encore les segments de 2k61 a 2k92 et
1

3+ 2k6 ] a -;— + 2k92 délimitent une région qui contient le centre du cercle, ce

qui montre que ce sont bien 6 ] et 62 qui sont dans KC les rayons adjacents
: 1

au pétale contenant ¢ et ce sont bien les arguments propres de Cy -

1 ’

Cas ou H est strictement prépériodiqgue. Comme dans le cas précédemment

traité, joignons sur un cercle les points d'arguments « et «' pour tout couple
«, a' de points de A équivalents par “H et qui sont donc aussi équivalents
pour ~_ (cf. lemme 2).

- Casou ¢ € 9, . Onvamontrer que ce cas ne peut se. produire. Ii ne
suffit pas ici de regarder ~/ , mais il faut revenir a NCT , égale a ~. sur A
d'apres le lemme 2. On peut alors, dans le schéma auxiliaire, ajouter des seg-
ments entre les arguments externes de § (resp. -S). Comme & et -8 sont
de part et d'autre de zéro sur H (cf. [AON.5] : il n'y a pas de point de branche-
ment de Zk—1 sur 1-6,8[), on peut donc trouver & et o' tels que 2a et

2a' soient un GJ. et un Oj, (1=j=n, 1=j'<n), dontles rayons associés

aboutissent dans KC en 6, ettels que sur le schéma auxiliaire, les segments

T
de o a o' etde % +a 2 % + o' séparent le centre du cercle de tous les
segments correspondant a Ngl\ . On a alors la situation suivante :
A
& 2&4 0
2 -lbl «
v L -
of z-oo(
f'L + o 1 f.é’ﬁ-'bl
ﬁ— * 2&.’ 0
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Si 6 et 6' sontles arguments propres de 1'arbre de ¢, et k 1'ordre
du cycle de fc , on a alors une absurdité, car le raisonnement du lemme 1 montre

K (a') aboutissent encore en un méme point, qui devra &tre sur
C _
1'arc réglementaire dans K_ joignant les aboutissements de & (Zk'16) et
c
- o
Ry (% + 2k 16) ; mais cet arc est dans K_, d'ol une contradiction.
c

que RKC(a) et R

. Casou c€ ® On peut définir a et o' comme ci~-dessus. Si un

2 -
216J. (1<j<n, i=0) estargument propre de 1'arbre de ¢, tous les autres
216J., {(1<j'<n) le sont aussi, puisqu'ils sont ~e équivalents a 2163’ . Suppo-

sont que ce soit le cas pourun i, > 0. D'apres la remarque qui suit le lemme 2,

10—1 1 i
tous les 2 GJ. etles = +2

0

ll
0= Tg. (1<j<n) sont alors ~. équivalents. On

2 ]

a donc une situation :

Comme la relation ~c est non croisée, cela impoge que RK (o) aboutisse
aussi en zéro, ce qui est impossible puisque 210_1ej est de la fo?me 2Pa  avec
p#0 et O n'est pas périodique pour fo

Comme un 2163. (i=z0, 1=j=n) au moins est argument associé & ¢ par

choix de ¢, les 9J. (1 <j<n) sont bien des arguments propres de 1'arbre

de c. Cqfd.
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2. ADRESSES FINIES.

Soit ¢ un point de 8 . Une adresse finie pour c¢ est une suite finie

(CO,TO,C1,T1,...,cr_1,’rr_1,cr)' telle que :
(a) co=1/4 ; Tg=0 et c, =0 si r=1.
(b) c,=c.

(c) c; est l“origihe de N('ri) pour i =0,...,r=1 .

(@ o, € N*(ri) pour i=0,...,0=1 .

PROPOSITION 2. Soit ¢ €8 tel que I (c) ne soit pas réduit a un point, ou

soit de la forme {p/ 2k} . Alors, c¢ admet une adresse finie unique.

, . i sps s ] 7
Démonstration. Posons Co=C> et définissons Ci o T; par recurrence.
[

. 7 R [
Pour tout i, T est le chef-lieu de I(Ci) , et Cir1

est 1'origine de N(T;) .

(Remarquons que les I(c "i) vont en croissant, de sorte que le chef-lieu de I(c ui)

A

est défini pour tout i .) Le nombre ‘r“i est de la forme p"i/ 2ki , etles k"i vont

en décroissant strictement jusqu'a ce qu'ils s'annulent. Il existe donc un r tel
]

-0, i.e. 7. ,=0, diou c' =1/4. On pose alors c.=c. . et
r-1 r i r-i

, et (CO,TO, .o ,Tr_1 ’Cr) est une adresse finie de ¢ . Il est clair

]
que kr—1

9
T, =T .
i r-1-i

qu'une adresse finie de ¢ est nécessairement obtenue ainsi, d'om 1'unicité. Cqid.

Remarques. 1) Soit ¢ € 8§ ayant pour adresse (cO,T c.,T C On a

0’ 1 ? 1 LR ] F) .
Co < <y <...< Cn - L'ensemble des points antérieurs a ¢ est
. . .
[CO,C1]N(TO) U...U [CI‘—1’CI‘]N(TP_1) . Si c'€ ]ci_1,ci;| , lepoint c
admet pour adresse (CO’TO’ R T ,cl) .
2) On peut définir des adresses infinies, en remplacant la condition (b)

par (b%): N I(Cr) =1I(c) . On peut alors démontrer que tout point de § admet

une adresse finie ou infinie.
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3. POINT DE SEPARATION.

PROPOSITION 3, Soient ¢ et c¢' deux points de § satisfaisant aux conditions

de la proposition 2. Alors, c _é_t ¢' admettent dans & une borne inférieure

c"=cach .

Démonstration. Soient (co, Tgrene ,cP) et (CS,T(;, ces ,c;,) les

adresses de ¢ et c¢' respectivement, et soit k le plus grand i tel que T = 'rui .

Les points ¢ et Cll appartiénnent a la nervure stricte N*(Ti) , donc sont

k+1

comparables ; soit c¢" le premier des deux. Il est clair que: ¢" est le plus grand

+1

minorant commun a ¢ et c? . Cqid.

Remarque. L'hypothese que c¢ et c¢' satisfont aux conditions de la proposition 1
n'est pas essentielle : on peut s'en passer en considérant éventuellement des

adresses infinies.

PROPOSITION 4. Soient ¢ et c' deux points de § satisfaisant aux conditions

de la proposition 1, et posons c" =cAc' . On suppose ¢ et ¢! non comparables

(i.e.c#c' et c'#c, desorteque c" <c' et c"<c). Ilexiste alors trois

arguments 91 , 62 , 93 associés & ¢" tels que, quitte a échanger ¢ et ¢!,

on ait 0 < 91 < arg_(c) = arg+(c) < 92 < arg (c') = arg+(c') < 93 <1.

§ ]
Démonstration. Soient (co,'ro, ceesCp = c) et (co,'r('), e esCpr = c’)

. §
les adresses de ¢ et ¢!, et k leplus grand i tel que 'ri='ri . Ona

c" € N(7 Posons T, =T, 4 si c"=¢, 4 et T, =T, silc" <Cq s O

k) ’ *
définissons de méme T; . Ona c" € N(T*) et c" € N(T;) , donc il existe
% gk g*

guatre arguments 6? , 92 » 935 04 associés a c¢" tels que Ty soit le chef-lieu

celui de [6), 62: ] . On aalors GT

* * * a¥ * %
et 63 < arg_(c') sarg (c') <6, . D'autrepart, T £ [63 ,64] ou 7' ¢ [91 ,62] .
* . .
11 en résulte que 1'on peut extraire de {91 s 9;,6; , 62: } trois arguments satis-

%
de [67, egj et T <arg_(c) = arg, (c) < 6,

]
*

faisant aux conditions requises, Cqfd.
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Pour c €8 et 6 un argument associéa c , on définit R(c,8) dela
fagon suivante : si c € 391 UAQZ , R(M,8) aboutit en ¢ et on pose
&(C,G) =R(M,8) =R(M,8)U{ct. Si c¢€ 8, , ¢ est le centre d'une composantes
hyperbolique W et ®(M,6) aboutit en un point c' € 3W ; on pose alors
R(c,6) =RM,8)Ulc,c' I .

La proposition 3 admet comme complément :
COROLLAIRE. Soient c, c', ¢", 61, 62, 63 comme dans la proposition 34. Alors,

c, ¢' et R(M,0) sont contenus dans trois composantes connexes différentes de

C - LBJ S?b(c",ei) .
i=1

b,

4. L'IMPLICATION (MLO)= (HG2) .

(Y]
THEOREME. Si M est localement connexe, toute composante connexe de M

est hyperbolique.

Démonstration. Supposons M localement connexe et soit W une

(]
composante connexe non hyperbolique de M. L'ensemble oW est infini non

dénombrable, et comme 8 est dénombrable, on peut trouver trois points Xq 0 X,

et x3 distincts dans oW & . Le lacet de Carathéodory T -+ 3M est surjectif ;

ona 3Wc 3W, donc on peut trouver t, , t,, t; tels que R(M,ti) aboutisse

3
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en x; . Quitte a permuter les X, et les ti , On peut supposer que
0< t1 < t2 < t3 < 1. Soient T =p/2k et 7} =p'/2ku tels que :
©) 0<t,<T<t,<T'<ty<1 ;
notons ¢ et c' les points d'aboutissement de ®(M,7) et ®(M,7'), et posons
c" =c N\¢' (les points ¢ et ¢! satisfort aux hypothéses de la proposition 1).

Comme ¢ et c' sont maximaux dans 8, ils sont non comparables. D'apres

la proposition 3 et son corollaire, on peut trouver trois arguments 91 ,6,,86

2773
associés & c" tels que ¢, ¢' et R(M,0) soient dans trois composantes distinctes
3 . 3
de €-Y, ou Y= U R(C",Gi) . Posons X = WU_U1@('M,ti)U{Xi}.L"ensemble
1:1 1= AN

X est connexe. Ona XNY =@ : en effet, les points de X dans € - M ont
des arguments externes irrationnels tandis que ceux des points de Y N(€ - M)
sont rationnels, X N 3Mc 3W-8 et YN 3IMc 8§, XN Mc W non hyperbolique
tandis que Y M I?/I est vide ou contenu dans une composante hyperbolique de centre c".
La relation @ montre que ¢, c' et ®#(M,0) sont dans trois composantes
connexes distinctes de €-X .

Soient U la composante connexe de €- X contenant Y et V la
composante connexe de €-Y contenant X . Toute composante connexe de €-X
autre que U est contenue dans V , donc V contient au moins deux des trois

ensembles {c} , {c'}et R(M,0) . Contradiction. Cqfd.

R(M,o)

T\Mrr,SsiL\e o «fm&su avec XaY= %
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EXPOSE N° XXIII

RESSEMBLANCE ENTRE L'ENSEMBLE DE MANDELBROT

ET L'ENSEMBLE DE JULIA

AU VOISINAGE D'UN POINT DE MISUREWICZ

par Tan-Lei

§1. NOTATION ET ENONCE. INTRODUCTION.

Soit KC 1'ensemble de Julia rempli de fc tz — 22+c . Soit M l'en-
semble de Mandelbrot, i.e. M est l'ensemble de c tels que OEKc . On
rappelle que COEZM est un point de Misurewicz si le point 0 est strictement
prépériodique par fc , c'est-a-dire s'il existe deux entiers 2>0 et k>0

(@]
tels que £° (0) = £ mais £70) = 857 N0), et que 0,= (25 ) (%) est 1a
(@] (@] (o] O (@]

valeur propre du cycle {fi (0),f§+1(0),...p§:k_1(0)} . En vertu du théoréme 1
e} o o

de [AREMAR] et de ses compléments, on sait que les arguments externes de c

dans M sont ceux de cO dans Kc . Dans ce mémoire, on va chercher une
o
relation géométrique entre M et Kc au voisinage de c, - Plus précisément,
o
on aura :

THEOREME. Soient cOEZM un point de Misurewicz et o la valeur propre du cycle

sur lequel tombe 0 , alors il existe un sous-ensemble fermé Z de € avec

_ . n
0,Zz=2% et A€T-{0} telsque pT__ (K, ) —>12 et

o o
n
’pOT—CO(M) —> A\Z

lorsque n tend vers « .

Ici, T est la translation de —C, i le sens de la convergence sera précisé au §2.
o}

Comme hypotheése générale de ce mémoire, on suppose toujours que COGEM est

un point de Misurewicz et Oy le premier point du cycle sur lequel tombe 0 .

On notera 2 le plus petit entier positif tel que £ (0)=a_ et k la

o



- 140 -

période du cycle. On rappelle que Kc est d'intérieur vide et que le point pério-

o
dique o/ est répulsif (i.e. ]po[ >1). Le théoréme ci—dessus est la conjonction

du théoréme 1 du §3 et du théoréme 2 du §5.

§2. DISTANCE DE HAUSDORFF.

Soit E un espace métrique localement compact a boules fermées compactes
(i.e. pour ackE , RER' , la boule fermée B(a,R) est compacte) avec une
métrique d . Notons F 1'ensemble des sous-—ensembles fermés de E et F,|

1'ensemble des voisinages fermés de‘ o de E.

DEFINITION 1. Pour A.BcE fermés "voisinages de «" i.e. E-A et E-B sont

relativement compacts, on définit &(A,B) = sup d(x,B) = sup inf d(x,y) et une
XEA XEA yE€B

distance D(A,B) = sup{s(a,B),8(B,A)} .

Comme 1l existe xOE E et REIR+ tel que E—B(xo,R) cANB , les deux fonctions
x — d(x,A) et y —> d(y,B) sont continues & support compact. Donc §(A,B)
et &(B,A) sont bien définies. Si C est un autre voisinage fermé de « , pour

tout z€C , ona 6(A,B) = sup inf d(x,y) < sup inf(d(x,y)+d(z,y)) = sup d(x,z) +
XEA yEB XEA yEB X€EA

inf d(z,y) < sup d(x,z) + §(C,B). Comme E-C est relativement compact, il existe
VEB XEA

ZXEC tel que d(x,zx) =d(x,C) pour tout x€A donc &(A,B) < §(A,C) +6(C,B) <
D(A,C) +D(C,B). Idem pour ¢&(B,A). Tout cela implique

D(A,B) < D(A,C) +D(C,B)

De plus, §(A,B) =0 implique AcB , et ¢(B,A)=0 implique B<A , donc une
condition nécessaire et suffisante pour D(A,B) =0 est A=B . Cela nous dit

que D est une distance bien définie sur F1 .

Fixons un point X€E .

DEFINITION 2. Pour A,BcE fermés quelconques, et un réel positif R , on définit
o) 0
Ap = AU (E-B(x_,R)) et B, = BU (E-B(x_,R)). Comme A, et Bp sont dans F1 '

on peut définir aussi

dR(AIB) =D (ARIBR)

DEFINITION 3. Soit {An} une suite dans F et A€F . On dit An —> A si pour

tout R>0 , dR(An,A) —> 0 . Soient S un espace métrique et X:s —> X{(s)
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une application de S dans F . On dit que X est semi continue supérieurement

(s.c.s.) au point S 'si pour tout R>0 et pour toutes les suites {sn} dont

Sp — s, ona é(XR(sn) , XR(SO)) —> 0 . Par contre, on dit que X est semi

continue inférieurement (s.c.i.) au point s_ si S(Xp(s,),X(s )) —> 0 pour

tout R>0 et pour toutes les suites {Sn} telles que s, —> S, - On dit que

X est continue au point S, si elle est en ménme temps s.c.s. et s.c.i. & ce point.

C'est le sens a donner a la convergence dans 1'énoncé du théoreme du §1.

PROPOSITION 2.7. Soient E un espace métrique localement compact a boules fermées

compactes, S un espace métrique et X< SxE . On note X(s) pour s€S 1'ensem-

ble des x&E tels que (s,x)eX. Alors les deux conditions suivantes sont équi-

valentes :

1) X est fermé dans SxE

2) pour tout s€85 , X(s) est fermé dans E et l'application s —> X(s)

est s.c.s. a ce point.

Démonstration : Fixons un point X, dans E pour tout R>0 . La boule
fermée B(xO,R) est compacte dans E par hypothese. X est fermé dans SXE
si et seulement si XN Sx B(XO,R) est fermé dans SXB(XO,R) pour tout R>O0 .
Donc on se raméne au cas que E est un espace compact.
1) ==2). De E compact et X fermé, on déduit directement que X(s) est fermé
pour s€S . Si X n'est pas s.c.s. au point Sq r alors 3 an X(sn) avec
S — S, et X — X5 tels que d(xn,X(sO))Zeo ’ og €6 est un constant (pour
: €
. . O o
tout n), donc f(xo,)\(so)) 25 contradiction avec (so,xo) €EX .
‘s .
2) ==1). Su_pposons qu'il existe {(xn,sn)}CX avec (xn,sn) —_ (xo,so) et
que (xo,so) € X . Conme X(so) est fermé, il existe >0 tel que
d(xO,X(so)) > 280.Donc quand n est assez grand on a d(xn,X(so)) > € cela induit
§ (X(sn) ,X(so)) > €5 contradiction avec la semi-continuité supérieure de X au

point Sy - cgfd.

PROPOSTTION 2.2. Soient U,V deux voisinages de 0 dans c et 9:0 —>V

un isomorphisme de classe C

1 avec ¢(0) =0 et Tocp=T non singulier. Si AcU

est un sous-ensemble fermé et B=¢(A), alors pour p<& T variable et pour tout

R>0 fixg, ona d(p{TA),pB) —> 0 gquand |p| —> w.
(T:z —> Tz est une application linéaire et p: (21"“'Zn) _— (pz1,...,pzn)

est la multiplication par p).
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Démonstration : Pour démontrer 6((p(TA))R , (pB) ) — O , il suffit de
démontrer & ({p(TR) nDRU E)DR , (pB) nDRU BDR) — 0 ,ou D_ = B(O R). Le résultat

R
est trivial quand O€A .

Supposons O€A . Pour €>0 , et yE€ (p(TA) nDRU BDR , si d(y,aDR)<€ ’
alors d(y,(pB)R) <e . Sinon, prenons le point z€A tel que y=p.Tz . Alors

(z) - -
o(z)€B et dly,p0(z)) = [y-poz) || = [o].[z]. [R5 zu.HQ‘—‘T’,—;ﬁ—E
< R|[T” 1[[[ w(Tl) “TZ . L'hypothése Top=T nous dit qu'il existe N>0 et 1>0 tels
que |p| >N entratne |[Z|-= ]’I_‘"1 (Tz) | < C —l% < T et puis R‘ (Z;—TZ < % ol

C= [ITH'1.Cette valeur de N ne dépend pas du choix de y . De d(y,ow(z)) < % ; on

a po(z) €Dg. Donc |o| >N nous donne  §({p(TA)) PB) ) < €. Idem pour

R,(
6((pB)R,(p(TA)R). cgfd.

§3. LE PROBLEME DE LA LINEARISATION.
Pour cOE M point de Misurewicz, on a

PROPOSITION 3.1. Il existe un voisinage W de Cq dans € tel que il y ait

une fonction holomorphe a:W — C avec alc )-onO et f]é(oc'(c)) =oaf{c) pour
tout CEW . De plus, pour pfc) = (fk)'(OL(C))

p = inf [ple)| > 1
cEW

Démonstration : Notons F(c,z) = f]c{(z)—z . Alors F(co,ao) =0 et

Fz (co,oco) = (f )! (oc )=-1#0 . Le théoréme des fonctions implicites nous emméne
o)

a la proposition. cgfd.

LEMME 1. Soient U,V deux voisinages de 0 dans € et f£:U >V une fonc-

tion holomorphe avec nf(O) =0 et [£'(0)[<1 . Alors il existe U,=U tel que
f(z)
£1(0)"

£ (U1) CU1 et que { } converge uniformément sur tout compact de U

=

Démonstration : On a d'abord f(z) = f'(O)z+lf"(0)22+O(|z|2) = f'(0)z +

1

£'(0)w(z) ol |w(z)] <Blz[2 avec B > lf"(O)] . Pour z €U , notons

n”()lf(o)l%) (z,) £(z )
f Z f(z f(z z
_ h B O _ 0 1 n -
2y = £ (z)) = £z ), alors oot o TNz E 0z, " F o)z,
n w(z.)
z (1+—z—]—) . Si z_ €D,cU, alors [z, < ([£'(0)[+BR[£'(0)]) |z | = a|z|

3=0 3
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N = ' ) i i Le(0) ] =
oli a= |£'(0)|+BR|£'(0) . Pour que a<1 , il suffit R< BIET (0) ]~ &1

. . n
Fixons R_€]0,R,[ , ona f(DRO)cDRo Si ZOEDRo , alors |znl<a Izo| .

(o 0]
I1 en résulte que E |zn[ converge uniformément sur tout compact de DR ’

n=0 o]
o w(z ) w(z ) oo w(z_)
ainsi que ) | — car = ‘ <Blz_| . Cela induit que ) log(1+—>)
n=0 n n n n=0 “n
w(z_)
et puis w(1+ ) convergent uniformément sur tout compact de DR . cqfd.
n o)

ILEMME 2. Cas de grande dimension. Soit U un voisinage de (CO,OLO) dans

' (]:n+1 = axc = {(A\,2)} . Soit f:U — (En+1 une fonction holomorphe avec

f(\,z2) = ()\,fx(z)) et f(co,‘ao) = (0,0) . Supposons |fé(0)|<1 . Alors la suite

des fonctions o : (A,z) —> ()\,(fi(a(l)))_n(fri(z)—uu))) converge sur une fonction

1

cU dans € , o a()) est la solution implicite de 1'équation

holomorphe ¢ de U

]
fk(z)-z =0 . ¢ est de la forme o(A,z) = ()\,(p)\(z)) avec tp;\((x(k)) =1 et

(p)\(fk(z)) = f;\(a(x))(o)\(z).

Démonstration : La solution implicite o existe dans un voisinage de W de

1=-1£3 (a(A)) |
N . _ A
Cy Quitte a restreindre W , on peut supposer que R1 (A) = B0 TE GO ] est
une fonction continue positive sur W , o B()A) est une fonction continue sur
P 1 1 | en . -n,.n.o
W vérifiant B(A) > _—~if5\(u(>\)| 5 |f>\(a()\))[ . Donc (f>\(0c(>\))) (£, (z)-a(A)
o)
converge uniformément sur tout compact de U1 = U {A}xB(al)) ,R1 (M) selon le
s ' AEW

lemme précédent. En vertu d'un théoréme de Weierstrass ([1]), la fonction

f1(z)-a ())

A

® g(oc()x) ,R1 (AN)) — ¢ (z —> lim ——) est holomorphe et
. n
n' (2) N-»o0 (f)\(oc()\)))
£
q’);\(z) = ]lim ———A—n . Dans notre cas, q)>‘\(oc(>\)) =1 . La relation
nae (£1 (1)) |

(p>\(f)\(z)) = f}'\(oc(k))np)\(z) est évidente. cgfd.

PROPOSITION 3.2 (Proposition de la lindéarisation). Pour SR W, E c,oc(c) et plc) de

la proposition 3.1, il existe un voisinage  de {(c,oe(c))}C

R>0 et un isomorphisme @: Q —>= Wx DR (DR

famille de fonctions holomorphes ¢ :Q —>D_ ( ol Q_ est 1l'ensenble des
c’c R — "¢

ey dans €xC , unxréel

est le disque ouvert) avec une

YEC tels que (c,y) €0 ) tels que pour c€W
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a) wlc,z) = (c,0_(2))
b) ¢_lafc)) =0
c) si (c,z)eqn et (c,gé(z))EQ , On ait

0 (£5(2)) = p(c)e,(2)
d) si (c,z)€Q et p(c)q)c(z) €DR , On ait
@ e, et oo lz) =0 ()
e) q)c':(a(c)) =1.

Démonstration : C'est une conséquence immédiate du lemme 2 en remplagant par

~k
les E)\}AEW

nage plus petit. cqfd.

les fonctions {fk} du lemme et en restreignant U; enun voisi-

On dit que @, est la coordonnée linéarisante.

Donnons-nous maintenant quelques notations utiles :

a) K est l'ensemble des (c,z) EWxT tels que z€Kc , donc

K= u {C}XKC
ceEW

b) Vg = @(@NK) cWxDy

c) YR(c) est 1l'ensenble des yE€E Dp tels que (c,y) € VR , i.e.
YR(C) = q)c(QcﬂKc)

d) Y(c) = U p'(C)n Yp(c)
n=0

e) Y= U {c}x¥(c)
CEW

PROPOSITION 3.3. Pour tout c€W , on a
a) plc) YR(c) NDy = YR(c)

b) p(c) Y(e) = ¥(c) et 5‘(1?) ¥(c) = Y(e) ;

Démonstration :

a) Si plc) YE(Q(C)YR(C))D DR , 11 existe ZGQCHKC tel que y=gpc(z) "
donc plc)y = cpc(f};(z)) € YR(c) (d), proposition3.2). Si y€ YR(c) , alors
= L = -k
y=0.(z) et 510 o (£, 7(z)) €Yp(c).

b) Evidemment. cgfd.
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PROPOSITION 3.4 Pour tout entier 1>0 , (£, )'(c,)#0 .
O

Démonstration : Le fait que fc (z) = z°+c  induit f(': (z) = 2z , donc
o o}

i . % i-2 . s s
(£ )'(CO) = 27f (co).fC (co) e £ (co)cO # 0 car 0 n'est pas périodique
o o o e}
i.e. 0 n'est pas dans l'orbite de c, = fc (0) . cgfd.
o
THEOREME 1. Pour cOEM un point de Misurewicz, on a
1

N .
Y .
plc,) T_CO(KCO) — (f2_1) o) (c)
c o}
o
Démonstration : Il existe un voisinage U de 0 tel que ff:'_1°Tc - soit
o o
un isomorphisme entre U et QC ; donc que q)1 =0 °f§—1orc soit un isomor-—
o o © fe)

phisme de classe C‘I entre U et DR avec @1(0)=0 et Toq),I = (fi-1)'(co).
o

Suivant la proposition 2.2, on trouve cgfd.

§4. UNE PROPOSITION TECHNIQUE..

Supposons que Ac est un voisinage de 0 et que p: A —> T est une
fonction holomorphe avec |p()A)|>1 pour tout A€A . Soit XcAx @ un ensemble
invariant par (A,x) —> (A,p(M)x) et (A,x) — (A, (A) X) , on note _

X{\) 1l'ensemble des xX€CT tels que (A, x}€X . Supposons en plus que X est
fermé et qu'il existe un sous-ensemble AcX(0) dense dans X(0) tel que A
soit invariant par x — -p—(%)—x et x —> P(0)x ,et que pour tout x€A , il
existe un ouvert UX voisinage de 0 dans A avec une fonction holomorphe
gx:Ux —>C (A — F,X(X)) tel que £(0)=x et E(A)EX(N). Soit u: A —C
une fonction holomorphe avec u(0) =0 et u'(0) =0 , - notons Mu 1l'ensemble

des LEA tels que (A,u(A))eX .
~ Sous toutes ces hypothéses-13, on affirme

PROPOSITION 4.1. a) X(A) —> X(0) gu__aglq A —=0 .

b) p(0)”M — X(0) quand n —> +o ,

u' (0)

Démonstration : a) Pour R>0 , il suffit de démontrer D(X()) nDRU oD_ ,

X(0) n DRU aDR) —> 0 . La semi-continuité supérieure est une conséquence immé-

diate de la proposition 2.1. Pour la semi-continuité inférieure, il suffit de
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démontrer
S(AN DRU BDR,X(X) ﬂDRU BDR) —> 0 .

Supposons au contraire, qu'il existe un constant €5 >0 et deux suites {xn}cAnDR et
{)\n}CA tels que >‘n — 0 et d(xn,XR(Xn))g_Zeo . Comme X(0) nDRU BDR est
compact, on peut supposer X, —> X, avec xOE X(0) N DR . Pour n assez grand

et yE€ X(An) nDR , On a

280 < d(x y) < d(x Xy )+d(x 1Y) < €q +d(x /Y)

Par conséquent d(x ,XR()\ )) > € 7 donc il existe XEAN DR tel que

;e quand n estassez grand. D'autre part, comme il y a un voisinage

U;{, de 0 associé & X par l'hypothese, il existe n, > 0, tel que quand

d(xX ()\ )) >

n> n, , on ait AHE U%, et puis gg(xn) € X()\n) , de plus, il existe aussi n22n1

£

tel que quand n>n, , |A | soit assez petit pour que [g&z(A )-X| < 70 , donc
€ £

n>n, entraine d(?{',X()\n)) < -29, i.e. d(X’XRU‘n)) < —29 . Absurde.

b) @ Semi-continuité supérieure. I1 faut démontrer

VR> 0 , 6((p(0)nMu) N D, U 3D

1 :
R’ (m X(0)) ﬂDRU BDR) — 0 .

Pour £€>0 et n assez grand, si y = p(O)n)\E(p(O)nMJnDR , on a AEMu et

I\ ¢ —=—, donc uM) €X() et p(NMu(d) €X(). Mais
lp (0) |

de M ™) ,p (0 (0N = de() M) ,u' (0)y)

IYI-lpm ulh) u(O)l

O)n A
log p (A) <og p (0)
<R\p(>\) u(}\k) u'(0)| .Comme ‘lcgpo\) na — T } =
p (0" - o (0"
log p (A) -1cg p(0 o
= |yl.|—=]. ) ’ <R l ((00))
0(0) B p(O)

n —> +» , donc

dp ()x)nu(k) 0 (0)nu' (0)A) —> 0 quand n —> += , de plus, celé converge unifor-
mément par rapport a YyE€ (p (O)DMu) n DR . Par conséquent, on peut supposer que

p(A)nu(k) €EX(A)ND pour n assez grand et pour tout yE€p (O)nMun DR .

2lu'(0) IR

De G(le (A) X (0)) — 0, ondéduit qu'il existe N1 >0 , tel que

u'(0) IR 2lu' (0) IR
quand n>N, ,JA] soit assez petit pour que § Xy 0 (0) IR %514 (0) ir(0)) <

4

£
2
d'o dlp()™a(n),X, (0)) < 5 . D'autre part, il existe N,>0 tel que

'(O)IR



- 147 -

pour r1>1\12 et yE(p(O)nMu)n DR’ on ait d(u'(O)y,p(}\)nu()\)) < % . Donc

quand n, > max{N1,N2} , pour tout y€(p(0)nMu)f‘l DR , on a

d'(0)y,X (0)) < d(u'(0)y,p(M u(r) +

2|u' (0} IR

+ dlp (M) M) X, (0)) < e

lu'(0) IR

a'ol 6((p<0)“M) X(0))p) =0 .

R ’( ( )

@ Semi-continuité inférieure : »6((m X(O))R ’ (p(O)nMu)R) -— 0 .
On est obligé de démontrer un lemme préalable.

LEMME. Soit X€AN D » et soit £, U, —> € l'application associée.

a) Il existe A voisinage de 0 dans UX et nX>O , tels que VnZnX ’

3! )\n€ AX vérifiant p(k )y E (>\ ).

b) }\nEMu ' }\n—-—>0 et p‘(O) u' (0))\1,1 - X .

1 = EX(X)E X()\) .Choisis~
p(A)

sons a>0 tel que AX = DaCUx et que u'(A) =0 pour AGDa , donc deg ulaDa=1 .
g ()
S <

|
p(M™AeD, €D,

Démonstration : a) Le fait que EX()\) € X(}) induit

I1 existe nX> 0 tel que quand n> n . Notons hrl

g (N

1'application A —> u(A) - -5—— , alors elle est holomorphe dans U et
p(l)

h #0 , de plus, h est de degré 1. Cela induit que hn possede un

nf oD n| oD
a a

seul zéro dans Da ([31, 10.43), i.e. il existe An(x) EDaCUx unique tel que
E_(A)

X n

ulr ) =
n p(>\ 'k

€X()\ ), quand n>n .

b) An(x) EMu et )\n(x) —> 0 (= «} sont évidents, donc d(p()xn) nu(>\n) /X)) —> 0.
Supposons xX€ AN DR ; quitte & restreindre AX , Onh peut supposer

£.(1) €D,.NX()) pour )\EAX , alors [p(An)nu(An)—p(O)nu'(O)An[ ~

, n n
~ o) )l{ T 1 (S) zR}1-£(-°l-— . Mais
n n
p(x ) o(A_) (1)
p(kn)n 51 (0) a(d)
s p(O)n, - [rn e 00| et my = iy o Oy -
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£(n) oA,

=n + nA }\n donc |n)\|<2R' = H 1(}\)’—+0 (n —> +x)
o)™ T " oA )T o Oy
n n (1 3 )
n n
oU\n) ‘ n n
‘log ! — 0 (n —> +x), d'ou d(p()\n) u(xn),p(O) u'(O))\n) —> 0

p(0)"

(n =—> +x), par conséquent, p(O)nu' (0)>\n — X .

Fin du Lemme.

DEMONSTRATION DE (2) b PROPOSITION 4.1.
Pour R>0 et €>0 , posons

V. =D g—ﬁ_g-.
£ R+2 R2
€
2

Alors les V_U u D(x,g) forment un recouvrement ouvert de X(0) ND_ U 3D, ,
€ 2 R R
xEAﬂDR

Pour tout x€A , posons D(x, l'ensenble des yE€C telsque |y-x]| < % .

k
. . » €
donc il existe Xyres .,xk€ AN DR tels que X(0) N DRU E)DRCV8 U jl=J1D(xj,2) . Pour

ces xj €A , d'apres le lemme qu'on vient de démontrer, il existe {)\n(xj)}cM
avec }\n(xj) —> 0 (n — +0) et Nj >0 tel que n>Nj entraine

n_, € 1A ' g
d(xj,p(O) u (O))\n(xj)) < 5 d'ou d(xj,u (0} p(O)nMuﬂ DRU BDR) <3
n>N = max{N1 ,N2,...,Nk} et x€ X(0) nDRU SDR , si xEV8 , alors

. Donc pour

d(x, (u'(0) p(O)nMu)R) < % ; Si, xX€ D(xj,%) pour quelque 3 , alors
1 n ; f n
d(x,u' (0) p(0) kn(xj)) < d(x,xj) +d(xj,u (0) p(0) Xn(xj))
< §+§ = e. , donc
dlx, (' (0)p (0)"M ) ) < & .

Finalement on a démontré que pour R>0 et e¢>0 , il existe N>0 tel que

n>N entraine d(a,—}(sa,(p(O)nMu)R) <& pour X€ (== X(0))

3700) d'ou

R I
. 1 )
(g KON/ (p(O)™M) ) < € . cqfd.
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§5. CONVERGENCE DE plc ) t_, ().
o}

N

Revenons a Kc et a M.

PROPOSITION 5.1. Soit wv(c) = Loc(fi(O)) ou 0 est la coordonnée linéarisante,

alors v'(c )=0 .
— o)

Démonstration : On note u(c) =f§(0) et @(c,z) =@c(z) alors

u(co) = on(co) =0 et v{c) =®(c,u(c)). Les calculs V' (co) =<I>é(co,oco) +
1 = - = B! '
@é (co,oco)u (co) et cI)é(co,ocO) = apc':o(ono) =1 nous donnent V' (co) CIDC(co,oco) +u (co) .

D'autre part,

. cI)(c,OLo)-CD(cO,ocO) . Cb(c,oco)-cb(c,oc(C)) )
Lim c-c = lim c-c -
c>C o c>C ' e} .

o) ~ o)

— ] T = —ry?
= —@Z(co,oco).oc (co) o (co) .

Donc V! (co) =u' (co)—a' (co) = w' (co) ot w(c) =u(c)-a(c). En vertu d'un lemme

du chapitre V de [2], w' (co) =0 , d'ou V! (co) =0 . cqgfd.

THEOREME 2. p(co)nr_c M —
(0]

! (CO) Y(CO) nh—=> ).

Démonstration : Le résultat est en fait une conséquence directe de la

proposition 4.1. Il reste seulement a établir la correspondance entre les résul-

tats obtenus de M et les conditions de cette proposition.

On peut dire que M est 1l'ensemble des c€C tels que ulc) = fi(O) € KC .
Donc WNM est l'ensemble des c€C tels que vic) = tDc(u(c)) €Y(c). Quitte a

restreindre W , on peut supposer que A= T (W) est un voisinage de 0.
o

Soient X l'image de VY par (c,z) — (c—co,z) et X(c—co)=Y(c). Notons

M= T_o (WNM) 1'ensemble des c€C tels que V() =v(>\+co) € X(A) , alors
o

v(0) = v(co) et V'(0) =v' (co) # (0. Notonsen plus '50\) = p(>\+co) pour AE€EAN .,

En vertu de la proposition 3.3, X(}) est invariant par x —> 'S(A)x et

X —> m—,1— X . B désignera l'ensemble des z €& tels que 2z soit un point

p(A)
prépériodique répulsif de fc et que 1l'orbite de z par fc ne contienne pas
o}
0 , alors B est dense dans KC par le théoréme de Fatou. Pour z€ BN o 7
o o
il existe Z, € KC N QC tel que z= f]é (z1) (c), proposition 1.2), donc
o} o o

z, €BN Qc . D'autre part, f]é (z) €B , donc

o] o]

1
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A= U p(co)p.q) (BN QC ) est invariant par y —> p(co)y et y —> (; )y . De
N o o - P
plus, A est dense dans Y(co) =X (0). Pour zoe B, il existe deux entiers m>0 et n>0
vérifiant '
+1 m _ _ +1n _ g -
fglo (z,) - fo () = 0 . Posons Flc,z) = £ '(z) ~f_(2), alors Flc ,z,) =0 et

. _ ' n' _ . ) .
Fz (co,zo) = fglo(zo) (fco(frc[:lo(zo)) 1) . Comme 1l'orbite de z, ne contient pas 0

s 3 . . ! _ a1
et flélo(zo) est périodique .repuls1f, fgo(zo) = 2 fIcnO (zo) ...fco(zo) Z,* 0 et

1
fg (fI::1 (zo))—1 #0 . En utilisant le théoreme des fonctions implicites, nous trou-
o ©

vons qu'il existe Vz un voisinage de <5 et g:V, —> € une fonction holo-
o) “o ~ '

morphe avec g(co) =2z et Fl(c,g(c)) =0 , par suite, g(c) est prépériodique

répulsif pour fc et puis glc) € KC .

. . . _ n
-Pour un point yOEA , 1l existe zO€Bn QCO tel que Y, = p(Co) q)co(zo).

Posons

n(e) = ple)"g (g(c)) pour cev,
O

n
alors n est holomorphe avec n(co) = p(co) (pcO(ZO) =y, et nic) € Y(c).

Posons en plus Uy =T (VZ ) et E(A) = n(>\+co) , alors £(0) =n(co) =Y, et
o o o

(M) € Y()\+co) = X(A). C'est-a-dire pour tout x€AcX(0), il existe un voisinage

UX de 0 avec UXCA et une fonction holomorphe Ex : UX — T telle que

EX(O) =x et que EX(A) € X()), donc toutes les conditions de la proposition 4.1

sont parfaitement remplies, on peut affirmer finalement

B(0) M —> X(0)

' (0)

. n 1
i.e. p(co) T o WnM) —> =

—(T) Y(CO) - qud.
O o]
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