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l::‘.TUDE DYNAMIQUE DES POLYNOMES COMPLEXES

A. DOUADY & J.H. HUBBARD

Ce travail a pour but d'exposer des résultats obtenus par A. Douady et
J.H. Hubbard en 1981-82. Les plus importants ont été énoncés, avec ou sans
démonstration, dans [CRAS] et [Bbk] .

Le présent texte est constitué par les notes rédigées chaque semaine par
A. D. pour son cours '"Systemes dynamiques holomorphes" du ler semestre

1983-84. On excusera les redites.

La terminologie est celle utilisée par A. D. Certains exposés, notamment
"Tour de Valse" (2e partie), ont été mis au point avec la participation de

Pierrette Sentenac.

Ce texte est destiné a &tre repris dans un ouvrage plus complet. Nous

pensons cependant utile de le proposer dans 1'état actuel au lecteur.

Nous remercions le Groupe de Topologie d'Orsay qui a permis cette publieation,
et Bernadette Barbichon qui a assuré 1'éxécution de cette tdche avec compétence et

gentillesse.

Premiere partie : Exposés n°I a VIII

Deuxieme partie : Exposés n° IX et suivants, Appendices

[CRAS] A. DOUADY et J.H. HUBBARD, Itération des polyn8mes quadratiques
complexes, CRAS, t. 294 (janvier 1982)

[Bbk ] A. DOUADY, Systemes dynamiques holomorphes, Séminaire Bourbaki,
Novembre 1982.
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EXPOSE n°l

OBJET DU COURS (ler semestre 83-84)

On étudiera la famille d'applications PC oz z2 +c de € dans € d'un
point de vue dynamique. Pour chaque ¢ , on note KC 1'ensemble des z tels que
Pg(z)v"*  (ensemble de Julia rempli de Pc) . D'aprés un théoréme de Fatou et
Julia (1919), K. est connexe si 0 € K_ et est un Cantor sinon. Onnote M (ensem-

ble de Mandelbrot) 1'ensemble des ¢ pour lesquels KC est connexe, et M' l'ensem-
ble des ¢ pour lesquels PC admet un cycle attractif. L'ensemble M est compact
et connexe, M' est ouvert et contenu dans M . Les deux principales conjectures
sont les suivantes :

(MLC) L'ensemble M est localement connexe

(HG2) L'intérieur de M est M' .

A défaut de démontrer 1'une ou 1'autre, nous avons l'intention de montrer
que (MLC) = (HG2) .

Soit K © € un compact connexe plein (i.e. tel que C - K soit connexe). Il
existe un couple (r,¢) unique tel que r € ]R+ et-que ¢ = goK soit un homéomor-

phisme C-analytiquede € - K sur € - 51* avec ¢(z)/z- 1 quand |z|+ . On

dit que I =T est le rayon de capacité de K . Pour t € T =R/Z , 1'ensemble
2int

J p
(les arguments sont comptés en tours et non en radians). Si <p£ 1(;o e

R(K,t) = (Plg 1 (ipe >r) est appelé le rayon externe de K d'argument t

2int
) aune

limite x € K quand p - r » ondit que R(K,t) aboutit en x , ouque x admet t

comme argument externe dans K . Si K est localement connexe, en vertu d'un théo-

reme de Carathéodory, tout rayon externe aboutit.
Fait trés remarquable, on connait P 7 ainsi que les Y. =@ pour c €EM .
c

Faute de (MLC) , on ne sait pas que tout rayon externe de M aboutit. Cependant :



THEOREME. Tout rayon externe de M d'argument rationnel aboutit.

La situation se présente de facon différente pour les rationnels a dénominateur
impair et les rationnels a dénominateur pair.

Si t €[0,1] estun rationnel & dénominateur impair, le rayon externe ®(M,t)
aboutit en un point ¢ tel que PC admet un cycle indifférent rationnel. Chacun de
ces points est obtenu pour 2 valeurs de t (sauf c=1/4 correspondant a t = 0) .

Si t est a dénominateur pair, R(M,t) aboutit en un point ¢ tel que, par PC , le
point O tombe en un temps fini sur un cycle répulsif. Ces valeurs de c sont appelées
points de Misurewicz. Chaque point de Misurewicz a un nombre fini d'arguments
externes (tous rationnels a dénominateur pair) .

Pour démontrer ces propriétés, on prend le probleme par 1'autre bout. On
étudie d'abord les composantes hyperboliques de l?/l , l.e. les composantes connexes

de M!' . On définit pour chacune d'elles son centre et sa racine : les centres (resp.

les racines) des composantes hyperboliques sont les ¢ tels que PC ait un cycle
superattractif (resp. un cycle indifférent rationnel). On étudie KC pour ¢ centre
de composante hyperbolique ou point de Misurewicz. En particulier, on construit

dans KC un objet combinatoire : 1'arbre de Hubbard. Gréce a cet arbre, on déter-

mine les argument externes de ¢ si ¢ estun point de Misurewicz, et, si ¢ est
le centre d'une composante hyperbolique W , les 2 arguments externes de la.racine
de W . La part d'analyse, assez facile dans le cas des points de Misurewicz, est
nettement plus délicate pour les racines des composantes hyperboliques (mais elle
nous meénera a faire un tour de valse). Reste enfin a montrer que tous les arguments
rationnels sont obtenus. Par un juste‘ retour des choses, ceci est beaucoup plus
facile pour les rationnels a dénominateur impair.

La méthode qui méne a 'implication (MLC) = (HG2) est la suivante : Soient
c1 et C2 deux points de M ayant des arguments externes 6 1 et 62 de la forme

p/2k (quand un point a un argument externe de cette forme, il n'a pas d'autre

argument externe).



En supposant M localement connexe, construisons des arcs topologiques

l"1 et F2 joignant 0 a ¢ ] et <, respectivement (en fait, on impose a ces arcs

certaines conditions -"arcs réglementaires"). Soit Cy le point ou 1"1 et f‘2 se

séparent. On montre que c., est un point de Misurewicz ou un centre de composante

3

hyperbolique, et on peut construire son arbre a partir de ceux de 4 et ‘C2 .

Si ¢ est centre d'une composante hyperbolique W , appelons argument
externe généralisé de ¢ tout argument externe d'un point de ¢W . Dans les 2 cas,
on montre que c3 a au moins trois arguments externes (éventuellement généralisés)

<0, < <t .
t1 , t2 , t3 tels que ’c1 61 t2 <62 1&3
étude peut se faire sans supposer M localement connexe -la définition de C3 parait

Toute la partie combinatoire de cette

alors artificielle.
(o]
Supposons maintenant que M admette une composante farfelue . (i.e. non hyper-

bolique) W . Soient Wy, W, et w3 trois points de oW , et u1 , u2 et "u3 des

arguments externes de Wy Wy, Wy respectivement. Soient 6 1 et 6 5 de la forme

p/2 k tels que u, < 61 < u, < 92 < us , et notons <, et <, les points d'aboutisse~

ment de ® (M,61) et E(M,Bz) . Construisons alors C3 et t., t2 , t3' comme plus

haut. Posons S =W U{w1,w ,W3} U R(u1) U &(uz) U R(uB) =W Uﬁi(u1) Uﬁi(uz) U@(uB) ;

2

S' = R(t1) UR (t2) UR(tB) Uc3 si C3 est de Misurewicz et

S = ﬁ(t1) Uﬁ(tz) Uﬁ(tB) UW' si c, estlecentrede W' . Les ensembles S, S'

3
et R(6 1) U ®(6 2) doivent étre disjoints et cela méne a une contradiction.
Remarque. Cette méthode ne permet pas d'exclure une composante farfelue dont
1' adhérence rencontrerait celle de 2 rayons externes seulement. Cette situation

risquerait de se produire si M n'était pas localement connexe.



RESULTATS SUPPOSES CONNUS
TOPOLOGIE. THEOREME DE JORDAN. I'c R, ¢: s+,

homéomorphisme = 3 & : ]R2 -+ 1R2

homéomorphisme, tel que 4’\81 =Q.

COMPLEMENT. L arcde a a b coupant I' en un point ¢ . On suppose qu'il

existe un homéomorphisme ¥ d'un voisinage U de ¢ surun voisinage V de O tel que
p(UNT)=VNIRx0) et ¢(UNL)=VN(OxR). Alors, a et b sont chacun

2
dans une des composantes connexes de R™ - [".

On dit qu'un compact (resp. un ouvert borné) A c R? est plein si R%-A

est connexe.

PROPOSITION. Soit Uc ]1:22 un ouvert borné connexe. Les conditions suivantes

- sont équivalentes :

- U estplein ;

- Pour toute courbe de Jordan I'c U, le domaine de IRZ borné par I est
contenu dans U ;

- U est simplement connexe  ;

- H'(U;Z) = 0 ;

- 1 (U;Z/2) = 0 ; H(U;R) = 0 ;

- U est homéomorphe a D .

PROPOSITION. Soit K < ]R2 un compact connexe. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

K est plein ;

K admet un systéme fondamental de voisinages homéomorphes & D ;

H(K:Z) = 0 ;

HI(K;R) = 0 ; H'K;Z/2) = 0 ;

Pour tout a € ]R’Z—K , le revétement universel (resp. le revétement



connexe de degré 2) de ]Rz— a induit un revétement trivial de K ;

- Tout revétement fini de K est trivial.

Nous commencerons le cours par une étude plus détaillée des compacts connexes

pleins localement connexes de ]R2 .

FONCTIONS HOLOMORPHES.

THEOREME D'UNIFORMISATION. Toute surface de Riemann (i.e. variété €-

analytique de dimension 1 sur C€) simplement connexe est isomorphe & D, € ou

Z=CU e} .
) ldzl
METRIQUE de POINCARE. C'est la métrique définie sur D par |dz|| =—? .
1- |z
Tout automorphisme de D est de la forme z+ A I_z_t_a avec [X] =1,
+az

la] <1, et est une isométrie pour la métrique de Poincaré.

Si X~ D, on définit la métrique de Poincaré de X en transportant celle de
D . Sile revétement universel X de X est isomorphe a D , on définit la métrique
de Poincaré de X par la condition que 7 : X + X est une isométrie locale.

Soient X et Y deux surfaces de Riemann telles que X ~ Y~ D, et
f: X » Y une application analytique. Alors, f{ est lipschtzienne de rapport 1
pour les métriques de Poincaré. On a ilTX fl] <1 pour tout x € X sauf si f est

un revétement. Si f(X) est relativement compact dans Y , f est lipschtzienne

de rapport < 1 sauf si Y est compact et f est un revétement.

THEORE . Soit Uc 52 un ouvert isomorphe & D et

$: D~ U unisomorphisme. Si oU est localement connexe, ¥ admet un prolon-

gement continu D+ U . (En fait, nous donnerons une démonstration.)

COROLLAIRE. Soit U< € un ouvert borné simplement connexe et ¢ : D+ U un

isomorphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :



1) ¥ admet un prolongement continu D #+ U ;
2) dU est localement connexe ;

3) € - U est localement connexe ;

4) 3 L localement conneke, sUc Lc€-U ;

5) 3y: T -+ dU surjective.

THEOREME de MORREY-AHLFORS-BERS. Nous aurons peut-&tre a l'utiliser.

Nous 1'énoncerons a ce moment-13.



EXPOSE n°1Il

COMPACTS DE (€

1. CHEMINS ET ARCS.

Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application continue
y: I=[0,1] %X . Unarc dans X estun sous-espace de X homéomorphe a I,
autrement dit 1'image d'un chemin injectif. Il est d'usage de dire que X est connexe
par _arcs si deux points quelconques de X peuvent &tre joints par un chemin. Cette

terminologie est excusée par la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Soient X un espace séparé, a et b deux points distincts de X .

Si a et b peuvent étre joints par un chemin dans X , il peuvent aussi étre joints

par un arc.

Principe de la démonstration. Soit ¥ un cheminde a & b . Notons &

1'ensemble des ouverts W< I = 10,10 tels que, pour toute composahte connexe
la,3 [ de W, onait y(a)=v(3) .
Pour W€ §, il existe un chemin yw unique qui coincide avec y sur

I - W et est constant sur chaque composante connexe de W .

| Pour tout ouvert W de (I) sans composante connexe: adjacente, W #% ,
il.existe une fonction croissante A : I+ 1, constante sur chaque composante connexe
de W et vérifiant A(t) > A(s) . si t>s, et Is,t{ ¢W. Si Wc &, le chemin
Yw est de la forme ';Wox . |

{¢. estinductif. Si W € {i est maximal, W n'apas 2 composantes adja-

[o]
centes et W#£I .

Pour W maximal, ;/lw est injectif.
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2. ESPACES COMPACTS LOCALEMENT CONNEXES.

Soit X un espace métrique et h: [0,al ~+ IR une fonction continue crois-

sante avec h(0) =0 . On dit que X admet h comme module de connexité locale si,

pour x et y dans X tels que d(x,y)= r <a, il existe une partie connexe L de X ,
contenant x et y , de diameétre <h(r) . Tout espace admettant un module de connexité
locale est localement connexe. Tout espace métrique compact localement connexe X
admet un module de connexité locale (défini sur tout IR+ si X est connexe).

Un ordinateur ne peut pas dire si un espace métrique est localement connexe,
mais il peut éventuellement répondre 'non" a la question de savoir s'il admet une

fonction donnée comme module de connexité locale.

PROPOSITION 2. Tout espace métrique compact connexe localement connexe est

connexe par arcs.

Comgllément. Supposons que X admette h comme module de connexité locale, soient
x et y deux points de X tels que d(x,y)=r et n > h(r) . Il existe un arc joignant

X a y de diametre = 7.

Démonstration. On peut supposer X plongé isométriquement dans un espace

de Banach E , par exemple en prenant E = C(X:R) et r(x) = (y+ d(x,y)) . Un

chemin polygonal y a sommets dans X est un chemin y: I+ E muni d'un ensemble

fini S:{so,...,sn}CI avec 5,=0< S; C...<s =1, tel que 7(si)EX,

' - 1ogt i Lo I
y affine sur [Si’si+1] . On dit que 1(7 ,3") raffine (y,S) si S'2S et y Is=7|s "

Le pas de y est sup d(y(‘si),y(si+1)) .

LEMME. Soient ¥ : I+ E un chemin polygonal de pas =48 a sommet dans X , et

6' > 0 . 1l existe alors un chemin polygonal ' a sommets dans X raffinant y ; de

pas <8', tel que d(y,y')= h(6) .
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Fin de la proposition avec son complément. Soit (Gn) une suite de nombres

> 0 tendant vers O telle que Eh(én) <n~-nh(r) . Soit ¥ ; un chemin polygonal de x
a y asommets dans X de pas = 61 , de diamétre = h(r) , et construisons par récur-

rence une suite de chemin ('yn) telle que Y, depas < én , d('yn,y ) =< h(6n) .

n+1
Cette suite converge uniformément vers un chemin y_ continu dans X de X avy,
de diamétre < h(r) + € =n . Dans 1l'image de Y, » On peuttrouver un arc I’ joignant

X ay. cqfd

3. LE THEOREME DE CARATHEODORY.

Soit K © € un compact connexe plein (i.e. tel que C-K soit connexe).
Il résulte du théoréme d'uniformisation de Riemann qu'il existe un couple (r,¢)
unique tel que ¢ soit un isomorphisme de surface de Riemann de (C-K) sur (C -l_)r)
| tangenta C en <, i.e. tel que _,w_z(_z_z =+ 1 quand lz'\ + co . Le nombre r estle

rayon de capacité de K .

Pour z € €-K , log |p(z)| est le potentiel de z et 1'argument de ¢(z)

est 1'argument externe de z par rapport a K . Les arguments sont comptés en tours

(et non en radians). L'ensemble des z € C-K d'argument externe € est le rayon

externe ®(K,8) .

THEOREME 1 (Carathéodory). Soit K< € un compact connexe plein. On suppose

qu'il existe un compact localement connexe L tel que 3K < L < K . Alors, 1'appli-
1

o

cation = ¢ ' : € —BP + €-K admet un prolongement continu ¥: € -Dr + C-K.

Démonstration. Pour a € d3D_ et p < 2r, onpose U =D NC-D_.
r o a,p a,p r
e, o o
L'ouvert lp(Ua ) est borné, donc d'aire finie, égale a g A(p)dp , ou
’pO p=0
6+
P 2 T i 2

Alp) = o v (2(p, 8))1"pal = S lo¥'ll -

P
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Posons Fp = aDa’pHC—DP et A (p) la longueur de w(f‘p) . Ona :

+
o

Ap) = o' (z(p,8)) | pdl = Co [¥'], 1>

e ey,

£ 08=6"
p
dlob A (p)% = & w'llz . l|1i12

- pAlp) (e*;— ) = 2mpAlp)

LEMME. Il existe une suite p_ tendant vers 0, telle que X {p_) tende vers O .
n [l ——

27 p

0 2
Démonstration . J o Ap)” dp = Alp)dp <
0 -~

Fin de la démonstration du théoreme. Soit h un module de continuité pour L .

Soit a € aDP et (pn) comme dans le lemme ; posons Un :Ua,pn . La courbe (Ppn)
est de longueur finie, donc a 2 extrémités o et '3n dans oK , distantes de moins
de)\n = ‘)\(pn) . On peut joindre dans L lespoints ¢« et 8  parunarc H de diametre
< . \ < .

< h()\n) et <p(Fn) UHn est une courbe de Jordan J_ = de diamétre _/\n+h(/\n) .

L'ouvert zp(Un) est contenu dans 1'ouvert borné par Jn , donc a aussi un diametre

= AL+ h()\n) . Il en résulte que les U_ = convergent vers un point ¥(a) . Pour

h€oD , avec lb-al< p,» ona lo(b) - T(a)| < )\n+h(>\n) , Cce qui prouve la

continuité de ¥ . cgfd.

Remarque. L'application ¥ induit une application surjective Yk T =R/Z » 3K

que nous appellerons le lacet de Carathéodory. Pour x € 3K , les éléments de

ylz1(x) sont appelés les arguments externes de x .
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4. COMPOSANTES DE L'INTERIEUR DE K .

PROPOSITION 3. Soit K< € un compact connexe plein localement connexe, et

0
notons (Ui)i €1 la famille des composantes connexes de K

a) Pour tout i , Di est homéomorphe au disque fermé.

b) diam Ui + 0 (i.e. Ve>0 l'ensemble des i tels que diam Ui >e¢ est fini).

Démonstration.

a) Si I' est une courbe de Jordan dans U.i , le domaine limité par [ est
contenu dans K , donc dans Ui . Par suite, Ui est simplement connexe, donc iso-
morphe a D ou C . Comme Ui est borné, il est isomorphe a D . Soit ¢: D -+ Ui
un isomorphisme. On a an c oKC X —Ui , et oK est localement connexe. Il résulte
du théoréme de Carathéodory (apres inversion centrée en ¢(0) que % se prolonge

en ¥: D Ui continue. Reste a montrer que \Ili est injective.

oD

@) Partie analytique. V x € oU; \I'—1(x) est d'intérieur vide dans T : ceci résulte

du principe de réflexion de Schwarz.

B) Partie topologique. V x € an , \11—1(x) est connexe. Supposons que non ;

soient t. , t u, disposés comme ci-dessous

1 t ¢ ]

y Uy
2 1 2 1\

luy

| : 1
tels que \If(t1): U(t,) =x, \If(u1);éx , \I/(uz);éx , et soient A et B des arcs C

)
d' extrémités (’[1 ,t2) (u1 ,u2) se coupant transversalement en un point. Alors, ¥(A))
est une courbe de Jordan I'cK , et ¥(B) la coupe transversalement en un point,
donc 1'un des points ¥(u 1) , \I’(uz) est dans le domaine intérieur a I' et 1'autre dans
le domaine extérieur. Mais, il ne peut y avoir de point de an o aK’ dans le domaine
intérieur a I'.

La partie a) résulte de «) et 3).
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b) Soient n >0, h un module de continuité pour K et (Ui ) une suite de
v
o

c.c. de K telle que diam Ui >m . Dans chacun des U, soit (Xv’yv) un couple
v

de points tels que va -X, | Zm . Quitte & extraire une suite, on peut supposer que

X, +x et \ +y. OnaxecK, ye€K, ]y—xi =Zm . Soient A1 et A.2 des voisi-

nages connexes disjoints de x et y dans K, k tel que Xy et X1 soient dans A ]

Yi et ke dans A2 . Soient H1 un arc de X, a X1 dans A1 , H2 de Yy a

Vi dans A2 s J1 de X, a ¥y dans Uik et J2 de xk+1 a Vi dans Uik+1 .

On peut trouver une courbe de Jordan I' < H, UH2 UJ1 UJ2 avec T ﬂJ1 et I‘ﬁJ2

. o
non vides. Alors, I'c K , le domaine intérieur a I' est contenu dans K, donc dans

o] .
une composante connexe de K, et rencontre Ui et Ui , Ce qui est absurde.
k k+1 °

thd‘;.

5. PROJECTION SUR UNE COMPOSANTE.

PROPOSITION 4 et DEFINITION. . Soient K < ]R2 un compact connexe plein locale-

o
ment connexe, U une composante connexe de K et x € K . Soient Y, et v, deux

chemins dans K , avec 71(0) :yZ(O) =X, 71(1) € U ; notons u, le pluspetit t tel

-

que 7i(t) €U. Ona 71(u1) = 72(u2) . Ce point est appelé la projection de x sur U

et noté nU(x) .

Démonstration. Si x € U , ona u = 0 et 'yi(ui) D K . On peut donc supposer

x £U 1 - Posons y; = yi(ui) et supposons y 1 %-yz . L'ensemble

L = 71([0,111 Hu 72([O,u2]) est un compact dans lequel y, et y, sont joints par un
chemin, donc aussi parunarc J, etona JNU=LNU = {y1 ,y2_} . En complétant
avec un arc H de Yq a Yo dans U, tel que HN3U = {y1,y2} , on obtient une
courbe de Jordan I'. Si z 1 et Z, sont deux points de dU entrelacés avec (y 1 ,y2) ,

o
1'un est dans le domaine V intérieura I', mais V< K, d'ou V¢ K et comme

VAU#@, ona V& U, d'ol contradiction. cqfd.
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COROLLAIRE. Pour tout arc I'c K, l'ensemble I'MN U est connexe.

PROPOSITION 5. Soient K< ]R2 un compact connexe plein localement connexe et

. . o] —
U une composante connexe de K. La projection WU : K+ U est continue, localement

constante sur K - U.

Complément. Soit h un module de connexité locale pour K . Alors, h est un module

de continuité pour #; . Si h(d(x,y)) < d(x,U) , ona WU(X) = wU(y) .

Démonstration. Soient x ety € K, 8 > h(|y-x!) et y uncheminde x a y

de diametre =6 . Si v([0,1])NU#£ @, soient u et v le plus petit et le plus grand

t telsque y() €U . Ona 71(x)=y), 7(y)=y(), et dn),n(y)) =< diamy([0,1])
= 6. Si ¥([0,11)NU #£@, en concaténant ¥y aun chemin de y a un point de U

on obtient un chemin de x aunpointde U, d'ou 7n(x) =7(y) . Si 6> d(x,U), on

est nécessairement dans ce dernier cas. cqgfd.

6. ARCS REGLEMENTAIRES.

Soit K< € un compact connexe plein localement connexe ; notons (Ui)i €1

(]
la famille des composantes connexes de K . Choisissons dans chaque Ui un point LA

Ceci détermine, a multiplication par un A de module 1 pr“es,‘ un homéomorphisme

@ l_Ji + D induisant un isomorphisme €-analytique de U; sur D tel que ¢(w)=0.

Définition. Nous appellerons arc réglementaire tout arc I'C K ayant la propriété

suivante : @AR) Pourtout i €1, e, (TN Ui) est contenu dans la réunion de

2 rayons de D .

PROPOSITION 6. Soient x et y deux points distincts de K . Il existe un arc

A

réglementaire unique I' de x a y .
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Démonstration. a) Existence: Si x et y sont dans un méme U, , cela est

clair : si <pi(x) et <pi(y) ont méme argument, cpi(l“) est le segment [x,y], sinon
c'est [x,0]Ul0,y].

En général, soit y un chemin injectif de x a y . Rangeons les éléments i
de I, tels que 7—1(51) ait plus de 2 points, en une suite (in) , etnotons y_ le

n
mentaire sur ces intervalles. Il résulte de la proposition 3.(b) que les ”n convergent

chemin obtenu en modifiant y sur 7/_1(5i ) ’7-1(61 ) de fagon a le rendre régle-
1

uniformément vers un chemin y . On vérifie que ¥y  est injectif et que son image est

un arc réglementaire.
b) Unicité. Elle résulte du lemme suivant :

LEMME. Soient I'' et I') deux arcs réglementaires. Alors, I‘1 NI, est connexe.

2 2

1

Démonstration du lemme. Supposons que non, et soit :\u,v[l_‘1 une composante
connexe de I, - (.l"1 N 1"2) . Alors, [u,v ]1'*1 U [u,v]l..2 est une courbe de Jordan J ..
Soit V le domaine intérieura J . Alors, V<K, donc V<K, donc 3i Ve U,
et JC Ui . Les arcs [u,v]l.,1 et [u,v]r2 sont deux arcs réglementaires distincts

de u a v dans Ui , ce qui est impossible. cgfd.

Notation. On note [x,y]K 1'arc réglementaire de x a y . Cette notation sous entend

la donnée des w; . Si x =y, onpose Ix,y]l=1{x}.

Propriétés des arcs réglementaires :

- Tout sous-arc d'un arc réglementaire est un arc réglementaire.

- Soient x, y, z trois points de K . Alors [x,y]K N [y,z]K est de la
forme f_y,c]K (lemme ci-dessus). Ona : [x,y]K = [x,c]K U [c,y]K ,
EY7Z]K = [y7C]KU [C,Z]K ’ [X,Z]K = [X’C]K U [CyZ]K .

En particulier, si [x,y]K N [y,z]K = {y}, l'arc [x,y]K U [y,z]K est

réglementaire. Nous noterons c(x,y,z) le point ainsi détini.
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7. ARBRES REGLEMENTAIRES.

Nous dirons qu'une partie X de K est réglementairement connexe

si, pour x et y dans X, ona [x,yjK c X . Une réunion d'une famille de parties
réglementairement connexes ayant un point en commun est réglementairement connexe.
L'intersection d'une famille quelconque de parties réglementairement connexes est

réglementairement connexe. On définit 1'enveloppe réglementaire [A] d'une partie

A de K comme l'intersection des parties réglementairement connexes contenant A .

PROPOSITION 7. Soient x Xy des points de K . L'enveloppe réglementaire

TR

['x1 yens ,xn] de {x1 e ,xn} est un arbre topologique fini .

Démonstration. Par récurrence sur n, c'est évident pour n=1 ou 2,

oupour n=3 . Supposons que [x "TEER ,xn] soit un arbre topologique fini et soit

Xp.q € K . Soit a un point quelconque de [x1 yon ,xn] et notons c le premier point

' N . . N -
de 1'arc [Xn+1 ,a] (en partant de Xn+1) qui appartienne a [x q7++-1Xy ] . Alors

[ _ ° _
[x X L] = [x1,...,xn_1U[c,xn+1] et [x1,...,xn]ﬂ[c,xn+1] = {C}n .

1°°° n+1

Remarques. 1) Toute extrémité de [x1 e ,xn] est 1'un des x, , mais il peut y avoir
des X qui ne sont pas des extrémités.
2) On pourrait définir des arcs géodésiques. Mais la proposition 7 ne marche-

rait pas.
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EXPOSE n°III

CONNEXITE LOCALE DE CERTAINS ENSEMBLES DE JULIA

1. ENSEMBLE DE JULIA.

Soit f: € + € un polyndme de degré d >1 . On appelle ensemble de Julia

rempli de f l'ensemble K. des z tels que fn(z)4—' o , C'est un compact. En effet,

f
1+la, . |l+...+la_|
soit f.:z »a,z0+...+a , posons R™ = sup (1, d-1 2
i d o) \ad\
Pour |z|> R, ona |i(z) | = \z\d/R* . Par suite, K= N f_n([—)R*)
Posons Jf = b(Kf) ; c'est 1'ensemble de Julia.

Nous étudions particulierement la famille (fc)CE c définie par fC(z) = 22 +cC.

Tout polyndme de degré 2 est conjugué par une application affine unique a un fC unique.
Par exemple z - 22 + 1z est conjugué a f. pour ¢ = X/2 - x2/4 . Onnote K_

1'ensemble de Julia rempli de fC .

PROPO SITION 1 (Julia, Fatou). a) Si 0¢€ K., l'ensemble K_ est connexe.

b) Si 0 £ KC , l'ensemble KC est homéomorphe a 1'ensemble de Cantor.

Démonstration. Choisissons R > 1+ |c| et posons v, = (fn)-1(DR) pour

tot n. Ona V. .SV e K =NV_.
n+ n c n

1

a) Pour tout n, 1'ensemble Vn+ est un revétement de \/n de degré 2 ramifié

1
en 1 point, VO est un disque, donc Vn est homéomorphe a un disque pour tout n ,

et K =NV _ est connexe.
C n
b) Il existe un m tel qué 0¢ Vm etc= fC(O) £ Vm . Alors, Vm’ est homéomorphe

a un disque, mais pour tout n=m 1'espace V4 estun revétement de degré 2, non

1

ramifié, de Vn . Par suite, pour tout k , l'ouvert Vm a 2k composantes connexes

+k

homéomorphes au disque. Notons Sk le maximum des diametres de ces composantes

connexes pour la métrique de Poincaré g de Vm . L'application fc : Vm+1 - Vm
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admet deux sections g, et g, lipschitziennes de rapport A <1 pour g , d'olu

;5k < )\k_16 En particulier, 5k » 0, d'ou b). cqfd.

1
Pour un polyndme f de degré d >2, ily a en général plusieurs points
critiques, d'ol plus de possibilités. Si tous les points critiques appartiennent a K £

1'ensemble Kf est connexe. Si aucun point critique n'appartient a Kf , 1'ensemble

K £ est un Cantor. S'il y a au moins un point critique hors de K ¢ (et éventuellement

d'autres dans K f) , l'ensemble K ; aune infinité non dénombrable de composantes
connexes, mais certaines peuvent n'étre pas réduites a un point. La démonstration

est analogue.
Pour tout polyndme f , le compact Kf est plein : cela résulte du principe du

maximum. On a f(Kf) = f—1(K f) =K, . L'application f induit une application holomorphe

o

o]
(donc ouverte) et propre de Kf dans K i Par suite, pour toute composante connexe

[¢] : [o]
son image f(U) est une composante connexe de K £ et f induit une appli-

U de Kf,

cation propre de U sur f(U) .
Il y a des polyndmes pour lesquels K £ est localement connexe et d'autres
(méme en degré 2) pour lesquels il est connexe mais non localement connexe. Le but

de ce chapitre est de donner des conditions suffisantes pour que K £ soit localement

connexe.

est connexe).

2. REPRESENTATION CONFORME DE C —Kf (cas ou Kf

PROPOSITION 2. Soit f: € = € un polyndme monique de degré d=2 . On

suppose Kf connexe. Alors, le rayon de capacité de Kf est 1, etla représentation
d

conforme ¢: € - Kf“ﬁ" €-D, tangente a 1'identité en conjugue f a zr¥ z

Démonstration. Soit R le rayon de capacité de Kf ; posons r =1/R,

@ (z) = 1/¢(z) pour z€C-K,, et gzéofo@_1: D~ D, par g:@ofo¢_1

sur D~ {0} et g(0) =0 . L'application g est holomorphe avec un zéro d'ordre d
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en 0, elle est donc de la forme z* uzd , et u ne s'annule pas sur Dr .- D'autre -
part, g est propre, donc |u(z)| tend vers T/Pd—1 quand |z| = r; par suite, u
est constante. Comme f est monique et ¢ tangente allidentité en ©», ona u(0) =1,
d'oli u(z) =1 pourtout z, r= 1 , glz) = zd pour z €D et e,o(f((p—1(z))) _

pour |z|>1 . cqfd.

Remarques. 1) Supposons que O € Kf , Soit z € @—Kf et posons z, = fn(z) . I

résulte de 1'équation fonctionnelle cp(zn+1) = (cp_(zn))d que ¢ est donnée par le produit

infini _
% a4 a 1/drl+1
e(z) =z 0 (1+ SRR e ) (notations du n° 1)
' n=0 n zn

L'ambiguité due a 1'exposant fractionnaire est levée de la fagon suivante : pour n
% ' 1/ dn+1
tel que Izn\ > R", prendre la détermination principale de (1+¢) "/~

sur D .
D'autre part, chaque facteur, comme fonction de z , admet une unique détermination
continue tendant vers 1 quand z = o . Ce produit infini converge avec une rapidité
fantastique a partir du moment ou |z n | > R” .

2) Dans la démonstration (et méme dans 1'énoncé) de la proposition 2, nous

supposons connu le théoreme de Riemann d'existence de la représentation conforme.

On n'en a pas vraiment besoin, puisqu'on peut le construire effectivement.

3. LE LACET DE CARATHEODORY .

Soit f: € # € un polyndme monique de degré d=2 ‘tel que Kf soit connexe.
Si K £ est localement connexe, la représentation conforme ¥ = (,c>"1 : €-D~ €-K :

tangente a 1'identité en « admet un prolongement continu a € - D (théoréme de

Carathéodory), d'ou une application continue surjective y : T =IR/Z -+ dK définie

par t z/)(ezm t) : c'est le lacet de Carathéodory de K, (ou de f) . Nous allons

donner un procédé pour construire le lacet de Carathéodory, procédé qui converge
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si et seulement si K ¢ est localement connexe. Par la suite, on utilisera la convergence,

de ce procédé comme critére pour savoir si K ¢ est localement connexe.

Considérons le rayon externe R(Kf,o) d'argument O . Soit 'yo : T ~»C

un lacet tel que y(T) < €~-K '}O(O) € R(Kf,O) » Yy d'indice 1 par rapport a un

f b4

point (donc a tout point) de K -

PROPOSITION 3. a) On peut définir par récurrence une suite (yn) de lacets T + €

par les conditions f(7n+1(t)) = yn(d.t) , 7n+1(0) € RO(Kf) .

b) Pour que K

¢ soit localement connexe, il faut et il suffit que la suite ('yn)

soit uniformément convergente.

c) Si K, est localement connexe, lim (yn) est le lacet de Carathéodory de K iz

f

Démonstration. (a) L'application ¢ °y, estde laforme t p(t) e21_77 o) ,

ou p: T Ji,+o[ et 6: T =+ T sont continues, avec € de degré 1 et 6(0) =0 .

L'application 8 se reléve en F: R+ R continue avec ’5(0) =0 et ’5(t+1) = 3(’[) +1-.

: n
2im el’l(t)) , 1/2 ot 8 : T~ T

Alors, 7 est donné par t+ <p_1(pn(t) e ol pn(t) = p(t) R

provient de §_: t+ zin- B2

(b - il faut) et (c) Uniformément sur T , p,* 1 et Gn +id . Si va est
IOCalement connexe, Y= 90-1 admet un prolongement continua €-D , donc Yh
converge uniformément vers tw ¥ (e2177 t) .

(b - il suffit) Supposons que les ”n cohvergent uniformément vers un lacet

y, : T = €, etmonirons que 7, (T) = 3K, . Tout compact de Z-D est contenu

i
dans un L - D1+e , donc tout compacfc de & - Kf

Comme Py -+ 1 uniformément, pour tout voisinage V de K

).
, ona 7n(’llf‘) c V pour

est contenu dans un cp_1(23 -D..¢

f
n assez grand. Il en résulte que y_(T) < aKf .

Soit x € 0K, et y € C-K, un point voisin de x . Soit L. un chemin dans

f f

- Kf joignant y a o« . Pour n assez grand, yn(’ll“) NL=¢@g, donc 7, est d'indice

O par rapport a y . Comme il est d'indice 1 par rapporta x , yn(’III‘) coupe le
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segment [x,y], et il existe un t, tel que 'yn(tn) € [x,y], d'ou lyn(tn)—x] <ly-x|
Ceci ayant lieu pour tout y , on peut trouver une suite (nk) et une suite (sk = tnk)
telle que ynk(sk) = X . Quitte a extraire une suite, on peut supposer que (sk) a une
limite s, alors y_(s)=x .

Ceci montre que yoo(ﬂl“) = oK ;e Comme 1'image d'un compact localement

connexe par une application continue est localement connexe, oK £ est localement

connexe, et il en résulte que K £ est localement connexe. Cqfd.

4. APPLICATIONS EXPANSIVES ET SOUS-EXPANSIVES.

Soit §i un ouvert de € . Une métrique riemannienne (compatible avec la

structure complexe) sur §: est la donnée pour'tout point z € {& d'une norme sur

TZ(&) =& ; cette norme est nécessairement de la forme tr [t =u(z) |z| ol u est
une fonction sur {: & valeurs dans ]R’:e . Onécrira ||dz|| =u(z) |dz| . Si u est
continue (resp. ...) on dira que c'est une métrique riemannienne a coefficients continus
(resp. ...). Si & est muni de la métrique riemannienne définie par une fonction
continue u , on définit la longueur eu(y) d'un chemin y de classe C' par

: 1 1
eu(y) :J Ild(y ()]l :J u(y (t)) |y'(t)|dt . La distance du(x,y) pour x et y dans
0 0

{« est la borne inférieure des longueurs des chemins de x a y . Soit f: & - Sa1

une application holomorphe, ou §: et §: 1 sont des ouverts de C munis de métriques

riemanniennes définies par u et uy respectivement. Pour x € {i, la norme de

Txf : TXS'Z -+ Tf(x)ﬂ 1 (chacun de ces-deux espaces étant muni de sa norme) est :

‘ u1(f(X))
||Txf|1 = T £ (x) |

Soient $« unouvertde € , f: & -+ € une application holomorphe et A une
partie de & telle que f(A) < A . Soit u: §& - ]Rf: une fonction continue. On dit

que f est fortement dilatante sur A pour la métrique riemannienne définie par u si




FD (3x>1) (Vx€n) HTXfH ELY

Si A est compact et u continue, il suffit que

(Vx €A) llTXfH > 1

Définition. On dit que f est expansive sur A s'il existe un voisinage V de A dans

$; et une fonction continue u: V - ]ij telle que f soit fortement dilatante pour la

métrigque riemannienne définie par u .

Exercice. Si A est compact, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) £ est expansive sur A . ‘
) @r>1), (3c>0, (vxen), (vneN), |EN'&] =zcA” .

i) (Vx€nr), @neN, ()& >1

Remarque terminologique. Je devrais peut-&tre dire "fortement expansive', certains

auteurs donnant a "expansive'" un sens plus faible. L'anglais permet de faire une

nuance entre "expansive" et "expanding".

Nous allons montrer que, si un polyndme f est expansif sur son ensemble de

Julia J le compact K, est localement connexe (et J. aussi). Mais ceci est vrai

f’ f f
sous des hypotheses plus faibles. Pour les formules, nous allons introduire la notion
d'application sous-;expansive .

Nous appellerons métrique riemannienne admissible sur § une métrique

lldzll =u(z) |dz| ol u est définie continue et strictement positive sur §i- {a1 , ...,ak} ,
. C' .
avec au voisinage de chacun des a; une inégalité m, = u(z) = ——1? avec m, >0,
: |z-a, |"1
: i

0<ﬁi<1 s ci<°°.
Une métrique admissible permet de définir une longueur finie pour tout arc

IR-analytique par morceaux, et une distance qui définit la méme topologie que la métrique
1-B4
¢jlz=ay| 77y

1-8.

fortement dilatante sur A si chacun des f(ai) _ 1 est 1'un des aj , et s'il existe

ordinaire (avec m, \z—ai\ = d(ai,z) < Ondit que f: & » € est
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un voisinage V de A etun A > 1 tels que :

(vxev-(al Urlal), (Tl =)

Définition. Soit A< § un compact tel que f(A) < A . Nous dirons que f est sous-

expansive sur A s'il existe un voisinage V de A dans & et une métrique riemannienne

admissible sur V pour laguelle f soit fortement dilatante sur A .

5. CONNEXITE LOCALE POUR LES POLYNOMES SOUS-HYPERBOLIQUES.

Définition. Soit f un polyndme. On dit que f est hyperbolique (resp. sous-hyper-

bolique) si f est expansif (resp. sous-expansif) sur son ensemble de Julia Jf .

PROPOSITION 4. Soit f un polyndome tel que K. soit connexe. Si f est sous-

f

hyperbolique, Kf est localement connexe.

Démonstration. Nous allons montrer que la suite (yn) définie au n° 3 converge

uniformément. Soient V un voisinage de J ¢ sur lequel il existe une métrique admissi~

; un voisinage connexe de J P rela-

tivement compact dans V . Pour n assez grand (disons n=N) , ona yn(']I‘) cV 17

ble g pour laquelle f est fortement dilatante, V

et y et vy sont homotopes dans V_-J_. . Notons € 1'ensemble des lacets
n n+1 1 f

n: T~ '\_/1 et & l'ensemble des lacets n : T - Vi=Jg s

n=N, ettels que 1(0) € RO(Kf) . Munissons V de la distance définie par g, V

homotopes aux 'yn pour

1

de la distance induite, € de la distance de la convergence uniforme pour cette distance,
et & de la distance suivante :

d(n,n") = inf sup ¢ (s+= h(s,t))
h homotopie de 7 a ' ter

h(s,0) € & (K)

On peut supposer que ¢@(V —Kf) est\ une couronne. On a, pour n= N,

) .

1

1
< o

n+2 n+1
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Par suite, (yn) est une suite de Cauchy dans &, donc aussi dans € puisque

dg < dg . Mais & est complet, donc (yn) converge dans € , et la topologie de €

coihcide avec celle de la convergence uniforme pour la distance usuelle puisque V1

est compact, donc (7n) converge uniformément pour la distance usuelle. Cqfd.

6. POINTS PERIODIQUES.

Soit £: € =+ € un polyndme (ou une fonction holomorphe).

Un point périodique pour f est un point x de C tel qu'il existeun n> 0

pour lequel f(x) =x . Le plus petit n ayant cette propriété est la période k de x .

. . i

Le ¢ycle de x est alors {xo, - ’Xk-1} , ob X, = f(x) , etlavaleur propre de ce
cycle est p = v(fk)'(x) = i (Xi) . On dit que x est un point périodique attractif
(resp. répulsif, resp. indifférent) si |p| < 1 (resp. |p| >1, resp. |pl=1) . Un

point périodique est dit superattractif si p =0 ; cela équivaut a 1'existence d' un point

critique dans le cycle. On dit que x est un point prépériodique s'il existe un entier ¢
tel que £ (x) soit périodique.

Si x est un point périodique attractif de période k , le bassin de x est
1'ensemble des points z tels que fnk(z) tende vers x quand n tend vers« . Le
bassin immédiat de x est la corhposante connexe du bassin de x contenant x . Le
bassin (resp. bassin immédiat) d'un cycle attractif est la réunion des bassins
(resp. bassins immédiats) des points de ce cycle.

Soient f un polyndme et x un point périodique attractif de f . Le bassin

(v}
de x est contenu dans K donc, x € Kf .

f b

[¢]

LEMME. Le bassin immédiat de x est la composante connexe UX de K_f contenant x .

Démonstration. Ce bassin immédiat est évidemment contenu dans UX .

Soit V un disque fermé pour la métrique de Poincaré de UX , de centre x .

L.'application fk induit une application holomorphe de Ux dans lui-méme, qui n'est



- 26 -

pas un isomorphisme, donc lipschitzienne de rapport A < 1 sur V ; par suite, tout

point de V est attiré par x .

PROPOSITION 5 (Fatou, Julia). Tout cycle attractif a dans son bassin immédiat un

point critique au moins.

Démonstration. Le bassin immédiat UX d'un point x du cycle contient un
point critique de fk ; sinon UX serait isomorphe au disque D et fk serait un auto-
morphisme de UX dont 1'inverse contredirait le lemme de Schwarz. La proposition

en résulte. Cqfd.

COROLLAIRE. Un polynéme de degré d a au plus d-1 cycles attracﬁfs.

Si x est un point périodique indifférent, sa valeur propre p est de la forme
62117 o ; on dit que x est un point périodique indifférent rationnel, diophantieh,
liouvillesque si € a ces propriétés. On dit que x est linéarisable s'il existe un

1

difféomorphisme ¢ d'un voisinage V de x sur un disque tel que ¢o fko ¢ ' soit

z++ pz . Le plus grand V possible est le domaine de linéarisation de x .

THEOREME (Siegel). Tout point périodique, indifférent, diophantien est linéarisable.

Pour une démonstration, voir Siegel, Iferation of analytic functions, Ann.
Math. 43 (1942).

On peut donner une démonstration plus simple pour 6 diophantien d'exposant 2
(Herman) .
Riissmann (1972) a étendu ce théoréme a certaines valeurs non diophantiennes de 6 .

7. CARACTERISATION DES POLYNOMES HYPERBOLIQUES OU SOUS-

HYPERBOLIQUES.

THEOREME 1. Soit f: € + € un polynéme. Pour que f soit hyperbolique (resp.

sous-hyperbolique), il faut et il suffit que tout point critique de f appartenant & K

f

suar diliré par un cycle attractif (resp. soit prépériodigue ou attiré par un cycle attractif).
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Démonstration. a) Il faut : Soient V un voisinage de Jf , ¢ une métrique

riemannienne admissible sur V , E C V un ensemble fini et A > 1 tel's_ que u soit

a coefficient continu sur V-E et que, pour tout x € (V-E) ﬁf_1(V— E) , on ait
ilTfo,-L Z A . Pour €>0, notohs Ve 1'ensemble des x € V tels que dp(x,Jf) <e.
Si ¢ est assez petit, on a f_1(\/€) c V ; alors f_1(V€) c Ve/A c (\’/e. En effet,
pour tout x € V€ et tout €' > ¢, on peut trouver un chemin y de p-longueur < ¢!

joignant X aun point de J, et évitant E; si y € f_l(x) , on peut relever y en un

f

chemin d'origine y , on obtient un chemin de u-longueur < €'/X joigriant y aun

point de J; , d'oh d“(y,Jf) <e'/a .

Choisissons un tel ¢ et posons L = Kf - {)/e . L'ensemble L. est compact,
donc la famille (Ui)i ¢y des composantes connexes de K ¢ qui rencontrent L est fini
et chacune de ces composantes est prépériodique. D'autre part, on a (L)< LO ;

donc si fk(Ui) c U, ona fk(Uiﬂ L)c Ui_ﬂLO ot £

induit une application de U; ML
dans lui-méme fortement contractante pour la métrique de Poincaré de Ui . Il en résuite
que tout point de L est attiré par un cycle attractif.

Soit E" 1'ensemble des a € E tels que le coefficient de g soit non borné
ali voisinage de a . Pour a € E* , ona f(a)€ EX si f(a) € V . D'autre part, pour
tout point critique ¢ de f appartenanta V, ona f(c) € E* si f(c) €V . Soit ¢
un point critique de f, appartenant a K. Si (Vn) fic) € V., l'ensemble des (c)
pour n >0 est contenu dans E* , donc fini, (et c est prépériodique.. S'il existe un
n tel que fn(c) £V . pouruntel n ona fn(c) €L et ¢ est attiré par un cycle

attractif.

Si A =@, tout point critique est attiré par un cycle attractif.

b) 11 suffit : Soit R >R, de sorte que f—1(BR) c b Choisissons pour

R -
chaque point périodique attractif a de f un disque ouvert Aa centré en a de facon
iy c - _ \, 1 .

que f(Aa) Af(a) . Posons UO DR agA A_a , o A estl ensemble des points

périodiques attractifs, et U, = f_n(UO) - Par construction de U_, 1'ouvert U1 est

relativement compact dans U, ;etcomme f: €+ € estpropre, U est

n+1
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relativement compact dans Un pour tout n .

Supposons d'abord que tout point critique appartenant a K £ soit attiré par un

cycle attractif. Il existe alors un n tel que Un ne contienne aucun point critique de

f . Fixonsuntel n et notons u la 'me’trique de Poincaré de Un (popr chaque compo-
sante connexe V de Un , on prend la métrique de Poincaré du revétement universel

V de V et on la descend sur V). Soient V et V' deux composantes connexes de Un
telles que V' contienne une composante connexe W de f_1(V) . Alors, il existe une
application g : VERYE qui est "une détermination de f"1 " ., plus précisément telle
que f m'og=7 ou m: VaVet n: V= V' sontles projections. En fait,

V' oW, donc g n'est pas surjective, et HT,)? gll < 1 pour tout ¥ Y , la norme
étant prise pour les métriques de Poincaréde V et V' . Par suite, HTxf”,u > 1

pour tout x € Un+ et I est dilatante pour g .

1 b
Supposons seulement, maintenant, que tout point critique appartenant a Kf

soit prépériodique ou attiré par un cycle attractif. Il existe un n- tel que tout point

critique ¢ de f appartenant 2 U, soit prépériodique, avec P(c) € U,, pour tout p .
Fixons un tel n et notons E la réunion des orbites directes de ces points critiques.
C'est un ensemble fini, etil n'y a pas, dans E , de point critique périodique (car un

tel point serait superattractif, donc dans ‘A) . Pour x € E, on peut définir §(x) et

v(x) €IN par : &6(x) = I deg f
pz0  P(x)
o
et vix) = TGy P-p-com- {6(y)}y€(Uf_p(x))ﬂE

Pourtout x €E, ona 6(x) = degxf.é(f(x)) , et v(f(x)) est un multiple de degx(f).v(x).
Soit X un revétement ramifié fini de Un , hon ramifié au~-dessus de Un -E
et avec comme degré de ramification v(x) en chaque point au-dessus de x pour x € E .

Notons X le revétement universel de X , et g la projection X - Url . Alors, X

X

descend sur Url - E et y donne une métrique riemannienne g . Au voisinage de chaque

induit un revétement galoisien de Un ~ E , etla métrique de Poincaré u~ de X



- 29 -

point x € E., le coefficient de 4 est de la forme \L(Zl-\—g ou u est continue >0
z-X
V-1

et 3= ; par suite, i est une métrique riemannienne admissible sur Un .

v
Soient x et y deux points de Un tels que y € f-1(x) . Il existe alors deux

~y

points X et y de X au-dessus de x et y respectivement, et une application holo-

morphe g : X+X , qui est un relevement de f—'1 telle que f(rf) = ng . L'application g

~

est contractante pour la métrique de Poincaré de X . Mieux, comme 1'image dans X

) , donc relativement compacte, g est lipschitzienne

> A1
~ g
X

on peut garder la m&me application g , et

~ -1
de g(X) est contenue dans Ty (Url+1

de rapport Ag<1. Ona : HTny Quand on fait varier y

1
ko Tyl

dans une composante connexe de- Upit

comme Un+ n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, il existe un A < 1 tel

1

que, pour tout y € U_ .- E, onait HTy f“# >d | Autrement dit, f est fortement

1 A

dilatante pour H , qui est une métrique riemannienne admissible sur Un . Cqtd.

Remarque. Il existe des polyndmes dont 1'ensemble de Julia est connexe, mais non
localement connexe. C'est le cas par exemple pour f polyndme de degré 2 admettant
un point fixe (ou périodique) indifférent non linéarisable. Pour une démonstration,

voir Séminaire Bourbaki, novembre 1982.
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EXPOSE n°l1V

ARBRES DE HUBBARD

[¢]
1. ACTION SUR m,(K,) .

Soit f un polyndie de degré d= 2 , et notons (Ui)iEI la famille des

o o
composantes connexes de Kf , de sorte que 1= 'ITO(Kf) . Rappelons que, pour tout

i€1, f(Ui) est un des Uj , avec un j qu'on note f*(i) , etque f: Ui -+ Uj est
holomorphe et propre de degré di , avec di—1 égal au nombre de points critiques

dans U, , comptés avec multiplicité, de sorte que ?J(di—1) < d-1 (égalité ssi f
: i

est hyperbolique avec K, connexe).

f

PROPOSITION 1. On suppose f sous-hyperbolique.

a) Tout élément de I est prépériodique pour f, .

b) Pour tout i périodigue, Ui contient un point périodique attractif, dont

il est le bassin immédiat.

0
c) Tout cycle de composantes connexes de Kf contient au moins un point
critique.

Remargue. a) est vrai sans 1'hypothése de sous-hyperbolicité (Sullivan), mais la

démonstration est beaucoup plus difficile.

Déinonstration. Soit V un voisinage de J & une métrique riemannienne

£’
admissible sur V et A > 1, telsque Vx €V! = f—1(V) , IiTXfH,, = X . Soit
*‘

€>0 tel que V 1= {x €V, dp (x,Jf) < e} soit relativement compact dans V ; posons

V! = f—1(\/1) et L=K,_~ V“1 . L'ensemble L est compact et on a f(L) = Kf\V1 <9 .

1 f
Notons I l'ensemble des i € I tels que U, ML #¢@ . Comme les U ML forment

un recouvrement de L par des ouverts disjoints, I, est fini.

L

(a) Ona f*(l donc tout élément de I, = est prépériodique. Soient

L) = IL ’
Log € - Log d(x,Jp)

iel, XEUi et n=
Log A

Alors f(x) €L, d'oll f,(i) €1

L ?

donc i est prépériodique.
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(b) Soit i tel que fi(i) =i, avec k= 1. On a alors fk(Li"\% Ui) c LN U, =
c Loﬂ Ui .. 11 en résulte que diam (fk(L N Ui)) < diam (LkﬁUi) , ol est la

tho . . . k L .
méirigue de Poincare de Ui . Par suite, f : Ui - Ui n'est pas un isomorphismme,

4T ka < 1 pour tout x € LOU, , sup 4T ka <1, fk:
X i ~ X
L ]Ui

ment contractante, donc admet un point fixe &, attractif.

LM Ui.: D  est forte-

Le point périodique ey attire tout point de L ﬂUi , et en faisant varier ¢ ,
on voit qu'il attire tout point de Ui , donc Ui est contenu dans le bassin de oei .

Comime il est connexe, il est contenu dans le bassin immédiat. Ce bassin immédiat

(]

est connexe , contenu dans K, et contient o donc contient Ui , et finalement

f

lui est égal.

(c): L'application fk : Ui -+ Ui est holomorphe et propre mais n'est pas un
k-1
isomorphisme, donc est de degré S >1 . Or, '“O df:i = § , donc 1'un de ces facteurs
j= (i)
est > 1, etllouvert Ufj ( correspondant contient un point critique. Cqid.
i
*

2. LES CENTRES DES Ui .

On garde les notations du § 1.

PROPOSITION 2. On suppose que tout point critique de f est prépériodigue.

On peut alors choisir, pour tout i €I , un isomorphisme @ Ui =+ D de facon que
- dj o

Vi, ¢ ofo(pi1 : D~ D soit 1'application zv z © . Si d=2, ce choix

£ (1)

*

est possible de facon unique.

LEMME. Soit h: D+ D une application holomorphe et propre, de degré o6, telle

gue h(0) =0 . On suppose gue tout point critique de h est prépériodigue. Alors,

<

h est de laforme zt xz" avec x| =1.

Démonstration. Si ¢ =1, h estun isomorphisme, donc de la forme z ~ Az .

On peut donc supposer & > 1 . Alors, 0 attire D, et tout point critique de h

tombe sur O en un temps fini.
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Notons A la réunion des orbites directes des points critiques de h .
L.'ensemble A est fini. Soit ¥ un lacet entourant A tel que ¥ R h"n(A) =0
pour tout n , et posons yn = hn('y) . Pour n assez grand, yn est contenu dans un
petit disque de centre 0 , qui ne contient aucun autre point de A . Alors, Yn est
homotope dans D - A a un lacet .r,n de longueur arbitrairement petite pour la métrique
de Poincaré de D - A. Comme h": D - f_n(A) + D - A est un revétement, y est
homotope dans D - h ™ (A) (et a fortiori dans D - A) A un lacet 1 relevant -
On a alors longD(r,) = 1ongD_h_n( A) N = longD_ Al arbitrairement petite, ce qui
montre que A est réduit a un point qui est nécessairement O . La multiplicité de O
comme point critiqgue est § - 1.

L'application h ést donc de la forme zH— u(z).z6 , ou u est holomorphe,
ne s'annule pas, et |u(z)| + 1 quand |z| - 1 puisque h est propre.. Par suite,

u est constante de module 1 . Cqfd.

Démonstration de la proposition 2. Soit i € I un point périodique de période k ,

et &, le point périodique attractif pour f appartenant a Ui . Soit B Ui + D un

isomorphisme tel que <p(cai) =0 et posons h= ¢i o fk o (pi—1 . Il résulte du lemme

que h estdelaforme z + A z“3 , etona 6> 1 en vertu de la proposition 1 (c).

Si on remplace ¢, par ,’ubi avec @] =1, on remplace X par p5-1)\ . Par

suite, on peut choisir Py de facon que A = 1 . Ce choix peut &tre fait de o -1 facons.
Pour 0 =<2 =k-1, larelation déquivalence définie sur Ui par fe est plus

fine que celle définie par fk ; transportée a D par ® elle devient de la forme

] 7
zZ~ Z; = z5 = z? , ou 0' estundiviseur de § . On peut donc choisir, de
=1 - ;50
facon unique o ¢ : U o, T D, tel que ¢ o © fg.ozpi ! soit z++ 25 .
£, (i) £, (1) £, (@)

~ y . . € .
On a alors ‘Pf*(j) ofo ¢ = (z+ z 7) pour tout j dans le cycle {f* D}, _ 0, . k-1°

On procede de méme pour chacun des cycles de f % ° On construit ensuite par
7 . ] 1% . . y . .
récurrence sur vV les %, pour les i tels que f* (i) soit périodique. Le point

:pi_1(0) est appelé le centre de U; - Le pas de récurrence se fait en observant que,



- 33 -

s'il y a un point critique dans Ui , son image est nécessairement le centre de

Uf (i) car dans cet ouvert le centre est le seul point prépériodique. On a alors di
*
choix possibles pour LA Finalement, le nombre de choix pour la famille (goi) est

o (Cuoa)- 1))>< il d;
{ cycle i€¢( : i non périodique

En particulier, si d=2, ily a 1 point critique simple (donc avec un

di = 2) dans l'unique cycle, donc 1 choix pour la famille. Cgid.

A . . . . -1
Remarque. Méme s'il y a du choix pour les ¥ » pour chaque i le centre % (0)

de Ui est déterminé de fagon unique.

3. L'ARBRE DE HUBBARD.

Dans la suite, f désigne un polyndme de degré d =2 tel que tout point critique
soit prépériodique. On rappelle que cela entraine que f est sous-hyperbolique, et

que K, est connexe et localement connexe. On reprend les notations des § 1 et 2.

f
En particulier, ch=zque Ui est muni d'un centre, ce qui permet de définir les arcs

réglementaires.

- On rappelle que, si x et y sont deux points de K £ il existe un arc
réglementaire unique [x;y]f d'extrémités x et y , et que si (xs) est une famille

de points de K ] £ -est un arbre topologique fini, appelé

£’ i

1'ensemble U{x _ ,x
sq’"s |
enveloppe réglementairement convexe (ou enveloppe réglementaire) des X -

. Définition. Nous appellerons arbre de Hubbard de f 1'enveloppe réglementairement

convexe Hf de la réunion des orbites directes des points critiques.

Notons € 1'ensemble des points critiques de f et (HU) les fermetures des

composantes connexes de Hf -C.
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PROPOSITION 3. L'application f induit une application continue de Hf dans

lui-méme, dont la restriction a chacun des H , 6stinjective.

LEMME 1. Soit 1 © K f unarc réglementaire ne contenant pas de point critique

de f sauf éventuellement ses exirémités. Alors, f‘ [ st injective et f(I) est

un arc réglementaire.

Démonstration. Soit y : T~ K, un chemin injectif d'image { . Si foy

f

est injectif, son image est un arc réglementaire car f transforme un rayon interne

de L_Ji en un rayon interne de U Montrons que 7 = foy est nécessairement

()
injectif. Il est clair que y est localement injectif, donc S = {(t1 ,t2) lt1 < t2 et
" (t1) = 7/(t2)} est compact. Supposons S # 0, et soient (t1,t2) € S avec ‘tz—tl

minimum et t, € 1t_,t [ . Alors, #n(lt,,t,]) et n({t,,t,]) sont des arcs régle-
3 1772 1773~ 3’72

mentaires de mémes extrémités ; ils coinhcident, ce qui est en contradiction avec

l'injectivité de 7 sur ]t 1 ,tz[ . Onadonc S=6¢, u estinjectif et #I) = n(T)

est un arc réglementaire. Cqfd.

LEMME 2. Soient (xs) une famille finie de points de Kf et H l'envelogge

réglementairement convexe des (xs) . Alors, f(H) est l'enveloppe réglementaire-

ment convexe des f(xs) et des f(w) pour w € HNC .

Démonstration. L'ensemble H est réunion d'arcs réglementaires de la

“ B 1 £L1.42
forme [xs1,xszif , Lxs ,wlf , [w1,w21f ne contenant pas d'élément de C sauf
dventuellement leurs extrémités. Alors, f(H) est la réunion des [f(xs ),’f(xS )]f ,
. 1 2
[_f(xS ),f(w)]f , [f(w1),f(w2) jf correspondants, donc est contenu dans 1'enveloppe
1

réglementairement convexe des f(xs) et des f(w) . Comme il est connexe et contient

les f(xs) et les f(w) , f(H) est égal a cette enveloppe. Cgfd.

Démonstration de la pr‘opésition 3. La premiére assertion résulie du

lemme 2 . Si x et y sont deux points distincts du méme Hg' , 1'arc 1 = [x,y]f
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ne contient pas de point critique; sauf éventuellement x ou y , donc f\ r est

injective et, f(x) # f(y) . Cqfd.

4. CAS DU DEGRE 2.

On suppose en outre d =2, et f delaforme ziH? z2 + ¢ . Le point critique
est 0. Onpose a_ = £1(0) , et on note A 1'orbite directe de 0 (qui est finie par
hypothése). Deux cas sont possibles :

- Cas périodique : 0 est périodique, on note k sa période ; on a donc

o

#4A=k, A=1{a,,... 28y _ 1} . Les points a, sont superattractifs, donc dans Kf ;
o .

on note Ui la composante connexe de Kf contenant a (qui est son bassin immédiat).
" On a donc d0=2 , d.1=1 pour i =1,...,k=-1, et fk: UO-* UO est de dégré 6 =2:

Uy —— U, = U, L . Ly

21 11 1-1
1T £ )
Il

<

Toute autre composante de K. tombe en un temps fini, par un homéomorphisme, sur

f

1'un des Ui .

- Cas strictement prépériodique (ou de Misurewicz): O tombe en ¢ coups

sur un cycle d'ordre k: ona a d'ol ¢ =2 et

e T %40 B A0

a L'ensemble K est d'intérieur vide (proposition 2) et le cycle

e-1" " T 4k-1 "

} est répulsif. Notons v (i) le nombre de brins de 1'arbre H, en a, -

TERERELI £

PROPOSITION 4. On suppose d = 2 .

a) Cas périodigue: Si k=1, ona c=0, v(0)=0.
Si k>1, ilexiste r, 2=r=k, tel que
v(i)=1 pour 1<i<r et v(i)=2 pour r<i<k .

Les arguments internes des brins en a, sont: O si ¥ (i)=1, Oetd siv()=2.

b) Cas strictement prépériodique : Ona v(0) =2,
vi)=v@=1=<...=v(e)=...=v(e+k-1) .
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Démonstration. a) Puisque f(Hf) SH;, ona v(1)z 2 v(), et

v(D=s v(Q)=...=v(k) =v(0) . D'autre part, si H, # {ao} , cet arbre a au moins
deux extrémités, donc il existe au moins 2 valeurs de i telles que v(i) =1,

d'oi v(i)=v(2)=1=...=v (k) =v(0) <2 . Notons A; l'ensemble des arguments
internes des brins en a (de sorte que ¥ i = # A‘i) , et g: T+ T 1'application
t— 2t . Ona q(A1) C A1 puisque fk(H) CH, d'ou A1 ={0}. Ona

N —1
q(AO)CA1CA2C ...CAkz./-\O , d'ou Aycq (0) = (0,1} et {O}CAiC{O,%} .

b) On a encore :

zvO)=v()=s...sv(e)= ... Sv(C+k-1) < v(e+k) =-v(e) .
Montrons que v(0) > 1. Sionavait ¥(0) =1, 1'application f: H+ H serait
injective ; en contradiction avec f(ae_1) = f(a8 +k—1) . Comme Hf doit avoir au

moins deux extrémités, ona v(1) = v(2) = 1. Cqfd.
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EXPOSE n°V

ENSEMBLES DE JULIA DE MESURE NULLE (1)

La question de savoir si J, est de mesure nulle pour tout polynSme £

f
est ouverte (méme pour les polyndmes z ++ 2%+ ¢) . Nous montrons que c¢'est
le cas si f est hyperbolique, ou seulement sous-hyperbolique (dans ce dernier

cas, la démonstration est seulement esquissée).

1. DISTORSION. -

Définition. Soient U un ouvert connexede € et f: U~ € une application

holomorphe. On appelle distorsion de f sur U le nombre :

. B £'(y).
dist () = x,s;gU \Logp-g( \

Commentaire. On a distU(f) =0 si f estaffine. Ona distU(f) = si f aun
point critique ou si f' est une application U - ¢ non homotope a une constante.
Dans les autres cas, il faut prendre la détermination du Log qui vaut 0 si x =y .
Si f: U2V et g: V »+ € sont des applications holomorphes, on a
distU(gof) < distU(f) +distv(g) .
Si f: U—— V estun isomorphisme, on a : distU(f) = distv(f_1) .
On a distU(f) =< diam int (U). sup l%l,'—l , ou diamint(U) = sup ( inf (¢(y))),

Xx,y€U vy chemin de
¢ (y) = longueur de vy . ‘ X ay

THEOREME 1 (Quasi-auto-similitude). Soient U un ouvert de € , £: U= ¢

une application holomorphe, A C U un compact tel que f(A) € A et que f soit

expansive sur A . Alors :

(Vm>0)(3a,b ) ( Ve ) (Vxep) 3neN
b>a>0 0<e=<a

Bf'(x),a) = 1"(B(x, ¢)) < B(E"(x),b) et disty, oy (E)=m

(+) Les résultats de cet exposé ont été obtenus indépendamment par M. Yu Lyubich.
Une démonstration succinte est publiée dans "On typical behaviour of the trajec-
tories of a rationnal mapping of the sphere" (Dokl., t. 268 (1982),n° 1 ;

traduction Soviet Math. Dokl., vol. 27 (1983), n° 1).
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Démonstration. Soient U 1 un voisinage relativement compact de A dans
U, u: L71 -+ ]Rj_e une application continue définissant une métrique riemannienne
“ et A>1, tels que |iT2fi|;_L = A pour tout z € U1ﬂf—1(U1) .

fll \

Posons M_ = infu, M,=sup u, M, = sup |=1|, M, = sup |f'],
‘ 17 U 2”31 37 9P T 7
Ma M3
M = —W—- , et bO = d(/\,C-—U])
M, mx-1)

. ) i _1
Soit m tel que 0 < m=<1; posons b =inf (bOM y 5

N

et a = be_zm/M4 .
Soit x € A ; posons x, = fk(x) et o = (fk)'(x) pour tout k . Choisissons
n €IN ar‘bitrair‘ement, posons Vn = B(xn,b) et, pour 0=k=n, notons Vk la

composante connexe de f_(n_k) (Vn) contenant x, , de sorte que £7K induit un

M
homéomorphisme de V, sur V_ . Ona diamint(V,)< —2—  d'on
k n k n-k
. _ 2bM MqA
disty, () < i
k A
n n-1 2bM
et dist,, f) = = dist,, <= =m
- 0 k=0 A

k

c b -m -n a m
Il en résulte que V, D B(XO’;rT e )ett (B(xn,a))ﬂvoc B(xo,—n-e )

0 o

Posons ¢, = be " etsoit ¢ telque 0< e < €,

Revenons maintenant sur le choix de n . Comme on a pk < ,ok+1 = 4 Py

pour tout k, et M 4 ela=e"b » Sl n estla plus grande valeur de k telle

-m . m N
que pkeﬁe b, ona : p,e = e a, d'ou

f‘“(B(xn,a)) NV, < Blxy,e) © V,, et Blx_,a)c f“(B(xO,_e)) < B(x,,b)

0
n

et dist )f =m . Cqitd.

B(XO, €

2. DENSITE.

Dans ]RN (ici N=2), soient A et V deux ensembles mesurables,

avec 0 <mesV <« (mes (V) désigne la mesure de Lebesgue de V). On

appelle densité de A dans V le nombre dV(A) = mSZS(AOV . Si vcv!
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mes (V
mes (V!

. .. mesV
Qv(f\,) et 1—dV,(f.)

avec mes (V') < oo | on a d,,, (p) = —mesv,(1—dv(/.)).

V'(

Rappelons le théoreme de densité de Lebesgue : Pour presque tout x € /.,

la densité dB(x r) A tend vers 1 quand v -+ O . Nous utiliserons le résultat

plus faible suivant :

PROPOSITION 1. Soit A C ]RN un compact. Si mes (V) >0, on peut choisir

pour tbut o >0 un point Xp € A de facon que dB(x p)A » 1 gquand p =0 .

p7
Démonstration. Pour p >0, notons Pp' un pavage de ]RN par des

cubes de cdté 4p , et A(p) la réunion des pavés P de Pp rencontrant A .
On a mes (A(p)) » mes (A) , d'ou dA(p)A -+ 1. Mais d/\(p)A est la moyenne

des dP(A) , donc on peut choisir pour chaque p un pavé Pp de Pp de facon

que dP (A) = 1. Soit P'p le cube éoncentrique de c6té 2p . Pour p assez
o)
petit, on a dj (/\)>1——11\—I , donc ANP' £¢@ eton peut choisir x_€ANP' .
mes (B(x,p)) mes (B) R

Alors, B(x,p)c Pp , et — (Pp) = TN , d'ol
N
4

- < -

1 dB(X,p)(A)_. mm d,Pp(/\)) -0 . Cqfd.

PROPOSITION 2. Soient f: U~ € une fonction holomorphe, A ¢ U un compact

et V& U unouvert tel que f,, soit injective. Si dist,() < m, ona :

1= gy E) < &M (1 - a,, (1))

On a mes (f(V)) = h? mes (V) et
2e2m

Démonstration. Soit h = inf,, i£r] .

mes (f(V) - (7)) < mes (f(V\Q)) < h2 g2m mes (V-A) = h

(1-dV(A )) mes(V) ,

d'oll 1= dyyyHA) = mes (f(V)—f(A))/meS (V) < e?-mm_dv(m). Cqtd.

3. LE CAS HYPERBOLIQUE.

THEOREME 2. Soient f: U -+ € une application holomorphe et A € U un compact

tel que f(A) © A et que f soit expansive sur A . Alors, A est de mesure nulle.
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COROLILAIRE. Pour tout polyndme hyperbolique f , 1'ensemble Jf est de

mesure nulle.

LEMME 1. L'ensemble A est d'intérieur vide.

(o]
Démonstration. Supposons que W soit une composante connexe de / , et

soit x € W . La famille des fn\w est bornée, donc les i(fn)'(x)i forment une
suite bornée. Mais comme f est expansive sur A, cette suite tend vers + .

Contradiction. Cqfd.

Démonstration du théoréme 2. Supposons mes (4) > 0 . Choisissons

m > 0 et soit (,oy) une suite de nombres > 0 tendant vers O . D'apres la

proposition 1, on peut trouver pour chaque vV un X, € A de facon que

dB( A+ 1. D'aprés le théoréme 1, on peut trouver des nombres a et b
X, ,0,)

n
(indépendants de v ) , et pour chaque v un n, €N tel que, enposant y,, = f U(xy),

n n
L v . v .
on ait : B(yv ,a) < f B(xy "Ov) - B(yv ,b) et dlStB(xV ’pv)f < m, d'ou
1-d (h) < b (1-4 (1) < b2 2m (1 g (A) ~0
— <2 (1-dp < 2 -
B(yu ’ a) a2 f v B(XV , pV) 32 B(XV ’ pl/ )

Quitte a extraire une suite, on peut supposer que (yv) a une limite y ,

et que |y - Y, \'<§l pour tout v . Alors, B(y,%) C B(yv,a) , et

- <4.(1- ' Mai ) .
1 dB(y g)(A) 4.(1 dB(yV ,a)(A)) + 0 . Mais, cela ne dépend pas de v ;
‘2
d'olr d a (A)=1et AD B(y,%) puisque A est compact. Ceci contredit le
B(yy—
lemme 1 . 2 Cqid.

4. CAS SOUS-HYPERBOLIQUE : CONSTRUCTION D'UN REVETEMENT.

Nous allons reprendre la construction ci-dessus en la modifiant de fagon
a tenir compte de la présence des points critiques.

Soit f un polyndme sous-hyperbolique. Notons A (resp. A_*) la réunion
des orbites directes (resp. des orbites directes strictes) des points critiques de f

qui sont dans J C'est un ensemble fini. Pour tout point critique e, on note

f
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degaf le degré de ramification de f en « (la valeur de a telle que
fle+ z) = f(a) + czd4 ... avec c #0) . Pour @€ A, notons v(a) le produit
des degﬁ(f) pour les points critiques qui sont dans 1'orbite inverse stricte de « .

Soient U un voisinage relativement compact de J, tel que U' = f—1(U) cc U,

f
u: U= ]0,+o ] une fonction continue, telle que u_1(oo ) = A% , définissant une

métrique riemannienne admissible g, et A >1 tels que HTXfiI‘u = X\ pour tout

1 1]

x € U'~A . Pourtout € A, choisissons trois disques A’a , Aoz , Aoz de

1 n 1} 1
centre ¢, derayon r r r avec r <r <r on gque
? y o’ o’ o a o a’ de fa¢ qu

1

Li(e) € ts,) , A'f(d) ccf(al) e Lea) » SHa) CS Ha)) , etqueles &
soient disjoints.

Nous allons maintenant construire un revétement ramifié (non galoisien
en général), Y de U, ramifié seulement au-dessus de A, Soit B un point
périodique répulsif de f n'appartenant pasa A, depériode k . Notons Y

1'ensemble des suites x = (Xn) dans U telles que f(xn): X _q Pour n =1

nclN

et 3 x + 3 quand p~* . Onmunit Y de la topologie de la convergence

Kk p+r
uniforme.

Soit x € Y . Tlexisteun n tel que x_f¢ A® . Alors, pour tout p=n ,
on a xp ¢ A% , puisque f(A*) c A*. sion pose p = d(xn,A*) , pour tout q=0
1' application 4 admet une section 0n+q continue sur D(xn,p) , telle que

oq(xn) =X En posant On_q(z) - f4(z) , “on obtient une section ¢ de

n+q

o (zv) rz, d'ol un voisinage de x homéomorphe au disque D(xn,p) , et
muni d'une carte dans ce disque. Ces cartes munissént Y d'une structure de-
variété. L'application 7 faitde Y - 77_1(A.*) un revétement de U - A* . Pour
o€ A* , l'image réciproque de Aoé se compose de disques analytiques avec degré
de ramification divisant v(a) (mais en général pas le méme d'un disque a 1'autre,
c'est pourquoi le revétement n'est pas galoisien).

L'application [ X - (f(xn)) = (f(xo),xo,x1 ,«..) estun isomorphisme de

y' =17—1(U') sur Y : son inverse est (xo,x1,x2,...)l—' (x1,x2,x3,...) .
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- T
Nous munissons Y des cartes suivantes : Sur 7 1(U - U A‘a) ., on
prend les cartes induites par 7 . Si wc '17—1(&) avec o€ A, la composante

connexe '“Arcv-z de 77‘1([_ C,) contenant & se projette sur A‘o; par une application
ramifiée en ?3:' de degré dE:' : on munit [.'E‘ d'une coordonnée W = W'& (Z() telle
dfv
o
que (WE (x)) =m(x) - o = Xo = G- Ces cartes forment un atlas G .

N ~
Nous allons maintenant munir Y d'une métrique riemannienne u . Sur

- . . . *
Y - @ 1(A*) , considérons la métrique riemannienne 7 () . Pour chaque «€ A,

notons ¢(c) le plus petit i tel que f'(c) soit périodique.
Sur chaque cycle, on peut définir une famille (Va) de nombres > 0 telle

v
que |f'(e)] _\%g_o_zl > 1, puisque dans A tous les cycles sont répulsifs. On
e 1/d~
e Y s G N
définit 47 pour & périodique par v, \dWa\ . On a alors IITo‘fﬂiZ > 1

pour tout @ au-dessus d'un point périodique. On peut ensuite par récurrence
sur (&) définir pour tout «€ A un Vv o de fagon que, en définissant [ 5 bar
la méme formule, on ait encore tlT'&'ﬂlﬁ >1 : il suffit a chaque pas de prendre

v, assez petit.

On peut alors trouver pour chaque & un disque [;."; c ‘:‘”g,; de facon que

, ~ 1 "t ~ ~ ) X

IlI‘f&fnﬁ > 1 pour x € Af& :Af& ﬂ.ﬁa y a€mWa) . Onpose g=inf(n" p,M
1 ~

ou M est pris assez grand pour que 77*;1 < M*;.Vt sur BAE paur tout «

(il suffit de le vérifier pour un nombre fini de valeurs de P , puisque deux points

* v

i

de méme degré de ramification au-dessus du méme point « donnent la méme chose).

PROPOSITION 3. La métrique ; a les propriétés suivantes :

a) Elle est a coefficient continu.

; N ~F = < '
b) Il existe un A > 1 tel que HTX fl]; A pour tout x € ‘Y .

- i1
c) Tout point de U -U & o aun voisinage connexe au-dessus duquel les

applications de changement de feuillet sont des isométries. Pour chagque «€ A ,

~

LY -1,
on peut trouver un nombre fini o e de composantes de ([‘a@) telle que

1,...,

o

chaque composante de 17-1(11 a) soit isométrigue au-dessus de &  al'un des A'& .
i

)
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Tout cela résulte de la construction de : .

5. CAS SOUS-HYPERBOLIQUE.

THEOREME 3. Si f estun polyndme sous-hyperbolique, J £ est de mesure nulle.

Nous nous contentons d'indiquer les modifications a apporter aux démons-
trations des théoremes 1 et 2 .

Soient VC Y unouvertet g: V =+ Y une application €-analytique telle
que V et g(V) soient contenus dans les domaines de cartes de G . On note alors
distv(g) la distorsion de 1'expression de g dans ces cartes. Si on a le choix
entre plusieurs cartes pour V ou g(V) , onprendle sup des distorsions des
différentes expressions.

Soient x €Y et r>0. S'ilexisteunecarte w: { =+ € de G telle
qué ‘B(W(X),I‘) < w() , onpose B(x,r) = w-'1(B(w(x),r‘) . Sion a le choix, on
choisit la carte induite par  (ou on prend 1'intersection).

Soient A © U un compact et V un ouvert de U contenu dans 1'un des A o

On pose : av(A) = ’&61251(04) dWZ(TT-1(V)) Wy (‘W'T(A))

On choisit b, > 0 tel que, pour tout x €Y' = 17_1(U') , B(x,bo) “soit défini et

0
pour tout n=0 , f—n(B(X,bO)) soit contenu dans le domaine d'une carte de G .

Avec ces conventions, la démonstration est analogue.
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EXPOSE n° VI

POSDRONASVILI *)

0. NOTATIONS et INTRODUCTION.

Soit f: C ~ € un polyndme de degré d tel que tout point critique soit
prépériodique. On note C 1'ensemble des points critiques de £, A 1'ensemble
fini nk/JO fn(C) , J et K l'ensemble de Julia et 1'ensemble de Julia rempli,

H l'ar_bre de Hubbard-, i.e. l'enveloppe réglementaire de A dans K . Pour
a€ A, onnote v(a) le nombre de brinsde H en «, 7(a) le degré de rami-

fication de f en « (la multiplicité de « comme point critique est 7(a@)-1 ;

ona 7(a)=1 si ®€ A-C). Les points de A sont appelés points marqués,

en ajoutant les points de branchement de H , on obtient les points remarquables.

Nous retiendrons sur H la structure définie par les données suivantes :

sa topologie,

1'ordre cyclique des brins aux points de branchement (ce qui détermine
ia classe d'isotopie du plongement H + €) ,

1'ensemble A des points marqués,

la dynamigue sur A , c'est-a-dire f\A : A* A,

la fonction r: A+ IN (si f estdedegré 2, ona r(a) =2 si & estle point
critique et r(a) =1 sinon) .

Ces données constituent la structure primaire.

Nous allons montrer qu'un nolyndme de la forme z 22 +c, telque O

soit prépériodique, est déterminé par son arbre muni de sa structure primaire.

(%)

vous saurez guel jour ceci a été raconté la premiére fois.

Alias Flora Poil. Ce nom est un anagramme. Si vous trouvez de quoi,
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iLa démonstration comprend deux parties, une premiere partie topologico-
combinatoire et une deuxieme partie analytique. La deuxieme partie peut se faire
aussi bien en degré d quelconque. Pour étendre la premiére partie, il faut

définir sur 1'arbre une structure complémentaire. On obtient alors le résultat

suivant : un polyndine tel gue tout point critique soit prépériodique est déterminé -
a conjugaison affine pres par son arbre muni de sa structure primaire et de

sa structure complémentaire. .

I. PARTIE COMBINATOIRE

1. L'ARBRE H!.

On pose H' - f—1(H) . Cet ensemble est aussi 1'enveloppe réglementaire

de A1 = f_1(A) dans K . Les points marqués de H1 sont les points de A1 .

Un point de H peut &re marqué (resp. remarquable) dans H1 sans 1'&tre dans

1 une structure primaire (ona r(a) =0

si wé€ A1 -A) . En notant v1(a) le nombre de brins de H! en « , on a, pour

H . On définit de la méme fagon sur H

tout € A .
via)< u1(a) = r(e).v(t(a)

Pour un polyndme de la forme f: z 22 +C, il est facile de reconstituer

1 avec sa structure primaire (ainsi que le plongement H -+ H1) au vude H

H
avec sa structure primaire.

~ Si T estun arbre et F& T un ensemble fini, 1'espace obtenu en coupant
T suivant F est la réunion disjointe des fermetures des composantes connexes
de T-F. |

Supposons f de degré 2, disons de la forme z -+ 22 +Cc. Soit g = 0

le point critique, et a, = fi(ao) . Ona v(a1) =1, d'ou V1(a0) =2 . En coupant
H! en ay » On obtient H(') H; avec disons « 1 EH; . L'application f induit

. . \ 1 S . ;.
un homéomorphisme de chacun des HS sur H , notons bi 1'image réciproque
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‘de a dans H; (s =0,1) . On obtient ainsi un homéomorphisme by = (ai,s)

1

H' sur Hx {0,1}/(31,0)N(a1,1) . L'injection naturelle v : A + H' est donnée

par L(ai) :biS—H avec s=1 si a estdu méme cOté de ag que a, dans H et
1 N\

s=0 sinon . (Dans H', ona b? = b} = ao) . Ceci détermine i: H+ H' a

une homotopie fixant les points remarquables pres. Le point a, n'est pas un point

de branchement dans H] , conc tout point de branchement est dans Hg - b1 ou
} - b1 , et 1'ordre cyclique des brins est donné par celui des brins cge H au

point correspondant.

H

2. LA STRUCTURE COMPLEMENTAIRE.

Ce paragraphe n'a d'intérét que pour d=3 . Nous allons ajouter a la
structure primaire deux données complémentaires.

Soit «€A . Ona «€K siet seulement si (3 n,k) fn+k(c:) = fn(cl) et
r‘(fn(a)) = 2 . Cela se lit donc surla structure primaire de H .

Si &€ I% , les brins de H sont au voisinage de « des rayons internes

o
de la composante U~ de K contenant « . La premiere donnée complémentaire

o
est la donnée, pour chaque @ € C(K, des angles entre lesbrinsde H en « ;
comptés en tours, ce sont des éléments de T = R/Z . Ces angles déterminent
. o o

les angles entre les brins en tout point de A MK . En effet, soit « € ANK ,
et n, le plus petit n=0 tel que fn(oc) €C; si ¢ et &' sont deux brinsen «,

AN , o no no
leur angle est égal aceluide f (£) et f (¢') en £ (&) . Ces angles sont
rationnels, avec un dénominateur qu'on peut estimer au vu de la structure primaire.
La premiere donnée comporte donc une information finie.

Pour @€ A, on appelle bourgeons en « les r(«) v(f(a)) - v(«) brins (%)

de H' en a qui ne sont pas des brins de H . Si 7(a) =1, lafagon dont les

(%)

brins sont les germes des branches.

Les branches de H en « sont les composantes de H coupden @«. Les
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- bourgeons s'insérent dans 1'ordre cyclique des brins de H en a est déterminée
Y O ’ 3 Ve
par la structure primaire. Si a € C{1K, cette fagon est déterminee par les
angles entre les brins en « et en f(a) .

La deuxieme donnée compléimentaire est constituée par la facon dont les

bourgeons en « s'inserent dans 1'ordre cyclique des brins de H pour « € C(J .

3. RECONSTITUTION de H' (degré d=3) .

Notons H' la réunion de H et des bourgeons (représentés par de petits
arcs), et soit _LJE_Q H?: 1' espace obtenu en coupant H' suivant C . Pour tout
oo

og€S, posons C _— HjﬂC et notons H; la composante de H1 coupé suivant C

1

qui contient Hj . L'espace H' est réunion des Hg .

]
LEMME. L'application f induit un homéomorphisme de H; sur. la composante H(')_

de H coupé suivant £(C U) qui contient f(Ho) .

Démonstration. - L'application f est injective sur H’L , donc est un

homéomorphisme de H_ sur son image qui est comipacte. Elle induit donc un

qQ —QqQ -

homéomorphisme de H_ - C& sur un fermé de H-£(C 0) . Comme elle est ouverte.

1 1 .
sur Ho -C et que H o Cc est connexe, ce fermé est une composante connexe,

0- b
d'ol le lemme. Cqtd.
On peut maintenant donner de IrwI1 la description suivante :

1 , X o S
H s'obtient en recollant a H” les H(r suivant les applications

* ¥ ! ' N . .
Les espaces H , Ho et Hcr sont connus a partir de H avec sa structure
primaire et ses données complémentaires, et 1'application f est connue a homotopie

fixant les points remarquables pres.
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iLa proposition suivante en résulte :

PROPOSITION 1. Soient f et g deux polyndmes de degré d =2 tels gue tout

point critique soit prépériodigue. Soit ¢ un homéomorphisme de Hf sur I—Ig

respectant les structures primaires et les données complémentaires. Il existe alors

un homéomorphisme unigue @, de H1f sSur H; , coihcidant avec ¢ sur Af et

tel que go e, =@of .

Compléments. 1) On a ¢1(Hf) = Hg , et la restriction de ¥4 a Hf est homotope

a ¢ parmi les homéomorphismes coihcidant avec iy sur les points remarquables

de Hf .
2) L'application ¢ 1 respecte les structures primaires, et les angles aux

. 1~ 2
points de A (M K.

Remarques. 1) On ne peut en général avoir a la fois go P, =@o f et ®, le =9 ;
il faut une homotopie d'un cdté ou de 1! autre._ Nous avons choisi 1'énoncé qui nous
sera utile.

2) La proposition est vraie en degré d = 2 sous 1'hypothése sur les
données complémentaires qui est ahtomatique puisqu'elles n'apportent aucune infor-

mation ; cela résulte du § 1.

4. DECORATION des ARBRES.

Nous allons maintenant, la saison s'y préte, transformer les arbres en

arbres de Noél. Revenant a f , soit (Ui) la famille des composantes connexes

o o ‘
de K; pour « € ANK, on notera U, lacomposante de centre «. Soit (Ci)

la famille de cartes C-analytiques Ci : Ui—-:NJ-* D telle que 1'expression de f dans

Ty ’ ,
ces cartes soit £ .+ S Q)= &; 1. Pour z €U, , onpose plz) = \gi(z)\ .
: *

L'arbre décoré '-j est la réunion de H et des disques

_ ) o]
N, = {zeUalp(z)S%} pour « € ANK .
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5. CONSTRUCTION d'HOMEOMORPHISMES.

PROPOSITION 2. Sous les hypothéses de la proposition 1, on peut trouver deux

homéomorphismes Y o ¥ 1 : €+ € tels que :

‘a) g (H)=H_ et ¢, est homotope & ¢ parmi les homéomorphismes
0 't g — Ole
Hf -+ Hg qui coincident avec ¢ sur Af .
. (o] (o]
b) apO induit un isomorphisme C-analytique de Nf& sur N (% (a) pour
[¢]

' 3
o€ A.f ( .Kf

c) goy, = yyof

d) v 1 est homotope a ¥ parmi les homéomorphismes € + € induisant

un homéomorphisme H_ -+ Hg , et coincidant avec zpo sur U vo N UA,_ .

o f
o€ A.ff IKf

f

Démonstration.

«) Construction de z,bo . On peut modifier ¢ et % de facon gue
o
pg(@o(z)) = pf(z) pour z € Hfﬁ N,,» «€ AfﬁKf . Sur chaque brin. Hfﬂ N,
1'expression de ¢ dans les cartes Ci et ngo(ée) est de la forme £ — A { avec
A ] =1, etlacondition de préserver la premiere donnée complémentaire entraine
o
que X est le méme Aa pour les différents brins issus d'un « € AfﬂKf donné.
On peut alors définir @, sur chaque N g Par  — A Q;C . On obtient ainsi un
difféomorphisme ¢ ° H- £ -W—Hg .

Soit 7. un isomorphisme de € -D sur € - i prolongé de facon

f £’

continuea € ~D , et définissons de méme 'Tg . Du fait que ? préserve 1'ordre

cyclique aux points de branchement, il résulte qu'il existe un homéomorphisme

h: sl+ gl

tel que goo('rf(u)) = 'rg(h(u)) pour u € S1 . On peut alors prolonger
¥, enun homéomorphisme ¥ - € » C défini sur C - ¢ par |

wo(ff(FU)) = Tg(rh(u)) .
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3 ) Construction de ¥, au voisinage de H1f . Sur H ¥ est donné par

f s

la proposition 1.
Pour chaque point critique « de f , soient Vfcé et Wfa des voisinages
de a et f(o) homéomorphes a D , tels que f induise un revétement de degré
R . g f . g ..
r(e) : Voo {a} -+ W, {f(e)} . Posons W, = ‘*’O(Wa) , etsoit VT un voisinage

de p(&) tel que g induise un revétement ve8 - o(a) wh - ¢ (f(a)) de degré
o «

f

o f(a) = Wi - ¢(f(«)) en un homéo-

rg(cp(a)) = rf(on) . On peut relever Yo W
morphisme zpf : Vg— o Vi - ¢(a) , et griace a 1'hypothese que f préserve les
données complémentaires, on peut le faire, de fagon unique, en prolongeant 4)1
déja défini sur les brins de Hg en «.

Pour chaque point x € I—I1 non critique, on peut trouver des voisinages

f
f f g g ‘ 1 ; £0—
Vo, W, VD, W_ de x, f(x) , z/)1(x) , zpo(f(x)) tels que 1'on ait des homéo

Y
L. w}f( 0, w8 —E-vE | ce qui permet de définir

morphismes V)f(

gpi( =g o po of: Vf( -+ V)g( . Tous ces germes se recollent (on peut invoquer

un lemme de Godement) en un homéomorphisme sz d'un voisinage Vf de Hg

un voisinage ve de H;

sur

, tel que gozp1:¢oof .

¥ ) Extension de 4)1 a € . Les applications f et g induisent des revétements

de degré d (c'est le méme car c'est Z(r(a)-1) +1):

£ a:-ﬁﬂf——+ C-H, , g C—H;——' C-H

Ces quatre espaces sont homéomorphes a une couronne.

Soit x € vi- !

g -

Il existe un relevement unique &p:o: C- H1 !

£ £ - C-—Hg
| o .V , f
de ¥5: € - Hf + C - Hg tel que ¥ 1(X) =¥, (x) . On peut supposer V  connexe
et de la forme f—1(Wf) , ou Wf est un voisinage connexe de ut . Alors, 4)1\/ et
f

f

Alors, cpY et ZPT se recollent en un homéomorphisme

w:o induisent deux relevements de ‘PO : W

1
£

-H,— W®- Hg , qui coihcident en x ;

donc sur Vf -H

zp1 €@,
Pour chaque « € Afﬂ I%f , l'expression de ¥y sur N_  dans les cartes
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f

. 8 . ' (o 1 . ,
- et Ccz est de la forme  + Amﬁ avec \Aa" =1, etl'expression de ¢1

¢
_ r
sera de la forme [+ )\LC avec (/\;,) “« . )\f(n,) . Mais (2 part le cas trivial

¢= {a}), il y a au moins un brin de H,
lequel ¢ et 1,91 colhcident. On a donc nécessairement Al =A o Il en résulte

ou f serait un mondme et H en «, sur

que zp1 coincide avec Yo sur PoA ‘-

f

Soit (qat)tE [0 1] une homotopie entre zpo et ¢1 parmi les hornéornorphismes

6 ) Homotopie de %o a ¥y - Reprenons 7, et 'rg qui ont servi en (&) .

+ 4 o qui coincident avec ¥ sur X = Af UuU Ni . Pour tout t, il existe
G

gla gl

““‘f

un homéomorphisme unique h tel gue $po0Tp = ‘Tg o ht , qui coihcide

¢ f
avec hO =h sur TE1(X) . On peut étendre cette homotopie a € - D en vertu du

lemme suivant, auquel on se ramene par inversion :

LEMME. Soient 0y £t # deux homéomorphismes D + D et (ht) une homotopiée

entre‘ ¢0l51 et ¢, g1 Il existe alors ‘une homotopie (qot) entre ¢, et ¢4
induisant (ht) sur le bord.

Démonstration. En remplacant ¢, par <;:r1 09061 et ht par h,[oh(';1 , ‘on

se rameéne au cas ot ¢y=1. Posons Ht(r.u) = r'.ht(u) pour r € [0,1]. En
remplagant Py par p, o h , on se ramene au cas ol ht =1 pourtout t. On peut

alors définir ¢, par qot(x) =x si |x|=t et @t(x) =t<p1(2(t-) pour |x|=t. Cdtd.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 2. [Ouf ! C'est pas vraiment

vache, je devrais pouvoir faire plus court ]

Remarque : On a du choix pour zpo , mais la donnée de <p0 détermine ¥ -

6. AJUSTEMENT a 1'INFINI.

Choisissons R et R' telsque R>R'>1. Soit £ : €-K~¢€-D

un isomorphisme tel que 1'expression de f dans cette carte soit £+ ¢ d , et
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posons Nfo = {z¢€ C—Kfl leoo(Z) | # R} . Définissons de méme C%c et NS

oo ?

N'f et N'§.

PROPOSITION 3. Dans la proposition 2, on peut choisir ¥ de facon que
Y 1= zpo sur N_, et que vy 1 soit homotope a ‘PO parmi les homéomorphismes
U
o]
€ AfﬂKU{oo}

€ » € qui coihcident avec ¥ sur A, U N

f o’

Démonstration. On peut modifier zpo sur N'i de fagon que son expression
f

oo ?

%, avec \|=w. L.'expres-

sur Nfo devienne +— A dans les cartes [ o ?

sion de ¥, sur Nfo est alors de la forme +— AL ol )\(ﬁ =A .

Choisissons dans 9 i, un point x qui soit un point remarquable de H

Of
ou un point de 1'un des dN_ . On a donc zpo(x) = 1p1(x) , et méme zpt(x) = po(x)

un autre point remarquable, y € Nfo et

f

pour tout t € [0,1] . Soient x' € H,

7 uncheminde x a y telque 7(t) € € - l;%f pour t >0 . Soit ?; un chemin
de zpo(y) a zp1(y) , homotope dans € - zpo(x') au chemin concatenant a,bo(-n)
renversé avec zp1(T/) . En suivant 1'argument de ¢ le long de ’17 , on pbtient un
e21176

8 €IR tel que )\1:>\0

LEMME. a) Ona , =4, sur N si 6€Z .

b) Pour qu'on puisse modifier 1'homotopie de zpo _‘a_i_ z,u1 de facon gUe

b, =¥, sur NL pour tout t, il faut et il suffit que 6 =0 .

Démonstration. La partie a) est triviale. La partie b) résulte de la

description du L du groupe des homéomorphismes d'une couronne fermée induisant

1'identité sur le bord.

Fin de la démonstration de la proposition 3. Faisons varier zpo en fonction

2ims

d'un paramétre s de facon que )\O(s) = )\.O(O) e . On a alors 6(s) = 6(0) + (ﬁ-— 1)s .

d_

Pour s =7

8(0), ona B(s)=0, et ¥ satisfait aux propriétés requises. Cqfd.
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II. PARTIE ANALYTIQUE

1. RAPPEL sur les APPLICATIONS QUASI-CONFORMES.

Si U est un ouvert dé ]Rll , 1'espace de Sobolev h1(U) est 1'espace
des fonctions de LZ(U) dont les dérivées premieres au sens des distributions
sont dans LZ(U) . On note :ﬂ;oc(U) 1'espace des fonctions telles que Vx €U ,
3V voiside x , cul(v), et cul (U) 1'espace c(U) N¥l (U) . Onnote
CH;OC(U,]RD) i'espacedes f: U -+ RP dont les coordonndes sont dans C:ﬁfoc(U) .
Si U est un ouvert de € , on définit Cﬁ.}oc(U ; €) en oubliant la structure

complexe et identifiant € a R? .

Soient U et V deux ouvertsde € et f: U~ V une application. On

dit que f est quasi conforme si f € CZHEOC(U;C) et s'il existe un m < 1 tel que,

1L

OIS ACTD

pour presque tout x € U, on ait

Cette inégalité signifie que Txf (qui est définie pour presque tout x)

préserve 1'orientation et transforme un cercle en une ellipse dont le rapport des

1+m

r— Le plus petit M pour lequel cela ait lieu est le

axes est majoré par M =

rapport de dilatation de f .

-1

Si f est un homéomorphisme quasi-conforme de U sur V, f ° est

quasi-conforime avec méme rapport de dilatation , etona :

HDfAH2 = ZJU \%—le2+ la—;lz = M+1) aire(\[) )

Terminons par deux remarqgues qui nous servirons.
1) Soit (fn) une suite dans Cli1(U) , USIR ouvert. 'Si f +{ uniformément

et HDfnilZS k (indépendant de n), alors f € CH1(U) et ilDszS k . En effet
iD= k> V(v e () || 12| <
2 ’ comp U ox oy’ T

llutlg+ HVllg < 1.
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2) Si t¢€ C&ﬂ(U;C) avec UcC € et %% = 0 presque partout, f est holomorphe.
z

2. CONSTRUCTION de @, et €, .

PROPOSITION 4. Sous les hypotheses de la proposition 1, on peut trouver deux

homéomorphismes CL'O et <I>1: C + € tels que :

1) Q—-O est un difféomorphisme de classe el .

. o o
2) ¢ induit un isomorphisme &-analytique de Nfa sur N> pour

g
0 (s
[o]
«€ Afﬂbe{OO} .

3) go@' :¢00f.

1

4) @, est quasi-conforme.

1

5) €. est homotope a <]>O parmi les homéomorphismes € -+ € coincidant

1
avec &, sur N;=A U . N]; .

v @€ AfﬂKf U{eo}
[Par rapport a la proposition 3, on a perdu po(Hf) = Hg , eton agagné <I>O de

classe €' . i

Soient % et ¢1 : € + € des homéomorphismes satisfaisant aux conditions

1

des propositions 2 et 3 , @‘O un difféomorphisme de classe € de € homotope a

4‘)0 parmi les homéomorphismes coihcidant avec ¥y Ssur h, et flg une homotopie.

f
Les applications f: € —A1f -+ C-Af et g . € —A; - C—A,g sont des revétements.
L'application ¥, : C-A} - GZ-A; est un relévement de ¥, : €-A.* C-A ;

on peut donc relever fig en une homotopie j 1 de ¢ 1 a un difféomorphisme

<§1 : C-—A}_ -+ C—A1g , qui se prolonge en un homéomorphisme € - € .

Le difféomorphisme -i*o est quasi-conforme puisque C 1 est holomorphe

en dehors d'un compact. Il résulte de c) que @1 est quasi-conforme de méme

rapport. L'homotopie Iy est constante sur h

1
f

£ donc 4 est constante sur

=f 1(hf) , qui contient h, . On a les homotopies suivantes, constantes sur h

n £ g -
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O A T TR " d'ol une homotopie h, de se'o’é 41 constante sur N -
Cqfd.

3. La SUITE (<I‘n) .

A partir de #, , \1’»1 et h0 , on construit par récurrence, pour chague n ,

un homéomorphisme a‘}n: € -+ € coihcidant avec @0 sur nf » et une homotopie hn

entre <I>n_1 et @n:

A

;. . [ 4 ) 1
de L R L 'homotopie hrl s'obtient en relevant h -
1 1

et €C-A
f g

= <I=n of pour tout n, etl'homotopie hn est constante

1

C-A;~ C- Ag aux revétements €-A a partir de ¢ ; elle détermine

¢ . Onadonc god
n+

n+1 1

sur h? - £ (n) .

En particulier, in coincide avec %n+1 sur hf , et la suite (@n) est

n Or cet ouvert est € -J car tout

£ £’

[+
est attiré par un cycle de Af N Kf ou par .

localement stationnaire sur 1'ouvert Un

point de € —Jf

PROPOSITION 5. La suite (CI'»n) converge uniformément sur € .

Démonstration. Le polyndbme g est sous-hyperbolique. Soient £ un

voisinage ouvert de Jg , K une métrique riemannienne admissible sur & et

A>1, tels que f-1(ﬁ) c et que HTxgji“ Z X pour tout x € g_1($’z) . Soit

0

n < &. Pour n=n posons p = sup o

0’ x € C-h;

n
0 tel que Qi—hg

4,@(x),809)

(d” désignant la longueur pour u du plus court chemin de <I>n(x) a <I>n+1(x) dans

¢, dans la classe du chemin donné par hn) . Ona p =< % Oy - Il en résulte

n-+1
que la suite (‘i’n) converge uniformément pour la distance définie par . . Comme
elle est constante en dehors d'un compact contenu dans & et que la distance d_

I

définit la méme topologie que la distance ordinaire, (@n) converge uniformément

sur @€ pour la distance ordinaire. Cqtd.
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4. HOLOMORPHIE DE &.

Notons ¢ la limite des fin . C'est une application continue. Pour chaque

Par suite, % est holomorphe sur U nl ¢ —Jf .

n, @n est holomorphe sur n'l ¢

£
On sait que J £ et Jg sont de mesure nulle.

Remarque. Soient J 1 et J2 deux fermés de mesure nulle, ¥: € - € un
homéomorphisme tel que ¥(J 1) = J2 , et ¥ holomorphe sur € - J 1 Cela

n'entraine pas que ¥ est holomorphe.

Contre-exemple. Soit u: R » IR une fonction continue croissante, constante

sur chaque composante du complémentaire d'un Cantor de mesure nulle, mais
cependant non constante. Alors, ¥: (x +iy)++ x +i(y + u(x)) donne un contre-
exemple.

Cepéndant :

PROPOSITION 6. L'application ® est holomorphe.

Démonstration. 430 et 4?1 sont quasi-conformes de rapport M . Il en

résulte que tous les ¥ sont quasi-conformes de rapport M , puisque

g, ° ¢n+1 = (Pn of , avec f et g holomorphes.

On a “D@nnlﬁ(c—hf) < (1+M) aire (€ - hg) , pourtout n . Ilen

résulte, comme on 1'a remarqué a la fin du § 1, que & est de classe cul sur

C - hf . Comme %% = 0 presque partout, l'application ¢ est holomorphe sur
= ;

€-n £ Elle est aussi holomorphe sur € - J, elle 1'est donc sur € . qud.

COROLLAIRE. ¢ est affine.

En effet, 4 est propre de degré 1 .

5. CONCLUSION.

THEOREME. Sous les hypotheses de la proposition 1, f et g sont conjugués

| par une application affine.
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COROLLAIRE 1. Soient f : z*+ 22+c1 et g: zr 22+c2 deux polyndmes

de degré 2. S'il existe un homéomorphisme de H, sur Hg préservant la struc-

f

ture primaire, on a c1 = c2 .

COROLLAIRE 2. Soient <, et <, deux nombres réels, tels que O soit pério-

dique de méme période k pour f: xt— x% + ¢

_ 2
1_§1g. XXt +c, . On_suppose
que 1'ordre induit par celui de R sur {0,£(0),... ,fk—1(0)} et {0,g(0),. ..,gk—1(0)}

coihcident. Alors, c, = C2 .

Ce résultat était connu sous le nom de conjecture de Métropolis-Stein-Stein.

Remarque. On peut donner des variantes de la condition sur les données complé-
mentaires. Je pense qu'une variante possible serait de compléter 1'arbre en

adjoignant a A les points d'argument externe de la forme aiL1 v(points fixes),

. E _a i
ou bien d (peut-&tre faut-il tous les E(Elp—_ﬂ ) .
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EXPOSE n° VII

ARGUMENTS EXTERNES DANS LES ENSEMBLES DE JULIA

1. RAPPELS ET INTRODUCTION.

Si K c € est un compact connexe plein localement connexe, la représen-
tation conforme goI? : € - 5r ) e -K tangente a 1'identité en <« admet un
prolongement continua € - Dr‘ , d'ol une application continue Y ¢ T =R/Z -+ K ,

surjective, que nous appelons le lacet de Carathéodory de K . Pour x € oK , les

éléments de ')/121(x) sont appelés les arguments externes de x .

Soit f: €~ C un polyndme monique de degré d =2 tel que tout point

critique soit prépériodique. Alors, K_ est un compact connexe plein, localement

f

connexe; et le lacet de Carathéodory 'yf : T = J, satisfait a 1'équation fonctionnelle

f
Hr (D) = ydd.t) .

Nous allons indiquer comment déterminer les arguments externes de

. Nous nous intéressons particulierement aux polyndmes

f
3 2 N
quadratiques fC : zr z7 + ¢, car nous verrons que, dans le casou 0 est

certains points de J

strictement prépériodique pour fc , les arguments externes de ¢ dans Kc sont
aussi (en un certain sens car on ne sait pas que M est localement connexe) les
arguments externes de ¢ dans M . Ily a aussi un énoncé concernant les points ¢
tels que 0 soit périodique (un peu plus compliqué bien siir puisqu'alors c € I%C

O O o]
et ¢ € M: ily aun jeu entre le centre et la racine des composantes de M et de Kc) .

2. ACCES.

Soit K un compact plein connexe et localement connexe, muni d'un centre
8]
pour chaque composante de K. Soient H< K un arbre fini réglementaire,

x unpoint de HM 3K , et v le nombre de brins de H en x . On appelle accés
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a x (relativement a H) les boutsen x de € - H , c'est-a-dire les éléments de
}.ljl,] 7.(U~ H) . En termes plus concrets, soit & un disque centré en x ,
U vois de x

ne contenant pas d'autre point remarquable de H , et soient [x,y1]K, ey [x,yv ]K
les brins de H en x , arrétés a leur premier point de rencontre avec’ oL . Les
accés & X sont les v composantes connexes de 4 - ([x,yJKU - Ulx,y, ]K) .

Tout argument externe t de x détermine un acces a x : c'est la composante ol

se trouve R(t) au voisinage de x .

PROPOSITION 1. Chaque acces & X correspond & au moins un argument externe

de x .

Démonstration. Pour r = r(K) (rayon de capacité), notons 7, le lacet

t— cplz1(re211Tt) . Soit V un accés a x compris entre 2 brins [x,yi] et
[X’yi+1] . Ona VNEC-K # ¢, sinon [x,yi] et [x,yi_H] seraient dans
1'adhérence d'une méme composante de I% . Cette propriété subsiste si on remplace
A par un disque plus petit. Par suite, on peut trouver une suite strictement
décroissante ry tendant vers r(K) , et pour tout n un trl tel que yr‘n(tn) » X,
Comme T est compact, quitte a extraire une suite, on peut supposer que la suite
(tn) a une limite 6 . Comme (r,t) - yr(t) est continue sur [r(K),+~[ x T,

on a yr(K)(G) =x, et € estun argument externe de x . Montrons que 1'acces
a x définiv par 6 est V. Soit p lerayonde &4 . Si n est assez grand, tn
est assez voisin de 6 pour que lyr(tn) - 'yr(t')! < g pour tout r € [P(K),r0]

et tout t' entre t et 6, etdeplus lyr (tn) -x| < g . Cela entraine que

n

)/Pn(e) se trouve dans la méme composante de A~ ([xov,yil'U [XO’yiH 1) que

7r (tn) , donc dans V . Cqfd.
n

3. ARBRE AUGMENTE.

On pose 3 = yf(O) . C'est un point fixe, répulsif puisqu'il appartient & J

et que f est sous-hyperbolique. Pour i € Z/(d) , on pose 8 =y(a1-) . On peut
i
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montrer que f_1(/3) = {Bi}ie Z/(d) (exercice).

On appelle arbre augmenté 1'enveloppe réglementaire H de

A=AU{B.} Cet arbre est muni de sa structure primaire définie par sa

i’i€Z/(d) °

topologie, 1'ordre cyclique des brins aux points de branchement, la ~-dynamique

sur les points de A (points marqués) ainsi que le degré de ramification aux points
de A .

En degré 2 , nous allons voir qu'on peut reconstituer H a partirde H .

LEMME 1. Si d=2, lepoint 8 n'apas d'autre argument externe que O .

Démonstration. On peut supposer f de la forme zH 22 +cC . Alors,

31 =-3, etona ,31 # B8 , car sinon on aurait 8 =0, donc O point fixe, c =0
et B=1, d'ou 1=0. Soit t un autre argument externe de B . Quitte a conjuguer,

on peut supposer t € ]0,%[ , qu'on reléve dans R . Soit k tel que

Ki< 7 < 2k+1_t . Ona: o< 2€t< 3 < X < A +2%t< 1. Les rayons externes

K+1

R(0) et R(2" 't) de K, aboutissent en B, tandis que R(J) et R(%+2kt)

k+1

f

aboutissent en §. . Alors, R(0) UR(2™T't) et R(F) Un(E + 2kt) sont des courbes

disjointes, ce qui est incompatible avec la disposition de leurs asymptotes.

2% y
AL -(.)’
o
1 T i
+3
1€ Y+ 2

COROLLAIRE. B est une extrémité de H .

Remarque. Le lemme 1 et son corollaire ne s'étendent pas a d> 2 : Voici

1'ensemble de Julia de 23 + % Z
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St
- T
Lo
i -3, ZARABRA0+R 1
- - -3, 2A08a90+R 1
, b SIDE:
- | @.40008a0+31
@ .4000080+31
] HITER: 1998
| BPRCES: 28
| POM: JCUBIH

Supposons maintenant d =2, f dela forme z+ 22 +.C , et mettons f{
sous la forme fI+U H_ avec H_l_ﬂﬁ_ ={w} . c=£0) € ﬁ+ . Notons « 1'autre

point fixe.

LEMME 2. Ona B€H_ et a€H,

Démonstration. a) B € H_ : Supposons d'abord que O est strictement
prépériodique, donc I%: g et vc €J . Soit 0 un argument externe de ¢ . Alors,
R(6/2) et R(6/2+%) aboutissent en 0, car c'est le seul point de f_1(c) . Les
courbes R®(0) U [B,c]K UR(E) et R(6/2) UR(6/2+%) sont obligés de se couper
a cause de la disposition des asymptotes, et elles ne peuvent se couper qu'en 0 ,
d'ou 0 € [ﬂ,c]K .

Si 0 est périodique avec ¢ #0, 0O et ¢ sont dans K , notons U, et
UC les composanties connexes de I% contenant 0 et c respectivement. Soient
y un point de BUC n'appartenant pas a }A{ et & un argument externe de y .

Les points d'aboutissement y' et y" de R(6/2) et R(6/2 +3) sont les images
réciproques de y , ils appartiennent a 3 UO\ H . Les courbes R(6)U ly,31] UR(O)
et R(0/2) U [y',y"] UR(6/2+ %) se croisent nécessairement a cause de la

disposition de leurs asymptotes, et ne peuvent se rencontrer qu'en 0, d'ol

0€ [B,y], et 0€ [B,c].
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Restelecas ¢ =0 ou a=0, B8 =1 (il faut alors poser I?{_‘_ - ~1,0]

~

et H -[0,1]. lLecas c¢ =0 esttrivial.

b) Définissons m,: H~H_par 7T+(X) pour x €H, et 17+(x) -0 pour
x €H_ . lL.'application fo L H+ - H+ a un point fixe d'apres le théoreme de
lefschetz. Si c#0, cen'estpas 0, c'estdonc un point fixe de f, quin'est

pas B, quiestdonc «, et a€H+ . Cqfd.

Indiquons maintenant comment on reconstitue fi , connaissant H. On
commence par reconstituer H' - f—1(H) en recollant deux copies Hl et H_1_ de
H par leur point ¢ , comme indiqué dans 1'exposé précéient. L'application f
induit une injection : [ﬁ,O]K -+ [B,c]K ; notons g 1'application inverse :
[B,c}K + [B,C}K , et posons z, = gi(c) , de sorte que z, -0, z, € [B,ch
pour i==1 . Tant que z; €H, lepoint Zi 1

1

H+ , donc on connait sa position combinatoire connaissant celle de z - On peut

est 1'image réciproque de z; dans

ainsi déterminer i* = Sup {iizi € H} ‘, la position combinatoire de z dans H

pour i=i , et, si i <, laposition de Zi 1 dans H1 . Onai =« si

et seulement si 8 €H , i.e. s'il existe un point fixe dans H_ , et dans ce cas
H=H. Sinon, on a un homéomorphisme de H surl' enveloppe dans H1 de

HU {zi } qui coihcide avec l'identité sur H , applique 8 sur Zi% 11

*417 T %4
et B1 =-3 sur - Zi%,q - Cet homéomorphfsme est compatible avec 1'ordre des

brins aux points de branchement.

4. CALCUL DES ARGUMENTS ‘E‘XTERNES.

Soient { un polyndme monique de degré d = 2 tel que tout point critique
soit prépériodique, X ¢ € un ensemble fini tel que f(X) < X, contenant les

points critigues et les (ﬁi)i €z /( et T 1'enveloppe réglementaire de X dans

d)’

K £ (par exemple X - A , T=H) . Onmunit T de sa structure primaire :
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topologie, dynamique sur les points marqués (points de X)‘, ordre cyclique aux
points de branchement et degré de ramification aux points marqués.

I.a dynamique des points de branchement est déterminée par celle des
points de X, on peut donc les Ajouter‘ a X . lL.adynamique sur les brins est
dgalement connue : Si £ est le germe en x de [x,y]T , avec Ix,yl OX =0,
le brin {(¢) est le genre en f(x) de [f(x),f(y)] .

Pour x € X , posons X, @ [n(x) et notons V(x) le nombre de brins de T
en x . Ona x €J si et seulement si le degré de ramification r‘(xn) est 1 pour
tout Xh dans le cycle sur lequel tombe x . Nous allons indiquer comment déter-
miner les arguments externes de x dans K, dans ce cas.

f
Si x €J, posons z\//(x) = I p(x.) .I/(xn), avec n assez grand pour
O=i~n v

que X soit périodique. On peut définir un arbre T en agjoutanta T , en
chacun des X; ;(Xi) - V(xi) bourgeons , avec un ordre cyclique entre brins de
T- et bourgeons compatible avec la dynamique.

Ltarbre T se réalise comme une partie de f_1(T) , et , en chaque
point x € X, ilya V(x) brins de T et V(x) acceés & x relativement & T .
La dynamique sur les acces aux points de X est déterminée par les données.

Pour chaque i € Z/(d) , notons W, l'accés a B; correspondant a

1'argument externe i/d (sid =2, c'estl'unique acces a Ji ; si d>2, c'est

“une donnée supplémentaire qu'il faut connaitre pour faire le calcul). Posons

u(wi) =i€4{0,...,d-1}, et u(¢) =1 si & estentre w, et w, . en tournant

autour de T dans le sens direct.

THEOREME. Soient x un point de X , € un argument externe de x dans K

f

et § l'accesa x relativementa T , correspondant a2 €. Notons 5, Lilimage

[ee]
de & par -1 (de sorte que S =¢) . Onaalors, 8 :%u(g )/d" .

Autrement dit, les (gn) sont les chiffres apres la virgule du développement

de 6 enbase 4.
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Démonstration. C'est immédiat pour n=1 . L'accés f (¢) estl'acces

\

a fn(x) correspondant a da'e , son premier chiffre est le n-eme chiffre de € .

Cqfd.

s
COROLLAIRE 1. Tout acces a x relativement a T correspond a un argument

externe de x et un seul.

L,
COROLLAIRE 2. Tout point x € X aun nombre fini v(x) d'arguments externes.

Ce sont des nombres rationnels, a dénominateur premier 2 d si et seulement si

x est périodique.
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ARGUMENTS EXTERNES DANS M DES POINTS DE MISUREW'ICZ

I. REPRESENTATION CONFORME DE € - M

1. POTENTIEL des ENSEMBLES de JULIA.

Soit f: € ~ € un polyndme moniqgue de degré d=2 . Onavu ([CLJ],
proposition 2) que, si K £ est connexe, il existe un isomorphisme-
v C —va-—-* C-D unique, tangent a 1'identité en o (i.e. tei que 9%2 — 1),
et qui conjugue f a fO oz 28
On pose ‘Gf(z) = Log igof(z)i . La fonction G=G;: C-K, + R _ possede
les propriétés suivantes :
1) G est harmonique.
- 2) G(z) = Log |z| +0(1) quand |z| = .
3) G(z) » 0 quand d(z,Kf) - 0.

4) G(z) = 1 Gl(2)) .
Les propriétés 1), 2) et 3), ou bien 2) et 4), suffisent & caractériser G .

On peut méme remplacer 2) par 2') G(z)/Log |z| =+ 1 quand |z| + «.

Dans le cas général (K ¢ non nécessairement connexe), il existe un isomor-

phisme '(E-analytique ©f d'un voisinage V de < sur un voisinage VO de o,

tangent a 1'identité en « , tel que f(V)c V , fO(VO) SV fgoe= geof .

, L d d-1 ] o o=
Par exemple, si f=2z -+ z tay_ 12 .o+ 8 ,}onpeutpr‘enare V_C-DR*
ou R™ =1+ \ad_1| + oo+ |a0| , et définir $; par 1

n+
| = Ba % 1/d \ n
0lz) = z . TI(1+ + oo+ , ou z_=f(z2),
f n=1 Z d-1 n
= n v

n

la puissance fractionnaire étant déterminée en remarquant que

L | < 1. Nous prétérons rétrécir V de facon que Vo soit de
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de la forme € - BR* . Alors, f induit une application holomorphe propre de
0 -
degré d: V =+f(V) ; en particulier, V =f 1(f(\/)) .
Le germé ae P ‘en @ est déterminé de facon unique. On peut définir

Gp: €-K; = R_ par Gf(z) = Log ,'l.pf(z)\ pour z €V , et dans le cas général,
z €€ - K, par Gf(z) = -C-iln- Gf(fn(z)) avec n assez grand pour que f(z) €V

(le résultat ne dépend pas du choix de n). La fonction G, posseéde encore les

f

propriétés 1), 2), 3), 4) énoncées plus haut. Les propriétés 2) et 4) suffisent
a la caractériser, car elles entrainent G(z) = lim d1_“ Log |f(z)| . 1l est encore

vrai que G est caractérisée par 1), 2) et 3) , mais c'est moins évident.

P
Notons d

identifier 3 €% , et pour tout f €@ oy

1'espace des polyndmes moniques de degré d {(qu'on peut

prolongeons G, a € par Gf(z) =0 si

f .

zer.

PROPOSITION 1. a) L'ensemble ¥ des couples (f,z) tels que z EKf est

fermé dans P xC .

a
b) L'application (f,z)%* Gf(z) est une fonction continue # 4% € +R_.
‘ . d d-1
Démonstration. Pour f: z+V z~ + ay_1Z +...+a,, posons

R¥(0) =1+ lag_q| + -+ lagl , R _R¥(pd/a-1

Posons U, = {(t,2) 11zl > R* (%)}, U = {(t,2) | 1z| > Rg(f)} ;

définissons @ : U, P x€ par CI‘(f,Z):(f,ipi.:(Z)) , F: Px€ + PxC par

(f,z)— (f,8(z)) , et F, par (f,z) ¥ (f,zd) . On vérifie que ¢ induit un isomor-

phisme d'un ouvert U de U, osur g .
Ona P xC-¥ =U F'“(u1)», d'ob a).
La fonction (f,z) Gf(z) est continue sur P q % C-X , carelleest

continue sur U1 ou elle est donnée par une série localement normalement sommable,

et sur chaque F—n(h1) elle est donnée par Gf(z) = 2115 Gf(fn(z)) . Il reste & montrer
que, pour tout ¢ >0, b _ = {(£,2) in(z) < ¢} estunvoisinage de X . Ii suffit

de montrer que, pour tout ouvert relativement compact A de P 1'ensemble

d ?
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*

* olD) et soit N

0(/\) = sup R

W =W, M AXC estouvertdans Ax € . Posons R
feh

e, N
tel que dNe > Rg(A) . Alors,
-N
AxC-W = F AXC-W
e, A N( ‘ dNe,./\) .
- FE@ W2 Lzl =d e 1)

C'est un fermé. Cqfd.

2. POINTS CRITIGUES de G:f .

€C-K — ]R+ sont les points

PROPOSITION 2. Les points critiques de Gf : £

des orbites inverses des points critiques de £ dans € - Kf .

Démonstration. ‘Si @;: V + V estun isomorphisme, G, =Log lf,of i n'a

0

1
aucun point critique dans V . La formule G(z) = = G(f(z)) montre que z est
d

si et seulement si z est point critique de f ou f(z) point

point critique de Gf

critique de Gf .

Soit z € C—Kf et posons z, = f rl(z) . Pour n assez grand, z, €V, donc

z, n'est pas point critique de Gf . Par suite, z est point critique de Gf si et

seulement si 1'un des z, est point critique de f . Cqtd.

COROLLAIRE 1. Si tous les points critiques de f sont dans K ¢+ pour tout

h> 0, l'ensemble G?(h) est homéomorphe a S1 et 1'ensemble des z € € tels

que G(z) =h , est homéomorphe & un disque fermé.

On retrouve une démonstration du fait que, dans ce cas, K £ est connexe.

COROLLAIRE 2. Notons h, le plus grand des Gf(a) pour a point critique de

f dans C—Kf (et hO:O s'iln'y en a pas). Alors, pour tout h>hO , 1'ensemble

Gf_ 1(h) est homéomorphe a s' et {z€C \Gf(z) <h} est homéomorphe & D .

L'ensemble Lf =1z le(z) = ho} est un compact connexe. L'application P
h
0

s'étend en un isomorphisme de € - L, sur € ~-D._ avec R=e

f R
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Pour ZEC-Lf,

= Arg \pf(z) .S8i 0< Gf(z) < h

on définit 1' argument externe Arg (z) = g (z) =
f f

et si z n'est pas un point critique de G on

0’ £’

peut définir le rayon externe de f passant par z comme trajectoire orthogonale

aux lignes de niveau de G Ce rayon, prolongé du coté des G, croissants, peut

£ f

sortir de L ce qui permet alors de définir ArgK (z) , ou bien finir sur un point
C

f b

critique de G Un point critique de G_ est un col s'il a dans son orbite directe

- f

un seul point critique de f, simple. Dans le cas général, c'est une '"selle de
singe" avec r rayons ascendants et r rayons descendants, r étant le produit
de ramification des points critiques dans 1'orbite directe de z . Au total, ily a

une famille dénombrable de courbes IR-analytiques sur lesquelles on ne peut pas

définir la fonction "argument externe! .

3. LA FONCTION ¢ .

Considérons la famille de polynSmes quadratiques fC P oz 22 +C .
On écrira ¢ pour ¢, , etc..
c fe
Pour c€ €-M, ona ho(c) = GC(O) >0, et Gc(c) =2 GC(O) > hO(c) .

On peut donc poser :
ped poser ¢ = ¢ (o

THEOREME 1. On définit ainsi un isomorphisme & de € -M sur € -D .

Démonstration. Pour ¢ € €=M, ona Log |®(c)]| = GC(C) > 0, donc

¢(c) € €-D . L'application & est holomorphe. En effet,

£ ={(c,2) lz¢€ LC} = {(c,z) \Gc(z) < GC(O)} est fermé, et, sur €?-¢ , 1'appli-

1
cation (c,z)+ cpc(z) qui est une détermination de (qoc(fél(z))) 2 est holomorphe.

On peut écrire :
n+1
CILC(:C) _ (1Jr%)1/2(1+ 2c 5 )1/4 U+ nc )1/2
c“+c) fc(c)

.o 0 ’

Ce produit infini converge uniformément pour lc| =4 et tous ses facteurs tendent
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vers 1 quand ¢ =+ %, Par suite, i_(cl_ + 1 quand c¢ = > . On peut donc prolonger
¢ en une application holomorphe €-M+ €-D, ol € =€ U{~} estla sphere
de Riemann, en posant ¢(«) = . L'application & ainsi prolongée est propre :
| en effet, si ¢~ CO

€M, Gc(c) -+ (;CO(CO) =0 et &(c)~+ 1.
En tant qu'application holomorphe propre, elle a un degré. Or, ¢—1(°0) = {o}

avec multiplicité 1 ; donc ce degré est 1 et ¢ est un isomorphisme €-M~» C-D .
Cqtd.

COROLLAIRE 1. a) L'ensemble M est connexe.

b) Son rayon de capacité est 1 .

COROLLAIRE 2. Pourtout c € €-M, ona :

a) GM(C) = GC(C) .

b) Arg(c) = Agy (c)
C

Le théoréme 2 qui suit plus bas affirme en quelque sorte que la formule b)

du corollaire 2 s'étend & certains points du bord de M .

II. RAYONS EXTERNES DES ENSEMBLES DE JULIA

1. COMPORTEMENTS POSSIBLES.

Soit f: € =+ € un polyndme monique. Quand on suit un rayon externe
R(f,0) de Kf dans le sens des Gf décroissants, ce rayon peut soit buter sur un

point cr'it_ique de Gf , soit se prolonger jusqu'a ce que G, 0, i.e. jusqu'a

f

tendre vers K £

Dans ce cas, il peut soit tendre vers un point de K, -on dit alors qu'il

f
aboutit en ce point-, soit avoir dans Kf un ensemble d'accumulation connexe non
réduit a un point -nous dirons alors qu'il vagabonde. Si R(f,€) ne bute pas, on

a f(R(f,€)) =R(£,d.6) . Ce rayon aboutit en f(x) si ®(f,€) aboutiten x ,
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vagabonde si R(f,YG) vagabonde. Il peut arriver que. R(f,€) bute, mais que

R (f,d6) ne bute pas.

PROPOSITION 1. Si f est sous-hyperbolique, tout rayon externe de Kf bute

ou aboutit .

Démonstration. Soient V un voisinage de Jf , & une métrique admissible

sur V et A>1 tels que HTZ\fH” z )\ pour tout z € f_1(V) . Soit h> 0 tel que
F

¢ > posons Q=1{z \gs G(z) <h} etnotons M la borne
h.

supérieure des . -longueurs des rayons externes entre les niveaux h et 3

{z|G(z) =h} c V-K

(le fait qu'il puisse y avoir des points critiques de Gf dans Q n'empéche pas M
d'étre fini). La g-longueur d'unrayon externe au-dessous du niveau a est

majorée par _}_\_I\E_ , d'ol la proposition. Cqfd.

1

2. RAYONS EXTERNES D'ARGUMENT RATIONNEL.

PROPOSITION 2. On suppose & rationnel. Alors, si ®(f,6) ne bute pas, il

aboutit en un point a€ K Ce point est prépériodique (périodique si 6 esta

£

dénominateur premier & d), répulsif ou indifférent rationnel.

Démonstration. Supposons d'abord & a dénominateur premiera d .

. p . . - . .
Si 6 = -qg , alors d estinversible mod q , donc il existe k tel que dk = 1modq,
i.e. q divise dk-1 . On peut alors écrire & , de fagon peut-&tre non irréductible

mais avec un k minimal, sous la forme (—1-1%—1 . On suppose que R(f,€) ne bute

pas ; il est alors invariant par fk .

Soient hO la borne inférieure des Gf(w-) pour w point critique de f dans

C—Kf (s'iln'y en a pas, h0=°°) et h<h Soient U= {z |0<G(z)<h} et

K

o -
U'=f (U) = {z]0<G(z)< g—k } . Notons U un revétement universel de la compo-
sante connexe de U rencontrant R®(f,6) et ® un relévement de ®(f,6) NU dans
U . Il existe un relévement g: U-+U de f_k tel que g(g) c R . Choisissons

Xy € R(f,0) N U et définissons X € R(£,6)
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Glx5) Kk T
par G(Xn) = (}‘n , de sorte que f (Xn+1) :Xn_ . Soit L la longueur

de Poincaré dans U de [XO’X1]R(f 5) - Comme g est contractante pour la

métrique de Poincaré dpy de U, ona dU(xn,x

x _ tend vers K © oU , la distance euclidienne lxn'
I3

)< L pourtout n . Comme
n+1 :

-x_| tendversO . Si
+1 n :

une suite extraite (xn)nEI tend vers un point « € 9K , la suite (xn_ 1) tend aussi
vers &, donc f:k(c:) =@,

Soient « -»& , les points tels que fk(a) =a, W . ,pr des voisinages

TRY TR

de &,,...,q  tels que dU(WiﬂU,WjﬂU)>L pour i#j . Il existeun n, tel

1’ 0

que X € UWi pour n= n, sinon on pourrait extraire de (Xn) une suite tendant
versun a £ {041, v ,ogp} . Mais comme dU(Xn’Xn+1) < L, les X pour n=ng

appartiennent tous au méme Wi , disons W Alors, X, + oo 4 » car pour toute

=

suite extraite convergente vers un point ¢, ocna « = « Tout y ER(E,€) tel

|
] de R(f,8), on a alors

| n(y)’ “n(y)+1
))S L . Il en résulte que |y - Xn}(y)\ 40, donc y+ a =«

que Gly) = G(xo) appartient a un segment [x

dU(y’xn(y | » Quand
G(y) * 0 . En d'autres termes, R(f,6) aboutit en a, qui est un point périodique
de f, depériode k' , divisant k . |

Le point & appartient a 3K , il n'est donc pas attractif ; par suite, il est

répulsif du indifférent.

LEMME. Si a estun point périodique indifférent, on a v(fk)'(ae) =1.

Démonstration. Supposons que (fk)'(a) =2 Oona t=lim t , ou
X -«
t, = arg (—r;;L_—cé—) . Soit "E;l le représentant de t dans R défini par le chemin
n .

de x & X,_q Suivant R(f,6) . La suite (t:) tend vers un représentant T de t .

Nous allons montrer que t=0.
On définit une fonction holomorphe F : {z |Ré (z) €m} + € par la formute
F(Log (z- &) = Log (fk(z) - &) , précisée par la convention que F(£) - tend

vers 2imt quand Re - 0 .



- 72 -

On définit une paramétrisation y : R + ®(f,6) par Gf('y(s)) = Gf(xo)/dS ,
de sorte que x_ =Y (n) . Soit y une détermination continue de s + Log(y (s)- &).
Notons ga 1'image de '}\; et ;(Jn :;(n) . La suite Ré (r\ﬁ(n) tend vers -, et

ona X_ 1:F(xn) pour n assez grand.

Supposons t>o0. Quitte a diminuer m , on peut supposer que
inf  Im(F(¢)-¢)=p2>0, et que F définit un isomorphisme du demi-plan
Ré{ <m

{c \|Ré £ <m} sur un ouvert contenant le demi-plan P1 ={t|RéC< m1} . Alors,

Réy(s) + - et Im¥y(s) * -~ quand s = +~ . Pour tout n € R , notons N77 la

composante connexe de {£ |Im¢ <n} - ﬁa contenant les u+i(ij=1) pour u =+ - .

. et F_1(Nﬁ)c N
g

Si 1 -est assez petit, N'f) c P1

L'image (‘4” de Nr7 par £ * a+e

=i
est un voisinage de «, etl'image

de F-p(Nn) est 1'image h‘"i de QTJ par la branche de £PK qui a pour point

’

fixe . Ona N c N ‘
n,p T —pH

m, arbitrairement négatif si p assez grand, donc (all D est arbitrairement petit.
b

En particulier, on peut avoir &;n D cc Q'r] . Alors, le lemme de Schwarz montre
b

, qui est dans un demi-plan {z |Ré z < m2} avec

que \(f—pk)'(a)\ <1, donc &« estrépulsif, donc contradiction. Cqfd.

Fin de la démonstration de la proposition 2. Si 6 est a dénominateur

premier 3 d , 6 :—E— , ®(f,8) aboutit en un point &€K, ,
2%

. 1
de période k' divisant k . On a (fk)'(a) =1, donc (fk )' () est une racine

périodique pour f

k/k'~eme de 1 .
Si 8 n'est pas a diviseur premier a d , on peut mettre 6 sous la forme

e
_ __gp__ avec q premier a d . Alors, si R(6,f) ne bute pas, -f (®(6,f)) = o’vb(61,f)
d q

ol 61 -d%e :% . Lerayon ®(€,f) ne peut pas vagabonder, car R(61,f_) vaga-

bonderait. Il aboutit donc en un point «, donc n(© 1 ,f) aboutiten &« = fg (o) ,

1

d'apres le cas étudié, o, est périodique répulsif ou indifférent rationnel. Cqfd.
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3. UNE PROPRIETE DE STABILITE.

On note a 1'espace des polyndmes moniques de degré d . Pour f€¥® 3 et

) * - ~
0 €T=R/Z, ondéfinit ¥ oz R, +n(f,0) par Gle; ¢(s)=s si R(L,6) ne
. ] - ’

bute pas ; s'il bute sur un point critique « de G la fonction cpf 6 est seule-

f 2

ment définie sur LGf(u),w[ . Si R(f,6) aboutit en un point «, on prolonge

q‘)f’G a R_ en posant zpf,e 0) = «

PROPOSITION 3. Soient f, € P, et 6 € Q/Z . On suppose que R(fo,e) aboutit

0 d

en un point prépériodique répulsif “ €J

On suppose en outre que fl(ao) n'est

fo

un point critique de f pour aucune valeur de i =0 . Il existe alors un voisinage A

de fO dans Pd ,

prépériodique répulsif o . L'application (f,s) - ¥ 6(s) de A><]R"+ dans €

tel que, pour tout f € A, le rayon (f,6) aboutisse en un point

‘est continue, holomorphe en f .

Démonstration. Supposons 8 & dénominateur premier a d , donc de la

forme —E— . On peut trouver un voisinage A ‘de f. dans P des voisinages

’
&1 1 0 d

v et ' de (fO,QéO) dans deC , telsque ' < v et que (f,z)— (f,fk(z))

induise un isomorphisme de V' sur V, et un isomorphisme ¢ : (f,z)— (¢,¢ f('z))»

de ¥ sur A, x D, etune application analytique p: A_ - €-D, de facon que

1 1

Cf(fk(z)) = p(f).Cf(z) pour (f,z) € v' . On pose @ = {{1(0) ; on a alors
k o K1 _

. * )

Soit s, € R_ tel que (fO,cpfO’

semi-continuité du temps de vie des solutions d' équations différentielles, et de

5 (so)) € ' . En vertu des théorémes de

dépendance de ces solutions par rapport a un parametre, il existe un voisinage A

1
(f:,q»f S(So)) €, ety 6_(s) dépendant de facon continue de (f,s) et holomorphe

de f dans A, tel que, pour £€LA, ¥ g soit défini sur [so,+00[ avec
’.

en f pour f€A, s= Sq - Pour chaque f € A, on peut prolonger ¥ g a ]ij
. b
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en posant 4, ,(=—) = (———=—) pour s=s., ¥ 6(
f,& dkn f p(f)n 0 f,

ainsi une application (f;s)t ¥ g (s) définie sur A x R, continue et holomorphe

s) € . On obtient

en f . Pour chaque f , l'image de ‘Pf,(;‘ est #(f,6) . Enfin, guf’e(s) i
uniformément sur tout compact de A quand s+ O . On peut donc prolonger
(f,s)t— ¥t g (s) continfiment & A x R, .

Ceci démontre la proposition dans le cas oii € est a dénominateur premier
a d (ce qui entrafne % périodique). Dans le cas général, il existe un 2=0
tel que 67 - de € soit é»dénominateur premier a d . Pourtout i=0, le réyon

externe R®(f,d'6) aboutit a f(a On démontre la propriété énoncée pour 2'e

O) :
par récurrence descendante sur i apartirde i=¢ . Pour i=¢ , c'estle cas
particulier étudié. Pour i < ¢, l'application &: (f,z)+ (f,f(z)) admet un

1+1 8) avec

inverse holomorphe g, défini au voisinage de {fy} x @(fo,d

1

gi({fo} X TR-(fO,d +16‘)) = {fo} X a:%-(fo,le) , puisque ¥ n'a pas de point critique

- i . ' .
sur {fo_} X o%(fo,d 6) . On peut alors définir ‘Pf,dle(s) pour s=sg et f assez

voisin de fO par (f,zpf’di(j(s)) - gi(f,zyf’diﬂe(ds)) . Cgfd.

IIT. RECOLTE DANS LE PLAN DES PARAMETRES
On considere la famille (fC oz 22 + c)C e de polyndmes du second degré.

THEOREME 2. Soit ¢ € M un point tel que 0 soit strictement prépériodique

pour fc (point de Misurewicz).

a) Le point ¢ a dans KC un nombre fini d'arguments externes, qui sont

rationnels a dénominateur pair.

b) Pour chaque argument externe & de c dans K., lerayon R(M,8)

aboutit en c .

La partie a) est un cas particulier de [AEJ ], corollaire 2 du théoréme.
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Démonstration de b). l.e point ¢ est un point prépériodigue répulsif de fe

eton a Yo Q(O) = ¢, avec les notations de [1.3. l.e point ¢ n'admet pas de point
critique dans son orbite directe puisque ¢ - fC(O) et que 0 n'est pas périodique.

Pour A voisinde ¢ et s E]R_? , DOSONns Hq('/\) “ 4y 6(5) - A . Notons v 1'ordre

k+¢ +1

2 +1

0) = £

duzérode H, en ¢ . Ona v <o car sinon on aurait f (0) pour

0

tout A voisinde ¢, donc pour tout A €€ .
Pour s> 0 voisin de 0, l'équation HS(X) =0 admet ¢ solutions voisines

de ¢, en tenant compte des multiplicités. Pour une telle racine A , on a

s+2im @ . On voit

A= z‘p/\’b.(s) , d'ou )\%K)\ , i.e. A M, et @(A):wp)\(k):e
.—1(es+211r6

donc que € )*c quand s~ 1. Cqgid.

L.a démonstration ci-dessus donne aussi le résultat suivant :

e+

N 1(O) =0 admet en ¢ une racine

COROLLAIRE 1. L'équation Pﬁ+1+k(0) -p

simgle .

Démonstration. La multiplicité de ¢ comme racine de cette équation est

égale a v introduit dans la démonstration du théoreme.
Pour s> 0, l'équation HS(A) =0 n'a qu'une solution, puisque c'est
nécessairement ¢_1(es+2 17 6) .

On passe de 1'équation A = sz 6 (s) , qui donnt 1'intersection de la diago~
nale avec le graphe de A+ ¥ ’ 6(s) , a 1'équation @, (A) = eSH2imA trans-
formant ces deux courbes par le difféomorphisme (A,z)— (A N (z)) . La multi-
plicité de la solution de A = ¥y 6 (s) est donc égale a celle de &(A) = Steima ,

qui est 1 puisque ¢ est un isomorphisme. On a donc v o=1. Cqafd.

Remarque. Il existe d'autres démonstrations de ce corollaire, par exemple une

démonstration arithmétique consistant a compter des valuations 2-adiques.
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