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CHAPITRE O

STATISTIQUE DESCRIPTIVE.

A ~ INTRODUCTION.

La statistique descriptive est une méthode de description des données
recueillies & propos de 1tétude de certains phénoménes d'ordre économique,
sociologique ou expérimental. La description se fait essentiellement dans
deux directions.

a) Direction géométrique. Ceci consiste d'abord & classer les donndes

et & les disposer de maniere la plus parlante possible (tableaux, images,
grarhiques etc...). Dans un'deuxiéme temps (cf. fascicule 3), on utilise des
techniques plus élaborées, qui consistent par exemple & projeter les données
supposées ou rendues numériques (3 valeurs dans jmk) sur des plans convena-
blement choisis, et & interpréter les figures ainsi obtenues. Cette §§§l¥§9

des données moderne (car nécessitant de puissants moyens de calculs) est donc

assez voisine de la géométrie descriptive ou de la géométrie cBtée (dessin de
méohines). La différence essentielle vient de ce que les régles de lecture
de figures obtenues sont complexes, et aménent a des déductions de carac-
tere probabiliste.

b) Direction numérique. Elle consiste a résumer l'ensemble des données
9

ar la valeur de certaines grenideurs numériques typiques.
q q
Les deux directions ne sont pas évidemment exclusives, et sont tou-
.jours utilisées simultanément.
Population. Les données recueillies portent (terme démegraphique) sur

une population, clest-d-~dire sur un certain ensemble d'unités statistiques

ou d'individus, éléments de cette population qui doit donc &tre définie

avec précision.
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Caracteres.
Chacun des individus de la population peut &tre décrit par un ou plusieurs
caractéres;

Par exemple pour le personnel d'une entreprise : sexe, &ge, qualifica-
tion, nationalité, nombre de personnes & charge, appartenance & telvsyndicat...
Les caractéres étudiés peuveunt &tre qualitatifs ou quantitatifs.

Qualitatif si ses diverses modalités (modalité : différentes situations
possibles du caractere) ne sont pas mesurables
ex : sexe, couleur de cheveux, qualifibation .o
Ies modalités d'un caractére qualitétif sont les différentes rubrigues

d'une nomenclature établie de telle facon que l'individu figure dans une et

une seule rubrigue (rubriques exhaustives et incompatibles). Chaque nomencla—
ture peut 8tre plus ou moins détaillée.
Quantitatif si les diverses modalités sont mesurables ou repérables,

c.h.d. si & chacune des modalités est attachée un nombre. (e nombre est la

variable statistique.

Varisbles statistiques.

Discretes, si ses valeurs possibles sont isolées (le nombre de valeurs
possibles pouvant &tre fini ou infini). |

Continues, si ses valeurs possibles sont en nombre infini et en général
a4 valeur dans un intervalle de R .

Souvent, la distinction est difficile & faire entre variable continue
et variable discrate.

Par exemple, toute mesure est discréte du fait d'une précision toujours

limitée, alors que la nature intrinsdque de la variable (par exemple le diamé-
tre d'une ﬁiécé) en fait une variable continue¢iRéciproquement, on considerera
gu'une variable qui peut prendre un trés grand nombre de valeurs possibles, sera
une variable continue. Par exemyle :

"le salaire d'un ouvrier®

"le bénéfice annuel d'une entreprise
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"le diamdtre mesuré au | /100 de mm d'une pidce'.
Dans le cas du salairé,'la nlus faible unité monétaire est le qgétimg.
Ainsi, assimiler le salaire & une variable continue, c'est assimiler la
plus faible unité monétaire & la précision des mesures.

Pour étudier une variable statistique continue, on définira des
classes de valeurs possibles, pouvant avoir une amplitude constante ou
variable.

Le nombre de classes & adopter dépend de la précision des mesures
et des effectifs de la population étudide

. trop de classes == irrégularités accidentelles prove-

nant du faible nombre d'individus par‘classe.
. pas assez de classes == perte d'information.

On justifiera pourquoi, plus tard, il est intéressant d'obtenir dans
les différentes classes des effectifs comparables.

Concluons éette introduction par une remarque importante. La ;tatisn
tique descriptive porte sur une population donnée. Le probleme de 1l'échan-—
tiilonnage et du sondage (cf. chapitre 1) ne se pose pas. Il n'y a pas de
modéle statistique en statistique descriptive, uniquement un ensemble de

données, sans structuration a priori.
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B - DISTRIBUTIONS STATISTIQUES A UN CARACTERE

1 = TABLEAUX STATISTIQUES.

Soit une population de 1n individus, décrite par le caractére ( pre-

C..
i

nant k modalités ,01, Cé, veer Cp -
ni est le nombre d'individus présentant la modalité Ci
ou effectif de la modalité Ci'
n,
fi = -3 est la fréquence de la modalité

Le tableau suivant décrit la population étudiée,

Modalité de ¢ Bffectif ou fréquence (Total connu)
1 i
. -
C. n,
i i
C Py
Total n
(1odalités)
Caractere qualitatif Nationalité Effectif
Méme forme que celle-ci- Italiens 645 000
dessus indiquée. == Belges 78 000
Exemple : Répartition des Allemands 46 000
Etrangers qui vivent en France Hollandais, Luxembourgeois 17 000
(Recensement général de 1962) Espagnols 431 000
. Portugais 50 000
(Modalités). Polonais 177 000
Nombre de piéces Nombre corres— Autres Européens 124 000
4 rebuter par lot | pondant de lots Algériens 335 000
a oun effectif Merocains, Tunisilens 54 000
1 5 Autres Birangers 194 000
2 9 Total 2 151 000
3 1 4 s e
4 20
5 18 Caractere quantitatif discret :
6 15 Sur 100 lots, chacun de 100 pieces, on
L 2 a observé le nombre de pigces défectu—
8 6
_ euses,
7 4 € La veriable statistique est le nombre
19 2 de-lots ayant donné o pitces défec~
L1 1 tueuses.
Total 100
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Cas d'une statistigue continue.

Dans ce cas, les modalités du caractére sont définies & partir des

classes de valeurs possibles (la division en classe est arbitraire).

Exemple : Distribution des ouvriers ayant traveillé toute l'année chez le méme

employeur selon le revenu annuel (année : 1952)

<o

el e nudifiers dé franes

L5

o dlouvric. s

s 4 ’ . &0
b . wi O et e Learawer e st i LR

Lt
Vitad
A0S shovwecevaanvans

Le probleéme concret du choix des classes est souvent trés important pour les
applications numérigues. Pour calculer une moyenne il n'est pas toujours sou~
haitable d'assimiler une classe & son "milieu",

2 -~ REPRESENTATION GRAPHIQUE

1. Caractéres qualitatifs.
Par secteur angulaire : Exemple :
Médailles obtenues aux jeux Pan américains de
cali (1971) par pays et par téte d'habitent.

I1 v a proportionalité des aires aux effectifs.

Par tuyvaux d'orgue.

Exemple : répartition & loffeciif correspondant. Leur surface est donc proportionnelie & Peflectit.
des étrangers en
France (1962)

800000+ ] 3
‘ Allemands: Autres
= 700000+ Citoyens Europgens
du Bendlux
L2
= 600000 .
b Polonais
2 -
o eARNNN L - - s
% 500000 Auties §
3 Portugais : Strangers
© 400000+
e Italiens
Espagnols
N h Algériens
AA oA PN
Pays du Auvires pays ’ tays
Marche coimmun d Lurope extia-gpuiopeons
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Commorces
. . ; i Ba -
La représentation par - L s anaues
: . Services Publics J“"?)”Ct s
tuyaux d'orgue est par- T ' Administration :

- Armoe

ticulierement agréable | b ?ﬁ:gfzt Services
. . ! o Publics [g‘kxﬁ i
quand on veut figurer S ﬁ\ i j ‘
P [\ 1) e
une variation entre ;“i Transports o Y
L i1 $1 ;
deux variables statis- Mincs : mf i 3 B o
tiques prenant les mémes i \§1 ! % 21 i P
= 5 - BT I
modalités - i yﬁgl o ] yf
' SRR W S U ' 1 e
:% ~ ; med . P "
) SECT t SECTEUR SECTEUR
(Extrait de : Documents PRIMAIRE - SECONDAIRE TERTIAIRE
pour la classe Fvolntion de ia population active frangaise
IPN 1964) suivant la branche d'astivits dz 1954 4 1962,
2. Caractéres quantitatifs.
. C . . f.
-» Variable discrete ou discretisde iy
Disgramme en bftons
on figure la fréquence 0,2 + P
£, pour la modalité x.
i i £, [------
3
(z £, =1)
: |
}' ; ’ 4 — : ‘ ! ’ J 4 5
X X xX_ X X X X_X X X X X,
12 3 4 5 6 7T 8 9 1D i 1
Courbe cumulative ou F(X)
fonction de répartition 1 )
i a—
F(x) = . f””’
) =21 r
our x. < x K X,
P i Y i ‘—*1[
. e e !
g 2 > X

(Dpiscontinuité aux points x, , continuité & droite en X, ).

Dans le cas continu étudié (premier tableau, page 2), les amplitudes

des différentes classes sont des multiples de 25,000 frs.

Les effectifls sont directement comparables si ils correspondent & la

méme amplitude.

51 les amplitudes sont différentes, les surfaces figurdes sur une classe

devront représenter la fréquence T,
i
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Si les amplitudes de classes diminuent, certaines irrégularités, dues
a la faiblesse des effectifs, apparaissent. Cependant, si le nombre d'obser—
vationé augmente, alors en faisant diminuer l'amplitude des classes, on se
"rapprochera" de la courbe de densité théorique.

Si 1'amplitude des classes augmente, on fait disparaitre les irrégulari-

tés, en méme temps, on a@pproche de la courbe de densité théorique avec moins

de précision,
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Remarque : Introduction d'une classe supplémentaire ou réunion de deux classes

adjacentes,

Cette opération est schématisée par le dessin suivant :

3 VT Alres égales
e e T T -
g! 2 I
i £f7 f.
i i
g, = e g5 ——
< a. >
i
on doit avoir : a P (a1 + a?)f. = . .
i7i i 7i i

Exemple de présentation incorrecte :

Par exemple, pour la classe [175 000, 200 OOO], la représentation incor-

recte figure en ordonnée fi ; les surfaces hachurées représentent donc fixai .
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% = CARECTERISTIQUES DI VALEURS CENTRALES.

Elles doivent :

- 8tre définies de fagcon aussi objectives que possible,

- dépendre de toutes les observations, mais pas de leur ordre (sauf
dans certains problémes spécifiques faisant intervenir le.temps,que
nous ﬁ}étudierons pas)

— &tre peu sensibles aux fluctuations de l'échantillonnage.

La Médiane :
C'est une valeur de la variable statistique qui partage en deux effec-~
tifs égaux les individus de la population.

81 F est la fonction de répartition de ltéchantillon

M médiane &= (M) 3
(1)

1-F(M) ¢

ol =

si F est strictement croissante, M est unique comme solution de (1)

Si F est disgréte, deux cas t ¥
' 1
. Aucune valeur X, ne donne __J
_ : :
F(Xi) =3 .0 retient le x, ‘
tel que : = " Lo
a
Plx.) < 4 < plx, ) r**J y lediane
* 2 1 0 b'd X X _ X 7
1 2 3 4
. 1
. Si gxi tel que F(Xi) =3 alors
tout point de [xi,xi+1[ satisfait (1)

= [

On a un intervalle médisan,

| ,

i
[ gt rmssman .,
x h'd x_ NMx X

1 T2 3|74 s

Intervalle médian

'
!
l }
i

Regle dlobtention : (Classement dans 1l'ordre croissant des observations' X,

Calcul des effec%ifs cunulés nF(Xi).

S1 nF(Xi) < 50 < nF(Xi+1) - Xi valeur médiane

= 5 v . intervalle médian
nF(xi) 50 [Xi Xl+1[ ervalle i
R, ' ' l ‘ ! ! !
Classement X C e <§i}:x , % i
des obs, o' Tttt Nled g L 25,
Bffectifs P b -
cumulés : A N |451\6)i :
|
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Le Node :
. C'est la valeur la plus "fréquente" de la variable statistique, on
dit aussi valeur dominante, C'est pratiquement une valeur "centrale", quand

on considere des distributions "régulieres".

. Le mode d'une distribution continue & densité correspond au point ol

la densité prend la plus grande valeur

¥ £ 4 V. STAT. V. AURATOTRE
V. STAT. CONTINUE . CONTINUE
DISCRETE | CONNUE PAR T Ty

1 échantillon

N I O O A lmr =

¢- 7 R
Mode Classe modale Mode

Moyenne : clest la caractéristique la plus importante. Elle n'est définie

que pour des variables quantitatives & valeurs dans un espace vectoriel.

est llensemble des valeurs

k
. Clest : X = Z:: f.x, si {x1,..., Xk}

11
=1

prises par l‘ééhantillon,

4 - CARACTERISTIQUES DE DISPERSION.

Ecart guadratique moyen ou écart-type.
-2
! t = -
. C'es c \/%}_ filxi Xl

2 .
c est la variance.

5 ~ CARACTERISTIQUES TE FORME. (A titre d'exemple, elles sont trds arbitraires).

5

Coefficient d'assymétrie.

Si une distribution est symétrique, ces différents moments centrés d'ordre

impair sont nuls.

En effet :
X )
f (2-%)7 () dx =f +f_
. R ) X
P =2 (symétrie de f par
et (X—X) f(x)dx = - (X—X) f(X)dX N ~
- p rapport & X =X )

. Fischer a proposé le coefficient :

! ;572 o by =‘[kx—§)2 fx)dx
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- sans dimension (c'est pour cela que l'on divise par uz/é)

- nul si la distribution a un axe de symétrie

VA /N

?»,

J

Distribution dissymétri- symé trique
que étalée & gauche.

Q, +Q, - 2M
o1 3
d = T

Distribution dissymé-
trique étalée & droite.

est égakment un coefficient d'assymétrie, sans

dimension, °* (d =0 sl la distribution est unimodale et'symétrique).

6 - CARACTERISTIQUES DE CONCENTRATION.

Considérons le tableau des salaires (page.z, B).

A chagque case (classe) associons la masse des salaires ; par exemple :

Classe (125 < salaire < JSO) => 4342
Classe e. = 8 =
i

Classe e, = = q, =

Ainsi les ouvriers dont le salaire est inférieur
de l'effectif des ouvriers et se partagent 8,29

saldires.

Notons : p. : proportion des ouvriers dont le salaire est ( e,
i

x 1-2-5—3;—-15-0 = 601 Millions

masse des salaires de la classe ei
2 s,

J=1 "]

k

z S,

=1

[¢]
4 200 représentent 16,5 4

(e} .
/; de la masse totale des

1

qi : proportion de la masse salariale gagnée par les ouvriers

dont le salaire est ( e,



<
Masses des %S
Limites de classe salaires e
e Effectifs par classe : m = Fleg) gy == T
{cn milliers " St en % o
de francs) (en millions Z S5
de francs) Jot
(en %)
1721 114
— 100 —— ' 0,93 6,20 ——
2 413 273
—— 125 — 2,22 0,66 ——
4 342 601
e 150 —— 4,56 1,70 -—nu
8 264 1 349
—— 175 — — 9,00 4,01 ——
13 300 2 494
— 200 —— 16,15 8,29 ——
16 053 3 404 i
—_— 225 —— 24,79 14,14 ——
16 774 3972 . .
—_— 250 — 33,81 20,96 ——
33 251 9 120
B 300 — 51,69 36,62 —
29 211 9 461
e 350 —— 67,40 52,86 —
22 453 8 391
— 400 e : 79,47 - 67,27 ——
24 005 10 623 )
e 500 — ; 92,38 85,58 —r
9 477 5133
—_— 600 — 97,48 94,33 —
) 4 093 2 117
— 800 — 99,68 98,99 —
443 386 ‘
— 1 000 — 99,92 99,65 —
' 125 144
— 1 500 —— 99,99 99,90 —
12 20,3
e 2 000 —— 99,99 99,93 ——
14 37,7 B
—— 5 000 — 100,00 100,00 -
Total 185 951 58 240 — e

Courbe de concentration.

C'est la courbe

Py

. Comme

= f(q,)

p £ a, elle se

situe dans la moitié supé-

rieure du carré
construit sur les axes.

. Elle est croissante

1 X 1

P4
\\
Py {v\\\
0,5 V¢
\\/
/|




C — DISTRIBUTIONS STATISTIQUES A DEUX CARACTERES

Considérons une population de n individus décrits simultanément par

deux caractéres A et B, A ayant k modalités {Aﬂ’ Ayseens Ak}, B

1 2

On cherchera & décrire la distribution statistique associée

ayant p modalités {B,, B y...y Bp}.

soit : - par des tableaux et une représentation graphique

soit ~ par une description numérique.

Les caractéres peuvent &tre qualitatifs ou quantitatifs.

I - TABLEAUX STATISTIQUES.

Notons n,. = nombre d'individus présentant & la fois le caractere
Ai eﬁ Bj
Du fait que les modalités de A

de " B sont incompatibles et exhaustives.

Qn a : z:: n;, =n .

i,
Modali- Totaux
tés d M
tes de B g B ol B ... B (Marges)
Modali= 1 2 J p {horizontauvx
tés de A
A n n e n_. n n
1 11 12 1J 1P 1.
A n_ | n ee. jon_ | n n
2 21 22 2J 2P 2.
Al n. n, o n. . n. n., -
1 11 12 1] 1p 1.
Ak nk1 nk2 . nkj ces nkp nk.
Tableaux R
. n n e n n n
verticaux o o2 .5. .P
La fréquence de (A.,B.) est —= =f_ . .
i’73 . n- ij

Distributions marginales.

Cl'est la distribution des deux marges

distribution marginale associde & A : n. , N ,..., N
B

1 1 1

ol

Clest la distribution associéde & 1'un des caractéres, une fois 1l'autre oublié,
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Distributions conditionnelles.

gonsidérons la sous-population réalisant le caractére Bj . Sur cette
' sous~populafian, 1a distribution du caractére A est appelée la distribution

conditionnelle de A, , & condition que Bj soit réalisé.

. n..
. J )
m a : fi(Ai/Bj) == .
Co o]
Ilya p distributions conditionnelles suivant le caractére A
k . " n . " 1 n 7 B

Si on note (Ai Bj) 1t'événement Ai et Bj réalisé on a :

P(Air\B$?~; P(Ai) P(Bj/ﬁi) = P(Bj) }(Ai/Bj).

Indépendance.

' 7 . i/
les caractéres A et B sont indépendantskii///,’i‘ﬁfwa}‘

5<A/g) = P(a) (et alors P(B/A)u 2(B)).

Alors, cela est équivalent au fait que les p distributions conditionnelles
de A sont les mémes, en particulier identiques a4 la distribution marginale

de. & . En effet : fg ind de j

n; i3 “ip M
sz—-—--l: ...:——-—Q: .o.n :—-.«-.—Pm———::fl‘ .
1 n n . n n 1,
01 .J op o

Liaison fonctionnelle.

le caractdre A est 1ié fonctiomnellement au caractére B si & chaque
modalité B3 de B correspond une telle modalité du caractére A (on note-
rait : A = £(B)).

Cette notion n'est pas réciproque comme celle d'indépendance. Elle est
particulierement intéressante dans le cas de caractéres quantitatifs,

Si £ est bijective, la notion est réciproque.

A B1 B2 B3 B4 BB .- Distributions conditionnelles de
A1 4 2 0
Ag 5 : o ! o L dégénérées.
0 0 0 0
A3 3

11 y a globalement 6 types de distributions & 2 caracteres

Sitvation plus favo- {w

i

Les deux qualitatifs
1 gualitatif, llautre quantitatif discret
— . . i i n R I On-t lﬂu

i

rable & une descrip-
tion graphique
2 quantitatifs discrets - Situation plus favo-
1 quantitatif discret, 1 continu ; rable & la descrip-
- 2 quantitatifs continus tion numérique

i

P

i
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ITI — REPRESENTATIONS GRAPHIQUES.

Une-représentation graphique d'une distribution statistique & 2 carac-
téres doit s'attacher & figurer, d'une part la distribution globale (repré-
senter toute 1l'information), et si possible les distributions conditionnel~-
les ainsi %?e marginales, les distributions conditionnelles étant définies
. fﬁ%rwoa;thl%e._z_ B gualitatifs.

On peut représenter la distribution globale et une famille de distri-

"butions conditionnelles (A/B-) (ou 1tinverse).
. ;

nij est "représenté" par un rectangle de base n . et dont la hau-

teur est proportionnelle & la fréquence conditionnelle fg
l’l.. =In .fq .
ij LJ i
On a dong : -» effectifs marginaux caractére B n (base rectangles)

— effectifs du tableau (aire des rectangles)

- fréquences conditionnelles (A/B ) soit fg .
J .
Voir tableaux et graphiques pages 4 et 5.

2eme cas : 1 caractére gualitatif, 1 caractére quantitatif,

A désigne le caractere qualitatif
B " woooon guantitatif.

on peut déjd utiliser un mode de représentation comme si les deux ca—

racteéres étaient qualitatifs,

Oon peut également représenter les distributions conditionnelles & par-
tir de diagrammes en bitons (autant de diagrammes que de modalités du carac-

tére qualitatif). Voir page 6.
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Autre exemple, Distribution de la population francaise masculine suivant

1t8ge. et 1'état matrimonial,

1) Pyramide, ol apparait, & 8ge fixé les distributions conditionnelles

de 1'état matrimonial.

2) Distribﬁtion conditionnelle suivant 1'Age pour les 3 modalités de

1'état matrimonial,

prine nee aneg o nAny ATIAN ERsueAter 08
PYRAIGDE D25 AGES OE 1A BCP u!_:{‘w.ud n.\..s“.... N
Seume cLILSE
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1850
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£ raa o
Effsaiifs des od

“

Notons CX = effectifs des célibataires & l'ige x

MX = " " mariés 8 1'8ge X
VDX = " " veufs ou divorcés " x .

On peut considérer =x comme une variable continue, et ainsi représen-

ter les distributions des 4 modalités de 1'état matrimonial pour tout

(si on sépare V et D)

M= /, de mariés & 1'ége

N
g
¢ N
X

N

X

bs

M
X

= T 4 +VD
X X X
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% derniers cas : Deux caractéres guantitatifs.

On peut utiliser déjd les différents modes de représentation énoncés

r

dans le 1e et 2eme cas,

Notons X et Y 1les deux variables définissant les caractéres. Par
exemple, si X et Y sont discrétes et nij est l'effectif (Xi, yj),
on peut représenter cet effectif par un cercle centré en (Xi, yj) de sur-

Q N
face /fo & n,, .
. 1J

Deux exemples sont donnés :

1) Répartition des ménages francais suivant le nombre de personnes

et le nombre de pitces du logement occupé,

2) Répartition des ménages suivant 1'8ge du chef debménage et le nom-

bre d'enfants de moins de 16 ans.
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Description dans un plan de tous les individus
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Cas particulier : Sries chronologigues.

Lorsque l'un des caractéres est le temps, la série statistique s'appelle

série chronologique (l’autre caractere est queloonque).

La liaison est fonctionnelle
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Représentation polaire.

Sachant gqu'une année cor-
respond & tn angle de 2x
on peut représenter de fa-

cgon polaire la série chro-—

nologique précédente.

Nota. Il existe bien d'autres représentations graphiques de distributions
statistiques & deux caractéres (cartogrammes dans la description
d'unités géographiques suivant un caractére, représentation graphi-

ques utilisant des papiers fonctionnels, graphique triangulaire...).



CHAPITRE I

Modéles sgstati

n

tiq

A

ues, Théorie de la décisione.

1. BUTS DE LA STATISTIQUE.,

-

Ls démarche essentielle de la statistique consiste
& préciser & partir de données expérimentales un modéle

probabiliste mal connu,

Il y aura de trés nombreuses fagons de traduire le

verbe préciser : estimer, tester, classer, décider, etcess

Par exemple, si 1l'on considére deux traitements par
engrais d'une méme plante, s'ils donnent les tailles suivantes

pour 10 pousses

30 37 39 34 36 38 32 32 31
31 38 38 31 31 34 35 32 32

peut-on dire et en quel sens que 1'un est meilleur que l'autre
si le modEle probabiliste consiste 4 associer 4 chaque traite-
ment une loi de probgbilité, soit F, et F,, a=t-on F, "meile
leur" gque Felen un certain sens (par exemple moyenne de
Fl > moyenne de F2 ou autre critéregmédiane Fl > médiane Fz)s
Le travailil du statisticien est donc d'examinerlé ltaide
dfoutils mathématiqués{des données,qui sont les résultats
d'une expérience et situées dans un certain ensemble de

modéles probabilistes ; soit (QéigPe) (on a l'habitude de

6 ¢0

toujours prendre f, ¢ identiques pour tous les moddles cay
en fait (@, &) représente la structure des données qui est
évidemment indépendante du moddle réel et inconnu [fixé
ar une valeur 6 de 6, 6 € ©
P ) o s 0, € 9.
Le choix de l'ensemble (2 ;u, PO)G co des moddles
reléve en wvrincine. de llexmiérimentotenr o

LT SR AP AN SRTINEON
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mals €0 pratique, le statisticlen est fréguemment amené &

participer au choix de la cecllection de modlles.

La réalisation de l'expérience elle-m3me reléve aussi-

du stetisticieng’en ce qu'il participe & l'¢laboration du.
plan (déroulement) de l'expérience. Ceci est éf au fait sui-
vant, la guantité d'information , la précision et la richesse
des déductions que l'on peut faire & pertir du traitement

de données (résultats d'une expérience) dépvend de la structure
ﬁathématique de ces données. On peut gagner du temps et du
matériel en organisant l'expérience d'une certaine manidre,

clest 1a l'objet de l'é@tude des plans d'expériences,

De plus, il ne sert & rien d'élaborer des modéles
complexes si on ne peut pas travailler dessus cbncr@tement.
Donc m@me au point 1, les techniques statistiques d'exiraction
de 1'information & partir des donndes sont des plus importan=-
tes. Cependant daens certains domaines comme les sciences hue
maines et 1l'écononie, il est fréquent d'avoir a traiter des
dénhées brutes car i'expérience nfest pas modifisble par le

statisticien,

La statistigque peut €tre développée & partir de plusieurs

points de vue

&) Celui de lo théorie de l'information (trés 1ié & des

concepts physigues de type entropie) guli a lfavantage de cone
duire & une théorie riche, mais l'inconvénient de reposer surx
des concepts peu intuitifs pour um étudiant actuel en mathé-

matigues. Nous ne l'aborderons pratiguement pas ici.

b) Celui de la théorie de 1la décision, 1ié & la pratigue
gue nous choiw-

des scilences expérimentales et sociales est celuil

S1lronse.

De toute maniére, une fois posés les concepts de base,

les différents développements se recouvrent et l'enscmble de

ON

d
la théorie garde une certaine unité.



2. MODELE STATISTIQUE. STATISTIQUE.

Définition. Soit (Q,d) un espace mesuré, (Pe)e€® une famille de
probabilités sur cet espace, indexée par 6 .,lensemble (Q,ciﬂ P . ; e¢t @)

J
est appelé moddle statistique. C'est donc une famille d'espaces de probabili-

té. Ayant choisi un moddle statistique (@, @, P. ; 6 € 0) et réalisé une

o
expérience, le statisticien doit indiquer quelles sont les valeurs de .6 qui
sont non contradictoires, en un sens probabiliste & bien préciser , avec les

résultats de l'expérience.
L'exemple suivant est & la fois simple et non trivial,

Eiemple 1. On joue & pile ou face, et on appelle 6 la probabilité de
tirer pile, 1-6, celle de tirer face., On peut faire n tirages (n—expé—

riences) indépendants.

Soit Xi la v.a. qui représente la i-eme expérience : Xi =1 sion
a obtenu pile au i-éme coup, Xi = 0 sinon, Ce qufon ccnnait, c’est donc une
suite de nombres .+1,0, qui représente les résultats de ces n-expériences,

(X s X eooe Xn).

1 2
Dfepreés la loi des grands nombres, on sait que :
x1+x2+'. Xy '
Pé,(l—“———zr-- - 6[ > a) = A(ege“pa) tend vers 0O si. n = 4oo

si et seulement si © = g°' .

Considérons le résultat de i”expérience faite (X1(w)n.°Xh(w)) =

“(x1, X2, cee Xn),'et eo une valeur telle que
X 4X _ +ees X
n
[ Sy -
- n 0
Si O est égal & B ;9 on aurait réalisé 1l'évenement
X X
\ +A_ Fe oo
2 n
Ble) = {|——%

- e‘ol > e}

avec la probabilité Pe (Bg) = A(eo’ 909 e) = n .
o .
Si‘ n est petit, on admet qu'il est plus que douteux que l'on puisse

se trouver dans la situation 6 = eo .

Intuitivement, on rejette la valeur eo , et aussi les valeurs trés

voisines de eo .
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Statistique =~ Image d'un modéle statistique par une statistigue,

Définition : On appelle statistique sur le moddle statistique
b

{a, 0Pyl (o

mesurable (QF, a').

}toute fonction mesurable T de (Q, &) dans un espace

Observer une statistique T, c'est observer un résultat déduit de
l'expérience j; ou c'est remplacer le résultat x de'l'gxpérience par
la fonction T(x). On peut associer 4 T, considéré maintenant com-
me le résultat de l'expérience, un autre modéle statistique
} .

@y at, {1 (2} ¢ o

appelé image du ler modéle par T. Il est fréquent qu'une statis-
tique T donne sur le paramdtre autant d'information gque l'expériéna
ce : le modéle image par T du ler modéle sera alors le modéle natu-
rel. Nous préciserons plus tard cette i1dée (Chapitre & : Exhausti-
vité). Indigquons ici qﬁelques exemples, qui seront précisés au
Chapitre 8.

Exemple : Soit X = (Xl9 XE,...an) un n=-&chantillon d'une famille

. s
de lois (ve)e ¢ sur {RY,

€]

Statistique d'ordre,

Intuitivement, l'ordre des observations n'a pas d'importance
puisque les Xi sont indeéependantes, et on peut par exemple rempla-
cer ls suite des observations (xls.”s xn) par la suite ordonnée

(x N ) qui s'en déduit par la permutation ¢ telle que
2o (1) o(x)

X, (1) € X5(2)% S Xy La statistique T corresponéante, appe=
lée statistique d'ordre, a une loi qui dépend de la valeur de o,
mais il est intuitif que la loi de X conditionnée par T est indé=
pendante de 6: si on sait gue T appartient & un borélien A de

( ﬁd)n la probabilité pdur que X appartienne 4 un borélien A de

( md)n est égale, intuitivement & la proportion des permutés des

points de B qui sont dans A.
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3. COMMENT FORMULER UN PROBLEME DE STATISTIQUE, VOCABULAIRE
ET FORMALISME DE LA THEORIE DE LA DECISION.,

Il existe un certain nombre de divisions traditionnelles de
la statistique. L'une concerne la nature de l'ensemble 0 : si
cet ensemble est "simple", par exemple un ouvert de Rd, on dit
que l'on a un noddle paramétriéue a traiter, sinon on ﬁarlé de ca
non-parémétriques. Nous reviendrons plus loin et plus & fond sur

cétte distinction,

Mais la division la plus importante consiste en la maniére
d'énoncer la conclusion : si celle-ci est du type "o = eo",on

parle de- probléme d'estimation. Si par contre 0 = 0, + 0, et

‘on parle de probldme de

que la conqlusionhest du type 6 € 0

test., Il y a évidemment bien d'autres "conclusions" possibles j

pour préciser ce que nous entendons par conclusion, nous allons

introduire le formalisme de la théorie de la décision.,

Les décisions que va prendre le statisticien vont &tre fonc=-
tion du résultat de ses expériences. Plus précisément, s'il a

observé X (w), sa décision va &tre une fonction h [X (w)]= a (w).
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Définitions. Soit (9, @) 1'espace mesuré du modéle statistique et X
une v.a., sur (Q,CL).

Soit (A,Jz) un espace mesuré, appelé espacs des dézisions.

Une régle de décision, d, (relative & X) est une v.a. de (Q,0) dans

(A$c€> mesurable par(rapport & la tribu engendrée par. x).

On va avoir besoin de classer les décisions. Pour cela, on se donne au

. . +
départ une fencticn de perts W : de @ x A— R, mesurable :
g ’ 4 ~ : o : . L .
W(909 3f{w)) est la perte qufentraine pour le statisticien (bu son em-
ployeur)le fait de prendre la décisicn d(w} lorsque la vraie valeur du

parametre incconnu est 6, -

Les fenctions de perte classiques sont ¢

wie,d) 'amd!2 Cperte quadratique qui intervient dans les problémes
' ' ‘d'estimation)
we,d) =1 -14) si o¢6
T @2 1
= 1®1(d) si B ¢ @2 (pénalisation de 1 pour toute mauvaise
décision).
Comme on ne connalt pas 6 , on calcule, pour chagque valeur de © la perie

de meyenne dite risque

Définition, On appelle fonction de risgue pour la décision 4 , la
I e e e Y o—c— q by 7

fonction Ry de @ ->R', définie par :

Ry(0) = E [w(0.d(w))]
=f wle.dlw)) dp (w).
Q 0

L'ordre naturel sur les fonctions de domaine © établit une relation

de pré-ordre sur les regles de décision :

()} ' une décision d1 est dite meilleure que la
Rd1(9) décision d, =i Ry (6) ¢ Rdg(e) pour tout
! y .
0 €06 .
@R (o)
d
92
i

Définitione. Une régle de décision est dite admissible, s*il nfen’

existe pas de sirictement meilleure.

§'il existe un plus grsnd élément pour cet srdre, on parle de regle

b

timale,
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En général, pour des raisons pratiques (Qaloul) ou liées au probleme,
on impose aux régles de décision des contraintes limitatives ; on se li-

mite donc par avance & un ensemble & de régles.

Exemple : une décision do est dite minimax, si elle minimise le
risque'maximum :
inf sup R.(6) = sup R, (6).
a e 4T TgT T,
On peut ne s'intéresser qu'a ce type de décisions. Nous verrons plus tard

d'autres classes de décisions.

En résumé, un probleme statistique, vu dans le cadre de la théorie de

e)e€® ; le choix

d'une v.a. X qui correspond & l'expérience, d'un ensemble (A,a%) de

la décision statistique est la donnée d'un modele (o,a., p

valeurs de décisions possibles, éventuellement la donnée d'une classe &
de v.a. & valeurs dans 4, $B(X)-mesurables (ensemble des régles de déci-

sion auxquelles on se limite), dfune fonction de perte W de O x A-— R+

Résoudre le probléme, clest trouver les regles de décision qui. sont
admissibles. Toutefois, le formalisme donné ne permet pas d'aller plus

loin ¢ c.&.d. 1l ne permet pas de choisir entre plusieurs régles admissi-

bles s7il en existe. Le choix dépend alors du probléme concret et du type

de qualité qu'il vaut mieux imposer & la régle cherchée de ce point de

vue (cf. exemple en fin du Cheapitre III).
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On peut généraliser la notions de rdgle de décision & celle

de stratégie (ou stratégie aléatoire),

Une stratégie est une application (X-mesurable)

(o, o) § 7(A, /) ol v est 1l'ensemble des probabilités sur A,

Si B C A, alors on choisit d € B avec la probabilité

S (x (w)) (B).

Une régle de décision est aussi dite stratégie pure (ou non
aléatoire), Elle correspond au cas ol S (X (w)) = 84 (th)).

g mesure de Dirsc en a,

Le fisque d'une telle stratégie pour la fonction de perte

W (8, o) est

Rg (0) =

o =

C ~S W (8, u) 5 (uw, du)]
A

S (X (w))s (Blément de =(A) ),

#

ei 8 (w, du)
On note 4 l'ensemble des stratégies et 2f l'ensemble des
régles de décision. Le lecteur définira sans peine, par analogue

avec les décisions des stratégies admissibles, optimales, mini-

max.

oA

°

‘Remarque : Solt & ¢ :F\ unte stratégie admissible de risque constant ;

alors ¢ est minimax .

”~
En effet, si ¢' ¢ f> , i1 est mécessaire que sup R(0,4') soit
supérieur ou égal 3 la valeur constante Oe®
k = R(0,¢) (0 € @) sinon o' serait meilleure que ¢ et ¢ ne serait

pas admissible. Done :

k = R(0,0) = sup R(0,6) = inf_ sup R(&,$
0e @ o'e P 0e©



Risques bay&siens, © est supposé mesuré.

Supposons que 1'on munisse 0 d'une probabilité u ou ;
"loi a priori" du paramdtre. Cela veut dire que l'on a a priori des
idées sur les valeurs possibles de 0 . Alors le risque moyen de

9 € E? est

r(u,¢) = f du(0) R(g,%) .
en notant R (8,¢) .pour Rg (¢)
Définitions: Soit u une probabilitd sur © *

Soit ¢ € :? . On appelle risque bayésien de ¢ par rapport 3 la

loi a priori u , le nombre :

r(u,9) = Jedu(o) R(0,¢)

On dit que d est une fonction de décision bayésienne, par rapport 3

Mo, si:
r(u,d) = inf «(u,a")
d'e ¥
(On dit que ¢ est une stratégie bayésienne par rappert i u , si :
r(¥,9) = inf, r(u,6")
¢'e 9

au lieu de dire "bayésienne par rapport & u' on dira aussi

"u  admissible',

Remarque : Il est souvent difficile de justifier théoriquement la
donnée a priori d'une loi u . C'est cependant parfois possible : dans

le cadre de la th2orie des jeux, si ) est l'ensemble des jeux

-

possibles du joueur enmemi, u correspond 4 la stratégie de ce joueur.
_L'intérét des notions bayésiennes est aussi technique ; dans de nombreux
cas (cf. chap.2) on sait calculer des stratégies bayésiennes, alors
qu'il est difficile d'obtenir directement des stratépies admissibles.
Cela donne souvent des stratégiesadmissibles.

Soient en effet u wune loi a priori et ¢ une stratégie bayésiemne par

rapport 4 u. Soit ¢' une stratégie aussi bonne que ¢

Yo,  R(8,4"D < R,

Dol r(1,9°) € r(u,$) .

Cela implique souvent qu'il n'existe aucun 60 tel que

R(GO,Q') < R(eo,¢) , clest a dire que ¢ est admissible.



‘En particulier (vérifiez le) si :

=~ ¢ est l'unique stratégie bayésienne par rapport a4 u

<P6 p.S. pour tout 8)
- € est dénombrable et u  charge tous les points de I

' d .
~ O est un ouvert de [}~ , u charge tout ouvert inclus
dans © (le support de u est 9) et la fonction
R . ~n
6 = R(8,%"') est continue pour tout ¢' e @ .
Tout cela est vrai en remplacant les stratégies (bayésiennes cu

a¢missibles) par les fonctions de décision . (¢f, Chapitre II)

Un exemple de probléme décisionnel bayésien.,

Soit 2 poPulationé de lois normales sur‘§R2, resﬁectivément
Nel =N (0, I) , Nee =N (m, 2 I) , I identité. On donne comme
meSure & priori sur(él . 62>la mesure (1/2, 1/2)., Tracer une
droite D dans le plan R telle gque la régle de décision qui
consiste 34 classer un point dans la premiére population s'il est
d'un ¢8té de la droite, dans la deuxiéme sinon, soit optimalk parmi
ces régles,

Soit AX + uy = ¢.;la droite D avec kg + u2=l.

Soit X un point de coordonnées
(X1° X,) la loi de AXy s
est i 6, est vrai N (0,I), si 6

1 v 2
est vrai N (<m,a> 4 2I) , si a est le

+ uX

vecteur (A, u).

Les risques sont donec

c 2
R (6,, D) = =2 [ em® /2 4y
V2w - o "
<
- « (% « <m,a>)
| 1 / 2
R (6,, D) = == i e ax

2/ % i



et le risque bayésien est 1/2 |R (6, D) + R (6, D)
Minimisons d'abord en a, puis en c.

min R (62@D) est atteint pour <m,a> maximum,soit comme

7
a .
my Mo
a est normé, pour A = el , T
. m:L +‘ m2 ml + m2

D est donc orthogonale & m , ¢ est alors défini

2 - (e = ||m]D)?
e...c /2 - e = ‘ZL



COMPLEMENT DE COURS

Mod&le fini de la théorie de la décision

Les notations sont celles du paragraphe précédent. Supposcps que © est
-~

un ensemble fini 0= {0‘, 0 sy Ok} . A chaque ¢ ¢ ¥ , on peut associer

2’

un point ﬂ?-k ol M¢ = {R(0,,0)}

M, € lsisk
S =

{M¢;¢e‘§ } et s={M¢;¢e5ﬂ}.

Soient
-~ ”~

k . - .
L'ensemble S est un convexe de W, car si ¢ et ¢' sont dans Y et si

oM, + (1-a) M, € S .

a € ]O,l[ s, oo+ (1=a) o' e ;f et Ma o+ (1-a)o" = o X

Supposons ¢' & & . Alors le point M est dans 1l'ensemble Q[ﬂ&] s

¢|‘
si 1'con associe 4 tout point M = {xl, Xos weees xk} de ﬁ%k

1'ensemble Q[M] = {y], Vys seees yk) i, < X5 y2\< Xgs erees ¥ & xk}'
Donc dire que ¢ est admissible c'est dire que
M|nS =M
Qfi,] 5

exemple (k = 2)

- la zone sombre est Q(Mé}

~

-~ 81 § est fermd, la zone hachurégest

1'ensemble des M¢ pour &

admissible. ,"E=ﬂ5;;{; f“l,;. e 5)
'.’.."._- ‘._..'.'_‘ A
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Soit u une loi a pricri sur 0 ; posons P u(oi) (1 €1 ¢k ;

-~ .
¢ est le vecteur (ui) . Le risque bayésien de ¢ e ¥ est :

Igigk

~ k
r(’u»‘b) = i U, R(Oi’é) = < Yy M¢ >

~

Si une stratégie ¢ est u - admissible, S est d'un seul cOté de la droite

passant par M, et orthogonale 3 u ; on sait que si les He sont tous non

¢

nuls une telle stratégie est admissible ; c'est faux dans le cas contraire

comme le montre le 28me schéma ci-dessous!

E

Rig ) )
/Lr\
\\ "
% | -
\ ¢
v r(u,¢) = OA.|u]
o Mg \
¢ u~admissible % 4 \
o .
9 <
\
I ! \
\ N
© \ RI8,P)
R(GLA),)
B
S
) M¢
|
R t
i
i
! u = (]’O)
: .
j; - & est p - admissible, si
© /u’ R(94»¢) M¢ € AB , mais n'est aussi
admissible que si M, = A .

¢

Minimiser le risque maximun, c'est minimiser 1'abscisse de M¢ s

si M¢ est en desscus de la l&re bisectrice A et 1l'ordonnée de M¢ .
si M¢eSt en dessus. Par conséquent, le minimum du risque maximun est le
. - K

nombre p = {sup{a Q{d e] N S} =9}, ol e est le vecteur de Y1
dont toutes les coordonnées valent 1 3 si M¢ € Q[b é] N 8 , alors ¢
est une stratégie minimax. En particulier, si S est compact, il existe une

stratégie minimax.



Exemples i////l \ ' A
R(az_,l‘b) }\ » A

")

ki;/a
1 / | <
< _\*/ ¢ R 7B e)

AN
., i o
>
=0 & I R(%,0)
¢ est minimax, de risque 4 est minimax, si M¢ € AB
constant et admissible. Mais ¢ n'est admis-

sible_que‘si M, = A, et de
risque constant” que si
M, =B.

(o
Pour permettre de résoudre des problémes simples dans le cas fini nocus

devons préciser la structure de S , lorsque A est fini.

ggéligiggiggg : Soient S, et S, 2 convexes disjoints de ‘F{k .

. P k
Il existe une forme lindaire u sur W et un nombre ce R , tels

4 .
que u(x) >c pour x € S, et u(x) < ¢ pour x € S, . Autrement dit,

- 2
il existe un hyperplan qui sépare S1 et S2 . Nous ne montreront pas cette
wropriété, qui est une forme du théoréme de Hahm Banach, qu'on peut montrer

P . k P

Slémentairement sur ﬁ? . On en déduit le :
lemme : Soit S un convexe de 3 k s soit 2 un vecteur aléatoire
de dimension k , tel que Z € S presque surement et que E(Z) existe

alors E(Z) € S.

Démonstration = Le théoréme est vrai si k = 1 , car un convexe est

ici un intervalle. Suppcsons le vrai pour k-1 .85i E() n'est pas
dans S , il existe une forme lindaire u telle que u(E(Z)) <€ u(x)

pcur tout x e S . Donc
u[E(Z)] = Elu@] < u@ p.s.
cela implique que u(Z) wvaut ,E[u(Z)] (p.s.).

Soit S' = {x'; u(x) = E [u(Z)]} M S ; c'est un convexe d'un espace
euclidien 3 k - 1! dimensions et Z e S'.

D'aprés 1'hypoethése de récurrence, E(Z)Y € S'¢c S .
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~

Propositicn ¢ Si A est fini, S est 1'enveloppe convexe de §

(le plus petit convexe contenant S).

,
~ -~

Démonstration : S est convexe ; il suffit donc de montrer que § est

contenu dans 1'enveloppe convexe de So de S.

Soit A = (a]s a veey an). Soit ¥ une probabilité sur A. Munissons

3
[O,l] de la mesire de Lebesgue P (soit E 1'espérance par rapport i P).
I1 eg}ste une fonction‘ ZD de [b,[] dans A, de loi v ; il suffit en
effet de diviser ﬁo,l] en m intervalles disjoints de longueurs respective
U(ai) (1gigk) et de poser Zu = a; 7sur 1'intervalle de longueur u(ai).
Soit alors une stratégie ¢ & :? ; 3 chaque x ¢ E correspond une mesure

¢(x) sur A donc une fonction Z¢(x) de [Q,f] dans A -

1

R(0, ) Jd P, (x) [ d ¢(x) (a) W(0,a) = J d 2y (x) E[W(O’Zé(ﬂ)]

E U R NORICRIVNY ]

Pour chaque w ¢ [0,1], X > Z¢(x)(w) est une régle de décision notée

Z¢(w).

R(O,¢) = fdl’(w) R(C, Z¢(w))

Pour chaque w ¢ [O,l], R(B,Z¢(w)) est dans S donc dans So .
Par suite R(0,¢) ¢ S, et S ¢ 8, -

Conséquence : Si O et A scnt finis et si S est compact, alors §
. k k k
est convexe compact ; c'est en effet 1'image de [O,[] x S dans S%

par 1'application continue

En particulier, si Q est fini, S est fini et S est convexe compact.



Classes complétes de stratégies

[
Une classe complidte de stratégies est une partie C & tf

[ . -
telle que gi¢ € E? . €, il existe une stratégie dans C mneilleure

que ¢ . Une classe essentiellement compléte de stratégies est une partie
cC C :f , telle que si ¢ ¢ j? . C , il exiete une stratégie dans

S? N C aussi bonne que ¢ . Une classe compléte (resp. esséntielleﬁent
compléte) € est minimale , s1 11 n'y a pas de sous ensemble strict de C

qui s¢it une classe compléte (resp. essentiellement compléte)

Le théoréme suivant permettra, dans les problémes d'estimation, de ne

considérer que les fonctions de décision (cf, Chapitre II).

Théoréme

Supposons que A est un convexe de ﬂ?d et que pour chaque 6§ € 0 ,
-~
am W(6&a) est une fonction convexe continue. Si ¢ € ¥ et gi

pour chaque x , Ia‘ ¢[%, da) est fini, alors la fonction de décision

P(x) = j a &(x, da) est aussi bonne que ¢. Par suite si

-~

J |a| 5(x, da) est finie pour toute ¢ ¢ ¥ , la classe € est

essentigllement compléte.

Remarque : Une fonction d'un convexe C dans W est convexe si :

o€ ]O, 1[ , Xe€ et yeC == f(ax+ (I~0)y) < o £(x) + (1-a) £(y)

En particulier si d =1, et si f est 2 feis dérivable , avec une

dérivide seconde positive, f est convexe., Si ¢ est quelconque,

.

s1 °l est la valeur absolue dans WKd et si 0 e W3 d, piag 'O-xl

est convexe ; si ¢ est une fonction convexe de ﬁ?+ dans 6= 2

6(]0-x|) est convexe ; en particulier lO-xlk est convexe pour k > 1 .

Qgg;géﬁgigg}igg : Soit o une fonction de. © dans un ensemble convexe A
de ﬁ?d. On estime a(0) & 1'aide de la fonction de perte quadratique
W(b,a) = {a(o) - a]z . Alors ?our e YW , jfa(o) - alz 6(x, da) est fini

et Iai ¢{x, da) < =,
Donc pour ces prohlémes, on pcurra se limiter aux fonctions de décision

(1'introduction de stratipies al@atoires n'ajoute rien) : dans la théorie

de l'estimation une fonction de dé&cision est appelée estimateur.



P . . Iz k
La remarque précédente serait encore valable pour W (C,a) = Iu(O) - a[
avec k > 1. Par contre, dans les problémes de test nous aurons besoin de
stratégies aléatdires.

Pour démontrer le théordme ncus avons bescin du lemme suivant :

Lemme : Inepalité de Jensen

. . d . .
Soit C un ensemble convexe non vide de [R™ . Scit £ wune fonction
convexe continue de C dans fi . Soit Z wun vecteur al@atoire de
dimension ¢ , sur un espace de probabilité (Q, &L, P). On suppose

que ZeC, P p.s. et que. Z est intégrable. Alors :
a) E(2) € C

B) £(E(Z)) € E £(2)

Démonstration - Nous avons déja vu que E(Z) € C. Soit alors C! le
}d+1 ’

convexe de f défini par :

g o= {(xl, cees Xd+l) : (xl, cees xd) €°Ck Xy ” f(x], ey xd)}

Le point {E(2z), £(E(Z))} est un point de W d+1 qui n'est pas dans C,.

I1 existe donc un vecteur (ui) de ﬁ%d+1 tel que pour tout

) € Ci

Igigd+1}

(Xl’ s Xgu

d+l

Gy E(Zi) + o4 £(E(2))

+1

™~

Q

w

A\ 2
13 e BN

1

sont les composantes de Z).

i=1 i

3 : f
On peut prendre Xq,.p 2ussi grand que 1l'on veut, donc SFPR) > 0.

-~

= x, f(x)} appartient a 1'adhérence de C
g C

Mais le point {(Xi)ISisd
pour tout x e ¢ ; donc ?our X = (Xi)lsisd

a :
a, £ > 2 Bz - %] + a,,, £EE@)
Par suite, p.s.
a
Gae £(z) z-iil g (E(Zi) - Zi) * Oy £(E(Z))
% Supposons o > 0. Alors en intégrant on obtient :

d+1
E(£(2)) > £(E(Z))

I.17
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d
% Si %re = 0, on obtient . T ui[E(Zi) - ZLJ < 0, mais l'espérance
i=1 :
d .
de cette v.a. &tant nulle, cn a L ai(E(Zi) - Zi> =0, S1 4 =1, cela
) (=

veut dire que Z =0E(Z) p.s. et £(2) = £(E(Z)) = E(£(Z)) p.s.
Sinon, Z est un vcheur alcatoxre 3 valeurs dans le convexe
' =5 N {(h ) H Z oy (B (Z. )

1<1<L i=1]
espace eucllolcn de dimen eion d“}. Le théoréme est donc prouvé par

[

X, ) - 0} , qui est un convexe d'un

réecurrence sur la dimension d.

Denonstrat:on du thporvro

- v o tae - Vo G A e aann sl b B e o o s

‘Avec les hypothéses faites, on a pour tout x € E @
W(0,0(x)) ='€[F, J a o(x, da)] < J W(s,a) ¢(x, cda)

On le voit en Bcrivant 1'indgalité de Jensen avec la proh“,llzte ¢{xs2).

D'oli R(C,y) < R(T,0).

EXERCICES

') Dans le cadre de la théorie des jeux, scit @= A = ]O + m[ et
“%Q(O,a) = eM&a quels que scient le paramétre € éliment de &,
et 1l'action a choisie paf le statisticien dens A, c'est 3 dive
que le statisticien a intér@t 3 choisir la plus grande valeur pessible
pour a. Soit F 1la fonetion de rdpartition d'ume variable allatoire
Z 3 valeurs dans ]O %«w[,, telle que EZ = +» , T peut etre considéré
comme un &lément de :f . Montrer qu'aucun €l&ment de ¥ , ensemble des

-~ » >~ . - .
stratégies pures, ne peut etre aussi bon que }a stratégie F.

L

« DONNEES = ECHANTILLON - ECHANTILLOANAGE - LOIS CLASSIQU

NOTATTOHS CLASSTIQUES

En statistigue descriptive nous avons vu guelques manidres

de décrire une population considérée dans son entier. Le modcdle

statistique est alors fini. En stotistigue mathématique ou
-inductive, on cherche & partir d'un certain nomwbre de données

gue l'on fabrigue avec lfaide de lterpérimontaieur ou soi-méne

a obtenir des renseizgnements sur le modéle stetistigue.

Un cchcntﬂ_loy est un sous-ensemble do liensemble poopuvlation




I - Echantillonage d'une Qggulation finie

It ne i s s el s e e s e e D B ot o T S e e S S S S

mmomar

a) Déscription

Considérons une population finie de N individus parmi lesquels on
distingue - r types distincts ; pour 1 g i € r , soit N, 1le
nombre d'individus de type i. Pour déterminer‘les valeurs des Ni ,
on peut faire un recensement, c'est-i-dire observer toute la population.
Mais on préfére souvent, faute de temps ou d'argent, effectuer un
"sondage", c'est-3d-dire prélever un échantillon de n individus de 1la
population et déduire de cet échantillon des estimations sur les
parametres Nl’ NZ’ ey Nr .

Les résultats d'un sondage seront donc une suite de n &lements de

{1, 2, +.e., r}, autrement dit un point (x.) € {1,2,....,r}n = E.

i 1<i$né
Le point (Xi)l<i<n représente le sondage, ol le i - individu examiné
- Ny
est de type r . A chaque sondage x = (xi)l<i<n’ on peut associer la
AN RS
1

suite {nl(x), nz(x), ceany nr(x)} ol pour jsr, nj(x) est le

nombre des individus examinés de type 3 :

= %1
5T S e &

On peut envisager 2 types de sondages :

b) Sondage avec remise

A chacun des n tirages, la probabilité de tirer un individu de
N-
.type 1 est la fréquence de ce type Py = ﬁi . Les n tirages sont

indépendants entre eux. Donc E est muni d'une probabilité P

définie par :
n, (x%) n, (x) n_(x)
- : ~ } 2 b
P(x) = P[(x_,, ceees X)) = py C Py e B

Cette probabilité dépend du paramétre (pl, Pys «revs pr).



On obtient le modéle statistique

-{E, P(E), (P ) }
PysPyreeesPy (pl,pz,‘---,pr) e Il

< y . r
oi @I est le sous ensemble des points de [O,i] dont la somme
des coordonnées vaut 1.

Les n fonctions coordonnées (Xi)l<i<n sont des v.a. indépendantes
LS

T
= L p. 6. iin représente la valeur obtenue au

de loi v : )
pl,o--c,Pr l=l 1 1

-~

. ete . - - . PR .
=1 tirage. On a un n—échantillon de la famille de lois

) .

v
pl,pz,....,pr%pl,....,pr)eﬂ

Le vecteur x > n(x) = {ni(x)}1<. est une statistique trés

1<y

importante. ¢85t {1 ,...., ir} est une suite de r nombres de

i
{o, 1, ...., n} dont la somme vaut n , les sondages % tels que

n(x) = {il’ "';"ir} sont équiprobables ; il y a % suites
. . Ii!
de ce type. k=1 k
On obtient donc :
P n, =1 essey D= 1
pl’ veeey Pr ( 1 1’ S « )
. r i
-2 0
., . k=l
It 1k!
k=1
r ———
si kil i, =n; sinon la probabilité que n = (lk)“kff est nulle,

Supposons r = 2 ; alors on remplace le type '"2" par la notation "0V

Le modéle est alors @

no_ .
{{0,1} -_sz ., Cw, (Pp)pe[o’l]}.

Les  Vv.a. (X

i)1<i<n-sont indépendantes et leur loi est la loi de
bernoulli  b(l,p) = (1-p) §,+p ¢, .lav.a. nl(x) a la loi

. . . 2 on k. \n-k
binomiale b(n,p) = kzo (k)P (1-p) 6y«

¢ )Sondage sans remise

Contrairement au cas préc@dent un sondage sans remise revient 3

extraire de la population un bloc non ordonné de n individus.
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Ilya (2) tels blocs. La donnée du résultat d'un sondage est la

donnée des nombres (ni) r de tirages du sondage x oG on

€ig

T . . e aex

obtient i. Il y a I (C}) tels blocs non ordonnés de n individus.
i=1 03

Le moddle ‘statistique est alors {E, O (E), (PNi""" Nr)Ni"""Nr e H}
ol :
T
= 4 < . =
E {(nl)lsisr ol o¢n, £n, izl n, n}
. n
BE={N ,.v..,0_ ; ogN, &N et I N, = N}
l" r 1 i=1
CHCS .. (n )
P (nn .-..n):. n n2
N;un.t’N‘ ]’ 2’ ’r ' I\I
1 r )
n
Le loi P_ est une loi "hyperg@ométrique".

Npseeeos

Remarque : Lorsque N est trds grand, les premiers tirages ne mocdifient
i peu prés pas la composition de l'urne, Le tirage sans remise sera

alors considér? comme un tirage avec remise (de loi plus simple).

R R - A At - T - - - - 3

SRS DESsmSoTOoSSNIEToSomINNOnmS=

En général, dans 1l'étude d'un phénomdne expérimental, on ne
suppose rien sur la population du point de vue mathématique,
“Mais concrétement les données sont trés souvent considérées comme
une réalisation de n ve.a. indépendantes et de méme loi Fo oo
51 ces variables sont réelles, on notera

( ®, %, Fe)\?ﬁn le moddle

6«0

le modéle statistique ainsi obtenu. L'échantillon est donné
S = (Xl""’ Xn), et on dit aussi &chantillon pour réalisation
de l'échantillon (Xl (W)yoens X (w))s Les X; sont donc les appli-

cations coordonnées de ce modéle,

On verra & la fin du chapitre II sur l'estimation d'autres

types de fabrication d'échantillons dans des problémes i objet
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bien spécifique, et pour certains types de population. (Sondages

stratifiés).

On note X = 1 ’ =
n
n
n-1 C 1
1=1

S1 1les Xi so::t réeels, on note X(l) ve X(n) les rearrange-

ments par ordre croissant des Xi.

On notera N (m, 02) la loi normale de moyenne m, de variance
02 y N (m, K) la loi normale de moyerne m dans mr, de cova-
riance K. Si L est une loi X ~» L signifie que la v.a, X suit la

loi L.

Il sera fréquent de considérer des modéles images de

de raisonner uniquement sur ces modéles images.

-~

) ig par des statistiques 4 1 ou de dimension, et
g€

Fréquemment dans les modéles paramétriques ou non para=-

métriques on regardera une famille de loi du type

s'appelle alors paramétre de position (centrage, translation

et paramétre d'échelle.
1 1 (x - 6)2 dx 1 1 dx
EX. exp e — — ——
r§~; 2 a o] ﬂ o

. 2
1 4 (uﬁ_%;g)



CHAPITRE II

THEORIE ELEMENTAIRE DE L'ESTIMATION ET SONDAGES

‘2 le fin du chapitre, le modéle statistique est toujours GR,QB, Ffiézf, ou
F est un ensemble de lois de probabilités sur R (nbus verrons sur des exem-

X K> 1).

ples des v.a. & valeurs dans R
Soit © wun parametre réel associé & F , par exemple : moyenne, va-
riance, médiane, fonctions de ces quantités. Notant @ l'ensemble des va-
leurs de © , nous remarquerons qu'en général, 1l'application F — e(F) n'est
pas biunivoque. Faire une estimation, c'est au vu de 1'échantillon X pren—
dre une décision é(X) au sujet de la valeur de 6 .
Définition 1. Un estimateur é de 6 est une application 8 t X - ®;

éoX(w) s'appelle 1l'estimation de 6 .

La fonction de perte dans ce probleme de décision, est la perte quadratique

définie par
w(e, 8(x)) = [8(x) - |,
on suppose donc toujours EFfé(X)]z { o , L'estimation de 6 par é comporte
‘donc le risgue
RS(F) = EFlé(X) - 8]? .
Le risque peut aussi &ire considéré comme une mesure de la précision de .

Lorsqu'il existe une application biunivoque F e 6 (moddles para-

métrigues) et on a alors :
~ 2
Ry(6) = Ee]e(x) - 0| :

La regle générale de comparaison des régles de décision donne ici :

A

61 est meilleur que 92 si



Ra (F) < R (F) pour tout F .
% = 9

Exemple 1. Soit © la moyenne de F ,

F = {F, P probabilité sur R]
= ECB)
X1+..<,+Xn
X = - est un estimateur de 6 ,

de risque EFJR - 912 = GZ(F).
Remarquons que l'on a EF X = o(F). Cette propriété de centrage d'un

estimateur nous amene & poser la définition suivante :

Définition 2. Un estimateur de 6 est sans biais si pour tout F ¢ F

Ep 6 = o(F).

Exemple 2. Soit & estimer cZ(F).

N, w2
2, 4%-%)

32 = est un estimateur de 52 . On a EF S2 = GZ(F).
s2 est sans biais.
Exemple 3. Soit X1 e Xh un n-échantillon de N(O,GZ), 62 €ZR+ .
2,2 T 2 2
Soit T = 2 : X, , U== est un estimateur sans biais de ¢ , E U= ¢ .
T i n G

n a E ZX% = 304 (calculs aisés) et donc

c n
2 4 2
E0 =8 (3 X +2 xixi)
c c i=1
= n(n+2)c4
‘ _n+2 4 4_ 2 4
et donc RU(G) =-——0 -0 = = 0 .

Posons Uc = cnU.

Des calculs élémentaires donnent

' 2
E62Uc = chg
: 2
jiH 2(UC—62) = 04[n(n+2)02 - 2nc+1]
c .
. - 1
qui est minimum pour ¢ == et vaut
o ()]t = 2
1= @)t -5 ot

On voit sur cet exemple gu'un estimateur sans biais peut &tre moins bon
qu'un estimateur avec biais.

L'intérét essentiel d'un estimateur sans biais est le suivant :
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si.l'on répete des estimations indépendantes du méme paramdtre, & 1'aide
du méme estimateur sans biais : c.&.d. que si : Xk =(X$ cee Xi), k € K

est une suite d'échantillons indépendants, de méme loi, si é (k¢ K)

k

est la suite des estimateurs sans biais de 6 , associés aux Xk , indépen-

dants et de méme loi, alors :

a

é1+é +... B

2 k .S ~
Loes B (6,) =6(m),
X o (A )
. . 91+@2+...ek varF 91 .
le risque associé a —— valant alors — ce qui est

.une bonne propriété que n'ont pas les estimateurs biaisés.

Dans le cas ou n est petit ou moyen, la rechérche d'estimateurs
sans biais n'a pas toujours un sens. Un ensemble extréme est le suivant :
Exemple'4. (téléphoniste).

Un télépHoniSte ne connait pas son standard. Il écoute une heure et
enregistre x appels. le nombre d'appels suit une loi de Poisson de para-
metre inconnu 6 . Pour aller voir son amie, il lui faut 2 heures. Quelle
est la prbbabilité pour qu'il n'y ait pas d'appel pendant ces deux heures.

Ia probabilité pour qu'il n'y ait pas d'appel pendant ces deux heu-

res, est égale & :

-20

Pe(X1+X2:O)=e .
~ . "29
On a donc & estimer e = f(e).,
Soit % un estimateur sans biais de e_-29 . On doit avoir

Ee(d) = 6—29' pour tout 6 » O,

or : o n oo ' n :
-0 0 -0 n o
Ee(d) = Z:Z d(n)e =T = z:: e (=1) = pour tout 6 30,
n=0 n=0

donc nécessairement f(n) = (—1)n, ce qui ne présente aucun intérét !

Certains modes sont dit non paramétriques. Essentiellement ce sont

ceux ou F est trés grand et en particulier ceux ol il n'existe pas d'ap-
plication biunivoque F<— © (il n'y a pas d'accord général sur cette
définition). C'est le cas des exemples 1, 2 et de l'exemple 5 ci~dessous

par opposition au cas paramétrigue (ex. 3, 6, T1).

Exemple 5. Soit X(1), X(2) .o X(2n+1) le réarrangement par ordre crois—
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sant d'un (2n+1) échantillon X{ ees X . Supposons que T= { P

, 2n+1
probabilités diffuses sur R}. Soit p la médiane de F , (F(u) = 1/2).
Alors Q = X(n+1) est un estimateur de (nous reviendrons sur ée cas
au chapitre VI).
Exemple 6. Soit une loi de Bermoulli de parametre p . X est un estimateur
de pv de risque 'p—pz.
. 2 . 2 A 5 2 R

Exemple 7. Soit N(m,6“) wune loi normele 6 = (m,6"), 6 = (X,5°) est un es-
timateur de 6, le risque n'est pas défini car 8 eﬁmz . On peut prendre pour
fonction de perte ”é - 9“2 pour une certaine norme euclidienne sur ZRZ .

Supposons maintenant avoir un modele paramétrique (Q, &, I@)e€® s

tel que 1'on ait une idée a priori sur la valeur de @ traduite par une dis-

tribution de probabilité po sur © , supposé doté d'une structure d'espace

mesuré (9,F) p est appelée distribution a priori du parametre 6 , et le
.cadre des probléemes que l'on va poser est dit bayésien. La probabilité
sera souvent choisie pour de simples raisons de commodité mathématique, que
nous exposerons plus loin, ou bien dans les meilleurs cas, en tenant compte
d'expériences précédentes.

Un estimateur, noté ici .d , de f(p) sera dit estimateur de Bayes
si le probléme de théérie de la décision que l'on pose est le suivant, la
perte est toujours ld(X) - f(e)lz, si X est 1'échantillon,mais le risque

est le risque bayésien, p-moyenne du risque ordinaire, soit

a) = d a
R (a) = | Rg(a) (o)

@

2
=‘[ Ee}d~f(e){ u(de) .
@ .
Un estimateur 4 est dit p-admissible, si R“(d) <R (d'), pour
B

tout autre estimateur d4' .

Exemple 8.a. Soit 6 = {00200 0} 4 n = (p, «.. ), D, > 0 pour tout

1

Mors si d est p-admissible, d est admissible au sens ordinaire.
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X 2
Bn effet Rp(d) = §=1 pi he(d - f(ei}) .
Soit d' un autre estimateur, par hypothése R (d) < R (d!').
T T =
Donc il existe io tel que

B, [a- 5(e; NERE:

: [a - f(eio)]2 )

0.
i 0 i
0 )

Deux cas seulement sont alors poésibles ¢ les estimateuré d et d' ne

sont pas comparables, ou alors d est meilleur que d' . d est donc admis—

g}blg_au sens ordinaire

Bxemple 8.,b. Scit € =R . On suppose que Rd(e)’z Eeld—el2 est une fonc-

tion continue de @ (c'est un cas trés fréqueﬁt), pour tout estimateur.
Soit do un estimateur H—admissible.'Alors. do est admiésible si

p a pour support R (1e support de  est le plus petit fermé F tel
o .
que U(F ) =0).

Supposons do non-admissible. Alors il existe eo et 4 tels que :

Eeo]d—eo[z < Eeofdo—eolz (1)

et Eé]dnelz < Eeldo-e]2 .
Comme les fonctions Rd(e) et Rd (90) sont cgntinues, 1'inégalité (?).
a lieu pour tous les €6 d'un intesvalle I qui estvdonc chargé par
puisque p est de support R .

‘f Ee]do—e|2 du(e) >‘[ Eeldrelz du (o) )
do n'est donc pas p-admissible, contraire & l'hypothese.

On voit sur ces deux exemples que la néthode de Bayes est trés inté-
ressante ; bien éﬁtendu, pratiquement son caracteére est tres discuté, mais
il faut noter qu'elle donne souvent, par des calculs simples, de trés bons
esfimateurs.

L'intefprétation suivente, quoique restrictive, a été souvent utili-
sée pour interpreter le point de vue bayesien, bien qu'elle repose sur des
fondements expérimentaux diffiqiles, souvent, & justifier, comme nous

lfavons vu.
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On suppose ©® =R , du(e) = g(e) de, et que le modele statistiQue'est :

Rn
(]R,g?)y fe(X)dX>e€@ .

On considére 6 comme une v.a. et plus précisément on considére que

n+1
¢ ,

le couple (X;e) " admet sur 3%+1) la densité g(e) fe(x).

g(6) est la densité a priori de © . C'est la densité marginale de

© , celle qu'on attribue & 6 avant toute expérience.
La densité a poétériori de © est la densité de © connaissant le

résultat X de l'expérience, c.ia.d. :

6.(0) - fe(X)g(e) .
£ _(x)gle)do

R S

La recherche d'un estimateur bayésien de k(e) a alors une interprétation

simple : il s'agit de trouver une v.a. X-mesurable telle que :

;[ Ee.ld-k(e)l2 g(0)dg soit minimale c.i.d.
R :

j;p+1 |ax)-(0) | fe<X)g(9)dxd9

soit minimale, k(o) étant donné .
Dans LZ(Rn x R , j&n@\% s fe(x) g(0)de x dx), il s'agit de trouver

une fonction X-mesurable, dont la distance & k(e) s0it minimale.

Nous savons,d'apres le C 4 de probabilités, qu'il existe une solution et
une seule & ce probléme, EX[k(e)]. L'estimateur de Bayes existe, est uni-

t égal & :
que et égal a fk(e)fg(x)g(e)dG

d(X) = ’
[EXSEOLE

d'apres la formule donnant 1l'espérance conditionnelle dans le cas d'une
densité.

Iixemple 8.c. On cherche a4 estimer le paramétre d'une loi uniforme
1
5]

cié 3 glo) =0 Pl

1[0,9](X), avec un 1-échantillon. On cherche un estimateur de Bayes asso-
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Ltestimateur est donc, sur R+ ’
. - .
f 6 e do -X =X
Jx X e +e

. .~ '
1) :‘fe e 1[0’6](X)d9 e

j; 1[0,6](X)de ([ e “dx

X

-

e .
De plus Rd(e) =‘[ed2(x)%§ - 2([ a(x) + 62 est une fonction continue de © .
0 0

Exemple 8.d. Soit & estimer le paramétre © d'une loi de Bernmoulli & l'ai-

de d'un n-échantillon. Soit S 1le nombre de face (+1), n-3 ' le nombre

de .pile (O).
s » S+a '
Considérons les estimateurs oD EGS =ng , var S = ne(1—e)
. | )
. SE% - of? = !  B(5- o+ a- pg)2 — n6l1=0) + (;—be)
(n+b) ‘ (n+b)
& S+ %§‘ 5 ne(1—e)+n(%-e)2 ,
Choisissons a = . b = \{n E( -0) = - > = -
" nam (n+yE) 4(ya+1)
L'estimateur d ;.S+ /2 4 un risque constant et égal &
n-An
1
s .
1
4n(1+ /Wﬁ)
L'estimatéﬁr X = g a un risque
risque % 0(1-0)
. P d ‘ n ‘
///// : \\\\é d est meilleur que X sur 1'inter—
1/2 © valle défini par ©(1-6) < !

= 1 2
4(1+( /VK)
- dont la taille est de 1l'ordre de 1/WE . On peut voir que - d est un esti-

mateur de Bayes.

Considérons les densités définies pour a, b > O par
1 ‘

x~1
f = -
X’y(e> m 0 (1 e

_r(x)r(y)
T T (x4y)

_ =)t =)t
- Xty-1)1

)Y—1

, S1 X, ¥y €N .

(n & alors, comme estimateur de Bayes pour la densité f _(e)

1 ’
‘[ eS+X_(1_e>n—S+y—1de
Q

1 i
‘[ o3P ( gy 514
0

3 _
X,y
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_ T(s+x+1)r(n-8+y)  r(n+xiy)

I(n+x+y+1) I'(S+x)r(n~S+y)
_ S+x
T on4x+y
Pour x = %§-, y = %? , 11 vient \ -
y A
sV /- .
d :-_—.._(.%_ f .V;_l;l, Lh

= d

0 /2

—
<D

d est donc de Bayes.

.Comme sa mesure charge tout (0,1) d est admissible, et comme lé risque de
d est constant, tout asutre estimateur a un risque supérieur & cette constan-
te, au moins en un point. Donc d -est minimax. Il est intuitif que le maxi-

mom du risgue’ est atteint pour 1/? ‘(maximum d'incertitude) et donc que, la

S loi f %;, %? qui "concentre" tout le risque de Bayes autour du point 1/é

(car trés pointue) est trés bonne pour les valeurs voisines de /5 « silton

" prend comme mesure de Bayes la mesure de Lebesgue (x =y = 1), l'estimateur

2
est 21 dont le risque vaut np(1-p)+(1-p)
n+2 , N2
(n+2)

qui vaut ZT£:57 pour p = % .
Cet estimateur est également admissible et biaisé. (n a

np(1-p)+(1-p)° ¢ pli=p)

(n+2)2 -n '
si n{1-p) < (2n+4)p
. n | 1 . .
B d and = . Cet estimat t meil-
soit v { P, donc pour n grand, pour p > 5 Cet estimateur est mei

leur que X , mais il est mauvais au voisinage de O (si S = 0, il donne

. . n-+1 - .
5%5, si S8 =mn il donne a5 alors que X donne les vraies valeurs. Nous

n'avons pas montré que X était admissible !.
On a’‘dohc un moyen de fabrication d'estimateurs minimax : on cherche
une mesure de Bayes telle que 1'estimateur associé soit de risque constant.
Cet exemple est trés intéressant en ce qu'il conduit & un résultat peu
intuitif. (On pourrait croire que S est le meilleur dans tous les cas pos—

sibles par raison de symétrie, notamment non minimax).
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Le lecteur pourra cependant se persuader a l'aide de ces quelques
exemples que le probléme du choix entre plusieurs estimateurs admissibles
n'est pas simple, pour n petit, méme si le modéle est simple (loisvde
Bernoulli ou de’Gauss), et que la pratique du statisticien est un élément
important du choix.

Nous verrons plus tard une théorie ﬁlus élaborée de l'estimation en
introduisant certaines classes d'estimateurs et aussi les problémes rela—
 tifs’aux échantillons de taille n grandet au comportement asymptotique.

E cet effet on se limitera éouvent & recherchér un estimateur dans
une classe particuliére, par exemple

Eéfinition 3. Un estimateur é sans biais de 6 est dit de variance
minimum si il est de risque minimum parmi les estimateurs sans biais ;

autrement dit si Eg é1 = ¢ implique

I1 arrive fréquemment comme nous le verrons plus tard qu'il existe des
estimateurs de variance minimum.
Remarquons enfin, que 1l'on peut avoir des stratégies d'estimation

de type aléatoire, mais elles sont peu utilisées.
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2MIESTIMATTURS CONSISTANTS. LA METHODE DU MAXIMUM DE VRAJISEMBLANCE.

a) Le probléme est d'étudier des estimateurs ayant un bon comportement
asymptotique.

Soit donc une suite (Tn) d'estimateurs de g(e) dans un modéle
(2, @, Pe)eé@ )

Bn fait, on considdre une suite de modeles @F(R,j3, F6>GE® , associés
% des échantillons de taille croissante et pour chaque n on a un estimateur
de g(e) mais pour pouvoir écrire la définition, il veut mieux considérer tous

les estimateurs définis sur le méme espace.
Définition. Une suite T d'estimateurs est dite consistante si
e n e

lim 7 = g(e) Pe - p.S pour tout ©6 € @ .
Yi~>c0

Exemple 1. Soit © la moyenne de FG . D'aprés la loi p.s. des grands

nombres

X, +e.4X
1 n_on

e = T ey O

n n P6 P.S.
(T ) est donc une_suite consistante dlestimateurs.
n n > i \2
121(X1"Tn) 2 Z(Xi"Tn)
De méme e > o°(8) et donc § = ——em—m—  est une
n p.s. n -n

suite d'estimateurs consistants de la variance.

Mais cette définition mathématique maniée sans précaution, a peu de

sens concret. Si on pose
6

106

T =0 si n < 10
n

T = g3, n
n n

v

alors TA est également. une suite d'estimateurs consistants de la moyenne

. . N . 6
mais son impact concret est nul (oar concretement on a n grand mais n << 10 )q

I1 faudrait done si l'on veut donner un intérét autre que mathémati-
que ,préciser la définition de meniére & pouvoir choisir raisonnablement entre
plusieurs suites d'egtimateurs consistants. Nous ne le ferons pas, nous conten-

tant d'étudier desiméthodes dont on démontre par eilleurs la qualité.



CLa méthode du maximum de vraisemblance.

- N P : N NP i st
Soit un modele régulier sur (m ’ﬁn) défini par des probabilités du

type (p@dF)@{®, ol

mesure dF . On a donc

Py sont les densités de la loi Fe par rapport & une

QP@<X1 vos Xn) = pe(x1).a. pe(xn) dF(X1 ae Xn).

Soit x = (x1 cew Xl) la valeur observée, estimer © par la méthode
T

du maximum de vraisemblance, cl'est calculer © tel que gn e(x) = pe(x1)“p6(xn)
]

A

soil meximum. Donc 6 est llestimateur défini (S‘il existe) par s

(x)

gl,ér <X}<X) = Sup g

oco 70

Deng la pretique, on utilise souvent cetle méthode méme pour des échantillons
de taille n #£20, et concrdtement les résultats ne sont pas mauvais., Pour

. "N
chaque n , on a un estimateur Gn . On démontre que sous des hypotheses tres

lerges » a
ér —¥r:~9 0 8i @ est une partie de- R .
Remarguons que si @ est un ouvert de ]Rd et si g, o est dérivable
. H
on a d

@ & 6(n)< x) =

éi 10% g ,e(n)( x) =0

CD

z;j éi \ pé(n)(xj> =0

équation dite du maximum de vraisemblance, qui dans ce cas est une condition

nécessaire pour en .

hxggglg 1. Famille exponentielle. On a
log py(x) = <6, 2(x)> - 0(0) = 5 ezTﬁ(x) - @(8)
ou © EJR. , T :IR — ]R , ToX est donc un vecteur aléatéire & X dimensdion,
et @ une fonction normative, supposée convexe et définie dans un voisinage
ouvert de 0 , et |
exp ©(6) =f exp <0,7(x)> p (x)dr(x)

(ces densités seront étudides en détail plus tard).
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et donc l'éguation de vraisemblance s'écrit

z, ) 0% .
2_1._.5 T,gkl ——né—-é-:e- £ =1 ... $

. et . d .
puisque O est un ouvert d'intérieur non vide de R . Soit encore

2 2(x;)

2'(6) = —

Comme -® est convexe par rapport & chague variable (cf, définition de @)

- N
il existe en général une solution © qui correspond effectivement & un maxi-

num de gn’e(x).
Remargquens gque comme
g - — 3 1
By T(x;) = 2'(e)
on & lim Sn(x)~= @’(6)

. A ,
et donc, puisque @' est monotone on a en(x) - @ , donc l'estimateur est
consistant.
Donc, pour une famille exponentielle, s'il existe un estimateur du-
maximum de vraisemblance en pour 6 , on a
: n
N : (x, )
P10 ) = S
( n) n
et de plus cet estimateur est alors consistant.
Exemple 1.a. Soit une loi de Bernoulli B@ . Par rapport & la mesure

de masse 1 sur chaque poipt de {O,1}n

% Xj n 2 X
gn’e(x) =0 (1-6) i

Soit T =% X.
i

36 ®n,0 " T8 T T
1téquation du maximum de vraisemblance donne donc
A %
::—-I-i s

et on vérifie sans difficulté avec la dérivée seconde qu'il s'agit bien d'un
K .

maximum. On a donc ici 6 =

b d

-

Exemple {.b. Si FO = N(p,cz)

H

n
n . n 1 2
- = 1 - - 1 — i ¢ -
5 log 2n - 3 log o 5 2 T (xmp)

log g (%) ;

1,0

J
L'équation du maximum de vraisemblance donne (4 =2, 6 et & 2 dimensions)
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d log g .(x) n
n,0 1 Z:: (
f S X-IJ,>=O
oo o =Y
d log gn (%) n. 1 ;B ( )
: : =~ =3+ — x,~p)° = 0
gc 2 o 63 J=1 J
CZE L
d'Oil p:-‘-j-;?lw-gzx
n
2 1 —-\2
(o} =-_‘(.J_ Ly (Xi-X) .
J=1 5
X -1

On vérifie, en utilisant 1'inégalité log x < —— pour x> 0 que

(x).

; n
6=1(x, % E:: (Xi—i)z) donne bien un maximum de log &1 o
1 ’

Exemple 1.c. 3i X a uzne loi uniforme sur [a,b], 0 = {a,b}

.gn,e(x) = “2:1 1[a,b_] (x;)

alors Py n'est pas dérivable mais il est facile d'étudier directement le
1 ‘

(b-a)"

maximum qui vaut si a = igf Xj » - b = sup Xj .

J

Nous allons maintenant &€tudier un probléme qui concerne:

un autre type d'échantillonnage.

Estimation de la movenne dans une population non homogéne (sondage).

Echantillonnage en classes (stratifié).

La population est divisée en M classes sociales., Soit N
la population totale, on connait Nj nombre d'individus de la clas=-
se Jy, J = 1 vss My On veut estimer la moyenne d'un caractére dé-
fini sur la population ; par exemple le % du revenu dépensé par

téte pour l'alimentation.,

On peut imaginer qgue dans certaines classes la variance
de cette variable est plus petite que dans d'autres, En particulier

que certaines classes nombreuses sont particulidrement homogénes.,




Dans ces conditions si on a une idée de ces varlances, on a inté=-

ret &4 faire un échantillonnage d'un type particulier,

La classe j contient Nj individus, Nj/N = Pje Si on feait
un échantillonnage de taille n; dans la classe, la moyenne de
n .
1 n. -~ X]: .t XoJ
l'échantillon (Xj y eee, XiJ) est by = J Py s , c'est un
<. j .

estimateur de la moyenne m du caractdre X (% du revenua.s.) pour
la classe j, c'est-d~dire de -la moyenne de la loi conditionnelle

de X/X€j , soit uj'

Supposons mailntenant faire les 2 types d'échantillonnage

sulvants i

a) tirer n individus au sort dans la population entidre

(¥ supposé infini) soit X Xn les Vea, 5 du Trevenu ..

l t e
des B individus tirés, On en déduit une estimation classique

S T
de my; X = == .
: n

b) tirons njgindiVidus dans la classe j (supposée de taille

infinie) , les nj €tant soumis & la contrainte

A cet échantillon, on associe un nouvel estimateur de n,

u= P. u
i=1 9 Y
- M -
Cn a B8 p= L p. B u.
i=1 Y J
i
= g P. vu.
i=1 9 Y

Or on a, pour une v.a. X£ quelcongque tirée de la population

totale
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n ’ :
EX, = i E (X (\X£EJ)

/XQEJ) P (Xz € J)

]
[N
e
]
>

=
.
[

i
.
oo
ke’
=

Donc y estimateur de m, constitué de la moyenne pondérée
des M5 est un estimateur sans biais,

c) Comparons maintenant les variances de ces estimateurs.

02 (X) = % 02 si 02 est la variance de X, s €lément

quelcongue de la population.

o ((u) =

- (variance de la somme de v.a. indépendantes)

si 052 est la variance d'un é€lément de la classe J.

Comparcns ces variances, On a

M

]
N
bt
B

x

§

-4

+

=

]
8

~
]
=
4]
Cae
Nt
N
o]



IT.16

Si Xi est élément quelconque de la classe J,

E (x¢ - 5‘3.)=og

2
uy - om est une constante, donc E (Xi - uj) (uj - m) = 0
et par suite on a
6% = E (X -m)‘2
3
M
2 2
= I py o +p (p: ~ m)
=1 J g

Interprétation :

Le premier terme correspond & la partie de la variance 62
due & la variabilité o, & l'iﬂiéﬁiﬁiﬁ du groupe j, le 2&me terme
4 la variabilité (uj -.m)2 entre le groupe J et la population
géncrale (carré de la "distance" du groupe J & la population

générale)., On a donc :

M
2 = 1 2 2
o X) = = z . 0., + p. . = I
(%) = = ['—1 ps 95" + by (uy )71
Jn.
On vérifiera aisément, si M = 2 que
1 p20'2+}.,.,.p202< (p. 0.2 % p. 0.2)
<
n, 1 1 n, 2 2 nq + n, 1 71 2 "2

implique gue p est meilleur que X, Montrons gue l'on peut tou-

jours choisir les nj pour qu'il en soit ainsi et déterminons le

choix optimal des n,, Remarquons d'abord que si l'on prend

l'estimateur "naturel” qui consiste 3 prendre les nj proportion-
n. N

nels aux pj soit m%. st P; ,,Anj = [pp.] éventuellement corrigé

d'une unité pour que la somme fasse l,'(EuH] signifiant le plus

grand entier x npj) on a

2
s o~ M o o.
o (u,) &= = P; ?%mn
J=1 J
M
#¢ L D- 0.2
5=1 Jd J
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"et donc

2 ey 2, 2
o (X) #& o (ul)+ ) ?j (m-uj)

o=

-~

ce qui montre déja que W, est meilleur que X.

Pour avoir le choix optimal des nj il faut minimiser, par

le meilleur choix possible des nj .

M 5 O M
z P- ?i~ sous la contrainte I n. =n ,
j=1 9Py 1 Y

Nous laissons faire le calcul pour M = 2 par une méthode

directe. Pour M quelconque'employons.la méthode de Lagrange.,

Soit 4 minimiser

M 5 0.2 5 M
L (nl vae nM) =1 P n%m_ + A7 (2 n, - n)
j=1 J j 1Y
Ec¢rivons 2L - 0 J = lese M
en .
d
2 2 :
' p. o©. 5
Soit {"‘g""“m‘%"m = A j = l,se M
n. ’
d
p. O.
ou . {...,_1;].3.\_...,,:2. =nj j=looaM
et en additionnant,
ned p L
A j=1 Jd J
d'ou le choix optimal des n.
P. oO.
= J J ] =
nj M » n J lese M
z pP. o
j=1 9 Y
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(on vérifie aisément gque cet extremum de L est un minimum car

lorsque n‘j > 0, L » =),

Le choix optimal (en nombres entiers) est donc de prendre

pl. g. n
n. = [._.»lm._ﬂ__*__]
J I p. O.

i 4

c'est-d~-dire de prendre les ny proportionnels aux P; Oje pro-
portions de la classe J pondérée par sa variance, Par exemple,

et c'est le cas pratique, on augmentera les proportions dans le
sondage des individus d'une classe peu représentée dans la popu=-
lation mais d& forte varisnce (i,e, classes aisées dans ce problé-
me socio-économique) et on diminuera au X d'une classe nombreuse

& revenu peu dispersé, On augmentera ainsi la précision du résul-

tat obtenu sur la population entiére,



CHAPITRE TIII

INTRODUCTION A LA THEORIE DES TESTS ET DES REGIONS DE CONFIANCE

1. Position du probléme.
Soit X = (X1 - Xﬁ)' un n-échantillon d'un moddle statistique
(@, s P) g

Soit HO' une hypotheése faite sur le modéle et H1 1talternative.

de H_ . Soit @ = {0 ¢ o, "H ~ est vraie dans (Q,d, Pe)}.

0, = {0 ¢ 9: "B, est vraie dans (@, Q, Pe)}. Donc & = 6 U8,

Faire un tesﬁ de l'hypothese Ho contre 1l'alternative H1 c'est, ayant
rétudié une réalisation X1(w),..., Xh(w) de 1'échantillon, énoncer la
conclusion "Hoi est vraie" (c.i.d. o € @O)

ou "H1 est vraie" (c.é.d. 0 £ @1).

(Remarquons qu'en fait, dans beaucoup de problémes concrets, on n'a pas

e = eobfe , on teste Ho contre H1 , c'est-d~dire on regarde qui de HO

1

ou de H1 a le'pius de chances" d'é€tre vraie, mais @OL;@ est simplement

1
une partie de 6 , Ho et H1 étant deux hypothéses s'excluant mais H1

nlest pas.l'alternative a Ho et on étudie souvent plusieurs hypothéses H1).

Exemple 1. Test sur le parametre d'une loi de Bernoulli.

({01}, ?{0,1}, B,))

®n ou B est la

soit (@, A, P) 0610, 1[ B,
. b4

6’6co

loi de Bernoulli

P(Xi:0)=1—-6, P(Xi=1)=e.

a) On peut tester 6 = % contre 6 #-%
b) 6 ? % contre 6 % |
c) O = % contre 0 > % (Voir la remarque).
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Bxemple 2. Test sur la variance d'une loi N(O,cz),

D n
Q,A P = B, N(o,
(@,a2) 5 + = ® 3, 80,0 ))GGR

a) On peut tester © = 1 contre 6 #£ 1

-+~

b) © 3 2 contre © < 2

c) ©

If

1 contre 6 > 2

a) é

()]

J2,4] contre o 4 .

Exemple 3, Test (non paramétriqpe) sur la médiane.

(2,4, Boyeo = (> B, 2 r n @

0€o

ol nCGR) est 1l'ensemble des lois de probabllltés continues sur R. On peut

tester
a) n o2

1
t -
con ?e p < 5

ol ol

b) n o= contre p %-%

Exemple 4. Test (non paramétrigue) d'homogénéité.

Soient (X oo X ) et (Y . Ym) deux échantillons indépendants

définis respectwvement ®, 3, F) et (R, %, F )F€ GR) . Le modele

Fen CR)

global est GRnﬂm @8 F)(@ «9 F )) OR) P et F1 lois de pro-

FXF €n
babilités sur R ; donc 0O = {F,F1} €n GR), ensemble des couples de lois

de probabilité sur R . Un test d'homogénéité est un test portant sur 1l'hy-
pothése : les deux échantillons proviennent de la méme loi, soit HO : F=F

contre H1 : F # F1 (donc @o est la diagonale de nZOR)).

Exemple 5. Test non paramétrique d'indépendance.

Avec les mémes notations que dans le cas précédent, on veut tester si
les échantillons -(X1A... Xn) et (Y1 oo Yn) proviennent de v.a. indépen—
dantes, Xk et Yk étant mesurédes simultanément. Le modéle est donc
GRZn,iﬁzn} é% F) . On.teste 1l'hypothise

"= F1<8 F2" coﬁtre "P n'est pas du type F1f2 F2",
o F, et F,¢a(®).

Exemple 6. Test du caractére strictement aléatoire.

Soit (X1(m),..., Xn(w)) une réalisation de n v.a.r. dont on ne

sait pas si elles sont -indépendantes. Probléme : répondre & la question :
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il existe une loi de probabilité T telle que (X1 oo Xn)' puissent &tre
considérées commé la réalisation dtun n-échantillon constitué de v.a.
indépendantes) de 14 F .
le modele & prendre est donc :

GRH"%n’ F)FenﬁRn)v, ol nGRn) est l'ensemblé des prbbabilitéf
sur IBP. On dispose donc d'un échantillon de taille 1 pour répondre a la
question HO : F:ié% G, ob G est une ioi de probabilité sur R . Dans
certains problémes on doit préciser Ho :.F =:§§x ol A est.la mesure
de Lebesgue sur [0,1]. Pér exenple, si on a‘fabriQué 3 l'aide d'un ordi-
nateur n >nombres et que l'on veuille vérifier que ses_nombres peuvent
8tre considérés comme n nombres "réels" tirds au sort suivant la loi uni-
forme sur [0,1] (cette Spécifibation de P s;appelle test d'ajustement)
et indépendemment.

On a l'habitude de classer les tests en 2 catégories. On parle de

test paramétrique lorsque € est un ensemble de R ou de IR# les exem-—

ples 1 et 2 sont des tests paramétriques. Oﬁ parle de test non paramétrique
dans les autres cas. Bien entendu, cétte division n'est pas claire mathéma~
tiquement puisque un test paramétrique apparaitrait-comme un cas particuliéj
de test non paramétrique et que souvent on peut, & l'aide d'une bijection
"peu naturelle" identifier @ & un sous—ensemble de.]R ou de jmp .
Intuitivement les tests sont non—baramétriques si l'ensemble @ est
une ypartie de ntﬁ) ensemble des probabilités sur R (ou nﬁﬁn)) qui ne se
représente éas "natﬁrellemeﬁt" comme un ehseﬁble simple de R ou ZRk .

C'esf le caé des tests 3, 4, 5, 6.

2. Forme de la régle de déeision.

Ayant observé (X1(w),... Xn(w)) on doit répondre ”HO est vraie"
ou "HO est fausse" statistiquement, c'est-b-dire avec un risgue d'erreur
dans la réponse qui va dtre étudide plus bas. Ceci étant, les rogles de dé-

cision utilisées seront dans les bons cas du type suivant :
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décision : "on rejette HO"

"on accepte Ho".

Une régle décision’ est une partition (D,DC). de R . si X(w) € D on re-
. . S -
jette Ho s, 51 X(@) €D on accepte HO o
Cependant, on ne peut pas toujours se contenter de ce type de regle,
car nous verrons gue méme dans certains cas simples,'il existe un type de
régles plus compliquées mais meilleures, comme nous l'avons vu au chapitre I.

Ie schéma général sera le suivant :
U(w)

tirage au sort

décision

tirage au sort avec une
.probabilité ,p(X(w)) de
rejeter HO, une probabilité

[1¥?<X(w))] d'accepter :Ho .

A chaque valeur obsef%ée X(w) , 6n associe une probabilité P et_on
effectue un tirage au sort,(c'est—é—dire on réalise une v.a. de Bernoulli U
de toute maniere indépendante de .X une fois choisie p) et suivant lakvar
leur de U , on choisiré Ho ou on rejettera HO . p s'appelle la fonction
critique du test, c'est donc une fénction R - [0,1].

Concretement la situation sera trés souvent la suivante

7 acceptation de H
R P o
on fait un tirage au sort auxiliaire
rejet de H
0
D et D' sont en général des ouverts, D" leur frontidre commune.

3. Pertes et risques dans un probleme de test.

La fonction de perte que 1l'on prendra est 15 suivante : soit d la
décision prise, d e$t & valeurs dans l'ensemble & 2 éléments (HO,H1), la
perte vaut 1 si la décision prise est mauvaise, O si la décision prise est

la bonre.
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si (@,a, Py) est le modéle, si H_ = {o € 8 } et sile test

19 _
est défini par une région dé rejet D et une région dl'acceptation p° ,
on a une fonction de perte :

W:Qxe-{0,1 définie par

w(w,6) = 15(X(m)) si e. N

I

W(w,e) 1

Le risque est comme d'habitude l'espérance de la perte, soit :

1t J(X(w)) si ece, .
D

R, (6)

il

EeW(w,e)'

Pe(D) si 0€ 8,

it

Pé(DC) .si o€0, .

Remarque. Le choix de la fonction de perte trés spéeiale 1D sur

eo R 1Dc sur @1 » peut paralitre arbitraire. On pourrait‘pénéliser les
efreufs grossidres, c'est—é—dire lqrsque 'eo est par exemple ﬁn bout»de
E@ dire gutaccepter 5 tdrt‘ Ho est peu grave si il est voisin de @o ; et
est tres grévé si 6 est loin de @0 et donec réintroduire une fénction de
perte.de type quadratique°

En fait, de méﬁe que dans la théorie de i'estimation, le fait de
travaillér avec une fonction de perte quadratiqué simplifiait 1'exposé de
la théérie sans perdre grand-chose sur la puissance d'application, le fait
‘de se limiter ici & cette fonction de pérte simplifie'l'exposition et il
n'y a‘pas grande difficulté a chénger de point de wvue. Ds plus le paragra-—
phe suivant juétifiera beaucoup plus profondément le choix ae cette_fono—‘
tion de perte, qui aura alors un sens expérimental trés précis.

La relation (D,Dc> >'(D',D'C) si et seulement si

RD(G) < RD,(e) pour tout 6 € @

définitbune relation d'ordre partiel sur les tests. On a donc une notion‘de
tesf admissible et une notion de test optimal (cf. Chap. I) et bn pourrait
dérouler la théorie des tests exactement comme celle de 1l'estimation. Mais
nous allons voir par la suite que ce point de vue n'est pas en général, celui

que l'on choisit.
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Etudions maintenant perte et risque dans le cas général d'un test avec

tirage au sort auxiliaire U

w(e,w,wv) = 1 si U(w') :‘Ho et si © g @O
w(o,u0') =1 si Ulw') =H etsi 6¢€@
w(0,w,0") = 0 dans les autres cas (c.2.d. quand il n'y a pas d'er-
' reur de faite).
On a -donc
Rd(e) =k W(eﬂﬂ,w’)

B EX6,0,0')

pr<x<w> 17y (w)

f

si 6¢06_ ,et
0]

..Rd.(e) :f[1—p(X(w))] dPe(w) si o7 o, -

3

Exemgle. Soit a tester -6 = % contre 06 = Z pour une loi de Bernoulli &

b4

1'aide d'un (2n+1) échantillon. Le modéle ést donc ({0,1
2n +1 . :
® Be) - ol Be est la loi de Bernoulli de paramdtre o .
O€ {=,= ~
{4’ 4}
Pour des raisons de symétrie (justifides au chap. VII), on peut se

2n+1
}

limiter aux régions D de {0,1 définies par X1(w)+..o+ X2n+1(w)€E

o E est une partie de [0,2n+1] €IN . La décision sera donc

n
1 osiosex’, s5=30 X
3 - =
~ 2 si N
. % i S €
On a donc
- @ T
k€R '
' C o 2n41=-k k
2n+1
RIS =T () () ) .
kERC ;
Pour k <n on a (Z) D Z et donc pour minimiser le

risque il faut prendre [O,n—1] € E
" LC
[n+1, on+1] € E .

Mais que se passe~t-1l pour la valeur n ?
, n+1 n
2
Si on choisit par exemple 2 s, on auvgmente le risque de (—?j1)(%) (g)
dans le cas ol 0 = 1 et on ne l'augmente pas dans le cas ou 6 = Z . Par

4

contre si l'on fait un tirage au sort auxiliaire, par exemple avec p = 30
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on augmente les deux risques, mais on diminue le risque maximum, comme
on le vérifiera par un calcul simple.

Les deux régles de décision ne sont donc pas comparables.

4, Désymétrisation du risque et formulation classique de la

théorie des tests.

Dans 1e$_faits le probléme se pose souvent de la manidre suivante.
Soit & tester l'innocuité d'une pilule. Il est beaucoup plus grave de reje-
Ager a4 tort l'hypothése que la pilule a des effets dangereux que d'accepter
& tort cette hypothése. De manidre générale,’ceci étant particuliérement
vrai dans le domaine des sciences expérimentales. La démarche est la sui~-
vante. Soit une expérience associée & un modele & tester contre 1'alterna~
tive (ou une autreé hypoth®se exclusive de Ho) H1 . Le risque de rejéter &
tort HO est considéré comme plus grave gque celui d'accepter é tort HO ’
la deuxiéme conclusion n'amenant que la poursuite du travail de recherche,
alors que la premiére amdne & l'application de ce travail (voir exemple ci-
dessus). Dans beaucoup de problémes, il est un type de risque maximal que
1'on accepte de courir dans une certaine situatibn : un test sur la soli-
dité d'un pont doit donner une certitude trés forte, autrement dit on ne
peut prendre de forts fisques»en rejetant 1'hypothése "le pont n'est pas
solide".

Bien entendu, la notion de risque dépend beaucoup du domaine consi-
déré. La quantification d'événement négligeable est trés variable. Par exem-
ple chacun sait, daﬁs notfe monde, que_ia probabilité gu'une chéise soit

34

dahs un état nén solide est de l'ordre de 10 et ceci n'empéche pas les.
physiciens de s'asseoir.

Le risqué admissible & courir pour une hypothése donnée n'est pas le
méme pour la ruine de 1l'assureur, le Joueur en bouise, le joueur.dé belote
ou le biologiste qui cherche & prouver une certaine loi; Ce probleéeme dé

guantification du risgue acceptable reléve donc du domaine concret, et de ce

fait ce choix est quelquefois assez subjectif.
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Définition. Soit le test d'une hypothése Ho contre une hypothese H1

7 > i 1 -
gffectue sur un modele statistique GR ’ fh’ (Ib)eE@)) H

a @O ’ H1 a @1 . Le test est effectué & 1l'aide d'une région de rejet D

o étant associée
et d'une région d'aceceptation D° .
. ere s
On appelle risque de 1 espece Pe(D) pour O € @o : c'est la pro-
babilité de rejeter & tort l'hypothese HO . On appelle risque de 2° espice
Pe(DC) pour @€ @1° C'est la probabilité d'accepter & tort HO (nous ver-
rons qde l'on utilise plutdt Pe(D)= 1= Pe(Dc) que le risque de 2e espace.

Ie niveau d'un test est o = Sup PQ(D)’ clest le maximum du risque de
o€ 1°T€ espece

a est le risgque maximum que l'on accepte de courir dans le probléeme de test’;
on dit aussi que le test est significatif au niveau o .

La puissance du test est ia fonction

6 ~ [o,1] \ai | /
6 - JPG(D) N

@1 90 '@1
(fin de 1la définition). test de niveau g avec fonction puis-

sance.

On introduit aiors uﬁe nouvelle
relation d'ordre sur les tests.
Cette relation de pré-ordre ne compare que des tests de niveau infé-
rieur ou égal é un niveau donné.
Définition. Soient D et D' deux tests (de région de rejet D et
D' respectivement) de la méme hypoth®se Ho , contre la méme alternative
ef de niveau Lasa .donné. D est dit plus puissant que D! Vsi
PG(D) z.Pe(D') pour tout 8 € @1’. Il s'agit donc de la rela&ion dtordre
partiel adapté au point de vue symétrisé;
(Etant slr de courir un risque acceptable de 1ére espece, l'expérimentation
ipeut comparer deux tests).

Dans une classe donnée de tests de niveau < o , un test maximal pour

cet ordre est dit test uniformément plus puissant (U.M.P. en abrégé dlanglais)

plutdt qu'optimal. Nous noterons cette propridté par U.P.P..
p q
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Nous pouvons étendre facilemenf toutes ces notions au cas de test
avec tirage au sort auxiliaire.
Soit X 1'échantillon et p(X) 1a probabilité de choisir D dans

le tirage au sort auxiliaire aprds observation de X.Ie niveau du test est :

w= su [ p(Kw)) aryw)
- et la puissance la fonction

o= [ 1 B(w) arg(w).
YR : :
Mathématiquement un des inter&ts des tests avec tirage au sort auxi-

liaire sera de. donner de bons théortmes d'existence (et de construire) des

- tests & niveau o donné (et non & niveau < a)e

5. Test sans biais.
On dit qu'un test est sans biais si

P (D) <P (D) pour tout 6 €6 , O, €0
60 = 61~ o :

91 50 @1 61 60

test sans biais test biaisé

Si le test est & tirage au

sort auxiliaire de fonction

critique p , le test est sans

biais si

E p<E

test biaisé o p pour tout 90€ @O s

o e1
e1€ ®1 .

Il est pratiquement exclu de s'intéresser concrétement aux tests haisés,

6. Test et intervalles de confiance. Dualité pour les tests (6 = a)

contre (o0 #£ a).

A) REGIONS DE CONFIANCE.

I1 s'agit d'une troisiéme méthode de formulation des décisions en
statistiques. Dans la théorie des tests la réponse est oui ou non. En esti-

mation clest @ = eolo En région de confiance c'est 6 € S ou S estun
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sous-ensemble de 6 .

“Soit ¥ 1les valeurs de 1'échantillon (en général ¥ —R). On dit
qutune famille (SX)X£.¥ de parfies de @ est une famille‘de région de
confiance au niveau 1-q pour la fonction g(e) si 1l'on a

inf P {x, g(6) € 8.} > 1-a

oce O =
autrement dit : & qhaqug X ? on associe SX , tel que pour Eb , clest-&-
dire si 6 est la valeur "vraie", la probabilité que g(8) soit dans la
régidn SX déterminde par la valeur x de 1'échantillon soif au moins 1-q.

On peut alors définir un pré-ordre sur les régions de confiance. Une

famille (SX) est dite plus courte ou meilleure qu'une famille S% (gg
niveau 1-g) Si on a :

1 9'?2 s g(e'l) 74 g(GZ)
Qbﬂmgwg)e:ﬂﬂ}gl%;x,aege st}
C'est une définition trés naturelle qui signifie que SX sépare mieux

pour tout O

les valeurs distinctes glo,) et g(0,) aue 5! . Cette définition dissy-
ﬁétrique est évidemment choisie en rappért avec ia’théorie des tests.

Enfin par analogie avec la théorie des tests, on dit que des régioné
de confiance sont Eéﬂé.ﬁiéii si et seulement si pour tout 91, 62 tels.que
gle,) #&le,) ona:

Péz{x, g(eT) €s}<ta.

B) FAMILIES DE TRESTS ET FAMILLES DR REGIONS DE CONFIANCE.

Considérons une famille de tests Ta de (e = a) contre (8 % a)
(famille de tests bilatéréé) et soit Da leur région de rejet. Posons
_SX = {a, X E'D:}’ (on suppose l'applicétion (a,#) - 1Da(x) mesurable).
Inversement soit SX une femille de régions de confiance, Définissons une
famille de tests Da par Da = {x, a ¢ S;}. Les deux définitions sont dua-

les : l'espace 6 du parametre et l'espace de 1'échantillon jouent un

rdle symétrique, puisgue

Sy = {a, x € Dg} & D= {x, a € S%}.



I1T.11

Donc il y a correspondance biunivoque entre famille de tests bilatéres et
familles de régions de confiance.

Si la famille de tests est au niveau g ,von a Pa(Da) =a . le
niveau de la famille de régions de confiance SX est défini par

inf P {x, a ¢ 5.} = e P (D)) = t-a -

Montrons enfin que les relations de pré-ordre sur les familles de régions de
confiance et de tests sont les mémes.

Dire que D est meilleure que D! pour toqt‘ a (Dé étant une
autre famille de tests au niveau o) c'esf dire que Pb(Da) > f%(D;) pour
tout b # a (Da est plus puissant que D;), donc

C ' c
N P {x, ac¢ sx} 2 Pb{xf a € 5! }
Pb{X’ a € SX} é Pb{X’ a € S)'C}

qui est la relation de p;é—ordre sur les familles ‘SXV et S; . La réciproque
est immédiate.

Exemple. Considérons la famille de tests de {o = eo} contre {6 # eo}, ol
6 est la moyenne d'une loi normale de variance 1, tests au niveau o .

(n verra qu'il existe alors un test sans biais de la forme

Do, = {r < e, 2}
X,

n
oh T = Z:Z i X1 oo X étant 1'échantillon, avec de plus
1

uT> 02) = g . Cette équation ne suffisant pas & déterminer ¢

JT> ¢

‘P (T < ¢
60 1

et 02 , choisissons les symétriques par rapport & n eo , soit

1

La région de test s'écrit donc :

{Ig X, - n eol > V’ﬁb(eo)} =D,

o)

c,6 =109 - Vﬁ—b(eo>f c, =n 6, + Vﬁ'b(eo)o

oi b est déterminé par
n.

P (- xi-neo] > VE blo )} = o -
o i

La loi de % Xﬁ est N(n eo, n), d'olu..
: 2
: jmeo+pVH (x-n GO)
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«X2 I 12
o[ T

s0it —— e dx = 1~q o

~,

an _b

b<eo) est donc une constante qui se 1lit simplement sur la table
de la loi normale. La région de test est un intervalle de l'espace des
ﬁdawsdel%dmnﬁﬂnn.

Etudions maintenant la famille des régions de confiance associées a
ces régions de tests.

On ne considérera pas la valeur (X1 ...}Xn) dell'échantillon mais

’ n ‘ n

seulement la valeur z:: x, =t de la statistique 'Z:Z X -
i=1 ‘ 1

. C
na S = {6, x € De}
s, = {6, t €D}
t ’ j
(puisque De ne "porte™ que sur 7).
Donc S, = {0, |t-n 6| ¢ V& b}
{St}teR est donc une famille d'intervalles de confiance. Si o est donné,
b est calculé par 2 e 2 dx = 1-q , si t est la valeur observée,

_ Ver Jo t bt Db
1'intervalle de confiance au niveau 1-q est donc [= - — , = + —]. On
- | S O £
voit que la taille de 1'intervalle décroit & la vitesse -1 ..

V&



CHAPITRE IV

LA STATISTIQUE NON PARAMETRIQUE

I. Introduction.

Les statistiques descriptives utilisent souvent lé terme de parametre
dans un contexte ou il ﬁ’y a pas de modeéle. Les parameétres comme la médiane
servent a décrire 1’échahtillon oﬁ les données. Il en est de méme‘en éfatism
tique mathématique (ou inductive). Trés souvent, on n'a pas d'idées précises
.sur le modele (on : que ce soit l'expérimentateur. ou le statisticieﬂ)o‘Fixer
arbitrairement un modéle de manitre & pouvoir employer une méthode mathéma-
tique (test ou estimation) bien connue, reldve souvent plus d'une démarche
idéologique ("couverture" rationnelle d'une théorie mal justifiée) que d'une
démarche scientifique. On désigne par statistique non-paramétrique deux sor-
tes de techniques a priori assez différentes.

D'abord toutes celles qui operent sur un modele trés général et qui
en particulier dans le cas des tests n'ont pas d'équivalent dans le domaingy
classique (ex : test du caractire ”aléétoire" de.l'échantillonDG b'autre
part, l'utilisation de statistigues dont la loi est indépendante du modéle’
sous deé hypotheses tres larges (freemstatistics en anglais, les traductions
francaises ne sont pas trés sﬁreé & libres ou universelles), ce sont es-
sentiellement des statistiques fondées sur la notion dfordre, comme nous le
verrons ci-dessous. Les hypothéses sur le modéle sont frés générales (loi
‘continue ou quelquefois symétrique).

Parmi les avantages de la statistique non paramétrique, citons son
caractére général (indépendant du moddle), le fait que trés souvent, elle

procéde plus du classement des données que de leur mesure (on dit en américain

Ky
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qutelle est bien adaptée aux données sales c.a.d. entachées dierreurs de me-
sures), ces caractéres scnt dits caractéres de robustesse.

Par contre, il n'est pas possible>de calculer des pulscancss en un
sens simple. Disons cependant que de maniére tres générale, surtout pour les
petits échantillons, quand on emploie ﬁne méthode non paraméirique sur un
échantillon de source paramétrique (simulation) ou que 1l'on calcule mathé-
matiquement la puissance d'un test nonmparamétrique dans un modele classique
(gaussien, exponentiel etc...), les méthcdes non-paraméiriques, si eiles sont
moins bonnes que les paramétriques, leur éont cependant comparables {(puis—
sance souventsupérieumd la moitié de la paramétrique). Concluons en disant
que trop souvent ce sont la tradition de modélisation abusive, le gofit dfu~
tilisation de "belles techniques mathématiques®, le caractere ennuyeux des
théories non-paramétriques qui font utiliser & tort des théories paramétri-
ques. De ce point de wvue, nous mettons.en garde le lecteur. La place réser—
vée dans ce cours aux techniques non paramétriques est insuffisante par rap-
port & leur importance, surtout dans le +ype d'application ou la modélisa;
tion est tres arbitraire (par exemple : les Sciences Humaines). Pour termi-
ner, remarguons gue nous avons classé & part le test du XZ , bien qutil
80it non-paramétrique. Ceci essentiellement parce qu'il n'est pas fondé sur

les statistiques d'ordre et que sa justification n'est qu'asymptotique.

2. Statistiques d'ordre.

Soit X1 ees Xf un n~échantillon de v.a. de loi F sur R . (n

notera encore par F la fonction de répartition des X et 1'on supposera
P continue. L'échantillon ordonné X(1)..° X(n) est l'ensemble des X
réordonné par ordre croissant, c.a.d. X<1> = inf X. , X( = Ze Xﬁ par

: )
1€ign 2)
ordre croissant, (X(n) = plus grand Xi .

Une statistique ‘T est dite universelle ou libre si sa loi est indépen~
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dante de la loi P de 1'échantilion. L”exemple fondamental de statisti-
que universelle T & valeurs dans AB? ; est celuil ae la suits Ugiuoog Un H
ou U, = F(X1)9ooo Un = F(Xn)o Les Ui sont alors des v.a. 1 rpendantes,

1

de loi uniforme sur [091] :

Ba < F(x) <b) = o(F (a) < X, < F'(»))

i

b-a .
Donnons quelques interprétations édvidentes des X(i\o
=y
a) X(n) intervient dans les proklemes de séourité.
b) X(1) intervient dans les problemes de séeurité, ou de £iabilité

‘g n ~ . . .
¢) La médiane (X(—%J) s1 n est impair,n’importe quel nombre en-

tre X et X, si n est pair ,est une mesure de position ou de
(-é) (§)+1,
tendance moyenne’(tendance dite centrale ou,principale).
) "
d) ———lieenl. g8t aussi une mesure de la tendance centrale.,

2

e) la plage X(n)“X(m) est une mesure . de dispersion.
AN

Y = ¥ ntest évi-

i Yo f
f) La transformation (X1 ceo Xn/ | \X(1)aon X(n)‘

demment pas biunivoque. Elle 1l'est sur chaque Iiiczlfl on Y = gX,
(c.h.d. (X(1)..° X(n)) = (Xc(1) 0o Xb(n)>> , 0 permutation donnée. Dans
ce domaine le jacobien de Y = gX est 1 . On ern déduit aisément que la
‘n
densité de (X(1> voe x(n>) est n! 1 f_(v.) ; f densité de X (puis-
\

'i=1 X 4i

y1<y2

oao<y
. “n
que il ¥y a n! permutations g).
Les lois des X(r) (marginales) sont immédiates & calculer, par

un argument combinatoire , par exemple i F a une densité £

v o n! Pras ] (e n~-T
£.(y,) = PRI Py [ -Rly) ] (y,)-
~r~1)!\n~r)!
Exercices.

a) Montrer que la densité de X<%), X(s) est donnée par



!

n

fr,s(X°y> = Te=101(s
[P N @(y)-7()) " 1 (1-3(y)) %)

£(x) £(y), X<y, r<s.

r~1) ! {n-s)!

X

b) Trouver la densité de la médiane p

i

si n=2m+t1 ona f (x) T (x)
. ' U m

’ X( )4
2m on prendra gy = _ﬁEl__ﬁﬂii) et ensuite

. 2
. . . X+y
partir de fm m+1(x,y) et faire le changement de variable u = 5> vV =y
b

sin

i

D g -
il vient f (u) = <2H’:é .[ F(ou-v)" !
: M (me-1)t u

% (1=F )™ Ve (ouv)f(v)ay .

¢c) Calculer la densité de la plage (range) X<n)~X(1) -
n! (r+k-1)! ' -

‘ k
d) Montrer que E!UT’ = W'

~4;(n—s+1f

{ 1 - .
coviU ,U ) = r s

rs n+1)2(n+2)
corrélation (U(1), U(n)}z % .

Citens un résultat de convergence en loi dfi & Smirnov, trop compli-
qué pour €tre démontré ici mais qui donne une idée des approximations uti-
lisables lorsque n est grand.

=p et soit g d4défini par

‘s rin
Théoreme. Supposons que n —>co , »%rl

F{n) = p . Alors

n N
() (X, -~ n) = W(0,1) , oh f{n) est une cons-
\/P<1“P) (r) loi ’ tante.

3. Runs.
Soit un échantillon tiré d'une population & 2 caracteéres A et B .
On note par un mot la réalisation de cet échantillon de tailie n, par exem-
ple, X1(m)coo Xh(w) =AABABBB ... ABA.
Un run est une suite de mémes symboles
AABBBABA= (as)(BBB)(4)(B)(4)

intervenant successivement dans le mot et de longueur maximale parmi les
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suites ayant cette propriété (précédéeet suivie soit d'un symbole diffé-
rent, soit de rien). Nombres de runs et longueur des runs son®t des statis-
tiques exploitables, notamment pour tester le caractére aléatcire diun
échantillon donné,bc'est—é—dire pour vérifier que l'échantillon peuf &tre
considéré comme tiré au sort dans une population infinie, chacun des indi-

vidus | représentant la réalisation d'une v.a. Xi dans une sulte X1°.QX

de v.a. indépendantes et équidistribuées. L'hypothése alternative n¥é+tant

souvent pas détaillée, on peut perfectionner la technigue des runs -ans le
cas des caracteres gquantitatifs en considérant les runs croissants at dd-
croissants (ofO plus loin) .

a) Nombre total de runs

n taille échantillon
n nombre de A
1 £ixd
ixés
n2 nombre de B
r1 nombre de A-runs
r2 nombre de B-runs

Probléme.: trouver la distribution de R lorsque 1l'hypothése Ho

"on a tiré au hasard et indépendamment n individus dans une population
infinie"est vérifide.

Lemme 1. Le nombre de configurations distinctes de n objets iﬁﬁ%scerﬂable

dans r boites discernables est (?—}) .

Lemme 2. Soient R R2 les v.a. nombres de A-runs et B-runs, la loi

1’

du couple R R2 est donnée par

1? n-1 n_-1
1 2
o )Gy
P(R1 = r1(')R2 = I‘2) = - o +1’]_2
lorsque r1 =1, _2,0..,n1 , r2 = 1y 2seaey n2
r =r ou r =71 I

1 2’ 1 2

0]
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C =2 si rl = rzgy =1 s8i r1 = rz .
Lemme Bg /l’l,r”'l) ﬂ2+1)
‘r1_1 r,
PR, =7, ) = e

1 ' ' & )
1“1 1

e, N e

L TEE

[ E S

L) .

(o )65 56, )

n
2(r

s T Dpair

o)
PN
e
+
N'FU
.
N
i

‘81 r impa:ir

A
\n1
. et 2 r g n.
Bx 3 n1 = 5, nz = 4
P(R = 9) = 0.008 P(R = 8) = 0.063
P(R = 2) = 0.0016 PR = 3) = 0.056 .

81 on rejette pour R € {2,9}, on trouve comme niveau significatif 0.024
R € {2,3,8,9}5 a = 0.143. (of. Tables).

Etude asymptotigue.

On a, si N ==, et 81 n - o avec ) constant,

lin B 2 = 2 (1-1)

I
. R 2 2
lim Var e (1)

et un calcul pénible montre que

R~ 2 A1)
yn A(1-n)

Remargques. {. On ne sait évidemment rien sur la puissance, l'alternative

- N(0,1).

a HO dtént trop large.!

" 2. 81 on rejette HC on a intérét & regarder s'il n'y a pas une
tendance unilatérale par exemple "les A plus grands que les B " et &
faire alors un test unilatéral car cette tendance indique une tendance &
un nombre anormalement petit de runs (les gfandes valeurs étant sans si-
gnification).,

3., On peut aussi remplacer ce test par un test fondé sur la dis-

tribution du run le plus long (un run trop long est suspect, un plus long
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{un run trop‘long—est suspect, un plus long run trop court penwt indiquer
une périodicité).

4. Dans le cas ol les v.a. observées sont quantitatives c¢.a.d. réel-
les, on utilise souvent la méthode dit du run up and down. Le run démarre
chaque fois que la v.a. bbservée est plus grande qué ia précédente (run up
ou croissant) si la suite précédente était du type doﬁn (décroissante) et
réciproquement
Ex. : 782345 s'écrit

+= 4+ + == 3runs (1,4) (1,-) (3,+).

Des calculs compliqués donnent la distribution du nombre de runs up and
R=(2n-1) /3
. . 1
[(160-29) /o012

Le test de Ho a pour région de rejet les trop petites valeurs de R .

down sous HO et le comportement asymptotique, ~5N(O,1)0

4. Tests d'ajustement.

L'hypothéééleo dans un tel test est Ta suivante, i'échantillon est
la réalisétion de n v.a. indépendantes équidistribuées, deAlci FO fixée,
On ne discute ni de 1l'indépendance ni de lféquidistribution, éoé9do que lfon
admet que 1'échantillon est du type"olassi@ue"o On discute F

HO ¢ F = Fo

H1;F;£FO.>

Remarque importante : trés souvent le test d'ajustement consiste & prendre
pour FO une loi, par exemple, gaussienne donf on a estimé les paramétfes
m et ¢ . Si l'estimation s'est faite & partir de 1'échantillon, les mé-
thodes de tests d“ajustement 5 VF(myo2) exposées ci—aessous ne sont plus
valables. On doitiutiliser des résultats élus élaborés.

Remarque. Comme nous l'avons déji dit, le test du X2 est reporté & un

chapitre ultérieur, c'est typiquement un test d¥ajustement.
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a) Distribution empirique.

F(x) == si
On pose Fn\x) si X(k) £ X< X(k+1)

=1 81 x> X \
(n)
(ou X(j) est 1'échantillon réordonné).
On a donc
~ k n k -
PE (x) =) = (R (-F(x))""
n n o
pour k = Q... n, 81 F est la fonction (inconnue) de répartition de X .
En particulier E Flx) = F(x)
~ { _ )
Var B(x) = ZRURGE)
La loi large des grands nombres montre que %P(X) - F(X) en probabilité.
Un résultat beaucoup plus fort est le suivant s

Théoréme de Glivenko-Cantelli.

%n(x)-a F(x) wuniformément p.s. c'esi~3-dire

Ve o0, Blsup|E () - Fx)| > ) > 0.
Nous laisserons la démonstration de c8té. Par confre une application immé-
diate du théoréme de limite centrale donne

= (Pn(x)=-F(x)) - N{0,1).

 VF(x) (1-F(x))

b) Les tests de Kolmogorov—-gmirnov.

On pose, pour F continue,

D, = sup [P (x) - Flx)]
+ . A
Dnlﬁ‘s;p ?n(x) - F(X)
I = sup F(X) - Eh(x) 3
D = max sup !% - F(X)!
0gign X(i)\<X<X,i+1 -
en posant X(O) = o= 0 X(Il-{»l) =
d'ou D ='max!3 - inf F(x)|

D (ERE25 A
= max - - F(X . )
1gign j?{t oy

= max = - T, . \l.
Iign "8 (1)I




Donc la loi de Dq est indépendante de F . De méme pour D; et D . le

calcul de D esi pénible. (n a
0 si vgo

f /20+v fzpﬁ 1/2n4v

oo o

£ PN
, _(u.oooun)dzﬁv du

..‘E’(DIl < S + V) = ?/Znuv 2n~1/20~v
: 2n=1
1 S v > -‘-é-r-lﬂ

2 = 7! : .
ou f(u1 o oo un) n! si 0« u1 < eoo £ qn <1

= 0 sinon

est la densité de U(1)000.U<“).

‘ .o 1 1 2n-1 .
Dmonstration : 0 <« Bn + v <1 ou - S < v < 55~ car O Y Dn < 1o
1) = P (2)oxl ¢ & 4+
P(Dn Cgp # V)= P{sgp!Eﬂkx) x| < = v}
n 1
=p'AN TIs - _— 1
B T - 5] < gy <x <t
. 2i~-1 7 o, 241
Soit Ai {-*é—h“ -V é U(i} I: U(1+1) < WZH + V}
» 1 - _or ”A,_.:' ’
P(DQ'< 3t v) = P&izo AL)
n=1

. ,
= Y (2 ok 211
= S T VS Ky < o+ v

d?ou le résultat.

Des tables donnent P(Ih >’D_n ) = « , on en déduit un test d'ajustement.,
Lol .

Théordme limite de Xolmogorow'.et Smirnov,

Si F est continue, -

X, kel -2k
lim P(D < -=) = L =T e
n—>oo V—— k=1

°

Cette fonction est bien tabulée. L'approximation est trés bonne pour n ) 35
(de 1lordre de'0901)d

Théoréme. On a, pour F continue

L t€0
P(D < t) = ‘[ Jﬂ j“ j‘ flu) du ...du  pour O< t< ¢
1% _:__t gb"t' 1 n
5y 1.

(2 - %
P[1\<1\<n n " &) < )]

Bl 0, (%.y>2-1%] C.QF.D.

fi

Démenstration. P(DZ < %)
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Propriété limite :

272
lim P(D< )-1~e“
n —oe
2 .
et 4nD: iﬁi_, X2(2) (cf. chapitre sur le Xz).

5. Statistiques fondées sur les rangs des statistiques d'ordre.

A) Définition des rangs.

Soit o(w) la permutation définie par
X . =X
()0 = () (1))
pour tout J, Jj = 1...n .

j s'appelle le rang de Xk dans l'échantillon ,‘x1 coe ch On note-
ra donc o(k) ce rang, qui est une v.a. & valeurs dans {1 0o n}, on peut
encore la définir par :

olk) = 1 + 1
22 (x> %)
La distribution de o(k) est uniforme sur {1 ... n}. On a :

H(x <x)nol) = 3] = gp(%CF/ ) -

9 X

-PX, .\ < x).

i (3) )

Supposons que X ait une loi continue F . On a :
e €)

BE olk) =0, ——

J=1
- 31 n-
=: J-— __Gl:_ﬂ’ x F(x) (1—F(X>) “dF(x),
d'aprés la forme vue plus haut de la loi de X(j)"

Des calculs élémentaires donnent :

n
i E X, .\ =nln-1) B X. F(X. E X,
; I B Xy n(o-1). X 'XJ? TRy

(py D _ né-1
E O‘(k_) = —-é-- 9 var Q’(k) ——=1—§—'

ot o(X, o(x)) =\/12§1§-11) EXF(\}?; ;/ZEX .

Remarques.

1. Cette corrélation est assez variable et montre que les rangs ne
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représentent pas treés fidélement 1'échantillon, mais son sens n'est pas trés
clair., Nous y reviendrons.

2., (n dit qu'il y a des noeuds lorsque l'on observe plusieurs valeurs
¢gales des variables; Ceci est fréquent lorsque i'on utilise des rangs pour
des.lois F discrétes, ce que l'on fait courammeﬁt. Pour traiter les noeuds
on peut :

a) faire un tirage au sort pour déterminer le rang entre valeurs
égales. Cétte méthode a l'avantage d'étendre la validité. de la théorie aux
lois discrétes.

b) Affegter a toutes les variables concernédes le rang moyen. Ceci
fansse les lois des statistiques concernées ( par exemple : cela diminue la

variance de o(k)) ;3 il existe d'autres procédures.

B) Tests de la médiane.

La médiane joue,en non paramétrique, le rble que joue la moyenne
pour certaines lois paramétriques comme la gaussienne (oh la moyenne est
la médiane) et dlautres.

IestestsﬁOn paramétriques que nous allons définir seront utilement
comparés aux tests paramétriques. Rappelons que la médiane est définie
comme l'un des nombres tels que

CP(Xy ) = P(X g p)

1/2 .

Le probléme est de tester H ¢ "u u," contre H1 D" # uo" (test bi-

latdre) ou contre H; :"u > “o" test unilatere.

On supposera P(X = ) = 0.
Ho

a) Le test du signe.

ol
i H_  est vrai, la v.a. S = suit une loi bindmiale
si H ai, . ;1(Xi>u) uit une i
B(n,1/é). Les grandes et les petites valeurs de Sn conduiront donc au

rejet de l'hypothese HO (dans le cas bilatére). De manidre précise si ¢

est donné, on peut déterminer des entiers k1(a) et kz(a) tels que
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k1(a)

kz(aj

}
}

il

inf{n, P(SVl » h) g

mie i

)
sup{h,'P(Sn < h) g
et la région de rejet sera

(Sn > k1(a));1(sn kz(a))e

De méme dans le cas unilatdre la région de rejet sera (gn » k(a)) avec
n
(o) = imffn, T % ()€ o

k-h 2

[ PaN

On sait que pour n grand
el
8/p
TE e
/2l

on peut donc approximer la loi de Sn par une loi normala,
Cependant, comme on prend des v.a, discrétes, on a intérét pour
tel unilatdre par exemple, & choisir k(«) de la manidye suivante

k(o) =[1/, + 1/ y@ 2 + Uy el

ol za est défini par : V%- .[ e 2dx = o (la correetion 1/2 venant
. T

z
o .
du caractére discret de la bindmisle, on laisse au lecteur le soin de la jus-
tifier).
On peut calculer la puissance de ce test sur des moddlem paramétri-

ques. Si H0 est rejeté, et =i on appelle p la probabilité que X > p ,

on a, par exemple pour le test unilatére ;
n n
k n-k
n(p) =Z?.Z (&) » (1=p)"
k(o)

Exemple numérigue : a = 0,05. Alors il n'existe pas de test de niveau signi-

ficatif o , la valeur la plus proche, par exemple pour n = 16 est k = 12,

qui donne 16

5 (! + 0,038 .
12 2

Si on veut ¢ = 0,05, il faut, comme

s

1'habitude pour les lois discrdtes,
faire un tirage au sort auxiliaire. 8i on prend o = 0,038, la leoi gaus-
aienne N(29,04 ; 1). on peut tester H :p, =28 contre 81 tpg > 28

0n a alors p = 0,85 (c.h.d. on est trés loin de Ho)’
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La puissance du test bindmial n(0985> est 0,92 . La puissance du test
de la moyenne (cf. chapitre sur les‘gaussiennes> est

7'(29,04) = P(X > 28,44)

i

0,99.

ii

La différence est considérable mais on est dans un cas vraiment défavorable
car l'écart A la moyenne est de 1l'ordre de o .

b) Intervalle de confiance et test d'ordre sur la médiane.

On &, sous ;HO,

s = \ ,,1 .
P(X(k“]‘) & B < ‘X(kz)) CE P(U,(skf,) < 5 < U{k ))

f N

(ugv)du dv = c{né#igkz)m
.est la densité des statistigues d’ordre numérd k% et ka
i

d'un échantillon de lei uniforme, Si o es% donné, il existe des choix -

g
u<%<v k19k29n

S €x K, on

(non uniques) de k, et k, tels que

clask, k) 5 tog
et aussi voisin que possible de 1-g . On en déduit
a) un intervalle de confiance au niveau ¢ pour p. o llintervalle
[x X
k)7 Mk, )
e X))
b) un test : Ho est rejeté si
w8 LRy X )
3 1 % 2

Pour 'n grand, on utilise l'approximation normale, pour

n .
s = 1 (x,)
n g (""°°9§J-O> q/
qui est telle, sous ‘H , que
. n (8] .
s~/

2 ,
Wm ~ N(Oyl)o

Ayant calculé 1z comme précédemment, on calculesles solutions entidres’
a & @ L

de 1l'équation approchée,

soient 'y19 y2 puis m tel que X(m) < ug'gvﬁ@n+1) et si 'mvﬂ [y1,y2]
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on rejette HO . Le lecteur détaillera aisément cette procédure.

c) Cas de 2 échantillons apariés.

Soient 2 échantillons apariés de v.a. X et Y, non ndcessairement

indé . .. X)) ces oo .

indépendants (x1 cee X ) et (Y1 . Yn), sous la forme (X1,Y1) (Xn,Yn)
Soit Z; = XinYi, la loi de Zi étant supposée continue. On teste

ici,la médiane des différences est 0 (et non la différence des médianes, si

X et Y sont des v.a. indépendantes ou simplement symétriques, 1'égalité

des médianes équivaut & une médiane des différences, nulle). (On est ramené
au probleme du test de signe déja wvu.

d) Test de Wilcoxon ou test'sigﬂe et rang.

Soit B la médiane des Xi . N'utiliser que les signes est appau-
vrir beaucoup l'information donnée par l'échantillon. Soit Di = Xi=p -
On ordonne les lDi! ‘par ordre croissant et on note T+ (respo T-) la
n(n+1)

5" On s'iﬁ—

téresse & la loi-de T+ (qui fait intervenir les valeurs des 'Di s pas sSeu~

somme des rangs des. Di > 0 (reSpo des Di £ 0), T+ + T =

lement léurs. signes). On suppose, et il est important de le retenir, que la
ioi F des X est symétrique par rapport & la médiane- D clest-a~dire
que : vF(pO«X) = 1—F(po+x)9 x> 0 et donc que P(Di > a) = P(Di ¢ a), la
loi des Di étant symétrique au sens ordinaire.

Comme nous 1'avons déja dit, la médiahe, dans le cas symétrique doit
8tre considérée comme le paraﬁétre naturel de centrage et un test sur la

valeur de la médiane est un test de centrage. Notant
Zi.y =1
(1) (D(i) > 0)

n

-+ .

T = E : 1 Z(l)o
1=

on a

. v _ 1 fqi . + _ n(ﬂ+1)
11 est clair que sous Ho f P(Z(i) =1) = 5 - On en déduit : EHOT =—5
+ _n{n+1)(2n+1)
t Vv = = .
e ary T 57

o]
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and H est fausse, un calcul simple montre que
o 9 1Y q

P(Z(i) - 1? = n<zz;%£)[F(u+p) - anumu)]ivl

>«D~ﬂum)+FGwmﬂmﬂdﬂme

n L2 o
On a alors Var 77 =4 z:: imE%;i_£$% ol p, = P{Z(i) = 1), et comme
~ i=1 n“(n+1) ' R

1 o :
pi(1~pi) £ y] on a Var.ﬁfﬁ:ﬁj 0 dans tous les cas.
. . i . 1 . 1
Si u > Bo * il est fac;le de voir que P, > 3 et si # B, ona p. # 3

en général.

Le test unilatére sera donc défini par une région de rejet du type
a1t

ml>k
N(N+1) 27

et le test bilatére par
+
{-52——-;~=->k§ {-2T+ Xk,
NA\N+1, 2 1 N{N+1) 2 2

—

Lo + P
Les valeurs de la loi de P sont tabulées.

On vérifie que pour n grard {> 20
41" - n(n+1)

= ~ NO,1).
\/3 n(r+1)(20+1)

on peut évidemmenf employer cetie technique pour le cas de 2 échantillons
appariés et aussi pour;tester la symétrie d'une loi (mais ce n'est pas trés
bon).

Conclusion ¢ 1'intérét des tests de signe est qu‘ils ne nécessitent
pas des mesures trés précises. le test de signe est bien:adapté.é des V.a.
qualitatives (0,1)o

Liefficacité asymptotique relative de ces *hests par rapport au test
de Studenf pour une loi normale est de 0,64 pour le *test de signe et de

0,96 pour le test signe et rang ce gqui est bon,

@) Comparaison de 2 &chantillons.

a) On ne suppose plus les 2 échantillons apparidés (de manidre natu-
réelle ou artificielle) et en particulier on ne suppose plus leurs tailles

égaless ¥ plus, on suppose toujours ici les 2 échantillons indépendants :
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gsoit X ... X et Y, ...Y . 0On teste H : F_=F_, clest-B-dire les
1 m 1 n 0 X Y

échantillons sont issus de populatiocns identiques en loi (et gue l'on peut
pop q

donc considérer comme identiques tout court). Si les populaticrz sunt suppo-
sées normales, on sait bilen tester "m_ =m. " ou "5. = o.%, assez mal

’ Xy x Y’
"mX =my et oy = GY"o Dans les problémes non paramétriques, utilisables

des que l'on a quelques doutes, sur les modeles paraméiriques, on fait 1'hy-
pothése que les lois F sont continues (quoique on pulsse appliquer, avec
quelques précavtions les résultats & des lois discrétes).

Les alternatives classigques & HO sont :

H1:FY74FX
H2 : F&(X) > FX(X) pour tout x ol Y est plus dispersé vers +o

que X.
Nous étudierons plus systématiquement comme dans le cas paraméirique, les
hypothéses sur le cenirage (en anglais : location) et sur l'échelle, & savoir
H : "FY(X) = F(xwea) pour un certain eo % o
H. : ﬁil eiiste e, FY(X) = F(x-0)®
et de méme
‘HE : "FY(X> = FX(GOX)” pour un certain o, > 0

1

HEZ: "il existe o tel que FY(X) = FX(GX)"O

Une autre hypothese, dite de Iehman qui peut intervenir damns des problémes
de fiabilité, est
H : "F (x) = F (x)k k entier®
L° "y T K ’ :
(Y est un maximum de k v.a. X).

Nous allons dfabord passer en revuwe l'application des tests déja wvus.

a) Test gg-runsk(voao nulles)

On classe les X et les Y par ordre croissant pour obtenir un
écrit symboliquement scus la forme

XXYXXXYYXYYX...

xd
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On compte le nombre (total) de runs R , s'il est trop petit, cela indiq&e
souvent que X a fendance a &tre plus grand que Y , ou réciproquemen% S
la région de rejet de Ho contre H1 est done R < Cy ? R % mabaié.
(cf. paragraphes précédents, échantillons de tailles m n).

b) Test de Kolmogorov et Smirnov.

Soient ﬁx et ﬁy les distributions empiriques de X et Y .

Si HO est vraie,

Dy, = mex{Fy - FY‘

suit une loi indépendante de ¥, (immédiat en passant aux variables uni~-
formes Ui et Vj assocides aux X et aux Y).

Le palcul'de la loi de Qngl est assez finaud et utilise profondé-
ment les propriétés des manches aléatoires arrétées sur certanss barridres

(cf. Cours de Probabilités). Un théordme de Smirnov donne la distribution

asymptotique de

B

1im P{r\/ ii; 'Dm,n < ?]'
e

si—>co

SlEg

= ct
On trouve que c'est celle du Yn D aéjd vu.

On peut aussi étudier Dt
; m,n

= max(yx-FY) et tester HO ~contre H2

Ce sont des tests trés bons, applicables moyennant les précautions habvituel~
les aux cas discrets.

c) Le test de la médiane.

et e vt oo S

Soit & tester Ho : "FX = FY“ contre une alternative H1 a préci-

ser, ou FX (resp° FY) est la loi de X (respa Y). On a un m~échantil-

lon X ...% de X,un n-ééhantillon Y, ;e X e Y

N =n+m, 7= (z1 oo 7 ) =(x. ... X, Y .co'xn)c

1

Soit ﬁ la médiane empirique de 27 ,
b= Z(ﬁiﬂ) si N est impair
2
"

¢ [Z(N/é)’ Z(§i§>]’ N pair?
2
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(pour-sé fixer les idées on peut prendre le milieu de 1'intervalle).
0
Soit V = ;_% 1(Xi<T)° Sous HO', et 81 F est continuve, posant
U= F(Z), on montre aisément que la loi de V est indépendante de F ,
clest celle que l'on obtiendrait pour des variables de la loi uniforme
sur ‘(0;1);

Les schémas ci-dessous décrivent la situation

Bv=v) = [n (5D ) ea () ()]

——— ——V
1 1 2 1 2
XJr X 2 3(‘17"-‘3;) 2 dx
0 n -
) ( (_1\T;§j_v)
- B
(E:l)
2
7
Attt ettt
oLl T " s, >
XX X (p=v-1)xX vxx Y - (m-v)xX

Dans le cas ou N est pair, on fait le méme calcul_en remplagant dans les

formules E%l par g> (cf. interprétation plﬁs hauf).
v 1 -
Remarquons que sous H . , = - =. (m .grand).
o m 2
Ie test contre l'alternative générale H1 "FX = FY" a donc pour région
de rejet

()}

v U c
{ } 01(a) V< 5
c CZ convenablement choisis.

le test devient trés bon quand on prend pour alternative,

. . . _ — .
H1 : FY(X) = FX(X 6) pour un 6 #£ O .

(n a alors :

Hq_: 6> 0 = région de rejet V-3 e,

H?izw6 < O'1==> région de rejet V e, -

o N
on a EV=m 2 (cas impair)
- N,
H 3
o

Ho NZ
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Si N = , m—>c et % = cte = A , la loi hypergéométrique de V , se

comporte comme une binbmiale (Ngh) et est donc a peu prés normale une

fois normée.

On utilise la statistique

V—m/
A le o N(0,1) .
(mn/ )1‘;2
2
Une remarque importante est la suivante
N-1
NV = M

2

o121

R )
Ve L

T

W= Z; 1(Yi<T) ’

LA

soit
V=™ Y

\BCp) (/1)

o p est l'estimateur du nombre de v.a. X < T , donc D £ 1/2 sous Ho

Vl?

Sous cette forme, on a une forte analogie avec le test comparant 2 propor-
tions supposées normales et indépendantes. On peut aussi, évidemment obte-
nir par cette méthode un intervalle de confiance pour 6 . On suppose que
0 représente la médiane de Y (et donc que celle de X est nulle). On
choisit 01(a) et 02(q> tel$ que
P(C1(a) <UL Ca(a)) > jwa (01, c, entiers).

On calcule la médiane T de Z . On utilise la dualité tesfs—intervalles
de confiance (cfo Chap. I1).

Soit He 1thypothese "la loi de Y-0 est celle de X %,
H est acceptée Si-et'seulemeﬁt si

&

X(C'+1) < Y(E:i -G >f °
2

1 1

% Y -
) X(CZ) ’ A1 o ) ’
2 2
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1'intervalle de confiance est donc par dualité

- X Y - X 1.
N-1 (c.)® ~ N-1 (c,+1)
oo E Gyee)

[?f(

d) Le test U (Mann-Wnitney).
Les notations sont les mémes qu'en c). Soit

izjooom,j=1ooon

On pose g =P (Y < X).

o> 1/2 si Y a

o

Si 1'hypothese HO est vraie, ona g = 1/2 . On
"tendance' a &tre plus petite que X .

I1 est donc clair gque sous Ho la loi de U est indépendante de
celle de X:. Elle est assez difficile & calculer et est tabulée. L'alter—

native générale H1 "FX # FY" donne une région de rejet du type :

mn
[U-=]>c¢,
fondée sur 1'idée que E U = 2. na de plus EU=mn ¢ , ce qui expli-~
Hy T

que la force du test et var é%‘* 0 pour toute hypothese sur (X,Y),

Si on teste HO contre H FX(X) > F&(X} (n > %) et la région

2
de rejet est du type U > %? + C .
Uémn/é :
Sous HO ’ e~ N(0,1)

Vi (N+1) /12

ce qui donne une bonne approximation (d&s que n, m > 6) .
Ce test présente 1'avantage d'8tre utilisable pour des v.a. dis-

cretes, en présence de noeuds. On pose alors

J -1 X < Y5 .
N _ . n o= P(X> Y)
EU=m(z -7 ) ou
H n o= P(X<Y)
et EU=0.
Hy
Des calculs simples permettent d'obtenir Var U en fonction du
H

(9]
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nombre de noeuds.
U permet aussi d'cbtenir un intervalle de confiance dans une esti-
mation ou FY est choisie du type FX<X.F 6). On calcule les différences
y.=-x. =d.. . On cherche le nombre U de différences < © (H est re-
-] i ij =0
jété (au niveau a/2) si le nombre de telles différences est < k(a/Z)),
On ordounne. .alors ces différences. En appliquant le principe de dualité test-
intervalle de confiance, on montrera qu'un intervalle de confiance pour €
\me. ’ . ) |
est tel que 0 3 (k+13 (différence dij) (les dij ordonnées par ordre.
croissant).
Méme raisonnement pour la borne supérieure de l'intervalle de con-

fiance qui est donc

(d,.) o (a, )
J (x(£)) M (-x(3))

Dans ces conditions
F (x) = X—
(2 (x) = 7, (x-0)
"le test U est trés bon. Comparé au test de Student, sur une population
quelconque, son efficacité asymptotique est > 0,83 et sur une population
normale > 0,96.

e) Le test de Wilcoxon.

Il s'agit d'une présentation (1égérement) différente de d). Nous
gardons les notations précédentes. Posons

R. =1 =81 Z,. est un X
i (i)

il

0 si 4. est un Y
(i)
analogue en statistiques non paramétriques de ce gque nous appellerons con-

traste dans le cas des modeles gaussiens d'analyse de variance, est cons—

N
titué des combinaisons linéaires Z:: a; Ri = a(R). si 1'on pose en pardi-
N i=1
culier W = E i Ri on obtient le test de Wilcoxon.,

i=1
Si U désisne la statistique introduite précédemment au d), nous

laissons au lecteur le soin de vérifier que W=TU + % (m+1) 3 en particu-
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lier W est symétrique antour de E W = m(+1)
H
o
minwzin_(ﬂg_ilz , maxszl_(E_l_g:E{l_iL), )

Les valeurs extrémes de W constituent une région de rejet.

f) Tests sur 1'échelle.

Supposons maintenant avoir & tester "HO contre H1” s il existe

6 &£ 1 D'FY(X) = F_(6x), o 6 doit &tre interprété par exemple, comme

7

X
Oy
:i rapport des dispersions de Y et de X .

Ty
On interpréte donc 6 comme une variable d'échelle (ef. chapitre I).

Te test gaussien analogue est le test 'F pour des moyennes inconnues mais
égales., Le test de Mcod consiste & choisir comme statistique

N N+1,2
M= Z ; (i ~ m§m) Ri qui pondére les grandes valeurs (absolues) par de

T=1 - '
fortes masses et caractérise donc la dispersion. §i M est trop grand, on
rejettera H_ (x plus dispersé que Y), si M est trop petit on rejettera

HO (X moins dispersé que Y).

N
S = %:% a7, ol a; =21, 11K N/g
= 2(N-1i) + 2, g-< i &N si N est pair
st a. = 2i-1, 1 1g N/z » N dmpair

i

(N s 5
2(N-1) 1 N/ <L KN
Son avantage est d'avoir la méme distribution que la statistique W du

teat de Wilcoxon.



CHAPITRE V

ESTIMATIONS ET TESTS EN VARIABLE CAUSSIENNE

I. lois de certaines variables aléatoires définies & partir de

variables gaussiennes.

a) X2 et X'Z .

Définition.  Une v.a. Y est une variable X'z(n,x). si

2,2
i= Z:: x5
, i=1 '

ou les Xi sont des v.a. gaussiennes indépendantes de moyenne By et de

variance 1
X, o~ Ny, 1)

A . A est appelé paramdtre de non-centralité. On note

2
avec % By
2 2/
1 (0) ~ x'"(n,0).
Proposition. La loi de Y ne dépend en effet que de A .

Soient X, =N, + p
d 1

[WN
it

T +v. ou N. et T, sont indépendantes de loi N(0,1) et

Soit G wune transformation orthogonale de K~ telle que G(n) = v
(il en existe une puisque [u| = |v|]) alors :

lexl, = 27, et fletr) [P = e[ + 2 < ar, Gu > + flelw) |
si on pose:§ T = éﬁ.; les 7! sont des v.a. indépendentes de loi N(o,1)

car GtG =1, (¢ orthogonale cf. Cours ( 4); et

CON, Gu> = <Nyp>
donc % Xi a méme loi que X Yi , puisque (T1
2

méme loi, et I X = ”T"”2 + T,y > + ”v”2, z Yi = HT“2 +< Dyv> + Hv”2 .

H t
... In) et (T1 ... in) ont

Remerque. On peut aussi calculer la fonction caractéristique de Y

et constater qu'elle ne dépend que de n et A :
it B o9

' o3t ZqH
a(t) = 1 EEFER LS
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Distribution_d'un x!

densité

On Calcule :
2
EY =% EXi =1n + A

Var Y = 2n + 4A

on démontre que :

P(Y < p) pour un p fixé est une fonction strictement

croissante de A (paramdtre de non centralité).

b) Variables F et F'.

Si U1 et U sont des v.a. indépendantes de loi X'2(n1,h) et

2
y(n,)
2 U1/h1

U
2/52

= F'(n1’ n2, >\)

est uné variable F! de Fischer de paraméires n1, n2 et A

Si A = 0. on a une variable F(n1;n2).
Densités

F(n ,n2) F' (n1,n2,}\) 1

On vérifie, comme plus haut :

P! <
( n1,n2,x p)

est une fonction strictement croissante de A o
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¢) Veriable t de Student.

Si X et U sont des v.a. indépendentes de loi respecfivement

a une distribution t' de Student :

N(p,1) et xz(n), la variable

17,

n
t'(l’l,p:) = —-’-)—g—-:
YU/,
si VIS 0
t'(n,0) = t(n).
‘ Densités

£t

=0

II. THEOREEE DE COCHRAN..

Théoréme. Soient -Y1 .;,,Yi ...,Yh des v.a. gaussiennes N(ni,y) indé@enm

dantes et Q1, QZ,... Qq des formes quadratiques des (Yi)

2, § .
: Z?“ 17 = Q1 + Q2 teeat Q

s
soit nj = rang Qj . 51 X n'j =n alors les Qj sont des v.a._indépendantes
- ‘

i€1..m telles que

de loi vy x‘z(nj,Ki) ou

Ay = Qg - )

Agplicatigg, Estimation de 1'espérance et de la variance d'une lou

gaussienne.

Soit {Yi, i= 1...n} un échantillon de variables N(p,oa) alors
| n n
I 24 S\2 s om b
£ Y] =n¥" 4 g_; (Yi—Y) oh ¥ =- }1 T,

les rangs des deux formes quadratiques étant respectivement 1 et n-1 le théo-

réme de Cochran s'applique

Z(Yiw?)z est indépendante de Y et distribuée comme un vy X? {3
: -

en effet E(Yim?) =0 le 2° paramétre est donc nul.
Ctrame B XZ . o= ned
n=-1

K =2 . N -
S = P z (Yi~Y)' est estimateur sans biais de vy ,

comme on lta vu au chapitre I1I1.
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Pour la démonstration du théoréme démontrons la
Proposition (algdbre).
n .
Si ;:? yilz Q1 +o.at QS on Qj est une forme guadratique en
(yi)izi...nk de ranib n. , la condition

-
n = n

=1 7

est négessaire et suffisante pour qu'il existe une transformation orihogonals
Xt , .

A telle que

Ti s 1
, : Sh,
et que Q1 = .”Z 4
1
n,+n
2.#....”1 2
Q=) ®
. n : +
4 141

Démonstration. Condition nécessaire. Si une telle transformation exists

0, heill
1 S

n
2 2 : C o T P :
alors E yi = E zi dans un espace euclidien, le rang d'une Torme quaios
1

1

tique étant invariant par changement de base, on a

n=n, 4+...40_ .
1 S

Condition suffisante. Le rang de Q. est nj s 11 existe donc das for-

mes lindaires z9 en Vi (i =1 ... n) telle que-
a N

e 3 . .
Q. = Z 63 zJ ou & =+1 ou -1
J '&“‘ o o o
et a=n, +.o+ 0, e, N, dioa+ 0, .
1 J=-1 | 3
s . _
Si E_; nj =n on a donc n Tformes lindaires z9  définissant une matrice
o

J=1 °
dans-la base de Yi o solt :

[z] = A[y] ([2], [v] vecteurs colonnes) .

Soit D la matrice diagonale des GJ a =1 ..o nn . Aloxs
i} a?

= S 1ttt o
) . J° tiy D 7 = v LD A’ v
7 . Q = 2,,“_,_, _/w,_.»,_s ' 62 Za - [L] [7 l [ J 1 :I

SN J
1 J=1" «
mais on a aussi
iy 2t
> oo, =2y = Iyllv],

I
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la matrice tADA est symétrique donc 1l'égalité des 2 formes quadratiques
entraine '
' t

ADA =
domc - A est régulitre ;

démontrons que D ='I en effet si 650 =-1 comme [y] = A~1[z] en prenant

29 = 0 pour (a,a) £ (5:3 ) on a
T vt z:i 6 237
i=1 J= 1 a=1
s .30.
= 6
B
= -1 ce gui est impossible.»
Donc D =.I et tAA: I soit A est orthogonale cgfad,
. "ms - .
Remarque. La condition ) ' ny o= n' implisque en particulier que les
. j=1 - .

formes Qj sont positives.

 Démonstration du théoréme de Cochran.

Condition nécessaire. Si les ' Q. sont des v.a. «~ x'~ indépendantes

: s s.
- . . R - 2 . .
de dimension n, il est immédiat que eyt de dimension n,
‘ ! | we )4 | i
5 . n > . s =1 ° J=1
et comme z:: Qj = z:: y; ona n= z::-nj .
J=1 i=1 J=1
.' s
Condition suffisante. Supposons n = E:j nj . Soit A la transformea-
J=1 "

tion orthogonalo définie dans le lemme précédent. ‘les v.a. Zi = zi (Y1 P 4
sont des v.a. gaussiennes indépendantes. On en déduit que les - Qj sont des

v.a., ~y X'zv indépendantes, En effet si [Z]

1

(Zi) o = 1 ¢ o nj ; j = 1..

ona cov[z) = B(([z] - B{z]) ® ([2] - B[2])) = A cov YA = "4y T & =4I
(cf. cours probabilité chap. 4).

_ 5
. On a le coefflclent de non centralité de Qj par Kj =7 (E ZJ)
5 o

or Q (Y .ee 2_: A 2 . Z? est la (a,j)éme composénteade A[Y]
donc E(![Y]
Zﬁ (B za)e—zr;j [(& A[Y])?
o=1 i =1 J L[Y])(a’j)]
., :
}‘:% Wy =aly, ... v)
S 0 n

o= . (a’j)
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J 2 : .
. :
d \BE Z, =Q.lEY, ... i E t tent. cqfcd.
~donc §=§( J) Qg( X, E Yn) puisque e A commu es | q
Remarque. le’ théordme est encore valable si on remplace E nj =n
-8 ‘ ‘ J=1
ar . n. <n

III. EXEMPLES DE TESTS CONSTRUITS AVEC DES V.A. GAUSSIENNES.

1. Comparaison des moyennes de 2 v.a. gaussiennes indépendantes de néme

*® -
.~ Variance.

On se propdse de comparer les moyennes de 2 v.a, X et Y avec
X~ N(p,c?) et Y ~ N(v,o°).
Oon veut tester H_ : {fu = v} contre H, b #v}.

Si on a un n—échantillon du ﬁiemier type de v.a. soit X1 cie Xn et
un m-échantillon dh'Ze tyﬁe de modéle est .
& n
X~ .
JENA N D% ) € B
20. o/

et il s'agit d'un test particulier d'homogénéité a savoir est-ce que les v.a.

&, B, VZ exp
(5 ;
_ont méme loi ?'

Si m=n (on dlt que l'echantlllonnage est équilibré), en groupant

arbitrairement les v.a. Xi et’ Y, on peut prendre comne modéle

n
1 (z-6)° .
(’19 &, 2, 5 Vo6 exp 402 )eﬂR ou B =p~-vo.

a) On connait 62 .

Prenons d'abord m =n = { et étudions compldtement le problime dans

ce cas.
U=X- T

N(!),"'V ’. 202)
N(e,_écz)

2

?

donce

2
=
T

On a un test défini par la région de rejet D - {w,[V(w)] > p} -

Si o est le nivesu désiré, alors a est déterminé par
PG:O(JVL > p) = 2(1 ~ Flp))

ot F est la fonction de répartiticn tabulde d'une loi N(0,1).
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Etudions la puissance de ce test. (n a

r (17 > o) = B + 2] 5 )
. 2,6 )

2
oir N ~ N(0,1).

Posaﬁt‘ A = —Sé , on voit que la puissance vaut 2 - F(p—h) - F(p+k)
. -
: dN daN
‘ : A ,
=P PR e

; .

La puissance est représentée par l'aire en pointillé, c'est une fonction
paire, croissante. de le]

4 DPuissance nD(e)

24

.‘O

Remarquons que le test est sans biais.

:;ﬁéppel : Définition. Un test est dit sans biais si Pe(D)'> Pé,(D) pour

tout © € 6, '(HO fausse), 6' € e, (Hd vraie)

Iél. 6, = {o}.
Supposons maintenant disposer pour X d'un n~échantillon (X1 vee X))

et pour Y d'un m-échantillon (Y1 eee Yh). Posons comme d'habitude

X, +...4X R ST g
Tt By z
n m
U=X=-Y~0p-v, T+ )
X-7
Vet - )
ofn'+m")
avec A = 1#“: 7 La courbe de puissance précédente reste valable.
2 oln'+m’)

On voit comment la puissance 'nD(e) croit quand n et m croissent Cev

qui est évidemment normal.
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. 2 .
.b).Supposons maintenant ¢ inconnu.

Dans le test & faite, on ne s'intéresse pas & 62 » buisque celui-ci
ne figure pas dans l'hypothése. Il faut donc .faire un test valable pour
tout 52 .

1

N A2

(x,-%)° + 2%: (x.~1)%], on a
=1

il

[

51 on pose s =
i

B 2\8 ' =¢ . 8 est donc un estimateur sans biais de 02 .
(H’V,U ) : )

X -7Y n'a pas une loi indépendante- de 52 puisque

-3 ¥?N(p -V, ( + %)62), mais

Slha

X-73

Vs(+d)

la loi d'un guotient de 2 v.a. indépendantes d'aprés Cochran, X~7Y et s.

7 =

a une loi qui es?t

Alors Z- a une loi t'(n%m~2, A), soit t(h+m§2, A)  qui est tabulde.

Le test est alors construit.

Si HO est vraie, soit A =0 , 2 est centree. Intuitivement, il y
a donc une grande probabilité de trouver 2Z' prés de 0 si Ho est vraie.
On prend tout pour D la région (}Z'l > p).

Ce test‘est sans biais. p esf déterminé par ¢ = Pézo(‘Z" > p).
(Si A ; 0, on a vu la loi de Z qui est t(n+me2». |

. .

7° est une variable F! >
; 1,n+m~2,(h)

(quotient de deux X2 (un X2(1,(x)2) .est un Xz(n+m~2) centré), et

comme P(Z2

> pg) est une fonction strictement croissente de (h)Z (voir
plus haut), on a bien

2 2 2 2y
Pd(Z > p ) < P(M_V)g (z¢ > P ) pour v # Lo

‘Remarque. Nous verrons plus loin les qualités de ce test (quant & 1toptima-

1ité).
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Etude de la puissance du test ainsi obtenu

j";.msn%_‘ ANp. HARTLLY CHARTS FOR T Powen ar THE F-Tesy
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ol / //‘f." ,
0.97 RN URIER NRXON SN oo Rt -
YN 0 D R RS AR ISP
gy (i L Aot
895 |- w100 5015 12
LTI S I B ,
292
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: i;w ?a PR
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Chance of significant resuit -3} -

? T T3 . i R Y ]
o a = 005) ——~ 15 2 i 25 Pl 3 ) J 35

* By E. S, Pearson and H. O, Hartley in Biometrika, Vol. 38, pp. 115-122 (1951), Reproduced with the kind permission of the
‘anhors and the editor, o ' ) : ’

"Ces courbes donnent la puissance d'un:test 'F";“P(F; > Q?)' pour des ni-

,V2‘,>\.

veaux o = 0,01 et a = 0;05, c.éfd. que p2 eét calculé pour que le niveau

soit le bon.

=

On a porfé en abcisse ¢ = . (VZ = n4m-2, A = (p_v)g),
2

'échantillon donne une valeur supérieure

ot

Supposons que la valeur der

A

3 p? (poﬁf Z'Z)j c.2.d. qu'il faudrait rejeter H : il est important de s'as—
sﬁfer aue dansvla'régiOn_oﬁ.on l?apélique'le tgs% gst asses pﬁiséant.

Exemple. On sait (par une estimation, far.exemple,vou'qﬁelque—
fois par des expériences antérieures) que ,@ Aest de 1l'ordre de -2,5. Si

2

bilité dlavoir conclu juste est 0,5, ce n'est pas trés sérieux. I1 faut continuer

v, = 6 la puissance du test de niveau 0,01 est 0,5 ctest-a~dire que la proba-

1'étude. la situation n'est pas trés ﬁrobante. Le lecteur réfléchira & cette
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situation courante qui explique l'importance de 1l'étude de la puissance.
. PR . ‘ 2 , .
Remazrque. Si le degré de liberté du yx~ du dénominateur zugnente
la puissance du test aussi : d'ol un intérét d'avoir de grands échantillons,
Le cas V, = porté sur la figure correspond au carré d'une varia-

. s . 1 2 . : : s
ble gaussienne, en effet . lim - ¥ XU = 1 loi des grands nombres) on a dono -
’ n i

n
aussi’le courbe de puissance du test a).

Autre exemple de test :

Comperaison dcs varjances de deux lois normales.

On dispose de deux échantillons indépendants

(),q a9 208 2o )
(a)ey, %0 208 100, )
~alors 0 i
=\2 -2
°x ”; (X=X~ vy gy
= o2 2
- -
®y = Zfa (v;-7) Yo Yoy
donc g :
po Aot Iy ,
Sypwet Yo P
a) Supposons qu;on veuille tester Yy = 72 contre Yy > Ty Les dan-
sités de F et A F ‘ont 1'allure suivante :
2
n
F
Yy
'__.«/”;Mﬂ#

on propose dunc le test
D =rejet de Ho si U>op

ou p est calculé par P{Fn e > pl = a (niveau désiré).
- — 5 ] l B

Faicsance du test.

- 7 UT"Y1 i} of Yz i
US> pl=p—17 _ >pl=0pF>-5p]
v Y2 J O P YT
-~ N :
. <. ~ ) v ’ . ~ .
sl - < 1 c.a.d, I}O fausse, la pulssence est supdzieure & o el pour avoir
" ' £ ‘ , .
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une idée de sa valeur on utilise une table donnant la fonction de répartition

d'une variable F .
b) Supposons mainfenant quton veuille tester y1 =¥, contre y1 # \P

! Y
il faut donc exclure les valeurs de U .ol les variables -—IF pour vy, £ Y5
. . , 2
sont trop probables, c.h.d. les petites et les grandes valeurs de U .(nous

écrdvons F pour F : dans la suite)
’ n"‘1 ,m—1

Y, & Y <Y

on va exclure H  si
U U>
ey P2
p=[Uc< pi] fu> p2].
Pour obtenir le niveau o il faut que
- PlF < p1] + PF> p2] = q
mais il reste une indétermination puisqu'il y a deux bornes :
on peut par exemple choisir
Hr<o =02 et P[F>p] =0/
on peut aussi chercher un test sans biais c¢.h.d. tel que
1 1 ’
> - P
l[k_F < p1J + ?[x >»p23

s01t minimum pour A =1 . Si g est la densité d'une variable ¥

p had .
PF < hpzj + P[F > hpz] =‘[A 1g(x)dx +¢[ g(x)dx
la condition 'sans biaid stécrit :
p1g(pi) ~_p2g(p2) = 0
b (2x)?
or g(x) = i 4 - pour une T
P Pl Py

(2 4 :
{3\2,2) (?"%;X) 2
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d'olt une résolution possible en

I
’

91’ 92 o

En falt ce test est»intéfessant si on ggggg_l'hypothése. HO et dans
ce cas le caractéere "sans biais" est secondaire., En effel, pour conclure au
rejet, il faut encore s'assurer Qu‘on est dans une région ol la puissance est
raisonnable : c.h.d. qué,. ayant uné idée du rapport Y1 on calcule la puis—-
2

sance en ge point, mais dans ce cas le test unilatere précédent est plus jus-

. e -""h‘ ,ooN ) . . Y1
tifie (pulsque on a déja une estimation de - )e

Y
P

N

Remarque pour lg calcul de °, et

, - Les tables domnent p tel qu.

P[Fn,m > pJ = q

pour des niveaux « classiques. L'autre borne s'obtient en remarquent gue

o R
,P[Fn,m <pl= P[Fm,n 2 p] ’

Nous n'avons fait qutamorcer ici la discussion. On voit que le choix

entre le test unilatére (v, = contre > ) et le test initial
Yy 1 Yy Yy 3

(Y1 =1, contre 1 £ y2) est trés technique et dépend du crédit qus l'on

oy,

accorde & l'estimation de
_ Y,

¢

>

-
-—

i

. Y
: V' 2
Pour les valeurs - un peu plus grande que 1 le choix est délicat et nous
2 . :
reviendrons dessus plus loin du point de vue théorique (concrétemsnt bien que

N

dénarrant avec 1'idde de faire un test bilatdre il peut &tre mauvais de rester

sur ce point de wue).

Les moyernmes p et v dnterviennent ici comme parameires Tentbmes,
clles sont été élimindes dtentrée.
Nous n'aborderons pas dans le cours l'aspect théorigue de 1'4liminatic:

N ol e . 1 . R s H
de ces param@ires fantlmes, nous contentant de voir sur divers exeiiples comment

Doest oty NG GO omallers & O LT e D DO Lanurent pan

ras



Intervalles de confiance.

Nous ne détaillerons pas ici la forme des régions de confiance
ppssible.‘A l'aide des statistiqﬁes introduites pour les tests, le lecteur
le fera aisément. Indiquons simplement deux petits résultats numériques
- fort utiles. Soit un n-échantillon de N(p,c2), © -la fonction de répar—

L ' =1 ' '
tition de N(0,1). n a & (0,025) = -1,96 # =2

~3.

&~ (0,015)
‘>?ar exemple si ¢ est cOnﬁu les intervalles de confience pour j seront
a) bilatere
-2 @), 242 |5 @)
a2 w2

b) unilatére & droite

[%+ ﬁ @] L

APPENDICE ET RESUME
A)_Notes sur quelques lois intervenant souvent & propos des problemes
sur les gaussiennes notamment,

La loi Gamma Tr(a,\) a pour densité

_ 1 a =-Ax _a-1
Yapn ) = wm e el

jﬁ e—'X xa-1 dx
o .

n !

S

ol r(a)

it

r(a+1) =r(a), r(n+1)

Pour a =1, on obtient la loi exponentielle ordinaire.

® _tx t\"8
On a (X)dx = (1 —)
J; e Ya,x +’KV
et r(a,n) x I(b,A) = rlatb, &)
r(z, 1/2) = “(n).

Soient X et Y deux variables indépendantes X ~ T{a,n), .Y ~ I'(b,A).

slors X/ a pour loi B(a,b) de densité

r(a+b) =1

eI T (e et

ga;b(x) =

]
=

’ n
. 1 2 2
iU 5(—5 , —=), == U. - F(n1, n2).

—



. B) RESUME. Statistique & utiliser :

sur la moyenne

L~

a) ¢ comnnu Y& ~ N(0,1)
b) o inconnu Yo zQé—E ~ T(n—1).

Statistiqué % utiliser sur o

1 . 2 2
a) p connu - z:: (Xi—u) ~ x"(n)

c i=] 5
b) p  inconnu ﬁﬁ:%lﬁ__ ~ Xz(n~1).
. i o
Pour 2 échantillons on a
| - = 62 o!
X=Y ~ N(p,-p,', —n— -+ '—ﬁ—)
(-1)s2  (ar=1)s2
1.
5 = ~ x (nnr-2)
o o
2
0'2’ ®x
— o - LI
e F(n~1, n'~1)
© Y

- - (H"H') Ynm'-2 ~ T(nint-2).



CHAPITRE VI

IE TBST DU x°

I) s'agit d'une méthode non paramétrique. Nous l'avons présentée
a part Car'eile n'est pas fondée sur deé considérations portant sur les sta-
tistiques d'ordre, elle n'a de justification qu'asymptotique. Ceci étant
ctest slirement le test statistique le plus employé et son emploi correct
présente de nombreuses difficultés. Nous expliquons dans ce chapitre le fon-
dement du test (loi multinomiale) et les conditions d;applications les plus
communes, sans démontrer les théorémes intéressants,céncernant les rapports

test-estimation, quant au choix convenable du nombre de degrés de liberté.

1. PRELIMINAIRES. Convergence d'une loi multinomiale vers un X2 .

Soient p, ... P, » r nombres strictement positifs tels que

1

2. P =1 . Soient xj- des v.a. indépendantes telles que P(Xj =1i) = D; »
— : ,

i . _
j=1...n;i=1...17 . 0n pose
n

=

_ n n n
ZIJI_=%—_;; 1{1} <Xj)’ Z =(Z1"--’ZI,,)-
LR ( o ml P R |
On a 3 PZ-HPHIE :mhdn!p1.”1},qunwuq1%€m,
hig

r : .
E : n, =n, par un raisonnement combinatoire élémentaire. 7" est donc une
i=1 » r : '

v.a. portée par hyperplan E n, =n de I . La loi de 7t , notée M

- d

1=1
(n, p1,.,., pr)' est appelée loi multinomiale dégénérée. Si Md(n1,p1,u., pr)
et Md(n2, Dyseees pr) sont les lois de 2 v.a. indépendantes Z | et 2

B

yeees pr) est la loide Z @+ Z ° .

alors Md(n1+n s P

2 1

Posons Yn = (Y?,..., Y?)#
72~ n 70~ n
= A\ seey T
Vnp 1 V—E—Pr

|
=

et Vo = *; oo VD
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Posons V. = (-—-1- 1. (X))
: S E3 AT P

Les Vj forment une suite de n vecteurs équidistribués indépendants. Comme -

B 1y (X) = VB (= (1) - v = P - YR
W,(h)J(hV—ﬁ;(k)J k h h'k

on a cov V,j =1, - tﬁﬁ? ol I est la matrice identité sur R .
Dtapres le théoréme de convergence vers une loi normale dans IRr {cf.

cours de Probabilités, chapitre 6) on a :
: n
2 (V. -
2o -
Vi ,
et comme l'applirclation ]Rn - R définie par x - “X“ est continue, on a
Iy . ' '
“ 1 J V?“ 2 lOi, '
.V
loi

(si T est une fonction . IRn - IRk cﬂontinue et si X ———> Y alors

T(X) __%_o_j;’ T(Y)‘ r;uisque If o (ToX) =f(foT)(X) et que foTE€ C(]Rn) si-

loi

t
N(o,I, - V5 VP)

loi (o, I, - tvﬁi)ﬂz

f ~est continue, bornée de IRk‘-dans. IR)'.

Il resté a calculer‘la loi du carré de la norme d'une v.a. Z =~
w(o, Ir - tﬁ”ﬁ). ia norme est ipvariante par un changemént‘de base orthonormée.
.soitv B une telle 'matrice‘érthonormée. du type (V’f)’/c), (V’f)' est acceptabl‘e‘
pour une premiére colonne_ puisque “\/—15'”2 =1). On a BZ~ N(O,B(Ir-tﬁ'ﬁ)tB)
et (1, - YE)'s - 2% - (15 WEVE 0w o (0D = () 0 )
puisque B est orthogonaie. Soit C tﬁf:.o et aonc (ﬁ/C)( VD VD) = (%}C)

- S tetL 10 10
et donc B(lr - ﬁp) B = (O Ir..1) - (O O)
0 0

r—1

donc la loi de “2”2 est un xi_1 .

2. Mesure de la distance de deux lois. (Cf. aussi Chap. IV test de

Kolmogorov et Smirnov).

Commengons par rappeler la démonstration du lemme suivant :

Soit un n-échantillon X1,..., X de v.a. & valeurs dars R (ou IRn).



VI.3

Si 'A est gg_borélien POSCNS Fn(A) =.2?._gg nA:= nombre (Xj €.A, 1§;j§rﬂ.
;A_l_g_r_'_@_.Fn»'F}_o_‘_u;F est___a__l_g_i___@_e_e‘_ Xlo

‘Fnt est en effet (c'est trivial) une probabili?é sur R _(Q}jg_;éﬁé{r
titioﬁ ou loi empiriQue) |

ma n }:j 1 (X.).

Les vfa. 1A(Xj) Sont 1ndependantes, de m&me loi, et E1 (X ) = F(A)

"La loi forte deé grands nombres assure.alors que ??'» F(A) P.S. dtol 1e lemme<

Il y a de tréévnombfeusés maniérés de mesurer la distance de 2,lois
Fn et F . Les mesures théoriques classiques sont intéressantes. Dans ce
rchapitfe nous définirons des "distances" d(Fﬁ,F)‘ aﬁec 1'idée suivante. Les
lois Fn' qué nous considérons éonvergeht sous une hypothése convéﬁable HO
vers la loi F . Dans un probléme d'estimation on choisira F (loi & esti-
mer) de maniére qﬁe d(En,F),‘soitvﬁinimale, Fn étant la loi em?irique a880-
 cide é 1'échantillon. Dans un probléme de test, F sera fixée, si HQ hypo-
thése a fester eéf vraie, alors on éura d(Fn,f) petite, si HO est fausse

on aura d(Fn,F) grande. Ceci étant dit, les "distances" élémentaires (qui

ne sont pas des vraies distances) sont fondées sur la loi multinomiale. Soit

(p.). une loi &  r valeurs a. , et soit X, ... X un échentillon
11=1ooor - L4 1 I _
prenant ces mémes r valeurs a; . Soit n, = nombre (X. = a.). La loi em-
pirique est (;;) - On mesuye sa distance a.la loi (pl) - par
i=1...l‘ . . l”"‘lo-o
n
i 2
r (=-p)°nm
2 n i
=1 5
i=1 .
N B
_i (nifnpi)
i=1 npy
ou par 1 r n,
dHellinger = cos %;%' n pi
& = X log[fé n] ete
Kullback Py i, et

Pour estimer les nombres 1 "qui caractérisent la vraie loi, on

décide (arbitrairement mais on peut justifier asymptotiquement) de minimiser
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ces distances. Pour ce faire, on suppose que p; est une fonction bien déri-
vable d'un parametre @ variant dans un bon "ouvert", du type
(6 <x, <1, gxi =1).

Par exemple dans le cas du X2 on a en dérivant par rapport a P »

BlP

6x2
2. =9 D =
op. = pl

i
n,

. g 1 - . o i
L'estimateur obtenu ;;,‘z———ja p. vraie valeur, la suite d'estimateurs fabri-
1~->c0 : .

quée ainsi est donc consistante. Nous laissons au lecteur le soin d'étudier les
3 . N .

autres cas en précisant les hypothéses.
Si on a des lois F quelcongues on se raméne aux techniques précéden-
tes en approximent F par une loi & r  valeurs, en choisissant une partition

N

: n.
A, ... A de R . (n estime p. = r'. dF.. en le comparant & — , ol
T i ‘JA' i v <

i

3. les tests du X2 .

a) Test sur la loi multinomiale.

Soit X1 .o Xﬁ un n-échantillon (n grand) d'une v.a. & r-valeurs

de 1oi (x,(6),... =,(0)), o 6 €6 . Sit p = n,(0)sevs b, =m (0).

0< by < 1 . Soit & tester HO :
1 - _— . — . i -
n1(6) = p1 f".’ nr(6> =P, contre H1 :
" / 1
n1(e) £ P, ou ... ou -nr(e) # p. "-

On sait, en reprenant les notations du § 1, que dlaprés la loi p.s.

des grands nombres,. on a

n .
gn- > (ny(0),ee m (0)) By pes.
i . n
S1 Pé =Q (n1(8),'-~, nr(e)).
I 2 . n
Z - n. Z 2
Donc 5 2 - n“ e P“

2 2 ' ; z
~ Cn avec (° = Zln1(6) - pi!L

(o) - ol si n(e) £ .

il



VI.5

Posons toujours N

. n
avec Yn =
1

= \ﬁfﬁl Yz)
Z; = npy '

17 1

Le raisonnement ci-dessus montre que si n(9) # p , donc “Yn“2 ~ Q'n - o

.

si Ho est fausséket on a‘vu, que si n(e) = p_; on avait par contre
R - xBe-).

On en déduit un test. On commence par assimiler pour n grand la
distributioﬁ dé rYn (dans 1e cas ou H0 est vraié) 5‘ce11e d'un sz (r;1).

Soit ¢« le niveau donné. Définissons d_,far Ptxztr;1) é'd) =ba_;
Le test est défini par D = (”Yn“2 > d). La puissance d‘unrtei test est évi-
demment trés compliquée’é calculer buisqu;elle dépend aé n1(9),;--, nr(e)
et aussi'un_peu de 1 . Pour cette raison, on est amené a intrbduirerdans.
itétude des ‘tests aéymptotiques'de ce -type (c.é.d.Ade‘test ol la loi de la
statistique utilisée esf confondue avec la loi limite pour n = dans lé
cas ol 1'hypothése est vraie) d'autres notions plus adaptées comme_éelle
d'efficaéité.

Nous ne développerons pasjdaﬁs ce cours ces hotions, nous contentant
d'exposer le pourquoi et la méthode des tests lés plus importants, sans re~
chercher leurs Qualités aans l'ensemble des tests asymptotiques. Les X2
sont tabulés:

b) Tests d'ajustements.

Scit T uﬁe loi quelcongue sur un ensemble E , On a un n-échantil-
lon X1?.o.{ Xﬁ .

Probléeme : fester HO "la loi de X est F" contre H1 "la loi
de X n'est pas F ", |
Un tel pfobléme est dit test d'ajustement (on essaie de voir si lé loi P
s'ajuste bien & la répaftition.des -Xj).

A cet effet, on fait une partition de E en A1,..., A,r et on con-
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’ n n
3 ’ Zrlz (Z1’ooo, Z;,)o

n
. H

< n
sidere les variables X. . = 1,.,X. Z. = E CX.
i - {i)ty T i e

Zn a une loi multinomiale Md (p .es pr) avec p, = P(Xj € Ai>° Le princi-

1
pe du test d'ajustement.est alors le suivant : remplacer 1l'hypothése HO par
1'hypothése Hé (plus faible), 7% & une loi multinomiale My (p1 .o pr).
(si HO est Vraie,*Hé est vrai a fortiori, 1'implication contraire étant
fausse). On teste alors Hé comme au_paragraphe précédent contre H1 : Zn
- 39 1 t X 1

a une 1oi M, (p1 eee pr), p' # P

"Ce test d'ejustement trés simple dépend évidemment beaucoup du par-

tage A1 eeo Ar (on prend en général r > 7 quand c'est possible).

c) Comparaison de plusieurs échentillons de lois multinomiales.

Tests d'homogénéité.

Soient m échantillons (X, .,..., X ) i=1 ...m, de lois
1,1 n;,i

viennent-ils d'une méme populafion.?

Nous allons étudier le probléme pour m = 2 sur l'exemple de groupes
sanguins relevant de 2 populations (d'aprés_Rao). On a les fréquences des
groupes O, A, B, AB .

Soit ‘p , q la fréguence des génes A et B pour la premiere po—
pulation, p', q' les mémes fréquences pour la deuxieéme population. A-t-on

p = pi ? On a

o A B AB TOTAL
1°Fe population 121, 120 79 33 . 353
2°™® population 118 95 121 30 364

Les classes sont toutes faites. Le probléme se pose donc directement comme
probléme sur les multinomiales.

Posant g i=1, 2, k=1,2, 3, 4

ik’

les probabilités pour un individu de la population 1. d'appértenir au grou-

pe k , il faut tester si . =
ik
R
n’ ou n. est le nombre total d'individus de la population i , et Doy
i s

ni‘,k pour tout k . On estime ni,k par




le nombre de ceux du groupe k .
Supposons vérifide 1'hypothése Ho : "homogénéité des populations".

On a alors pour la population globale n, =n

Kk 1,k +'n2’k individus dans

la classe k et l'on estime la probabilité nk d'étre dans la classe k
n

par ?F . On calcule alors la somme des distances X2 (des 2 populations),

distances i la répartition estimée sous H , soit
. , (ni,k - 25)2 n
2 7 ny n -
— E_—_: ‘ 3
1=1 k -;-1—'
’ : 2
5 (an, \o-nmn)
B X 2

N

Si 1'on avait pas fait d'estimation c'est-&-dire si la loi était une loi

a priori on aurait la somme de deux X2 (k=1) dindépendants soit un X2 (2k=2).
Mais, on déméntre que chaque estimation d'un paramdtre fait perdre un degré
de liﬁerté du XZ (en fait puisque l'on estime la loi a priori & partir de
l‘échantillén, on se piaoe intuitivemént pres de la lodi multinomiale la plus
voisine). Ceci est valable & condition que les parame tres esfimés‘soiént
fonctionnellement indépendants, c'est-d~dire qu'il n'existe une fonction
(implicite) des paramétres identiéuement‘nulle.vlci i Ty = 1 et on a donc
estimé k-1 paramdtres, il reste donc 2(k=1) —'(kﬁ1) degrés de liberté.
Si 1'on avait comparé entre elles h populations le nombre de degré delli—
berté serait done h(k=1) - (k1) = (h—1)(k+1). Dans l'exemplé concret

2

¥~ = 11,73, ce qui pour 3 degrés de liberté améne au rejet de lthypothése

au niveau 5 3@ » paramétre T Le degré de liberté du X2 est donc

K °

2(k~1) - k-1 = k=1 . Dans l'exemple étudié, on a un XZ(B) gqui vaut 11,73

et qul améne a rejeter l'hypothése d'homogénéité des populations au niveau 5-3@
Remarquons que dans certains problémes on considére une des popula—

tidns commekpopulation test, et donc connue, non intefprétée comme échan;

tillon. On regarde alors si une autre populdtion s'ajuste & celle-ci et lton

obtient un test sur une loi fixée, sans estimation donc & (k1) degrés de


new_12
Note 
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liberté péur 2 populations et & (h~1)(k-1) degré de liberté pour h popula~
tion dont une fixe ! Mais alors 1'hypoth®se testée ne compare pas entre elles

les” (h~1) populations, elle les compare séparément & Ho .

d) Test d'indépendance et tables de contingence.

On se propose de tester 1'ind¢pendance de 2 caractéres constatés ou
mesurés sur une méme poﬁﬁlation par exemple la forme du pollen et la couleur

de certaines fleurs obtenues par croisement (Bateson).

Soient F et (C ces deux caractéres i (i = {, 2) ils peuvent
prendre les valeurs k (k = 1,2 long et rond) et £ (£ = 1,2 violet,

rouge). On a (table de continszence).

Forme - ' » couleur

pollen violet ..rouge TOTAL
long 296 27 323

~rond jg 85 104
Total 315 112 427 .

Probléme : tester l'hypothdse H :F et C sont indépendants.
Notons ni x le nombre d'individus ayant les valeurs .k, £ de caractéres.
, , _

On pose. n, =L n

£ e M TEMy - Oma I, =n,In =0,

k
Supposons que la probabilité inconnue d'étre dans la classe (g,k)

soit ¢ . La probabilité d'obtenir 1'échantillonnage dorné (loi multino-

£k
ial t

nmiale) vau o kfz’k

n! 11 -——é-———r*:p[k

Z k. 2,k ’

L'indépendance se traduit par ¢ n M, o Ly est la probabilité de

L.k

2k
1'état g ,
TR Tk Tk TE T
) nz =1, Ty = j,.
On peut écrire p sous la forme
/e’k n B
nz k 1 1
n T On !n !
- . 1 r . i
£,k ) nz. k nk. n!
' n
: T L5k
_X-ﬁ n1 ,er)
2.kl "ok
S'il y a indépendance, on obtient simplement 1'expression
n B n "k Tin In !
w2l gl DR/
Pook ™ By T ¢ Th n!

p/ k
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| iin !nk!/hzk! |

la quantité = représente exactement (et pour toute loi multi-
nomiale) la loi conditionnelle des n‘ek donnée 1les lois marginales nl

et nk .

Si-l'on connait & l'avance les nk et lés né on fera le fest dtin~-

dépendence suivant. On calcule

2 . (nk,g - n’lrk‘ltz)z
=5 % o ‘
k ¢ TCk‘ltz

X

et bn:fait simplement un test d'ajustement sur la loi = . Donc si k

K"
peut prendre les valeurs 1...m et £ les valeurs 1 ... m', le nombre

de degré de liberté & choisir est mm' - 1 pour faire le test. Mais on peut
améliorer la méthode de la manidre suivante. On peut d'abord isoler les ¥

‘qui correspondent aux déviations de 1'échantillon par rapport aux marginales.

. . 2 2
= —— = e e
1 2 nnz 2 k nnk

et pour xg_: x2 - xf 4‘X§  ; Comme ’x% a mm'-1 degré de liberté

xf(m~1) et xg m'-1 , X% éna mn'-1 - mtl - m'+1 = (m=1)(m'~1).

xg' mesure la déviation (la distance) de.l‘échantillon a4 l'indépendance, une
fois corrigées les déviations normales aux marginales et c'est donc X; que

lt'on .utilisera pour faire le test.

Remarque : on raisonne quelquefois en disant que 1 o= t, L Ty = i
et donc que le nombre de (niﬁk) intervenant dans la loi multinomiale & tester

est (r - 1)~(s - 1), mais ce raisonnement n'est pas trés clair.

Dans l'exemple précédent si il y a indépendance des caractéres et si

les rapports dans chaque classe valent 3 on obtient

Xz = 0,0945 1© degré de liberté
X, = 0,3443 " " "
x; = 221,6833% poﬁr 1 degré de liberté.

Donc en fait seul X; importe.

Supposons maintenant que les marginales ¢ ™, ne scient pas connues.

k '
On veut les estimer, par exemple par la méthode de maximum de vraisemblance
A ’ n A nk
! . = 4 -
et 1l'on trouve nl o Ty o
n nk
2 (n -n *‘ﬁ“ﬁ) :
=22 Jn n )
k2 M

matm——

n
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Quel degré de libérté faut-il choisir pour faire le test. Nous avons estimé

(n~1)+{m'-1) paramdtres n s T, « Le nombre total de paraméires est mm'-1

£’ Tk
L'estimation faite conduit & diminuer d'autant le degré de liberté du

Intuitivement parce que les paramétires inconnus sont 1liés par les

Ty J
b4
une fois 1l'estimation faite et donc

relations I =7, et I =1
y Mg = T A Tep =T
que le nombre. de paramétres & ajuster aprés estimation est

mm'-1 - (m-1) = (m'-1), (la dernidre des relations 3 Ty = %k se déduit des
® "N : le -
autres. puisque i ? nkﬁ = i Ty = 1).

Ce raisonnement intuitif peut &tre rendu rigoureux en utilisant leré-

sultat énoncé plus haut . Nous laisserons cette démonsiration de cdté, en

insistant sur le fait que dans tous les cas un test d'indépendance emdne un

v° & (u-1) (n'=1) degrés de liberté.

Dens le cas numérique étudié, on trouve sur Ty T, ne sont pas spé-
cpe s 2 . , s ’ o
cifiés = = 218,8722, ce qui est & peu prés la valeur obtenue en utilisant

‘des marginales connues & l'avance.

De toute maniére, il faut bien voir la valeur relative de ces tests.

.8i la taille du nombre d'individus dans une des cases 7. est petite

ik
cette case peut fausser le X2 et i1 faut faire appel & des méthodes plus

. B ‘ 2
fines mais encore basees sur le y

L)
AN I;&

53 -
L Iemonmg =
= s
. D
It O
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