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0. INTRODUCTION ET RESULTATS.

Un résultat typique de ce travail est le suivant :

Théoréme 0.1. Soit E un sous-espace réflexif de L1 Q,a,P) (&, @, P) étant

- un espace de probabilité). Si E ‘contient un sous-espace isomorphe a 4P , alors,

pour chaque ¢ >0, E contient un sous-espace (1 + ¢) -~ isomorphe a P .

En fait, la motivation de ce travail est 1'étude de la conjecture (C) :

tout sous-espace de dimension infinie de 1! (Q, 7, P) contient un sous~espace

isomorphe 3 2P pour unp € [1, 2] . Seul le cas d'un sous-espace réflexif est

()

3 considérer, d'aprés [6]. L'étude de cette conjecture *"’ nous a amené a un

résultat plus fort que le théoréme 0.1. Avant de 1'énoncer, donnons la

Définition : Soient (Xn) une suite de variables aléatoires intégrables sur

neN
‘1'espace de probabilité (Q, 7, P), et B une sous-g-algébre de 7 . On dira que

(#) Dans [7], il est annoncé; de facon incorrecte, la démonstration de (C) ; en
fait il est seulement démontré que (C) « (C') (voir plus loin 1'énoncé de la con-

jecture (C') ).
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(Xn)rl €N est finalement /A-mesurable s'il existe une suite (Yn)n €N de varlables

dans L1 (©, @, P) dont la g-algdbre de queue soit contenue dans & et telle

que HXn - Ynﬁi -+ 0 quand n- o«

Rappelons que, si (Yn)n €N est une suite de variables aléatoires, et
Bn la g-algebre engendrée par les Yk (k =n), alors, par définition, la ¢g-algébre

de queue de la suite (Yn)n en oSt o= N B

neN n

Le résultat essentiel de ce travail s'énonce ainsi :

Théoréme 0.2,  (théoréme principal) . Soient E un sous-espace réflexif de

L‘ (Q, @, P) B une sous-o-algébrede ¢, etpunréel (1 <p<2), Alors les

quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1) pour chaque € >0, E contient un sous-espace (1 + ¢) - isomorphe 3 zp dont

la base est finalement S~mesurable,

2) il existe une ultrapuissance de E qui contient un sous-espace isomorphe 2 2P dont

1a base est finalement B-mesurable.

3) il existe une ultrapuissance de E qui contient un sous-espace isomorphe 3 P dont

la base est une suite de variables aléatoires échangeables et symétriques, doht »

la g-algebre de queue est contenue dans 3 .

4) il existe une ultrapuissance de E qui contient une variable aldatoire Z £ 0 avec

Z =UV, U étant B-mesurable, V indépendante de 7 et p-stable.:

On voit que le théoréme 0.1, se déduit du théoréme principal en faisant

B =4 et en ne considérant que 1'équivalence 1 o 2,

De plus, si on ne précise pas la valeur de p, on peut, dans la condition 4

‘supprimer 1'hypothese que V est p-stable. Autrement dit, on ale
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Théoréme 0.3. Soient E un sous-espace réflexif de ! Q,a,pP), B une

sous-g-algebre de ¢ . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) il existe p, 1‘< p <2 tel que E contienne un espace isomorphe 3 4P dont 1a base

est finalement S-mesurable.

b) il existe une ultrapuissance de E qui contient une variable aléatoire UV £ 0,

U étant B-mesurable, V syméirique et indépendante de «¢

Nous montrons également que 1a conjecture (C') suivante, apparemment plus

faible que (C), équivaut en fait a (C) :

(C') : Tout sous-espace de L1 (@, 7, P) engendré par une suite de variables

aléatoires non nulle, échangeable et symétrique contient un sous-espace isomorphe

a P pourunpe [1,2].

(Une suite (X de variables aléatoires est dité échangeable et symé-

n)n eEN
trique, si, pour chaque n ¢ N, la loi du n-uplet (X'o’ X1 seeey Xn) est invariante
par une permutation quelconque des variables, et aussi par le changemen’s de I'un

des X, en - Xi)‘

Dans la partie I, on définit les ultrapuissances d'espaces de probabilités, et
on étudie leurs propriétés.

La partie II établit un critére permettant de "redescendre" un espace 2P
convenable d'une ultrapuissance 4 1'espace initial. On monire ainsi, dans cetfe
partie, 1'implication 4 » 1 du théoréme principal. Ce critére est 1égérement
amélioré dans la partie V.

Dans la papﬁe 11 on donne une technique qui, & partir d'un sous-espace

de L1 (§, @, P) isomorphe a P, permet de construire des variables p-stables



dans une ultrapuissance convenable (voir aussi [3]). La partie IV permet ensuite
de retrouver 1'hypothese du critere établi en II, c'est-a-dire de prouver 1'implica-

tion 3 = 4 du théoréme principal.

Enfin la partie V est essentiellement la récapitulation des différents résul-
tats afin d'établir le théoréme principal, le théoréme 0.3. et le fait que

(€) « (7).



I. PRELIMINAIRES : ULTRAPRODUITS D'ESPACES DE PROBABILITE.

Pour les définitions et notations sur les ultraproduits d'espaces de

Banach, on se référe a [2].

Soient (Qi’ B, P.) une famille d'espaces de probabilité, 5 un

i'iel
ultrafiltre sur I, A 1'ultraproduit I ! (Q i B Pi) qui est un espace ! .
i€l
L'ensemble 5 des éléments de A de la forme (1 A ) avec Ai € Bi est

iie€l
une o-algébre munie d'une probabilité P (on pose
Ppl(1,) ] =1im P, (A)=(1,) |l ). Le sous espace fermé de A
A7, iV A,
ii€l b ii€el
engendré par B est de la forme L1 (Q, B, P) . L'espace de probabilité

(@, B, P) est appelé ultraproduit de la famille (Qi, B., P.) suivant

i iiel
1'ultraproduit & : onnotera 5 = II Bi/f} ou B, P)=1 (@i, Pi)/.B .
i€l i€l

(/5’1 , P1) , (/5’2, Pz)‘ étant deux o-algébres d'espaces de probabilité, on notera
(;C-?1 , P‘) c (/5‘2, Pz) pour indiquer que & < [:?2 et que P, estun pmiongemen‘c

de P1.

Dans [2] onavuquel'ona A ~1] (Q, B, P) @ A' ol A' estl Ten-
semble des éléments de A éirangers a 1! ©, B, P), clest-a~dire éirangers

At (. =(1L,) ) .
QY0 07 e

Toute famille (;ﬁi)i €1 olt £, € ! (Qi, Bi; Pi) telle que ]f_il <M pour
tout i € I définit un élément de L1 (©, B, P) : eneffet, sif = (fi)i ¢ ona
£l <M. 1q s et, enfait, f€ L7 (9, B, P). Inversement pour tout
£te€L7(Q, B, P), il existe une famille (£ eq » §€ L” Q8,5 P)

5l < liEll, , telle que = (fi)i €1 (car sif = (gi)i ¢p comme

f= ("‘”f”“) U (f n “ﬂ}cc) on a fz(fl)l €1’ avec fl == ”f“w u (gj n ”fHoo) )t
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Proposition I,1, Soient f,geL @, B P, £f=( )161 , g=(g. )161 ,

avec {giISM . Alors fg (te)eq o

Notons que g € L* (e , B P) , llell, £ M. Onpeut supposer g 2 0.

Supposons d'abord f = 1A = (1A ) | , (A €B), Onaalors

ii€1l
(gioiA.)' < getsM, 1, , donc (gi°1A.). Sgo‘lA;deméme
iiel i i€l
(g « 1xc) Sg.l¢c . Orfg .1,) + (g .1, ¢) =(g). .-=¢.
1° A jer A 17 Al jer 17 Ay jep TREL
Donc(g .1 ) =g,1A .
1161{

Le résultat est ainsi obtenu lorsque f est une fonction étagée, Dans le

cas général, soit f = (f n) i€l

£ dans L (Q, B, P), Alors f, .8 = (fl . g ). jep » Orspour n assez grand

une suite de fonctions 8 ~étagdes qui tend vers

ona an - fl]1 < ¢ donc, d'une part anog - fg{i1 < Me , d'autre part

{i€1; ilf;-f.!H < 2¢}€pH ; comme Ig.]SM. {i€1; Hfi g -k g.ﬂi
<2Me} €5, T enrdsulteque |(f g)lél (f gl)lél 1 <2Me, etdonc
n(f g)161 foell, <2Me . Donc (£, g)le}:~fgﬂ,l,_3M€, d'olt le

résultat puisque € est un nombre > 0 arbitraire. ‘ C.Q.F.D,

Proposition 1,2, Soientf, g €L' (0, 5, P) avec fg €L' (@, 5, P) et

(fi)i ¢ 1 une famille représentant £ . Il existe une famille (gi)i €1

(g. € L1 «, 5, P.) ) représentant g, telle que £, g€ L' (Qi, B, Pi) pour

toutlél et fg = (.E g)}.éI .

Onafg = (@)1€I,g <hi)i61 avec ¢, hGL (Q 5’ F’)
En écrivant g = g - g , on voit qu'on peut supposer g, hi =0, On pose

alors gi=hi 1 -, 1 “fi] >1) Evidemment‘gishi+@i
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donc g; € L1 (Qi, B, Pi) . D'apres la proposition précédente, on a, pour n> 0 :
f.gnn)= (fii . (hi N n) )i ¢1 o D'autre part, pour n assez grand on a

}}f.g~fo(gnn)l{1S€ et |lg-gnnlly <¢ etparsuite:
{iEI;{{goi-fi.(hinn)}l152 €} €SB et
{i€I;lh ~h Nnl,s2e} €5,

Ona llg; - hlly :f ;-E—I-. -h;| ap,

(gl>1 4 1

Mais, pour un ensemble de i € I qui est dans 5, Oon a

X koi“fi‘ (hinn)dPi <2¢ et IQ [hi~hiﬂn1dPi <2¢
i i
. 8!
donc jﬂ lo, - £, - (h, nn)| dP, <2 ¢ d'ouf\ |-~ h, Nn|dP<2¢
{tfibvf} {lg1>11 ' g
o,
et donc j i—i—%-h.ldP‘sde .
(gl 4 b !

Donct {iel; Hg. - h.n1 < 4¢} €l ., Comme e >0 est arbitraire, on

voit que (gi}i et = (h, )l cp = 8-

SoientAix{lfiISUEBi et A= (A)léi{ €B ., Ona

fgg=fih Ty +o1 o o

i Ai
Comme l A | <1 etque (f 1 1)161 =f,1, ;'ona(fihiTAi)zfg‘tA
(proposition precedente) deplus (0. 1 ) =fgl _ . D'ol
i ,c’. c :
Ai iel A
(fg)lel_fg 1A+fg.1 C:fg. ' C.Q.F.D,

A
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Proposition 1.3, Smenf £ = (f,‘ ) jepr eee s By = (fk )i ¢ 1 des éléments de
1
L (Q,B,P),avec{B,P) =1 (Bi , Pi) /B . Soient 7w, m, les distribu-
iel .
tions (probabilités sur IRk) respectives des k-~uplets de variables aléatoires

(fi1 s eee, B) , (£} s eoo, £Y) . Alors 7 =1im 7. (convergence étroite des
k 1 k 5 i

probabilités sur Rk) .

Soit J le R-espace vectoriel réticulé de fonctions réelles sur rK
engendré par les fonctions 1, X, .oo, X 5 81 T (X, oo, X ) €T, ona
i i X . . .
T (f1 s coe s fk) = (1 (tl ) eoos fk) )i ¢1 Puisque I'ultraproduit est compatible

avec les opérations de treillis et d'espace vectoriel, et que 1{22 (1'9 ) ) .
iiel
11 en résulte que

J

Or le sous-espace 7, de J constitué des fonctions de J bornées sur
(RK y {3}

Ky {=})/ étant le compactifié d'Alexandroff

k U {*}) qui sépare les

o | . i i
T (£, cous £) dP = lim j T, ..., 1) dP ()

RX est un sous-espace dense de & (R

de Rk) ; en effet c'est un sous-espace réticulé de & (R

points : 1'égalité (1) montre donc alors que 7 = lim LA C.Q.F.,D,
b

Lorsque la famille (Qi ) B, Pi) est constituée d'un seul espace de

igel
probabilité (QO, BO, PO) , 1'ultraproduit de cette famille suivant 1'ultrafilire 5
sur I est appelé ultrapuissance de 1'espace de probabilité '(,QO, BO, PO) suivant

1'ultrafilire I, On note (B, P) = (80, PO) z/ﬁ . Notons qu'on a un plongement
canonique de la ¢ -algébre (BO, Po) ‘dans (B, P) : si1A€ Bo on lui fait corres-

pondre la famille (Ai)i ¢ avec A;=A_ pourtouti€I. On considérera donc

dans la suite que /5’0 est une sous-o-algébre de B = /5’0 I/ B .

sy « - Loy s ;1-‘5 ' 1 ¥
Proposition 1.4, : Soit (fi)i ¢ 1 une famille équi-intégrable de L' (QO, B, PO).

Alors 1'&lément £ de L' (QO,, B, PO) I/ A représenté par cette famille est dans

L' (@, 8, P) ot (8, P) = (8, P)Ys.
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La famille (£), ¢ ; étant dqui-intégrable, pour tout € >0, il existe

N>0 tel que j‘ .| dP_<e¢ , autrement dit ||f, - f..NH1 <e , ol
tgl>mt° Y

N . N _ N N .
£, —fi°1{lfik-<~N} . Soit fN-‘(fi ) ¢1 - Comme \’f:i | =N pourtouti €1,

NeLl (@, 5 P) . Comme|if, - £ N

I, £ ¢, ona Hf-—fN{[SE. Doncf ~f
1

dans L' @, 8, P) /s, etparsuite t €L' (Q, 5, P).

Proposition I.5. SiF estun sous-espace réflexif de Llt (QO, 30, PO) alors

F I/ﬁ c L) (@, B, P), ou (B P)= (/3’0, PO) I/ﬁ . Deplus F 1/,,8 est un sous-~ -

espace réflexif de ! (Q, 2, P).

Rappelons qu'un sous-espace fermé d'un espace L1 est réflexif si et seule-
ment si sa boule unité est équi-intégrable, Le fait que F I/ el (&, B, P)

résulte donc immédiatement de la proposition 1.4,

11 reste a montrer que la boule unité de P I/ 5 est équi-intégrable, Celle
de F 1'étant, pour tout € >0 il existe n>0 tel que j‘ lo] dP, <€ pour tout
A

AEB ; PO(A)sn et toute 0 E€F, o<1,

Soient alors = (), ¢ €F /5 , llfl =1 (donc llg] =1 (donc flgll <1
pour touti €I) et A= (Ai)i c1 €8, P (A)< n (donc Py (Ai) <7 pour tout i €1

pour un choix convenable de la famille (Ai)i représentant A), Ona

J

A

€l

flaP =t 1,0l =limllo .1, || =lim lo.| dP_< 7
‘ A ; i Ai }fAi 1l o

C.Q.F.D.

Proposition I.5.1, Soient (fi)i ¢ une famille indépendante équi-intégrable de

variables aléatoires de L1 (90, BO, Po et p un ultrafiltre non trivial sur I,

‘1 Z 3 “ N 7
Dans L ['(Bo’ Po) I/.1}'] on définit f = (fi)i €1 Alors f est indépendante de B .
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Supposons d'abord les fi uniformément bornés, Hfiiim < K, et soit
gelL”(Q o B Po). Posons h = EZ g, 4 étant la g-algébre engendrée par les
(fi)i ¢p- Pour €>0 fixé, il existe h! intégrable, « -mesurable et ne dépendant
que d'un nombre fini des fi’ telle que |{lh - h'n1 < ¢ . Donc, sauf pour un nombre
fini de i, h' est indépendante de £ b, d'ol, pour cesi: E (fi h') =E (fi) E(').
Or |E '(f].L h) - E (fi h') | < £l lIh =l SKe :
|E (&) E(Y) -E(£) E () | <|E (£) | llh - h'jl; <K ¢ . Par suite, sauf pour
un nombre fini de i, ona | E (fi h) - E (fi) E(h) |<2Ke, donc
| B (f_i g) -E (fi) E (g) | £2 K ¢ (par définition de h, E (fi h)=E (fi g), et
E (h)=E (g)).

Comme E (fg) = lim E)(fig), onadonc |[E(fg)-EME(g) |<2Ke,
ﬁ .

donc E (fg) =E (f) E (g) puisque ¢ est arbitraire.

Dans le cas général, on pose fiN = fi' 1 { }

N N
f-—-(fi)

f-ith} (N réel 20) et

; c1 ; d'aprés ce qu'on vient de voir, N est indépendante de B .

Or, pour N assez grand, HfiN - f‘i“1 < ¢ (uniformément en i, par équi-intégrabi-
1ité), d'ol HfN - ifll1 < ¢ et f.N - { dans L1 . Cela montre que f aussi est indé—-
pendante de 5_: car, sig € L’ (QO, B, Po)’ E’(fN g) » E (fg) et

ECVER » E®.E(@Q) . C.Q.F.D.
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Ulirapuissances itérées.

Proposition 1,6, Soient &,  des ultrafiltres respectifs sur I, J, 5x &

1tultrafiltre sur Ix Jdéfinipar X € Ax 8 « {jE€EJ; {i€1; (G, )eEXreneq.

Si F est un espace de Banach , (F I/ 5) J/ 8 est canoniguement isomorphe a

plxJ /Bx 48 . De méme, si (5‘0, Po) est la ¢ -algébre d'un espace de probabi-
IxJd

1ité, ((/3O , PO) I/,B) J/ ¢ est canoniquement isomorphe & (BO, .Po) /Bx 8.

site(F /) /s onat=(t); . ; avecl €F1/p, donc

IXJ
/

f -—(f ) On définit 1'isomorphisme de (F /ﬁ /cS sur F bx 4 en

iiel
€J °

Cette application étant linéaire, il suffit de voir qu'elle conserve la norme,

iel ?®
associant a f 1'élément ¢ de pl X J/,B x & défini par la famille (f )

Or [j£] =1im it . Donc, pour € >0 domné, Y ={j€J; | i~ Il [=e} €.
& . .
. o i s . i
Mais l[f.jH = 11;1 Hfj Il done X, ={i€1; ]Hfj I llfjll l<e}e 5.

SiZ= U ij{j} alors Z € #x 8 et { (i, j) €IxJ; H!fjili-tif{{ ls2e}5‘z;

jey
donc {(i,j) €1xJ; | Hf H -]l |£2¢€¢} €5x8 ce quimontre que
I =1im (£ = el C.Q.F.D,
Ixé

Proposition 1,7, Soient (I )

nepn une suite d'ensembles, “Bn un ultrafiltre

sup In’ A un ultrafiltre sur N, F un espace de Banach; on pose Fn = F‘I_n /B n

Alors 11 Fn / £ est isomorphe & une ultrapuissance de F, Plus précisément,

ne€N

en supposant les I deux a deux disjoints, I Fn/ & est isomorphe a FJ/ 8

n€N

oiJ= U T etoliX€48 © {n€EN:;XNI_€h}ES.,
nenN n-"n

- Démonstration analogue & la précédente,
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Variables aléatoires échiangeables,

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles sur un espace

néeN

de probabilité (Q, 8, P) ; la o -algébre de queue de cette suite est, par

définition, B ® = n B(n) y B(n) étant la ¢ -algdbre engendrée par les
N

ne
Xk (k=n),

Soit £ une sous-o -algébre de B, On dit que (Xn)n €N est une suite
échangeable sur BO si, pour chaque entier k >0 et chaque variable Y

B, -mesurable, les distributions (probabilités sur R qe (qu ) voes Xik, Y)
(i, oe., i, entiers =0 distincts quelconques) sont les mémes, Lorsque
Y K

B ={ @, Q) 1a suite sera dite échangeable (tout court), On sait (voir [5]) que

dans ce cas les variables X n sont conditionnellement indépendantes et équi-
distribudes sur 5 , autrement dit, sif,, ..., f; sont des fonctions réelles

continues borndes sur Rona

o0 k o]
B (1 0) e f 00 = 1B (5 05)
3=

La suite.(Xn)n €N

€or €43 ooe s § = +1, ety Bé-mesurable, les distributions de

(eo Xy s €9 Xy veo s € Xy Y) sont les mémes, Lorsque B ;:{ @, @} on

dira suite syméirique (tout court),

sera dite symétrique sur @(’) si, quel que soit k>0,

rd N > ré . 1 B S
Théordme 1,1, Soient F un sous-espace réflexif de 1L, (Q or By PO) ’(Xn)n N

une suite d'éléments de la boule unité de F, et & un ultrafilire sur N, I

existe un ultrafiltre ' sur N et une suite Y, ooe, Y, oo d'éléments deFN/ﬁ‘

(sous-espace réflexif de ! [(/30, PO)N/ 5']) ayant les propriétés suivantes :

1) Y@ s eoas Yk’ .0» €stune suite échangeable sur /30, conditionnellement indé-

pendante’ et équidistribuée sur /30 et 1a o ~algdbre de queue de cette suite est

contenue dans celle de la suite (Xn)n« €N ®
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2) X+ Yy oo v Yy ¢ +A Yl = 1im QX+ R Yy deeaddy 4 Y

n-—>oe

B

k-1

+ >(k XnHT

olidgs ooey N €R ot X €L (R, B, P).

3) La distribution (probabilité sur IRk"ﬁ) du k+1-uplet (X, Yiseeos Yy g Yk)

eS’{ 1a limite quand n - o suivant 1'ulirafilire & de celle de

(Xy Yy5 eees ¥

N I
k-1 ? Xn) (oU1X €L (QO’ Boy PO) Yo

On définit une suite croissante (Sk, Pk) de g~ algébres (Bk B q et
Py,q estun ‘prolongement de Pk) en posant (’Gk-é’i , Pkﬁ) = (xS’k, Pi{)N/‘& .
Ona évidemment (/30; PJc (Sk, P,) et donc Xn et G PJ). On désigne
alors par Y, 4 1'élément ‘de 1! (Bkﬂ , Pk-;«l) ~! [(Bk’ Pk)N/ﬁ] représenté

par la suite dqui-intégrable (X n) 11 en résulte que Yiseee, Y € L1 (BK, Pk)

neN?®

et on en déduit immédiatement les propriétés 2, 3 de 1'énoncé du théoréme(d'aprés

la proposition I1,3),

Am)

Soient-m un entier >0, la sous-o -algébre de Bo engendrée par les

X, (n=m), 5 = n B(m)k la o -algebre de queue de la suite (X

m=0 n)néN’

Lemme 1,8, Sify, ¢.0, fk : R~ R sont continues et tendent vers 0 a I'infini

‘ 6(m) k /3(m) ‘
onakE (f1 (Y,!) oo Iy (Yk)) =1 (fi (Y‘l )) pour tout m=0,
i=1

On fait la démonstration par récurrence sur k, soit X une variable

i ¥ ’ m P A -~
aleatoire /3( ) -mesurable bornée. Ona a monirer que

k B(m)
E () (v) ... 5. (¥).X) = E(X. ‘ni E (£ Y)))
3=

D'aprés la propriété 3) de 1'énoncé du théoréme, on a
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E(t (V) eoe £, (Y)) o X) = lim E (g (V) oee f 4 (¥, 6 (X) . X)
n-o

b

(m)
=tim EE” (1 (V)0 (16 (X)X

n-o
L
(puisque, pour n assez grand, f (X ) est B(m)amesurable)o
K
k-1 (m)

. » B )
=lim E(0 E° £(Y).f X).X)

n- o =t

b
(draprés 1Thypothése de récurrence) .
k-1 B(m)
Or,siZ=X, 0 E (f.i (Yl) ) , Z est une variable aléatoire bornée

i=1
qui est B(m)-mesurable, donc B -mesurable, D 'aprés la propriété 3) de 1'énoncé

du théoréme, on a
. s | g |
lim E(Z.fk(}{n)}zh(z,kfk(Y,‘))‘:E(Z.E B (V)

n-» o

- B
et on trouve donc exactement 1'égalité a démontrer, C.Q.F.D.

Dtapres le lemme 1,8, les variables Yl s eees Yy oo sONt conditionnelle~
ment indépendantes et équidistribuées sur la g-algebre B(m), 11 en résulte qu'elles
sont échangeables et que leur o -algebre de queue est contenue dans B(m) ; donc

o : . s
dans B puisque m est un entier > 0 arbitraire.

En remplacant B(m) par BO dans la démonstration du lemme I,8, on trouve

k

B
1 B
=

B (5 (¥)) e f, (YD) =1 B © (5 (¥,))

i
Cela montre que les variables Y‘t y e .o Yk s +o+ sont conditionnellement indépen-
dantes et équidistribuées sur la ¢ -algébre /5’0 , et donc échangeables au~dessus

de .6’0 o
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11 reste 3 trouver sur N, ou, ce qui revient au méme, sur un ensemble

1 dénombrable, un ultrafilire 8! tel que Y1 y oeoy Y EF I/.,z?r‘ . On définit

k_y oeso
c N
1'espace de Banach F| par récurrence en posant F_ =F, F|  =F /5 .

1 '
OnadoncF cFyc..,cF c.., etF cL (B, ’Pk)‘ De plus
Yfl’ sy Ykeer

k

: 1
D'apres la proposition 1.6 on a FK = Fﬂ\ /.Bk olt ﬁk est un ulfrafilire
sur }Nk, Donc sionpose G= I F‘k/ﬁ , onaG:FI/B’ oul=u N¥
k€N k=1

est dénombrable (proposition 1,7) . On a évidemment F <G pour tout m>= 0,

puisque Fm c F‘k pour k >m , Il enrésulte que Y, ooo, Yk’ oo €G.  C,Q.F.D,
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1

II. UN CRITERE POUR QU'UN SOUS-ESPACE DE L' CONTIENNE (P (1 <p<2)

Soit p unréel, 1 <p <2, Une variable aléatoire Y sera dite p-stable

i -t |P
sionaE(eltY)=e It pourt € R, Onposeyp:E(lYl). SiY _yeee, Y

sont indépendantes et p-stables, on a

o

g Yo+ eee + 2 Ylly = v (P oee 3 1P)

La partie II est consacrée a la démonstration du

Théoréme 11,1, Soient (QO, B, Po) un espace de probabilité, P_ étant une

mesure diffuse, F un sous-espace réflexif de L1 (QO, /30, PO) et 5 un ultrafiltre

sur N ; on a donc FN/,BC 1! (B, P), avec (B, P) = (/30, PO)lN/,z? . On suppose

qu'il existe une variable Z € FN/,& telle que Z =UV, U € ! (/30, PO) , U#£ 0,

etV € L1 (B, P), V étant une variable p~stable indépendante de /30. Alors, pour

tout € >0, il existe un sous-espace F' de F qui est (1 + ¢)-isomorphe a £P (c'est-

a-dire qu'il existe une application linéaire bijective T : P > F1 avec

ITHIT <1 +¢).

|
OnposeZ:(Zn)h.e]N avec ZnéF ; V=(Vn)nEIN , V €L (80, PO).

D'apres la proposition 1.2 on peut choisir la suite (Vn)n €N de facon que

uv, € ! (30, PO) pour tout n € N et que Z = UV = (Uvn) Autrement dit,

née€N *

ona lim ||Z_ -UV 1!1 =0 ,
5 n n

Lemme II.1, Soient A € /5’0 , CO, Cy re++». C, €8, contenus dans A et deux a

deux disjoints. Alors pour chaque i, 0<i<r, il existe une famille (C‘in)n €N

étant deux 2

‘ n : n n )
représentant C,, C.;" €8, P_ (Ci ) =P (Ci), S

deux disjoints et inclus dans A,
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Démonstration par récurrence sur r, Pour 0<i<r-1 on a donc une

’ ¢! n 11
représentant C,, P_ c.y=p (Ci)’ Coreees C

famille (C,")
1 1

nenN 1 étant
deux a deux disjoints et contenus dans A, On a d'autre part C r= (B n)n N et

comme C r est contenu dans A et disjoint de.C o7 oo Cr—’t , on peut supposer

I

It

n C s n
Br c A et disjoint de C0 s 000y C -1

. Soient I'=A - (CO Ueoo U Cp_i) et
r,=A-(C" ue.u € ) . OnadoncP (1) =P_(r) etC cr,B cT, .
On définit C," de Ia fagon suivante : si P (C ) 2P_(B.") on choisit C " € 5_

tel que BFrl c CPn cr et P (Cpn)‘ =P (Cr) (ctest possible car P, est une mesure

, Lo n s ~ D , n n
diffuse) ; si P (C I‘) <P (B N ), on choisit C., €8 telque C ¢ B, et

P, () =P ().

: n n i T
Dans les deux cas ona P_ (!B’p -C, D = lPO (BP y-P (CP)\

n Ny g oo o m D
”Bx‘ -C. | désigne la différence symétrique), Comme C,= (Br )n €N’

P, B,)-P(CJ) > 0, donc P (IB,"~=C_ ") > 0 ce qui montre

B n b
queCr=(B = (C_)

n .
T )néN r’‘néN * C.Q.F.D,

Lemme II,2, Soient ¢ une variable aléatoire B-étagée, indépendante de: BO ,

telle que [[U &~ UV||; <¢ (€ réel >0) | @ une sous-o ~algtbre finie de B et

D€ . I existe alors n € D et une variable aléatoire ¥ , Bo—étagée, de méme

loi que @ et indépendante de @ telle que ||U ¥~ Uvn}i‘ <2¢,

Ona & = Ao 1Bo+oo.+lk TBK avec B, oo, Bkélf}’ deux a deux

disjoints, Soient A , ..., A, €B_lesatomesde 7 (A, ..., A, sontdeux a
s © J/ 0 0 £

deux disjoints, U Aj =§) o ? et ils engendrent @), On pose
j=0

c].[j =B, n Aj (0<i<k;0<j<1), DoncP (Cij) =P (Bi) P, (Aj) (puisque &

est indépendante de 80)9 Les Cij sont deux a deux disjoints et Cij c Aj .

Forrece. Lrminn (el .
D'apres-le lemme II,1 on peut donc écrire C].j =(C i.)n epnoUC . €8,

n,

P, (c“jj)“ =P(C;) , C"y < Ay, les c‘”‘ij étant deux 3 deux disjoints pour n fixé,

Cch.. : donc
N

&Ch &

On pose Bi“ =
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Po(Bi)}?o Py (€ n) “‘3.?53 P(c) =P @)

n

De plus B." nA, = C".. donc
1 J 1]

P, (Bin n Aj) = P, (cij} = P(B) P, (Aj) = P, (Bi“) P (Aj)

Cela montre que la variable & n = A o 18 n Feeet Ak TB‘ q @ méme

loi que & et est indépendante de @, © k
. _ ‘
D'autre pari ona B, (Bg)n €N (puisque
n ‘
(Bi)nEN”(.POC )nGN UGy B)ceqmmontreque@ (@ )HEN°
V =0
D'apres la pmposztmn I.,1,onaUd=(U® )n ¢ ¢ Onavudlautre

part que UV = (Uvn)n ¢ ¢ Comme ||lU&-UV|, <e parhypothése, il en
résulte que {n € N ; ||U ® -U iii <2¢} €S, Ilexiste donc n € D tel que

HU o n- U"n“: <2¢, d'olle résultat cherché avec ¥=& n° C.Q.F.D,

Démonstration du théoréme 11,1, + puisque U # 0 et intégrable, on peut

évidemment supposer lully =1,

Soit @ | une suite de fonctions étagées, V-mesurables, telles que
1

12, = Vi = =5

Nous allons définr par récurrence sur k un entier n >0 et une variable \lrk '
80~étagée de méme loi que o, ,telleque ¥ , ¥, , ..., ¥ . Soient

o o | 1
indépendantes et Hznkv- U ‘Ikai = K

k } ALES

*

Supposons donc définis Nos Mgy soes Iy gy L4 0! *° 7 \ykﬁ avec ces
propriétés, Comme U est Eo—mesurable et que V (donc aussi & ‘qui est

V-mesurable) est indépendante de 5, ona U, -UV|= ﬂ01 e, - Vil =lle, -Vl



-19 -

1

kv °

et donc |jU & - UV <
2

On applique le lemme II,2 enprenant @ = & K? d estla ¢ -algebre

engendrée par ¥ , ¥y, oeoy Vyq » D={n€N;IZ -UV I, <

1
2k+1 }
(D € 5 puisque HZn - U\}’nﬁ1 -» 0), Il existe donc un entier n €D etune
b

variable ¥ B -étagée de méme loi que indépendante de 7 telle que
o o k'’ p

1 . 1

g}g_ﬁ ; commen €D, ona iiznk - UVnkﬁ,! < ;?:T

et donc HZH - U ¥ kil < -% s cela donne exactement le résultat cherché,
k 2

U \ka - UVnKI%i <

OnposeYkazn . DoncY, €F et ||[Y, ~UV¥ L

I
" k K k'

Lemme 1,3 ,
1

1
k4n - k+n k4n -
P z IGPP

2 0P =iz oy ey ﬁ(yp—x—ﬁgg (

1
0y - okt )(i K 1 ik

¥ o’ Wy oooy \Ifk, +o SOnt des variables étagées, indépendantes, \I/k

a la méme loi que & K ? e K" Vﬁ‘ 5-———-};{:-2 , V étant une variable p~stable
‘ 2

et & K étant V~-mesurable, Par suite il existe une suite So’ S1 s eows Sk’ cso

de variables p-stables indépendantes telle que *lfk soit S k—-mesuz‘able et

i
Wy =Sl =~ -

2
On a alors
k4n k+n i«:-mi 1 k»m{ { i
e AT~ ASlis e NI, -8l <5 |a]2™
i i ik i i i L i i i
ket ke k=1 k- ; 1
<2 sup {ki} <2 (% D\iip) L
jele i=k

Cela donne immédiatement le résultat cherché puisque

k+n k+n L
2 % Sl =7 (2 PP C.Q.F.D,
3z e
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Lemme 1,4, Soitu¢ L1 (BQ, PO) , I{uH1 =1 . Pour tout € > 0, il existe un en-

tier k= 0 tel que Hu}(n1 =(1 =€) HXN1 pour toute variable X de la forme

kg n Ai ¥ i Si de plus u est bornée, il existe un entier k tel que

i=k
(1 =€) Xl = lluXjly = (1 +¢) HXH1 pour toute variable X de la forme indiquée,

Soient N la o -algébre engendrée par les variables indépendantes
.\I/O,. Wis ooes ¥py ooe et 8 I!espaceé‘vectoriel engendré par ¥y \Iékﬂ y coo
Pour tout X € c%‘o , onallu XIH = || (E © u) XH1 3 comme {lul}1 =||E © 'uH1 =1
(6 c
et que ||E o u“w < nuum , on voit qu'en remplagant u par E © u, on peut supposer

que u est Go~mesurab1e.

D'apres le lemme 11,3, 1'espace & 5 (muni de 1a norme de L1 (BO, PO))
est isomorphe 3 £ donc est réflexit (p>1). Sa boule unité est donc équi-
intégrable ; il existe donc N =1, tel que, pour tout X € § o Xl =1, onait

€
HX-XNH < 3 avec X zX,T{lxl

N < N}°

Pap aillewrs, u étant @o—mesurable, il existe un entier k, et

ut € }L:l (@0, F’O), u' ne dépendant que de ,\Ifo, cooy Y

l1 fels que

= utfly <¢/ 3N,

Rl M

On a alors \f [uXNldPO-—J Iu‘XNldPol gf lXNl \u-u'ldP‘o.<_‘

puisque |X..| < N,

Nl

Or, siX €4, , X est indépendant de u', donc X,, aussi. Il en résulte que

N
Jharx 1 aP = futlly Xl etonadone |l Xlly - fhu'lly Xl 1< 5 .
Comme | flully - llu'lly | < lu-wlly =5 etaue [Uxgll-lixil=< 5,

ona(l - %)2 < Jlutlly Xl < 0 +§-)"2 . Donc (1 --3~) - £ <lluxyl,

< (1 +§.)Z + £ quel que soit X € ¢

3 H ”XH =

k
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Ona [juXljy = j lul 1X]aP = j lul ile dP puisque |X| = IXN] .

On en déduit fluXll; = (1 ~ - -£>1

3= -€ pour tout X € 6, » X[ =1 ce
qui est le premier résultat cherché ,

Si u est bornédeona | |ju XIE1 - JJluX 1}1 | < Jlu X=X )H1 < jull ”X"XNH‘X
< % llull, . Il en résulte que |ju XHT <1+ )

2
tel que [|[X]| =1

% Iull pour tout X € ‘gk
=)+

. Autrement dit, si 6 =¢ (1 + ” 9 , ona
HuXH1 < (1 +6) HXH1 pour tout X € &k . C'est bien le second résultat annoncé

puisque § peut-&ire rendu arbitrairement petit en choisissant ¢ convenablement

C.Q.F.D.

Lemme II,5, Pour tout € >0, il existe un entier k tel les sous-espaces

de L (/5’0, PO) respectivement engendrés par les Y, (izk) etlesUW, (i=k)

soient (1 + ¢)~isomorphes,

Soit & un réel >0 ; on choisit k de facon que K< , et que

k4n
fhuxily =(1-98)] ;XH1 pour tout X de la forme ¥ A ¥, (lemme II,4). On a alors
i=k
k+n k-+n k+n 1 { k+n ‘ { -
e XY, - 3% AU@IQM Miy.-uel, =3¢ a2
i=k i=k 1 1~k ol T R
1
k+4n k+n e
<2 s ] <2003 PP
i=k i=k
26 k+4n
S S——pg I3 X il (lemme I1,3)
y =2 i=k
p
kK4n
< 20

s XA UYL,
(1 ‘6){7p _ 2-—1{-1) ‘i‘:‘-k 1 }.HI



(Cette dernidre inégalité résultant du choix de 1'entier k d'aprés le lemme 11.4),

Comme k-1 ¢ 8/2 on a donc
kin k+n 46 k+n
WA N B YR E ey e TE Y
; N - g 46
Il ne reste plus qu'a choisir 6 assez pelit pour que < €
, (1-6)(2 7~ ©)
pour obtenir le résultat cherché. C.Q.F.D.

Lemme 11,6, Pour tout € >0, il existe un entier k tel que le sous-espace

de L' (/5’0, PO) engendré par les U ¥, (i=k) soit (1 + ¢)-isomorphe a 4P .

Les Y, iz ko) engendrent un sous-espace réflexif de Ij (/30, PO)
c'est un sous-espace de F qui est réflexif), Il en est donc de méme des U ¥
(i= ko) d'apres le lemme II,5, donc aussi des U \If.l (i =0) puisque l'espace ¥
qu'ils engendrent ne differe du précédent que par un espace de dimension finie.

11 en résulte que la boule unité de ¥ est équi~intégrable,

Comme [[Ull; =1 ona P_{ |U|>N} < & .

) tel que IIUXILl =1 on a donc

Pour N assez grand et pourt

tout X € 6 (espace engendré par Uy eeer ¥

{

k’ LR IR 2
[UX|dP_ <6 (6 réel >0fixé) ; on peut aussi prendre N assez
o

{lu] >N}
grand pour que I{ U] >N} lulap, <6 . SionposeUgy=U. 1{ Ul <N}
on a donc }fUN X - UX[H =& si I[UX[L‘ =1, Autrement dit
HUN X - ’UXH,l < 6 HUX[H pour tout X € <§0 . Deplust -6 = HUNH1 <=l= HUH,l .
; U |
En appliquant le lemme 1.4 avec u = o qui est une fonction bornée,
N" 1

on voit qu'il existe un entier k tel que, pour tout X € é’k on ait :

(1= 8) Xl IUlly < 0 Xl = (1+8) Xl Ul -

Dlol (1 - )% Xl = U Xlly = (1 +8) IXIly .
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Comme Uy X = UXlly = 8 [[UX]]; , d'ol

(1-9) HUXH1 < Jiu XH} <(1+9) HUXEH , on a donc

Y
%“.;%)— Xl = fuxily = i %g IXlly , pour tout X € 8, - En prenant
kin
X=13 >‘i \Ifi et en appliquant le lemme II.3 on trouve
i=k ~
1
k-+n - k411
1 -0 -k~1
a-o° 0, -2 (z IWPIP s is AUl s
i=k i=l

1
k-m -
1 +6 ~k-1 Dy P
= 1.5 ('}’p +2 )(iik D\i) o

Il ne reste plus qu'a choisir & assez petit et k. assez grand pour que

(-6 k=1 146 k1
Tl )z oy (-0 et 352 (2 =y (140
pour obtennf* le résultat cherché, C.Q.F.D,

D'apres les lemmes I1.5 et I1.6, pour tout € >0 il existe un entier k
tel que le sous-espace de L (80, P 0} engendré par les Y, (i=k) soit
(1 + €)~isomorphe 3 4P . Comme c'est un sous~espace de F, la démonstration

du théoréme II.1 est achevée.

D'autre part, comme }{Yk ~-Uy k“i - 0 quand k = «, et que les va~
riables ¥ K sont indépendantes, la suite Yk est finalement Vb"o-'-mesur*ab}e,
B étant la sous-g-algebre de B engendrée par U. On en déduit immédiatement

1'implication 4 = 1 du théoréme principal.
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III. CONSTRUCTION DE VARIABLES ALEATOIRES p-STABLES A PARTIR

d'UN ESPACE ISOMORPHE A 4¢P ENGENDRE PAR DES VARIABLES

ECHANGEABLES ET SYMETRIQUES.

Théoréme 1. 1, Soient (Xn) une suite échangeable symétrique dans

néeN

L] (8,5 F’1) engendrant un sous-espace fermé I' isomorphe & £P (1 <p =2).

On suppose que

1 1
-1 D D
M7 (AP e P Pling X ook A Xnlly < MR IP 4l X PP, M=t

Alors il existe un ultrafilire ,32 sur N, et, dans T N/ ,,82 (sous-espace de

1 N :
L (@2, Pz) avec (/32, P2) =(Bl, P1) /,32) une suite (zk)

k €N symetrique

échangeable, HZkH1 =1 ayant les propriétés suivantes :

1) Zy, =UV, U, Vi, Viseoes Vpyen étant des variables indépendantes dans

! (32, P2) » Vs Viseees V étant p-stables, et U=0 .

k’ LI
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. n n n n . e
2) Z, = (Zk )n ey avec z €T, iz 1l =1, lesz = étant des paquets disjoints

formés avec les X; (pour n, k variant dans N),

Rappelons qu'un "paquet formé avec les Xi" "est simplement une combinai~

son linéaire finie & coefficients réels des Xi'
Nous montrerons d'abord le

Théoréme 1.2, Sous les hypothéses de 1'énoncé du thdéoréme II1.1, il existe

un ultrafiltre .,92 sur N et, dans T lN/ ,92 une suite symétrique échangeable

(Zk)k EN HZkN1 =1 telle que

1

1) quels que soient les réels a, b>0 et ¢ =(a” +bP) P, les trois couples de

variables aleat-oir‘es (czo, cz1), (az0 +bZ, czz) s (az0 +bZ,, aZ, + bz}) |

ont 1a méme distribution.

n n n n .
2) Z, = (zk )n e Avecz, €T, |z (I =1, lesz ~ étant des paquets formés

avec les Xi’ deux & deux disjoints pour n fixé (c'est-a-dire que

zon , z1n yeoss zkn , «+« sont des paquets disjoints).

Soit 5 un ultrafilire non trivial sur N, On définit une application linéaire

1

p _pN e dne M-
wex@ de L (R+) dans Ty =T~ /5 telle que M H(;)HDSHX(PH‘ <M n@p .

Pour cela, appelons pour abréger "intervalle de R+" un intervalle semi~

ouvert [a, b avec 0<a<b,

Lorsque I = [a, b[ , a, b étant des rationnels dyadiques, on définit

X € T N/ b enposant X = (gI“ avec

)nGN
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-0 p,2
gln =2 P 5 X, si nestassez grand pour que a.2”, b.2" €N,
k=a,2"
gIn = 0 sinon.,

Soient I, ..., I, des intervalles disjoints de R , Ij = [aj, bj[ , &

extrémités dyadiques. Pour n assez grand, on a

n b,.2"-1
n n “p k J
ME] Feeodd £ =2 T A = X,
1 k j=0 7 i=a;. on

D'apres 1'hypothése faite sur les Xi’ on a alors :
ooy 1

-1 “p n p n n

M 2 e INIPLo27 b, -a)]t slin £, +ouutbn, £0

: 420 3 i A’\ I1 k IKT
0k Y

=M 2 Pl s InP2"®,-a)]

0 3 il

1
P

11 en résulte, en passant a la limite suivant » que 1'on a
1

(1) M"l (p\1 Py (11) Feoot [Aklp U (IK))p = [Ix XI} Fovet A XIKHT

-

<M (|, 1Py (1) +ooot lkk&p )

-

73 désigne la mesure de Lebesgue sur R+ . Pour chaque fonction ¢ : R+ - R

en escalier sur des intervalles a extrémités dyadiques, ¢ = A1 TI touot Ak TI ’
1 STk

touot Ay X; (cette définition ne dépend pas de la repré-

1 k :
sentation que 1'on choisit pour ¢ ; cela résulte aisément du fait que si I, J

on pose X(20 = M XI
sont deux intervalles consécutifs, X U= X +X J). L 'application ¢ - Xq)‘
est donc linéaire, et d'apres (1), on a M—T H(p[lp < HX@‘H <M Hcpl!p . Elle se

prolonge donc en une application linéaire de LP (R+) dans T N/ 5, notée aussi

- X(p , satisfaisant la méme inégalité,
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Lemme III,1, Si Ii yeasy Ik sont des intervalles disjoints de R+, la distribution

de (XI reses Xp ) est symétrique et ne dépend que de la suite (4 (11), covs M (Ik)) .
1 k

(Autrement dit : si J, ,..., Jk sont des intervalles disjoints de R+, I (JT) =l (I1 }

;J,(JQ =4 (I‘), cees u(Jk) =1 (Ik), alors (61 XJ’E’“‘, € XJk) a méme distri-

étant + 1),

bution que (XIT’ cees XIk) y Egreees €

Supposons d'abord II R | J1 seeesy Jk a extrémités dyadiques, 11 est

k’
. , n n n n
alors clair que, pour nassez grand, (&, , .o, £ ) et (e, &« uou, € & )
I1 Ik 1 J'i k Jk
ont méme distribution (car les X; forment une suite échangeable symétrique),

Or la distribution de (X; ,..., X, ) {resp. (e, X, ,..., €,. X, )) est la limite
L I 12, k7,

suivant & de celle de ( gnI reees gnI ) (resp. (e1 g“J reoes € g“J )) dlaprés

1 k 1 K

la proposition I.3. D'ol le résultat,

Dans le cas général, on choisit des intervalles 3 extrémités dyadiques

L" ..., f‘k , I ,...,J“k respectivement inclus dans Iy, ..., 5 Jy,eees Jy

tels que p (I, - 1), (3 -J0") < 1-5 et (") =p (") (1<i<k). D'aprés

1 i
1'inégalité () ona [IX; - X [l; <Mn P IX; =X Il < Mn P
i I, i J.
i i ;
Il en résulte que X - X, X -» X au sens de L1 . Par suite
n I, n J.
‘ii i Ji i
1a distribution de (XI poreee XI n) (resp. (61 XJ noreeer € XJ n)) tend vers
1 k 1 k
celle de (X; ,oe0, X. ) (resp. (¢, X, ,¢.., €, X, )) . D'ol le résultat puisque,
11 Ik 1 J,{ k Jlf
comme on vient de le voir, (XI noreees XI n) et (61' YJ horeees € YJ n) cnfp
1 k 1 -k
méme distribution, ‘ C.Q.F.D.

Lemme III,2, Soit J un intervalle de R L Jn cJ une suite croissante d'inter-

valle, U J n= J, les extrémités de Iy tant des rationnels de dénominateur 2" ,

n
Alors X, =(t" ) .
J Jn néeEnN
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1 37 1 g dans 1P (R ) etdonc X, - X, dans L1 (inégalité (1)) .
K ; + f Jk J ]
Posons Y = (g“J ) €T II\/,45‘ (sous-espace de L [(/31 , PI) N/ﬁ 1.
n ne€N
Comme X | = (en )
k Jk neN

n=k, les extrémités de J o J

ona ||Y - XJ H1 = lim H&n . Or, pour
S ¢

~ "]
n-—o Jn Jk1

b

. , . ~N
K sont des rationnels de dénominateur 2, Par

définition de £" 5 £" 5 » etenutilisant 1'hypofhese faite sur les X;, on
n

trouve aisément  ||¢" - " S =Mu @ -0 P . Enpassant 3 la limite
n K n1 'y

suivant #, ona ||Y ~ X 2%1 < MpWJ- Jk).5 . Comme y (J - Jk} - 0 guand
k .

k>, onvoit que X, - Y dansL' etdonc¥ =X . C.Q.F.D.

%

Lemme III,3. Soient IO, 11 seves Ik, ... Une suite d'intervalles de R + disjoints

N . I s I n . n )
deux a deux, Onaaior*sXIk = (n k)néN’ O 7 s Mg s eee 5 My oes
sont des paquets disjoints. formés avec les X, .

R o B . . s
Pour chaque k € N, soit 1 une suite croissante d'lintervalles contenus

k

dans Ik’ ‘telle que U I‘nK = Ik , les extrémités de Ink étant des rationnels de

: n
dénominateur 2" , D'aprés le lemme 1.2, ona X, = (g“ n ) . T suffit de

n n k I K B €N
posern | = (& N ) . C.Q.F.D,

1 i €N
Lemme 11,4, Soit Qs Ppseses Op 5 o0n UnNE suite de fonctions en escalier sur R,
. . R n noo ;

deux 3 deux étrangéres. Alorsona X _=(n k)n R les n K étant des paquet§

|

<
7 .7 I I i
formés avec les Xi s pour n fixe, 7 0! Mqr soer M one sont des paquets

disjoints,
Tk

- s, . _ . 1 . z

On écrit ¢, 53 -_:20 Akj 1ij , les ij k€N, 0<j ﬁr‘k) étant des
intervalles de R, deux & deux disjoints, On a donc (lemme II1.3)
X = (") , les " . étant, pour chaque n fixé, des paquets disjoints
i ki’ n €N S !
enles X, . Onadonc X = v M. X = {?}n) avec

i o 320 kj 1kj ié n€N
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r
k
nn =7 AL C-n . . Pour nfixé, les nn sont donc des paquets disjoints
k 520 ki = Kkj k
en les Xi . C.Q.F.D,

Soit p unréel >1 ;sil=[a,b] , 0<a<b, onpose

j’n7p 3 a 3 b : b ‘j,n’p‘ + b
A = [j+ = ,j+ —=[si =< 1, 4 =@ si =2=1,
I ng ’ ng n » b n

0;m,p ) AI1 1,0 g eees Aln“1 » P gont des intervalles disjoints

(respectivement contenus dans [0, 1[ , [1,2[, ... [m=1 n[) . Onpose

Donc AI

pon M %
Y. " = . = avec
n-1 1
P, - p 1 .
(DI J‘EO g AIJ’nrp

Notons que si IO, Li y casy Ik’ ... sont des intervalles disjoints,
@Ip,n s (plp,n s ewe @Ip,n , «.. Sont des fonctions en escalier deux a deux
0 1 k
éirangéres,

On désigne par T 1'espace I‘N/_B , etpar T, l'espaceT N/ﬁ . On

1

LTI o e # 1
définit Y," €T, enposantY,~= (YI )n eN ¢

Lemme III,5. Si ]Z1 » +ees I sont des intervalles de ‘R+ deux 2 deux disjoints on a

K 1

M (g 1P @) +ees lkklp (1) )-'i < i Y119+ ee A YIKP I

SM(}AHD p(11)+...+lkk}f ;.L(Ik))g .

Posons I, = [ai , bi[ (1< i<k) et soit n un entier assez grand pour
b. '
que —ﬁl— <1 pourt1<i<k . Onaalors

o M1 % 1 1

=% p 1 a, b. - -

i §=0 e, 3+ =50 aotlle @M = -a)® =p )P
: np np i P

-
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Comme les. o PoD (1 <i<k) sont étrangdres , si 1
g£,n p.,n — I) D
e =)\ @11 oot A (oIk , ona ﬂ’-Dan = [\ |P g+t fk | k)] .

Y P+ = X, , d'olil résulte que
1 ; k “n

-1 0,n p,n
N Y11 Feert Ny, YIK o= Ml

o)
Or M YI 1 Feoet A

En faisant tendre n vers 1'infini suivant 1'ultrafilire & on obtient le ré-

sultat cherché. C.Q.F.D.

Lemme III,6. Si I1 s sees Ik sont des intervalles disjoints dans R 4 la distri-

bution de (YI p y sess YI p) est symétrique et ne dépend que de la suite
1 k

(w@)sees, n(m)):

(Autrement dit, si J1 , «ees J, sont des intervalles disjoin’ts-dans} R 4

k

_ (1) = | P o A
ﬂ(J1)——N(I1) 3 eees u(Jk)"“m(Ik) , alor*s_,(e,l Y\11 s esosy €kYJk ) a méme
distribution que (YJ:O s oeens Yy P) s €y vens €y étant £ 1),

K

Posons I, = [ai, bi[ , Jp= [ < di[ (1<i<k) avec b,-a; =d,-c; .

_ b, d; V
Soit n un entier assez grand pour que -r—f- <1 , EL <1 (1<i< k). Onaalors

n n-1 L

YI PR R p P x a; b ;
i j=0 G+ =, 0+ =51
| | g ng
n n-1 L ‘

€ YJp V= € pp X c; d,

i §=0 G+ =, i+

1 v
ng’ ng’

D'aprés le lemme III.1 les deux nk-uplets de variables aléatoires

(X.{ a, b 0 et (eiX{
jor =, + —= 3+——-:~,3+
an ’ n,o*l 0=<j<n-1 p‘] np] O<j$n~l
1=i<k 1<i<k

ont la méme distribution 11 en résulte immédiatement que les k-uplets de variables
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aldatoires (YI paity. et (c-:i Y, Py ont 1a méme distribution.
‘ i 1l=i<k i 1<i<k

En faisant tendre n vers 1'infini suivant / et en appliquant la proposition 1.3, on

en déduit que les k-uplets (YI Py et (ei Y, Py ont la méme
‘ i 1<i<gk i 1<i<k
distribution. C.Q.F.D,
Lemme II.7. SoientI;, ..., I, I, J des intervalles de R -5, oo I, I étant
deux & deux disjoints ainsi que I;,..., I, J, et p () =pp (). Alors les '
(k+1)-uplets de variables aléatoires (YI1p poeees Yp P YIp ) et

k

1

... PPy Jp) ont 1a m&me distribution.
—1 K

Onal =[a, b[ (1=si<k) , 1=[a, bl, J=[c,d[, b-a=pl(d-cd).
b
<

Soit n un entier assez grand pour que -r% <1(1<i<k), % <1, d 4 .
On a alors
on 1
?
,7=x p X by
P 0 ek, 5e
np an
on _ Tt 3
?
YI .Z P X. a :
j=0 [j+—=,3+ [
ng’ ng’
pP YT = P X . d
=0 [J“*' =y ]t : [
n ng’
n-1 ji‘}_.
e (1) p
Posons alors Y =3 P X
j=0 ‘[‘j+1+-rﬁ~,3+1+ l.)+1 [:
' n ‘ng’
n
On a immédiatement Y(n)'"YIQ’n =pP X a -X 2 b
[n+ 2=, ne g p2,0b



1
M[E (b-a)]P

d'ob il résulte que YIP = (Y(n))

| et donc HY( n) Yp’ H; Donc ‘Mn) —-Y'Ip’n{l1 - 0 quand

oo
1n- e

neN °

Par ailleurs, d'apreés le lemme II1.1 les deux (nk + n)-uplets de variables
aléatoires :

(x i b, ) (x a
[3+—-—-:-,3+-—-—-[ 0<j<n-1 G+t + —— ,j+1+ [ 0 j<n-1
i j J+1
np ng 1<i<k ng F’]
et
(X i i (X
[j+ = ,j+——[ O0<jsnl [j+ =, 3+-—-—-[0<3<n-’l
an np3 1<i<k pJ ng]
ont la méme distribution (les intervalles [j + —= , j + -—;—J— [ et
‘ n n
i+1+ -—é-.ﬁ- I I "P‘ﬂ‘" [ ayant 1a m&me longueur).
ng’ ne’

Il en résulte que les deux (k + 1)-uplets de variables aléatoires

1
PNy (n) p, N p . 0
[(YII )ngif;kyY :} et [(Yl )TSiSk’ D YJ ]

ont 1a m&me distribution. En faisant tendre n vers 1'infini suivant 5 et en appli-

quant la proposition 1.3, on obtient le résultat cherché (puisque YIp = (Y(n))n €N ).

C.O.F.D.

Lemme I11.8, Si0O<a<b<«c¢ alors Yp = YP + Y
T [ ) f [ sb( [b C[

. C N
Sin est assez grand pour que = <1, ona immédiatement

s = P + o,n C.0O.F.D.
YTa,c[ = Y[a,b[ * Y[b,c[ <282 F.D;

Choisissons maintenant une suite de réels (p, ) €N qui tend vers 1 en
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décroissant, Pour fixer les idées, et simplifier un peu le calcul, nous prendrons

-y .
p, = e(2 ) . Pour chaque intervalle I de R 40 On définit dans (I‘Z) N/.B :
Py
Y=0 ")y e -
1 1
On a M"1 p@P < “YIH1 < My (@DP (carles mémes inégalités sont

f¢) .
vraies pourY V) Si I1 y eevy Ik’ sont des intervalles disjoints dans R+, la

1

distribution de (Y}:1 y seny YIk) est symétrique et ne dépend que de la suite
o) P

(p (1”.1), cees (Ik)) (car cette propriété est vraie pour (YH v, YIk V)

d'apres le lemme III, 6 et il suffit d'appliquer la proposition I.3) . Enfin

Y[a,c[ :Y[a,b[ +Y[b,c[ si O0<a<b<c (lemme II1.8).

Lemme 1,9, Soient I.1 s eeey Ik , I, J des intervalles de ?R+ , Ll seees Ik , I
d'une part, Li y eeny Ik , J,d'autre part étant deux a deux disjoints et

p (@) =0 u ) (ocréel >0). Alors les (k + 1)-uplets de variables aléatoires

‘ A
(YIT ) eees YIk , YI) et (YI1 y ey YIk , op Y J) ont la méme distribution. -

On peut supposer ¢ >1 (sio =1, le résultat est déja vu ; si o <1, échan~

ger les rdles de I et de J).
p

S
Supposons d'abord que ¢ = e 2 , T'ysEN , r>0 .

Py

_ o, _p
Lorsque v s, les deux (k + 1)-uplets (Y11 s, Y Y, Y, Vy et

I

- k

(Yi PV y e s Y PV , o P Y Y) ont 1a méme distribution : car alors
1 : k

o= psv avec N =1 , 2¥"° | et il suffit d'appliquer N fois le lemme III. 7,

On obtient alors le résultat en faisant tendre v vers 1'infini suivant

1'ultrafiltre p , et en appliquant la proposition 1.3.
‘ T

s

Dans le cas général, soit o, une suite de réels de la forme e

(r, s €N, r> 0) quitend en croissant vers ¢, et soit I‘nfc: 1 une suite
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croissante d'intervalles, u (I'n) =0, (J) , tels que I - I'  soit aussi un inter-

valle I"n (dont 1a mesur*el tend vers 0) . On a alors YI -Y. 0= YI“ donc
- n n
Yy =Yg, I =My (I"n) P done Y; - Yjausens de L1 . D'auire part,
1 n n

1
O'DY ->0pY ., CommeY

1
‘ P v
Yy 3 . ,YI,)et(YI ,...,YI o, YJ)

k n 1
ont la méme distr*ib;iltion, on voit, quand n »® , que (YI yeees Yy oo YI) et
1 k

(YI1, ...,YIk, o P YJ) ont la m&me distribution C.Q.F.D.

IT,

On pose alors Z = YD{, K [ s (Z est donc une suite échangea~-

k)k €N
ble symétrique de variables aléatoires, et on a M"1 < HZKH1 < M. Vérifions
que cette suite a les propriétés 1, 2 annoncées dans le théoréme II1.2 ,
. | 1
Soient a, b>0, ¢ =(a’ +bP)P . Posons 1 =[0,1[, 1, =[1, 2[,

J1=[K1,K1+ap[ s J‘,‘::[K‘.;.ap,;{‘,*_ap‘%bpt
Jy=[Ky, Ky +aPl , 1, =[K,+aP Ky +aP + 0P [

avec K1 =2, K2 > K‘ +ab +bP (ce qui donne 6 intervalles disjoints).

D'apres le lemme III. 9 (appliqué 4 fois) les trois quadruplets

(aZ bZ et (Y Y

1
ont la méme distribution. Il en résulte que les deux triplets (aZ bz,, a bZ3}

“’

20 DZ3), @Z, b2y, Y 5y , Y

) Yo, )
Jl2 Jl19 ]2’ ‘J‘Z

et (aZO, bZy, Y; +Y g, ) ont la m&me distribution ; et également les deux
2 2 _

couples (aZ  +bZ.,, aZ, +bZ.) et (Y, +Y Y, +Y,, ).

O 1’ 2 3 J1 J ‘1 ? JZ J '2

OorY. +Y., =Y Y. +Y
Jyo Iy T udh T T, 2

J2 U J'2 étant deux intervalles de longueur cp, disjoints de IO, 11 et disjoints

entre eux. En appliquant de nouveau le lemme IIL. 9 on voit que les deux triplets

J!2= YJZUJ' ’ J1UJ‘1 et

(aZO, bZ ) et (aZO, bZy, CZ2) ont 1a méme distribution ; et également

Y
L J, udl,
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les deux couples (Y Y . ) et (CZO, CZT) . On-en déduit que
2

¥ ¥

(aZO + bZ1 ; a2y + bZB) et (CZO, CZ1) ont la méme distribution ; et aussi
(aZO, bZ,, aZ, + bZB) et (aZO, bZy, CZZ)f Donc les deux couples (aZO +bZy
aZy + sz) et (aZO +bZy, ¢Zp) ont la méme distribution, ce qui démontre la

propriété 1.

Pour la propriété 2, comme Z, € T N/ b , il reste a montrer que

k 2
I, N/ﬁ = T A/'L( , A étant un ensemble dénombrable et % un ultrafiltre sur A, et
%)

que l'ona Z les z, & étant des paquets formés avec les X0

k= o e A k
deux a deux disjoints pour « fixé

D'apres 1a proposition 1.6 (puisque Ty =Ty N/ b etly= FN/ H)onaen

‘ N N ) 3
fait T, /5 =T7 [u, W étant un ultrafilire sur N
. | pv .
Or‘,‘51Ik=[k,k+1[ ,onaz =Y = (YI ) ; ona
Py k k vEN
v o =KX n)
k Py
@ neN
k
Soient deux entiers fixés : al vt Pt ot
oient v , n deux entiers fixeés : alors , gese 3 yons
a o, e
Pv,n

est une suite de fonctions en escalier, deux 3 deux étrangeres (en fait, @ =0
k

pour k assez grand). D'aprés le lemme III.4 on a donc
' r, n, V)

- (T] r,n,v
Pys 1 k réeN

X k

, les n étant des paquets formés avec les X,

QOIk
deux 3 deux disjoints pour r fixé (n, v sont déja fixés) et k variant dans N.

3 ‘
N _ I‘, n’ 14 I‘,H,V
Dans T~ /Y% , ona donc zZ, = (nk ) (o, n, v) €13 * et les n,

‘sont des paquets formés avec les Xi deux 3 deux disjoints pour r, n, v fixés.

Enfin, pour avoir [|Z, ll; =1, il suffit de remplacer Z, par Zk/ 12, Iy

illy



{noter qu'on avait M"ﬂi < nzsz ‘< M) . Le théoréme TI1.2. est donc démontré.

Le lemme suivant montre qu'on a en fait Zk =U Vk , U étant intégrable

=0, VO, cees Vk, ... étant p-stables, indépendantes et indépendantes de U,

Lemme [I1,10. Soientpunréel 1 <p<2 et (Zk) une suite échangeable

k€N
symétrique de variables aléatoires réelles %ians Lt (&, P) ayant la propriété

suivante : sia, b, ¢ € R +r C= @ +pP)p , les trois couples (CZO, CZ,I)

(azO +bZy, czg), (aZO +bZ,, aZ, + bza) ont la méme distribution. On a alors

Zk = ka’ U, Vo Vis eens Vs o étant des variables indépendanfes dans

! B, P),U=0, Vor Viseeos Vi étant p-stables.

Soit 8% 1a o~algebre de queue de la suite (Zk)k €N Alors les variables
Zk sont conditionnellement indépendantes et équidistribuées sur 2 w, clest-a~dire :

B(x} i ) n Boo !
(%) E [kx_zofk(zk)j.—;krioa [fk(ZO)] o  f:R=C

est continue bornée (0 <k=<n) .

B itz

Pour chaque t € R, désignons par C, la variable aléatoire E e ©°. oOn

t

| <1 e C, =C, .

a donc |C _t )

i
En fait C, est réel, donc Ci=C:
et il suffit de montrer que E (C . C_t)‘?‘ =0. Or

2
-t

en effet ona 2 ilm (Ct} =C, - C-t

2 .
E{Ct-C_t)::E(Ct +C -ZCt.C“t) . Mais

2 itZ 2 B it (Z +2 N A
Ctzm(E ® o() “E “(e (o Q),d'appes(x}. De méme
B ~it (Z_+7Z.,) <) it(Z»-Z)
Cz_t:Ewe o i et Ct.C__t:Ewe o1 . Donc
' it (2 +Z,) ~-it (Z +Z.) itz ~Z)
E-C ) =Bl ©° ")sB@E ©° V)-2m@E © V)=0

puisque par hypothdse Z ot Zqs (z o Z}) et Z_-Z, ont méme distribution.
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L'applicationt »C, de R dans L? (B, P) estcontinue: sit, u€Rona

it (Z+2))  (Z+2Zy) i(tZ +uz,)

2 .
—BCtCu)::E[e +e -2e

2 2
lic-C " =E (€7 +¢,

d'aprés (%) . Si u décrit une suite tendant vers t cetfe expression tend bien

vers 0 (théoréme de Lebesgue).
' 1

Sit, u€R, et v=(t? + 0Py P alors ¢ C, = C, ; eneffet, ona

t

5 2 1 9 itz 0+uzﬁ} + i(tzz+u:23)
E(C,C,-C) =E (c:t C, +C, =2C.C, c:v) =FE [e

i (VZOWZQ

itz +uZ,+vZ,)
+E [e J-2E[e © ' 2

1 draprés (%) .

Cette dernidre expression vaut 0 puisque, par hypothése, les couples

(tZO +UZyy 12 + uZB), (VZO, VZ‘E}’ (tZQ +uZ, VZQ) ont la m&me distribution.

En particulier C;, = 0 (puisque C, = € _1 )2 ), on a donc

t.2 P
Ofécts;‘l pourfoutt € R .
C;>0 presque slirement :  soit A = {Ctxs 0} , comme Ct ={C 1 )2’ ,
\ - | t.27p
on voit que C 'SRIRLEY C n ¢ +-- sont nuls sur A, Donc

t.2 p t.2 p

E(C 0 1 A) =0, Comme C n ? G =1 dans 12 (8, P) on en déduit que

.27 p t.27p

P(A)=0.

1P
On peut alors poser C, =e v . U étant une variable aléatoire réelle = 0.

Si on pose Ct,=C 4 , onacC! pour t, u dans R, . Onen déduit |
tp
e"t P pourtoutt € € o Simaintenant t € R + , Soit tn une

| -
- C,=C
t
- ¥ .
que C', =(CY)" =

suite de rationnels =0 tendant vers t. Alors C! ¢ = C', Dans L2 (B, ‘P} et
n :



~ 38~

~t UP o -t UP
Cl, - e - presque surement. On a donc Cf g=e pourtout t € R+

~tP (P

et par suite C, =e . Comme C ¢ 7 C , on a finalement montré que

o itZ,
EBGO:B

t -t

~1tP P _
LRGN pourt € R . D'aprés (%) ona

it Z w it Z =1t P 1]t Py OP

o it Z +...+.72) oo i
1G] 0 0 kk:EB (eoo)'”BB (e k ) =e o

I
E e k

En prenant 1'intégrale des deux membres, on trouve

, (ei(to sz fooatty zk)) . (e-({toip ot |t 1P) uP

- Soient alors Vo’ Vi y ey Vk’ ... des variables p~-stables indépendantes
et indépendantes de U. Un calcul immédiat montre que

it UV 4. ..+t UV w (P g PP
Efe oo k k)]aEEe 0 k

]

1l en résulte que les deux suites de variables aléatoires (Zk)k ey
(U\»’k)k ¢y Ontla méme distribution (probabilité sur IRN) . Tl existe donc une

suite de variables Ut, V! o V! . ... ayant la méme distribution que la suite

k?

U, Vo"” Vi, ... telleque Z, =U'V!

'S k k -
est intégrable et U', V', sont indépendantes. C.Q.F.D.

U' est bien intégrable car fZIk

On peut maintenant montrer le théoréme IM.1 : d'aprés le théoréme II1.2
et le lemme II1.10 onadans T N/ B, une suite (Zk)k €N échangeable symétrique,

avec Z, = U‘v’k, Uy Viserns Vi one étant indépendantes, U=0 et

. 5 ‘ = n
Vo? cens vk, ... étant p~stables, de plus Zk = (Zk )n €N

Iz nH =1, les z, " &tant pour n fixé des paquets disjoints formés avec les X, .
k ! k ; i

avec zkn er ,

(v

On a donc zkn =3 7 M) X. ol a (i) €R (la somme ne comportant
i=0 K i K

qu'un nombre fini de termes # 0).



2 ~ ®
Soit 7 : N° » N une application bijective, on pose ZI,n =¥ akn (i) X (
{ 1=0 T
Lo ~ 1’! - g I’I - 13 ~ 5 * . )
On a évidemment HZK I = ,izk Il =1 (d*apres le fait que la suite (Xi}i e est

échangeable). Par ailleurs les gkn

a deux disjoints pour n, k variant dans N : en effet, si XT (n,1) a un coefficient
,i)

sont des paquets formés avec les X deux

#Odansgknetgm n,. m . X o L
M, ona a0 A0 , M)A 0 et T, D=T(m, D5

T étant bijective, onam=neti=j, donc ak,n @) £0, a)zn (1) £0, cequi

N « - Y - n n -\ ) =
montre que Xi a un coefficient non nul a la fois dans %y et z 0 3 d'olt k = ¢ (sinon

n n
etz

2k 4

sont des paquets disjoints).

11 reste a mon-~

oo - N et ~ 1)
On définit alors Z, €T /.5 o enposant Z, = ( Zy )

neN’

trer que la suite (ﬁk) est symétrique, échangeable et satisfait la propriété

k€N
1) du théoréme T1.1. Pour cela, il suffit de montrer que les deux suifes

~ A Cqs . . I N ' <
(Zk)k en € (Zk)k ¢ Ont la méme distribution (probabilité sur R"), c'est-a~
dire que pour chaque k € N , les (k + 1)-uplets (Z ot Zk) et (20, ceny %k) ont

la m&me distribution.

Or, d'aprés la proposition 1.3, la distribution de (Zgs--e» 2 (resp.

o~

(Z’o’ cees Zk)) est la limite quand n - suivant 1'ultrafilire .5, de la distribution

de (Zon yeens zkn) {resp. (50“ seees Ekn) }. 11 suffit donc de voir que
(zon seees zkn) et (z 01’1 yor s gkn) ont la méme distribution ; mais cela résulte

immédiatement de la définition de z, on yoeoy ;kn , de 1'échangeabilité de la suite

(Xi)i €N et du fait que zon, ey zkn sont des paquets disjoints, et aussi

z 7 0. C.Q.F.D.

O ,.",Zk »

n,i)
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IV. PREUVE DE 3 = 4 DANS LE THEOREME PRINCIPAL,

Considérons un sous-espace réflexif F de If {15’0, P o) et supposons que,
dans une ultrapuissance gl /.B? de F, (}"*‘N/,‘Ef1 est donc un sous-espace de
1 | _ N/oy o ons ccra (x -
L (&, 91) avec (/31, Py) = (;30, PO) / 3%) il existe une suite (:an}n ¢ o Avant

les trois propriétés suivantes :

1) la suite (X n) nep devariables aléatoires est échangeable et symétrique ;

2) Elle engendre dans ! (&, Px) un espace I' isomorphe & £ et, plus précisé-

ment, il existe M > 0 tel que

1 ! B
v (g P et LDV P i X ) X s MO P e I 1P)

-

3) la o-algébre de queue de la suite (;&"‘n}n ¢y ©st contenue dans B_ .

On a alors :
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Lemme IV.1, 1l existe un ulfrafilire % sur N et une variable aléatoire Z € T N/ Y

{sous espace de L1 (B, P) avec (B, P) = (/5«’,g , Pl) N/u )} ayant les propriétés

suivantes ¢

1)Z=UV , UE l} (B, P), U=0, V étant p-stable et indépendante de la

o-algebre engendrée par By etU;

2)Z = (z:n)n en * % €T iz ll =1; les z étant des paquets d15301nt$ formés

avec les Xi .

A 1'aide du théoréme ITI.1, on construit dans I} (82, Pz) (avec

(/5’2, ‘Pz) = (B, P’l) N/ ﬁ2) une suite Z, = UV, de variables aléatoires ayant les

k k
propriétés indiquées dans ce théoreme. Soit Ly=T N/ by 5 d 'olr Z, €T,

Soit » un ultrafiltre non trivial sur N , d'olt T, N/ .ﬁc::L‘I (B, P) avec
(B, P)=(&,, P) /5 . onaétinitz e, /s et veL' (8, P) enposant

2=ZJy ey KEN °

riable p~stable indépendante de £,, donc de la ¢ -algébre engendrée par [91 et U

(puisque U € ] (82, PZ) ). Dtautre part, ona Z =UV : en effet 1a distribution

V = (Vk) D'aprés la proposition I.5.1., V est une va~-

du triplet (Zk’ U, Vk) converge suivant b vers celle de (Z, U, V) (proposition I1.3);

or la distribution de (Zk’ U, Vk) est toujours la méme et Z, = U\’k, d'oll Z =UV.
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Il reste & montrer que (8, P) = (43, , P‘g) A/ % , A étant un ensemble dé~
nombrable et Y un ultrafilire sur A, et que Z = {z oz) wear Izjl=1,lesz,
étant des paquets disjoints formés avec les Xi . Or, d'apres la proposition 1.6,

W N .
ona (B, P) = {83, Pi) }N/ﬁz) I\/ 5= (/3’%, Py) NxN / B, % B, . Onprend donc
. ‘ \ P ; T
A=NxNet ¥ = B, x . D'aprés le théordme Il."ona Z, = {zk )n eN
avec )1zkn§1 =1, les zkn étant des paquets disjoints formés avec les Xi .

n
Le lemme suivant est un exercice de calcul de probabilités,

Lemme IV.2, Soit f une variable aléatoire =0, & une o-algdbre. Alors

i
B “n n Bﬁo f
A -
E “e ) converge presque siirement vers e quand -+,

B
- Noter qu'on ne suppose pas f intégrable ; donc E ¢ est une variable

aléatoire =0 finie ou infinie ; nous la définissons ici comme la limite quand
B

. . N O . .
N = 40 de 1a suite croissante E ffN avec fN =1, 1 (<N} -
B, “h n
— Notons aussi que (E e ) estune suite décroissante de var!iab}%s 1
i na+l ks

aléatoires 20 ; eneffet, ona E Ce " =B %[ (e m} N sk %e ﬁ?’?) m

e

B B
(d'apres 'indealité E ° (Jh|D) = (& ® (In] ) si r=1) et donc
{

B "nn s~ i nn

(‘{:‘,Oe ) ,:z(EGe n‘%‘!)

£ :

.. e f _ "n £ £
-~ Supposons dtabord f bornée, Ona alors 1 ~ ose sl .-y mems
: 2n
dés que n > [jf]|

L
f

B 5. -Li |

; 1 270 an o n B 1 g ' By

Donc(1-5 E°)" <®@°%e ™) <= LEOry L po@n

2
2n!{9

9] -
Quand 1= les deux membres extrémes tendent vers o ~ & Ld'ollle
résuliat.
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f

2o __é fo - “Ig- n
Dans le cas général, posons g, = E" e V), g, N= (E " e )
H

Quand n- o, g tend en décroissant vers une variable g ; quand N>,
n

g, N tend en décroissant vers g n* 11 en résulte que
, ‘

o
g=inf g = inf (inf g, N) = inf e E fN (drapres ce qu'on vient de
n,N T o N N
o
montrer) = e B 1 . C.Q.F.D.

Considérons dans T, sous-espace réflexif de L‘,1 (/31 , P‘l) une suite
(zn}n ¢ €t un ultrafilire % ayant les propriétés énoncées dans le lemme IV.1.
En appliquant le théoreme I.1 avec ces données, on construit, dans une ultrapuis-
sance T N/ U de T', une suite (Tn)n =1 de variables aléatoires échangeables au~

dessus de 5, . Démontrons un certain nombre de propriétés de cette suite :
1 . 1
-2 : . 2 ;
19 M P txklp P <y Ty ben ot A TSN (12 P+ !Aklp)p .

En effet soit § 1'isomorphisme de T sur 4P défini par 6 (Xi) =€ (1eN)
les e formant la base canonique de 2P ; onall8ll €M, HB"} <M. Comme
llzn![ =1, et que les z, sont des paquets disjoints formés avec les Xi’ ona

-1

M <6 an <M etles 8 Zy sont deux & deux étrangers : par suite, si

uo,...,,u,néRona

1
g, Pl 2Py P,

(lBM'.IS

e, 0z, +. ..+ p 82| z(i

d'ou
Ml P e T 1Py <18 (g 2z oo i 2z =M (g 1P o [ |
d'ou
o

1 1
M2 U P oo or mnlp)ps luz, + -+ p ozl SMZ(WOP% .ot lun{p) b

On montre alors, par récurrence sur k, que 1'on a
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ko R Rl

M2 (1H0‘p+’ X .4-[%113 + D‘T P s p\klp) S gz oo+ Bz MTy e+ 4T

5=0 bad

2 p p p p
=M (g 1P et Q1P I 1P e I TD)
ce qui est immédiat d'apres le théoréme I.1. D'ol en particulier le résultat

cherché,

20) 1a g-algdbre de queue 5 de la suite (Tn)n . 1 estcontenue dans &

En effet, d'apres le théoréme 1.1, 5 est contenue dans la g-algébre de

donc dans celle de la suite (Xn)n €N (puisque les zZ,

queue de la suite (Zn)n €N’
sont des paquets disjoints formés avec les Xi} et par suite dans BO

3°) Sif. : R~ R est continue bornée (1 <j<k), ona

B, k k B
E°[n t(r)] =1 E° 1(T)
=t T g J

En effet, d'apres le théoréme 1.1, la suite (Tn)n - ¢ st conditionnellement

indépendante et équidistribuée sur B, et on a donc

[:?1 k k Bl '

E [ £(r)] =1 E f, (\’I‘T)
=t 47 = J

Or, sif: R=R est continue bornée, on a, en particulier

. <)
E g (T“i) ~E'f (Tn) pour tout n € N, et par suite

8, 5 4
E f(T1)=E H[f(T1)+...+f(Tn)]

Mais les variables T étant échangeables, %}- (£ (T1)+. R (Tn)] converge

oo
dans Ll vers oud f (TI) (voir [ 5]). Donc
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& B B g %
E f(Tl):::E (E f(TT))mE f(Tl) puisque & <8 . Oronavu
, B Bo |
que 5 c B cB . Il enrésulte que E L (1) =B £(T,) et par suite

1
B1 k k BO
E [ 1 f_j (Tj)] =1 E f;j (TT)‘ Le premier membre est donc £ _-mesurable

j=1 j=1
[5'0 k ;
(puisque le deuxidme 1'est) et par suite est égal 3 E ~ [ II fj (Tj)] . C.Q.F.D.
=1 B

B B |
4) Sif: R~ R est continue bornée, E °£(T,) =E £ (UV), (UV étant les

variables définies dans 1'énoncé dulemme IV.1). En effet, si ®est une variable
5 -mesurable bornée, on a E (t(T) . & =lLmE [t (zn) . ®] (thdoréme I1.1)
U

=E (£ (Z) . ® (proposition 1.3, puisque Z = (Zn)n ¢ dans T N/'L() et Z =UV,

C.Q.F.D,

B, ixT, B . :
En particulier, ona b ° e 1,:: E° emw . Mais, d'apres le lemme

1.4, V est une variable p-stable, indépendante de la o-algébre engendrée par /30

B B PP
et U, d'ou il résulte immédiatement que E 0 JANV g0 - A Y (noter que

U =>0). D'aprés la propriété 3°) ci-dessus, on a donc
B ik Tq+e..+Xx, T)) k B, D P
5) E © e 11 kk=HEoe—])\lU

=1
1

-2 2
On pose alors S| =n P (Ty +T,+. ..+ T ); doncM “<|IS =M

(propriété 1°) ci~dessus) ; £ étant un ultrafiltre non trivial sur N , on définit
Ser N/.& (o P' =T N/’L(‘) en posant S = ‘(Sn)n ¢ - Notons que I't N/,B est
une ulirapuissance de T (propositionI.6) . Or I' est lui-méme un sous-espace

dé F N/ ,81 , ce qui montre que S appartient a une ultrapuissance de F.
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D'aprés la propriété 5°) ci-dessus,on a

B XS B b.D, n
Eoe nz(Eoe-‘t)&t U/n)
B i sn'
D'apres le lemme IV.2, quandn-e© , E =~ e converge donc presque
' Bo |y P (P
stirement vers e E° xPU

B
Posons U° =E ° UP ; U est donc une variable aléatoire >0 finie ou

IS
infinie, & - mesurable. Ona E O NP UP = AP TP pour x £0 (et

B |
E°IXPUP =0 pourr=0).

Soit X une variable aléatoire bornée, B -mesurable quelconque. On a
. - o
ix Sn /30 i) Sn
E (e . X)=EX.E " e } ; donc quandn-o |,

ixs P ~p in S
Ee ".X)-E (e"l)Ll v X)siX£0 ; mais, parailleurs E{e ™. X)

converge suivant b vers E (ems . X) (proposition I.6). Donc

; PP
E(elkS.X) = E (e AU .X) pourX£0 .

On en déduit d'abord que U est presque siirement fini : car, si A = {'ﬁ == 400}

; WP TP
etsionposeX=1A,onapourk,é()': E (e NIV
E(eﬂs.1A)=O ; quand X = 0, E(ens.1A)-—>E(T

.TA)=O,donc
) iat —
A) ,douPo(A)~0.

"

Soit alors V une variable p-stable indépendante de BO , on a immédiatement

e N ;
EE VYV x)-g PPV 5 ig (S x). Donc, si Y,,..., Y_sont

17
des variables aléatoires BO-mesurables, ona

iMU Vi Yy 4 4d Y ) 1S + 0 Yot o4 2 Y )

E [e 1=E[e

Donc les (n+1)-uplets (U v, Yis ooy Yn) et (S; Yo , Yn) ont la méme
distribution. Cela montre que S =U YV , ol V est une variable p-stable indé~
pendante de /3’0 . Comme S appartient a une ultrapuissance de F, on a obtenu

1'implication 3 =» 4 du théoréme principal.
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V. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL ET DE L'EQUIVALENCE DES
CONJECTURES (C) et (C1).

1 = 2 estévident; 3 = 4 a été-prox;vé dans lapartie IVet 4 = 1
dans la pértie II. Nresteavoirque2 = 3 : Soitdonc F « L1 (BO, PO) une
ultrapuissance de E contenant un espace isomorphe a4 4P dont 1a base (Xn) neEN
soit finalement A-mesurable (8 est une sous-g-algébre de /3‘0). Il existe donc une

suite (X*n)n ¢ dans ~~L1~ (/5’0, PO), dont 1a g-algdbre de queue est contenue dans

- ¥
B et telle que HXn X n“’i + o

Soit # un ultrafiltre non trivial sur N ; en appliquant le théoréme I.1.

on obtient une suite échangeable Yiseeos iy onn d'éléments

et le fait que

3 la suite (Xn) neEN

de FN/ A'. D'aprés la construction de la suite Y,

”Xn - X ‘nn = 0 il est clair qu'on obtient la méme suite de variables aléatoires

. '
en partant de la suite (X n) nen:

suite Yk est contenue dans celle de la suite (X‘n)n en€ 'est-a-dire dans 8.

11 en résulte que la o-algdbre de queue de la

D'autre part, d'apres le théoréme I.1. et le fait que l'on a :

1 | 1

PO N A | Sy PP

MO (s DR s s yxilsMOz NP
=0 i=0 j=0

pour une certaine constante M >0, on en déduit la méme inégalité pour les Yi

(d'aprés le théoréme I.1., 2), on a immédiatement, par récurrence sur k 1'indgalité

; 1 ‘ 1
n k - n k ‘ n ; k =~

MU P s PP iz X s w Yl s MCs P s PP
i=0 =t i=0 =t 4 j=0 j=1

.

11 en résulte que les Yi engendrent un espace isomorphe a 4P ; sionpose

Y ‘n = Y2 et "~ Yzﬁ’ la suite Y‘n est échangeable, symétrique et engendre un espace

isomorphe a 2P | d'oh le résultat cherché puisque les Y! n sont dans une ultrapuis-

sance de F, donc de E.
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Preuve du théoréme 0.3, :

a = b est immédiat d'aprés 2 = 4 dans le théoréme principal.

b=a:onalV= (Zn) avecZ €E, UVe€ EN/ﬁ ; en appliquant

nenN

le théoréme I.1. avec 1tultrafiltre 5 et la suite (Zn} on obtient dans EN/’ B

neEN

une suite échangeable Y1 s e Yk’ ... Destclairqu'ona Yk =UV,, Vk

une suite de variables aléatoires indépendantes et indépendantes de 7 , de méme

étant

distribution que Vk (donc symétriques). La og-algébre de queue de la suite U\fk

est évidemment contenue dans la o-algébre engendrée par U, donc contenue dans 2.

On a par ailleurs

k k
E }izzé kiUvil xElU{E\ii NV

Dans [1], il est montré que les variables (Vn) engendrent un espace

neN

M isomorphe a un espace d'Orlicz 4, de suites, 1'isomorphisme étant tel que

f
1'image de V  soit 1'élément e delabase canonique de £; . Les variables

Uvn engendrent donc aussi un espace A isomorphe 3 ,af avec la méme correspon-
dance des bases. D'aprés un théoréme de [4] , %, contient un sous-espace T
isomorphe a £p, pourun p=1, dontla base est formée de paquets disjoints d'é1é ~
ments de la base canonique de £f . Par isomorphisme, A contient un sous~espace
', isomorphe & zp, dont la base est formée de paquets disjoints des (Uvn) nHEN

La g-algebre de queue de la base de T' est donc incluse déns B: comme A est
réflexif (sous—espace d'une ultrapuissance de E) onap > 1. La condition 2 du

théoréme principal est donc satisfaite, donc aussi la condition 1, ce qui donne le

résultat cherché.
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Equivalence des conjectures C et C!,

On monire d'abord e

Lemme V.1. Soit E un espace de Banach ayant une base inconditionnelle

(Xn}n c -TN et contenant un espace isomorphe & £° (1<p <o), Alors il contient

un espace isomorphe a 4P dont 1a base est formée de paquets disjoints en les X n

Soit P, 1'opérateur de projection de E sur le sous-espace engendré par

néN une suite

d'é1éments de E formant la base d'un sous-espace isomorphe a 4P . Pour chaque

b SR Xn(PnXiz.Xi siisn, P X, =0 sii>n) et soit (Yn)

entier n fixé, il existe une sous-suite Y, delasuiteY, telleque P_ Y
: k v k n- ku
converge quand v » o« (1'image de P N étant de dimension finie). Par diagonalisa-

tion, il existe donc une sous-suite Zk de 1a suite Yk telle que, pour cha(;ue neN,

Z les U, forment la

2k+1 T “2K? k
base d'un espace K-isomorphe & 2P (K réel =1), et, pour chaque n € N

Pn Zk converge quand k =» «, donc, si Uk =27

PnUk -» 0 quand k »

Fixons ¢ >0 ; on choisit n , assez grand pour que ”Pn U 0" Uo]] < e
puis k1 assez grand pour qué [P n Uk‘!“ < ¢/4, puis ny > ng (;sséz grand tel
que ‘II‘Pn1 qu - Uk1ii < ¢/4 ; ayant défini. n,<n
on choisit ki+“l > ki assez grand pour que “Pni Uki+‘1

1<40!<ni, l(’l<t"<ki,

i+2
I<e¢/2°7 7 puis n, ., assez
grand pour que [P, U, | < /2" +2
: i+l it ‘

On pose alors Vo=P, U, Vig = (Pn. - Pn.) Uy (i=0)

(o} i+l i i

g M=ip U dl+lp, U =Y [[<e/2

i1 i {1—5—1 i+l ki-H ki~1~1

, . ' i+1
et par suite ‘Hviﬂ - U

Il est clair que les Vi sont des paquets disjoints én les X o On montre qu'ils

forment la base d'un espace isomorphe & 4P s Si ¢ estassezpetit. On a en effet :



n n n l ‘ n : i
fe A V. -5 X U I ¢ N IV.=-U s IN].e/2
= S = I
1
n n b n
s2eswp [yl =2e(s NP s2Kelz AUl
=1 i1 : i=0 i

Si2 Ke<1, cefte inégalité montre que 1'espace engendré par les Vi est

isomorphe & celui qui est engendré par les U, - C.Q.F.D.
i

On montre alors que (C') » (C) : soit E un sous-espace réflexif de dimen-
sion infinie de ! (©, @, P); E contient donc une suite (Xn)n ¢ iy telle-que
HXnH =1, qui ne possede aucune sous-suite convergente. Soit £ un ultrafilire
non trivial sur N et (Yk) e lasuite échangeable obtenue & 1'aide du thforéme
€ EN/.B' . Alors les Y. sont distincts : si Y

k k k
k £ 4 , alors Y1 =Y, (d'apres 1'échangeabilité), soit Y, - YZH =0 et donc

1.1 avec ces données ; Y =Y s et

lim HY1 - X || =0, ce qui donne une sous-suite convergente des (X_) . .. contrai-
N - n nnéeN

refient & 1'hypothése. On pose alors Zk = Y2’k+1 - sz ; 1a suite Zk est éc:han—
geable, symétrique et non nulle ; d‘aprés (C1) 1'espace qu'elle engendre contierit
un sous-espace isomorphe 3 4P, ot d'aprés le lemme précédent, on peut supposer
que la base de ce sous-espace est une suite Uk formée de paquets disjoints en les
Zk ;ona Uk € EN/ b, et la g-algebre de queue de la suite Uk est contenue dans
celle de la suite Zk, donc dans celle de la suite Yk’ et finalement dans 7 d'apres
le théoréme I.1. La condition 2 du théoréme principal est donc vérifiée, et VE con-

tient donc un espace isomorphe a P,



- 51 -

Bibliographique :

(1]

(2]

(5]

(6]

[7]

' D. DACUNHA-CASTELLE

Variables échangeables et espaces d'Orlicz
Séminaire Maurey-Schwartz, 1974-75
Ecole Polytechnique, Paris.

D. DACUNHA~CASTELLE et J.L.. KRIVINE
Applications des ultraproduits aux espaces de Banach
Studia Math. t. 41, 1972, p. 315-334

J.L. KRIVINE
Sous-espaces de dimension finie des espaces de Banach réticulés
(3 paraftre)

J. LINDENSTRAUSS et L.. TZAFRIRI
On Orlicz sequences spaces. 1.
Israél Journal of Math., vol . 10, n® 3, p. 379-390

J. NEVEU
Bases mathématiques du calcul des probablhtes
Masson, Paris.

M. KADEC et A. PELCZYNSKI
Bases, lacunary sequences and complemented subspaces in the spaces P
Studxa Math. 21 (1962), p. 161-176

D. DACUNHA-CASTELLE et J.L. KRIVINE
Sur les sous-~espaces de L
Comptes-rendus Acad. des Sc;ences , Paris, t. 280 (1975), p. 645-648.






	0. Introduction
	I. Préliminaires : ultraproduits d'espaces de probabilité
	II. Un critère pour qu'un sous-espace L' contienne...
	III. Construction de variables aléatoires p. stables à partir d'un espace isomorphe à lp engendre par des variables échangeables et symétriques
	IV. Preuve de 3 ... 4 dans le théorème principal
	V. Démonstration du théorème principal et de l'équivalence des conjectures (C) et (C')
	Bibliographie

