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~Q-ALGEBRES ET PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES

par Philippe Charpentier

O. INTRODUCTION

La notion de Q-algebre a été introduite par J. Wermer dans [1 1] . Dans ce travail
noué nous proposons de répqndre essentiellement a deux questions concernant les
‘R-algebres. La premiere consiste a se demander si pour toute Q-algebre A il existe
une constante K >0 telle que pour tout polyndSme P(z1 R .} ces zn) de degré 1 eta.
coefficients dans ‘A, eftout x, dans la boule unité de A, onait-
”P(XP . , xn)“ <K 2 sng)1 ||P(z1, ALY Zn)”A' Inversement, une algébre de Banach
commutative qui vérifie ceite propriété est-elle une Q-algébre ? La seconde question
est liée aux normes tensorielles définies par A. Grothendieck dans [4]. Si « est
une norme tensorielle, on notera A ‘@a la classe des algébres de Banach commutatives

o

telles que la multiplication est continue de A ® A dans A. Existe-t-il une norme
tensorielle naturelle o telle que J%ﬁ& soit la classe des Q-algebres. Ces deux

questions sont étroitement liées et hous verrons que la premiére peut se traiter comme

un cas particulier de la seconde.



Dans les trois premiers numéros du premier paragraphe, nous rappelons les
définitions concernant les normes tensor'ielles'et nous donnons les résultats dont nous
aurons besoin. Dans le n® 4 nous introduisons la notion d'algébre de type o ; n'a_yant
pas 1'intention d'étudier ces algebres, nous ne donnons que quelques résultats élémentai-
res utilisés dans les paragraphes 2 et 3.

Le deuxieme paragraphe est une synthese des principaux résultats connus sur les
Q-algebres,

Dans le paragraphe 3 nous démontrons les résultats annoncés. La plupart des
théoremes et propositions donnés dans les paragraphes 1 et 2 Sont utilisés dans les
démonstr‘ations .

Notations. En ce qui concerne les normes tensorielles nous avons adopté les
notations et la tér‘minologie ‘de [4] . Celles-ci sont quelque peu différentes de celles de

[5] . 'Vu 1'importance des espaces de type L et 6, Trappelons-en brievement les
_défi_nitiéns. On appelle espace de type £ (resp. € ) un espace de Banach métrique-
‘ment isomciphe a un espace L1(y) oli u estune mesure positive convenable (resp.
aun espace CO(M) construit sur un espace localement compact bien choisi). Tout
espace de Banach est métriquement.isomorphe a un sous-espace d'un espace de type G
et & un quotient d'un espace de type . 1l est bien connu que le dual d'un espace de

type 5 estde type 6 et que le dual d'un espace de type § est de type oﬁ

Je remercie particulierement M, N. Th. Varopoulos qui m'a posé ces problemes
et qui a suivi mon travail avec un soin constant.
Je tiens a remercier Mme Dumas qui a dactylographié le manuscrit avec toute 1a

compétence qu'on lui connaft.

Philippe Charpentier



1. NORMES TENSORIELLES NATURELLES ET DEFINITION DES o«-ALGEBRES
NATURELLES.

1. DEFINITIONS GENERALES.

Etant donnés deux espaces de Banach E et F, ondit qu'une norme « sur

le produit tensoriel E ® F est une norme raisonnable si pour tout x€E et tout

yEF, |x®y |a= Ikl Iyll, et si pouf tout x'€E' et y'€F',

|x'® y! l(x‘ = ”x'“ ”y' ” ou «' désigne la norme duale de «o. II s'ensuit qu'il
existe sur E ® F une plus petite norme raisonnable, notée v (notation de 4] ;
dans [5] cette norme est notéde R), et une plus grande, notée A. Plus précisé-

ment, ces normes sont données par les formules

= S u, x®yl, u € F®F ,
I ll< 1

lly' Il

lul,

lul = sup [ Cu, v)I, u € EQF ,
A ne (E,F)
\'

<1

ou B(E,F) désigne l'espace des formes bilindaires continues sur E xF. La norme

A sur E®F estaussi donnée par

ful,=ine 2l il

le inf portant sur toutes les représentations de u sous la forme d'une somme finie

u=2_%%®y;
i
s _
Le complété de E ® F pour la norme raisonnable « estnoté E®F. Par

définition, le dualde E® F' est B(E,F).
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Soit (/r la classe des espaces normés de dimension finie. On appelle 1_1_0_1339
tensorielle tout foncteurr « de la classe (//3 X c/;ﬂ dans of° tel quesi E e F
appartienn_ent a (/II/J, «(E,F) estégala E® F muni d'une norme raisonnable «

qui vérifie la propriété suivante : soient u, une application linéaire de Ei dans

' «
F., Ei,Fiecllf,J i=1,2, et u,®u, 1'application de cx(E1,E2) dans (x(F1,F2)
o
égale a U ® u, ; alors, ”u] ® u2H < “u1H ”u2H Comme précédemment, 1'espace

o 0
«(E,F) estnoté E®F, et, pourtout u€CE®F, lanormede u estnotée |u la'

Opérations fondamentales sur les normes tensorielles. Soient o une norme

tensorielle, E et F deux espaces normés de dimension finie, Pour u= 2 xi®yi
1

dans E® F, posons tu = > N ® X; € FRE., Alors u —r Itu loc est une norme
1

sur E® F, et on vérifie aussitét que ceci définit une nouvelle norme tensorielle que

t «
a .
1'on note toc. En d'autres termes E® F=F®E. En général tcx #a ; -on dit que

« est symétrique lorsque tcx = a. Sion considere sur E @ F. la norme duale de la

norme o« sur E'® F', on constate que 1'on obtient encore une norme tensorielle.

Cette norme est notée «' et s'appelle la norme tensorielle duale de «. I1 est clair

que t(toc) =a, («') =aq, t(oc')'= (toc)' . On note géndéralement X = (toc)' . Soient
a et B deux normes tensorielleset A = 0. Onécrira o< \AB sipour tout couple
d'espaces normés de dimensions finies (E,F), ona |ul S xul g Ppour tout

u € EQF (ce qui implique X = 1), Ondiraque « et B sont équ'ivalentes‘si il existe

A=0 et p=>0 telsque B<pa<Aif. Ilestclairque VvV et A sontdesnorme
tensorielles symétriques duales 1'une de 1'autre.

Extension aux espaces de Banach. Soient « une norme tensorielle, E ‘et F
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deux espaces de Banach. Compte tenu des définitions précédentes, on voit aussitst que

la formule
lul = inf |ul , u€E&F,
(M,N) >
4 M®N

le inf portant sur 1'ensemble des couples (M,N) de sous-espaces normés de

dimensions finies de E et F respectivement, définit str E® F une norme raison-

x
nable, On désigne par E®F 1le complété de E® F pour la norme |u lo:‘ Pour

a= Y et o= A cette définition donne clairement les formules qui ont été données
t 4 x
au début de ce numéro. Les propriétés |‘u lo& = |u lt et ”u1 ® u2H < ||u1|| ||u2”

o

citées précédemment passent immédiatement au cas général des espaces de Banach.

Formes et applications de type «. Soient E et F deux espaces de Banach et
v 7 | x
o une norme tensorielle, Comme |u Ia < |u IA , UEE®F, ledualde E®F

s'identifie a un sous-espace vectoriel de B(E,F) 1'espace des formes bilinéaires con-

tinue sur E X F., Ondit qu'une forme bilindaire sur E XF est de type _&, ouune

(xl
a-forme, si elle appartient au dual de E ® F. L'espace de ces formes (i.e, le dual

“'
de E® F) estnoté BG(E,F‘) et la norme sur cet espace est notée ”u”a. On dit

qu'une application linéaire continue u de E dans F estdetype o, ouune

a-application, si la forme bilindaire {u(x), y'> sur ExF' estdetype o, et

la a-norme de cette derniére est appelée la o-norme de u et est notée ||u”a.
L'espace des «-applicationsde E dans F muni de la o-norme est noté

LYE ; F). Un résultat élémentaire mais utile et non trivial est prouvé dans [1]: soit
A une forme bilinéaire continue sur E x F, et soit 7\ son prolongement canonique

a ExF", Pourque A soit detype «, il faut et il suffit que A le soit, et on a
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HAHO‘ = HKH“ Notons aussi que si u est une applicatios linéaire de E dans F',
u estdetype o siet seulement si la forme bilinéaire U sur E x F,
ulx,y) = (u(x),y) est de type «, . et “u”d= “ﬁ'”a. Scit u une application linéaire

continuede E dans F, et tu :F' — E' 1la transpcrsée de u. Alors u estde

type o siet seulement si tﬁ est de type t

a, et ”ug!az Htullt . si ue 2XE;F),
o

veL(E;G), ona vouct€ BXNE;G) et ”V o u”as ”v“ ”u”a ; de méme pour

w E€SB(H;E) et ueséd(E_;F). En particulier, si & est un isomorphisme de F sur

G, et ucHbXE;F) ona ”u”as_H<I>—1” lo o u”(xs ”<I>1|| el ”u”a. Disons encore

que dans le cas «= A on emploie les noms de forme bilinéaire intégrale, application

intégrale, et norme intégrale.

Comparaison des normes tensorielles., Soient « et B deux normes tensorielles

et =0 telsque a<ApB. Si E et F sontdeux espaces de Banach, ona
alors lu ch < )\v lul Bpour' tout UEE®F, Si u estune application linéaire continue
de E dans F, ona Hu” o <A HUHB’ et de méme pour les formes sur Ex F. On.

dit alors que B domine «. On pourra noter que les résultats essentiels que nous

citons dans les trois premiers numéros de ce paragraphe pzuvent s'exprimer par de

 telles relations.

Normes injectives et projectives. Soit « une norme tensorielle. Les conditions

'suivantes sont équivalentes :
a) Quels que soient les espaces de Banach E et G et le sous-espace F de

x o :
E, 1'application canonique F®G —+E® G est un isomorphisme isométrique (dans).

b) Quels que soient E , F, G comme dans a), 1'application canonique



o’ o
E® G— (E/F)® G estun homomorphisme métrique surjectif,

c) Toute «'-forme sur F xG se prolonge en une «'~- forme sur E x G de méme
«'-norme,

d) Pour toute a-forme sur E xG qui s'annule sur ¥ x G, laforme sur
(E/F)x G qui s'en déduit par passage au quotient a mAme «-norme.

On dit qu'une norme tensorielle « est injective a gauche (resp. a droite) si les

conditions précédentes sont vérifiées pour o (resp. pour toc). On dit que o est

injective si elle est injective a gauche et a droite. On dit que « est projective a gauche

(resp. projective a droite , resp. projective) si sa duale «' est injective a gauche

(resp. injective a droite, resp. injective). Par exemple, il est trivial que v est injec-
tive et A projective. 11 est clair que la borne supérieure d'une famille de normes
injectives a gauche (resp. a drc:)ite) est une norme tensorielle injective a gauche (resp.

a droite). Ainsi pour toute norme tensorielle «, il existe une plus grande norme tenso-
rielle injective a gauche (resp. a droite) majorée par « ; on lanote /ax (resp. a\).
Par dualité, il existe une plus petite norme tensorielle projective a gauche (resp. &
droite) minorde par « ; onlanote \a (resp. «/). On a clairement _t(/oc) = (toc)\ .
t(\ a) = (toc)/, (/)" = \(a'), etc... On vérifie aussi que (/o)\ = /(x\) = /a\ est
la plus grande norme injective majorée par «, etque (\a)/ = \(o/)= \o/ estla
plus petite norme projective minorée par «. La propriété fondamentalé des normes

/o, \a,..., estqu'elles peuvent se calculer a partir de. « en utilisant les espaces
de type &£ etdetype €. Cette propriété est résumée dans la proposition suivante

(pour une démonstration voir [1]):

PROPOSITION 1.1, Soient E un espace de Banach, C unespace de type €,
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L. unespace de type &, et « une norme tensorielle. On a les isomorphismes isomé-

triques canoniques

/ o \x x
C®E=C®E , L®E=L®E ,
a\ « af o
E®RC=E®C ’ E® L=E® L y
/a\ « \a/ x
c,®C,=C,®C, , L, ® L,=L,®L,

oiles C, sontdutype ¥ etles L, dutype B, i=1,2,

Traduisons cette proposition. En termes de formes bilinéaires : si u est une

forme bilinéaire sur CXE, ona ”uH\O‘ = ”u“a : si u estune forme bilinéaire

sur LXE ona “UH/(X = ”u”“. En termes d'applications linéaires, si u est une
.application C-+E (resp. E-L, C->L), ona ”u”\&= ”u”oc (resp. Hu”a/ = Hu”cx’
”u” \o/ = Hu”(x) : si u est une application L +E (resp. E+C, L -&C) on a
||u”/a' = Hu”a (resp. ”ulla\ = HUHG, ”u”/a\ = HUH(X). E étant plongé (métriquement)
dans un espace C du type €, lanorme |u | /o dans E ® F est induite par la

o o\ Ja\
normede C®F, etdemémepour E®F et E ® F. LE étant identifié (métrique~
ment) 2 un quotient d'un espace L dutype &b, lanorme |ul \« dans E® F.
est la norme quotient de la norme |u Ia de L®F parle noyau de 1'homomorphisme
_ o/ \o/
canonique L® F3E® F. Oncalculedeméme E® F et E ® F. Cesremarques

permettent de déterminer les formes et applications de type \x, /a, etc... Donnons

par exemple la caractérisation des applications de type /o et \a:

PROPOSITION 1.2, Soit u wune application linéaire continue d¢ E dans F,



et soit- a une norme tensorielle,

a) Pour que Hu” /o < 1, il faut et il suffit que, étant donné un homomorphisme
métrique surjectif v d' uﬁ espace L. du type & sur E, uov soitde o-norme
< 1.

b) Pour que ”u”\a < 1, ilfaut et il suffit que u se factorise en

> v
E » C +F" o C estdutype € et [|lo]l<1, I}vEEasL

Notons que dans la caractérisation a) il n'est pas nécessaire de supposer que L
est du type . Si il existe un homomorphisme métrique @ d'un espace Eﬂl sur E
tel que l Iu o} <I>Ha <1, alors ”u” /0‘ < 1. De méme, si on peuttrouver un isomorphisme

métrique ¥ de F dans un espace F1 tel que ”\I!o uglflocs 1, alors Hu”a\ <1,

2. LES NORMES TENSORIELLES NATURELLES.

Soit & 1le plus petit ensemble de normes tensorielles qui contient la norme usuelle
V et quiest stable par les opérations o - «', ta, /a. On appelle alors norme
tensqrielle naturelle toute norme tensorielle qui est équivalente a ﬁne norme de l'ensémble
d. L'article [4] de A. Grothendieck est essentiellement contenu dans le fait que le
tableau ci-apres décr'it complétement (2 des équivalences prés) l'ensemble & (la norme

J sera introduite au numéro suivant).



y' = \/A :prolongement

préintégral gauche

E -C /8 po

/A : préintégral

gauche.

# = /A :
relevement hilber-

tien E « H - L + F"

A : intégrale

E 2ol

N

\V/ : prolongement

relévement
E - C - L +» FU

N

V/ : relevement

E - L - F"

V/\ = X: prérelevement

droit E-» A > F

N

: préintégrale

(équivaut a J5)

TN

En particulier, il y a 14 normes tensorielles distinctes dans

V : norme usuelle
E - F

10.

X' = A\/: relevement

pré'mtégral droit

f\\

E L ->F"

A\ préintégral droit

\&= \/A\:
prolongement hilbértien

E s+« C->»>H > F

\V : prolongement

E - C + BV

/\v =7 préprolongement

gauche E - y - F"

&, Le tableau se lit. de

la maniére suivante : dans chaque case est indiqué le symbole permettant de retrouver la
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la norme a partir de V suivi du nom de la norme ; le diagramme apparaissant sous
la norme « signifie que les o-applications peuvent se caractériser par une telle facto-
risation. Par exemple une application lindaire u de E dans F estde J/-norme

L ¥ L %P ot H est

< 1 siet seulement si elle peut se factoriser en E
un espace de Hilbert, L un espace de type &5, et ”vfﬂs 1, ”w”s'1, H‘-?H < 1.
Enfin chaque fl‘ecﬁe. « +> B signifie que « domine B. L'opération « -vlta est la
symé_tr‘ie par rapport a 1'axe vertical passant par * ; 1%opdération a + «' estla
symétrie par rapport au centre *. Nous n'avons pas 1'intention de montrer comment
o‘n obtient ces résultats, c'est clairement fait dans [4].

Par la suite nous aurons besoin d'une autre caractérisation des applications

linéaires de type /A. Avant de la donner, rappelons deux résultats élémentaires..

Remarques.
1) Pour tout - p € [(1,+0] nous noterons . €P = PP(N) 1'espace des suites (xn)
de nombres complexes telles que : ]xn Ip < o muni de la norme habituelle, Soit
= A
E un espace de Banach. Alors 81 é E s‘identiﬁe canortiquement a ?1(N,E) 1'espace
des suités (xn) d'éiéments de E telles que E H an < o muni de la norme
: ' n

H(xn)H = Z: H xn”. La vérification est tout a fait élémentaive. Ceci ne se généralise pas

aux espaces PP pour 1< p< .

. 2) Reprenons les mémes notations. On dit qu'une suite (X'n) d'éléments de E

est sommable dans E si s Gl (xn,S)i )< . On vérifie immédiatement
SEE! :lﬁsllg n

que l'espace (’,1 ® E s'identifie canoniquement A 1'espace des suites sommables dans E

o ﬁ@- eppace dm Atues vncondifiown eﬁﬂ@mwf cohvav%emiteb de



12,
muni de la norme ”(xn)” = Su C_ | (X, s S»>1). Comme précédemment, ceci
SEE! ,ﬁsllg n

ne se généralise pas aux espaces eP pour 1< p< o, En particulier, on voit

v
facilement que £~ ® Ec 7@V, E).

PROPOSITION 1.3, Soient E et F deux espaces de Banach, et u une forme
bilinéaire continue sur EXF. Soit u l'applicationde E dans F' déduite de u.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ||uH/A <1 (ou ||u|»|/,\ < 1);

b) pour toute suite finie (yi) 1<i<n d'éléments de F,

n

n
iZz_';lltﬁ(yi)llg, = e I sl

En effet, compte tenu de la remarque 2) ci-dessus et de la propoesition 1.2, ceci
n'est autre que le théoréme 13 (P. 155)de [5]. En utilisant la terminologie utilisée
par J. Lindenstrauss et A. Pelczynski dans (6], la condition b) signifie que . FraE
est absolument sommable et que a1(tﬁ) < 1.

Nous terminons ce numéro en introduisant une nouvelle notation. Soient n et p
deux entiers positifs, Kp 1'ensemble {1 s 2y ceey p} et C(K-p) 1'espace vectoriel
de dimension p des fonctions complexes définies sur Kp. On note alors V(p,n)
1'espace normé (E(Kp)é’ - é’ (E(Kp) n fois. En d'autres termes, v{(p,n) est
1'espace des fonctions complexes f définies sur Kg et muni de la norme
Hf“ = inf Z “fl ... Hfi I , le inf portant sur toutes les représentations possibles

v(p,n) — 1 n N

de f en somme finie f(,81, ...,Bn)=§:f1
i=

(B e £5(8), (B vy BEKD et

—
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f; c C(Kp), Hf;“ désignant la norme uniforme de f;. On peut identifier v(p,n)

avec son dual en posant <{a,b) = E a(B) b(B), a,b€ v(p,n), de sorte que 1'on
n

BeK

peut considérer sur Vv (p,n) la norme duale de la norme ci-dessus introduite en posant

. Pour plus de détails sur cet espace, voir [2].

Sup | (a,b>

“a”V( 3
v(p,n)y”

P ]

3. RELATIONS AVEC L'ESPACE DE HILBERT.
La norme # qui apparaft dans le tableau du numéro précédent est définie par la

proposition stivante (pour une démonstration voir [1]):

PROPOSITION 1.4. Il existe une norme tensorielle J6 et une seule possédant
la propriété_suivante : E et F étant des espaces de Banach, si u € B(E,F), ona
”u”&’(? < 1 si et seulement si il existe des applications linéaires ¢, Tresp. v, de
normes < 1 de E, resp. F, dans unespace de Hilbert H, resp. sondual H',

telles que
u(x,y) = (ox) , ¥(y)?, xCE, y€F.

COROLLAIRE. Pour qu'une application linéaire u de E dans F vérifie
HUH%S 1, il faut et il suffit qu'elle se factoriseen E % H 5 F ol H estun

espace de Hilbert, v et w étant des normes < 1,

La norme J§ définie ci-dessus est appelée la norme tensorielle hilbertienne.

Les J6-formes et les J6-applications sont appelées les formes et les applications
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hilbertiennes. Il est facile de voir que la norme & est symétrique et injective, et,

par suite, sa norme duale J§' est symétrique et projective. Ona donc B < /A\
et VW< .
Le principal théoreme de [4], appelé par Grothendieck le théoreme fondamental

de la théorie métrique des produits tensoriels est le suivvant :

THEOREME 1.1, Soit H un espace de Hilbert, L'application identique ¢
de H sur lui-méme est préintégrale et

loll o, =n,

ol h est une constante universelle telle que 7/2 < h< 2sh 7/2.

En explicitant la notion d'gpplication préintégrale, on voit que ce théoreme signifie
qu'une app]icatior; v:iH->C, ou H estunhilbertet C estde .type ‘6, est
préintégrale gauche et ”v“ /A = h”v” D'apres la proposition 1'.3 et en utilisant les
notations de [6] (rappelées apres cette proposition), cela signifie-due toute application
u:L .+ H, ol L estdetype X, estabsolument sommable et que a1(u) < nllull.
Explicitons cela : soit u: 91 +H telle que Hu“ < 1. Le théoréme 1.1 revient donc

a dire que si x;, 1<isn sontdans 91 tels que

n
") se e°s°l:ﬁs|I51 1=Z1: ACTUE
on a
) n
2) i};_‘,”u(xi)”H < h..

Si on pose X = Z aij ej,. 1<i<n ((ej) base canonique de 91), 1a relation (1)
3 ,

devient
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I i |
Iz.fa].jtisjls1 pour ]ti|51, E.sjls1

c'est a dire

(a ]

pour tout entier p,

13)1<1<p vip,2)* =1

1<j<p

D'autre part, si y, €H sont tels que Hu(xi)H = (u(xi) y ,yi> , la relation (2) devient

i'LjJ:Iaij(u(ej) , yi> < h.

Finalement, on voit que le théoréme 1.1 est équivalent au

THEOREME 1.1 bis. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout xi,y}
1<i, j<n dans H, ona

”(<Xi’yj>)”V(n,2) h Sl;pHx | Hy I,

ol h est une constante universelle telle que 7/2< h< 2sh 7/2.

Ce théoréme est démontré directement dans [6]. En wertu du corollaire de la
proposition 1.4, si « est une norme tensorielle, dire que « < \J§ est équivalent a
dire que, pour tout espace de Hilbert H, 1'application identique de H sur lui-méme
aune oa-norme < XA. Le théoréme 1.1 s'exprime donc aussi par 1'inégalité /A\ <hd§ .
Par dualité, il s'ensuit que %' <h \V/. Dans [1] , I. Amemiya et K, Shiga montrent
que < #'. Les remarques précédant 1'énoncé du théoreme 1.1 montrent finalement

que J6 (resp. ') estéquivalentea /A\  (resp. \VY/) et que

/A\ < hd<hi# < h? \V/.

Du théoréme 1.1 bis on peut déduire une autre caractérisation des applications .
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hilbertiennes (qui est aussi prouvée dans [6] ). Soient E et F deux espaces de
Banachet u:E -+F une application hnéairé continue. Supposons ”u”%S 1. | Alors
le corollaire de la proposition 1.4 et le théoreme 1.1 bis montrent que si xiEE,

SJ.QF' , 1<i,j<n, ||x1” <1, ”SJ.HS 1, ona ”((u(xi) , Sj»”v(n,Z)S h. Inver-
sement, supposons que u vérifie une telle relation (fvec h=K). Soit p:L -E

une projection métrique d'un espace L. detype & sur E (i.e. L= 21 (I) ou

I estun ensemble d'indices bien choisi). Le raisonnement fait. avant 1'énoncé du théoreme
1;1 bis m'ontr‘e que uop estabsolument sommable et que a, (uop)=< K. Alors,
d'apbés la proposition 1.3, ”t(u o p)H/A < K, et par transposition, Hu (o} DH/\\ < K.

A fortiori, on a ”u o p” J@S K, ce qui signifie, d'apres la proposition 1.2,

HUH/ZG < K. Mais comme ¥ estinjective, ona /¥ =%, et donc HUH%S K.

Ceci prouve la proposition suivante :

PROPOSITION 1.5, Soient E et F deux espaces de Banachet u une appli-
cation linéaire continue de E dans F. Si u est hilbertienne, pour tout xieE,

sJ.eFi, 1<i,j<n, ona

I<ute), M, 2y = ¥ iS:;pHxJI lIs I,

avec K< hHu”% Inversement, si u vérifie une telle inégalité, alors elle est

hilbertienne et HUHZGS K.

Donnons un exemple d!application hilbertienne qui nous servira par la suite :
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PROPOSITION 1,6, Soient p € [2 y +oo] et rc [1,2]_. 1 existe une cons-~
tante K > 0 telle que pour toute application lindaire continue u de PP dans BP

ona ”ung@s K|lull.

Cette proposition est prouvée dans [6J . Nous en faisons toutefois la démonstration
car nous aurons besoin de la majoration de la J-norme de u. Nous utilisons le lemme

suivant (cf. [6]) :

LEMME., Soit p € [2,+oo:| . Alors il existe un espace de Banach C de type 6
tel que P,p soit isomorphe a un quotient de C. Par dualité, si r € [1 ,2] , 11

existe un espace L. de type L tel que BF soit isomorphe a un sous-espace de L.

La démonstration de la proposition 1.6 est alors treés simple, Soit p: C » eP
une projection de C sur £P , et i: e 5L un isomorphisme de @' dans L.
Ona |liouopl v/ = liouopl< K1||uH (cf. n® 1) et comme J=<h\V/,
|li o u. o DHJGS h K, ll. La proposition résulte alors aussitdt de la proposition 1.5.

Un autre théoreme important de [4] est le suivant :

" THEOREME 1,2, Soit H un espace de Hilbert, La /%N -norme de

T
1'application identique de H sur lui-méme est < ¢ = 5.

Dans ce théoreme, g est la meilleure valeur possible de la constante o. De
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ce théoreme, Grothendieck déduit facilement la caractérisation suivante des opérateurs

de Hilbert-Schmidt :

PROPOSITION 1.7. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et u un

opérateur linéaire de H, dans H2 .  Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) u est un opérateur de Hilbert-Schmidt ;
ii) u estdetype V/ (resp. detype \v);
iii) u estdetype A\ (resp. de type /A).

De plus, on a les inégalités

ol = lllly, = Mholly < Zllatly, = (Bl
hally = lhall = Tl < /T Il

ou Hu”2 désigne la norme de Hilbért-Schmidt de u.

Le théoréme 1.2 ainsi que la proposition 1.6 sont démontrés dans [4] . Remarquons
que si on ne tient pas compte de la meilleure valeur possible de la constante o, le
théoréme 1.2, et par suite la proposition 1.7, peuvent se voir comme des conséquences
du théoreme 1.1. En effet, comme /%'\ est injective, ona /®B\ < /A\ , et par suite,

si ¢ est 1'application identique d'un espace de Hilbert, on a ”CP”/%,\ < h< 2sh g

4. DEFINITION DES o«-ALGEBRES NATURELLES.
Dans ce numéro, nous noterons Jé la classe des algebres de Banach et df’}@ la

classe des algébres de Banach commutatives. Soit o« une norme tensorielle. Nous dirons

qu'une algébre de Banach A estune «a-algébre, ou une algébre de type o, si
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1'application m de A® A dans A induite par la multiplication de A
(i.e. m(ZT x; ® yi) =% xiyi) est continue lorsque 1'on munit A® A de la norme «o.
Dans cette définition nous ne supposons pas 1'algebre A commutative. Nous noterons
ﬂ;“ la classe des algebres de type «, et ()6*60( la classe des algebres commutatives
de type «o. On a bien sfir A = d‘(;A et J%‘@: A6, Socit A une algébre de Banach.
Pour toute S€A', le dualde A, nous noterons S 1'applicationde A dans A’
définie par la multiplication, c'est-a-dire par (y, S(x)> =S(xy), X,y € A. Dire que
A est de type o signifie donc que pour toute SEA' ona nga, < K”S”, ou K
est une constante qui ne dépend que de A. Les classes ‘)%o& (resp. ‘]%ga) pour o

norme tensorielle naturelle sont appelées les classes naturelles d'algebres de type «

(resp. les classes naturelles d'algébres commutatives de type a«). D'aprés ce qui a été

dit au n® 2, il y a donc a priori 14 classes naturelles Jf;a. D'autre part,-il est clair
que pour toute norme tensorielle «, ona J%‘@a = ‘)%gt ; ainsiil y a 9 classes naturel-
a

les J%ﬁa, et le tableau du n® 2 permet d'ordonner ces classes. par inclusion :

REy— BE —— RE s ARG S BE, g

/- /A e
N
Jég?@ - ,}66//\\ o

6, = A6

46! \v/
Dans ce tableau, une fleche J@*@a — dﬁ‘@ﬁ  signifie ./fs@a c ‘74;‘(?8. Comme nous 1'avons
dit dans 1'introduction, notre but n'est pas d'étudier systématiquement les classes ‘}%oc
et J%‘@a. Nous ne donnerons dans ce numéro qué des résultats élémentaires qui seront

utiles par la suite.
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La classe (j€ v 2 été introduite par N. Th. Varopoulos dans [7] et [8] ou

il 1'a appelée la classe des algébres injectives (car la norme V est souvent appelée la
norme injective). Dans ces articles, il donne certaines caractérisations élémentaires des
algeébres de type V ainsi que d'autres propriétés que nous verrons plus loin. Une des

| principales caractérisations est 1a suivante : une algebre commutative A est de type V
si et seulement si il existe une constante K > 0 telle que pour toutentier n= 1 et
toute SEA!, HSH < 1, il existe une mesure de Radon u sur la boule unité de A’
telle que ¢S , X;...x > = L'<T,x1>... (T,x )Pdu(T), Yx €A, et llull < k™.

1

D'autre part, dans ces articles, on trouve deux exemples non triviaux d'algebres de type

Y. Tout d'abord 91 muni de la multiplication coordonnées par coordonnées (ce qui

N\ Y 3 - ‘l v 1
se ramene a dire que si (aij) c b @ ¢, : | | < H(a )” 1\,1), et, d'autre part,
les algeébres 'Aa(T) pour % < x< o, Il est a noter que si B°° est évidemment
de type vy, pour 1<p< o, Ep n'est jamais de type v.

PROPOSITION 1.8, Soit A une <lgébre de Banach. Pour que A soit de type

\v (resp. de type /) il faut et il suffit qu'il existe une constante K >0 telle que

pour toute su1te sommable (x ) ieN dans A et toute suite bornée (y ): ieN dans A,
la suite (y1X1)1€N (resp. (x. 51)1€N) soit sommable dans A et de plus

[ltyx) dga =K ||(x HE%A sup fly.
1

(resp.  |lGx;y)l n S Kllx, )”%A sup Iy, ).
1

Le cas de la norme v/ se déduit de 1'autre par transposition. Supposons A de



21.
type \v . D'apres la proposition 1,3 pour toute S€A', ’HS”-s 1, et toute
(x.) € t® A ona ) . Htg(x )” < KH(x )” Alors si y. € A Hy <1, ieNn
i O — 2V Ar S i/l ¥y & Ay Y= ’
ona 3| Bl , 301 = So1 Gy SpI=2 2 Istpg) b= kllogll 5 atot on acauit

”(yixi)” 1 < I(H(xi)”. La réciproque se voit en choisissant yieA, Hy1|| =1 tels que
E'® .

A

186l = <5

S(xi),yi> , et en utilisant la proposition 1.3 dans 1'autre sens.

COROLLAIRE. Soit A une algebre de type \v {resp. detype V/ ). Soient

(Xi)ieN’ resp. (Si)ieN une suite sommable dans A, resp. dans A'. Alorsona
t:v
- S, 6lly = x Il(xi)lle%A Il(si)ﬁi[ﬂéw

(resp. ;‘, 18,6)lly < ”(Xi)HééAIKSi)”ﬂéAl) ’

ou K est une constante qui ne dépend que de A.

Supposons par exemple A detype \V. Soient yieA, ”ylll =1, tels que
Htgi(xi)ll o <t§i(xi) , yi> = <Xi , §i(yi)) . D'apres la proposition précédente, la suite
(yi xi) est sommable et sa nofme dans 81 & A est < K“(Xi)H. Posons
a..=S.y.x.), i,j€IN. 1 estfacile de voir que (aij) appartient a i ¢ et que

ij jrUiti

ll(aj‘j)||81v 1S K”(xi)H H(Si)”. | I1 résulte alors du fait que 81 est une algebre de type
®L
V que ; |aii | < K”(xi)H ”(Si)H’ et comme a, = Si(yixi) = <xi , gi(yi)) o

”tg (X-)”, cela montre le corollaire.
i

PROPOSITION 1.9. Soit A une algebre de Banach. Pour que A soit de type

g@' , 1l faut et il suffit qu'il existe une constante K telle que pour toutes suites

(xi) et (yJ.), 1<i,j<n, dans A ettoute SEA’, HS”sl on ait
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O R A

i,]

C'est une conséquence immédiate de la proposition 1.%.

COROLLAIRE. Toute algebre fermée d'opérateurs sur un espace de Hilbert est
de type J'. En particulier un espace de Hilbert muni d'une structure d'algebre de

Banach est de type J'.

En effet, soit A une algebre d! opérateurs sur H. Soient Ti’UieA et
SEA' 3 on peut supposer S =x®y, x,y€H, etonaaiors (Tj o Ui’S> =
(Ui(x) , TJ.(y)) et la conclusion résulte de la proposition &t du théoréme 1.1 bis. La

seconde assertion du corollaire est une conséquence de la premiere car si H  est muni

équivalente au théoreme 1.1 (sans tenir compte de la valeur nurhévique de h). Pour
s'en convaincre, il suffit de prendre 1'exemple qui sera fouani par le théoréme 3.1.
D'ailleurs: cet exemple montre aussi que 1'on ne peut améliorer le corollaire, dans ce
sens que les algébres de Banach commutatives qui sont iscinorphes a un espace de Hilbert
ne sont pas contenues dans J%‘@/A .
EXEMPLES.
1 Pour 1<p=<2 et p=+ow, ep munie de la msultiplication .coordonnée

par coordonnée est une algebre de type \v . En effet, spit S € pd (i=p=2,



23.

11 & -
S*tg= 1), S= (Si). Ona <(y, S)) = 1: Xy; S = <(yi) , (Sixi)> . Donc
g(x) c ' et par suite S se factorise en pP =N 91 <‘1—»E2 Jdopd ot i et j

sont les injections canoniques. Or, d'apres le théoreme 1.1, 1 est absolument
sommable et a1(i) < 2sh g ;  donc S est absolument sommable et a1(§ ) <
2 sh g ||S” Mais comme S = ts (commutativité de la multiplication), d'aprés la

proposition 1.3, cela prouve que |l§ ” m < 2 sh g”SH

2)Pour 1<p=<w, bP estunealgébre detype \J§. D'apres le tableau des
classes naturelles J%@a et 1'exemple précédent, il suffit de faire la démonstration

pour 2<p<ow, Soit SE€ ¢ (% +% =1), s= (Si") ; comme dans 1'exemple précédent

~

on voit que pour tout x = (xi) c eP, Skx)= (Sixi)€ ¢! , et par suite - S  se factorise
en ep —,Sv» 91 (__i_*eq ou i est l'ihjection canonique., D'apreés la proposition 1.6,
l'app]icati;)n | g de Qp dans 81 est hilbertienﬁe etona Ilg“gég K”SH ou K
ne dépend pas de S. Ainsi S . eP 5 ¢9 se factorise en P o H s 81 c—l—p Eq.
ou H est un espace de Hilbert, et “u” ”v” sr K”S” La caractérisation des
§/-application (cf. tableau n° 2) montre alors que Hgllgg / < KHS” ce qui prouve que
PP est de type \¥, puisque la norme duale de \ est la norme J§/.

3) De 1'exemple précédent et du tableau des classes naturelles a%@(x il résulte
que eP  est de type /A pour 1< p< «, Notons aussi que 1'algebre | A(T) des
polyndmes trigonométriques P(6) =‘§:aneine munie de la norme ”P” = ‘Ln_’—‘ ]an |
est une algébre de type /A. Ceci résulte en effet de la caractérisation des

V/ -applications puisque 1'espace de Banach A(T) est exactement 81 . On ale méme

résultat pour Acx(T)’ 0< o< o,
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Soient H et H

1 5 deux espaces de Hilbert. Sur le produit tensoriel H. ® H

1 2
on peut définir une structure d'espace préhilbertien séparé en posant

(X1® %, , ¥, By, = (x; y1>(x2 , y2> , X,y €H;, i=1,2. Le complété de

H1 ® H2 pour cette structure est donc un espace de Hilbert que nous ncterons H1 ®2 H2.
On peut alors définir une nouvelle classe d'algébres en considérant les algébres de
Banach qui sont des espaces de Hilbert H tels que 1'applicationde H® H dans H

induite par ia multiplication soit continue de H ®2 H dans H. En fait, on n'otbient

pas une nouvelle classe d'algebres :

PROPOSITION 1,10, Soit H un espace de Hilbert muni d'une structure d'algebre
de Banach, et soit m l‘application de H®H dans H induite par la multiplication.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) m estcontinue de H ® H dans H ;

ii) H estdetype /A (resp. detype A\);

iii) H estdetype \V (resp. deiype V/).

Identifions H' et H par 1'isomorphisme isométrique canonique. Il résulte de
la proposition 1.7 que les deux assertions ii) et iii) sont équivalentes a dire que pour

toute S € H', S est un opérateur de Hilbert-Schmidt de H dans lui-méme et que

”5”2 <kKllsll, ot K nedépend que de H. Or la condition i) signifie que pour
. . . . e s 2
SEH!', lls|| < 1, il existe (gij) matrice infinie complexe, IZJ; |£ij| < K telle
’

que S(xy) = Z: X.y.£E

~ ij’
1,] 371

a “5”2 < K.

X = (Xi)’ y= (yi) € H; et ceci est manifestement équivalent
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Nous terminons ce paragraphe en posant une question qui sera résolue au § 3.
Dans [10] N. Th, Varopoulos a montré qu'une algebre de Banach A est de type v
si et seulement si pour toute algébre de Banach B, A é B est une algebre de Banach
(et idem en remplagant algebre de Banach par algebre de Banach commutative). Si une
telle équivalence se généralisait a toutes les normes tensorielles naturelles, elle serait
certainement utile pour étudier les classes naturelles ,]%a et d%ﬁoc Malheureusement,

nous verrons que ce n'est pas le cas (corollaire 2 du théoréme 3.2).

II.. LES Q-ALGEBRES

1. DEFINITION.

Soient X un espace topologique compact et C(X) 1'algébre de toutes les
fonctions complexes continues sur X munie de 1la norme uniforme. Rappelons qu'on
appelle algébre uniforme sur X toute sous-algébre fermée de C(X) (ici nous ne
supposons pas qu'une algébre uniforme contient les constantes). Une algébre de Banach
commutative .R est appelde une Q-algébre si elle est isomorphe a une algebre quotient
B/I ol B estune algébre uniforme, et I unidéal fermé de B. Autrement dit,

A estune QQ-algebre si et seulement si il existe une algebre uniforme B et un
homomorphisme (d'algébre) surjectif continude B dans A.

Soit A =B/I une Q-algébre. Supposons que A soit semi-simple, et posons

E = {x€Sp(B) tels que f(x)=0 Vi€ I}. Alors E estun compactde Sp(B) et

=0, pour

ona I={f€B telles que fIE'—"O}' Carsi f€ B esttelle que flE
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tout x € Sp(A), p:B A étant la projection canonique, x op(I)=0 donc
xop€EE, dou x(pf))=0, et comme A estsemi-simple, p(f)=0 soit f€ 1.
Ainsi A est 1'algebre restrictionde B a E munie de la norme quotient. Inversement
une algébre restriction est évidemment semi-simple. Les Q-algébres semi~simples sont
donc exactement les algebres restrictions des algébres uniformes. D'un point de vue
opposé, on peut considérer les algébres radicales et méme nilpotentes. S'il est trivial
(avec ce qui va suivre) qu'une algébre commutative vérifiant x2 =0 pourtout x est

3

une Q—a-lgébre, en général une algébre commutative vérifiant x~ =0 pour tout x
n'est pas une Q-algébre (cf. remarque 2) du n® 3).

11 est évident qu'une sous-algebre fermée d'une Q-algebre, une algebre quotient
d'une Q-algebre, un produit fini de Q-algebres sont encore des Q-algébres.

La derniere propriété élémentaire des Q-algébres que nous noterons dans ce numéro
est la bicommutativité., A étant une algébre de Banach, on peut définir deux multiplica-
tions sur son bidual A" de la maniére suivante : si x,y € A", soient (xi),(yi) des
suites généralisées dans A qui convergent faiblement dans A" vers x et y
respectivement. Alors la limite 1im(1§m Xiyj) existe pour la topologie faible de A" et

est indépendante du choix des suites (xi) et (yi) convergent vers x et y. On

peut donc poser xy = lim (lim Xiyj)' De la méme maniére, on aurait pu poser

i g
Xy = lim (1im xiyj), mais en général on n'obtient pas le méme résultat, On peut donc

j i
définir ainsi deux multiplications, en général distinctes, dans A" ; ces multiplications

sont appelées les multiplications d'Arens. On dit que A est bicommutative si les deux

multiplications d'Arens sont égales. Il est bien connu que des sous-algébres et des algebres

quotients d'algebres bicommutatives sont aussi bicommutatives ; comme on sait que C(X)

est bicommutative, il en est donc ce méme des Q-algebres.
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2. PRINCIPALES PROPRIETES DES Q-ALGEBRES.
Commengons par donner les principaux criteres. Le critéere suivant est di a

I. G. Craw :

PROPOSITION 2.1. (Lemme de Craw). Soit A une algébre de Banach commutative,
Pour que A soit une Q-algebre, il faut et il suffit qu'il existe deux constantes K >0
et >0 telles que pour tout polyndme complexe P(z1 y evey Z n) , P0)=0, et

tout x, €A, T<isn, [kll<%, onait

HP(xi, ceey xn)‘H <K sup |P(z1, cers zn)l.
z. <1
i

La démonstration de ce critere est tres facile. En effet, il est clair que la condition
est nécessaire, et la seule chose a prouver est qu'elle est suffisante. Supposons donc
que A vérifie la condition. Soit A6 la boule fermée de centre 0 et de rayon b
dans A. Pour tout x€A'6 , soit DX une copie du disque unité fermé de C, et
posons X = T ,DX, de sorte que X est un espace compact. Notons par (Zx)
les éléments de X, et pour tout x € A6 soit Z_ la fonction coordonnée
(Zx) +z . Soit P(X) 1la sous-algébre fermée de C€(X) engendrée par les fonctions
coordonnées Zx‘ Il est alors clair que 1'application ZX - X induit un homomorphisme
surjectif continu de P(X) sur A, cequimontre que A estune Q-algebre.

Suivant une idée de Davie (cf. [2])qui consiste & décomposer les polyndmes en
sommes de polyndmes homogénes, Varopoulos a obtenu le critére suivant (cf. [8]):

pour qu'une algébre de Banach commutative A soit une Q-algebre, il faut et il suffit

qu'il existe une constante K telle que pour tousentiers p=>1 et n>= 1, tout



28.
polyndme P(z1 y saey zp) homogéne de degré n et tout X;, l<i<p dansla
boule unité de A, on ait

I
|lP(x1, ey XP)HSK Iz.Sllg Pz, ..., z) 1.
1E

En utilisant les algébres tensorielles v(p,n) (cf. § 1 finduno® 2), A, M. Davie

a déduit du lemme de Ciraw un critere plus profond et souvent plus utile :

THEOREME 2.1. Soit A une algébre de Banach commutative. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1'). A est une Q-algebre ;

ii) 1l existe une constante K > 0 telle que pour tousentiers n>=1 et p= 1,
tous x, 1=<i<p danslabouleunitéde A, ettoute SeA', [lsll<1, onait

n
”(<X61' e XBn , S))Hv(p’n)s K.

Ce théoréme est démontré dans [2].

Nous donnons maintenant les propriétés essentielles des Q-algebres. Le théoreme

suivant est dfi a B. Cole :

THEOREME 2.2. Soit B une algebre uniforme et I unidéal fermé de B. Alors
1'algébre quotient B/I est isométriquement isomorphe a une algébre d'opérateurs sur

un espace de Hilbert.

La démonstration de ce théoréme est faite dans [11]. De ce théoreéme J. Wermer
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a déduit plusieurs résultats, Tout d'abord, il a montré que 1'algébre A(T) n'est pas
une Q-algeébre, car elle ne peut &tre isomorphe a une algebre d'opérateurs sur un espace
de Hilbert. D'agtre part, il a montré la propriété suivante des Q-algébres :si A est
une Q—alg‘ebré, et x un élément inversible de A tel que ||xn“ < ¢ pour tout entier
n€Z, alors pour tout polyndme complexe d'une variable P(z)., ona |P&)|l<
K c2 ISIIJp1 lP(z) | , ou K estune constante qui ne dépend que de A. A. Bernard

z i<

a généralisé ce résultat en montrant que si G est un groupe multiplicatif dans A tel
que HgH < c pourtout g €G, alors pour tout polyndme complexe P(z1 y seey zn)

' ' 2
ettout g, ..., g, dans G, ona “P(g1, ...,gn)Hch Sup1 lP(z1, ..,zn)l,
Z. | < :
i1

ol K ne dépend que de A. Dans [8], Varopoulos a donné une autre généralisation

partielle du résultat de Wermer. On s'est alors demandé si pour toute Q-algébre A

Sup |P(z)]
z <1

et tout x€A tel que !xn” <c pourtout n=1 ona HP(X)H < ¢y
pour tout polyndme P, cy étant une constante ne dépendant que de A et de x.
La réponse a cette question est non et Davie a donné dans [3] un contre-exemple.

Aprés avoir étudié la manidre dont les polyndmes complexes opéreni dans les
Q-algebres, il est naturel de chercher ce qu'il en est des polyndmes a coefficients dans
1'algebre. On peut par exemple se demander qu'elles sorfc les algebres qui vérifient le
lemme de Craw pour les polyndmes a coefficients dans 1'algébre . Ces algébres sont bien
slr des Q-algebres, mais la réciproque n'a aucune chance d'étre vraie, 1'hypothese
étant beaucoup trop forte. Les questions rjaiso.nnables dans ce sens seront obtenues en

ne prenant que certaines classes de polynfémes. Par exemple, on peut considérer les

algébres de Banach commutatives A telles que pour tout polyndme P(z) d'une variable
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et a coefficients dans A, et tout xXxEA, Hx” <1, ona HP(X)”S K Sup ”P(z)”.
z <1

Les relations entre ces algebres et les Q-algébres dépendent de la valeur de K. Par
exemple, si on prend une algebre de Banach commutative A qui vérifie x3 =0 pounr
tout élément x€EA, il estclair que A vérifie cette propriété, mais une telle algébre
n'est pas nécessairement une Q-algebre. Par contre, si on suppose K =1 alors
1'inégalité passe automatiquement a tous les polyndmes a plusieurs variables et a coeffi-
cients dans 1'algebre. On peut alors considérer une autre classe de polyndmes qui donne

des rdésultats plus nets, celle des polyndmes de degré 1. En effet, si on considere la

classe des algebres de Banach commutatives A telles que pour tout polyndme

P(Z1 g eeey Zn) de degré 1 et a coefficients dans A, et tout: X; dans la boule unité
de A ona HP(x1 g eeey xn)H <K I Sup1 HP(Z1, ce v zn)H, AOUS verrons au paragraphe
Z| <=

3 que cette classe est égale a une classe naturelle J%@a (lemmé n® 1 du § 3), qu'elle
est cont.enue dans la classe des Q-algébres (proposition 3.1 bis) mais que 1'inclusion
inverse est fausse (corollaire 1 du théoréme 3.2).

Un des problemes les plus importants concernant les Q-algebres, était de savoir si
la réciproque du théoreme 2.2 est vraie ou non. Con;pte-tenu du lemme de Craw, ce
probleme se raméne a savoir si pour tout entier n, tout polyndme complexe a n varia-

bles P(z1, ceey zn) et tous opérateurs T, ..., Tn de normes < 1 d'un espace de

‘l’
Hilbert qui commutent deux & deux (i.e. TioTj = ’I‘joTi, Y 1i,j) on al'inégalité
||P(T1, ey Tn)“S | Slup IP(ZP e, zn)l. Pour n= 1 cette inégalité avait été
Z. <1
1

prouvée par Von Neumann, et pour n =2, elle avait été montrée par Ando. Récemment,
N. Th. Varopoulos a démontré que cette inégalité est en général fausse pour n= 3,

Précisément, il a prouvé le théoréme suivant :



31.
, ~ 2
THEOREME 2,3, Sur l'espace de Hilbert H = 4 “{N) il existe une structure
d'algebre de Banach commutative (vérifiant x4 =0 VYxc H) quin'est pas une structure

de Q-algebre.

Ce théoreme est démontré dans [9].

3. EXEMPLES.
Dans [8] , Varopoulos montre que toute algebre de type V eéstune Q-algébre.

Dans [7], il donne le résultat plus précis suivant :

'PROPOSITION 2.2, Soit A une algébre de Banach commutative. A est une
algebre de type V si et seulement si il existe une algebre uniforme B, un homomorphis
me surjectif continu h de B sur A etune applitation linéaire continue P de A
dans B telleque hof =id,.

La démonstration de ce résultat est relativement simple et s'inspire de celle du
lemme de Craw, En effet, la condition est évidemment suffisante car on voit aussitét que
toute algebre uniforme est de type V. Inversement, soit A une algébre de Banach
commutative de type V, et reprenons les notations de la démonstration du lemme de Craw.
La preuve se fait alors en utilisant le critere pour les algébres de Banach de type V
que nous avons cité au début dun®4du  § 1. Onpose Y = {(cp(x))xeAB , 9EAT,
l¢ll<1]ex, %>0 choisien fonction de 1a constante du critere. Si z=(z )€Y,

pour |t|< 1, tZ = (tz, ) €Y, autrement dit, Y estcerclé. Si PY(X) est la
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restrictionde P(X) a Y, .et B 1'adhérence de PY(X) dans C(Y), ona
automatiquement un homomOrphisme surjectif continu h de B sur A en utilisant
le critére rappelé et le fait que Y est cerclé (pour le voir, il suffit de décomposer les
polyndmes en sommes de polyndmes homogénes, 9 . étant bien choisi). L'application

€:A B se définit alors en posant  £(0) =0, B(x)=2Z_ Iy Pour Ikl =6, et

pour tout x€A, B(x)= U‘)é—H Q(ﬁ). La définition méme de Y montre que £ est
X .

bien une application lindaire continue, etonabien ho £ =id A

COROLLAIRE. Soit R une algebre de Banach commutative de type VvV et A
v
une Q-algébre (resp. une algébre commutative de type V). Alors R® A estune

Q-algebre (resp. une algébre commutative de type V).

En effet, si A est detype V, pour voir que R é A estde type VvV, d'apres
la proposition précédente, il suffit de voir'.que si 81 et B2 sont deux algebres uni-
formes, alors B] é B2 est aussi une algébre uniforme. Or ceci est évident car si
X et Y sontdeux compacts, on vérifie aussitdt que C(X) ® CY)=C(XxY), Si A
est une Q-algebre, d'apres la proposition précédente, il suffit de voir que si B est
une algebre uniforme sur X, alors B é A est une Q-algebre, Comme précédemnent,
1'injectivité de v montre qu'il suffit de le voir pour C(X) > A, et ceci est évident

v
(en vertu du lemme de Craw) car C(X)® A est égale a 1'algébre 6(X ; A) des fonc-

tions continues sur X a valeurs dans A munie de la norme uniforme.

REMARQUES.

‘ v rd rd
1) Le produit tensoriel A1 ® A2 de deux Q-algebres n'est pas en géneral une
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Q-algebre (voir [9]).
2) Soit A une algébre de Banach commutative, Si X% = O pourtout x€A, A
est évidemment injective et par suite une Q-algebre, mais ceci ne se généralise pas : il

3

existe en effet des algebres de Banach commutatives vérifiant x~ =0 pour tout x

(i.e. xyz=0 pourtout x,y, z) etquine sontpasdes Q-algébres. Par exemple,

3 =0 pour tout X€R, mais

soit R une algébre de Banach commutative vérifiant x
telle qu'il existe xoeR tel que xg #0 (par exemple 1'algébre engendrée par 1'opé-
rateur dérivation D sur l'espace des polyndmes de degrés < 2 muni de la norme
2
” a +a.D+a D2H = E la.|, a.€ C). Soitensuite A 1'algebre des suites com-
o) 1 2 S i'? i :

plexes (xn) a variation bornée munie de la multiplication coordonnée par coordonnée

et de 1a norme

o0
o ll = T 1+ 12 I g -,

A est clairement une algebre de Banach commutative, et, dans [2], Davie montre qu'il
existe deux suites (x') et (y)) dans A et ¢ECAl, I < 1, IVl <1 et

”9”S1 2lles que
. -1 si j=2i
(xly'],<p> = I ’
Lo si i>j.

3=O

Considérons alors 1'algebre de Banach commutative R 8 A . 11 est clair cjue X
A :
pour tout x €E R® A, D'autre part, si on considére les suites (x0 ® x') et

(x,® W), et si Y, ER' est tel que Hwollsu z,bé(xi)%O, ona |k ® xi”sllxon,

e e Pll<k Jl, o ®ell<1 et

2 .
2 i j—d)o(xo) si j=zi,
°© 0¥ Io si i>3j.
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Alors si x (resp.y) estune valeur d'adhérence faible de la suite (xo ® x) (resp.
(xo ® y')) les deux multiplications d'Arens de x et y sont distinctes. R® A
n'est donc pas bicommutative et, en particulier, n'est pas une Q-algebre.

Voyons maintenant quelques exemples de Q-algébres. Définissons tout d'abord
une notation. Pour tout p € L1 ’ ey , et tout espace de Banach E, nous noterons

o0

eP@N , E) 1'espace des suites (xn)' d'éléments de E telles que Z:”Xan < o
muni de la norme ”(xn)” = (;Hxn”p )'/P.  Nous avons vu dans la remarque du § 1
du no 2 que 81(IN,E) - '® Eet E°(N,E)DEPBE. Au § 1n° 4 nous avons vu que p!
est une algebre de type V. Plus généralement, si A est une algébre commutative
de type V alors 81 (N,A) munie de la multiplication coordonnée par coordonnée est
aussi de type V. En effet, d'aprés la proposition 2.2, il suffit de le faire pour une
algébre uniforme B sur un compact X. Or il est clair que si X; = (x?)rl et

Y; = (y;l)n 1<i<m appartiennent a P’ (N,B), ona

'

m m .
{f‘:'; x; ® Y, . Sup Su i;()t,xi(hD(u,yi(k)) !

p
llv h €X,k €X (A ),k )b~
o k1, el

ou (X ’Xi(h)> = ; X, x;] (hn) et {u ,yi(k)> = ;n:‘, /.tny?(kn). La conclusion résulte
alors aussitdt du fait que (21 est une algebre de type V. De mémé, £ ® A
est une algébre de type Vv pour toute algébre commutative A de type \4 (corollaire
de la proposition 2.2).

Dans [2] , A. M. Davie a montré, en utilisant le théoreme 2.1, que, pour 1<p

< 2, Ep est une Q-algébre. En utilisant une méthode d'interpolation, Varopoulos

a prouvé dans [8] que ce résultat est vrai pour 1< p < . Comme précédemment,
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on peut voir plus généralement que si A est une Q-algebre, pour 1< p< o,
P,p(lN,A) est une Q-algébre. En effet, en vertu du théoreme de 1'application ouverte,
il suffit de le voir pour une algebre uniforme B sur un compact X, Or, si

X = (xn)n appartient 3 ¢P(N,B), ona H(Xn)H = Sup Hx(k)” ou x(k)= (xn(kn))E eP,

k €X
n

La conclusion résulte donc du lemme de Craw et du fait que Bp est une Q-algebre.

BP

Au paragraphe suivant nous verrons un autre exemple de Q-algébres, les algebres

commutatives de type V.

II1. LE CONTRE-EXEMPLE ET SES CONSEQUENCES.
1. POSITION DU PROBLEME,

Comme nous 1'avons signalé dans 1'introduction, le probléme éentral est de savoir
si il existe une classe naturelle J%ga qui est égale a la clésse Qes Q-algebres, Nous
verrons que ce probléme est lié aux questions que nous avons posées dans les paragraphes
précédents (fin du § 1 et n® 2 du § II). Notons tout d'abord quelques résultats qui sont
des conséquences faciles de ce qui précéde.

D'apres le théoréme 2 2 ét le corollaire de la proposition 1.9, la classe des Q-alge-
bres est contenue dans la classe 043'@5[@, (on peut voir cette inclusion sans utiliser le
théoréme 2.2 car toute Q-algébre est clairement de type \V/  donc appartient a la
classe d@‘@w = J@"g\w). D'tapres le théoreme 2,3, cette inclusion est stricte, Ainsi
aucune des deux classes naturelles d%ﬁ , et Jﬁt?_y‘ ne peu_t étre égale a la classe des
Q—algébres. D'un__autr‘e céte, nous.avons vu que la classe d%"gv est contenue dans la

classe des Q-algebres (proposition 2.2). Dans ce sens, on peut donner un résultat
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plus fort :

PROPOSITION 3,1, Toute algébre de Banach commutative de type \V  est une

Q-algebre.

En effet, soit A une algebre de Banach commutative de type \v, etsoit L

un espace de Banach de type & tel que A soit (comme espace de Banach) un quotient
métrique de L Soit p: L +A laprojection canonique de L . sur A. En raison-
nant par récurrence, et en utilisant la proposition 1.1, on voit aussitét que tout produit
fini de la forme

LTS L)S ...)8 L
est canoniquement (et isométriquement) égal au produit

(.. (LEL)BL)® ...)& L.
11 en résulte aussitét que p® p®.,.® p est une application lindaire continue de
(...((Lé’ L)é L)é )é’ L. dans (. ..((A%/ A)t\ég A)f\g . ..)g A, et que sa norme est
< 1. Supposons que la longueur des produits précédents soit n, et soit m 1t'appli-
catioﬁ de A®A® ,,.®A (n fois)dans A induite par la multiplication. Par récur-
rence sur - n, on voit immédiatement que m est une application linéaire continue de

VW v/
(... A®A)® A)® ,.,.)® A dans A etque, pour n=>3, ona

HmnH < Hm2“ |Imn_1”. Si donc ”m2|| =K, ona | Hmnll < Kn_1. Soit maintenant
a(B) = a(81, cees Bn) un élément de  v(p,n) tel que ”a(B)Hv(p,n)* < 1, et solent

x; 1=is<p des éléments de la boule unité de A. Soient Qi des éléments de L,

HBiH <2, telsque p(Pi) =X, l=<i<p. D'apres ce qui précede, on a
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H¥a(81, cens Bn)xﬁ1 e . XBnH <

SKn—1|_ x, ®..8 | W v

ﬁ:a(ﬁ) B o v(...((AVA)®A)®A TN
<k ag)t, ®...0 & |

§a By B (.. (LAL)SL)S...) oL

- g1 Sup l:a(ﬁ)go1(93 ) (pn(e
L' B 1 |

|!<ij|§1

Si, pour tout 8 € {1, 2, ..., p}, onpose f£(B)=¢ (), 1<j<n, ona
Hfj||§2, et par suite,

||§a(3)xﬁ1. cen . xB ”AS K" Sup Iza ) £ (B . fn(f_?n)l, le sup étant

pris sur toutes les suites fj € C( {1,2, ce ,p}), 1< j<n telles que HfJ” < 2. Par
fe e * -1 .
définition de la norme V(p,n) , on a donc ||§ a(B) Xg oo XB ”A < 2(2K) . Ceci

Kn

étant vrai pour tout a ar dualité, on a X o oee s S
p (B)’ p ’ n H(< B XB ] > ”V(D, ) 1

1

pour toute SEA!', HSH <1, ou K, nedépendquede A. D'aprées le théoreme 2.1,
1
ceci prouve que A est une Q-algebre.

En utilisant le proposition 1. 10, on déduit immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE. Soit H un espace de Hilbert muni d'une structure d'algebre de
Banach commutative, Si 1'application m: H® H »H induite par la multiplication est
continue de H ®2 H dans H, alors H estune Q-algebre.

La réciproque de ce corollaire est fausse en ce sens qu'il existe un espace de

Hilbert muni d'une structure de Q-algebre telle que 1'application m ne soit pas continue



38.
de H®,H dans H (thdoreme 3.1 et proposition 1.10).

La proposition 3.1 est étroitement liée a la question posée au n® 2 du § 2, car

elle peut s'exprimer de la maniere suivante :

PROPOSITION 3.1 bis. Soit A une algébre de Banach commutative. Si il existe

n
une constante K > 0 telle que pour tout polyndme P(ZI’ oo ,zn) = a.z. a n

T 1
variables, de degré 1 et a coefficients a, dans -A et tout X l<i<n, dans

la boule unité de A, ona

n

n . n »

H a.x.H = HP(x yeeayX )” < K Sup HP(Z R4 )” =K Sup Hz :a_.z.H ,
iTivA 1 n 1 A iITiVA
1 lzi <1 z, <17

alors, - A estune Q-algebre.
En effet, c'est une conséquence du lemme suivant :

LEMME, Pour qu'une algebre de Banach commutative A soit de type \v, il
faut et il suffit qu'il existe une constante K > 0 telle que pour tout polyndme
P(z1, ceey zn) de.degré 1 a coefficients dans A, et tout X, l<i<n dansla
boule unité de A, on ait

”P(XV ceny Xn)“ASK Sup ||P(z

. P, 11 oeees Zn)”A'

C'est une conséquence évidente de la proposition 1.8 car dire que le polynéme

P(z1 y eeey zn) =) a, z;, a €A estde norme uniforme < 1 sur le polydisque unité

de Cn, c'est dire que la suite (ai) est sommable dans A et que

@)l ., = 1.
1 glgA
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2. LE CONTRE-EXEMPLE ET SES CONSEQUENCES.

Ce numéro est basé sur le contre-exemple suivant :

THEOREME 3,1. Sur l'espace de Hilbert H = 92(IN), il existe une structure de

Q-algeébre qui n'est pas une structure d'algebre de type /A.

Nous utilisons le lemme suivant

LEMME. Soit H un espace de Hilbert muni d'une structure d'algebre de Banach.

Soit m 1'applicationde H® H dans H définie par la multiplication, et supposons’

A
que m soit continuede H® H dans H. Soit (ei)iEI une base hilbertienne de H.
et posons
Cijk = (eiej , ek>, i,j,k € I.

Alors on a les inégalités

B apaitlnt LIS I ppnpal it

<11,]

ou les 2, sont les coordonnées de 2z sur la base (ei) et HmH la norme de

A
1'application m:H® H - H.

Démontrons tout d'abord ce lemme. Identifions H et H' par 1'isomorphisme

isométrique canonique. On a HmH = Sup H ﬁ | ¢m(u) , z) |. Pour tout z€H,
' u <1

soit s_ la forme lindaire sur H assoc1ee a z ({.e. s_(x)=<(x,z?), et,
zZ . z :
conformément aux notations utilisées au nO 4 du § 1, notons 'SVZ 1'application de H -
. 7 \ » ~ rd - 7 Y
dans H' associea s, (i.e. sz(x).y ={(xXy, z)). s, om étant considérée comme

une forme linéaire sur H ® H, on a donc Hm” = ” T' Hsz o) m” szo m étant la

/N CAs
forme lindaire sur H® H associée a la forme blhnoalre (x,y)»{xy, z? = sz(x).y,
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ona HsZo m|| = |I§Z||W, et par suite ||m|| = ||z|Slup ||§Z||\v. Si on considere §

comme un opérateur de H sur lui-méme, la proposition 1.7 permet de comparer sa

\V —-norme avec sa norme de Hilbert-Schmidt. Précisément, on a

~ [ard mT
B, < 150, < TR,

Cette inégalité et le caicul de ”m“ donnent donc

(1) Sup Hs < TP < 7 Bup 5 JE .

llzll = ? lell, =

Calculons alors ng||2 : pour tout i,j € I, on a par définition de '§Z,

» S'z(ej)> (ejei , Z) = l% Cik %o avec z= ;Le?f z e, . Ilvient donc

~ 2 | |2
5l =52 lzk_j.cj_ik 7| et

1

15 |5 = Y oz | .
z 2 3¢t IKEI. ijk “k |
Compte tenu de (1), ceci donne 1'indgalité cherchée.
Démontrons maintenant le théoréme 3, 1. Nous définissons sur BZON) une structure
d'algebre de Banach commutative de la maniére suivante. Soit (en) la base canonique

2 2
de @°(N), etpourtout x= n X €. y:Zn: y.e, dans p“@N), posons

(2) Xy = (i x‘iyi)e

i=2
11 est clair que (x,y) +Xy est une application bilinéaire de EZ(IN) X EZQN) dans
EZQN) ; il résulte de 1'inégalité de Cauchy-Schwartz que ”xy”(22 < HXHQZHyHBZ’ et
clairement xy = yx. D'autre part, il résulte aussitdt de (2) que pour tout x,y,z dans
EZQN), ona xyz=0. Alors en utilisant la proposition 1.9 et son corollaire, on voit

qu'ilr résulte du théoréme 2.1 que 1'espace de Hilbert H= EZ(IN) muni de la structure
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définie par cette multiplication est une Q-algebre. Pour voir que H n'est pas une

il suffit d'appliquer le lemme. En effet, d'apreés (2), on a

algebre de type /A,
JO si k#1 ou i=j=1,
= (ee. i€ ? = '
Cigk k lbij si k=1etietj=2,
désigne le symbole de Kronecker. Si on prend alors z,=¢€4 le premier
1 s
= 1), il vient

ol %ij
zk =0 pour k=2 et z_ =
o = o

élément de la base canonique de H (@ e.

Z: IE 1jk %o Z: 6
1L,]  k 1,j=2

ce qui montre que H n'est pas detype /A.

De ce contre-exemple, nous déduisons immédiatement la réponse au probleme

général posé :

THEOREME 3.2, Il n'existe pas de norme tensorielle naturelle « telle que la

classe J%ﬁ('x soit égale a la classe des Q-algeébres

D'apres

En effet, supposons qu'il existe une telle norme tensorielle naturelle «

¥', ni vy', nibienslr A.

ce qui a été dit au n® 1 cette norme ne peut étre ni
d%@a (cf. n© 4 du

&6 ce qui contredit le théoreme 3. 1

Alors le tableau des classes naturelles § 1) montre que la classe

des Q-algebres serait contenue dans la classe

telle que pour tout K >0 il

11 existe une Q-algébre A

n

COROLLAIRE 1.
, 2 )= z a.z. de degré 1 et a coefficients a, dans
i= :

existe un polyndme P(z1 ,
de la boule unité de A tels que

A, et n ¢éléments X,
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||P(x1,.. yX )|| =l Za X, ” Sup HP(Z ...,zn)HA =K Hza z; ”

|z1 <1 | i <1 i=1

En d'autres termes, la classe d%ﬁ\v est strictement contenue dans la classe des

Q-algebres.

En effet, dans le cas contraire, d'apreées le lemme de la proposition 3.1 bis, toute
Q-algebre serait de type \v, et la proposition 3.1 montrerait que la classe des

Q-algébres serait égale a la classe J%g\ v*

COROLLAIRE 2. L'équivalence

WV :
A ® B est une algebre de Banach commutative pour toute

B algebre de Banach commutative

n e o)

est fausse,

Raisonnons par 1'absurde, et supposons cette équivalence vraie. Soient A une
algébre uniforme, I unidéal fermé de A, posons R =A/I, etsoit B une
algebre de Banach commutative. Comme A est de type \vV, 1'équivalence montrerait

\v ~ ° ~
que A ® B est une algebre de Banach ; comme la norme \v est projective a gauche,
\Y WV \Y .
R® B estunquotientde A® B, etalors R® B serait aussi une algebre de
Banach, L'équivalence utilisée dans 1'autre sens donnerait R € d%‘@\v. Cette inclusion

confrontée avec la proposition 3.1 donnerait que la classe des Q-algebres serait égale

a la classe (ﬁﬁ\v ce qui contredit le théoreme 3.2,
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