Commutateurs d' intégrales singulicres

R. R. Coifman et Y. Meyer

Analyse Harmonique d'Orsay
1976




n® 211

R. R. Coifman et Y. Meyer

Analyse Harmonique d'QCrsay
1976



COMMUTATEURS D'INTEGRALES SINGULIERES

par R. R. Coifman et Y. Meyer

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.

THEOREME 1. Pour tout entier n€N, il existe une constante Cn telle que la

propriété suivante ait lieu. Pour toute fonction a € Loo(R), toute primitive A de a,

toute fonction f € L2(R) et tout €> 0, posons

N [Ax) - A"
T (a,f)(x) = le_x s . - £(y) dy.

Alors T(a,f)(x)=1lim Ts(a,f)(x) existe presque partout et 1'on a

e, < Tl i,

Nous prouverons également qu'en posant =~ Ty(a,f)}(x) = . sup !’Te(a,f)(x) l , ona
>0
Ireta,ll, < ¢ llall? [kl
La preuve du théoréme 1 sera décomposée en quatre parties.

Au § 1 nous supposerons que a et f appartiennent a la classe DR) de

Schwartz. Nous montrerons alors 1'existence d'un symbole 71 € L°°(Rn+1) tel que



2.

i(oc1+. .. 4+0_+S) X & & & :
(1) T(a,f)(x) = J e n 'r(oc1 § o .,ocn,s) a((x]). .. a(ocn) f(s) dat, . . .do ds.

Rn+1
n+1

Ce symbole est une fonction homogene de degré 0 sur R .
Au § 2 nous construirons une partition du bymbole T sur 1'espace projectif
+

, P>1, g>1 et r=>1, ilexisteune

BHi=

. Pn permettant de prouver que si (1]

kel k=]

constante C(p,q,n) telle que, pour toute fonction a € H(R) ettout f€ Lq(R), on
ait
(2) rca,0ll, < c,a,m [l [kl

Au § 3, 1'emploi de méthodes introduites par Burkholder et Gundy ("inégalités
aux bons A") permetira de passer aucas p =4, q=r dans 1'inégalité é priori (2).

Enfin au § 4, nous prouverons le théoreme 1 quand a € L*(R).

1. L'IDENTITE FONDAMENTALE.

PROPOSITION 1. Soit n= 1 un entier. Supposons que les n+1 fonctions

ai y..-,a et f appartiennent a DH(R). Soient Ajs... A des primitives de

A1ye.s@p . Alors, pour tout x réel, ona
(a0 -a,0]... [a_60-a_ )]
lim f(y)dy =
El'o - Iy—x ’28 (x_y)n+1
(3) i(cx1+...+ot +s)x ' & 3 A
Cnf e wn(ocl,...,ocn,s)a1(<x1)..an(cxn) f(s) da;...do ds
Rn+1
AP (s" sign s)
. T . PR
ol ¢ =-——0m=— etol wn(oc1, .. .,ocn,s) =
2mi)™"  n! I .
1 n
7 e rd n 7 . -
Dans cet énonce, on a pose A a, . . = Aoc1° wwi s XY A“n et A o est défini

par (Adg)(s) = g(s+a) - g(s).



La preuve de la proposition 1 repose sur les lemmes suivants.

LEMME 1. Soient g une fonctionde &HR) et X, un nombre réel tels qu'il

=gl )(x )

existe un entier n=1 pour lequel g(xo) =g! (Xo) =..

L. Jg(y’ D) = (-1t J—g@———dy.

..n n+1
dx (xo-y)

=0. Alors

La preuve tres simple est laissée au lecteur.

LEMME 2. Soient n=1 un entier et <p1,. . gon et £ n+1 fonctions de

AR). Alors pour tout nombre réel X, ona

f(y)dy =

[w1(X) - 901(3')] e Eﬁn( y)]
o |

(4) | (X - y)n+1

A it +. ..+t +8) X _ 4 A &
L i T e ! n . (t.)...0 (t )1i(s) AT (s" sign s)dt,..dt_ds.
n+1 N 11 n'n Tige st 1 n
(2m) R . 1 n

Remarquons, en effet, que AR

; ¢ (s" sign s) =

ERREELS

T (-1)" lJ |(s + 2 t.)sign(s+ T t.); la sommation porte sur toutes les parties J
J Jj€J j€J
de {1,2,...,n} et |J!|=cardd.

Le membre de droite de (4) vaut donc
- \ |
z S aas > I o, (x )DH( T o.(x) (x))(xo) ou H est la transformation de
J : J j¢y 3 jeg ! '

Hilbert (convolution avec 1/x). On applique alors le lemme 1 a

n
; =11 AX - v f .
e(y) 1 (05(x5) - 05() £(y)

Revenons maintenant a la preuve de la proposition 1. On remarque d'abord que si

g : R > C est une fonction continue dont la dérivée n~ieme, au sens des distributions,

appartient a’ L°°(R), on a AZ g ' < ”g(n)”w la1 l - lcxn'l .

1".0’an



Posons alors

. Al (s" sign s)
1(cx1+. . .+an+s) L S A
@) = [ e . _ a(a) ...
R+ (1oc1+s) e (1ocn + €)
. an(cxn) f(s) do, ... de_ ds.

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue montre que lim I(e) est, au coefficient
: ev0 '

cn(i)n pres, le second membre de (3).

A

Mais a(a) est la transformée de Fourier de Af(x) = g =X r e('zt a(t) at.
ix + € —c0

Cette dernitre fonction appartenant 8 .J(R), le lemme 2 s'applique et donne

(A% - afw]... A% - Afm)]
f(y) dy.

1
I(g) = 1(211)n+1 r-,,lr-‘-v. p.J
n+1

(x-y)
Enfin, quand € tend vers O, A;:(x) -—->Aj(x), 1<j<n, uniformément sur tout .

compact. Il en est de méme pour toutes les dérivées de Ajs(x). On montre alors sans

difficulté que

S5
rd

(A8 ) - a5 ... [AS) - A%y
v.p. dy
j : (X_y)n+1

(y) dy.

n+1

[a,)-A,)]... [a x) - A )]
V. p.j f

(x-y)

2. |lr@,oll, = co,a,m [l lell,.

Quelques définitions préliminaires sont nécessaires.
Dans tout ce paragraphe p, q et r désignent trois nombres réels tels que

+ === ; de plus 1'exposant conjugué de r est noté

p>n, q>1, r>1 et

T3
Ral )
Hi—

s‘: +==1.

R TN
nia



D

DEFINITION 1. Avec les notations ci-dessus, Q(p,q,n) désigne 1'espace vecto-

1

. i . 4 n+ z « 7y 7 .
riel des fonctions mesurables et bornées o : R > € possédant la propriété suivante :

il existe une constante C telle que, pour toute suite Qys -9, f et g de

n+2 fonctions de A(R), on ait

IJ . o(oc1, .,ocn,s);1(cx1) ;n(cxn) f(s) é(on1+.,..+ocn+s) der ... dor
R
<clal ...l 1], Tl
n

Une autre maniere d'exprimer (5) est d'associer @ ¢  1l'opérateur T N (a1 yeees@ )

défini par !___Tc(a], " ..,an) f] (x) =
i(oc1+. . .+o:n+s) A & " ‘
1 e a1(oc1) an(ocn) f(s) da, ... de ds.

Alors (5) exprime que si a., ..., a_  appartiennent a AR), T, (ai, cen ,an) envoie

‘l b4
a r ' la Il ... T
LL® dans 1. avec une norme ne dépassant pas C a, Do an b’
En particulier, prouver (2) revient & montrer que @ € Q(p,q,n).
Désignons par A% 1'espace des fonctions & décroissance rapide sur le groupe
multiplicatif ]O ; +°°[; ¢ € A% sietseulement si ofe¥) € AR), espace usuel de

Schwartz. Si o € Q(p,q,n), lanormede o est, par définition, la borne inférieure

des constantes C figurant au second membre de (5).

PROPOSITION 2. Pour toute fonction ¢ € /)x, toute fonction o € Q(p,q,n)

et tout entier j telque 1< j<n, qo(lai.l)o(oc1,...,o:n,s)€Q(p,q,n).

J

On remarque d'abord que o € Q(p,q,n) et TER entrainent que o iy défini
par 07(0‘1’ . en ,ocn,s) = ]s I" 0(0(1 youn ,ocn,s), appartient 3 Q(p,q,n). La norme

de o, ne d?passe pas C(1+ I‘r ! )”0 ” Cela résulte de ce que "s liT soit un



multiplicateur de  &LI. La méme remarque s'applique & lcxj I”o(on1 y ey an,s)
La preuve de la proposition 2 est maintenant immédiate : on développe
400 .
o(x) = J T p(r)dr ol ¢ estla transformée de Mellin de ¢ ; la fonction ¥
~00
a donc une décroissance rapide a 1'infini. Alors on a

400
qo(l—%l)o(ocl,. o o) = | sl 10t .y, 9) p(r) ar
-0

et cette derniére fonction appartient & Q(p,q,n).

PROPOSITION 3. Soit 7 : R™! — € une fonction mesurable. Appelons €
. n t! ' tn
1'ensemble des 7=(t1,..., tn)€R tels que loc] ’ locnl ﬂ(cxl, .y n,s)

appartienne & Q(p,q,n). Alors ¢ est une partie convexe de R,

Il suffit de prouver que 7, €é, Y, €€ et 0su<1 impliquent
uy, +(1 -u) 726‘@. On posera 74 =(S1""’Sn) et 72=(t1,.. 5 tn).

On fixe les n+2 fonctions @y, - 58, f et g dans A(R) et les deux

pointé vy, et ¥,€E-B etonconsidere, pour 0<sux<1 et z=u+iveEC,
1 2

|z s]+(1_—z) t1.' lz sn+(1—z) t

1(z) = lcx

1 s,
Rn+1
: 1r(oc1,.. Ly cxn,s)a1(oc1) ...a (o: )f(s)g(a .+cxn+s) dx, . . do c_ls.
On vérifie sans difficulté que Re z € E), 1] implique
l |zs1+(1—z) t, l |zsn+(1-z)tn‘ . I «‘51 l Isn
« - la SSup{oc] e o ,
lot] I b... 'cxn| n} ; 1'hypothése 74 €€ et 7266 entraine donc !I(z)ls C,

ou C, dépendde a

1 a s f et g. Deplussi Rez=0,

17 "0

|1(2) | SC2'(1+|zl)"”a1” Ha H Hf” ”g” ou C, medépendquede p,q et v, ;



7
cela tient a 1'hypothese Y € @ et alaremarque, déja utilisée dans la démonstration

de la pfoposition 2, que o € Q(p,q,n) et 7T €R impliquent

Iaj l”c € Q(p,q,n). On a un résultat analogue si Re z = 1. On considére la fonction

holomorphe (1+z) " I(z) & laquelle on applique le principe du maximum dans la bande
O0<Rez=<1. Ilvient,si Rez€ [0,1],

1) =yt Ll ..o e

ot C, nedépendquede vy,, ¥,, P et q. Désignons par §_1'intersection des
3 1 2 _ _ n

Q(p,q,n) pour g+ <1, p>n et q>1.

Q-

LEMME 3. Supposons que ¢ appartiennea - Alors la fonction

Rn+2

T —>» € définie par T(oc1,...,cxn+1,s)=o(<x1,. o, S+

PP o n+1) appartient a

Qn+1 *

3 \ ‘o . 7 —
Cela tient a1 .1dent1te T,r(a1 R N £) = Tor(a1 ,. .,a f) dont la preuve

a
n’ n+1
élémentaire est laissée au lecteur.

Nous allons montrer que w, € Qn en raisonnant par récurrence sur n<= 1.

Définissons d'abord wo(s) =signs et Qo comme 1'ensemble des fonctions m(s),

mesurables et bornées sur R, qui sont des multiplicateurs de {FLP pour tout

Posons enfin En = — Az o (sn"1 sign s). Nous supposons n = 1.
Opee 00 17°°"?"n

Alors wn et “n sont "équivalents" comme le prouve le

LEMME 4. Pour tout n= 1, w, =@, € Qn.

En effet, appelons T o2 la fonction définie par (T crg)(s) = g(‘s+oc). Alors



Aa(sg(s)) = s(A 0(g)(s) + (T 0‘g)(s‘) et, de facon plus générale,

n n
A (sg(s)) = s(a g)s) + Z? « T A v
Oy s O oc1,...,cxn o1 39 7],...,ocj,...

ou ocj signifie que O‘j est omis dans la suite UppeensOoo En particulier

1 n - ¥
W = —— Aon 0‘(s 51gns)_w + Z R (ch, L P S+, ).
o S, = ) ?

Le lemme 4 résulte donc de 1'hypothese de récurrence et du lemme 3.

Revenons a la preuve de @, € Qn, n=1.

Soit ¢ une fonction appartenant a H(R) et égale a 1 sur [—n,n:l s
supposons de plus que ¢ est paire. Cette fonction ¢ est fixée et servira a construi-

re une partition de ZBn sur P .

LEMME 5. On a [1 - <p(as1-)]..[1 -<p(§'—)]5n(oc1,...,ocn,s)=0.
n

En effet, si ce n'est pas le produit des crochets qui est nul, alors ls l >n locj !

pour 1<j<n. Onadonc sign(s+ X ocj) = sign s pour toute partie J de

j€J
- ; -1
{1, ...,n} et wn(oc1 ,n,s)— —ﬁl—s—-zf; « (sn )=0.
oc1...o:n 17°°"7"n

LEMME 6. Pour toute partie non vide J de {1, ..., n},

w,= I tp(——)w(oc c..,X ,8)EQ .
J jcJ j n’ n

Supposons que CardJ=k= 1. On peut, par symétrie, se restreindre au cas

ot J={1, ...,k}.

On sait, gréce a l'hypothese de récurrence et au lemme 3, que, pour tout j,
(sP-1 sign s) ’
L €Q

s
Xpeee & v &
(L AL

o ¢

. . oo
45 -V

n

De facgon évidente cr(oc1 e ,cxn,s) € Q_  entrafne sign % c(cx1, ... ,cxn,S) €qQ..



o | n

Onadonc —3— & €Q_ pour 1<j<n. Si 0<6.<1 et £ 6.=1, la
S n n 3 1 j . .
6 6
o |7V e I
n —
proposition 3 donne wn(oc1 yerey @ ,S)EQ De facon évidente
s
0(0:1,..., % s) € Q_ entraine sign % 0(0{1, ...,.ocn,s)e Q“l
En particulier si 63 = % pour
| N PP A
1<j<k et 6j=0 sinon, le symbole ;= . wn(o%,...,qn,s)l

appartient a Qn. Pour terminer la preuve du lemme 6, il suffit de remarquer que

Wy = I zp(ai)signs&:] o Px)= |x|1/kgo(x)€,/§x.
1<i<k %
La proposition 2 s'applique etl'ona w '3 € Qn. Le lemme 5 permet d'écrire
E’n =-2 (-1) IJ Iw g5 la sommation est étendue a toutes les parties non vides J de
J
{1 y ey n} . On en déduit Zb'n €Q etlelemme 4 entraine w €Q.

3. METHODES DE VARIABLES REELLES.

Elles sont semblables a celles utilisées dans [5] . Nous allons cependant en
reprendre 1'exposé pour éviter la géne du lecteqr‘ et y introduire quelques simplifica-
tions.

Nous nous proposons de systématiser les démonstrations pour les rendre

éventuellement applicables a d'autres noyaux que [A(x) = A(y)] n/ (x—y)n+1

DEFINITION 2. Un noyau K(x,y) est appelé un noyau de Caldero'n—Zygmund

s'il posséde les propriétés suivantes




10.

(a) K(x,y) est une fonction a valeurs complexes, définie et continue sur

1'ouvert © de R®  défini par y#Xx

(b) les dérivées partielles % et —g—l-; (prises au sens des distributions),

sont des fonctions mesurables et localement bornées sur § et il existe une constante

C tellf_eque !K(x,y)lscly—xl_1, l%g—lscly—xl“z et l%—%lscly—xl-Z

(c) 1'opérateur tronqué T, étant défini, pour tout €>0, par

Ts(f)(x) = jl l> K(x,y) f(y) dy, il est requis que pour toute fonction f € H(R),
y-X | =€

lim Te(f)(x) existe pour presque tout x. Cette limite est la définition de T(f)(x).
€

~(d) il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction f¢€ H(R),

onait [l = cll,.

La plus petite constante C pour laquelle (b) et (d) sont vérifiés est appelée
la norme de K et est notée ”KH

Les noyaux de Calderon-Zygmund présentent un ensemble dé propriétés remar-
quables mises en évidence par A. Calderdn et A. Zygniund. Les {echniques nouvelles
introduites par ces auteurs s'appellent "méthodes de variables réelles" et ont été
développées par Cotlar, Stein, Burkholder et Gundy. Voici une propriété importante
des noyaux de Caldero/n—Zygmund que 1'on démontre par les méthodes de va_riables
réelles. Si -f e1P R), 41 <p< 4> et si K(x,y) est- un noyau de Calderdn-Zygmund,

on pose (T,f)(x)= sup ITE(f)(x) |. Onaalors 1a proposition suivante.
>0

PROPOSITION 4. Pour tout noyau K(x,y) de Caldero'n-Zygmund, 1'opérateur

maximal associé T, est borné sur LP si 1<p<4x= etenvoie L' dans

1.1 faible.



11.

Lorsqu'une fonction K(x,y) est définie par une formule explicite, les
vérifications des‘ propriétés (a), (b) et (c) ne présentent pas de difficultés sérieuses.
En revanche (d) est beaucoup plus malaisée a démontrer.

Les difficultés que 1'on rencontre dans la véfification de (d) ont amené les
auteur's a introduire une condition plus maniable que nous allons présenter.

Pour tout intervalle 1 de nombres réels de longueur ]I I non nulle et finie
et pour tout p € [1 , +oo[, on pose, si f€LP (R),

loc

M (&5 1) = (g [ e [Py any /P,
o6 1) = (1 | 1P @

DEFINITION 3. Soient gq=r= 1 deux nombres réelset T un opérateur

linéaire transformant les fonctions f € O@(R) en des fonctions mesurabies.

Nous dirons que T vérifie la propriété H(q,r) s'il existe une constante

C > 0 telle que, pour tout intervalle I de longueur non nulle et finie et toute fonction

f € DR) dont le support est contenu dans I, on ait

(6) MP(T(f) ;1) <C Mq(f ; I).

Si r=1, nous écrirons M(f ; I) au lieu de Mr(f : I). Remarquons que
si r=1, Mr(f s I)= M(f ; I) de sorte que H(q,r) entrafne H(q,1) ; dans la _

suite nous écrirons H(q) aulieude H(q,1).

THEOREME 2. Soient q un nombre réel appartenant a 1'intervalle ] 1,2 [

et K(x,y) une fonction vérifiant les propriétés (a), (b) et (c) des noyaux de Calderon-

Zygmund. Alors les deux propriétés suivantes de K sont équivalentes

(I) K(x,y) estun noyau de Calderdn-Zygmund

(IT) 1'opérateur T associéa K par la condition (c) posséde la propriété

H(q).



12.
L'implication (I) = (II) est immédiate. On a, grace a la proposition 4,

”T(f)‘”q < Cq”f”q qui entraine

q., - 4 _ qlllla _ ~a Qe .
JI|T(f)| ax = i) I _chqu = quI|Mq(f ; 1),

En divisant par II l , il vient Mq(T(f) ;I)sC Mq(f ; I) et a fortiori

M(T(£) ; 1) SCMq(f;I) si 1sr<q et q=1.

La partie essentielle de la preuve de 1'implication (II) 2 (I) sera de montrer
que la norme ”K” du noyau de Calderc?n—Zygmund K ne dépend que des constantes
figurant dans (6) et dans la condition (b) de la définition 2.

La preuve du théoréme 2 sera donnée plus loin. Montrons d'abord que le
théoreme 2 implique le théoreme 1 lorsque a=A'€ HMR). Si At =ac H(R) et

K(x,y) = [A ri&y )‘j , les vérifications de (a), ( ) et (c) sont triviales et laissées au
x-y)

lecteur.
Pour démontrer (6), appelons J 1'intervalle "double" de I ; le centre de J
est l'or*igine'de I etlalongueur de J est quatre fois celle de I. On peut écrire

a=a,+a, ol a, € H(R), Ile support de a, estcontenudans J, a,=a sur

Alors, si x et

I et Ha1”°93 HalLo. Désignons par A1 une primitive de a,.

y appartiennenta I, on a, de facon évidente, A](x) - A1(y) =A(x) - A(y). Dési-

[Ak) - A)]"

gnons par K(x,y) le noyau n+1
(x-y)

[A,x) - A ]"

(x;-y)n+1

‘dans 1 et pour tout x€I, JK(x,y) f(y) dy =jK1(x,y) f(y) dy. 11 en résulte que, si

et par K1(x,y) le noyau

On a, pour toute fonction f € H(R) dont le support est contenu

1<r<gq et , gréce a(2),

Hi-—

+

oS
Q=

(f In 1 /e clo 2 o, = clal® WLl



13.
11 reste a démontrer le théoreme 2.
Une premiére réduction, de caractere purement technique, consiste a se
ramener au cas ou K(x,y) est une fonction indéfiniment dérivable sur tout Rz.
Nous allons pour cela approcher le noyau K(x,y) par des noyaux Kj(x,y) nuls au
voisinage de la diagonale, vérifiant la condition (6) avec une constante C ne dépendant

pasde jEN ettels que, pour toute fonction f E€H(R), on ait, presque partout,

@) ke — [kenman,

Nous prouverons que les noyaux Kj(x,y) sont des noyaux de Ca_lderén—Zygmund
et que sup”KjH < 400, Alors la propriété (d) pour le noyau K résultera du lemme
de Fatou.

Pour construire Kj(x,y), on appelle ¢ une fonction de la classe D(R),
paire, égale & 1 au voisinage de 1'origine et 1'on pose <pj(x,y) = @!:Zj(y—x)] . Soit

Kj(x,y) =(1- @j(x,y)) K(x,y). On montre sans difficulté que lKJ.(x,y) |<c ly—x I"1 ,

oK. OK.
--b—i;'-(x,y),sC]y—xl"2 et —b—s—?-(x,y)'-scly—le oli C ne dépend pas de j.

Pour démontrer (6), appelons ¢ 1la transformée de Fourierde ¢. Ona

Ky = Ko,y - 4 (K ) s a o

Jst
Kj t(x,y) = exp(-i2’tx) K(x,y) exp(i2’ty). Les multiplications par des caractéres ne
?

ne changeant ni les supports, ni les normes L' des fonctions, les noyaux Kj "
b

~ vérifient (6) avec une constante C ne dépendanf nide j, nide t. Ilenestdonc

de méme pour KJ.(X, y) car ¥(t)€ L.

Pour s'assurer de (7), appelons "@J 1'opérateur associé a Kj' On vérifie

» m -
sans peine que C@J. =-2 J 0! (ZJs)Te de ; Tg étant 1'opérateur tronqué
o



14.
J K(x,y) f(y) dy. On en déduit qu'en tout point x ou lim TE(f)(x) existe,
ly-x |=e 210

onaaussi 1lim G.(£)(x) = T(E)(x).
joe
Dans tout ce qui suit nous raisonnerons sur Kj et Cl% mais pour éviter des
notations trop lourdes, nous écrirons K au lieu de Kj et T aulieude CZ?J
La preuve de 1'implication II =1 du théoreme 2 repose sur 1'utilisation des
"inégalités aux bons A" introduites par Burkholder et Gundy dans [1] . Mais tout

d'abord quelques lemmes sont néceséaires. Les lemmes 7 et 8 n'utilisent que les

conditions (b) portant sur K.

LEMME 7. Soit 6 >0 un nombre réel. Il existe une constante C(6) ayant

la propriété suivante : pour tout intervalle 1 de longueur € > 0 et tout nombre réel

x dont la distance & I, notée d(x,I), dépasse 00, ona

(8) Vx,€I, Vx,El, lK(x1,x)—K(x2,x)ISC(6)E—(—QI—):P.
. i X,

11 suffit, compte tenu de 1'hypothese l%_l)% (x,y) l <C ly—x l—.z, d'appliquer

1'inégalité des accroissements finis pour obtenir (8).

LEMME 8. 11 existe une cornstante C ayant la propriété suivante. Si

I= Ec y oc+9] est un intervalle de nombres réels et si J= Ex—29 . oc+29] est

1'intervalle double, pour toute fonction f € Lz(R), ‘nulle sur J, pour tout x1€I,

tout x

2€I ettout £ €I, ona

) |7(0)6x,) - 706 | < C £(6).

*
La fonction maximale de Hardy et Littlewood, notée f (x), est définie par

| U e) et
s o [l
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La vérification de (9) est immédiate car lT(f)(xz) - T(f)(xW) l <

j |K(x2,y) 1,y ) 15y) [ay <c8j —]ﬂﬂ—dy<Cf (£).
C; (€ - yF

En conservant les notations du lemme 8, on a, de méme,
(10) | (0)(x,) - T, ) | = C £(E).

Pour prouver (10), il suffit de démontrer 1'inégalité correspondante pour les
opérateurs tronqués

*
(1) |7 06y - T 0 | = cf (o).

Trois éas se présentent dans la vérification de (11).

Si 0<eg< e, Te(f)(x) = T(f)(x) lpoux‘ tout x €I et (11)n'est-autre que (9).

Si €< e=<28, onapardes majorations trés simples, pour tout $(€I,

T _(£)6x) - T(E)x) | = C£(¢) et (11) résulte encore de (9).

Sienfin €> 20 , appelons Xe la fonction caréctéristique de [cx—e y d+s]
et posons g="*f xe et h=f- g. Par des majorations semblables a celles utilisées
dans le seéond cas, il vient, pour tout x €1, ITe(f)(x) - T(h)(x) l < Cf*(g) de sorte
que (11) résulte encore de (9) appliqué & h et de la femar*que évidente : h' (¢) < f*(g ).

L'énoncé du lemme 9 nécessite d'introduire ung'; variante de la fonction maximale

‘de Hardy et Littlewood. Pour tout q> 1 et toute fsnction mesurable f:R >C,

nous poser'ons M (f)(x) = sup Mq(f I). On a alors
Iax

LEMME 9. Si le noyau K(x,y) vérifie H(q), il existe une constante C >0

telle que, pour toute fonction £ € LZ(R) ettout x € R, on ait

(12) T, (%) = [TE] x)+CM D)
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Ici encore il suffit de prouver (12) quand le membre de gauche de (12) est remplacé
par ITE(f)(x) ' . Désignons par I 1'intervalle ]_—x , X+€g/ 2] et par J 1'interval-

le "double" Bc-—e y x+e_l. On décompose f en f +f2 ol f1 est le produit de

1
f par la fonction caractéristique de J et ol f,=1- f£,. Par définition de

1'opérateur tronquée, Te(f)(x)= T(f2)(x). Pour tout y€I, ona

13 7060 = 1) < 10 - 1) | + e | <

cf )+ 176)y | = c @+ ltow | + 1) .

L'inégalité (13) étant vérifiée pour tout y€I, on peute grendre_ la moyenne sur
I. Ilvient, en appliquant H(q),

(149 o] <cro+ | ITom ey +c( jlf |9 ayy'/.

1]

11 suffit maintenant d'utiliser la définition des fonctions Mq(f) pour obtenir

(15) 7060 | < € 60+ L] ) + € M (1)),
On remarque alors que f*(x) < Mq(f)(x) et, en prenant la borne supérieure du

membre de gauche de (15) par rapport 2 € > 0, on obtient (12).

PROPOSITION ("Inégalité aux bons A"). En supposant toujours que le noyau

K(x,y) véritie (a), (), (c) et H(q), il existe une constante C>0 etun ¥ >0,

ne dépendant que des constantes figurant dans les inégalités (b) et dans la définition de

la condition H(q), tels que la propriété suivante ait lieu:si 0<y < Y, e A >0,

(16) ,{T*(f)> 2% My(6)< 'yk}l <cy [{r@>a} .

On a désigné par l{F > A} I la mesure de Lebesgue de 1'ensemble des xER

tels que F(x)> .
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Puisque K(x,y) est nul dés que ly-x l est assez petit, il existe une constante
C (dépendant de j, indice omis dans togte la démonstration) telle que
Ty(E)x) < C(1 + |x |)~] lorsque f€ H(R); en particulier T,f€ L2.

Comme 1'ont montré Burkholder et Gundy, (16) entraine la propriété suivante.
Pour tout r > 0, il existe une constante Cr" ne dépendant que de r et des
constantes figurant dans les conditions (b) et H(g) telle que, pour toute fonction
teHR), onait
(17) Freoll, = c ol
a condition que les deux membres de (17 ') soient finis. Si r=2 et q<2,

”Mq(f)”2 = C(']Hf“2 ; (17) fournit 1a propriété (d) des noyaux de Calderon-Zygmund.

n resfe a prouver (16).

Pour tout €> 0 fixé et toute fonction f€D(R), Te(f)(x) est une fonction
continue de x. L'ensemble Q(g) des x tels que ITs(f)(x) | >\ est donc ouvert
et il en est de méme de la réunion | Q des Q(g); Q estl'ensemble des x tels
que Ty(f)(x) > X. Puisque Ty(f)(x) = 0( |x !_1) al'infini, © estborné et ses
composantes connexes sont les intervalles ouverts disjoints Ik = ]o&k ¥ ock+3k [,
k= 0. On désignera par J _ les intervalles "doubles" ]ork—'Z Bk y O +2 Bk L.

k

Soit Ek 1'ensemble des x € I tels que T, (f)x) > 21 et que
M q(f)(x) < yX. Nous allons montrer 1'existence d'une constante C >0 et d'un

'yo > 0 tels que, pourtout k=0,

(18) IEk|s.Cyek si 0<y<vy,.

En additionnant les inégalités (18), on obtient (16).



L s,
1 \

%”f«’mms P

kSl E, estvide, (18) est évidente. Qo 907

Sinon, il existe au moinsun £ € Ik tel que Mq(f)(g)‘ < yX. On pose alors
est le produit de - f par la fonction caractéristique de Jk.

=1, +f, ou f,
On a alors, gréce a(10), pour tout x €1

ITult)0) - Tuiq) | < C £ scmExe)scar.

des xelk_ tels que

est donc contenu dans 1'ensemble Ef{
' est

L'ensemble Ek
< [repl" @+ e M e, B

T*(fl)(x) > X(1 - Cy). Puisque T*(f1)(x)
ou

lui-méme contenu dans la réunion F, U Gk

- {Xelk ; [T(f}ﬂ*(x)'> %(1 - Cy)}

’ ’ 1-C
o= 105 M) > 20N
nous allons évaluer [T(f )] (x) en ut1hsant I‘me—

1! interfvalle

et -
Pour majorer la mesure de Fk
x+8
?T(f )l(t) da.si = 38k,

galité évidente T(f ) (x)< qup 5T J
Jk ‘et a fortiori contieht le support de f

On peut donc

| E{—B s x+é1 contient
~utiliser H(q) et il vient
ﬁ X+e . ]/
J lT(f ) lat <cC sup (Z’Ej ‘ [9at)/%9< cm (f)(g)< CyX.

£=35 20

Si donc, pour x € Ik,
x+£
]T(f )!dt> (1 - Cy). Désignons par g(x) lafonction T(i,)x)
g < 39 75 | Pent |

cxkf < 49’1{ ; g,(x)=0 sinon. Alors, pour

LT(f1)j (x)> A (1 -Cy) et 31 o<y <"yo, nécessairement

Ix -

et deflmssons g1(x) g(x) si
En appliqt;lant a la fonction g, 1'inégalité de type

g¥(x)> X1 - ).

tout x €F,
faible de Hardy et Littlewood, il vient
+4 ce ‘ |
R =S -cyy (KK peylat = <K (1 - cy)! M(f)(g)<__?’_2 ;
k' T X X _ Tk
| o vty ey
| est contenu

nous avons pu, la encore, apphquer‘ H(q) pulsque le support de f

dans Eork 4ek,crk+49]
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Pour majorer le I, onremarqued 'abord que, pour tout q= 1 et toute fonction
mesurable g: R 3 € M (g [( lg Iq) ] 1/q I1 résulte alors de 1'inégalité

: § ). galite de
type faible de Hardy et Littlewood que, pour toute foriction g € LY ettout s> o,

on a

o> s} < S lal?e

AU -CY) o4

“En appliquant cette inégalité a s = 5 eta g=t1 et en tenant compte de

']’

(qu)(g) <yX, ilvient le | < cy9(1 - cy)™@ ek < C'yek si ¥y est assez petit.

On a donc, si O<7<70,' lEle IF‘kl+ ]thSC“')’ek-
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