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UNE EXTENSION D'UN RESULTAT DE W. RUDIN

par Anne-Marie Chollet

. . . n
On se propose d'étendre aux domaines D strictement pseudo-convexes de €

un résultat de D. Sarason [8] pour le disque et de W. Rudin E{l pour la boule.

THEOREME. Si o est la mesure superficielle sur 3D, lafrontiere de D,

%% )+ C(dD) est une sous algdbre fermée de L 7(o).

On obtient un résultat analogue pour d'autres mesures vV que la mesure super-
ficielle o, pour foute mesure o + !.ul ol u. est une mesure sur D, ou pour
toute mesure v + ]u l ol v estlamesure volume et 4 une mesure quelconque
portée par D.

La démonstration se fait en deux parties. On établit, en utilisant un théoréme de
T. W. Gamelin et J. Garnett, que %" (v)+ 6€(Suppv) est fermé dans L7(v). Puis,

en s'inspirant de la démonstration de W. Rudin, on montre, a 1'aide du noyau de Henkin

que #7(v) + €(Supp v) est une algebre.

I .

Soient A - une algebre uniforme sur un compact X et v une mesure positive



sur X. Onnote C(X), 1'algebre des fonctions continues sur X et £7(v),
1'adhérence de A dans L7(v) pour la topologie faible étoile, c¢'est-a-dire, la

topologie O‘I:-Léo(l/) , vL1(v)] .

1. PROPOSITION. Si, pour toute fonction u continue sur X, ona

d(u,A) = d(u , #7(v)) ,

alors $7(v) + C(X) est fermé dans L7(v).

Preuve. On a, comme dans E‘S] ,

C(X) = L7(v) —— L)/ %" (v)
oli i estl'injection canonique et 7 1'application quotient donc,
—1 . ] 7 o . . ’ co
T [TT(l(C(X))) est fermé dans L7(v) si m(i(C(X))) est fermé dans L7(v)/£Tv).
Mais, par hypothése, les espaces C(X)/A et w(i(CX))) sont isométriquement isomor-
phes. Puisque C(X)/A est complet, = B(C(X))] 1'est aussi, ce qui établit la

proposition.

2.S0it M le spectre de  ®7(v); pour tout point p de X, onnote 'ITLp,
la fibre de ML au-dessus de p, c'est-a-dire, 1'ensemble des homomorphismes <p
de M ‘qui vérifient ¢(f) = f(p) pour tout élément £ de A.

On dira que 1'algébre A a la propriété (L) Si', pour tout point p du support
de v, pour toute fonction u de C(X) et toute fonction £ de # (v) vérifiant
lf !s u pr‘ésque partout par rapporta v, ona

l@(f)l < u(p), pourtout & de m;p.

Soit T une mesure sur X, onditque T estabsolument continue par rapport



3.
5, L » : - ~
a A sietseulementsi 7T estabsolument continue par rapport a une mesure sur
X orthogonale a A.

On utilise, dans la suite, un théoréme de T. W. Gamelin et J. Garnett [‘J .

3. THEOREME. Soient A une algébre uniforme sur un espace topologique

compact X et v une mesure positive dont le support est X. Si A ala

r— ———

propriété (L) et si, pour toute mesure T sur X absolument continue par rapporta

L une
A", 1'application restriction de Lm(v-;-"rf) a LP(v) estfisométrie de 5@00(22-%-11'!)

(o0] . . .
sur § (v), alors, pour toute fonction u continue sur X, ona

RIS —

dlu, A) = d(u , %)).

II

4, Soit D  un domaine borné de Ein, n=1, de classe C2 strictement
pseudo~-convexe. Il existe alors une fonction o a valeurs réelles, de classe C2
dans un voisinage de D, 1'adhdérence de D, telle que

i) D= {z ; p(z) < Q},

(ii) gradp #0 sur dD,

(iii) p est strictement plurisousharmonique dans un voisinage de dD.

Oh désigne par J@w(D), 1'algébre des fonctions holomorphes et bornéés dans D
et par A(D) 1'algebre des fonctions holomorphes dans D, continues dans D.

Pour toute mesure v sur D, on néte %%(v), 1'adhérence faible étoile

dans L™(v) des fonctions de A(D). Si v estla mesure volume sur D, on sait

[3] que B7(D) =8B"w).



4.
On dit qu'une mesure u sur ?D, lafronticrede D, estune A-mesure,
sil'ona

Iim fn du =0,
nscwddhd

pour toute suite bornée (fn) de fonctions de A(D) convergeant ponctuellement vers
0 dans D.

Dans tout ce qui suit, o désigne la mesure superticielle sur dD.

5. PROPOSITION. Pour toute mesure [ portée par 2D, % (o+ lIJ.I Y+ €(D)

est fermé dans L’ (o+ l/.tl ).

Preuve. Soit p_ une A-mesure sur 0D, 1le théoreme 3 s'applique a A,
la restriction & ®D des fonctions de A(D) sil'onpose V=0 + {;.t a 1 . Lr'algebre

%°(v) a, en effet, la propriété (L) puisque tout point de Ia frontidre d'un domaine D
(L .
strictement pseudo-convexe est pic pour A(D), /c'est-a-dire, qu'en chaque point p
de dD, ilexisteune fonction f de A(D), égalea 1 aupoint p et de module
strictement inférieur é' 1 partéut_ ailleurs. De plus, toute mesure 7T yabsolument
. N L : [6] N
continue par rapporta A  est une A-mesure ; on conclut donc, d'apres un
résultat de B. Cole et R. M. Range [?] que 1'application restriction de L°°(V+ ! 'rl )
a I°(v) est une isométrie de #6"(v+ l fl ) sur %7(v). On adonc
“( + lu, )=
du, % (o + lp 1) =du, A),
pour toute fonction u continue sur dD.
Soit M une mesure quelconque surr 0D, on sait [’1] qu'elle s'écrit
=4, + K

1
ol U a est absolument continue par rapporta A et U S est singuliére par rapport



a toute mesure orthogonale. Pour une démonstration détaillée de ce résultat on peut
se référer a [3)] .
Ainsi, toute mesure v, absolument continue par rapporta o + t#! et orthogo-
nale 2 A, estabsolument continue par rapporta o + I“a ! . Ona donc
€0 + ) =10 + lu her™w )
et, de 13, pour toute fonction u continue sur oD,
aw %70 + lul) = aw %70 + u, ).
Mais, Ko absolument continue par rapport a une A-mesure, est une A-mesure,

ce qui permet d'obtenir
d(u ,%7(c + l)) = d(u y A)

et de conclure a 1'aide de la proposiﬁorir 1.

6. Onnote ¥(D), 1'algdbre des fonctions continues sur D qui se prolongent

continiment & D.

7. PROPOSITION. Pour toute mesure p sur D, 36°°(v+]y|)+€(“15) est

fermé dans L™ (v+ l#i).

Pour toute mesure v dont la restrictiona °?D estune A-mesure les hypo-
‘théses du théoréme 3 sont vérifides. L‘application restriction de ¥~ (v + } v} ) a
%7°(v) est une isométrie [3] et la propriété (L) eét satisfaite en tout point de D.
On a donc, pour toute fonction u de €¢(D),

dlu , AD)) = dlu , 820 + |v]).

Dela, si i estune mesure quelconque sur D, comme dans la démonstration

de la proposition 5, on décompose sa restrictiona dD en p a gt us, ‘pour en

déduire



d(u , AD)) = d(u , 67w + | ul))

et établir ainsi la proposition.

III
Si & estunouvertde C" , onnote (oD, #(£)), 1'espace des fonctions
continues sur dD a valeurs dans J6 (&), l'élgébre des fonctions holomorphes sur §.
On note par le méme symbole la fonction de € (oD , #6(Q)) et la fonction définie sur

dD X £2.

8. THEOREME. [5] . I1 existe un ouvert § contenant D et il existe des fonctions

A et B définies sur 2Dx &, telles que

a) A et B appartiennenta €(dD , #(Q)),

b) B ne s'annule dans ?DxD qu'aux points ({,z) telsque ¢ =z,

c) si f estunefonctionde A(D) ona, pourtout z dans D,

i(z) = H(Z,z) £(L) do (T)
oD ‘

A(t,z)
B(¢,z)

® >0
d) ¢tant donné € >0, il existe [tel que, pour tout t dans D,

9___‘\_1_ H(C,Z): n'’

J le - tl 6,0l aw@)<e.
S(t,3%) NoD

9 /. Soit £ une fonction de g@oo (D). Entout point z de oD on note v,
lanormale a dD en 2z orientée vers 1'extérieur et
* .
f(z)= lim £f(z - € VZ).

-0
Une telle limite existe presque partout sur dD [9] .



7.

10. PROPOSITION. L'application f+f  définit un isomorphisme isométrique de
%°(D) §_13_:g_* %) etl'ona

f(z) = H(L,z) £°(2) do (L).
oD

Preuve. Soit f un élément de #Z(D), il existe une suite bornée (fn) de fonc-
tions de A(D) telle que, pour tout z dans D [61 R
f{z)= lim £ (z).
n
n-sco
La suite (fn) en restriction & »D a un point faiblement adhérent g dans L (o).
Sionnote P(L,z) le noyau de Poisson associé au domaine, on a, en tout point z de D,
BT o] 11400

lim 12)=lim [ PE2LOd@)= | P(E,2) u(t) aae)

donc,

f(Z)”JbD P(L,2) g(t) do(2).

Par ailleurs, puisque g appartientd L%(o ), d'apres les propriétés du noyau de

Poisson, on a

et | ”fl
Si g estunefonctionde J7(0) et, sionpose, pour tout z dans D,

t(z) = H(L,2) g(L) do (L),
D

alors { est holomorphe dans D.

Par ailleurs, soit

h(z) = j P(Z,2) g(€) do(2),
oD
h est une fonction bornée dans D.

Pour tout z fixé, #(€,z)~ P(¢,z) appartient & L1(0). La mesure (% - P)do

sur dD est orthogonale a3 A(D) donca % (o). Onaalors, en tout point de D,

f=nh.

La fonction g - est donc valeur au bord d'une fonction de H7(D).



11. On dit qu'une fonction ¢ vérifie une condition de Lipschitz sur »D, s'il

existe une constante K > 0 telle que, pour tout (£,z) de oD x?dD, on ait,

Jo(e) - o2)| <kt - 2]

12. LEMME. Soit ¢ une fonction vérifiant une condition de Lipschitz sur D et

f une fonction de % (0). Si, pour tout (z,w) de oDx D, on note

I(z,w) = LD [o(2) - o(z)] [1(2,2) - 1L, w)] 1) o (2),

alors, quel que soit 7>0, il existe >0 tel que,pour tout (z,w) de oDxD

Yg’gjﬁarit ]z-—w]<p ,on ait

II(z,W)I <.
Preuve. On va, pour établir ce résulfat, supposer que la fonction ¢ a été étendue

en une fonction lipschitzienne dans D tout entier en préservant la constante de Lipschitz.

On pose

K(Z,2) = Lo(2) - o(z)] #(2,2).
Pourtout z de 0D, d‘éprés le théoreme 8, cette fonction est intégrable sur dD.

Ainsi, pour tout (z,w) de d®DxD, 1'expression I(z,w) a un sens et s'écrit encore
tew= [ [k, 2) - (e, W) a0 (@) + fow) - 0@)] | H(E W) 1(E) a0 (2).
o o ,

Puisque f appartientd J6°(0) etque w estdans D, d'apres la proposition

10, ,
H(L ,w) £(L) do (L)
>D

représente une fonction de $7(D) que 1'on notera encore f
12w = [ e, - ke, wlie) w@)+ low - o] ).
oD .
D'apres le thdoreme 8, N0 étant donné, il existe >0 tel que, quel que soit t

dans D, onait

| ke, 0 lao(2) < n.
S(t,3%)



Soit Eg = {(t,t)e oDxD ; |t -t|=5}.

La fonction K(Z,t) est continue sur cecoinpact. Il existe donc p tel que, pour
tout éouple de points (£,t) et (L,t') de Es vérifiant lt—t‘ f < p, onait

k@,v-x@,t)l=n et o) - o)< 7.

On choisira p telque 0<p <§.

Soit (z , w) appartenanta dDx D tel que lz -W |< p, ona

tzwl = | ) |k(t,2) - k¢, w| ey lao @)+ n il
o}

1'intégrale figurant dans le second membre de cette inégalité est majorée par la somme des

trois intégrales suivantes L, L, 13, etl'ona,

I = |k(2,2) - ke, | [50) |ao(e) < nllel]_

1 fw\ S(z,2%)

L= | [k(e,2)| 1e) lao 2y < nllll,
S(z,28)ndD

et puisque S(z,2%) est contenue dans S(w,30)

= ke e o) < mlkdl,
S(w,30)

Ainsi 1I(z,w) }s 4?2“\5”00, ce qui établit le lemme.

13. PROPOSITION. Si oo vérifie une condition de Lipschitz sur dD etsi f

appartient & % (o )», alors
T i) = | o) () H(E,2) a0 ()
' oD
appartient & (D) etilexiste g dans €(dD) telle que

£ (T 1)
QL =g + © R

Démonstration. Soit g la fonction définie en tout point de 3D par



10.

e(z) = jw [o(z) - 0(2) (2 ,2) 1(2) do (2).

On a alors,

Uz,w) = ¢(z) f(w) - T f(w) - g(z).
Puisque ¢ est continue sur ?D, on déduit du lemme 12 que g est continue sur ?3dD.
On déduit de méme, puisque f appartienta J8 (o) qu'il existe une constante M telle
que, pourtout w de D aune distance de dD inférieure a p, onait
|7, 1) | < m.
Donc, puisque J6 est continue sur {(C,z) € oDxD ; |C = zl = p}, T¢f appartient
a $B7(D).

Pour tout z de oD, on note W=z-¢ev,. Ona lim I(z,w)=0, Clest-a-dire
€0
*
t-(T f) -g=0.
ot - (T,f) - ¢

v

4. THEOREME. Soit o la mesure superficielle sur 2D, 6 (0)+6(dD) est

une sous algébre fermée de L7(c).

Démonstration. D'apres la proposition 5, %7(c) +¢(dD) est fermé dans L™(o).
Soit f une fonctionde %7(c) et g unefonctionde €(>D), alors g peut étre
approchée uniformément sur dD par des fonctions @5 lipschitziennes sur ?dD.

D'apres la proposition 13, chaque ¢.f appartient a4 H(0)+C(pD), mais puisque
”(pif - gf”co converge vers 0 et que (o) +€(dD) estfermé, gf appartient &

H () + C(dD).

15. THEOREME. Soit v la mesure volume sur D, 8 (v)+ C(D) est une sous




11.

algtbre fermée de L%(v).

Démonstration. D'aprés la proposition 7, %7 (v) + €(D) est fermé dans L*(v).
I1 suffit de montrer que ¢f appartienf 4 B°(w)+Cc@D) si f appartientd H™(v) et
¢ est lipschitzienne sur D.

Soit £ une fonction de ?GOO(V), on applique le lemme 12 et la proposition 13 a £
en reprenant les mémes notations. Onnote F =T (p(f*). La fonction F appartient a

jﬁm(v) et on a (of - F)(w) - g(z) = Iz, w) + '[cp(w) - (p(z)] f(w) quel que soit 7n positif,

il existe p tel que pourtout (z,w) de dDXxD vérifiant tz‘ -w l< p onait
II_'(Z9w) !< n

ot lo(@) - 0@)] 1)< 7.

Donc, puisque g est continue sur oD, ¢f-F admetun pr'olongement'continu a D.

16. PROPOSITION. Soit ¢ une A-mesure sur D, §6°°(c+lnl)+6(bD) est

une sous algébre fermée de 1.7(o+ fﬂl ).

Démonstration. D'apres la proposition 5, %% (o + f u{ Y+ €(dD) est fermé dar;s
L°°(cr+ lul ) et il suffit de montrer que si ¢ vérifie une condition de Lipschitz sur dD
etsi f appartient & % (o + [#I ), @f appartient & % (o+ l,ui Y+ €(dD). |

Puisque M estune A-mesure, 1'application restriction T de 3600(0‘+ ] ul )
a4 $7(c) estun isomorphisme isométrique qui est aussi un homéomorphisme pour les

topologies faibles [:3:] .

Onnote f= T?, d'apres la proposition 13, la fonction g définie sur 3D par

)= [ lo@)- ot le, 2 160 o0

est continue.



12,
Par ailleurs, puisque g est une A-—mesure, 'f est limite faible dans L°°(0‘+ ! u!)
d'une suite bornée (fn) de fonctions de A(D) [3:] . D'apreés les proprie’tés de T
£ est limite faible de  (f,) dans L™(0).

Soit

g,@= | Lo(@) - oz, 2) 1,0 ao ),

oD

il existe une constante M telle que, pour tout n, onait

le Il <l [l
alors, puisque la suite '(fn) est bornée, la suite (gn) converge de manidre ponctuelle
bornée sur D vers g. Elle converge donc faiblement vers g dans L°°(0+ l,ut ).

D'apres [6] , pourtout n, T fri appartient 2 A(D) etona, en tout point z

©

de dD, |
| o(2) £(z) + (T 1 )z) + g (z) = O.

On en déduit donc que (T (an) a une limite faible dans L (c+ [ﬂ! ), notée (’1’:;13)
et que
tp(z)af(z)aé (T(pf)(z)+ g(z)=0 p. p. (o + }p»l) sur dD,

ce qui démonire le théoréme.

17. THEOREME. Pour toute mesure g sur oD, 1670+ !‘Nth—@(b})) est une

sous-algébre fermée de L™(o+ lu! ).

Démonstration. D'aprés 5, 6 (0+ lul ) +€(dD) est fermé dans - L™(o + Iu]) et
820+ ul) =570 + luyo L2(lu )
ol '“a est _uné A-mesuxfe*sur oD et “s une mesure singuliére par rapport a a
Soit f une fonction de 8%(0+ }ul)

f=f1+f2 (o+]u’ p. p.)



13.
avec f, dans 87 (o + lu a l) et f, dans Loo(,us) .
D'apres la proposition 16, si ¢ est continue sur dD
of, =g+u (0+lual p. p.)
avec g dans % (o+ lua [) et u dans C(X).

Si on définit é par

il

g=¢g (o+|ual p.P.)

u (4. p.p.)

m >
it
I

s
on a
fg::fzg+g+u (U+l.ul p. p.)

avec u dans C(X) et fe, +g dans X (o+ }ﬁl) ce qui établit le théoreme.

18. THEOREME. Pour toute mesure p sur D, ¥ (v + ‘pl » 6(D) est une sous-

algdbre fermée de L°(v + l,ul ).

Démonstration. On utilise la proposition 7 et les idées de la démonstration du théoréeme

17.
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