Une généralisation d'un théoréme de
Dunford-Pettis

S SCIM(’
S i

A
-~
2 minLoTHEguE

Jacques Chaumat

Analyse Harmonique d'Orsay
1974




13 34y

Une généralisation d'un théoréme de
Dunford-Pettis

Jacques Chaumat

Analyse Harmonique d'Orsay
1974



UNE GENERALISATION D'UN THEOREME DE DUNFORD-PETTIS

par Jacques Chaumat

1. INTRODUCTION.
Etant donné un espace de probabilité (S,%,m), le théoréme suivant, bien connu,

1

caractérise les parties faiblement relativement compactes dans L}(m) {;»Li (s,2,m) j:

THEOREME 0. Pour toute partie K de L‘g(m) ~les propositions suivantes sont

équivalentes :

1) K est faiblement relativement compacte

2) K estbornéeet lim | |fldm=0 uniformément sur X ;
m(E)30YE

?) g:iﬁmj{xes, lt(x) I>c} 4

dm =0 uniformément sur K ;

{vair E)Q page 294, [GJ pages 120 et 430, [Gaj page 289] .

Soit H™ une sous-algdbre de Lw(m}{; Lw(S,E,m}} , fermée pourla teimk}gié
faible étoile E;,.m topologie © (Lw(ni},Lj(m))] , et contenant les constantes, Notons
i Q ‘ .
H> 1'orthogonal de H® dans Li{m) ; Ie but de ce travail est de donner une extension

z s, b3 00}- . N '
du théoréme 0 & Ll{m}fﬁ moyennant. une hypothdse sur les ensembles pics de H™.



2,

Ce papier a comme point de départ la démonstration donnée par E, Amar [Az] d‘im
théoréme de M. Mooney [M] qui donne en substance que 11,,1(111)/I—ImJ~ est kfaiblement complet,
quand .m est la mesure de Lebesgue surle cercle T = {ze:c K Iz f:; } et H” la«s‘ouéw
algébre de Lw(m) des fonctions se proléngeant analytiquement dans le disque
D= {ZQC : i\z ;<1}‘ Dans cette démonstration il apparaft que le fait essentiel est un
résultat sur les ensembles pics des H* [Af] . Il est trés facile d'obtenir un résultat
analogue pour L‘m(m} et par conséquent une démonstration du fait, bien connu, que
L‘(m) est faiblement séquentiellement complet [{}1 , page zgo] . 11 devient alors naturel
d'étendre le théoréme 0, sous une forme adéquate, a L‘(m)/Hmi pour des algébres H°

vérifiant une bonne hypoth&se sur les ensembles pics.

2. LE THEOREME,
, 1, od
Pour une fonction g de H” considérons 1'élément Tg de 1:,“(:11)/}{'3o défini

par {(Tg,g') = j é g! dm pour toute fonction g' de =, Remarquons que, si

Hg”w =1, alors } ig“% = ”’?g“L%m)/Hm 1= “g”.3 R {Ies notations étant évidentesj ;v en

conséquence T est une application lindaire, continue, injective et d'image dense, de
H” dans Lj(m)/HmL..

Notons M le spectre de Gelfand de 1'algdbre uniforme L*(m), muni de la topologie
de Gelfand. Alors, la transformation de Gelfand est un isomorphisme isométrique de L™ (in)
sur 1'algébre €(M) des fonctions COnfigues sur M & valeurs complexes ; E | désignera
la transformée de Gelfand d'une fonction f de L%(m). L'algdbre H” s'identifie &

A

.y 0 . . . .
une sous-algebre, H , ‘de ‘g(M) , lfermée pour-la norme de la convergence uniforme sur

e # e © ‘ . ‘ A
M et contenant les constantes. Une forme linéaire  sur L (m), continue, peut &ire
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représentée, de manidre unique, par une mesure £ borélienne, réguliére, bornée sur

M, vérifiant, pour toute fonction f de L°(m), J tdl ={f, £>. En particulier, pour
1 . AN
toute fonction h de L (m), lamesure hm se représente sur M par la mesure hm,

, A
et on a, pour foute fonction f de L%(m), Jf dhm = Jf hdm ; de plus, il est facile de

.3

voir que la mesure hm est absolument continue par rapport 2 la mesure m ; réciprogue-

.3

ment une mesure sur M, absolument continue par rapport a la mesure m, peut s'écrire

A 1 - |
hm avec h dans L (m). [voir [G]J, pages 17-19 et [DJ pages ?58«160].

DEFINITION 1. Un ensemble fermé, G, de M est un ensemble pic pour H* si
et seulement si il existe une fonction g dans H” vérifiant gx)=1 pour x dans G

et 'g(x)l<1 pour tout x dans M\G,

L ‘

DEFINITION 2, Une suite bornée <f dans LT(m)/Hm est d'interpolation
nJnEN -
si et seulement si, pour toute suite {“n}neN de nombres complexes, bornée, il existe

une fonction g de H® telle que fn,g> =« pour tout n.,
On est en position d'énoncer le résultat principal de ce travail :

THEOREME 1. Soit (S,¥,m) un espace de probabilité, et H ‘une s{ous—-algébx*é’

de Lw(m), confenant les constantes, fermée pour la topologie faible étoile. Supposons

»

que tout sous-ensemble E de M, fermé, de m mesure nulle, soit inclus dans un

L.

. L
ensemble pic de H” de m mesure nulle. Alors, pour toute partie K g_g ‘Li(m)/HQ0 s

les propositions suivantes sont équivalentes :

1) K est faiblement relativement compacte ;

2'} K estborné, et, pour tout €>0, ilexiste ® >0 tel que geﬂw,




gl <1 et gl 1 oL <0 implique sup l(f,g)l <e;
® L (m)/H feK

mx)] =03

Co+oo |fEK “g€EH L '(m)/H

31') lim l:sup< inf |t - Tgll :
llell_=c

4) K est borné et ne contient aucune suite d'interpolation.

3. LEMME PRINCIPAL.

Un pas décisif dans la preuve du théoréme 1 consiste dans le fait suivant :

L
LEMME 2. Soit {fpkseN une suite bornée dans L1(m)/H°° et f une forme

* .
linéaire continue sur H™, adhérente & la suite {f J» dans le dual de H™  de
| pJpeEN

- .
2 e pour la topologie o*(Hoo ,Hm). On peut prolonger f en une forme 1inéair‘ek continue

m 3 Ve ) 3 z L r'd . -
sur L (m) qui se représente par une mesure p sur M, Considérons la décomposition

~

de Lebesgue de lamesure u parrapportalamesure m : py=hm4+pu S° Si la mesure

A
U . n'est pas orthogonale a H” on peut extraire de la suite {f } une suite
s p pEN

d'interpolation.

Preuve du lemme, On s'inspire largement d'une construction donnée dans LGZJ pages
462-464 ; on peut voir aussi [HJ et 5(1] pour des idées analogues.

a) Soit g, une fonction de H” telle que a= g' di  #0 ; puisque la mesure
1 1 7s

,us est singuliere par rapport a la mesure m, ilexisteunfermé F de M de m

mesure nulle tel que J ! g'1 ld !pzs | < I—-g—l- ; du fait de 1'hypothése sur les ensembles pics

M\F a
de H°°, il existeun fermé G de M contenant F, de m mesure nulle, et une

fonction g de H* telsque g(x)=1 pour x dans G et fg(xb)‘{ < 1 pour tout



x dans M\G. Ona:

V A ‘ BN A ~ ial '
l g, du —aizij g, du ]Sj ‘g !d!u‘s‘}' {g ld!u.}s 3
JG 1 "s MG 1S MAG ! s MAER ] s 2
donc J g4 d,u,s #0 ; en multipliant, au besoin, g, parune constante, on peut supposer
G :
que j g,du_=
G 1 7s

b) Il existe une suite strictement croissante d'entiers positifs telle
A s ienv{o}

‘que, pour tout x de M, Z: Ig 'x)-g Iﬂ(x)l 6. Pour le montrer, construisons
i=1

- Ve v . . ¥ . ) wge
par récurrence une suite strictement croissante d'entiers positifs {ni}ieN N {O} et une
suite {Vi}iGN décroissante de voisinages ouverts de G tels que :

i) N V,=G;

2y

ii) lg Yx)| < 2 pour tout XEM\V, :
AN o
n, i

’g Hx) ‘< 271 pour tout XEV; et tout i€N\{O} .

et tout iEN \{O} ;

Notons, pour chaque entier n, W_= {XQM : lg(X) - 1]< 2““} ; clairement W _
est un ouvert contenant G et N W =G,
neEN
Commencons la récurrence. Pourr i=0, posons Vo =M ; iln'y arien a vérifier,
Pour i=1, posons n, =1 et V., =W., clairement les assertions (ii) et (iii) sont

vérifides, et \/1 cV o Supposons la construction faite jusqu'a 1'étape io >1;ona

su IAx <1 car IAx l<1 pourtout x dans M\G, et
X€NF\Vg( ) g( ) p ’

Vi est un ouvert contenant G ; choisissons alors, un entier ni +1 stoictement
o) A ]
; o =(i 1) o
plus grand que n, tel que lg 1 H(x)l <2 °© pour tout x dans MA\V, , et
O , (o]
posons
~(i +1)
n i+1 ) .
Vi0+1_ 1+1ﬂv m{xeM lg o' (x) - 1l<2 },
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Clairement les assertions (ii) et (iii) sont vérifides et Vi +1 c Vi . Pour conclure la
6] 0

construction, il suffit de vérifier 1'assertion (i), ce qui est immédiat car, pour tout i= 1,
onaque GcV,cW,,
i i A
~ 20 N
Calculons maintenant,pour chaque x de M, G(x)=) {g x)-g (%) [ ; si
1=1

X appartienta N V,=G alors G(x)=0; si x appartient a Vi \V, L1+ bour
o

iEN
un entier io > 1, on peut écrire : :
i1 N A AN A 0 N
o | 'n n 4 M i +1 i+2 © n o n,
c(x) =32 et -g Hlwl+ lg Cmlizle @ wlele @ w0l le iw-e Fli s
1=1 i

1=10+2
on obtient alors, en utilisant 1'assertion (ii) pour majorer le premier terme, 1'assertion
(iii) pour majorer le dernier terme et le fait que [g(x) }Si pourtout x de M, la

majoration désirde. Si x appartient a \/’0\\/’1 = M\V on peut écrire

A A VAN L
™ 1 S it | o
G{x) < Ig (x) L~ ig x) 1+ > tg x)-g 7 (x) I et conclure comme dans le cas précédent.
i=

* rd * + w & g .
¢) Considérons la suite { ei}i ENA { 0 } de fonctions de H  définie par

n, A
ei =g,.8 1 Cette suite est bornée et on a que lim Ei(x) =0 pourtout x dans M\G
istoo.
A

A
et Bi(x)zgi(x) pourtout x de G, ettout i de N\{O}. Soit p un entier ;

‘ 1
puisque fp appartient a L1(m)/H°° , il existe une mesure By sur M absolument

k
continue par rapporta m telle que Jk dpi) = {f p,k) pour toute fonction de H” ;
A A S A
alorsona: lim {f_,8) =0 (¥). Puisque <L, > =J€. du zj L n t:lnm-f £ du _ +
i 00 p’i i i i1 JM\G‘ i 8

J g,du  onaque: lim <€i,f> =1 (¥%),
G iptoo

d) Etant donnée une constante ¢ > 0, on va maintenant utiliser les assertions (¥)
*

et (¥*) [dans c)] , et le fait que la forme lindaire f est adhérente faiblement dans H

> a1 *¥¥% i S ; 1
a la suite prLpéiN ( ), pour construire une sous-suite {ein }neN de la suite



’ {gi}i ENA {0 } et une sous-suite {fpn}netN de la suite 'J\fp}peN telles que

i) | <t , B S| <279 @s que k< j-1;

p, ' i.
kK 7]

ii) f<f , . -1 | <27c qes que k= j.
pk lj

On procéde par récurrence de la manidre suivante : du fait de 1'assertion (¥¥)il
existe un entier io tel que i (Qi ) -1 ; < % ; du fait de 1'assertion (¥¥¥) il existe
o

un entier p_ tel que l <I:‘p

, 9:.t pR (.‘3i =< 5; alorsona ;<fp , Bi >=1 }s_:«(:,
o "o o

: O 0

Supposons que 1'on ait construit e, et {f < en sorte que -
{ 1n} 0<n<N JL pn}o_ngN |

(iN) !(fpk, eij>‘ <27 aes que

‘(iiN) prk; eij>~1 | <273 des que j k= j

0<k=<N
0<js<N :
(iii, ) l¢e. ,15-1]1<29S asque O0<j<N.
N lj 2

Du fait des assertions (¥) et (¥*) il existe un entier iN,q strictement plus grand

que i telque ‘(f , €

i S ™) urtoutk, 0< k<N, et,
P’ N4 -

I(Q. D=1 f < 2"(N+1) g + du fait de 1'assertion (***) il existe un entier Prst stric-
+1 ~

tement plus grand que p,. tel que 1 (AR IR , B, }t < 2*(NM) C  pour tout entier
N i. i. 2

3 pN—H J

j, 0< j< N+1; alors du fait de 1'assertion (iiiN) et de la construction iN+’* et de

Pyyq Onaque

. ‘ ) —-'C ..(N 1)(: ‘—j
l(prﬂ,Eij) -Hsi(eij,f)-}h f<pr+1,eij>-<gij,f>}S23§+2 e e

~pour tout entier j, 0< j<N+1; ce qui achéve la construction,



8.
e) On a construit ainsi, pour toute constante c¢ > 0, une suite {anJLnEN bornée

) 0 . — i - i R i
de fonctions de H , [(1n = BinJ » €t une sous-suite {bn}neN de la suite {fp}peN’

E)n =1 pn] , telles que

i) l(bp,ai>l <27 d®sque p<i-1;

i) l(‘)p,ai}—? | <27ic aes que p=i

iii) :I(L(x) O« 1X)ISK pour tout x de M,
n=0

K étant un nombre réel positif ne dépendant nide x nide c.
La seule chose a montrer est 1'assertion (iii), ce que 1'on déduit immédiatement de la

n,
majoration obtenue pour la suite {g 1}1@\]\ {0 JL dans b) ; on peut choisir K = (SHg1 Hw

f) Soit {an}nEiN une suite de nombres complexes telle que {ocn < 1 pour* tout

. .32 : . . o> T
entier n ; considérons, alors, la suite de fonctions de H {Aa n JLn N’ définie par
b

n
Aa’nzgjoci(ai -0, . ;) ; puisque [A (x)|<§la Hai(x I,H(X)! <K, la suite

{A n} ast bornée ; soit A une fonction de  L°(m) adhérente & la suite {A ~ }
0T eN (ol o, nJ) neN
dtoile

pour la topologie faible!; on a que Aoc appartient a H” et que, pour toute fonction h

de Ll(m), il existe une suite strictement croissante d'entiers {n iJLi eN telie que

FANEEVAN
lim A o hdm = jAoch dm; or JAoc o dm =JA(X p, hdm, et la suite
is+oo | | i

AN
{Aoc n}neN converge ponctuellement, de maniere bornée, sur M, vers la fonction

© A A A\
iZ‘-—_';):,oci(CLi(x)~- (l (x)) donc lim X an l‘hdm f:a((l (x)—- 1(x))hdm =j A ‘hdm ;

istoo

on en déduit que A est unique et que, pour tout p entier, puisque bp “appartient a

1 ool : | .
L (m)/H, >-Z:oc (bp o n+1> ; estimons (bp,(l ~Q_>, dufait des

n+1

< 2-—-n+1c

assertions (i) et (ii) de e) on obtient { <bp’a’n"an+1 >I < si p#n et
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l(b NeBEYo NN EY: f<2'p“c ; d'olr 1<b A D-a l<4c Pour C =4 on obtient
p’p Tptl - ’ p’a” Tp T T 8 ‘

alors que pour toute. suite {“n}neN de nombres cc;mplexes teile que ‘an Is1 pour

tout entier n, il existe une fonction Acx de B telle que

i) Al =K

ii) l {b p,A(X}-o:p I < = pourtout p entier.

Nt

g) Pour obtenir le fait que la suite {b est d'interpolation et conclure la

p} pEN

preuve du lemme, on utilise maintenant un argument standard, [K,, Lemme 1] ; rappelons-le:

soit s = {s ‘JLnEN une suite bornée de nombres complexes ; notons Hs”w = igﬁ;\} lsn .

Il existe une fonction B, de H® avec HB H <K“SH et supl(b B, Y -5 *SEHSL
nEN

' . 3 7 N - ’ . . . N . 0
Consmerons la suite S, = }L"”(bn ’BT >+sn} neN il existe une fonctzon 82 de H

avec HBZH = K HSHQQ et rs;‘é;\l‘ Iy(bn,B]«:-BZ),- Sy 1 < %Hsllm; On construit ainsi, par

récurrence, une suite {B_ de fonctions de H” telle que HB H < 21 ~n
nEN

KHSHO0

. . -1 . y . . BN o
et [S)IG):}:\I !(b ;"Z;‘B )—s | <2 HsHm. Alors la fonction B:iZ:1 B, appartienta H

et on a (bp,,B,). ='s, pour tout entier p.

Comme application immédiate du Lemme 2 on a le

.
COROLLAIRE 3. Pour toute suite bornée {fn }new de L m)/e™", ou bien

on peut en extraire une suite d'interpolation, ou bien elle est relativement faiblement

compacte,

N P ’ ’ ‘ . 00* *
Preuve. Considérons 1'adhérence ¥ de la suite {fn}new dans H ., S&i

L3

. 1 : .
est inclus dans I...%m)/]Héo Ia suite {fh}neN - est, trivialement, relativement compacte.

, ol
Si & n'est pas inclus dans LT(m)/le, considérons un élément f de $\ L1(m)/H°°
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il existe une mesure p sur M telle que Jg du = {(g,f>, pour toute fonction g de
H” ; dans la décomposition de Lebesgue de la mesure W par rapport a la mesure

A a AN
m:4=hm+ B clairement on a que la mesure W s n'est pas orthogonale a HY

N
¥ Vi » » . r .~ oc » . 3. 3
[smon hm représenterait aussi la forme lindaire f pour H , qui appartiendrait

;) ;
donc a LT(m)/Hm ] ; alors, par application du Lemme 2, on peut extraire de la suite

1 . ' .
Lfn}nGN une suite d'interpolation.

Remarquons que les deux assertions du corollaire 3 sont contradictoires : en utilisant

le théoréme d‘EberIein—émulian {_-D1 page 430] on a que, si la suite {fn}nEN est

faimr,_g@@w
relativement!icompacte, de toute sous~suite de la suite {fn}new on peut extraire une

suite faiblement convergente ; ce qui est clairement contradictoire avec la premiére asser-
tion du corollaire 3.
, . . o 1 ook .
Comme conséquence triviale du corollaire 3, on a le fait que L '(m)/H est faible~

ment sequentiellement complet }’:D'1 page‘290] .

4, PREUVE DU THEOREME.

Ltéquivalence de (1) et (4). C'est une simple conséquence du corollaire 3etdu
théoreme d'Eberlein-Smulian,

(2') implique (1). Raisonnons par 1'absurde ; si K n'est pas faiblement relativement
compacte, ou bien K n'est pas bornée et 1'assertion (2') est fausse, oubien K est
bornée, et, par application du théoréme d'Eberlein-Smulian, on peut construire une suite
{fn }nEN de fonctions de K dont l'adhér‘ence dans Hw* n'est pas inclus dans
Li(m)/HOOL. Comme dans la preuve du corollaire 3 et en utilisant la démonstration du

~ lemme 2, on voit qu'il existe une sous-suite {bn}neN de la suite kan}neN et une suite
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bornée {O.n de fonctions de H™ telles que : { <bn’an> -1 l < 27" pour tout en-

} neN

tier n, et lim ‘(ln(x)i =0 m presque partout sur M ; alors
n--+-00

A

lim jl(ln ]dm = J}&n ldm et, par conséquent, lim HT(CLH)H

1 ol = 0: on
n-atoo n->+oco L (m)/H

contredit ainsi 1'assertion (2').

(1) implique (2') . a) Raisonnons par 1'absurde ; si 1'assertion (2') est fausse, ou
bien K n'est pas bornée et elle ne peut étre faiblement relativement compacte, ou bien
K est bornée et alors il existe une suite bornée {fn}né}\? dans K, un nombre réel e
‘strictement positif, et une suite {gn}na\] dans H™ telles que :

i) pourtout n entier llgll_<1,

i
i) HTgnHLT(m)/H“L <g

iii) [<fn,gn>f'z €.

Clairement, en prenant au besoin une sous~suite de la suite }Lgn}nEN’ et du fait
de 1'assertion (ii) on peut supposer que

felle

ii') il existe une suite croissante de sous-ensembles mesurable {El:i}keN

. 1 . . ‘
~que, pour tout k entier, 1 m(E}k) < 2k et la suite JlgnJLnGN converge, gmforme

ment sur Ef{’ vers O.

Considérons, pour chaque entier n, une fonction hn dans L](m) telle que

thH1 < anﬂ : oL+ 1, et, pour toute fonction g de H, thg dm = (fn,g> .
L (m)/H I
Soit g une mesure sur M, adhérente a la suite de mesures {hn gnm}neN , pour

étoile , A
la topologie faible métirement, du fait de 1'assertion (iii), on a que j‘dp #0. Ecrivons

A ~

la décomposition de Lebesgue de la mesure 4 par r*apport alamesure m: gy =hm+ “s’

2

Pour tout entier p, il existe un ouvert fermé F‘p de M telque 1=~ m(Fp) < iﬁ et
2
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(usl (Fp) =0 ; il existe un sous-ensemble de S, Fg'a’ mesurable, tel que

{xem: x ()=1}=F Lot x_,
F! p F

P : P

FE), c'est une fonction de Loo(m)] ; en conséquence, du fait de la construction de la

désigne la fonction caractéristique de 1'ensemble

mesure p, il existe une suite strictement croissante d!entiers {ni}i N telle que
j/\ N\ A A (~ a ) n
dh g m= | X du:jx h dm + du .=j\X hdm =

1 f 1 1 . ¥ ¥

F ﬂE 1‘n1 j FpﬁEp F}‘}ﬂE;) S FpﬂEp

Iim
id4oo

AN
lim j\ hngndmz(); or, sionnote E ={x€M:XE,(x) :x‘!}, on a que
isteo JFINEL "1 p p

;A A A ‘I\ }
1-mE NF)<1-mE)+1-mF )=1-mE)+1-mF ) —s; d
mE NF) (EL)+ (Fp) mEL) + 1 - m(F ) o1 done

~n

A a
lim jXF‘, NE! hdm = j hdm =0 ; en conséquence S‘p £0 et comme H” contient
P>+ p P '

>U1

~ [e.e]
les constantes, la mesure u s n'est pas orthogonale a H

b) Appliquons alors la construction du lemme 2, On a vu que pour tout nombre réel .

¢ > 0, il existe une sous-suite de 1a suite {fn g et une suite

n}n@@ ’ ka;l gxfl}nejﬁ\l’

de fonctions de H”, bornée, {ei}iew , vérifiant les assertions (i), (ii) et (iii) de 1a
partie e) de la preuve du lemme 2,

Supposons que la suite {fr‘l }HGN soif relativement faiblement compacte [sinon il
n'y ariena démontr‘er*] . Par le théoreme d‘Eberleinmémulian, en prenant au besoin une

sous-suite de la suite {f’} nen?  on peut supposer que la sulte {f‘ converge

fnen

L
faiblement dans L (m)/Hoo : soit f' la limite, On a alors les faits suivants, assez

dvidents :

i) lim Ci g*(e V=1

fe3 00 1+1

i) Jim (f;) (91 - Qm-‘i)) =0 pour tout entier p ;
 ERS

ii)  Lm ¢f',eNl. -0 W =0;
o400 » 8i1Yy 1—;{& '

W gl
1=0

x)-8 () <K pourtout x de M.
1 it+1
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Les assertions (i) et (iv) sont des conséquences des assertions (i), (ii) et (iii) de Ia partie
e) de la preuve du lemme 2, les assertions (ii) et (iii) sont conséquence de 1'assertion
(ii') de 1a partie a) de la présente démonstration,

4 ro— Vo o P -
Pour alléger 1'écriture, notons €] = gi( 91 em),

¢) Montrons que, pour tout nombre réel ¢ > 0, il existe une suite strictement

croissante d'entiers -’Lni }iGN telle que :

i) f(féi, e;li>-x I < 273

ii) ;< £, o < 27 pour tout entier i et tout entier j, i#j;
N
o]
i) ), le;i (x)t <K pourtout x de M.
1=0 i

11 est clair que, pour toute suite strictement croissante d'entiers, 1'assertion (iii)
est yraie et il est facile de trouver une suite strictement croissante d'entiers {mi}i eN

telle que 1'assertion (i) soit vraie. Construisons alors une sous-suite de cette suite pour

3

obtenir 1'assertion (ii). II existe un entier i, telque L (i, g;n >1 < 20 %’ Il existe
i
: o
. . . . -1 -1
H H i H .
un entier i tel que iy >, kfm. , ﬁm. ) <2 ¢, }(f ,Qm‘ )[5;2 5 et
i i i
(o] 1 1
l(f%‘ - f_}% , Q;n >E < 20 29 ;  clairement on a alors 1'assertion (ii)pour 0<i< 1 et
i My :
1 o

0<j< 1. Supposons que l'on a réalisé la construction jusqu'a ltétape p, p> 1

il existe un entier i

ot telque 1, >i. |<fx‘n; e >I < Zf(p”)c pour tout
i

p+1” 'p i
P+l

j
entier j, j<p, f(f*,e;n >‘sz‘(p*‘”§ et {(f‘,-—f;n‘ 0

' o >r < 2*3% pour
ip+1 }‘pﬁ ‘13
tout j< p; il estfacile de vérifier que 1'entier ip+? fait ' affaive,

d) On peut maintenant conclure comme dans la preuve du Lemme 2 que la suite

{f;li}iEN est d'interpolation ce qui est absurde,
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L'équivalence de (2') et (3') : elle a été obtenue dans un cadre trés général par A,
X - ‘
Grothendieck [voir* LGB:I pages 296-298 | ; il obtient aussi le fait que (3') implique (1),

dans le m&me cadre,

5. APPLICATIONS.

1. 5" = Loc(m). Montrons que le théoréme 1 s'applique : si E estunferméde M

~

de m mesure nulle, il existe une suite {En}n N d'ouverts fermés de M vérifiant :

i) E g€ E_~ pour tout n entier ;
ii) Ec E pour tout n entier ;

iii) lim m(E}n) =0,
n--+00
Puisque En est un ouvert fermé de M, il existe un sous-ensemble Er‘l de S dont
la fonction caractéristique X‘n vérifie Xn(x) =0 pour x de M \En“ Considérons
o ~
la fonction G de L™(m) définiepar G=3 . 2‘“"‘Xn : clairement b = JLXGZM : Gx)=1 }
n=1

contient F et est un ensemble pic pour L7(m), de m mesure nulle,

Pour retrouver 1'énoncé du théoréme 0, il suffit alors de constater que, dans ce cas,

1'assertion (3) est la traduction exacte de 1'assertion (3') et que les assertions (2) et (2')

sont équivalentes [ce qui est facile a montr*er] .

2. HY =H"(D). Notons H™(D) 1'algébre des fonctions analytiques et borndes

dans le disque unité, ouvert, du plan complexe, D = {ZQ({Z : lz I < 1} . Lamesure m 1

est la mesure de Lebesgue sur 1T, la frontiere topologique de D. Il est bien connu
ELIZI que 1'on peut considérer H™(D) comme une sous-algébre de Lw(m1) fermée pour

la topologie faible étoile, et contenant les constantes. Le fait que tout fermé de M de

A "N

g . loe] .
m, mesure nulle soit inclus dans un ensemble pic pour H de m, mesure nulle est



1 5 ®

' [a] i
un résultat de E. Amar et A, Lederer A1 . Rappelons que H est le sous~espace
de Iﬂ(m1 ), Hé , des fonctions dont les coefficients de Fourier négatifs ou nuls sont
nuls [HZ] . Il est clair, alors, que le théoréme 1, dans ce cas, précise le thécréme de
M. Mooney qui dit, en substance, que Ij(m1 )/H; est faiblement séquentiellement complet
[M] . Les idées développées dans le présent travail se rattachent a la preuve que donne
E. Amar dans [‘A‘Z] du théoréme de M. Mooney. Citons une troisieme démonstration de ¢e
théoreme donnée par V., P, Havin [‘{31 .

Le théoreme 1 montre que 1'espace de Brnach L‘(m1)/ H; "ressemble" & Ll(m{}.
Trés récemment, dans une direction opposée, A. Peltzinski a montré que L1(m1 )/‘H;

3 N s 1 a - ]
n'est isomorphe & aucun sous-espace fermé d'un L '(u) Lcommunication orale | .

il

3. H® =H™(U). Considérons 1'ouvert U obtenu en enlevant au disque D un

nombre fini de disques fermés, deux a deux disjoints inclus dans D ; notons Hw(U)

1'algebre des fonctions analytiques bornées dans U, La mesure m, est la mesure

linéaire, normalisée, sur la frontiere topologique de U, Il est biein connu H__GZ J D. 150.1

que HT(U) peut dtre considérde comme une sous-algdbre de Lw(mz), fermée pour la

A

topologie faible étoile, et contenant les constantes. Le fait que tout fermé de M, de m,

A

N ' . o0 i
mesure nulle, soit inclus dans un ensemble pic pour H , de m, mesure nuie est

une conséquence immédiate du résultat de £. Amar et A, Lederer [AJ , précédemment

cité, et du corollaire 12-8, page 59 dans [G‘Z:l .

6. REMARQUES.

1. Il est possible de démontrer 1'équivalence de (1 |et (4) pour un sous-espace
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vectoriel H® de Lm(m), fermé pour’ la topologie faible étoile et tel que tout fermé de
M de ;n mesure nulle soit inclus dans un ensemble pic pour H” de rAn mesure nulie

[voir [G]] Lemme 12.4, page 57, pour une ”défini’sioﬁ convenable" des ensembles pics
pour un espace vectoriel de fonctions et [LIJ pour avoir uné idée des modifications a
apporter dans la preuve de }‘équivalence] . Cela montre que, dans le théoreme 1, seule
(1) implique (2')" utilise le fait que H* est une algdbre contenant les constantes.

Est~il possible d'améliorer la preuve du théor‘eme 1 sur ce point et d'obtenir alors ie
théoreme 1 pour de "bons" sous-espaces vectoriels de L™ (m) ?

H. Rmﬁfz”}@&ﬁ
2. Un théoreme tres général de/mor D2 dit que d'une suite bornée d'un espace
de Banach, ou bien on peut extraire une suite faiblement de Cauchy, ou bien on peut extraire

une suite équivalente a la base canonique de 9} . 11 suffit alors, pour obtenir 1'équivalence

1
de (1) et (4), de démontrer que Lj(m)/HOO

3. Du fait de la remarque précédente, on peut se peser la question suivante : les
propositions (1), (2'), (3'), (4) ne soni-elles pas équivalentes dés que 1_41{(111)/}*100“L est
faiblement séquentiellement complet ? L'exemple qui suit prouve qu'il n'en est rien.

1.a mesure m3 est la mesure de Lebesgue plane restreinte au disque unité ouvert du plan
complexe et H™ estl' algébre des fonctions holomorphes bornées dans . D, que l'on
peut considérer comme une sous-algébre de Loo(ma) fermée} pour la topologie faible

étoile et contenant les constantes. Clairement, 1'espace ],V."i(rn.3 )/Hml' est isométrique- |

. N 1 1 e s s s .
“ment isomorphe a l'espace L (m})/HO defini dans la preniére application, car, sion

. oo . . .
munit H (D) de latopologie 7+ de la convergence unifocrme sur tout compact, on voit
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L
que Ll(m1)/H; et L}{rnB)/HOa ne sont rien d'autre qué le dual H™  de HOO(D)‘?

*x
et que ce dual est un sous-espace vectoriel fermé du dual HY de HT(D)

muni de la topelogie de la convergence uniforme sur D. On en déduit le fait que

1 ool . . , s oot .
L (ms)/ H est faiblement séquentiellement complet, Considérons dans H la suite

Loy - . . 2 o) — ¢

{fn}nélﬁ\? défirie pour chaque entier n et chaqge fonction g de H  par (fn,g> = le
“coefficient de  z" dans le développement de Taylor a 1'origine de la fonction g.
Clairement, cette Suite converge faiblement vers 0 et, pour tout entier n,

(fn,zn> =1 et |TZ" 1 ol = lenlde sé_% ; aussi (1) n'implique pas (2').
L (mB)/H

En fait, dans ce cas, c'est la seule implication fausse dans le théoreme 1.
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