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INTRODUCTION

‘Ce livre voudrait redonner un "air de jeunesse" & 1'étude des fonctions d'une

{ou p}_uszeux*s) ‘vgriablke(s) féelle(s) et plus ;Vsr‘éc:isémf'ent aux‘f*émérq.uablevs‘ travaux
cohsacré's a ceé'f{)nctions paf A; s, éésiéovitch, A. Dex;z;.idy,:. A, Khintchine s AL ,Ko}.mo-’- ‘
‘géroff,kﬁ. ';uvsin,q . Méminkiewiz, F.“Riész, S; ‘S‘a‘ks, X{\‘?,’k‘Si‘e;:*Vpinski; etc..‘. ‘lﬁéo‘us
nous attakchc;ns tahiét a éltzciéer V‘desk prbbiéﬁzes' bartiéazliéré i(‘Cjh,31333,»1"15@.,s-*.,}Z', IZ, :'Iﬁ e%

Annexes-ﬂ, II), tantSt 3 dégager une notion générale (Chapitres IV & VII). Mais dans un

cas comme dans 1'autre nous avons en vue des applications ~ aux probabilités : étude

des trajectoires des processus stochastiques - & 1a théoﬂe des séries de Fourier :

‘exemples de fonctions continues, trés irrégulidres - & la théorie des nombres : problémes

d'approximation - a la théorie de la mesure : association a toute fonction de certaines

me.sufeset _éi;if;’ie de ces méksures - %; }é tneome 'de;% gb0u§e$ : extéééion aux ééplicaii%s ;

! un groupe 10calement f.:o:ﬁpab.t‘dans Mi.»‘«méme‘d‘t;\con.cizépt de vafia’cidn. (Véix* i‘A;méxé ‘;}.‘
'Lé notion de fénction a §~irafiation~b§i§i}§e (p > I) est due ‘a‘};:.“ C. Yépng @t

N. Wiener. U‘n,e fOnCtiQn £:7T +R, :'01‘1:‘ T :*e’stune’ partie fermde de Q est &

p-variation bornde si et seulement si elle se factorise en une fonction monotone croissan-~

1
p

te g: T~ [0,1] etune fonction lipschitzienne d'ordre = £ : [0,1] »R. Cette
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caractérisation est a 1'origine d'un certain nombre de propriétés intéressantes, qui

ont été établies dans [1] et que nous rappelons au Chapitre I.

Si, pour une fonction f: T R a p-variation bornée, la p-variation est
obtenue en considérant des subdivisions de T arbitrairement fines, la fonction f est
dite p-fine. Ces fonctions se présentent assez naturellement en analyse et possédent de

curieuses propriétés. Ainsi, pour p> 1, les fonctions définies sur [0,1] par

(1) > ;ZPCOSZ TxX EzpsinZ 7T X

sont p-fines. Au chapitre II nous caractérisons les points extrémaux de la boule unité
de 1'espace des fonctions a p-variation bornée et montrons en particulier que ce sont

des fonctions p-fines.

Une fonction f: [0,1] +R est p,a-fine (p>1, «>0) si 1'on a sur [0,1]

l1(y) - 1) [P < aly - x|
@)
T _If(y)—f(X-)l?:

« (p.p.).
¥ >X ly - x|

Les fonctions (1) sont p,o~fines. Toute fonction p,oa-fine est p-fine et, par un "change~
ment de temps", toute fonction p-fine se ramene a une fonction p,a-fine. Nous établis-
sons au Chapitre III une corrélation entre 1'étude des fonctions p,a-fines et un probleme.
d'approximation numéfique : 1-‘ approximation par une suite O‘_k)' Les ann-exes II et I
sont également consacrées aux fonctions p, o-fines.

Dans la suite de ce livre nous adoptons un point de vue tout a fait différent. Au
Chapitre IV nous ¢tudions les mesures de Carathéodory, définies sur la droite réelle,

a 1'aide d'une fonction déterminante I » h(I), définie elle-méme sur 1'ensemble des
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intervalles ouverts de la droite réene. Les mesures de Hausdorff, les mesures finies
positi{res, les mesures o -finies, difftlses; positi\fes; sont de Capa’{héodor‘y. i.e princi-
pal résultat de ce Chapitre est la 'généralisation du théoréme‘ de A. S. Besicoviich :
"On the existence of subseté of finite measure of sets of infinite fneasure”, a toute?
mesure de Carathéédoby diﬁfuse. Ce théoreéme, étabbli en 1951 par A, S, Besicovitéh
p§ur* les a-mesures de Haﬁsdorff, fut étendu par D. G.‘ Lafman aux h-mesures de |
Hausdz‘)rfien 1965.

Le chap;i‘tre V est certainement le plus important. Nous y abordons le pr*obl‘eme'
4suivan‘c>. A toute fonction f:R +R & variation bornée sont aséociées de facon natﬁrel—
‘le quatre r‘nesure‘s finies. La mesure de Lebésgue»Sﬁei’cjes dé £ '9 . -La cr*oissance»,

i

Aet la décroissance de f: cf et‘i_ d.. La variation totale de £ Ty

£ £ Ces mesures

sont lides entre elles par les relations

«e.zc’

£~ %9
(3) . |
: le}Scf+df:vf.
Est-ce que, pius généralement, les mesures P £ cff, 'cif et Vf peuvent &tre convena—

blement définies pour une fonction f:R >R arbitraire ? A cette quéstion , qui semble
étre a l'opigihe de certains travaux modernes tels que c;eux de B. H. Br‘)owne,‘ AL M,
Br@cl%ner, J . H. W, Burry, H. W, Elﬁs‘e’a R. L. ‘Jeff“ery, nous donnonlskune réponsé en
deux temps.

Le »’poinf; de départ, pour 1! étude des mesures - £ f; Cp et d, ést un résultat sur
les "nombres dérivés', que nous démontrons ici dir‘ectem@ﬁt, mais qui est en réalité
un cérollairé du théoreme de A, Kolmogoroff‘et J. Ve;*cenko, dit du "contingent inéﬁmpiét”:

toute fonction f: R =R est dérivable en presque tout point xER - ol elle est continue -
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et olt
o Ty

Scoit alors Lf la réunion de 1'ensemble des poin{sde discontinuité de premiére espece
de f etde 1'ensemble des points de continuité vérifiant (4). On prouve que le graphe

- de 1a res{‘r*ic_tion de f 2 Lf est une réunion dénombrable de graphes de‘fonctions
monotoneé. I1 existe donc des mesures cr-nfinievs Qf, C; et df,' assoqiégs a f,
portées par Lf et ‘généralisar{t parfaitement ies mésure.s Correspondantes, asSociées
a togte fonction 2 \(ariatian bémée .De ces mesures nous donnons ici plusieurs définitions
équivalentes. (Voir le Chapitre V, mais égaleme_rit 1‘Anne%:e I). Or, tdut a fait indépen;»
damiment de nous, ces mesures orblt" égalément é’;é découvertes: par B. H . Bt‘oxvne:(Préc.
London fviath, \Soc.‘?‘», 25’ ‘(}973), 1-21), qui en donne une définition 'vdifféreﬁte , mais |
équix}alenté, et qui n'en p;muvé la crv—firraitude qué dans le cas pafticulier oz‘;k"i f est.
continue,
Reste & définir la variation totale Vi.  Sauf dans des cas trés particuliebs'il ne -

. séra pas pos-s’ible de pgser' V=Gt df. En effet, cela Supp.OSe au'minimum que f

: ls‘oif presque partbut dérivable. Par ailleurs, ‘une fonction peuté&re trés ‘irrégﬁliére‘
_ e? vérifier ¢, =d;=0. Nous définissoés donc v comme la somme d'une mésﬁr*‘e de
C’ar*&héocior*y et des masfses oo ;Sortée’s par les points de discontinuité de deuxieme
kespéce-de f. Plus précisément, si f est continue, Vg sera‘bla mesu'r'.g de

~ Car*athébdory de fonction déterminante h: I+ [£(I)]. Avec cetie définition il est

intéressant de noter que, ~p0urlto’11te fonction i,
- (5) vi(. NLy) = ¢+ 4

Les Chapitres VI et VII ont pour* objet de dégager certains "matériaux" qui d(f,v:baient
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a nqtre avis, intervenir utilement dans le développement futur-de 1! dtude de la variation
des fonctions. Au‘ Chapitre VI nous donnons une ‘généfﬂélisation dg théoréme de d‘écompo;
siticn de Lebesgue. Etan{ kdon‘nées deux mesures péS’itives arbitraires, dvéfini:es Sur un.
méme espace mesur‘éble, pooet v,' il existe uné décomposition de u | pém 'r"appor*t a
v
(6) fi#‘xi;ﬂo'ﬂii**ﬂzv S (}vv)w,
téllé que, si g et v sont 0'~'finies, ‘ b= 0 eti By ug; soij: 1a-décompositioh
de Lebesgue de U ;ﬁar* rapport & V. |
Le vChapitr*e \/II é‘st céhsacfé a la ‘démohstr’ation d‘_un nouveau résultat sur les
| f;nombpés dérivés" d! gne “foéct‘ion , qui généralise un aspect du théoﬁéme k(‘:}aszsique de‘l‘-'
‘Denjoy-Young*Saks ei qui, curieusement, donné en éoréllaire un résultat;assez‘}?éc‘ér}t -
de S. J,‘~Ta’5f1¢}i* : ;a 16i ’bﬂa'térale du lggarifhmé i’;é}f*é (Vom 1'Annexe I).
J 'E}’nfin 1'Annexe IV mdntre que la notion de variation d'une fo’nétion géur un -co‘mpa‘ict}
, :’:1’ 60 ans d'&ge, que I’kid'ée premiére rejfient é N Lusin et A. Denjoy,- et q‘ué notre »tra- "
‘xrail‘{'s*ins(trit tout simplement dans un pr‘oiongemeﬁt dé leurs travaui, ‘auss’i bien Que de .

ceux de A. Khintchine, S, Saks, etc...

. 'Chaque chapitré peut en principe se lire iﬂdépendamment des autres et est suivi
de sa propre bibliographie ; il en est de m&me des annexes, Chapitres et annexes ne
sont en fait que des ébauche’s'de questions qui mériteraient sans doute une étude plus
approfondie. A cet égard nous avons cherché & dégager et & mettre clairement en
évidence les principaux problémes que nous n'avons pas su résoudre et que nous pensons:
“touverts', Nous n'exclusons pas que plusieurs de ces probleémes soient faciles : d'autres

“en revanche peuvent s'avérer difficiles. Dans chaque cas nous serons toujours trés
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reconnaissants aux lecteurs assidus qui, prenant quelque plaisir a les considérer comme

de petits exarcices, nous communigueraient la solution de certains d'enire eux.
p s

Je {iens a remercier vivement MM. J.-P. Kahahe , P. A. MeyeretY. Meffer
pour 1'aide précieuse qu'ils m'ont éppovtée dans 1'élaboration de ce tr‘avéil. Je remer-
cie égalefnént MM. G. Choquet et M. Mendes-France pouf de némbreuses ét intérbe_s‘saﬁtes
remarques et M. B, Volkmann qui é eu la géntiilesse de‘m"écrire au sujet du Chapitre
I, Jé remerc‘ie encofe MM. A. Achour, F. Bou’céng et C Gachet qui Vm‘ont aidé a

- relire certaines parties du manuscrit.

Ce livre ne serait jamais paru sans le soutien amical que nous a si généreusement
prodigué M. J.~P. Kahane, depuis maintenant plusieurs années; je 1'en remercie ainsi

que Mme Dumas qui a mis toute sa compétence au service de 1a frappe de ce texte.

- [1] Thise. Strasbourg 1970.

A Tunis, le 22 janvier 1974

Michel Bruneau
Faculté des Sciences mathématiques,
physique et naturelles
Département de Mathématiques
. Campus Universitaire
Le Belvédere

TUNIS, Tunisie
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Chapitre 1

FONCTIONS A p~-VARIATION. BORNEE

Les fonctipns a p-variation bornée ont été introduites par 1\ Wiener en vue d'ob-

.tenif‘un Crifﬂéx*e de' convergence pour les sér‘iesk de Fourier, La méme fno*i:iva’cion est a
1 origine de 1'introduction par* I.. C., Young de 1a notion de fpnction a gqmvariétion bor-
née, puis desvau“tz*es études portant shx‘ ces fonctions, dues principalemerﬁ: a J. Mjcu*cin-
kiewicz, R ‘Salem, puis toﬁt récemment & V, I. Goloubov. Ofi ‘pouwaitkciter dlautres |
app}icétions telles que celle faite par F', W Gehring a un probleme de mc}ments_. Tou{e-
fois, ce qui justifie de s'intéresser aux fonctions a p~xrariétion borr‘zée’po‘uvk elles-mémes,
eéﬁ 1eur fréquente apparition en‘analyse, Ainsi par exemple ,‘ du point de vﬁ_e "de; 1! émde :
ciesb trajectoires d'un processus, il faut mentionner les trésg b’@aux travaux de J. Breté—-
gnole, S. J. Ta'y}or,.etc. .

‘ Les résultats que nous donnons dans ce premier chapitre, dont les démonstrations
ﬁg‘umnt dans [5], corréspondent semble-t~il 2 la premidre étude s;@téﬁaatique des fonc-

tions a p-variation bornée.

I ESPACE DE BANACH DES FONCTIONS A p-VARIATION . BORNEE.

Soit une partie {ermée T de R etun nombre p> 1. Pour toute fonction
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f:T+R, désignons par vp(f) la borne supérieure des nombres

n-1

(1) >l ) - 1t) 1P

i=1

oll (t1 sty eeey tn) est une suite ordonnée de points de T. vp(f) estla p-varia-

tion de f. Une fonction f est dite & p-variation bornée (& p-v.b.) si 'vp(f) < 400,
SSD(T) désigne 1'espace vectoriel des fonctions & p-v.b., définies sur T "modulo

une constante',

THEOREME 1. &b(T) est un espace de Banach pour la norme

1
@) v (0) = (r (0P

-Si, pour tout nombre 0< q< 1, Acx(T) désigne 1'ensemble des fonctions. f: T +»R

“lipschitziennes d'ordre «, ona:

PROPOSITION 1. Pour tout nombre p=1, ona

(3) A(T) & B.(T)
P

si et seulement si T  est borné.

Lorsque T estborné, il est naturel de se demander si, au sens de la norme Vp, :

A, (T) est une partie fermée de SSp(T) et sinon, quelle est sa fermeture. Nous répon-

p
drons a cette question au paragraphe VI.

II. FACTORISATION DES FONCTIONS A p-v.b.

Pour tout fermé T de IR, désignons par A1(T) 1'ensemble des fonctions

P
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f:T»IR lipschitziennes d'ordre - g) Par ailleurs étant donnde une fonction
fe SBP(‘T) - désignons, quel que soit XET, par vp{f , [, x]) 1a p-variation de

iz restrictionde £ & [~ ,x] NT etsoit

(4) g(X) = Vp(ﬁ s [—-oo K] X] ) (XET)~

On a le résultat suivant.

THEOREME 2. Pour toute fonction f€ @p('s), il existe une fonction

' €A, (éﬁ“ﬁ)) définie de facon unique telle que f=1'og.

P

Nous dirons que f' og est la factorisation canonique de f,

i

COROLLAIRE. Une C.N.S. pour qu'une fonction f:T +IR soit & p-v.b.

est qu'elle se factorise en une fonction monotone croissante g: T » [o , 1] et une

fonction lipschitzienne d'ordre ;3 fr: [o , 1]sR.

ITl. CALCUL DE LA p-variation D'UNE FONCTION,
Lozbsqu‘cn calcule la variation totale d'une fonction & variation bornde, on utilise
des subdivisions de plus en plus fines. De facon précise, pour toute suite finie

’c1 < t2 e < tn de points de T, posons

S = {tT" t2" ees tn}

et

‘ s n-1. IR D
(5) SHOED I IR CY L

=1
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cecl quels que soient la-fonction f: T »IR etlenombre p=1., Pour p=1, si

(sn) est une suite croissante de parties finies de T telles que U s =T, la varia-
’ n

ticn totale de f est égale a
°n
(6) lim S (f).

1
N=o00

Pour p> 1, nous dirons qu'une partie fermée F de T est (p-)totale pour f,

s'il existe une suite croissante (Sn) de parties finies de F telles que

(7) vvp(f) = lim ss D (5)

N-00

et U S, = F. Prenons deux exemples.
n _

‘Exemples.
a) Si f estune bijection continue de [0, 1] sur lui-méme, F = {o, 1} est,

pour p> 1, la seule partie p-totale pour f.

b) Soit £ 1la fonction continue, monotone sur les intervalles -lOA, 30 |3+3)

A

131 telle que

(8) (0)=0 , 13)=5 , td) =3 , f(=1.

Wl —

1 2

Si 1<p<2, F= {0,355

, 1} est 1a seule partie totale pour f. Si p=2,
f admet deux parties totales, F et G = {0,1}. si p>2, G estla séule partie
totale pour f.
Etant donnée une fonction f € SSD(T), savoir si elle admet une partie totale est
un probiéme difficile et qui n'admet pas toujours une réponse positive. Ainsi, pour
p> 1 donné, la fonction
f(x) = o=sx<1)

(9)
(1) = 0
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est a p-v.b., mais n'admet aucune partie totale.

On a cependant le résultat suivant, d'ol 1'on déduit que toute fonction a p-v.b.

centinue admet au moins une partie totale.

*
THEOREME 3( ). Soit une fonction f€ 33p(T) continue, Une C.N.S. pour

qu'une partie fermée F de T soit totale pourr £ est qu'il existe une suite (Sn) '

————

de parties finies de T, convergeant, au sens de la métrique naturelle sur 1'ensemble

des parties fermées de R, vers F, telle que

s
(7) v _(f) = lim 8 " ().
' P nasco P
Pour toute fonction f€ SSP(T) et toute partie A de IR, désignons par
vp(f,A)’ la p-variation de la restrictionde f & ANT (qui peut 8tre définie pour

A quelconque). Signalons alors deux conséquences du théoreme 3.

THEOREME 4. Pour toute fonction f€ SBD(T) ‘continue et toute suite décrois-

sante (Fn) de fermés de T

(10) vp(f , ﬁFn) = lim vp(f , Fn).
n n+oo

THEOREME 5. Pour toute fonction f¢€ &p(T) continue 1'ensemble des points

x€ET vérifiant

(11) Vp(f) = vp(f , [, x])+ vp(f , [x, +])

est une partie totale,

(*) Ctest le résultat crucial de 1'étude de la p-variation.
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Ce cernier 1“é§u1tat, trés surprenant, est d'un grand intérét technique. Or, il est
bon de remarque;* qu'il ne se généralise paé a des fonctions a valeurs dans IR2, alors
que tous les résultats antérieurs, ainsi que plusieurs des résultats dont nous allons
parler maintenant, se généralisent aisé’ment au cas des fondions a valeurs dans un espace

de Banach réel,

Remarque. Soit une fonction € SSP(T). Siun point x€T appartient a une
partie totale pour f, on a nécessairement (11). Autrement dit, il résulte du théoréme 5

que 1'ensemble des xE€T vérifiant (11) est la plus Vgrande partie totale pour f, ceci

pour toute fonction f € pr(T) continue.

IV. p-VARIATION FINE.

L'existence, pour toute fonction £ € 5?>p(T) continue, d‘_ime partie totale, permet
déja de préciser le calcul de la p-variation d'une telle fonction. En fait une étude plus
poussée montre que cette p-variation est la somme d'une "variation fine", correspondant
a une intégrale, et d'une ”variétion grossiere", correspondant a une série. Soient en
effet F une partie fermée de T, totale pour 'f, [xk , yk] kEN les intervalles

contigusa F et (sﬁ) une suite croissante de parties finies de F telle que

lim SE” (£) = Vp(f)

N=o0

|

F=Us

=.C

n
Si nous posons, pour toute partie finie s de T et tout nombre «> 0,
S n-1 D
Sy, o) = E (et 4) - £5) 17 A ),

oll s = (’c.1 y 1y, e, tn), il est immédiat que
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)
v_(f) =1im S 'f)
P =0

S o0
=lim lim S “a(f)+
ad0 n-co 7 k=

. VIR
1. 1) - 1l )15
le premier terme, noté vE(f,F), est appelé p-variation fine de f sur F ; le second

est appelé p-variation grossiere de f sur F, Nous allons donner ici une expression

explicite de la p-variation fine : VE(f,F).

DEFINITION 1. Pour toute fonction f: T »IR ef toute partie A de lﬁ, on

appelle p-variation finede f sur A le nombre

: , n-1 .
(12) v¢(,A) = lim  sup (18t. ) -£(t) 1P AQ)
b a0 scANT E i 1
s fini

oli s= (t'1 , t2, ooy tn). En particulier on appelle p-variation fine de f le nombre

(13) v;;(f) = vé(f_,’l‘).

Le théoréme suivant donne deux autres expressions de la p-variation fine.

THEOREME 6. Soit une fonction € SSD(T), dont f' og estlafactorisation

canonique, Pour toute partie A gg_ T, [Xk , ykj (kEN) désignant les intervalles

contigus & g(A),

n
_):_ A . . .
(14) v(E,A) = éng IZ:O; vo(, It , t,,,[NA)
o : D 7 n :
(15) vA(E,A) + e (y, ) =70 ) IP = inf v (£, [t.,t. .]NA)
p’ %{:; k k s A 122(—)—-" p 7 it il !
avec s = (t1, tyy ouey tn), t,=inf A, t . =supA.
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La p-variation fine possede encore les propriéiés suivantes,

THEOREME 7. Pour toute fonction f € SBP(T) et toute partie A de T,

(16) vEA) = VHER),

THEOREME 8. Pour toute fonction f € S?Jp(T), il existe une mesure zzp(f, )Y

portée par T, positive, bornée, diffuse, qui coihcide avec vg(f, .} surltensemble

des parties fermées de T.

Pour' toute fonction f € é%p(T), nous désignons maintenant par vp(f, .} 1'uni-
 que mesure définie sur la o -algdbre des boréliens de T, coincidant avec vé(i, .)

sur.1'ensemble des parties fermées de T.

'DEFINITION 2. Pour toute fonction f€ 53;)(’}?‘), nous dirons que v?‘(f, .) est

1a mesure de la p-variation fine de f et noterons np(f, .) la densité de la partie

absolument continue de cette mesure.

Des théorémes 7 et 8 on déduit :

COROLLAIRE. Pour toute fonction f€ @p(’l‘) et toute partie’ A de T,

(17) vi(E,A) = vp(f;f\).

En utilisant en particulier le corollaire précédent, on obtient encore :



THEOREME 9. Etant donné une fonction f € &p(T), dont f'og estla

fectorisation canonique, la mesure de la p-variation fine de f' est l'image par g

de la mesure de la p-variation fine de " f.

'.Remarque. Pour établir les théohémes 8 et 9 il suffit, ‘comme n'ous 1t avons‘fai't
dans [5], de se limiter au cas o T = [0, 1]. En effét,f si Tc [9;13 et si
'R [0? 1] ~>Iﬁ - est uné .fo‘ncrztion’é ‘;3‘4\?,!3; proloﬁgeant ‘i, ‘ v;;(f, ,.) :vesét la r*estl%ict.ion
‘d'e _VS('{, o ?;1 l'ensemblé des parties de T et vp(f, ) eét la x*eét‘fictioﬁ dé
fvp(g, ) a l‘yehsemble des boréliens de  T.

Exefﬁ;pléS;
'a) Si une fonction f£: [0,1] »R est dérivable, elle peut trés bien n'étre &

; : cependant si, pour un nombre p>1y
p-v.b. pour aucune valeur de p= 1, f esta p-v.b., v;(f) = 0. En éffet, il suffit

de prfoiiver que la mesure de la p-variation fine de  f est la mesure nulle, soit encore
é;ue , pour tout ntiN, la mesure de la p~variationfine de f sur

o] 2]

est nulle, ce qui est immédiat d'aprés le théoréme des accroissements finis.
b) éxiste, poim tous nombres 0<ac< %< b < 1, une fonction f . [G, 11 s
[o, T]‘ uniqizé vérifiant, pour 0< A < 1, les conditions suivantes
f0)=0 , f(@)=b
f(1-2)=1-£f2)
(19) I
f(na) =)o

, f(aé)x(L-ZJaV)) =b+ fA)(1-2b)

‘Désignons par @, p cette fonction. (19),(10%1{1@ un procédé de construction, dont nous
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représentons la premiere étape par 12 graphique ci-dessous.

A

1 e et o st o e 1 ok o s 2

L L L

Y

1
|3
)
i
¥
]
1
]
1
i
1

) 0" a 1 /2 ~a 1
Soit . p> 1 1'unique solution de 1! equatlon

(20) 2bP 4 (2b = )P = 1,

¢, ;, -est une fonction continue a p-v.b.. De plus 1a foriction lipschitzienne d'ordre é
Pa,b

qui lui est-associée dans la factorisation canonique est . @

bP,b
_ En particulier & la fonction & 2-v.b,, ¢ , estassocie, dans la factorisa-
‘ 12
| | 35 |
tion canonique, la fonction lipschitzienne d'ordre 5 @ p>1 étant défini

.
9’3

Sent—

par (20) , 1a mesure de la p—vamatmn fine de. (p b. est une mesure smguher*e de masse’:

1 Vsi‘ a# bP et est la mesure de Lebesgue si a= bP.

¢) Si une fonction f:T »IR  esta p-v.b., V*q(f) =0, pour tout nombre

q>p.

V. DENSITE DE LA p—VAR}ZATION FINE.

THEOREME 10( ) Soit une fonctlon fre® (T), ou T est une partie fermée

de IR de mesure non nulle,

a)Sur T

(*) Au méme titre que le théoréme 3, c'est un résultat difficile.
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mr -1 g B -f0P (.

(1)
y3X X =y ¥ X y - X
y<x x<y
b} La fonction définie sur T par
(22) x— Tm L) - 16 1P
Y+ X ly - x|

est intégrable et est une version de la densité (de la partie absolument continue) de la

mesure de la p-variation fine de " f.

c) La partie singuliére de la mesure de la p-variation fine de f est portée par

l'ensemble.

| o= i) = 1) [P
23 N = 1 = oo ¥,
( ) {X lyl_:;l [y.'xl + }

On déduit de ce résultat la forme explicite de la p-variation fine, que nous cher-

“chions a mettre en évidence.

THEOREME 11. Soit une fonction " f € S’SD(T), dont f' o g désigne la factori-

sation canonique, Pour toute partie A de T,

v¥(E,A) = j‘ T .if'('y)'-f‘»(x)'lp. ax
P gAY y»x  ly-xI

(24)
Remarque. Ce résultat se déduit rapidement des précédants. En effet, on a

vE(E,A) = vE(E! , g(A))

et, d'apres les théoremes 7 et 8,
Ve, g(A) =v (", BA)) .

, la mesure vp(f’,.) est absolument

| Y

La fonction f! ‘étant lipschitzienne d'ordre
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continue et il résulte donc du théoreme- 10 que

v b
v (f‘ , 8A)) = T M-
eA) y-x |y—xl

Voici maintenant une nouvelle caractérisation des parties totales.

THEOREME 12, Soit une fonction £ € S3p(T), dont f'og désigne la factori-

sation canonique. Pour qu'une partie A de T soit totale pour £, ilfautetil

suffit que, [xk , yk] (kEN) désignant les intervalles contigus & g(A) ,

|£(y) - £1(0) [P dx+ZZ |£1(y,) - £ (x,) P

' (25) 70 J_ﬁ T lyoxl

~ VI. FONCTIONS LIPSCHITZIENNES D'ORDRE
- *
MENT CONTINUES( )

ET FONCTIONS ' p-ABSOLU-.

Tl

Nous allons répondre ici & une question posée au paragraphe I. A1(T) est un
| , | b |
sous-ensemble de SBp(T) qui n'est pas fermé au sens de la norme Vp . (ceci est

facile & prouver). Par ailleurs, pour toute fonction f € A1(T), la mesure vp(f, J)

' ‘ p
est absolument continue. Or, la fermeture de A1(T) " dans 33p(_T) est justement

: , . p : :
1'ensemble des f € SSP(T) continues, pour lesquelles la mesure vp(f, .) est absolu~

ment continue.

DEFINITION 3. Une fonction vf c %p(T) est dite - p—absohiment (‘_:;c‘)ntinue si,

pour €> 0, ilexisteunnombre 7 >0 tel que [x , Yy 1 (k€EN) étant une suite
! — k k

d'intervalles de R deux a deux disjoints, on ait

(*)casou T est borné.
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o0
(26) kZ;_; Vp(f , ]xk,-yfk D<e
dés que
oo
(27) >y -x)=mn.
k=1 _

THEOREME 13. = Soit une fonction f¢€ SSD_(T). Les propriétés suivantes sont

équivalentes.

a) f est p-absolument continue,

b) f estlimite au sens de la norme Vp’ de fonctions lipschitziennes d'ordre 1

c) £ estcontinue et vp(f, .) est absolument continue.

VII. FONCTIONS p—FINES.
D'apres les-quelques exemples qui ont été donnés précédemment, il apparait que
si une fonction f€ SBPI(T) n'est constante sur aucun intervalle et est assez réguliére,(
elle ne peut admettre que de "petites" par‘ties. totales (par exémple 'f.inies ou dénombrablés;).’

. Ainsi, si f: lo, 1] »[R estun polyndme, pour tout nombre p>1, f estap-v.b.

et toute partie p-totale pour £ est finie.

Si une fonction £ €-53p(T), qui n'est constante sur aucun intervalle, admet une
partie totale "assez grosse" (par exemple ayant la puissance du continu), elle est néces-
sairement trés irréguliere, Or, les exemples les plus naturels de telles fonctions corres-

pondent au cas o T est totale pour f.

DEFINITION 4. Une fonction f€& 55p(T) est dite (p-)ine si T est totale

pour f.
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Le théoreme 3 permet facilement de construire de telles fonctions. Notons par
exemple que les.fonctions (’oa,b’ définies au paragraphe v sqnt p-fines, p>1
¢tant 1'unique nombre vérifiant (20), En revanche, il est trés pénible de montrer le
résultat suivant (une quinzaine de lemmes techniques sont ﬁécessaires dans 1'état actuel

de la démonstration).

THEOREME 14. Toute foriction f € SBD(T) est somme de deux fonctions fines.

Ce théoreme donne lieu a deux interprétations. Tout d'abord, il y a "beaucoup"
de fonctions fines. Ensuite, aucune fonction f € SBD(T) n'est "plus irréguliere" qu'une

fonction fine.

Remarque. Si une fonction f € SBP(T) admet une partie totale Fc T, lares-

trictionde £ & F est p-fine.

VIII. FONCTIONS p,o-FINES.

La b—variation d'une fonction f: [0,1] »IR, continue, p-fine, est déterminde
par la cdnnaissance de 12 mesure vp(f, .). Pour une fonction f € &Bb(f) quelconque
il faut faire intervenir en outre les nombres (x+) - £(x) ], 1E(x) - £(x=) | ‘(_:or‘r*espon-
dant respectivement aux points de discontinuité 3 droite, & gauche, de la fonction £,
ainsi que les ﬁombres l#(y) - £(x)] ot [x, y] estun intervalle.contigu 4 T. Un
cas particulierement intéressant est celui oli 1a mesure i'p(f, .) est proportionnelle a

la trace sur T de la mesure de Lebesgue,. Si on impose de plus la continuité, on peut

donner de ces fonctions la définition suivante,
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DEFINITION 5. Soient une partie compacte T de IR, a=infT, b=supT.

tne fonction f € @p(T) est - p,a-fine, avec ofb-a) = vp(f) , sielle est p-fine et si

eliza vépifiesur T

(28) li(y) - £x) 1P < « 1y - x]1.

THEOREME 15. Soient une fonction f € §3>p('1‘) et f' og sa factorisation

canonique. Une C,N.,S. pour qué f soit p-fine est que f' soit p, I-fine,

Si f' est p,l-fine, donc p-fine, g(T) est une partie totale pour f'. Ainsi,
pour toute paftie finie s = (t‘i" tz, ceey tn) de T, ilvient, sil'on pose ) to = inf T,‘

7 tnf?;z sup T,

g"(_f y i) = )__,v (e, o, 1HJ))

o
= [(t,) , oft )]) V() =v (f)

1+1
ce qui prouve que T est une partie totale pour £, .donc que f estr : ﬁéﬁne.

o “Récipr;oquement,' si £ est p-fine, T est une partie totale pour f ; onen
déduit qué g(T) est une partie totale pour £', donc que f' est p—fine. _Par* |
ail}eurs inf g{T) =0, supg(T)= {rp(f' ) et f' vérifie (28) avec a = 1 |

U- .
On peut donner des fonctions - p,a-fines, donc des fonctions  p-fines, une carac-

térisation qui ne fasse pas intervenir la notion de fonction a p-v.b.

THEOREME 16.  Soit une partie compacte T ‘de R. Une C.N.S. f)our‘ qu'une

———




16

fonction f: T +IR soit p,o-fine, avec p> 1, o> 0, estque soient vérifides les

conditions suivantes.

a) Quels que soient x ,y dans T,

(28) -0 P =aly-xl.

" b) Pour tout intervalle [x, y] contigua T,

29) 1ty) - 1) 1P = aly - x .

¢) Poun presque tout x€ET,

(30) e @) =) 1P
yax  ly-x|

Si f est p,o-fine, donc p-fine, il résulte des théorémes 10 et 12 que
v : | Voo . - p
61) vplt) = [ el 75 Itly,) - 1) |

ol [Xk ,»,yk] (k@N) sont les intervalles contigus a T . et ol

(32) o(x) = T U@ =16 ey,
yax ly-x

Ona o(x)< « (x€T). Parailleurs, sil'onpose a=infT, b=supT, ilvient

puisque - f est p,o-fine,

.Vp(f) = ab - a) =J & dx + dx .
T

J[a,b]-—'ré
Ainsi, dlaprés (31),

- ol)dx = - £ 5 Te(y ) - £ ) [P

[ (- opas j[a,bj-TadX+{: 83, - £0x,) |

(=1 .

soit encore

o

) [ - et 7 oy - iy - ) ]

k=1

Le membre de gauche est positif, puisque cp’(x) < a (X€T). Or le membre de droite
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est négatif puisque £, détant p,o-fine, vérifie (28). I1 en résulte que
J (- @(x))dx = 0
T .

et firalement que o©(x) = a presque partout sur T. Il résulte alors de (33) que

[o0] .

64 T [atn) - i) - ) 0 = o

et on déduit de (28) que, pour tout kEN,

(35) lf(yk}) - f(xk) ¥ = « [_yk X, I,

Réci_proquement, soit une fonction f: T »R vérifiant les conditions a), b), c). ©
étant la fonction définie par (32) on a pour presque tout = xC€T, o(x) = a. D'autre part,

si [xk , yk] (kEN) sont les intervalles contigus & T, on a (35), pour tout kEN.

Posons a=inf T, b:—'éup T. Ona:
ab-a)= | b+ 3 Ity - 106) 1° < v ;
- . dT k=1 ~

dr, d'apres a), (f) < ofb - a). Ainsi

VD
(36) vp(f) = ofb - a).

Il r'e'ste a pPouﬁfeP que f est p-fine, soit encore, d'apres le théor‘eme 5, que pour |
togt xef

(1) 0 = vt ey D evle, By wd).

Etant donné un point x€T, vp(f , [~e, x]) est minoré par |

| p
o) + -

JTﬂ [~e0,x]

|
{k Ty, =x}

soit par ofx - a). De méme vp(f , [x, +oo:l). est minoré par afb - x). On a donc
vty Lo, x1) v (f, Ix, weel) = alb - a) = v (1)

d'oli 1'éoalité.
= (]
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Chanitre 11

FONCTIONS p-FINES ET POINTS EXTREMAUX

Les points extrémaux de la boule unité de 1'espace des fonctions & p-variation
~ bornée constituent une classe remarquable de fonctions irrégulieres, dont nous donnons
ici une caractérisation. Nous notons en particulier que ce sont des fonctions fines, mais

donnons des exemples de fonctions fines de norme 1 qui ne sont pas des points extrémaux.

I. POINTS EXTREMAUX DE LA BOULE UNITE DE 55p(T).
33p(T) désigne 1'ensemble des fonctions f: T »R, a p-v.b., détinies "modulo

une constante". SBD(T) muni de 1a norme

1

(1 v, (0) = (v ()P

est un espace de Banach.

Une fonction £ € ﬁp(T) est dite (p-)extrémale si c'est un point extrémal de la

boule centrée a 1! or‘igine; de rayon Vp(f), autrement dit s'il n'existe pas de fonction-

¢ e SSD(T) non nulle (modulo une constante) telle que

@) VD) v 0.

Une fonction extrémale est nécessairement trés irréguliere ; en premier lieu, si elle
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n'est constante sur aucun intervalle, =lie n'est monotone sur aucun intervalle, Ainsi par
-exemple, si f estune bijection continue de [0 ’ 1] sur lui-méme, posons pour tout

< as

LY -

(3) Ca(x)=sup(0 ) - | x —%l) o<x<1).

On a Vp(f) = 1_, Vp(Ca) =20 et les nombres vp(f + & cx) sont majords soit par 1,
soit par

@) 123 - 20) 1P+ 151) = 1) 1P+ 2 [(1 + P = 1].

Le nombre (4) étant :'mférieur a 1 pour « suffisamment petit, on en déduit la possibilité

tel que vp(f. + Coc) < 1.

D} —=

de choisir 0<a=<
Pour qu'une fonction f€ (J’)p(T) soit extrémale, il est tout & fait insuffisant
‘d'imposer.que f n'ait aucun intervalle de monotonie. Nous sommes ainsi conduits a

bposer le probleme suivant,

PROBLEME. Caractériser les fonctions extrémales de pr(T).

II. UNE CONDITION NECESSAIRE ET UNE CONDITION SUFFISANTE POUR
QU'UNE FONCTION SOIT EXTREMALE.,

Rappelons qu'uhe fonction f € SBP(T) est (p-)inesi T esttotale pour f,

La notion de fonction fine donne une condition nécessaire pour qu'une fonction soit

extrémale.

THEOREME 1. - Toute fonction extrémale £ ¢ pr(T) est fine.

La réciproque est fausse. Ainsi les fonctions
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n
[o.0] -——

K - 22 P os 2Mrx
n=0

(5)' o U
P . A0
X = E :2 sin 2 7x ,
n=0

o p>1 et 0<x<1, sontfines mais ne sont pas extrémales.

- THEOREME 2, Soitf une fonction f€ pr(T) continue. Une condition suffisante

our que f soit extrémale est qu'il existe une suite croissante de parties totales pour
p

" f, convergeant vers T au sens de la méirique naturelle sur 1'ensemble des parties

fermées.

Cet énoncé a le mérite de permettre de construire facilement des fonctions extré-
“males,

Exemple de fonction 2-extrémale, II existe une fonction bornée f : [O, 1]sR

- unique, vérifiant pour 0< A = 1 les conditions
' 1 2.
f(O)-:.O ] ‘ f('3')=§
H(1-2)=1-2(})
© Xy 2
f(§) =3 £(1)
Ay 2 1
H57)=3-310).

(6) donne un procédé de construction de £ dont nous reptoésentbns la premiére étape

~ par le graphique ci-dessous. A

om0

Wi N

b e o v 2 e W e o o o o Y e

W
]
'
1
'
'
'
¢
1
a1 1 ot 20 o0 o e
k4

/3 273 1
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| 1 2 N .
5o = {O, 1} , 8= {{_}, 31750 1} ~sont des parties 2—-totales pour f. Plus g@_neralement
¥i k | < k< n : >
U) Sn“—-" ;—ﬁlo_k~3 (I’l...O)

est unz suite croissante de parties finies 2-totales pour" f, telles que tJ srl = EO, 1] .
- on

11 résulte donc du théordme 2 que la fonction f est 2-extrémale.

" Remarque. La condition du théoréme 2 est suffisante pour que £ soi’ckextr*é‘male,‘ _

 mais n'est pas nécessaire..

III. CARACTERISATION DES FONCTIONS FINES.
11 est plus facile de caractériser les fonctions fines que les fonctions extrémales.

Nous indiquons donc maintenant deux caractérisations des fonctions fines,

- THEOREME 3. Soient une fonction f¢€ SBD(T)" et f' og sa factorisation

‘canonique, Une C.N.S, pour que f soit fine est que, pour tout €> 0, il ekiste une

suite ordonnée (ti y eeey tn) de points de - g{T), telle que tout point de g(T) soit a

moins de € d'unpoint t;, vérifiant
n-lp ey 1P]
— — ' — 1
(8) 22 (G- t) 21, ) -2 ) 7 =< e

=7 1 | 1+

THEOREME 4. Soient une fonction f&€ 33p('r) et f'og sa factorisation

canonique. Une C.N.S. pour que f soit fine est que soient vérifides les conditions

~ suivantes,

a) Pour tout intervalle [y ’ 2z contigu & g(T)

©) @)@ IPs 2y,

b) Pour presque tout point x€g(T)
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(10) Tm If'(y)—f'(x)lp -
y+X Iy-—-'XI

.

V. FONCTIONS TRES FINES.

Les résultats que nous venons d'énoncer expriment que les fonctions fines sont, en
un certain sens, les fonctions a p-v.b. "les plus irrégulicres". Or les fonctions extrémé-
les s'interpretent comme étant, mais cette fois en un sens plus restrictif, les-fonctio'ns a
va.b. "les plus irrégulieres",

'_ Un premier examen montre qu'il est naturel d'espérer caractériser les fonctions
extrémales en substituant, dans 1'énoncé du théoreme 3, a la condition (8) la condition
beaucoup plus resirictive

1
1

nlr B _ | ‘
- )" - If'(tiH)-f‘(ti)lJS €.

(1) IR

i+1
i=1
On caractérise bien ainsi une classe de fonctions extrémales, mais non toutes les fonc-

tions extrémales. Cela tient au réle perturbateur joué par 1'ensemble des extrémités des

intervalles [y, z] vérifiant y<z et

9) iz -t )IP = z-y ;
soit  E cet ensemble. Nous montrons que la condition (11) caractérise les fonctions
extrémales pour lesquelles E est "assez petit". Pour plus de commodité posons les

définitions suivantes.

DEFINITION 1. Une fonction f€ SBD(T), dont f'og désigne la factorisation

canonique, est dite (p-) trés fine si, pour tout €> 0, il existe une suite ordonnée

(t1 g seey tn) de points de g{(T), telle que tout point de gZ'I‘_i soit a moins de €

d'un point t,, vérifiant (11).
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'DEFINITION 2. Pour toute fonciion f€ S’)p(T), dont f' og estlafactorisa-

" iion canonique, E ddésigne 1'ensemble des extrémités des intervalles - fy,z] tels gue

y,z€¢li), y<z, vérifiant (9).

1

Si ft)=t (0<t=<1), ona gt)=t°, £'(t)=t" etpar conséquent E = [0,1].
Cependant, plus une fonction f € 5?>p(T) est irréguliere, plus E est nécessairement
petit. Cela tient a ce que, comme le prouve le lemme suivant, f' est assez réguliere

sur E. Pour p>1 ona:

LEMME 1. Soient une fonction f: [0,1]+R vérifiant la condition de Lipschitz
. . l M
(12) |£(z) - i(y) | < |z -y [P

et E 1'ensemble des exirémités des intervalles [y, z] tels que y< z, pour

lesquels on a 1'égalité dans (12)., E est la réunion d'une suite croissante (Fn) de

s

fermés telle que, pour tout n€N, larestrictionde f a Fn soit monotone par

morceaux et lipschitzienne d'ordre 1,

On obtient les résultats suivants, ot p> 1,

THEOREME 5, Soit une fonction f € EBD(T).

a) Si f estfine, E estde mesure nulle,

b) Si f esttrés fine la dimension de Hausdorff de E est inférieure ou égale

| &
Tl
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THEOREME 6. Soit une fonction f € B,(T).

a) Si f esttresfine, f estextrémale.

b) Si f estextrémale et si la mesure de Hausdorff de E dans la dimension IJ5

est nulle, f est tres fine,

Remarque. Toutes les fonctions vérifiant la condition du théoréme 2 sont tres fines,

mais la réciproque est inexacte..

V. CARACTERISATION DES FONCTIONS EXTREMALES.

Voici, pour tout nombre p> 1, la caractérisation des fonctions extrémales, .

THEOREME 7. Soient une fonction € SBp(T) et f' og sa factorisation cano-

(*)

nique, Il existe sur g{T) une mesure régulidre' ’ a valeurs dans’ lﬁJr, diffuse,

uniquev Hes prenant sur toute partie fermée F de g(T), la valeur
1 .

. n - :
(13) 1P =2m = (- - 1) - 01,

ol [yk , Zk] (1< k<n) estunrecouvrement de F (tel que les points Yier %y

appartiennent & g(T)) et olila limite inférieure est prise lorsque la borne supérieure

des nombres Z, = Yy devient arbitrairement petite.

Une C.N.S. pour que f soit extrémale est que soient vérifiées les conditions

suivantes,

a) Pour tout intervalle [y,z] conticud &[T

-

~(¥*) Nous voulons dire ici que u ¢ vérifie, pour tout borélien A,

I»Lf(A) = sup uf(K).
K compact
KcA
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(9) lt1(z) -t (y) 1P = z-v.

b) L'ensemble E des extrémités des intervalles _[y , z), tels que y,z€Q(T),

y < z, vérifiant (9), est de mesure nulle,

c) La mesure U ¢ est portée par E,

L'énoncé suivant met en relief les liens existant entre les différentes classes de

fonctions introduites.

THEOREME 8. Soit une fonction f € ﬁp(T).

a) f estextrémale siet seulement si f estfineet u ¢ est portée par E.

b) f estirds fine si et seulement si f estfineet pu §=0.

De méme que le théoréme 3 nous a suggéré la caractérisation précédente des fonc-
tions extrémales, on peut de la méme facon partir du théoréme 4. Dans cette voie nous

avons obtenu le résultat suivant.

THEOREME 9. Etant donnée une fonction extrémale f € SSD(T), dont f'og

est la factorisation canonique, on a, pour toute fonction continue, monotone croissante
. 1

h vérifiant t<=hit)<t® (O=<t=<1), surle complémentaire de E dans g[T),
1

(1) S RS TA1C) EA11)1
| y<x<z h(z ~ )
|z-y bo

sauf aux points x d'un ensemble de h-mesure de Hausdorff nulle,

Pour toute fonction f € ﬁp(T) dont f' og désigne la factorisation canonique,
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onasur gil)

Tl

£ (z) - ' (y) | = lz -y
si Sien que le membre de gauche de (14) est toujours positif ou nul ; le fait qu'il soit nul -
implique donc que la fonction £' "varie tres rapidement" au voisinage du pbint X.

Plus préciéément (14) exprime 1'existence de nombres Y, <x< zn (n€N) dans g(T) -

tels qug z -¥,*0 (n») et
| | 1
(14') 0= (z -y )P = lt'(z)-1'(y ) I=ola(z -y.)),

lorsque n tend vers 1l'infini.

Le théoreme 9 admet deux corollaires intéressants.,

COROLLAIRE_ 1. Etant donnde une fonction extrémale fe pr(T) , dont f'og

est la factorisation cahonique, on a, pour presque tout x € g(T),
1

(15) T o RGO L G L
) y<x<z : zZ-Y
|z-—y]->0

COROLLAIRE 2, Etant donnée une fonction trés fine £ € @p(T), dont f'og

est la factorisation canonique, on a sur g(T)

‘ p
y<x<z zZ -y
Iz—y >0

sauf aux points x d'un ensemble dont la mesure de Hausdorff dans la dimension g est

nulle.

Remarques,

.a) Etant donné un nombre % <¢< -;-, 'soit p> 1 1'unique nombre vérifiant



28

e
Ol
\

NS] Y

I
(17) 26 +(26P - 1) = 1.

11 =xisiz une fonction bornée f : [O, 11-R unique, vérifiant pour 0< X <1 les

conditions
S 3

H0)=0 , f(£)=¢P
£(1-x) =1 - £(})

B €)= £(1)e /P
| T
(& + A (1-28)) = 2 + 1)1 - 2¢P).

La fonction f est p~tres fine. De plus; on a manifestement

(199 ) -Hyp)IPs lz-yl (o=y<z=1)

elpourtout 0sx<1,

. .
(20) w2 -t
‘ y<x<z |z -yl

|z-y |50 -

Cependant, comme nous le verrons au chapitre III, la dimension de Hausdorff de 1'ensem-

bledes 0<x<1 tels que

’(21) m lf(Y)"‘f(X)lp< -1
y»>x ly-x|

est égale a1,

b) Soient un nombre p> 1 et une fonction f € (Bp(T), dont f'og estla

factorisation canonique. Il ressort des caractérisations précédentes que la fonction f

- est fine, trés fine, extrémale, respectivement si et seulement si la fonction f' est

fine, trés fine, extrémale,

c) Si p=1, les notions introduites se trivialisent. En effet toute fonction
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fe 33}('1‘} est,fin?, donc tres fine et par ailleurs il n'existe dans S%(T) aucune
fonction ‘e‘ktrémale. Pour prouver §:e dernier point on peuf; se 'Iimiter au cas d' ‘uné fonc-
tikcn’ t: [0,1] >R 2 Variation' bornde, absolument-’continue, qui n'est pas monotone
déér*c)iséénte. Tl existe un fermé F  de mesure non nulle tel que, pour tout xéF‘, la

dérivée au point -x, f£'(x), existe et soit strictement positive. Sil'on pose.

(22) Px) = r | ?‘F(t) f‘(t)dt osx=<)
o
le nombre (1) est fiﬁi et non rmi. 'xo_ 7 étant alors le point de 1'intervalle A lo,1]
vérifiant
@) plx) =5 (1),

1 fc;jx{c‘tion €2 [0,1] »R définie par
| £(x) ;;zi(x‘)i - osxs=x)
-1s-00)  xy=x=1)
vérifie
(@5) e = v,@),

ce qui prouve que f n'est pas exirémale.

L PPObléﬁ_l_g 1. Soit une fonction f € SSP(T), dont f' og est la factorisation
canonique, E est 1‘ensemb1e des extrémités des intervalles ’ [-y , z] tels que B
l#'(z) - £ (1P = z-y > 0.

Si I est exirémale et si pl(«E) =0, f esttresfine. Récipmquemént 51 I est

—

L 3

trés fine, la dimension de Hausdorff de E est % Est-ce que, pour toute fonction

e 55{)(’1‘): trés fine u 1(E) =0 ou est-ce qu'il existe des fonctions f GSSD(T) trés

-

: fines telles que , 1) 1(E) soit arbitrairement grand ?
5 \
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Probleme 2. Le théoréme 9 donne une condition nécessaire pour qu'une fonc-

tion f€ fﬁp(’f) soit extrémale. Cette condition est-elle suffisante ?

Démonstration des théoremes. Les théoremes 2 et 4 ont été établis dans [1].

Le théoréme 1 avait été établi dans [1], dans le cas particulier ot T = [0,1] et
f est continue. Enfin le théoréme 3 est une conséquence immédiate de la définition des
fonctions fines. Nous allons maintenant démontrer successivement le théoreme 1, le lemme

1, puis les théoremes 5, 6, 8, 7 et 9.

-VI. DEMONSTRATION DU THEOREME 1,
Soit S’ap 1'ensemble des fonctions f: [0,1] +R & p—v'.b.. . On établit le théo-
“réme 1 pour une fonction fe pr(T) continue, puis on passe au cas général a 1'aide du

théoréme de factorisation.,

Un point x€T est (p-)extréme pour une fonction £ € S3p(T) si

(26) v 0=, bo, xD) v, b, ]).

Le théoréme 5 du chapitre I peut s'énoncer :

LEMME 2. Pour toute fonction f € SBp(T) continue, 1'ensemble des points

extrémes est une partie totale.

Le lemme suivant exprime qu'on peut modifier une fonction f €* ﬁbp continue, au

voisinage d'un point qui n'est pas extréme, sans changer la valeur de sa p-variation.
o ? o

LEMME 3. Soit une fonction &€ SBp continue. Une C.N.S. pour qu'un point
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x de [O, 1] ne soit pas extréme est qu'il existe un nombre €3> 0 tel que, pour

oute fonction € € S?)p, nulle en dehors de 1'intervalle [x-€, x+e], dont la

p-variation est inférieure a &,

27) ‘ v+ ) = v ().

Montrons que la condition est suffisante. Soit Cn c (nEN, €> 0) la fonction
?
nulle en dehors de 1'intervalle [ - % y X + ;—l} , linéaire sur les intervalles
[x-—rll,vx], Ix, x+-r1-l], telle que
. 1
_ (EWP
(25) £, 0 = (5P

11 est manifeste que si x est extréme

29) o lim v_(f + = v (f)+¢€
o lin v (42, ) = vplh) e,
ce qui montre que la condition du lemme n'est pas réalisée.
Montrons que la condition est nécessaire. Pour toute fonction ¢ € SSP et tout
point o= y=< 1, posons
(30) Vg(so)=vp(so , [0,y +v o, [y,10).

Si x n'est pas extréme pour f,

X

v ) < v {f).

5(5) < v ().

11 résulte alors de la continuité de la p-variation de £ - sur un intervalle, en fonction

de cet intervalle, qu'il existe un nombre €> 0 tel que pour tout point y de l'inter-

valle [x-e, x+e],

(31) vg(f_)+oc < vp(f)
avec
I
(32) &= [(vp(f))p N »ep] - ).

Soit £ E® b “une fonction nulle en-dehors de 1'intervalle [x-€, x+e], dontla
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‘p-variation est inférieure & €, L'imervalle [x-€, x+£] ne contenant aucun point
extréme pour f,

3 : v () = v(E+D).
(33) o) pE+ L)

* Pour toute partie finie s de [o, 1] contenant un point y de 1'intervalle .

[x-€, x+e], ona

s \ S
ST+ - ST{f) = «
t+2) - 850 s @
(la notation SS(.) ayant été introduite au paragraphe IIT du chapitre I) ; cela résulte |

,de la croissance de 1a fonction :
: 11

a—@ +bP)-a  (@>0,b>0).
Par suite 7
s _ .y
ST+ s vif)+a ;5
SEeD= V0w ;
soit en passant a la borne supérieure sur 1'ensemble des pértiesﬁnies s de [(}, 1]‘ ,
‘contenant un point donné y de 1'intervalle [x-€, x+e],
(34) W) < vV v a
. p b
Des inégalités (31), (33) et (34) il résulte alors que, pour tout x-£< y < X+g,.
(35) viE+2) < v (£+2).
p P »
Ltintervalle [x-e s X-+€] 'ne contierit donc aucun point extréme pour f+C vsi bien que,
‘A désignant le complémentaire de cet iﬁtervalle,

v!;(f+t) = vp(f.+l;’ ,.A) = vp(f,A) = vp(f).

u

LEMME 4, Toute fonction f¢€ 55;) continue, extrémale est fine,

11 résulte du lemme 2 que toute fonction f € Cﬁp_ continue, pour laquelle tout point
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de [0,17 est extréme, est fine. Tout revient donc & établir que si, pour une fonction
continue f € !J?)p un point x n'est pas extréme, il existe uné fonction ¢ € 55p
ncn nulle, telle que

vp(f+>\C) < vp(f) (-1< X < +1)
or c'est une conséquence du lemme 3,
a
Nous allons maintenant nous affranchir des hypotheéses ¢ T= [O , 1] et £ est

continue,

- LEMME 5. Soit une fonction f € S’JD(T) et f' og sa factorisation canonique .

La fonction f est fine, trés fine, extrémale, respectivement si et seulement si la fonc~

tion f' est fine, trés fine, extrémale.

Comp‘te tenu du théoréeme 3 et de la définition 1, il suffit d'établir que f est
extrémale si et seulement si f' est extrémale,
Si f' n'est pas extrémale, il existe une fonction ¢! € SSD(gZTH non nulle,

telle que
' _vp(f' +A8Y) =< vp(f‘) -1=x <)

/
Alors la fonction £ =€' og estnon nulle, appartient-a @p(T) et
v (f+28)< v (f) (-1<sx=1)
p p ~
si bien que f n'est pas extrémale.
On sait que lorsque g ne varie pas sur un intervalle, il en est de m&me pour f.
I1 est donc facile, en modifiant convenablement T, de se ramener au casou g est

-strictement croissante et par conséquent inversible, Compte tenu de cette remarque, la

réciproque s'établit comme la proposition directe.
' a
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Déronstration du théoréme 1, Soit £ € @p(T) une fonction exirémale et f'og

sa factorisarion canonique. La fonction ! est lipschitzienne d'ordre }), donc con-
Tinue, D‘apr*'és lé lemme 5 on peut, en substituant f' & £, se ramener au cas d'une
fonction f € SSD(T) continue.

Nous admetitons maintenant que. f est une fonction extrémale, continue. Supposons
encore pour fixer les idées que O=inf T, 1=sup T. Désignons par f le prolon-
gerﬁ_ent de £ -en une fonction linéaire sur les intervalles- contigué a T; f estune
fonction contiﬁue sur [O, 1]. Pour que la fonction f soit fine il faut et il suffit que

T soit une partie totale pour f, c'est-a-dire, db‘ apres le lemme 2, que tout point
de T soit extréme pour f. Supposons 1'existence d'ﬁn poir_l‘t x€T qﬁi n'est pas
egctrénie pour f. 1l eiiste , d'apres le lemme 3, uﬁe fonction E’ € pr. non nulle au
point x, telle que Z(O) =0, pour laquelle

vp(f +A0) < Vp(f) (-1=x<1).

Alors la restriction € a T estune fonction non constante vérifiant

L=
IBLIOTAEQUE g

B
4,

v (E428) = v (F) =v () c1=a<1),

~

ce qui contredit le fait que f estextrémale. Ainsi, tous les points de T  sont

extrémes pour f ce qui implique, comme nous 1'avons fait remarquer, que f est fine.
a
VII. DEMONSTRATION DU LEMME 1,

Soient un nombre p> 1 et une fonction f£: [O, 1] »IR  vérifiant la condition de

Lipschitz

1
(12) li(z) - £(y) = lz-yIP.

Pour tout‘ ncN, désignons par Fn 1'ensemble des extrémités des intervalles [y,~



de longueur supérieure a % , Vérifiant
1
(26) l£(2) - 1(y) = (z - )° > 0.

(Fr\& st une suite croissante de pé}"ties fermées dont la réunion est E. " Nous allons
montrer que, pour tout n€EN, la restriction le de f a Fo “est monotone par

n
morceaux et lipschitzienne d'ordre 1.

a) f IF‘ est monotone par morceaux.
- R .

Le lemme suivant exprime que les intervalles [y,z] vérifiant (36) ne se chevau-

chent pas.

LEMME 6. Soit une fonction f: [0,1]+R vérifiant la condition de lipschitz

(12) et des nombres 0 :: k< B<y=<d<1. Des conditions
| 1 |
1) -8} = (v -® 1£(8) - #(8) | = (5 - )P

il résulte que  a=R ou ¥y =95.

Remarquons tout d'abord que £(y) - f(a) et £(5) - £(8) sont de méme signe ;
en effet, si par exemple le premiép de ces nombres était strictement positif et le second.

strictement négatif, la condition £(8)< f(y) impliquerait f£(y)-£(8)= £(B) - £(0) = |

] 1 : |
6 - B)i > (8- y)P 1 et la condition f(y)< £(B) impliquerait £(8) - f(x)= f(y) - £(a) =

(y -’ > (8 - o) , d'olrune contradiction avec la condition (12). Supposons donc,
pour fixer les idées, f(a)< f{y) et £(8)< £(0). Posons
A=Y -a , p=5’—-8‘, v=y-8.

Ona 1 | 1
| i(y) - ) = AP : (6) - £(8) = uP

et par conséquent



36
1

AP uP —(8) - () + £(v) - £(B) -

est majorable par

Tl

1
1£(6) - £ |+ 8(v) - K(B) [ = (X 4+ - w)P 40P,
La fonction ¢ définie sur [0, A+u] pab
1

1
)= (4p -x)P + xP

vérifie donc
1 1
(1) o)z AP 4+ pP,

Or la fonction ¢ est concave, n'est constante sur aucun intervalle ouvert et vérifie
1 1 1 ‘

@(0) = (X +u)5_ <2P 4 pP
(ii) .1. .1.
| o) =o(p) =2P +pP
Puisque v est inférieur a X - etTé 7 ,1 il résulte des conditions (i), (ii) que
o) =2® 4 uP
doncque v =X ou V =[.L, - d'ou le résultat.
O
Fixons nEN. Puisque, d'apres le lemme 6, les intervalles [y,z] vérifiant la
coﬁdition (36) _nevse chevauchent pés deux a deux, 1'ensemble dé ces inter*valleé , dont ta
longuéur ést supérieure a ;1-1, est composé d'un nombre inférieur a n de familles
d'intervalles emboités, Soit [yi , zi] (i€I) une telle famille. 1i,j étant deux indi-
_ ces appartenant a I, Supposons pour fixer les idées que f(yi) < f(zi) . e't
y.<y.<z.<z ; Ny

1% i

on a alors nécessairement

fy;) = yy) < #z;) < £(z)).

En effet, si par exemple f(yj) < _f(yi), on aurait
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1

1
f{zi) - f(yj} > f(zi) N f(yi) = (zi - yi)p > (zi - yJ.)E, ce qui serjait en coritr'adi.&:'i'io.n avec
~ 1a condition de Lipschitz (12). Les autres inégalités s'établissent de méme.
}Tous avons ainsi prouvé que la rgstriction dé f A {yi_ , yj 24 ,: zi} est mono-
tone. Il en résulte que la restriction de f & 1'ensemble des points Y174 (iern) ‘est

monotone et finalement que la restriction de f a Fn est monotone par morceaux,

b) £ g est lipschitzienne d'ordre 1.
.

Etant donné un nombre x>0, soit Ga 1'ensemble des extrémités des inter'é

valles ly, z] .vér‘iﬁant

-(37) lﬂﬂ—fWHp==zf&2a.

D"Aapr‘e_s le lemme 6, les intervalles vérifiant (37) ne se chevauché.nt'p_.as. Sl 1'on consi-
| d‘er-e donc 1'ensemble de ces intervalles confenant un point donné , On .obtier?t :_une famille
q‘intervalles emboités [yi , zi] (i€1). Soit F 1'ehsemble c_ies»points Yi s %
(i€1). 1l existe unindice nEN telque Fc G(% cF, | si bien que la restriction de
f a F est monotone. Pour fixer les idées nous allons supposer que la Pestricfion de
f a F est monotonevcroissante. Noqs allons établir que f Ié est lipschitzienne

' d'or"dr‘e 1. ‘II en résultera que,' pour tout o> 0, f] G est lipschitzienne d'oﬁdr»e

o

~ 7z ' rd 1
1, d'oule résultat annoncé en prenant o= o

Soient des nombres positits a, b, B, A , ¢ vérifiant les conditions

A2Za , asB , b>0
38
= x=2a" , p=(n)f-aP
On a 1 1 1 ]
(39) bS*pB‘+@p"}53B‘+@p~q-

Posons maintenant
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(40) B = sup (i(z;) - 1(y,)]
i€l
et choisissons un nombre €> 0 tel que la-condition 0< u < € implique
| i
) Ky ¢
(41) | (1 + 0L) 1= T

Etant donné un-indice iCI tel que fyi—s , yi[: rencontre I, posons, pour un point
xEF vérifiant JimES X<y,

A:?i-yi ’ Ii=yi-X~
(42)

a =1(z,) ~ i(y;) | , b=1y)-tx).

Les nombres (42) vérifient (38). Puisque 0< p < g, on déduit donc de (39) et (41) que

R

(43) fly) - 109 =b= Fu = By - %)

La partie fermée F est la réunion de deux fermés disjoints : F' 1l'ensemble des

points yi (ic1) et | F'f 1'ensemble des points  z, (i€I)." La condition (43) exprime
que, si deux points .u , V de F' sont distants de moins‘ de £,

(.44) If(v)—f(ﬁ)l S-g Iv—ul..

On montre de méme que la condition (44) est vér‘ifiée si u, v sontdeux points de _F”

distants de moins de” €. Ainsi f est lipschitéienne sur ! | et F", donc surla

réunion F de ces deux fermés.

O
Nous venons d'obtenir des résultats un peu plus précis que le lemme 1. Avec

on obtient, en notant que B =< 1:

aol
T n

LEMME 7. Avec les notations du lemme 1, pour tout n€N :

a) La restrictionde f 2a Fn‘ . est monotone par morceaux et le nombre des in-

-tervalles de monotonie est inféricur a n.
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b) Il existe un nombre e> 0 tel que, si deux points u,v € Fn sont distants de

moins de €,

(45) [f(v) = f(u) ] < nlv-ul.

VIII. DEMONSTRATION DU THEOREME 5.
Soient une fonction f € SBP(T) et f' og sa factorisation canonique. Pour tout )
nEN  désignons par F_ 1'ensemble des extrémités des intervalles [y,z] vérifiant

et

Sh=

v,z €g(T), z-y=

(9) lf'(Z)—f‘(y)lP%z-y.

Pour établir le théoréme 5 il-suffit de prouver que les ensembles Fn sont de mesure

~nulle si £ est fine et ont une mesure de Hausdorif finie, dans la dimension , si f

‘est trés fine,

a) Cas ol f estfine,
Etant donnée une fonction f€ SBD(T.) et une partie A de IR, on appelle

p—variaﬁon finede f sur A le nombre _
~1

(46) vi(E, A)=lim sup zj(lf 1)-f(’fc)lf’/\oc)
o0 scA i=1
ol t1 < t2 eee < tn etoll s= (t 2, ceoy t n) décrit l'ensembie des parfies finies

de T contenue dans A. Le théoréme 11 de chapitre I exprime que, si f'og est

la factdrisation canonique de 1,

o (Y o p
(47) Vit A)=5 T ') - £1() ax.
A | g} y»x ly - x|
On a d'autre part :

LEMME 8. Pour toute fonction monotone croissante f € pr(T), avec p> 1,
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vé(ﬁ , T)=0.

~On peut sans restriction se limiter au cas ob ;T."‘ [0,1] et £ estune fonction
cortinue, Supposons encore que f(0)=0 et f(1)=1. Etant donné un entier n€N,

posons tomo, t =1 ’etsoient t, 6, ooyt

17 , n-—1‘

I ‘des points de [0,1] tels que

1t} =5 ©=k<n).

Pour tout indice 0< k< n~1 s

s

Vp(f s [tk s tk+1]) = np’
si bien que - -
n-1 1
s o —
Vp(f ’ T) = g;% Vp(f ) [tk’tlc+1] ) - np—1 .

- n étant arbitraire et p> 1, onen déduit que vé(’ﬁ , T)=0.
i
Soit une fonction fine f E‘BSp(T) dont f'og estla factdrisation“ canoniqué. :
Etant donné un indice n€N, . soit F n 1'ensemble des extrémités des intervalles

}-et
n

[y,z] vérifiant y,z € g(T), z-y=
NG . | It 2) - ) IP = z-~7.

Dans la démonstration du lemme 1 nous avons prouvé que la restriction de ' & F‘n”’
- est monotone par morCeaﬁx.‘. Ainsi, d'apres le lemme 8, v;(f' , Fn) =0 (nEN).

D'autre part d'apres le lemme 5 la fonction ' est fine, 11 résulie donc de 47) et dz_i »

“théoréme 4 que

J dx =.j m E@-relP z-v*-(f? ,F) = 0.
F F yrx ly - x| P

b) Cas ol f estires fine.

' Soit une fonction tres fine £ € B o(T) dont ' og estla factorisation canonique.
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Pour un indice n€N donné, nous allons établir, avec les notations précédentes, que
Iz mesure de Hausdorff de Fn dans la dimension 11) est finie‘; c'est a dire qu'il
existe un nombre c < +oo tel que, pour tout &> O, on puiése trouver un recouvre-
 ment’ ‘[yi , zi] (1<si<m) de F constitué d'inter‘\}a‘lles de longueur inférieure

a g, telque

m .
(48) IOEEN
- 1= .

Tl

=C.

Soit un nombré £> 0. La foné:tion f étant trés fine, il existe une partie finie
(’c1 s eeey tg) de g(T), arbitrairement voisine de g(T), au sens de la métrique sur
1'ensemble des parties fermées de IR, vérifiant t1 <...< te, telle que, sil'on

pose t,=0, to1 = vp(f), |
- T 1 -

S g - '

- (49) :L:O_-_: [(’ci_H - ti)-p - lf'(ti+1) - fl(ti) I} < e

De la condition (49), valable pour tout € > 0, on déduit immédiatement que, pour tout

intervalle [y,z] contigua g{T),

(9) £ (z) - () IP = z-y ;
ainsi, on peut choisir (tT’ ceey te)A en sorte que tout interyralle [ti , ti+1] qui n'est
pas .‘contigu a g(T), soitde 1onguéur inférieure a e.

Les int»ertvalles | [ti ’ ti+1] qui sqnt de longueur inférieure & €, forment un
recouvrement de g{T), doﬁ(: de Fn. On peut en extraire un recouvrement minimum

[y. ,z] (1<i<m) de F_. D'apres le lemme 7 il existe des nombres
Bt | _ . n

.

a, 0 a;<a, .. a a 1,

avec r<n, telsque larestrictionde f' a

_(50) F,o;=FN [aj, 1 (0<j=<r-1)

a.
n,j J+1

soit, pour tout indice Jj, monotone. Quel que soit O< j< 'r‘—'1, désignons par 1.
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1'ensemble des indices 1=<i<m tels que' fyi , zi] renconire F_ .. Puisquele
v ‘ . s

recouvremen: fyi , zi] (1<i<m) estminimum, on a, pour tout indice 0< j< r-1,
T lez) -1y | =201+ €°)

iEIj
si bien que
m 1
1 - 1 p
(51) 17_; £ (z,) - £'(y;) | < 2n(1 + €).
Or, on déduit de (49) que
1 .
m r - . '
P ey v [
z 17 - ) l£1(z,) - £'(y,) | <e.
Ainsi
v S m .1 ..1.
- P . P
(52) | ;[_:_:(Zi y;)" = 2n(1+€") + &.

€ étant un nombre strictement positif arbitraire, on en déduit que la mesure de Hausdortf

>. 3 1 . Vd 3 Y
de Fn dans la dimension 5 est inférieure 3 2n.

IX. DEMONSTRATION DU THEOREME 6.
Le théoréme 6 résul‘ce facilement du théoreme 8, En effet, si 1'on admet ce dernier,
on vérifie facilement les points suivants.
a)Si f€ S’JD(T) est trés fine, g ¢ =0, ce quiimplique ‘que f est extrémale,
b)Si f€ %p(T)' est extr*e’ma}e, e est portée par E. Or, My désignant 1a

mesure de Hausdorff dans la dimension 113’ on a naturellement p £ < . Ainsi, si

Tl= gy

i 1(E) =0, ona uf(E) =0, soit p,=0. f étant fine d'apreés le théoréme 1, il en
5 .
résulte que f est tres fine.

La démonstration des théorémes 7 et 8 va demander une étude préalable de la mesu~ |

re fi..
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X. ETUDz DE LA MESURE “f‘
Soién't une fonction f € i) p(T)‘ et f'og sa factorisation canonique. Pour toute
- pa-tie fermée F de g(T), posons
. , . 1 :

(13) B =1im T (- 3P - 10 () - 115 1]
‘ k=1 o

ol fyk s zk] (1< k<n) estunrecouvrement de F et oli la limite inférieure est
prise lorsque la borne supérieure des nombres Zy = Yy devient arbitrairement petite.

Pour toute partie A de g(T) posons

(53) pe(A) = sup p(F).
' FcA
F fermé

L‘éppliéaﬁon K j:(.) est une'mesure extérieure métr*ique : s‘ik ‘A,B sont d‘eux}par’cies” |
lde é;TTT dont 1a distance est strictement positivé,

BAU B) = pa) + 1 B).
La resftr*iction de 1" application u f(.) ala G-;alg‘ebre des bc?r*éliensvde’ g(T) - eé;c donc

une mesure réguliere. p £ désignera maintenant cette mesure,

LEMME 9. Pour toute fonction f € S?)p('i[‘), Mg estune mesure régurliér‘elvér‘b :

.

fiant p £ <

o ] I

Nous allons prouver maintenant que 1'on peut, dans la définition de f:(F‘); ne

- considérer que des recouvrements de F constituds d'intervalles ne se chevauchant

pas, Nous avons pour cela besoin de montrer que, si 1'on appelle chaine croissante de

léngueur S 0, toute famille d'intervalles [yk , zk] (t<k<n), telleque

Vi<¥pS 2 <¥3=72

f'(Y})S ?"(}’2)5 f,'(Z1) < f‘(yB) < f‘(zz) .o f‘(yn)g f¥(zn_1)5 f‘(zn)’

(54) 2 0 In S g n
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- pour laguzlle z_ - ¥q = £, on peut, sous certaines conditions, conclure que ? ne peut
. 151 . .

pas &tre trop grand. Si on appelle chaine décroissante de longueur E>o0 relativé a

i, toute chaine croissante de longueur £ relative d -f, on a le résultat suivant.

LEMME 10, Pour toute chaine croissante ou décroissante de longueur e rela-

“tive & une fonction f€ pr(T), on a

| P i-d
- (59) b= sup(e® ', 4x Pp)
avec = su;ﬁ (zk—- yk) '
' ‘ ’ 1<k=<n
‘ 1
56 e if ~f*( 1.

On a, pour tout indice ‘1<k<n,
1 1 1 ‘ : 1. 1
(r v WPeolr -v \P e ) > . vy

et par conséquent, pour toute suite d'indices 1<k <n (1=i<m)

L o ; ‘ m ‘ .;; .}.. -1 m ' ‘
o i 7 |

i=1 i

S'il existe une suite d'indices 1 <k <n (1si<m) telsque

1
1 P
| '.f‘(zk.)~f‘(yk,)2§(zk‘-y )
i i i i
(58) m .
2z, ~y )=5
=T T2
il vient, compte tenu de (57),
: -;--I o %-1 m m
- A -~ 1 7 .
g b= 2 2 (g -y )= ) Wz ) -1y )
i=1 1 1 1= i i

par aﬂleurs
' 1

z:(f (z, )-— f‘(yK )< 20 (z,) - 1'(y)) < 28P,

i=1



Ainsi, sous 1'hypothése (58),
P
(59) P<gPl

Supposons maintenant que la condition (58) est en défaut. Il existe alors une suite

d'indices 1<k <n (1<i<m) tels que
1

T 1 . ¥4 p
f'(zk.)—f‘(bk.)si(zk.—sk.)
i i i i

(60) n ;

2. (g -y =5

i=1 1 i
et 1'on a en particulier

. 1 ; 1
1 = 5 1 r 5 l i 1 ‘1
61) DINCHES LD I [CHE M LN A C R VAR N P
i=1 i i i=1 i i i i

Dans ces conditions on obtient, compte tenu de (57),

1 .
1 P 1 P 1 P
i< SIS LS DENCYES PAE
i=1 i i =1 i i
‘donc, d'apres (61),
1 1
1 5_10 1 2 p
Z(X. ..<_’2‘Z:(Zk—yk) -*B?
i=1 i i
et par conséquent
| -3
(62) L <4a Pos.
o

LEMME 11. Pour toute fonction f € %p(T), dont f' og estla factorisation

canonique, et toute partie fermée F de g(T)
| 1

(13) | Nf(F):“.l}.}IL [(Zk- yk)p- lf'(zk)"f!(yk)ﬂl

ol [yk y zk] (1< k< n) estunrecouvrement de F formé d'intervalles ne se

chevauchant pas, c'est a dire tels que Z S Vit (1< k<n-1), etolla limite

inférieure est prise lorsque la borne supérieure des nombres z devient

k Yk

arbitrairement petite.
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Le lemme est trivialement vérifis lorsque u f(F‘) =+, Considérons donc le cas
oli i(F) < -, Si, pour tout nombre «a> 0, p.afx(F) désigne la borne inférieure

des nombres
(63) 5= -y )P - 10 -],
= L%k ™k K k']

ol [yk , Zk] (1= k=<n) estunrecouvrementde F etol Z =¥ S« (1<k<n),

Tl

p¥F) est, pour «>0, une fonction décroissante de « et

(64) uy(F) = lim p(F).
at0

Si, pour tout o> 0, v™(F) désigne la borne inférieure des nombres (63), lorsqu'on
impose de plus que les intervalles [yk , zk] (1< k=<n) ne sechevauchent pas, il
est r_n;cmife,ste que uo_((F) < v(F). Touf revient alors a prouver qu'il existe une fonction
.'cbntinue, strictement crqissante P R++ R+, telle‘ que p(0)=0, 'vérifiant, qﬁel que s0it
x> ‘0.’ k . | | |

(65) pE) = () = 1P E).

- Etant donnés quatre points y < Yo <z< zZ, de g(T), nous allons tout d'abord

montrer comment 1'on peut minorer

(66) 3P + (2y-3 )P - 1@ -1 )] - 18 -1y, |

en faisant intervenir des intervalles qui ne se chevauchent pas. Supposons pour fixer

les idées que f'(y) < £1(z). Si f'(yo) = f'(ZO) il est manifeste que (66) est minord par
1 -]

(67) -0 + (2= )P = 100 ) - ') - 12 (z) - £y ) |

si ! (yé) = f'(z) et, dans le cas contraire, ‘.est minoré par

1 1
(68) (z-y)P +(zo—-z)p. - |t (z) -y} ]~ |f‘(zol)-f'(z)l.
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Sio f! (yo) < f (zo) et si f! (yo) > f'(z) on voit que (66) est minoré par (67) et (68).
Il nous reste alors a ehvisager le cas ou
(65) By <ti(y)<i'(2)<t(z,),
c'est a dire le cas ou les intervalles [y,z] s | [yo,zo] constituent une chaine crois-

sante. Nous allons montrer que, sous 1'hypothése (69), (66) est minoré par
: 1

(70) (cy)P - 18 -1 )]

Etant donnés trois nombres positifs a, b, ¢ on a nécessairement
1 1 1 1

(71) (atbic)? + aP < (@m)P? + (@c)P .
En effet, supposons b < ¢ et posons, pour tout nombre 0=<'XA < atb

1 1
o) = (@+b-2)P + \(a+c+}\)P .

La fonction ¢ est décroissante et par conséquent ¢(b)< ©(0), ce qu'exprime (71).

En appliquant (71) on obtient
| 1 ol 1 1
(72) (2, - NP+ G-y )P s @-NP+(z, -y )"
be (69) il résulte par ailleurs que
iz ) - 2 @) I+ 18 (2) -1 ) = 181 (2) - £ () |+ l£1(z,) - () |
donc

1
(73) If'(zo)-1°.'(3Y)|+(z-yo)p > |£'(z) - £'(y) |+ lf'(zo)-f"(yo)l.

De (72) et (73) on déduit alors que (66) est minoré par (70).

Soit [yk , zk] (1< k=<n) unrecouvrement de F tel que 2, =~ Yy < «

(1=sk<n) et

n

r
4 -

Tl

|

- !f'(zk) " f'(yk)

L %F) est la borne inférieure des nombres (63) correspondant & ces recouvrements.

- On peut, par modifications successives, en considérant les intervalles I:yk , Zk]' :
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deux a deux et en utilisant les minorations que nous venons d'établir, associer a
Lyk , zk:[ (1< k<n) unrecouvrement [yl'( , zl‘{] (t=k=<n') de F, constitué

¢'intervziles ne se chevauchant pas deux a deux, tel que (63) soit minoré par

n' !

(63") S [P - e -ropi].

k=1

Tout intervalle fyl'( , zl‘{] correspondant & 1'une-des minorations (67), (68) est de
longueur inférieure & «. Il n'en est pas de m&me pour la minoration (70) qui intervient
dans le cas d'une chafne croissante ou d'une chafne décroissante. Or, d'aprés le lemme

10, pour toute chafne de longueur B,
P 121
(55) < sup(SP_] « , 40 PBg)
et, d'apreés (74), B < uf(F) +1. Ainsi
' P 1
P 1-1
= ‘
{Sp o, 4a p(nf(F)+1)}.

- On voit dans ces conditions que la fonction p : !R+ -a~lR+ continue, strictement crois-

A ) e
sante, définie par
. p ,
4 (75_) p“1(oc) = sup [SBjoc', 40(1 -,B(uf(F) + 1 1
s'annule & 1'origine et vériﬁe (65).
a
Soijent une fonction £ € Sip(’l‘) et une par*tie fermée F }de m Popr toute

partie finie. s=(t,, ..., t ) de F posons
1
(76) uS(F)zinffj r(z - )5— £ (z, ) - £7( )ﬂ
T DA S A
oll - [yk , zk] (1< k<n) estunrecouvrement.de F, formé d'intervalles ne se

chevauchant pas et dont les extrémités appartiennent a g{T), tel que tout point ‘ci .

(1<i<m) soit un point | ouun point z, (1< k<n). Lerésultat suivant est
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immédiat.

LEMME 12. Soient une fonction f € ﬁb(T)‘, dont f' og estla factorisation

canonique, et une partie fermée F de g{T). Pour toute suite croissante (sn)

de parties finies de F, dontla réunion est dense dans F,

(77) | ,uf(F) = lim usn(F).
1100
XI. DEMONSTRATION DU THEOREME 8.
' Le a) du théoréme 8 est une conséquence directe du thébbéme 73 qu'ant’ au b) i1
peut étre établi diréctemént comme nous allons le voilﬂ.
-Si 7 f est trés fine, on constate facilement que £ est fine. Par ailleur*s , Soit

‘une partie finie s de . g{T). Il est possible, quel que soit €> 0, de choisir une

partie finie (t;, ..., t) de g(T), telle que by <ty...<t,
(78) t1 =inf g(T) =0 , t =sup g(T) = Vp(f),
contenant les points de s, telle que
n-1 ' -33 , 1
— - 1 - F1 .
(8) D= (RS LR I RO EE

d'ou il résulte que Vs(gﬁ"f) <e. Le nombre €> 0 étant choisi arbitrairement il
en résulte que, pour 't.outepax"tie fintie s de g(T) ,  vs(m = 0 et finalement,
d'apres le lemme 12, que u f(m =0, Lamesure pu f ‘étant positive, cét:i prouve
qu'elle est nulle,

Réciproquément supposons que f estfineetque pu £ 0. Pour tous nombres
a>0, €>0, ilexisteun recouvrement [yk , zk] (1<k<m) de ‘—("T')', formé
d'intervalles de longueur inférieure & €, dont les extrémités appartiennent 3 g(T),

tel QUa
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| 1
Zkr; {(zk— v )P -tz - f‘(yk')ﬂ < e.
_Comme‘ nou; i'avons prouvé au lemme 11, on peut supposer que les intervalles [yk,zk]
ne s2 cnevauchent pas. Admettons pour fixer les idées que .
Yy < zk's Yier1 (1< k<n-1).

Dans ée cas les intervalles [zk , yk+1] sont contigus & g{T). Or, £ &tant une
- fonction fine, on a pour tout intervalle [x,y] conﬁgu1 a 'gTTT,‘

) -6 = 1y -xIP.

Ainsi, si1l'on ordonne les points Vi 1 %

en une suite croissante (t1, ceey tn) ~on
constate que tout point de gZTiy est distant d'un poiht ’ci de moins de « et quela

,qondiﬁon (8) est réalisde. Les nombres o et ¢ étant arbitrairement petits, il en

résulte que f est trés fine,

0

X1, DEMONSTRATION DU THEOREME 7 (condition nécessaire).
Soit: une fonction éxtrémale fe 539(’1‘)' 'telle que vp(f) = ‘1 . D’raprés le théoréme
1 ¢ ‘ést fine si bien que les conditions a) et b) sont vérifides. I; reste a établir c).
Nous allons raisonner par 1'absurde .et sup;;oser que la mesure | U £ nfest pas
portée par E 11 existe alors une partie fér*mée F de g(T), disjpinte de E,
telle que ‘u f(F) > 0. D'aprés le lemme 12, 'vil existé dans ces cdxldifions une paftié
finie' s = (t,* s veey tm) de F telle que vo(F) > 0. On peut alors »trouver un indice

1<i<m-1 tel que la borne inférieure des nombres
1

‘ n -
(63) B CREALENEICRE o) 1],

oll [yk , Zk] (1<k<n) estunrecouvrementde FN [ti b 1] (on suppose

toujours Que t}‘< t2 e < tn_), formé d'intervalles ne se chevauchant pas et dont les
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extrémités appartiennent 2 g(T)N [ti , t

i+1] , est strictement positive, Nous avons en

ddfinitive é:abli le résultat suivant,

3

LEMME 13. Si , pour une fonction f € fbp(’f), la mesure U £ ‘n'est pas portée

par E, il existe une partie fermée F de g(T Sv disjointe de E et un nombre

g> 0 tels que, pour tout recouvrement [yk , zk] (t1<sk<n) de F, constitué

par des intervalles ne se chevauchant pas et dont les extrémitds appartiennent a

“ngiﬂ[a,b], avec a=infF, b=supF, onait

. 1 , .
n - , .
,(79)‘ _ :{[:—{, L(Zk yk) (ék) ‘ (yk)IJ > s.

. Soit F une partie fermée de g{T) vérifiant les conditions du lemme 13. Pour

"tous points x<y dans F désignons par 7(x, y) laborne inférieure des nombres
(63) e P e - e
- = DTk k k']
.ol [yk y zk] (1 =ks n) est un recouvrement de FN [x;y], formé d'interval}es
ne se chevauchant pas et dont les extrémitds appartiennent 2 g{T)N [x’, y] . Sil'on

pose a=infF, b=supF, onaalors, pour toute suite

=D

1

=a<t, <
‘to a<t '."<tn<tn+1

de points de F,

n . .
(80) | B e (R

_ . |
Supposons, pour simplifierles notations, que vp(f) =1, Nous allons établir dans ces
conditions qu'il existe une fonction €' : g{T)+R continue, non identiquement nulle,

‘a support dans [a,b] , constante sur les intervalles contigus a F, - vépifiant en -

outre sur g(T) les conditions
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T -

(81) @) -1 = '@ -0 =< ly-xI*.
Sil'onpose € =C'og on déduit aussitdt de (81) que les nombres vp(f +C) et
Vp{f -2} sontinférieursa 1 et par conse’quenf que la fonction £ n'est pas extré-

male, La possibilité de construire la fonction ! résultera facilement du lemme que

nous établissons maintenant et oli nous nous ramenons au cas d'un ensemble fini,

LEMME 14, Soit (n(j,k)) une matrice carrdée d‘o’rd‘r‘eb m, 3 valeurs positives..

» ‘ » ‘ - ' — . ‘ — )
Si, pour toutgsmte d'entiers to =1< t1< e < tn< tn+1 =m, ona .

‘ n .
() MLCPLERY

il existe une suite croissante Ck (1< k< m) de nombres pési_tifs vérifiant

‘§1=0 R §m21

(83)

¢, - tjg nG,k) (1<i<ksm).

Raisonnons par récurrence sur m. Si m=2, lapropriétéest évidente. m étant

'

un entier sirictement supérieur & 2, soit

n
=t Tnl )

ol to = 1< ‘ti <...< tn < tm—l =m-1. Supposons qu'il existe une suite croissante

g K (1 < k< m-1) de nombres positifs vérifiant

m-1
g, - z:j < n(,k) ‘(1 <j<k<m-1).
- Posons | V
= ménsfm;] [n@,m)- ¢, 1;

la suite { IRy ﬁmd ) Cm vérifie manifestement les conditions (83).

-
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Placons nous dans les hypothéses du lemme 13 et soit F une partie fermée de
m disjointe de E, ‘véx‘iﬁant (79). n(x,y) -désigne, pour tous points x<y de
F 1a borne inférieure des nombres (63), ol [y’k-, zk] (1<k<n) estunrecouvre-
ment de FN [x,y], formé d'intervalles ne se chevauchant pas et dont les extrémités

appartiennent a g(T) N [5 x,y] . Ona, quels que soient x<z<y dans F

(84) nix,y) < n{x,z) + n(z,y) ;
par ailleurs, pour toute suite
1 1

t0=ba<t < ...<tn<tn+ =Db

de points de F, ol a=infF, b= supF, ona

 §]
(85) I OPEESS

Soit ka un ensemble dénombrable partoﬁt dense de points de F (lecasou F serait
fini n'est pas 2 envisager puisque la mesure p. est diffuse et que p f(F) > 0). Nous
Agllons suppbsex* qué a et b appartiennenta D. Désignons par (Xk_) - uﬁ dénom-

" brement de | D tel que X =a, Xy = b. On peut, d'apres le lemmé 14, choisir pour
tout entier m =.2, une suite de nombres I({m)_ {1<k=<m) vérifiant
e - o £ = e

et, quels que soient les indic;es j,k comprisentre 1 et m, telsque Xj < Xps

(m) _ . (m) ,
0= L -t < n(xj ;%)
De la condition (84) il résulte facilement que 1'on peut, pour tout indice m= 3, cons-
truire la suite des nombres Cf{m) (1< k<m), &partir de la suite Cl({m'})
(1< k=< m-1), enprenant

| Cf{m) = Cl((m"” (1<k<m-1)
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et en choisissant convenablement Cr(ﬁm. En définitive il existe une suite infinie (Ck)
de nombres positifs vérifiant
(83) £,=0 , L,z ¢
et, quels que soient les indices j,k tels que . Xj < X0

Cette derniere condition exprime que, quels que soient les indices j,k, tels que

.Xj< Xk’ :

(87) 0= -t < gex)P - e G) - )L

Ainsi, si1'on remarque que, pour tout intervalle [x,y] contisua F, n(x,y)=0,

on constate qu'il existe une fonction continue, monotone croissante unique E : g(T) » R,
n;llle suf glTin [O,a:l‘, constante sur les intervalles contigus a F, égale a C2
sur g(r)N[b,1] et vérifiant

(88) Tx)=2¢, (k € N).

La fonction € est définie par

(89) Ex)= sup £, (x€&TD.

X, <X

D'apres (87) et (88), la fonction 'E vérifie les conditions 1
(90) I -1 € -0 = ly-xIP
sur g{T)N [a,b] . ‘Mais Qn n'est pas assuré que la fonction E vérifie les conditions
(90) sur  g(T). Deux cas risquent de se présenter.

@)1 existé dans g(ﬂ deux points x<a, y>b telsqueles conditions (90)
ne soient pas réalisées.

{i)yn exiéte dans g(T) deux points vérifiant x<a<y<b ou as<x<b<y

tels que les conditions (90) ne soient pas réalisées.
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LA

11 est facile d'éliminer le ca"s.‘(i) en substituant a
g =@, £ -0
Ncus éliminerons simultai')ément 1e$ cas (i), (ii) en substituant a E une fonction L'
- que néus allons construire, Lé fonction E a une variation totale supérieure a .
~ Soit alors ﬁn nombre . a> 0 . ’tel Que
;v,i(’kg, '[a;oz , b-a]) = ; : |
}L‘en'sembledés extrémitds des i‘nter*vanes [y,'zj tels que
67) 0@ - @I = 2-y>a
| est une paptie fermée Got dé g(T) disjointe de F. 11 existe donc un sous-—in"cervaneA
[c,da] de [ata, b-al d:‘tsjoint de G, telque
(§1) | o ,Y1(g , [c'_,d])> 0.
- Il résulte alors de bla continuité de la fonction f' qu'il existe un no.?nbre‘ . X\‘/‘f 0 .tel B
- que, pdub tous pbihts X,y de FT'ﬂ' vérifiant c<x<d, y<a ou ~y2 b én aitr‘»‘
(52) AyxP - 0@ -re I =a.
On‘ conk&k:tate dans ces conditions que la fonction ¢!, . nuile en dehors de Ifintervane
[e,d] et déﬂ;ﬁe sur )N [c,a] par

(93) ¢t =int -E0), E@-E, ),
~éstknc‘>n nulle et posséde toﬁtes les propriétés désirées. Ceci ach‘éve de prouver que la-
fonction . f’ n'est pas extrémaleet par*-‘con'séqgent quek les condi‘cioﬁs du t;iéoréme 7
sont nécessaires.

D .

XII. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 7 (condition suffisante). .

Soient une fonction f € @D(T) telle que vp(f) =1 et f'og safactorisation
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canonique. Si la fonction f vérifie 1=s conditions du théoréme 7, nous allons établir
que c'est un point exirémal de la boule unité de :‘BBP(T). Cela pevient a montrer que
toute fonction € € SSD(T) vérifiant

(94) vErT)=1

~est nulle (modulo une cohstan’[e).

Etant dorinée une fonction’ g € ﬁp(T)’ les lemmesb suivants établiséent 1'existence
d'une fonction® ' € ;‘Bp(m felle que (f! + ¢ ') og 'ét' (fr-ZC%og soient res-
pectiveme‘nt' Ia‘ factorisation canonique des fonctions £+ &. et f-2C. Poﬁf établif
que la fonction‘ { est nulle_, il suffit alors de prouver que la fonction ¢! est-nulle,
ce qui-facilite ‘grandement la démonstration. Naturellement on peut, d' ai)rés le lemme 5,
substituer f' A f ; jc:ela revient a supposer que g ' est I_t’identité, mais il s'agit
13 d‘unesimph’fication illusoire. Nous préférons donc par'tif* d'une fonction ‘e .%D(T) ,

" vérifiant les conditions du théoréme 7, arbitraire.

LEMME 15, Pour toutes fonctions f, £ dans %p(’l‘)

(95) 2vp(f) < Vp(f+ ) _; vp(f- ). |

Cela résulte immédiatement de 1'inégalité
(@) 2lal® < la+blP s+ Ja-b|P
valablé pour tous nombres a,b.

a

LEMME 16. Soient une fonction f € SBP(T) "etune partie A de’ T. Pour

toute factorisationde f enune fonction g: T +»IR monotone croissante et une fonc-

tion continue ' : g{T) »IR




(96) v, A)= v, gA) = v (e, B,

Cetie propriété tout a fait élémentaire est établie dans (1],

LEMME 17, Soient des fonctions f, £ dans S?Jp(T) telles que
f)= f = f- .
(97) Vp( ) Vp( + ) Vp( Z)

Si la fonction f est fine, la fonction € est continue et

' (9.8) vp(f , I) = vp(f+2§ , I) = vp(f—-C , 1),

pour tout intervalle I de R.

Notons d'abord que, pour toute fonction £ € pr(T) et tous points x <y de
T,
(99) v, Iyl <v () -v ( [ox])-v (t, [y,+]),
p b p p :
1'égalité ayant lieu en particulier si f est fine. Plagons nous maintenant dans les

N

hypothéses du lemme. f étant fine, 2vp(f , [x,y]) estégala

2v (£)-2v (£, [~o,x])-2v (£, [y, +=]),

p p P .
soit encore d'apres (97) a
v (E+8)+v (E-8)=-2v (f, [~o,x])=2v (f, [y, +o]).

P P p “p |
En appliquant 1'inégalité (95) aux restrictions des fonctions £ et C aux intervalles
[~o0 , x]", [y , +00 ] , onvoit que 2vp(f , Ix ,y]) est minoré par la somme des deux

hombfes _
Vp(f + C) - Vp(f'l‘C ’ ["OO’XJ) - Vp(f+?: 1] [y’-}-oo] )’
v (E-2)-v (=T, [eo,x]) - v (E-C L [y,+]).

En appliquant 1'inégalité (99) aux fonctions f+f et f- on obtient alors

2vp(f , x,y])= Vp(f—l—C ,' bx,y]) + vp(f—C , ‘[x,y]).
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L 'inégalité contraire résultat de (95), appliquée aux resirictions des fonctions f, €
a [x,y] , nous avons ainsi établi que, quels qge soient x<y dans T,
(120) 2v (&, yl)=v(iL, [>;:,y] )+ v (-2, [x,ﬂ ).
f' og désignant la factorisation canonique de £, ii résulte de (100) qu'il existe une
fonction continue unique €' : g(T) »/R, ap-v.b.,telleque L =C'og.
La fonction f étant fine, quels que soient les points x <y dans g(T),
v x,y]) =y~ x.
En gtilisant le lemme 16, on déduit donc de (100) que, pour tous points x<y de g(T)J,
v+ 8, Doy v -2, Iyl) =20y - %)
et par 'suite'que, quels qué soient x<y dans g(T),
(101) €+ T )y) - (B + 2)(x) va + HE - 2)y) - (£ - 2)x) P < 2(y - x).
f étant une fonction fine, il résulte du théoreme 4 que, pour presque tout point

xengi,

(10) -t

ya+x  ly-xl|

Soit un point  x € g(T) vérifiant (10). Il existe une suite (yn) dans g(T), conver-
geant vers x, telle que y_ £x (n€EN), vérifiant

vim o) =16 P
n-o Iyn—xl

De (101) et du fait que 1'égalité dans («) ne peut avoir lieu que pour . b = 0, il résulte

que IC'(yn)-C'(X)!p
lim =0,
n o |yn—xl

Nous venons ainsi d'établir que, pour presque tout point x € g(T),

(102) e E @ - 0FE =P
y>X ly ~ x|

.
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Par ailleurs, pour tout intervalle [x,y] “contigu & g(T), la condition

(9) £ (y) - £1(x) 1P =y - x

es: vérifide si bien que, compte tenu de (101), C'(x)=L'(y) et par suite

(103) @) -1 @)+ @@ -0 NIP=y-x.

Etant donnés maintenant deux poin’;s x<y de T, ilrésultedes conditions (102) et

(1103) que
v+, [e(x) , g(y)]) = gly) - gx) = vo(t, x,v1);

" d'autre part on a, d'aprés le lemme 16, |

v+ 2, (660, e = v+ 2, e(GoyI) = v+ 2, By,

La fonction f -~ vérifiant les mémes conditions que la fonction f + C., ona, quels
que bsoient x<y dans g(T)

(104) vEx x,y])= vplt s [x,y1).

Des conditions (100) et (104) on déduit alors (98) pour fout intervalle I= [x,y], dont
les extrémités appartiennent a2 T et par conséquent pour tout inter'valle de R.

Pour établir que ¢ est continue, montrons par exemple que €  est continue a
droite, Soit un poinf x€T. Si f est continue a dr*oite- au poinf x, il rééulte de
(100) qu'il en est de méme pour les fonctions f +{, £-C, doncpour €. Si f
est discontinue a droite au point x, désignons respe;:tivement par f(x+), glx+),
L(x+) les limites a droite, le longde T, aupoint x, desfonctions f, g, L.

f(x) £ f(x+) implique g(x)# g(x+). Ainsi, [g(x), g(x+)] est un intervalle contigu
a g(T), sibien que, comme nous 1'avons rn»ontré , T prendla mé:ne valeur aux’
points g(x) et g(x+). On peut donc écrire

L) = LM (gler)) = T (elx)) = Tx).

o
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Pour appliguer le lemme 17, il fzut que la fonction f soit fine, d'ou 1'intéré:

du résultat suivant.

LEMME 18, Toute fonction f€ ssp(T) vérifiant les conditions a), b}, ¢} du

~ théoréme 7 est fine.

11 est commode, pour établir ce lemme, d'utiliser une nouvelle caractdrisation

des fonctions fines,

LEMME 19. Soient une fonction ftedD p(’I‘) et f'og safactorisation canoni~

que. Une C.N.S. pour que f{ soit fine est que soient vérifides les conditions suivantes,

a) Pour tout intervalle fy,z]- conticu & g(T)

9) “lf:‘(z)d‘(y}lp:z-y.

" b) Pour presque tout point x € g(T)

(105) = @-r@P
' v<x<z = zZ-y
|z—y b0

L‘e‘sconditiess s‘ont‘nécéssair‘es d'aprés le théordme 4. Montrons qii‘eiieé sont
suffiséntes. Nous allons utiliser la remarque élémentaire suivante. De toute famille
d'iinter’valles ER foxjﬁ;ant un recouvrement d'un intervalle ‘I de longueur £ , oh peut
extrairé une suite finie d'intervalles deux & deux disjdini:s dont 1a sonime des Ionguéurs
est supérieure ‘g un nombre donné «, ceci pouﬁ* tout a< :,g‘ . Ainszi, on: peut prendre
'pai'* éxe"mple o= 4% ‘Il en eét naturellement de méme'si R est izn becou\ffexnent de I
«‘a‘un ensemble négligeable pres.

Etant donné un nombre g> 0, les intervalles fy, z] , dont les extrémités

~appartiennent 2 g{T), tels que
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(106) It (2) - £ (y) 1P = (1 - &)z - y)
forment, sous les hypothéses a) et b), un recouvrement de lo s vp{f)] 3 un ensemble
nézlizeable prés ; soit R ce recouvrement. On peut extraire de R une suite finie

'[yk s ij (1<ks< n1) d'intervalles deux a deux disjoints, telle que

n,

1
Y (z, -y, )= 5 v ().
= k k 4 'p

11 est alors facile, en appliquant le m8me principe aux intervalles resténts-, de compléter

‘cette suite en une suite finie [yk , zk] (1t=k< nz) d'intervalles deux a deux dis-

joints, extraite de R, telle que.

2. . ‘
) (7 -yn)= % vp(f).
k=1
En procédant par récurrence, on peut ccnstruiz"e_ ainsi une suite finie d'intervalles deux

4 deux disjoints, exiraite de R, [yk , zk] (1< k=<n) telle que

n

2 (z -y )= (0 - e (0).

k=1
s désignant alors 1'ensemble des points Yy r % (1< k<n) ordonnés en une suite
croissante, on a
(107) stz (1- e v (1),

| P | p

la notation Si(.) étant celle introduite au paragraphe III du Chapitre I. Pbur‘ toute
partie finie u de g(T), il est possible d'imposer de plusa s de contenir les
points de u ; en effet les intervalles [y, z], dont les extrémités appartiennent &
g(T), vérifiant (106) et ne contenant aucun point de u, forment, tdujours sous les
hypothdses a) et b), un recouvrement de [0, Vp(f)] a un ensemble négligeable prés.
€> 0 étant arbitraire, on a en définitive

(108) v ()=v {')=  sup s%(t1).
P p ucscgmy P
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La condition (108), valable pour toute partie finie u de g(T), exprime que g(T)
est une parties totale pour ', autrement dit que f' est une fonction fine. La fonction
f est denc fine.,

[}

Démonstration du lemme 18. Soit une fonction f € .‘})p(T) vérifiant les conditions.

a), b), ¢), duthéoréme 7. Si f n'est pas fine, il résulte de la condition a) du théore-
me 7 et des conditions a), b) dulemme 19, qu'il existe une partie fermée F de g(T) ,

de mesure strictement positive et un nombre 0< a< 1 tels que

(109) B C R 107 |
YSXSZ 0 (gy)P
IZ-y l+0

en tout point x€F. On peut donc choisir une partie fermée F de g(T) de mesure

strictement positive, un nombre 0< a< 1 et unentier nEN . tels que,:pour‘ tout

XEF,
(110) sup  E@-TW_
y<x<z é
1 (z-y)
IZ"y lSﬁ

La condition b) du théoréme 7 exprimant que E est de mesure nulle, on peut supposer
de plué que F estdisjoint de E. De la condition (110) il résulte que, pour tout

intervalle [y,z] de longueur inférieure a rll’ dont 1'intérieur rencontre F, ona
1 ‘ 1
z-yP - 8@ -G =20 -a)z-9P,

soit encore

1 1

(111) z-9)P - 0@ -0 2(0-0n Plz-y).

¢ désignant la mesure de Lebesgue on obtient alors
i-J
(112) pF)=(1-wn PuE)>o,
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d'oll une ccntradiction puisque, d'aprés la condition ¢) du théoréme 7, la mesure My

est portée par E,

a

Démonstration du théoréme 7 (Condition suffisante).

Soient une fonction f € S)}p(T) vérifiant les conditions du théoréme 7 , telle que

vp(f) =1, etunefonction £ € Sip(T) telle que vp(f +€)< 1. La fonction
| 1
by ——>(vp(i +22)P

étant concave, il en résulte que

(97) vp(f) = vp(f: +¢)= vp(f - ).. |
Puisque, d'aprés le lemme 18, la fonction £ est fine, il résulte du lemme 17 que, pour -
tout 'inter'valle I de Iﬁ,

(98) VD) = v (62 ,1) = v (-2, 1),

ét qu'il existe une fonction continue unique €' : g(T) — R telle que ?;’ ={'og.

11 est alors immédiat que (' +C')og et (f' ~=€')og sont respect;ivemeht vles
facforisations‘canoniques des fonctions £+ et £-0 ; ‘en effet, d'apres (98), on a,
pour tout "x €T,

(13) e) = v (f, [ox])=v (E+ T, [-opx]).

Il en P‘éSLllte en particulier que, quels que soient y< z dans éﬁ-); ,
(114) - @ -0 @@ -0 = - 9P

Nous voulons établir que la fonction €' est idenﬁqﬁement nulle (moéﬁlo une cons‘tante).
Pour simplifier prolongeons les fonctionsr f' , €', par linéarité sur les intervalles
contigus & g(T), en deﬁx fonctions définies sur -[O , 1]; f' et ' ddsignent

maintenant ces prolongements. Les indgalités (114) sont alors vérifides quels que soient
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'y_<_ z dans [0,12.
Désigrons par v la mesure réguliére définie sur les bordliens de [0 , 1] ,

pcsitive, diffuse, prenant sur toute partie fermée " F la valeur

(115) v - tim T 18- E ),
k=

[yk R zk] (1< k< n) étant des intervalles formant un recouvrement de F et la borne

subér_‘ieure_ des nombxfes z = Yy (1< k<n) étant arbitrairement petite.

La variation totale dé la fonction ¢' est égale ala maé_se totale de la mesure
v. IHreste donc a établir que v est la mesure nulle. Comme nous 1'avons établi dans
la démonstration du lemme 17, pour tout intervalle [y,z] contigua g(T), C'(y)=
€'(z). Ainsilamesure v estportée par g(T). Pour établir que v =0, nous
montrerons d'abord que v est portée par E, puis que v(E) =0,

Soit une partie fermée F de g(T) disjointe de E. Il résulte de (114) que,
pour toute $uite [yk R zk] (1< k< n) d'intervalles formant un r‘ecouvr-exﬁent de F,
ona

1

n . n
(116) - 18i(z)) - Ly )| = g;; (79 )P - 1£'(z) - 1" () 1]

d'oli 1'on déduit que v(F)< f(F) et par sui;ce que v(F)=0, pqisque pe est
portée par E.

~ Pour tout nombre n€N, désignons par Fn la par‘tie fermée de - E constituée
par les extrémités des intervalles [y,z] tels que

(117) lf'(z)-£'(y) 1P =z-y=2

=

D'apres le lemme 7, il existe un nombre €> 0 tel que, si deux points u, v de Fn
sont distants de moins de € ’

(118) _|f‘(v)—f'(u)|$n|v—u|.
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Des conditions (114) et (117) on déduit que, pour tout intervalle [y , z] vérifiant
(117),

(119) iz -1+ € @) -0 NP =z-y=

.
b

ke B S

en effet, on a nécessairement ¢'(y) = £ '(z). »En appliquant alors le lemme' 7 anx
fonctions f' + C! ot f' - €', onen déduit l'ekistence d'un nombre €> 0 tel que,
si deux points u,v de F_  sontdistants de mo}‘.ns de g,
(120) @ - @)+ € W) - @) I nlv-ul.
11 résulte de (118) et (120) qu'il eXiste un nombre sA> 0 tel que, pour tous points u ,
Vv de F n distants de moins de g,
(121) g1 ()~ £'()] < 2nlv-ul.
B désignant la mesupé de Lebesgue s’uf : 0,1], on dédu:'ii‘: de (1(21’) que
(122) v(Fn) < 2n p(Fn);
D'aprés la condition b) du'théof‘eme 7 u(E)’:O, donc, pouf‘ tout n€N, p(Fn) ~=‘O.
Ainsi, pour tout n€N, v(F‘n) =0. Puiéque E estlla ?éunion de la suite -(Fn) et

que la mesure v - est portée par E, cela acheve de prouver que vV =0,

o

XIV. DEMONSTRATION DU THEOREME 9.

‘Soient une fonction - f € &p(T) telle que vp(f) =1 et f'og sa fac{or‘*i‘sation‘
canoniqué‘ Supposons que f vérifie les conditions a) et b) du théoréme 7. Tout revient
& montrer qﬁe, si 1a condition du théoréme 9 n'est pas vérifide, il existe une partie
férméé F de g({T) ne rencontrant pas E, tel}e que f(F )> 0.

Si 1a condition du théoréme 9 n'est pas réalisée, il existe une fonction continue,

monotone croissante h, vérifiant
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1

t<n(t)< P O=<t=< 1),
2t un nombre c¢ > 0 tels que
1
(123 im o 10E@ -G L
y<x<z h(z-y)
lz—-y 1-»0

en tout point x d'une partie fermée F de g(T) ne rencontrant pas E et dont
la h-mesure de Hausdorft est strictement posiﬁve. Soit »H(F) la h-mesure de 'HéuSn
doz;ff de E.
Soit, pour tout nombre p >0, H b(F) 1a borne inférieure des nombres

n '

g;M@—%)
oﬁ [yk,, zk] (1< k<n) estunrecouvrement de F constituépar des intervalles
de lohgueur inférieure & p. Puisque H(F) est ia llimiter des nombres’ ﬁp(F)
lorsque p.~ tend vers zéro, on peut fixer po >0 tel que Hp(F) > 0, .‘pvour‘ tout
nombre 0 < p<p o

| 11 résulte de (123) que 1'on peut choisir 0< p < p, en sorte que, pour tout

intervalle ]y, z[, de longueur inférieure & p, rencontrant F on ait
1
(124) (z - 5)° - 1£'(z) - £'(5) | = 5 lz - ).

Dans ces condi‘tions,v.si' [yk , zk] (1= k<n) estunrecouvrementde F constitué

par des intervalles de longueur inférieure & p, dont 1'intérieur renconire F, ona
1

n - ; ,
- U - T - 1) -1y 1= 51 (@),

k=
d'ou il résulte que
; ¢ ‘
(125) Nf(F) = ? Hp(F)s

donc que f(F) > 0. Ceci achdve la démonstration puisque F ne rencontre pa’s E.

a
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FONCTIONS p,a~FINES ET NOMBRES MAL APPROCHEES

‘L‘e but de cette étude est de mettre en évidence, a 1'aide de quelques résultats
partiels, la correspondaﬁce existant entire le comporfement irrégulier de certaines fonc-
tions et un probléeme particulier d'approximation sur le tore. De facon pi:*écise nous.
mo_n’créns que, pour ceﬁaines fonctions 1:T »R, les points xe’;‘ au voisinage

. 0 N W . - .
- desquels f varie particulierement vite, sont exactement les points du tore qui sont

Y/ ) A\ ) .

‘bien approchés par les points d'une suite A, associée de facon naturelle & £, Cet
article, qui est un prolongement naturel de [3] et [4], a des affinités avec les tra-
vaux de B, Volkmann ( [12], [13] et [14]), portant sur la dimension .de Hausdorff

‘d'ensembles de nombres non-normaux, bien qu'il en différe radicalement, tant par la -

méthode suivie que par la motivation.

I. MESURES ET DIMENSIONS DE HAUSDORFF .
T désigne le tore, c'est-a-dire 1'ensemble des nombres rdéels modulo 1, Soit
‘unnombre O< a< 1, Pour tout compact K T et tout nombre €> 0, on pose
. ‘ I o
(1) ko, o) =10 12 Gy - 5%,

" la borne inférieure étant prise sur 1'ensemble des recouvrements ]xk » Yy [ (t<k<n)
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de K, constitués d'intervalles dont la longueur est inférieure a €. La mesure de

Fausdorif de K, dans la dimension «, estle nombre

() p (K) = ;1&% B, LK)

Plus généralement, la mesure de Hausdorff d'un borélien A T, dans la dimension

«, estle nombre

——

(3) pAy= sup p (K).
K compact

Kc A

Etant donné un borélien A de T, on appelle dimension de Hausdorff de A etl'on

note. dim A, 1'unique nombre 0< ocos1 tel que . p“(A)=+oo si O<a< L e’i

= i <
,”cx(A) 0 si «f <x<.1.

II., FONCTIONS p,a-FINES ET p,o~FINES *,
Quel que soit xET, ondésigne par |x| la distance du point x 2 1'origine.

Soient des nombres p> 1, «>0. Unefonction f:T+»R estdite p,x-fine

si ' '
, H(y) - 1x)P < o |y-x| (x,y€T)

“ 1#(y) - £(x) [P
Tm W -1 (. p.).
y>x  ly-x|
Nous dirons que f est p,o~fine * si de plus
. . p
(5) am{x | i )= <a)=1
| ysx ly-xl|
et, pour tout €> 0,
: | P
(6) ain {x iR T R
y3X ly - x|

THEOREME 1. Soient un nombre p> 1 etunentier g= 2. Pour toute fonction

¢ : TR concave, paire, telle que [C8(x)| < [x| (x€T), 1la fonction
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o - 1
(7) fx)=Y e P
1 n=0
est p,o-fine ¥ avec o = Im X—VP £(x).
| - xVYo

COROLLAIRE. Pour tout nombre p> 1 ettoutentier g= 2, les fonctions

n
[e 0] ——
x—Y g P lg"x]|
n=0
(8) " n

[e0] (RS
x— 5 g P |sin 2mg"x |
n=0 '

sont p,o-fines *,

THEOREME 2. Etant donné un nombre % <tE< %,_ soit p> 1 1'unique nombre
1 ‘ :
vérifiant £P> 5 et

9) | 2¢ + (260 - 1P = 1.

; © : T » T étant 1'unique fonction continue vérifiant, pour O< X < 1, les conditions
: : _ T

¢(0)=0 ’ o(£) = £P

o(1-21)=1-0¢(2)
' 4

o E) = o(1)EP
1 1

o(E1(1-28)) = 6P + o(1)(1-26P)

la fonction f= || est p,1-fine *.

*»

- Dans [32nous avons établi que les fonctions f: T +IR, intervenant.dans les
théorémes 1 et 2, sont p,o-fines, Le fait qu'elles sont p,o-fines x* est lié, comme

L

nous allons le voir, a un méme probleme d'approximation sur le tore.

. APPROXIMATION PAR UNE SUITE.

Nous utilisons la m&me lettre pour représenter un nombre réel X et le nombre X
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modulo 1. A= (x k) désigne une suite strictement croissante de nombres réels,
formant un ensemble dense sur T, telle que Ao =0 et

(i) lim (A

Ka>oo

k™ A1) =0

DEFINITION 1, Unpoint x € T est bien approché par une suite A sil'on

peut trouver des indices k aussi grands que 1'on veut tels que la distance de x a

1'un des points Ak-—l’ A

K? soit arbitrairement petite devant Ak - A dans le

k=17

cas contraire x est mal approché par la suite A, Etant donnée une suite A,

1'ensemble des points mal approchés par A est noté E(A).

Nous allons nous intéresser maintenant & un type particulier de suite A. Soient

0<.A1 <Xy ... < Ag—1 < 1 des nombres donnés. Posons s = (AV Ay eens )\g_1).

Etant donné un intervalle Ja , at+l[ de T, on appelle s-section de 1'intervalle

Ja, a+t[, 1'ensemble
(a, a+>t19 yati, oL, a+>\g_18 , a+l).
Désignons alors par (Sn) la suite des parties finies du tore obtenues a partir de la

s-sectionde T

s;=0,x;,2 X 0),

PRI R

de la fagon suivante : Sy est 1a réunion des s-sections des intervalles contigus a

S’ ceci pour n= 2, Dans ces conditions, soit A 1'unique suite ‘A = (Ak)

am

dont la "€ spire est s, (nen).

Soit alors, pour toute suite finie s={(X;, X5, ..., 'Ag_1) dans T et tout

entier m=1, Em s 1'ensemble parfait du tore, dont le complémentaire est
’

c < m, \m [
(12) Em,s = kgOJAK—U—Ag_‘) (Ak—>\k_1) , Ak+k1(Ak+1__>‘k) E
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ol Ao=0, A_=1=2 .. (E est une suite croissante de parties fermées

m,s)m21
du tore dont 12 réunion est E(AS). Notons que si @& : T » T est1'unique homéomor-

phisme tal que, pour tout n€EN,

(13) @(sn):{.-%ies k< gn},'
g

| @(Em S) est la fermeture de 1'ensemble des xE€T, dont le développement en;basé g
4 ’ ’ . i

n 'admet pas de plages de 0 ou de plages de g~1 de longueur supérieure ou ‘_ égale a

o ~ .12 g-1
v (2 2 &=
m, soit encore. Em,s‘ ou‘ s f(g vg g )
Dans [3] il a été prouvé que :
PROPOSITION 1. Enprenant s = (- 2 ceey g:i) dansil‘e"noncé du théoreéme 1

g° 8 g

et s= (¢ , 1-£) dans 1'énoncé du théoréme 2, on a les propriétés suivantes,

A |
‘ (.1‘4) | { { *ﬁ-'n If(y) - f(x) [ } - E(As)'

y-x ly-x|

b) Pour tout &> 0, ilexiste meN tel que

R P LR
i b 1 el s

Ainsi les théorémes 1 et 2 sont des conséquences du résultat suivant,

- THEOREME 3. Pour toute suite finie s = (x 17 )\2,' .. '.‘, o- 1) dans«"T, \

dim E(AS) =1 etf, quel que soit mEN, dimE. < 1.

]

Plus précisément, nous allons déterminer les nombres dim Em B
: '

THEOREME 4, Soit une suite finie s = (x 17 >‘2’ oy Ag-—]) dans T. Pour

tout entier positif non nul m = 5-g , la dimension de Hausdorff de Em < est i’unique

b4
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nombre 0< a<1 vérifiant

04 mo o ma
>\1 Led 1 (1“'Ag~1) -(1-Ag'—1) g—2 «

ma T mx +}:J\()\iﬂ Ai) =1
1=, 1= (1-xg_}) 1= |

etl'lona 0< uo‘(Em S)< 400,
e ?

Dans le cas particulief ol AS est la suite des nombres g-adyques on obtient :

4

THEOREME 5. Soitdans T la suite s = (é , é yoeey -g-gﬂ . Pour tout entier

positif non nul m = 5-g, il existe un nombre unique 1< Gm <g récine de 1'équation
(17) zm+1—gzm+z+g—2=0.

(6 m) est une suite strictement croissante de nombres de Pisot, convergeant vers - g

et, pour tout m = 5-g,

| | _— ‘Log 6
? Logg
De plus, sioa désigne le nombre (18),
m m-1 o4 : m N\
- -2 -1)(m-1) -
. (19) g' %n < g((x )(m )u(x(Em s)~S gm’ 3
g -1 ' * g -1

1IV. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

Dans toute la démonstration, on se donne une fois pour toute une partie finie

*

S = ()‘1’ Ao vvey A ) de T etunentier positift m = 5-g. Dans une‘premiéré

2. g-1
étape, la plus simple, nous allons prouver que s'il existe un nombre 0< a< 1 tel que
(20) L 0<p (B J<we,

ce nombre est nécessairement celui qui vérifie la condition (16). Il restera alors 2

montrer que pour cette valeur de o on a effectivement (20).
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a) D3terminztion de «. En tenant compte de ce que

B A X )
m | m,/ 2 2m, 2 2 j

1
(1-x " r1+(1 At ( Ag-2 e (11 2rn< g-2_1>2+ T
g-1 | T-X g-1 T=X S T Pm
g-1 : g-1
avec ‘ o
8 = 1
m m-1 ;
| A1 (}n1 - ?xz) +1
(21) ‘ .
v m
{1 -
- ( ?g“1) ,
m m-
(1-Ag_1) (Ag_z - Ag__1) +1
on vérifie que
22) E- = I = J_
(22) m,s kg() m,k kgo m,k’
olt1'on a posé, pour tout entier* k> 0,
| IR | m f_
Lo = A (1A 1) (e = Aeeq) 0 4 ""‘O‘k1""‘)L
(23) I r
= —-nt
: I = M~ Oy = A s A 8m(ka L )L
avec A , >~._1 =1~ ‘Xg-—?
LEMME’ 1. Les intervalles J (kEN-gN) ne se chevauchent pas deux} a deux.

m,k

En utilisant 1'homéomorphisme @ : T — T _ tel que, pour tout' neN,

(13) (s )~{ ¥0<k<g },
12 ¢ '
-1
‘on se raméne au cas oll s = 5 & ..,...,g-g-—). Alors
‘ 1
m-m m

et les intervalles I (fe N-gN) sont les intervalles
, )

! )E

1
-n -
j}g (- —), g M +
g -1 gM-1
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ol nxz1, 1= k<g' et k€gN. S'ilexiste desentiers n,n' €N, k,k' £gN

et un point xET telsque 1=<k< gn, 1<k' < gn et

! )5x£g"n(‘k+ !

a=g Nk - —
g -1 : g -1

)= R

(24)

-n! -
o =g (- L) sx< g+ =)= B,
g g™ -1

on ne peut avoir n=n' quesi k=k'. Supposonspar exemple n'< n De (24)

il résulte que . , .
. nl! i
@ - 1k-1<™m [(gm- k! + 1}

Pt {(gm - k' - 1}< g™ - 1)k‘+ 1.

Ainsi, si «< «',

,(gm-T)I{— 1< gt [(gm?1)k' - 1} < (@™ k1,

sott @1 = ™" @ - 1],

~ ce qui est impossible, De méme, si° B' < 8,

(€1 - 1< gt L(gm—i)k' + 1} < (g™-1k+ 1,

-n' |
soit @™k =" [(gm—-T)k' + 1},
ce qui est impossible. Finalement on a nécessairement o« <a< g < B!,

0O

~ Nous supposons maintenant 1'existence d'un nombre 0< « <1 tel que (20) soit

+

vérifié. Pour déterminer « nous allons essentiellement utiliser le fait que pour tout
ensemble EcT ettout nombre 0< A <1, -ua(;\E) = X(Xg.za(E).

INnE

. . *
E ~ est la réunion des ensembles deux & deux disjoints Dki R ns
b4

m,s

+

(0<i<g-1), avec >‘o =0. On a naturellement

(25) D‘i ’ kiﬂjm Em,s': >L12 + (Aiﬂ - Ai)Ehx,s ¢

pour 1<i<g-2, sibienque
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'7. ~E. )= - « -
(26) | Bl Dy s A D0, )= Oy =2 e (B ),

pour 1<i<g-2, Ilestplus délicat d'exprimer ‘ua( o,x ]ﬂEm S)
’ ?

(T1o) : ion |
K - ﬂmEm,s) en fonction de /.L(X(Elm ).

G g-1’ S
Remarquons que X
o R i
m A
1
et par conséquent
3, )
m m
(27) T2 <M< m3
A A
et
) i
(28) A1+(A2—A1) m=zr'n':1'
1
On a donc ‘
s 8] m-1r 8, O
[0’2‘11\0}31@1,5 - Lam ’ m—l_iﬂ m,s U 3T T_lmEm,s
)\1 i=1 >\1 >L1
et par suite il vient, compte tenu du lemme 1,
; - m-1 1 '
[O’AJO E:m,s =V T( D‘18m ! E)m]m A Em,s)'
i=1 A1
Ainsi
o = P
(29) PRI ]mEm,S)=(i§J Xy Dy L8 INNE, ).
D'autre part
' >t1Em,s - ( [O’M]mEm,s)U( D‘1 6m ! Sm]m A 1Em,s)
si bien que
o m-1 i §
G0 AaglEy, )= (D, BN e,
et finalement, d'aprés (29),
3 & _ yna
' 1 1
(31) “oc( [O’AﬂmEm,s):"__-'ﬁﬁ ”Loc(Em,s)°
1- A]
On montre de méme que
(1-x )%= (1= __ )
- g-1" g-1
(32) plD=xg 1 INE, )= u (B

2~ 1 - (1_Ag—1)moc « m,s

et

).
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 Des ¢galités (26), (31), (32) et de (20) il résulte alors que o vérifie (16).

b) Mazoration et minorationde p (E_ ).
= P« 7m,s

Pour toute partie fermée E de T, toute partie finie o de T et tout nombre

0< a< 1, désignons par Ho 0(E) la borne inférieure des nombres
b
> .
(y;, - x,)
=1 ' !

ol [Xi , yi:[ (1<i<n) estunrecouvrement de E tel que ]Xi’yi [Ne =¢

LEMME 2. Si (o r.1) est une suite croissante de parties finies de T, dont la

réunion est partout dense, on a

(33) _ p,o((E) = lim Ho,o (E).
: n o n
Immédiat,

a

A partir de maintenant 0< a< 1 est le nombre vérifiant (16). Pour tout n€N,

Sy désignant la nieme spire de la suite As’ nous allons majorer et minorer le nombre

“oc,sn(Em, s). 11 en résultera, d'aprés le lemme 2, une majoration et une minoration de
H oc(Em,s)’

LEMME 3.
(34) BBy D=ty s En, -

D'apres le lemme 2 il suffit de prouver que, pour tout n= m-1,

(35) beo (B J=p (E )
"n+1 ’ 4

Or, on établit, comme il a été fait pour les nombres g ([Xx., X
’ o

i INE_ ) que,

i+1 m,s

pour 1<i=<g-2,
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— -— (x -4
uoc,an(D‘i’AiH]nEm,s)”(Ai+1 >‘i) ﬂot,sn(Em,s)
et, a condition que n= m-1,
Z& _ yma
1 1
u (OXINE J=—eep (B )
%S0 1 m,s 1-}\1?0‘ &S, m,S
(=x )%= (=x )7
-1 -1
B ([-x__,,11nE_ )= —2E € oo (B ).
%S 1 g-1 m,s 1- (1_Ag_1)ma «, S,  m,S
Le nombre o« vérifiant (16) on obtient alors
g-1 -
”oc,an(Em,s) - g. “oc,sn_H( DLi ’ >‘i+1:mEm,s) - ‘uoc,sn(Em,s)‘

Le lemme 3 suffit a prouver que “oc(Em S) < 40, Il reste a montrer que
b4

”'oc(Em S) £0, mais en vue de la démonstration du théoréme 5 nous allons établir une
’ .

majoration et une minoration de uoc(Em

s) qui nous demanderons encore quelques
? | .

efforts. Posons
(36) Vo_=Jm,o=]“51'n’ Sm[

et, pour tout nt€N,

(37) | V. = u J

o<k<& ~¢
g-1

Pour tout entier n = 0, nous obtiendrons une majoration et une minoration de

4+

By s (Em S) ; avec s = {0} , en faisant intervenir les intervalles fermés contigus
’ ’ ’
g ¢!

a Vn’ qui forment effectivement un recouvrement de Em 5 11 est alors essentiel
b4

de mettre en évidence la transformation permettant de passer de Vh—l a Vrl

LEMME 4. Pour tout n€N, V_= CGn(\fo), -oll ¥ est la transformation définie

par
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g | ! |
(28) G(A) ={kL=J1 [AH + O - Ak_1)A}}U}—5r'n, -(1-2

r)\

|/ 16m’8m [

1
1)6m_]U

Soit

g - :
= U Doeq + O =2 Al

On a manifestement, pour deux parties A, B de

<€ (A)U €'(B) = T'(AUB)
(39)

g A)UE (B)= CAUB).

Par ailleurs, posons Uo = Vo ‘et, pour tout | nEn,

" Ona
. n n -

V= UU = UU}UV

R ko K {k=2 Ky

et d'autre part, pour tout neN, U =<' (Un-1) et
— — I —
V1 = U1 U UO =G (UO)U UO —"G’(UO).

Ainsi 1

n n-
V. = U V., = U U
n {kgz k}u ! {kL=J1<G( k)}U‘ﬁ( o
“et; d'apres (39)

V=SV _NVIUCV ) =TV, ).

a

Pour tout indice n= 0, soit ._(Rn le recouvrement de 'Em S constitué des
- H

intervalles fermés, contigus a Vn : 11, 12, .. , Ip. Posons

x «
(40) o« = |I1fx+ IIZI vt lel )

Les recouvrements SLn (n = 0) jouent ici un réle naturel et on a en particulier :

LEMME 5. Pourtout n=0,
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S - —_— L]
%Sy m,s n

(1)

Immédiat.
i

Nous ne savons pas de facon générale si on a 1'égalité dans (41). Nous ne le montre-

rons que dans un cas trés particulier (voir le paragraphe VI). Notons pour 1'instant que

(42) = (h= m—l-).
(0 < n< m-1) va nous donner une majoration

La détermination des nombres o
mais va également nous metire sur la voie d'une minoration. On a

de ua’sm_1(Em»S)’
| ay = (18, - 81)°
ot
re-2 .} §1 %
3= (2O =2 0 -8, -8
t
+2501 _{—?.-51;1)%(1 ..xg_})“(yu.sm-?_—;t“;)_“.

Plus généralement.

LEMME 6. Pourtout 0<n<m-t

I W o WA W e W W X
( )(1+2 12) (1n n)?wlz...,ln

(43) o« ~Z_: .
| 1,12..,1 0 Lttt T
ol ,
_— £
| o = 1-9_-9%
i 1<i <o~
LIEhEER o e
Lys dpy weey 1 Al; m
si i #0 et iy =0 (nk<l<n), et
8:
831 i i = 1'8m- = k
’ ,ﬁ‘.’ —
1772 n (1 Ag~1)

~

.. » o el e
E‘-ln—-k?ég} et 19 g~1 (n-k -g)
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Le lemme 4 permet de déduire la valeur de o de cellede « donc finale-

n-1?
ment de celle de oco.

3

On obtient alors la majoration et la minoration cherchées pour pu (E ).
o Tm,s

PROPOSITION 2. Etant donnés une suite finie s = (X 11 Xos veny Ag__1) dans T

et un entier positif m = 5-g, soit 0< a< 1 1'unique nombre vérifiant {16). On

a_ | B (@E )

o ' m,s o«
(44) (A= T : T <1%
L}:("m =2y |
1=0
ou |
| X (1-x__ )"
- (45) L=1-53 : - m~1 =
| S S L W e (P R R
etoli £ estla borne inférieure des nombres
. m .
Nieet ~ N L T e o P o e
\ : 1T Y 2 g-1 g-2 “g-1

(46
) An]l

A g = A\ [ _ _ 1= A }
m-1 m-~1 :
<Xk+1 - >g> b (k1 - AZ) +1 (1- Ag__1) (Ag_z - Ag__1) +1

D'apreés le lemme 3 cela revient a prouver que

”(X S (Em S)
'y -1 y
got = l_g__T = (ﬂm_1 <1% .
li.—.:o Py =277

Or ces indgalités résultent du lemme 4 et de ce que, 1 désignant 1'intervalle contigu

a Vm—1 correspondant aux indices L dyy eeny L 4o
—-—e—-—.i- < B 1 - < L Py
nm— 11, 2, LRI ] 1]]’1-1

A=A,
N . i+1 i .
ou 7 =inf T et par suite
: k+1 Ak
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R .
C < [1] <L
m-1 7 (A, = A, A, = A )eeddA, - A, ) = *
n 1}14 1} 12-1—1 12 lm-fH :Lm_1 7

EI

La proposition 2 acheve la démonstration du théoréme 4, puisque 0< B< L < 4o,

V. DEMONSTRATION DU | THEOREME 5.
A)' ETUDE DE L'EQUATION 17. 1l est facile de vérifier que, étant donné un entier
g= 2, pour t;ut entier positif m = 5-g, 1'équation
(17) zm.+1 - g 4z 4+ g2 =0 }
v:admet au moins une racine réelle positive. Désignons par Gm 1a plus grande de ces

- racines. Les nombries S'm vérifient les propriétés suivantes,

LEMME 7. Pour tout m 2 5-g, 6 est un nombre de Pisot.

Etant donné un nombre €= 0, soit De le disque ouvert du plan complexe,
centré a 1'origine et de rayon 1+e., Si €> 0 est suffisamment petit,
(@-Nm > 1+ (14"

donc m
(TTE) (g-1~-¢€)> g-1+¢

et par suite, on a en tout point z du bord de Ds "
® .

1.Zm1 -'-;ézm' = (1+é)r§. EZ--g!>i lz+g-2]1.

Du théoréme de Rouché on déduit alors que 1'équation (17} a m racines appartenant
a ‘DE. z =1 &tant la seule racine de (17) de module 1, cela prouve que 1'équation (17)

a m-1 racines,appartenant a Do puisque, pour m= 5-g, 1 estune racine

simplé .
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LEMME 8.

- 2g -1
{\4/) g-emw._(gg_n.i._} (m-yoo).

Cela résulte immédiatement de ce que Gm ~ est racine de (17) et Sm >g (m > ),

D
B) DEMONSTRATION DU THEOREME 5, Dans le cas ol s = (é ,é, .. ,%‘-1) 1'équation
(16) devient —— L
288 4 (g2)g" =1
1-g

soit apres réduction

1o g% 4 g (g2)g”mH)

- ou encore
(48) | ga(mﬂ) - g.g(m’lr + g% + g2 = 0.
En comparant (17) et (48) on constate que o est lé seul horr;br*e vérifiant g% = Gm;
' soit
(18) « = %.
log g

11 reste alors a remarquer que les inégalités (19) se déduisent simplement de la propo--

sition 2,

VI. EXEMPLES.

PROPOSITION 3. Si AS est la suite des nombres dyadiques, c'est-a-dire si

s-_—:(%); ona

. Log ! Z\B_
(49) dim E3 .= W
et I
/ 3 19
Log
(50) dmE, = U 27 J

Logz
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Pmﬁmaﬁmwhéis=%)asia est le nombre donné par (49),

(51) By, o) =01+ V)

11 suffit d'é&tablir la proposition 4, puisque la proposition 3 résulte directement
- du théoréme 5.

ieme

Pour simplifier nous appellerons intervalles de lan génération (n€N); les

intervalles }2““(1( - 1) , 27Nk + -71-) [ U, désignant, pour tout n&N, la réunion

ieme

des intervalles de la n génération, posons, conformément aux notations précédentes,

(36) vozuo=}~%,+%{

et

67 V.= Uu (neN)
n 10 k. *

. ' . ieme ., ., .. .
Si, pour tout nEN, a, est le nombre des intervalles de la n génération inclus

dans Vn \ Vn__1 y on obtient :

LEMME 9. a, = 14 a, = 2 et, pour tout n> 3,

| n-3 | n-3
52) o =4 BB (2515,

b4 N

Cela résulte de ce que, pour n= 3,

(53) a =a +a

-1 n-1°

(m}

Nous allons maintenant préciser le nombre des intervalles contigus a Vn et la
‘ A L

Iongueur de ces intervalles, Pour tout n= 0, soit in le nombre d'intervalles.
contigus a V,. Ona i =1, i1=2, i, =4, 1 =6 ..,
Notons que

Vo= )70t

\Il-—\
| ]



_ 1 1 1 1
Vi=VoUis-q7, 53+ 371

- Tv 1 v o1, 1 1 '1F
Vo=VyYja-2g-a%2s Y] 2728 3" 38|

et plus généralement que Vn est la réunion de Vn— et des a, intervalles de la

1

ieme . . .. : . ) '
n© génération qui ne sont pas inclus dans Vn Par ailleurs, pour tout  n&N,

-1

les intervalles contigus a Vn sont soit de longueur ;_2 (grands intervalles), soit

72
de longueur —-—%_—_-1- (petits intervalles) et tout intervalle de la neme
72

Ic Vn \Vn—T ~ est inclus dans un grand intervalle contigua V

génération
e et est situé entre

un petit intervalle et un grand intervalle contigus a Vn'

, ] ——— 0o 5
27(-3) 277 27 (k=) 27(ei3)

De ce qui préceéde on peut d'abord déduire la valeur de in‘ Pour tout n=1,

(54) io=1 4 +a
11 en résulte que n
i o=1+) 'a
n = k

et par conséquent on déduit de (53) que, pour n= 1,

n n+2
] find < -
ne1 T 6+ (ak+akv1) 1+£tak
k= k=1
et ﬁnalemen'_c
=82 =8y a0

On obtient donc le lemme suivant.

LEMME 10, Pourtout n=1, ilya a +a, intervalles contigus a Vn

+1

! ! (petits intervalles) et a sont de longueur ! =
7.an n+1 72n-—..

an sont de longueur

(gran<s intervalles).’
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Des lemmes G et 10 on déduit :

LEMME 11, Pourtout O0<a<s 1 ettout neEN,

1\ P\ ¢
(55) ila R (EB,S)S an(;gm) +an+1(;-z-ﬁ_§) .
’72n—2

De plus on a 1'égalité dans (55) en choisissant

Log ! ; Vs
(49) —_—

Log 2
L'inégalité résulte de ce qui précéde. Si « est donné par (49), on a

- (56) 1= ()% ()%,

d‘ot1 1'égalité dans (55).

O
Démonstration de la proposition 4. Si 1'ondonne &2 « 1la valeur (49) on a, pour
tout nEN, n
1+ Y5 1 -
( 2 ) no 1
2
si bien que
2
lim a ( )
nso M72" 1 7“\/§
et '
lim a_ ( 1 )a=l 54 3Y5
oo n+1 72n-2 7oc 5

¥ 1
d'olt1'on déduit p (E3 S)

Probléme 1. Avec les notations des paragraphes précédents, nous savons que

(57)

“a(Em,s):“oc,sm_1(Em,s) = O

ot s=(x 17 ?\2 ceey g»i) est une partie finie du tore et ol m = 5~g. Dans le cas

o g=2, m=3 et s= (;—) nous venons de prouver que
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(58) “oc(Em,s) = %he1

E:zi-ce que plus généralement 1'égalité (58) reste valable lorsque s = (é, 2 ., gt ,

g’ LIS 3 g

poLr 'teut‘ entier g =2 et tout entier strictement‘ pdsitif mz=5-g ?

- VII. FONCTIONS p,oc—Fﬁ\JES ET SUITES ADAPTEES..
A toute fonction p,a-fine f: TR est associé 1'ensemble exceptionnel E(f).
A toute suite "A (croissante et formant un ensemble dense sur T) est a#éocié l'en-
_ }semble exceptionnel E(A). Nous avons jusqu'ici envisagé quelques cas particuliers
ph a uhe fonction p,a-fine f est associée une suite A telle que E(f)=E(A). -
VPvlus généralement on peut se demander quel lien existe entre les deux hotions d'ensembles
-exceptionnels. Nous avc;ns répondu partiellement é»cette queétion dans B] . gr*éc:e 3la

notion de suite adaptée.

DEFINITION 2. Une suite A= () ) est dite adaptée & une fonction f:T >R

vérifiant, pour p>1, «>0,

- si

9) ty) - 160 1P < ] yx |
(60) 1100) = 10 _ )P~ ady =2y ) (i > 2),

On a les résultats suivants, dont les démonstrations figurent dans [3]. (Le

théoréme 6 est aussi un corollaire du lemme 19 du‘chapitr*e 1I).

THEOREME 6. Soit une fonction f: T =R vérifiant (59). Une C.N.S. pour que

f soit p,o~fine est que

' ; p
(61) e @) - °

Iim
y<x<z lz-yl
z-y->0

« (p.p.)-
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THEOREME 7. Soit une fonction f: T »IR vérifiant (59). Une C.N.S. pour' -

q.'il existe une suite A adaptéea f est que

| AP

(‘29\, _li_f-n M.&_)_l_ = (XGT).
y<x<z |lz-yl
z-y » 0

THEOREME 8. Soit une fonction f: T »R vérifiant (59). S'il existe une suite

adaptée a f, f est p,a-fine et
(63) E(f)= NE(A),
A

1'intersection étant prise sur 1'ensemble des suites A adaptées & f.

Exemples.

a) La fonction f définie au théoreme 2 est p, 1-fine, la suite A, avec
s=(&, 1-§), és‘g adaptée a f et E(f)= E(AS).

Dé plus, pour toute suite A adaptéea f ona E(AS) cE(A), si bien que »f
vérifie (63).

b) La fonction £ définie au théoreéme 1 est p,a-fine et E(f) = E(As), avec

1 2

S = ULIREEY gé-l ). Cependant la suite AS n'est pas adaptée a f et plus généra-

lement aucune suite n'est adaptée a £,

<

L'exemple b) suggere le probléme suivant.

Probléme 2. Etant donnée une fonction "p,o-fine f: T »R existe-t-il une

.

suite A telle que E(f)c E(A) ? Si oui, a-t-on (63), 1'intersection étant prise sur

l'ensemble des suites A vérifiant E(f)c E(A) ?
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VIII., SUR LES ENSEMBLES DE NOMBRES MAL APPROCHES.
Au parzzraphe 6 de 4], nous avons posé deux problémes : a) et b). Le théoreme 3

r¢sond & a). Nous donnons ici 1a réponse a b).

THEOREME 9. Pour foute suite A, croissante et formant un ensemble dense

sur T, pres‘que tout point de T est bien approché. -

Autrement dit, pour toute suite A, E(A) est de mesure nulle,
Puisque, pour toute fonction p,o~fine f, E(f) est de mesure nulle, il suffit

d'établir :

THEOREME 10, Pour toute suite A, croissante et formant un ensemble dense

sur T, il existé, quel que soit p> 1, une fonction p,1-fine f: T»>R telle que

E(A) c E(f).

11 est possible d'établir un résultat un peu plus précis que le théorétne 9. Enveffet
on peut di?e qu'un point xE T est bien approché & droite (respectivement & gauche), |
par une suite A = (Ak) , - s'il existe des indi;:es kEN afbitrairement grands ‘tels que
A‘kJ < x g )\k‘ et que | J\k -x (respectivement x - kk) soit arbitrairement petit:

devant ‘Ak - >‘k—1 . Nous allons prouver :

THEOREME 11. Pour toute suite - A, croissante et formant un ensemble dense

oty

~sur T, presque tout pointde T est bien approché & droite et & gauche.,

On pourrait, comme nous le verrons, déduire le théoreme 11 de la démonstration
du théoréme 10. Mais alors que celle-ci est laborieuse, il est possible de donner du

théoréme 11 une démonstration trés élémentaire, ce par quoi nous allons commencer,
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Démcnstration du théoreéme 11, Soit une suite A= ()\k). 11 suffit d'établir que

pour tout €>0 et tout HEN, il existe, pour pr‘eSque tout x€T, deux points

corsdcutifs de la suite A h

Kl ? )\k , n'appartenant pas aux n premieres spires

de la suité A, tels que
Ak-—l + (1'8)(>‘k - Xk_1) <x< >‘k‘
QI‘, }Lk parcourant les points de A n'appartenant pas aux n premiéres spires,
il est bien évifient que les intervalles
D+ (e =2 ) s A
recouvrent presque tout T,

o

- Démonstration du théoréme 10. Soit une suite A= (kk) Désignons,. quél que
soit nEN, | par s la n*“Me spire de la suite' A
(46‘4), | snz{kk | n< ), < n+1}.
Nous voulons déterminer une fonction f: T »R, p,l-fine, telle que E(A) < E(f).
Pour construire une telle fonction £ nous allons associer a chaque spire S, de A-
une fonction en "dents de scie”, convenablement choisie, et nous prendrons {’ = 2 ifn.
' ‘ ‘ ’ n=1

11 est assez facile de construire ainsi une fonction f: T 9I/R vérifiant

l£(y) - 1) 1P < |y - x|

(65) im !f(z_)______—- f(l’lf = 1 (p. p.) ;.
y<x<z lz -yl

Iz-y}»O
~or le théoréme 6 exprime alors que .f est p,1-fine.

Lé construction des fonctions fh | (nEN) est délicate. 11 est nécessaire en
particulier que, pour tout n€N, la diStén;e entre deux points consécutifs de Sne1

soit petite devant la distance entre deux points consécutifs de Sy On peut alors



91

choisir les fonctions fn (nEN) en sorte que, pour tout neEN, fn + £ se comporte,

n+1
au voisinags I chague point, a peu pr?és comme fn+1f

Sila suite A ne satisfaif pas & la condition désirée, on peut toujours lui subs~
tituer une ‘sous;suite obtenue en retirant 3 A un ensemble arbitraire de spires. En
effet, si (nk) .est une suite strictement croissante_ d'entiers naturels,‘ la suite

M :(”Lj)’ dont la K*™€ spire est

est une sous-suite de la suite A et 1'on a naturellement E(A)c E(M). Si on.cons-
truit alor's une fonction p,1-fine f: T +R telleque E(M)c E(f), ona

E(A)c E(f).

Etant donnée une suite A dont la ni‘eme spire est S, (nEN), dés‘ignons, quel

que soit nEN, par €, la borne supérieure des nombres Ak - Ak-d , ‘ou kk;-T ,

Xk sont deux points c'onsécu‘tifs de Sy On a toujours

(66) lim. g = O.

n-oo

En substituant éventuellement & la suite A une sous-suite M, on peut naturellement

se ramener au cas d'une suite A telle que si, pour tout nEN, Er'i' désigne la borne

inférieure des nombres Ak - Ak-T , oOu Ak—1 , >‘k sont deux points consécutifs de Sy
, .
€
(67) 1im 2 -0,
' nsc n

‘Puisque 1'on peut substituer 2 une suite A, une sous-suite ‘M obfenue en supprimant

: €
un nombre arbitraire de spires, on peut supposer que la suite - n —» %;- tend vers
v : n

zéro arbitrairement vite, Nous allons imposer, pour des raisons qui apparaitront plus

loin, que les suites



. 1
n-1 En)T—E
« =) (=
N =0 %
S Gy
Bn— ('E'r)
k=n+1 n

soient a valeurs inférieures a 5 et tendent, en decroissant, vers zero.
Envisageons d'abord le cas trés particulier oli, pour tout n€N, m désignant
le nombre de points de la spire s_,
: n

2 k 1
Sn=(0, ,.I'i'l’ ...’EI,...’ 1-1';1)0 )

=B

Quel que soit n€N, désignons par fn 1a fonction définie sur T, linéaire sur les

. R |
intervalles B (0< k< m-1), telle que

2k  m _
fn('n'i') =0 . (OSK<'2')
1
2kt 1\P m-1
. fn(—-'n-l-) = (1~ o, - Bn)(ﬁ) (0=sk< .-'2-")-
. N |
On peut alors montrer que la fonction f=) £~ remplit toutes les conditions souhai-
n=1 '

‘tées.

Dans le cas général, plus les points de la suite A sont placés irrégu]i‘er‘ément,
plus la constr‘u‘ction des fonctions fn semble difficile. On peut cependant gtiliser‘ un
artifice que nous aHoﬁs décrire. A toute suite firgie s de | T et a tous nombres réels
0<y<1, 0<X<1, associonsune fonction f: T sIR, définie de la fagon suivan-
te.

a) T étantidentifiéa [0,1[, silton posé to =0, t et

el = |

sN ]‘o,1 [=(tys ty coen t),

ol t, <t <...<t,, ona

f(tk) =0 (0 < k< m+1).
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b} Pour tout indice 0< k< m,

Tl-

f{u,) = (b, ; - u

ket ™ )

=tk+>t(t t

Yk ket ™ B

c) Pour tout indice 0<k<m, f estlinéaire sur les intervalles [tk,uk] ,

[u ,t, 1.

k? k+1

La fonction, que nous venons de décrire, étant notée fs‘ YA nous allons poser,
N 272
pour tout n€EN,

(69) f =f |
n Sn”yn’kn

: ieme . N
ol s, estlan spire de A, ol

(70) » | 7n=”;1'(xn‘ Bn"

o« et Bn étant définis par (68), et oli la suite (A n) est strictement croissante,

tend vers 1 et vérifie
(71) | Yo (1= )=+c,
n=1
"(On peut prendre par exemple, pour tout n€N, A,=1- rll)' Il reste alors a prouver

o0
que la fonction  f = : fn vérifie les conditions souhaitées.
n=1 :

La suite A ayant été choisie de telle facon que les suites (ocn), (Bn) tendent

vers zéro, on a

lim ‘yn =1
nN-=2co

et il résulte alors de la condition (71) que

PR L

y<x<z lz-y |
|z-y |50

pour presque tout x€T. En effetla condition (72) est vérifide pour tout x€T appar-

tenant 3 des intervalles du type [uk , tk] arbitrairement petits, ¢'est-a-dire corres-



94

pondant a das spires d'indices arbitrairement grands. Or la mesure de 1'ensemble de
ces points est la limite de la suite double

1- kn+)\n(1->tm_1)+ An)& (1—>\n+2)... + A A

o 00 A. 1"‘A.
n+1 n n+1 n+m-1 n+m

c'est-a~dire de la suite double

1- AnAn-H cor Mem
lorsque 1'on fait tendre successivement m, puis n vers l'infini., Or, d'apres (71),
cette limite est. 1.

Pour établir que la fonction f est p,1-fine, il reste a prouver maintenant que,

pour tout intervalle [x, ] deT

(73) lt(y) - £(x) 1P < |y-x

3

11 résulte de la construction des fonctions £, que 1'on peut se limiter & vérifier (73)

pour les intervalles [x,y] du type [:uk , tk] . Soit [u,t] un tel intervalle
1

- correspondant & la spire s, Ora ' fn(t) =0, fn(u) = 'yn(t - u)P et par suite |
| | 1
_ _ _ _ P
(74) lt W) -£@l=(1-a -8)t-u)".

A partir de maintenant et dans toute la suite de la démonstration, nous allons supposer

, .poﬁr tout n€EN, - (ce que 1'on obtient par exemple en prenant

Bl —

>
que )\n_

1 p .y
An =1-—, pour tout n€EN). Etant donné unindice 1< k< n-1, lfk(t) - fk(u) l

est majoré par | d
vl 1 1
t-u gy P [ tzu 17D y)P
(1-x, )e! O VO
K’k k%K
donc par 1
- 1 1
fﬂ—)&n)an"l1 P P n -5 p
t-wP < (=) Plt-u)
REWEE &k
k'K
Ainsi, pour tout indice 1< k< n-1,.
o g 1= 1
5) e (1) =) =< (&) P-uP.

n
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Dtautre part, pour tout indice k = n-1,

1 11 3
-t <(-a)P L (o PP el (TN
EN < K &« (1"An)€r‘1
SOi°
| | 1 1
(76) £, (8) - £ (W) | < (—Z—-‘f)?’ (t-u)P .
T " T

Des conditions (74), (75), (76) il résulte alors que

’Dl---'l

(77) tf(t) Wy s ) = £, | < (t-u)®.
: k—‘t

Nous venons de prouver que la fonction f est p,1-fine. Pour achever la démonstira-

tion il faut établir que si, pour un point x€T

(78 = lf(y)-f(X)lp :
' yax  ly-x|

-

le point x est bien approché par la suite A. Soit donc un point x€T - vérifiant
(78).
Etant donnée une spire Sy (nEN) de 1a suite | A, posons a nouveau to =0,

T =

Sm]o,‘[“—‘ (t,l, t23,¢oo,' tm)
et, pour tout indice 0<k=< m, '

k"tk'*'x (t

k+1 "~ k)'
En tenant compte de ce gue les suites (ocn), (B n); définies par (68), convergent vers

zéro, on constate que, x vérifiant (78), il existe, pour tout €> 0, des indices
b4 o™ ¥ ? b I v . ?

nEN arbitrairement grands tels que, pour un indice 0 < k < m,

- el - sxst el -t
Or, puisque le rapport
bep1 = Uy
. = 17,
k+t1 'k
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tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini, on en déduit que x est bien approché

par la suite A,
: O

Frobleme 3. Est-ce que, pour toute suite A, il existe une fonction p, 1-fine

f telle que E{)=E(A)?

Le résultat suivant est un simple exercice.

PROPOSITION 5. 1l existe des suites A telles que E(A) =4,

Les suites A telles que E(A) = ¢ , que nous savons construir'e, sont consti~-
_tuées de poinfs irféguhérement répartis. A la lumiére du théoréme 3, il semble d'ail-
leurs que plus les points de la suite A sont r*éguliéremen’g répartis, plus E(A) est
"groé“., cette “grosseur" pouvant étre mesurde par exemple a 1'aide de la notioﬁ' dé

‘dimension de Hausdorif.

Probléme 4. Existe-t-il des suites A= (X k), telles que la suite * k + )Lk - )‘k-l

. soit décroissante, vérifiant E(A) =@ ? (Nous ne savons méme pas s'il existe de telles

suites vérifiant dim E(A) < 1). -

Probleme 5. Est-ce que, pour tout nombre 0< a< 1, il existe une suite A

telle que. dim E(A) =« ?

IX. SUR UNE GENERALISATION DU THEOREME 1.

On peut généraliser le théoréme 1 a des fonctions du fype

X e a, C(n x)
g k k

les coefficients a n, satisfaisant a des conditions convenables, assurant en parti-

k b4
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culier lz convergence uniforme de la série. Nous nous contentons d'énoncer ici ce

résultat lorsaue € est 1'une des deux fonctions x — x|, x» |sin27x].

THEOREME 12, Soient une suite croissante d'entiers naturels (nk), une suite

de nombres réels (ak) ~etunnombre p> 1 tels que la série de terme général a

k
converge et ‘ _1
P
ak~ nk (k -> oo)
(79) R
p
a <n (kEN).
Les fonctions f: T +R définies par
' oo
x—Y +a |nx|
=0 k "k
(80) o
X — ;O a, Ism 2mn, x |
sont p,oa-fines, avec
(81) «=Tm x )P,
' x40
si 1'une des deux conditions suivantes est réalisée.
| M |
a) La suite k » —— tend vers oo,
T k
n : .
b) La suite k> -—Eil est bornée et toutes ses valeurs d'adhérence sont des
entiers supdrieurs ou égaux a 2.
ieme

De plus, sous 1'une des deux conditions a),b), si A estla suite dont la k

spire est ,
-1
12 My
(82) s, =0, —, — ... )
k ! nk ’ nk ’ nk ’
on a
(83) E(f) = E(A).

La démonstration de ce résultat, qui utilise naturellement le théoréme 9, s'inspire
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de celles cu théoréme 1 et de la proposition 1, qui ont été donndes dans [3].

Problame 6. Le théoreme 12 reste-t-il vrai si-1'on substitue aux fonctions (80) la

fonciicn
o0
(84) X—> ) a, sin2mnx ?
k=0
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Chariire 1V

MESURES DE CARATHEODORY ET MESURES DE BESICOVITCH

Sur la droite réelle les mesures de Carathéodory forment une classe assez large
- de mesures = 0 comprenant entré autre les mesures de Hausdorff, les mesures finies
=0 etles mesures o -finies = 0, diffuses. Nous introduiéons par ailleurs la notion -
'dev mesure de Besicovitch. L'étude de ces mesures, que nous faisoris ici, est prépara-
toire au chapitre V, olt nous verrons que la variation d'une fonétion peut ;S' interprétér
comme étant, a peu de éhose prés, une mesure de Carathéodpry, aussi bien qu'.une mesu-

re de Besicovitch.

1. ‘\4E>SURES DE CARATHEODORY.

A) DEFINITION'.} Soit h une fonction définie sur 1'ensemble des couples . (x, y)‘

de nombres réels tels que x < y, avaleurs dans IR+. . Nous dirons que h est une

fonction déterminante de Carathéodory si de plus, quels que soient ¥<y<z<t dans

IR-, -ona
(i) hly,z) < hix,t)

(i1)  h(x,t) < h(x,z) + hy, t).
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Etant donnde une fonction déterminaniz de Carathéodory h, soit u; (ou simplement

u*) 1la fonction d'ensembles définie sur 1'ensemble de toutes les parties de R par
(o]
(1f IJ;;(A) = ll-m—g—;] h(Xk ’ yk) _ (A < ’R)y

ol Jxk » Yy [ (kEN) est un recouvrement de A et ol la limite inférieure est prise

lorsqué la borne supérieure des nombres Y = Xk (kEN) devient arbitrairement petite.

DEFINITION 1. Pour toute fonction h, on dit que u*ﬁ est la mesure extérieu-

re de Carathéodory de fonction déterminante h. La restriction By (encore notée )

de u;; ala o-algébre % des boréliens de R, est appelée la mesure de Carathéo--

dory de fonction déterminante h.
Le résultat suivant est sans doute classique.

THEOREME 1 . Toute mesure de Carathéodory p sur IR est une mesure

vérifiant, si elle est diffuse,

(2) pA)=  sup  p(K) (A € 3).
K compact
Kc A

g estla restriction & ® d'une mesure extérieure de Carathéodory p*. Or
p* est une mesure extérieure méirique. Cela signifie que p* . est une mesure exté-
rieure et que de plus, si A,B sont deux parties de R dont la distance’

inf ly - x|
X€EA , yEB

est strictement positive, on a
E*(AUB) = p*(A) + p*(B).

11 en résulte alors (voir par exemple !:8] ou [12]) que tout borélien est p*-mesurable
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et par suiiz que la restriction . p de p* a B estune mesure. 1l reste a prouver
23, E\’Qus le fe‘rons en nous inspix*ant trés Iargement d‘e; (7], mais il est commode ‘pour
ce—ia_‘ de éonstater*, ce qui esit facile, que 1'on peut se ramekner* au cas oli, la mesure u
étant diffusé, 1a fonction détérminante_ h est continue. Toutefois, avant d*yabox:"de:o
cette questioﬁ dans le détail, nous allons nous permef{re‘une rapide ‘disgr*ession sur les

mesures de Carathéodory discretes.,

B) MESURES DE CARATHEODORY DISCRETES. Toute mesure posiﬁve sur R n'est }::.:flsgg ‘

" une mesure de Carathécdar‘y. Ainsi la ‘masse +c0  placée au point x€ER nV“»ést pas une
mesure de Carathéodory. De méme une mesure discréte p =0, telle qﬁe i“appi:{cation
X p,( {x} ) soit finie ét méme bbmée, n'est pas néc:esséir'ement de Carathéodory,‘ On
peut ainsi se convaincre faciiement que 1§ mesure positive. obtenue et} plagantkla maése 1
kau’x ;ﬁoi‘nts % \(n€N),‘ n*ésf pas de Cér'athéodory. Mais contr*aibément' aux mesures de

: Caﬁathéchfy diffu'ses, qu'il semSle difficile de‘caractém{‘ser" , les mesures de Car’athéom .

dory discretes admettent une caractérisation simple.

PROPOSKT?[ON 1. Une C.N.S. pour qu'une mesure discr*éte iu =0 soit de

Carathéodory est que la fonction x —» i ( {x} ) soit finie et semi~continue sﬁpéx‘ieur'ement.

Soient K une mesure de Carathéodory discréte et h une fonction déterminante
telle que  p =p, . Etant donnés un point xXER et une suite (;cn)‘ de points de R

convergeant vers X, ona

(3) plx))= lm hiy,z)= Lim p(x ],
y<x<z N,
- z~-y=0

~ ce qui prouve que la fonction x »p{{x})  est semi-continue supérieurement, Par ailleurs

cette fonction est nécessairement finie puisque, pour tout xER et tout nombre &£> 0 s
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p({x}) < h(x-g , x+€) < + oo,
Réciproquemrznt, soit une mesure discrete p = 0, * Pour tous points x <y dans R,
pos.ons

(4) h(x,y)= sup p({z)).
x<z<y

La fonction h, qui est généralement a valeurs dans FQ:_, vérifie les conditions (i)
et (ii). Supposons maintenant que la fonction x — p({x}) soit finie et semi-continue

supérieurement. h est alors finie et est donc une fonction déterminante. De plus

(5) p{xh) = lim  h(y,z)= Im p({y}) =p{x)),
y<x<z L yoX
z-y 30

d'ou il résulte que ¢ = F

a

Voici trois résultats trés simples, nullement surprenants, que nous nous dispensons

d'établir.

PROPOSITION 2. Une condition suffisante pour éw'une mesure g = 0 soit de .

Carathéodory est que la partie discrete et la partie diffuse de p  soient des mesures de

Carathéodory.

PROPOSITION 3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une mesure de

Carathéodory g soit diffuse est qu'il existe une fonction déterminante K vérifiant

B =p,, continue et telle que h(x,x) =0 (x€R).

PROPOSITION 4, Pour toute mesure de Carathéodory p et tout ouvert U,

la mesure p(.NU) est de Caraihdodory.

C) REGULARITE DE p*. Etant donnde une classe ¢ de parties de R, une fonc-
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tion d'ensembles v : P(R) » ﬁ; est dite € -rdgulidre si, pour toute partie A de R,

D )

il existe une partie A c B appartenant & € telle que pA)=p(B). 1 résulte

directement de la définition des mesures extérieures de Carathéodory que, si %3 ’

est la classe des GS de R:

PROPOSITION 5. Toute mesure extérieure de Carathéodofy est %8 ~réguliere

(donc D-régulidre).

Puisque toute mesure de Carathéodory est une mesure, on en déduit :

PROPOSITION 6. Soit g une mesure de Carathéodory. Pour toute suite crois-

" sante (An) de parties de R

(6) pHU A )= lim #*(An).
: n=1 n=oo - ~

D) DEMONSTRATION DU THEOREME I.%Comme nous 1'avons déja dit, cette démonstration

est adaptée de [7]. Par ailleurs, compte tenu de la proposition 3, nous supposerons que -
¢ est une mesure de Carathéodory diffuse, dont la fonction déterminante h est conti-

nue et vérifie h(x,x)=0 (x€R).

Pour tout nombre p >0 et toute partie A de R, désignons par p p(A)

la borne inférieure des nombres

) ;‘; X 0 Yy

: _9_’_?_1__ - Jxk 'y yk‘]: (kEN) est un recouvrement de A fofmé d'intervalles de longueur

inférieure ou égale a p. Pour toute partie A de R .

(8) p (A) ={1)l§g up(A‘).

On a d'autre part :
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LEMME 1. Soit un nombre p > 0. Pour toute suite croissante (An) de parties

de R

©) k(U A= lm ().

=1 n 0

Puisque, pour toute partie. A de R

(10) e @)= 1m (AN, 4x]),
X + 00

on peut admettre que A c [O 1] n€N) D'autre part, il r'ésﬂlte de la continuité
‘de h que ;’zp(A) est 1a borne inférieure des nombres (7) olt [Xk ,i yk:f (kEN) est
" un recouvrement de A formé d'intervalles de longueur inférieure ou égale a p.

11 existe une suite double d'intervalles fermés 1 (n,k EN) de

[Xnk’ynk

[0, 1] , telle que

' ‘H > - > -
‘(”) k= yn,k ' Xn,k" yn,k+1 Xn,kﬂ‘ !

quels que soient n,k €N, et

pour tout n€N,  vérifiant

(13) S oa=im A= tim Y hx, 1o T -
n-o nsoo k=1 ; 7
On peut naturellement, en utilisant la compacité de [0, 1] et en remplacant éventuelle~

ment la suite

n— ESUE AD

par une sous-suite, se ramener au cas ou, pour tout indice kEN, les suites (xn k)n>1’
’ : ,k’n=

+

(yn k)n>? convergent. Quel que soit kEN, désignons respectivement par x, et
Yn,k’n=

Y 'leurs limites. Pour tout meEN

m _
Zh(xlf’3k) ):: lim h(xn K’ )_. lim Z h(Xn,k , yn,k) <

k=1 n»o0 ! n,k n= k=1

si bien que

*
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o
(14) Ay = y h(xk , yk) <A
| | k=1
et |
09 R = LRI

Pour établir le lemme il suffit de montrer que, si A est la réunion de la suite (A )
et si B estla réunion de la suite d'intervalles k [xk , yk}-, que
- On en déduit en effet que

: ‘ B ,
HoA)S (A =B)+ ) Shin s 9 <A 2o+ hg =

Pour établir (16) nous allons prouver en premier lieu que si, pour tout indice KEN R

Vy est un voisinage de ’ [xk , yk] , ona

‘ ) . ©o :

[ NCSRUAETEI
11 est commode pour cela d'imposer que

(18) lim yk-—Xk:O,

, Kk »400

Or, pour obtenir la condition (18), nous allons montrer d*_ur’xé part Kquel‘ on peﬁt se
ramener au cas ol h(x;y) >0, quels que soient x<y, d'autre part qﬁe , dans c:és
condiﬁons (18) fes’c vérifid.

Posohs, pour foﬁt meN,

(19) | hm(x,y)sh(x,y)f,yz“l;l".~

hest une fonction déterminante {elle’ que h m(x,;y) > 0, quels‘que soient x < y.

»>

Si, quel que soit l'indice m, est 1a fonction d'ensembles obtenue & partir de

p,m

la définition de p pen substituant hm a h,

1

Ospy () - (W)=
(20)

, (
O<p, (A -p (A)= g (n € N).

p,m



107

Ainsi, sil'on prouve que, pour tout mEN,

B (A)=lim p_ _(A)
p,m T T e,m

on déduit aisément de (20), en passant a la limite en mEN, que

9) up(A') = lim up(An).

n->o

En définitive nous avons prouvé que 1'on peut se limiter au cas ot h(x,y)> 0, quels
que soient x<y. Or de (14) et du fait que
b Syp( [0,1]) < + e,

on déduit

(21) lim h(x
k >0

K? yk)=0’

d'oli résulte (18) puisque h est continue, p est diffuse et, d'apres (11), la suite

k > Y~ X est décroissante.

k

Nous allons maintenant établir (17), la condition (18) étant vérifiée. Pour tout

indice k€N, Vk. désignant un voisinage de [xk , yk] , hous allons méme prouver

que
[}
(22) CEFA- U V) SA -
o
| k=1
Puisque p* est $B-régulidre
. [o0] [ee]
(23) p*A - U Vk)= lim I-t*(An— U Vk)
k=1 I:l->°° k=1

et il suffit donc de montrei‘ qué, pour tout nombre €>0 ettout nEN
N _
(24) 0 s(An - kBT Vk) <A - )\0.

€>0 et nEN étant donnés, choisissons mEN el que Y ~ % = g‘ (ce qui est

m

possible d'apres (18)). Il existe un indice i=n tel que

(25) EN yi,k]c V. (1< k=< m)
et
-(26) Y =X
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Onaalors A_c A, sibien que les intervalles [x. , , y. ,.] (KEN) forment un
n i : ik’ i,k
recouvrement de An' On en déduit

‘ o]
(27) A-UVicA - U V,cU [ ,,5,]
LR T k n k<m K k>m k’ 1L,k

et par conséquent, compte tenu de (11) et (26),

. (o] '
(28 p(A - UV)< hx, v. . ).
£ n k:]k kz>:m i,k ' Yi, k7"

Puisque dans (28) - i et m sont arbitrairement grands, on déduit (24) de (15) ot (28).
Finalement nous avons établi

(22) CuHA- U A EPEPU
| k=1

-Or, puisque p* est B-réguliere, on déduit, pour tout ncN, de ce que

A-(U [x ,y]uuv)
k<n k k k>nk

est égal a

0 B

U [A..(u [xk-r-‘n, ]u U v 7,
m=1 kn k>n
l'inégalité
(29) n*{A (U [xk,ykju UV )}q A,-
S ' k<n k>n
Maintenant nous allons prouver
(16) pp(A—B)sA '>‘o ,

oli B est la réunion des intervalles [xk , yk:L (kEN), ce qui achdvera la démonstra-
tion, comme nous 1'avons déja fait remarquer.
Etant donné un nombre &> 0, on peut choisir neEN tel que .

(30) y -x < g Y . hix, , y)<e.
n n ! =n k? vk

Il est possible dans ces conditions de choisir, pour tout indice k> n, un voisinage

(31) v, = ' [, » v, ]
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de [xk , yk], “de telle fagon que

Ve - < € (k > n)
(32) 5 \
h(u v, )< €.
k>n k’ 'k

7 e(A - B) est alors majorable par

[ | ] '
) NE L(A - kLSJn[Xk’ yk] ) - kgnvk-’ + kZ>:,‘n h(ukyvk)’

donc par

,u*[A-(

: ’ cl
U [x,yJU U V)| +e
k<n k™ "k k>n k‘]

qui, d'apres (29), est inférieur a X—)Lo + €. €>0 étant arbitrairement petit, on en

déduit que
- % - —

o

Soit Jp= NN, muni de la topologie produit. Une partie A de R estun

souslinien si c'est la projection sur R d'un fermé de R X o‘y) . On sait (voir par.

- exemple [71) que

LEMME 2. Tout borélien de R est un souslinien.

Démonstration du théoréme 1. Soit A un borélien de " R. Nous voulons prouver

que pE(A) ~ est 1a borne supérieure des nombres p(K) ot K parcourt les compacts
inclus dans A. Puisque pour tout fermé F de R

p(F) = Lim p(F N [k, +]),
koo

il suffit naturellement de prouver que K (A) est la borne supérieure.dés nombres L(F)
01‘1; F parcourt les fermés inclus dans A.
D'aprés le lemme 2 A est un souslinien. Il existe donc un fermé Z0 de
Rxd” tel que, si p estla projection de Rxdf’ sur - R, A = p(Zo). Pour tout
| | deme

ncd’ et tout entier i€EN , désignons par n, lai coordonnée de n. On définit
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une distance sur f° en posant

_ © . |m-n,]|
(33) d(m,n)=y 2—1, SN
i=1

1+ imi—ni f

~ La topologie sous-jacente & la métrique de &£ est alors 1a topologie produit, déduite
de la topologie discrete de N,

Pour toute suite strictement croissante (mi) d'entiers naturels, 1'ensemble
(34) c ,C = {nan’lnis mi} ‘
est une partie éompacte de . Nous allons prouver que
(35) - F= D(Zo NRxC),

- qui est naturellément un sous-ensemble de A, est une partie fermée. Nous établirons |
ensuite que, pour un choix convenable de la suite (mi), la p-mesurede F peut
&tre rendue arbitrairement proche de la p-mesure de A.

Soit (Zi)i>i la suite décroissante de parties de R xd”  définie par récurrence
4 partir de Zé de la facon suivante :
(3_6)‘ : | Zi = Zi_1_ﬂ {(x,n) | n < mi}.
- Nous allons établir que
. -

(37) .F=nN piZJ.
_ ’ i=1
On a naturellement . .

Fc N p(Zif.

i=1 '

' Sionn'a pas 1'égalité soit -
i=1

Nécessairement

({a}XC) N ZO m ¢
~sibien que, {a}xC étant compact et Zo dtant fermé, il existe un voisinage ouvert

V de a dans R etunvoisinage ouvert W de C dans f tels que

(38) (VxW)Nz, =0.
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I1 existe un indice i€EN pour lequel
(39) s(c, f-w)> 2,
Par ailleurs, la condition (x,n) € Z; impliquant que (n1, Ny, cooy gy 1,1, L0,
1...)EC, onendéduit que
(40) | Sc,n)<2t,
dénc que n€W. Ainsi Z, cRXW et, d'apres (38),
(41) Z, c RXW)- (VXW)=(R - V)XW,
11 existe donc un indice i€N pour lequel on a (41), donc tel que 5(2'1') cR~V, ce
qui coniredit le fait que a € 5(2;7 (j.€N). Ceci échéve de prouver que F est fermé.

La deuxieme ét}ape va étre de montrer que 1'on peut choisif la suite (ﬁli) en sorte
que u(F‘) soit arbitrairement proche de u(A). Cela Pevient a prouver que, o > 0,
~ €> 0O étant des nombres donnés, on peut Constrf.llire la suite (mi) de telle ;fagon que |
(42) oF)+e=p (A).

Etant donné que pour tout indice i€EN

(43) - U a2y 0o Iny = 5J) = o2, ),

il est possible, d'apres le lemme 1, de construire par récurrence la suite (mi) pour

que
(44) by [z )] -, [p(z)] < 27 (ieN).

11 va alors résulter du lemme suivant que

(45) b, (F) = ilin;wup [(BZ)1z p y(A) - e

LEMME 3. Soit un nombre p > 0. Pour toute suite décroissante (Fn) de

fermés de R
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(46) po( NF)=dim p ().

A n=1 n-»o

11 suffit de se limiter au cas ol (Fn) est une suite décroissante de compacts et utiliser
des recouvrements ouverts,

a

II. PROPRIETE DES VALEURS INTERMEDIAIRES.

Nous dirons qu'une mesure positive g sur R vérifie la "propriété des valeurs

intermédiaires” si, pour tout borélien A, u(A) estla borne supérieure des nombres

I (K), ol K décrit l'ensemble des compacts inclus dans A et de p-mesure finie,

.L'expression est abusive si la mesure p n'est pas diffuse, mais lorsque p est
diffuse il en résulte bien que, pour tout borélien A tel que p(A)=+ o et tout nombre

)L€R+, il existe un borélien B < A pour leq_uel p(B)=2x.

THEOREME 2. Toute mesure de Carathéodory diffuse p sur R possdde la

"propriéié des valeurs intermédiaires" :

(47) p@A) = sup p(K) (A € B).
K compact :
KA, p(K) <400

Remarque. Le théoréme 2, de méme que le théoréme 3, reste valable plus généra-

lement pour toute mesure de Carathéodory dont la partie diffuse est de Cérathéodory.

®

Soit en effet g une telle mesure. La mesure

(48) v(A) =37 p(ix) (A € 9),

XEA .
qui est la partie discréte de p, est une mesure de Carathdodory qui, d'aprés la propo-
sition 1, vérifie (47). Pour établir la "propriété des valeurs intermédiaires", il suffit

donc de se limiter a la mesure de Carathdodory

(49) 7(A) = inf (u - v)(B) (A e,
‘ - BcA, v(B) <+
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qui est la partie diffusede g (ona effeétiv_ement p=v+n).

 Dans toute la suite de ce paragraphe - désigne une mesure de Carathéodory

diffuse. Voici tout d'abord un lemme trés simple, mais qui va jouer un rdle essentiel.

LEMME 4. 1l existe une fonction déterminante continue h telle que pu = By

possédant la propriété suivante. Etant donnés trois points x<y<z dans R tels que

h{x,y)#0 et h(y,z)#0, ona
(50) hix,z) < hix,y) + hiy,z).
Si 3 est une fonction déterminante continue telle que u '= ue on a, pour tous points
x<y<z dans R,
8x,z) < B(x,y) + L(y,z).

Posons

(51) h(x,y)=  sup B(u,v)e"V.
_ . o Xx=su<vEy

‘h est une fonction déterminante continue telle que py = ue = Hy- De plus si trois points
x<y<z sonttelsque h(x,y)#0 et h(y,z)#0 il existe deux points x<u<v<z

pour lesquels

h(x,z) = 8(u,v)e™™"

et 1'on a effectivement (50). 11 suffit de le vérifier 10rscjue u<y<v, oronadansce

3

Blu,v) "V < Bu,y) eV & oy, v)e¥,

cas

d'ou le résultat.

a

Dans toute la suite de la démonstration du théoréme 2, h désigne une fonction

déterminante continue, telle que U = B vérifiant la propriété du lemme 4.

‘Etant donnés un compact K et une partie finie s = {t1 R t2, ceuy tm} | de K,
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posons
n
’) - i
(52) b olK) = nf 5 b, 3]
olt [xk . yk] (1< k<n) estunrecouvrenient de K, formé d'intervalles ne se

chevauchant pas et dont les extrémités appartiennent a K, tel que tout point ti soit

un point X, ouun point Y- Le lemme suivant est immédiat.

LEMME 5. Pour tout compact K et toute suite croissante (Sn) de parties

finies de K, " dont la réunion est dense dans K, ona

(53) LK) = lim M ‘(K).
n+o n

Le but des lemmes suivants est de montrer que, pour tout compact K. tel que
‘u(K) =+, ona deux alternatives possibles.

a) Pour tout nombre réel A >0, il existe un compéct Ko c K tel que p(KO)=>\.

b) Pour toute partie finie s de K, i1 existe au moins un point x€K tel que
(54) B (K N0, x] )+ 1 (K N [x,400) ) > p (K).
Compte-tenu du théoreme 1, il restera ensuite, pour achever la démonstration du théore-

me 2, & prouver que b) implique a).

Soit un compact K. Dans toute la suite s désigne une par‘tie finie de K con-

tenant la borne inférieure et la borne supériecure de K, s étant ainsi choisi désignons

par ;@S 1'ensemble des parties compactes L  de K, contenant s et vérifiant

(55) | p(K)=p(L)+ kZ;, h(x, , ¥,)

ol [xk ; yk] (kEN) désignent les intervalles contigus a L tels que ]xk , yk[

rencontre K. Nous allons caractériser les compacts L €£q a 1'aide de recouvre-

ments "adaptés"a K eta s.
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" Nous dirons qu'un recouvrement R de K estadaptéa (K,s) sic'estun

recouvrement fini, constitué d'intervalles [uk , vk] (1< k<n) ne se chevauchant

pas et dont les extrémités appartiennent 2~ K, tel que tout point de s soit un point

uk ou un point V- A un tel recouvrement associons le nombre

n .
(56) S&') = k; h(uk , Vk)’

'LEMME 6. Une C.N.S, pour qu'une partie compacte L. de K appartienne a

' is est qu'il existe une suite (&n) de recouvrements adaptés a (K, s), vérifiant

(57)' p (K)= lim S_ ,
S n > ‘(R’n

telle que si, pour tout ne€n, u, désigne 1'ensemble des extrémités des intervalles

constituant le recouvrement &, _la suite (un) converge vers L, ausensdela

métrique naturelle sur 1'ensemble des parties compactes.

({R)n) étant une suite de recouvrements adaptés a (K , s), vérifiant (57) et telle
qué la suite associée (un) converge vers une partie compacte L. de K, il est

immédiat que, pour tout nombre €>0 ettout nEN,

‘ n : :
(58) HgK) = p L)+ ) b, ),
ol [xk y yk] (kEN) . sont les intervalles contigus & L tels que [xk ’ yk]_ rencon-

. ) » B o ;
tre K et ol ue(L) désigne la borne inférieure des nombres (56), lorsque & décrit

l'ensemble des recouvrements de L, constitués d'intervalles de longueur inférieure

N\,

a €. Par passage alalimiteen € eten n, onobtient
(o)
(59) p(K)=p@)+ g h(x, » ¥)-

Par ailleurs, le membre de droite de (59) est minoré par

| . |
L)+ T bl %)
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qui est supérieur a uS(K). En définitive L. est une partie compacte de K contenant
s et vérifiant (55) ; éutr‘ement dit L€ is'

Réciproquement, pour tout L € “"gs’ -il existe manifestement une suite (fR,n) de
recouvrements adaptés & (K , s), pour laquelle la suite | (un) converge vers L,
telle que 1'on ait (57).

a

Désignons toujours par é@s 1'ensemble des parties compactes L. de K conte-
nant s et vérifiant (55). Siun point x de K appartient a une partie L eo%’s, on

a
(60) B (K N(=00,x]) + p (K N [x,400) ) = p (K).

Récipfoquement siun point X€K vérifie la condition (60) il existe une suite .‘Rn de
recouvrements adaptés a (K , s) tels que pour tout n€EN, sU {X} séit conténu dans
1'ensemble u, dgs extrémités ‘des intervalles formant le recouvrement fR’n’ ,cg‘tte
suite _((.Rn) vérifiant en outre la condition (57). Il existe alors une sous-suite de la
suite (un) convergeant vers une partie compacte L. de K, contenant naturellement
le point x et qui, d'apres le lemme 6, appartient a o‘ﬁs. Enongons ce résultat sous

forme d'un lemme,

LEMME 7. Une C.N.S. pour qu'un poin't x de K n'appartienne a aucun

compact L € a‘@S est que
(54) B KN (oo, x] )+ p (KN [x,4)) > 1 (K).
Soit KeK telque u(K)=+w. Nous désirons dtablir, rappelons le, que 1'une des
conditions suivantes est réalisée.
a) Pour tout nombre réel X > 0, il existe un compact K, c K telque p(K))=A.

b) Pour toute partie finie s de K, il existe au moins un point x€K vérifiant
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- D'apres le lemme 7, il faut montrer que la négation de a) implique, pour toute partie
finfe s de K, l'existence d'un point x€K n'appartenant a aucune partie. L € &b s
Nous allons pour cela construire un compact K:’; c K qui ne sera pas contenu dans la

réunion des parties L € 58.5.

Soit, pour tout nombre €> 0, Ké 1'ensemble des points de K n'appartenant

a aucun intervalle ouvert ly,z [ delongueur inférieure & €, dont les extrémités

sont des points de K et qui vérifie

(61) _MS(KO(—OO,Z] ) —us(Kﬁ(—oo,‘y]) = h(y,z).
Ke est une partie fermée de” K qui, d'apres les lemmes suivants, ne rencontre aucun

intervalle ouvert, de longueur inférieure a €, contigu a un compact L € o’ﬁs.

LEMME 8, Les fonctions d'ensembles us sont sous o -additives.

‘Ce lemme étant immédiat, on obtient :

LEMME 9. Les intervalles contigus & un compact L € £s vérifient (61).

Soient [xk , yk] (KEN) " les intervalles contigus & une partie compacte L SF

rencontrant K. Etant donné un indice ko’ soit N1 1'ensemble des indices kEN

tels que Yy < Xy et N2 l'ensemble des indices k&N tels que Ve < Xy - On a
: o ‘ ‘ o
K, =KN(,x 1=LU(U Ix_, vy [NK)
1 1 k?’ Yk
o 1_<€N1
K2=Kﬂ[yk s+°°):L2 U( U ]Xk ’ yk [ﬂK),
(o} kEN
v 2 _
avec L,=L N (=o0, X, 1 et L,=L N [yk , +o). De la sous o-additivité de Mo
o » o)

il résulte que

(62) p(K)=sp (K)+p (K)+hlx ,y )
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et d'autre part que, pour i=1, 2,

(63) uS(Ki) Sk (L. )+ h(x

’ y
l{€N k k

Puisque
il résulte de (55) et des indgalités (62) et (63) que

(64) p(K)=p (K)+p (K)+hlx ¥ )
O (o]

. ‘-

'Alpr's le nombre
(Kﬂ(—oo [} yk _|)" Kﬂ(—oo ] ng) y

qui est nécessairement inférieur a h(xk , yk ), est supemeux* a .

¢/
(K) K (K ) K (Kz)‘: h(Xk - yk )
o o
~ d'oli 1'égalité.

U B

Comme nous 1'avons déja fait remarquer, on déduit du lemme 9 le résultat suivant,

LEMME 10. Pour tout nombre €> 0 et tout compact L € £S, Ke ne rencontre

aucun intervalle ouvert, de longueur inférieure 2 g, contigua L.

On est évidemment en droit de se demander si Ks n'est autre que 1'ensemble vide.
Le lemme que voici prouve que, sous certaines conditions, Ke a la puissance du conti-

nu.

LEMME 11. Si K est un compact vérifiant p(K) =+, on al'une des deux

éventualitdés suivantes,

a) Pour tout nombre réel X >0, il existe un compact K, K tel que /.L(KO)=A.

b) Pour toute partie finie s de K, il exiStc un nombre €> 0 tel que
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p(K )=+,

Supposons que a) ne soit pas vérifié et établissons b). Soient €>0 et :]Xk’yk L
(k€N) un recouvrement minimum (c'est a dire dont on ne peut pas extraire un sous-
recouvrement autre que lui-méme) du complémentaire de K8 dans K, formé d'inter-

valles vérifiant (61). On a manifestement

n
g—;{u S(K ﬂ(—oo,yk]) - us(Km(—m3X ])} < 2u S(K) ,

pour tout n€N, sibien que, compte tenu de (28),
(oo I .
(65) LR

Si de plus on impose que, quel que soit k€N, les points x appartienne a K-

k* Yk
et que vy, -Xx, - soit inférieur a €, quel que soit KEN, le nombre
k k
[ee]
HK) + E h(x, , v

est minoré par la borne inférieure des nombres
n
Y, h{n , v),
= k k
[uk y Vk] (1< k<n) étant un recouvrement de K constitué d'intervalles de
longueur inférieure a €. Désignons par u £’:(K) cette borne inférieure, I1 résulte de

(65) que, pour tout nombre €> 0,

(66) e a0 +2u ().

Remarquons maintenant que, si la condition a) n'est pas réaliséde, il existe un nombre
0<X_ <+ tel que, pour toute pa?tie compacte K_<c K, p(KO) <A, ou u(KO) =400,
En.effet, si A est1l'ensemble des nombres 0 < A < oo pour lesquels il existe un
compact K_ < K vérifiant u(KO) =\, il résulte de la continuité de 1'application

X s p(K N (=e0 , x]),

lorsquz u(Ko) < 40, - que A estun intervalle et par conséquent est borné s'il
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differe de R e
Dans ces conditions si, pour tout €> 0, le nombre u(KE) est fini, donc
inférieur a }\o, on déduit de (66) que
(67) p(K) = lim p (K)<x_+2p (K),
€0 ‘

d'oli une contradiction puisque p(K) =+, Ainsila négation de a) implique 1'existence

d'un nombre €>0 tel que u(Ke) = 400,

a

~ Dans toute la suite on se donne un compact K tel que p(K) =40, pour lequel

la propriété a) n'est pas vérifiée (nous admettons pour le moment 1'existence d'un tel

compact, mais prouver'ons justement qu'il n'y en a pas). I1 exist_e alors un nombre

0< AO < 40 tel que, bour tout compact K c K, u(KO).S Ao ou u(Ko) = o0,
Etant donnée une partie finiee s de K, contenant la‘borne supérieure et la borne
inférieure de K '(hypothése que nous imposons toujours a s), rappelons que, pour
tout no-mbre €>0, K8 désigne 1'ensemble des points de K n' appartenant a aucun
intervalle ouvert Jx,y [ ae longueur inférieure a €, dont les extrémités sont des
points de K, etqui vérifie

(61) B KN, ¥]) = b (K N(=e0,x]) = hlx, ).

Du lemme 11 on déduit que 1'on peut choisir & >:0 eﬁ sorte que (Kg) = 400, - Nous

fixons une fois pour toute un tel nombre €> 0,

Soit U 1la réunion des intervalles Ix,y [, dont les extrémités appartiennent
a Ke’ tels que
(68) #(Ksﬂjx,y[)<+oo.»

Kz - désignant 1'ensemble des points de Ke n'appartenant pas a U, on ales résul-

tats suivants.
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LEMME 12, p(K¥) = +oo,

Désignons respectivement par a et b la borne inférieure et la borne supérieu-
rede K. Si [Xk’yk] (kEN) sont les intervalles contigus a Kf: U {a,b} il vient,

puisque g est une mesure,

CR(K) = p(<E) + e Nlx, x D,
Or

n
Eu(x NIx,y, D =lim p(U K NEK N,y D) =2

neoo k=1 °

si bien que
*) > - -
RKZ) = p(K )~ X = oo,
)

LEMME 13. Pour tout compact L € :85, KZ est contenu dans la réunion des

intervalles contigus & * L, dont la longueur est supérieure a2 €.

Soit L une partie compacte de K appartenanta 2 ! c'est a dire telle que

scl. et
(55) B (K) = p(L) + 7 by s )

oll [xk y yk] (kEN) désignent les intervalles contigus & L., tels que ]xk y yk[
rencontre K, classés par longueur décroissan}e. Les intervalles de longueur supé-
rieure a = € correspondant aux indices 1< k<m, il résulte dulemme 10 que K*é,
étant inclus dans Ks’ ne rencomtre aucun intervalle ]xk » Vi [ d.' indice k> m.
Soit alors Jx,y [ un intervalle dont les extrémités appartiennent & K%, ne rencon-
trant aucun des intervalles [Xk , yk] (1< k=m). Ilrésulte des hypotﬁéses taites

sup K*é que, si Jx,y[ renconire K’é, on a

(69) pEENIGy D =te
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or K"éh]x,y [ étant inclus dans L, ona d'autre part
(70) BN lx,y D= pL) = 1 ),
la seconde inégalité résultant de (55). Puisque p.é(K) < 400, il en résulte une contra-
diction. Ainsi Kz est contenu dans la réunioﬁ des intervalles [_-xk,yk]‘ (1< k<m).

8]

Nous pouvons maintenant établir 1'alternative que nous désirions obtenir.,

LEMME 14, Siun compact K vérifie p(K)=+, onal'une des deux éventua-

1ités suivantes.

a) Pour tout nombre réel X >0, il existe un compact KO cK tel que u(KO); A

‘ b) Pour toute partie finie s de K, contenant la borne inférieure et la borne‘

eevamn—

supérieure de K, il existe au moins un point x€K tel que

(54) B (KN (-0,x]) + p (KN [x,40)) > p_(K).

Supposons que a) ne soit pas vérifié et établissons b). s étant une partie finie de
K, contenant la borne inférieure et la borne supérieure de K, on définit comme précé-
demment 'KE'; pour tout €3> 0, Il existe, d'aprés le lemme 11, un nombre € >0

tel que ;L(KE) = +tco et, K*é étant toujours défini de la méme fagon, ‘on a, d'apres le
lemme 12, u (Kz) =400, Cela prouve que K’é n'est pas dénombrable et par conséquent
qu'il existe au moins un point xeKz qui n'appartient ni & s ni & aucun intervalle
[u.,v]‘; contigua K%.

Nous allons montrer que le point x vérifie la condition (54), D'aprés le lemme 7,
cela 3:'ev>ient a montrer que x n'appartient a aucune partie L € 5@5. Soit donc un
compact sc L < K appartenant a ‘Q?s" c'est-a-dire tel que

P2

(55) b () = B (L) + 3 06, ¥, s
k=1
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oli [xk " yk] (kEN) désignent les intervalles contigus @ L, tels que ]xk , yk[
rencontre K, D'apresle 1emrﬁe 13, K’é est contenu dans la réunion des intervalles
conticus 3 L de longueur supérieure a €. Par conséquent si x€L, il résulte du
choix de x qu'il existe deux indices k,j telsque x= yj =X . Lg point x
n'étant pas 1'une des extrémités d'un intervalle contigu a Kz, les intervalles ]xj,x [
et ]x,yk [ rencontrent KZ , sibien que d'apres le choix de K’é

B (KE NIy, x [) = 40
(71)

px NIx,y, [) =+,

Or, dans ces conditions h(xj , X)£0, h(x,yk) £0 et, d'apres le lemme 4,
(72) h(x;, %) < h(x;,x) + hix,y),
d'oll une contradiction puisque le second membre de (72) est égal a pS(K N [Xj-’yk] ).

a

Démonstration du théoréme 2. Soient un compact K tel que p(K) =+ etun
nombre réel X > 0. Du lemme 5 on déduit qu'il existe une partie finie s de K,
.contenant la bom? inférieure et la borne supérieure de K, telle Que
(73) : v=p (K)=z X,
Soit ] 1‘enseﬁb1e des compacts L < K tels que uS(L) =v, Ona KE€]J.
Par ailleurs si (Ki)iel ést une famille décroissante dans J , dont L désigne\
1'intersection, on constate facilement que
(74) p (L) = 116?; pL)=v.
(11 suffit de remarquer que si V estun voisinagé de L, il existe un indice iOEI
pour lequel L, V). L'ensemble J, munide la relation d'inclusion, dtant inductif .

(6]

décroissant, il existe d'apres le théoréme de Zorn un élément minimal L€ (7 .
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Supposons que u(LO) =+, Si, pour tout nombr‘e £>0, il existg un compact
KO c Lo tel que u'(KO) = £, KO est un compact.inclus dans | K, sibienque K
vérifie 1a condition a) du lemme 14. D'apreés le lemme 14 il y a une deuxiéme éventualité :
il existe un point x € Lo pour lequel
75) (g N, x0) 4 1 (L O Do) > 1 (L),
Mais il existe alors un nombre 7 > 0 tel que, L1 désignant 1'ensemble des points
_ de. LO n'appartenant pas a Jx~-n , x+n [:‘
p@)=p (L)=v,
ce qui est impossible puisque Lo est minimal,
Reste le cas ou u(LO) < 40, Onaalors X< u(LO) < 4o et il résulte de la
continuité en X de ;,L‘(L.o N (—oo,k] ), que l'on peut choisir x€K tel que
RLy Neo,x]) =2,
. ce qui achdve la démonstr*afion.

g

Nous allons par la suite donner plusieurs exemples de mesures de Carathéodory :

. Les mesures finies, positives,

. Les mesures ¢ -finies, diffuses, positives.

.-Les mesures de Hausdorff.

. La variation totale d'une fonction n'ayant que des points de discontinuité de pre-

migre espece.

Probleme 1, Est-ce que toute mesure g =0 sur R, diffuse, 9 5 -réguliere

et possédant la propridté des valeurs intermédiaires est une mesure de Carathéodory 7
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1. MESURES o-FINIES DIFFUSES.

La notion de mesure de Carathéodory, au méme titre que celle de mesure o -finie,

généralise la notion de mesure finie.

PROPOSITION 7. Toute mesure positive, finie p  est de carathéodory et admet

pour fonction déterminante

(76) hx,y) = (Jx,y D | (x < y).

On pourrait s'attendre & ce que toute mesure positive, o -finie soit de Carathéo~

- dory, mais il n'en est rien. Ainsi la mesure obtenue en placant la masse 1 aux points

%‘ (nEN) n'est pas de Carathéodory, bien que ce soitf une mesure o -finie, Onaen

revanche le résultat suivant.

THEOREME 3. Toute mesure positive, o -finie, diffuse est de Cara’fh’éodory, |

Etablissons d'abord des lemmes.

LEMME 15. Siune mesure positive g est o-finie et diffuse, il existe unesuite

' (Kn) de compacts deux 3 deux disjoints, tels que ,u(K-n y< 1 (n€EN), dontla réunion

porte u.

11 existe une suite (An) de bordliens deux & deux disjoints, tels que 4 (An) <1
(nEN), dont la réunion porte p. Pour tout ncN, il existe une suite K - (meN)
. ) 7!

de compacts deux a deux disjoints, contenus dans - An’ tels que
. o0
HA) = TR0, o).

‘Toute suite (Kn), obtenue en réindexant les compacts K_ (nEN , mEN),
s

vérifie les conditions du lemme.,

a
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Tant que nous travaillerons sur des mesures de Carathdodory diffuses, nous
pourrons nous limiter a des fonctions déterminantes continues (proposition 3). Le lemme

" suivant sera alors commode,

LEMME 16. Une C.N.S. pour qu'une fonction continue (x,y) »h(x,y) (x<y),

a valeurs dans R+, soit une fonction déterminante, ‘est que, quels que soient

x<y<z dans R,
(i) h(x,y)<hlx,z) et hly,z)<hlx,z),

(ii) h(x,z) < hix,y) + h(y,z).

Voici maintenant un résultat qui permet de modifier convenablement une fonction

déterminante.

LEMME 17. Si h1 , hé sont deux fonctions déterminantes définies sur les

 couples (x,y) telsque O<x<y<1, vérifiant h,(0,1)£0 et h,(0,1)<h,(0,1),

h
(77) B=h1+Q—r—1—1Tg—’—T)‘> h,

est une fonction déterminante.

La fonction £ vérifie manifestement (ii). 11 suffit doﬁc de montrer que la condi-
tion (i) est satisfaite.' Pour simplifier nous allons nous 1imité1‘ au cas ou les fonctions
h1 ’ h2 sont continues, puisque nous utiliserons le lemme dans cette seule- situation.

11 suffit alors de prouver qu'détant donnés trois points x < y < z, l‘?(x,.y) et P(y,z)
sont inférieurs a f(x,z). On a, d'apres la condition (ii) appliquée & la fonction h,,

(8, 7) = b (x, )Ry (x, ) + b, (x,2) oy, 2)

d'ol il résulte que
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(n,1,)06,2) - (1 1), ) = b (5, 2),(6, ) + hy(x, 2)n,(y, 2),
On constate alors que (¥(x,z) - B(x,y))h1(0, 1) est minoré par

(h,(y,2z) + hy(y,2))n,(0, 1) + (h h, )(x,¥) - (h;h,)(x,2)
donc par

(h,(y,2) + hy(y, 20,0, 1) = h(y, 2, (x,¥) = b G, 2)(y,2) ;
of, du fait que h2(0, 1)< h1(0, 1) on déduit que ce dernier nombre est positif. Nous
avons ainsi établi que 0(x,y) estinférieura £(x,z). On prouve de la m&me facon
que (y,z) -est irﬁ.érieur a  0(x,z).

a
En fait, nous avons besoin d'une forme améliorée du 1emm¢ 17, qui se démontre

de la méme maniére,

LEMME 18, Soient h1, h2 deux fonctions déterminantes, non nullés. Si la

mesure de Carathdodory Hh est portée par un intervalle [xo y yO] et si

2
vhz(xo,yo)s h,(x_,¥.)s
’ h1(X, 7y‘)
(78) B(X,y)=h1(x,y)+ 1 —W hZ(X,Y);

o x'= sup(x,xo), y' = inf(y,yo) et ol1 1'on convient que h1(x' ,¥y')=0 si [X.,'y]

ne rencontre pas [Xo’yo] , est une fonction déterminante.

Démonstration du théoreme 3. p  étant une mesure positive, o-finie, diffuse, il

existe d'apres le lemme 15 une suite (Kn) de compacts deux a deux disjoints tels que
u(Kn) <1 (n€EN), dontla réunion porte p. Pour toutindice n il existe une
fonction déterminante hn telle que

n
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on peut, d'apres la proposition 6, prendre
h G, ¥)=px,y[NK).
Nous désirons maintenant construire, a 1'aide des fonctions hn’ une fonction déter-
minante h telle que By =#. On peut étre tenté de prendre pour h la somme des
fonctions h (n€EN), mais on constate que cette fonction peut prendre la valeur oo,
 On peut lui substituer la fonction
o i
h=) "inf(2™ , h )3
n=1
h est bien une fonction déterminante et il est facile de voir que g < uh. ~ Malheureu-
sement si les compacts Kn sont par trop imbriqués les uns dans les autres, on ne peut
pas espérer obtenir 1'égalité. En définitive nous allons construire une fonction détermi-
nante
oo
(80) h=) h
n=1
telle que les fonctions hn vérifient (79), pour laquelle ”h =p. Seulement le choix
des fonctions hn demandera quelques prééautions.

- A partir des compacts Kn’ on peut construire une suite (Aﬁ) de boréliens,
deux a deux disjoints, telle que ’A1 =K,  (en admettant que K, ait été convenable~
ment choisi), dont la réunion porte u, vérifiant, pour n=2, les propriétés sui-
vantes,

a) pA)=1

b) Si Jx,y[ estun intervalle rencontrant A

(81). pa, N lx,yD>o0.
c) Si [x,y] est un intervalle contigu a An__ tel que ]x,y'[ ne rencontra

'*7

pas An ’
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(82) p(1x,y ) =o0.

vd) Si [x ,y] est un intervalle contigu a An-—1 , An ﬂ]x,y [ est soit 1'ensemble
vide, soit une partie compacte.

I1 ressort de ces conditions que, pour tout n&N, An est une réunion au plus
dénombrable de éompacté sans point isolé, deux a deux disjoints. Mais généralement
on ne peut pas imposer aux parties An d'étre compactes.

A partir_ ‘de maintenant il sera plus commlode de supposer, ce qui n'est pas restric-

tif, que la mesure p est portée par [O, 1]. Nous allons admettre également que

(83) h,(0,1) =p(K) = 1.
Etant donné un indice n= 2, désignons, quels que soient x<y dans R, par

[xk , yk] (kEN) 1les intervalles contigus a A4 vencontrant [x,y] et posons

(34) intow) = 3t [t P, (B 10 By )],

Posons par ailleurs j1 = h1 . Pour tout indice n, jrl est une fonction déterminante

pour laquelle

(85) ¥ =p(.NA).
n
On va maintenant construire une suite (?,n) de fonctions déterminantes, vérifiant

VLN
(86) pp =k [ NCU A (neEN),

telle que en converge vers une fonction déterminante 2 pour laque]le' ue= E.
Cette construction va utiliser les fonctions jn ,- mais on ne peut pas prendre
n
'En =y jp car dans ce cas on pourrait seulement affirmer que p < ue. Pour obtenir
m=1 ‘
des fonctions en convenables, il ne faut pas que les fonctions jm intervien’nenf

"simultanément" mais "de facon espacée", ce que rend possible le lemme 18.

On peut choisir ‘91 =j, et
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(87) by =g, + (13,
D'apres le lemme 17 on définit bien ainsi une fonction déterminante et de plus
=g, +p =p(.N(AUA).
(88) | My =hy iy =r(N(AUA))
. 2 1 2
Pour établir (88) il suffit de prouver que les égalités ont lieu pour toutAcompact
Kc A1 UA,. Or, étant donné un tel compact K, les ensembles Ki‘= K’ﬂ;Aiv

| (i=1,2) sontdes compacts dont la réunion est K. uez étant une mesure, il vient
() g (6= by (K) 4 by (K5) = by () By (),
1a seconde égalité tenant au fait que 1! on peut, pour le calcul de p eZ(K), se limiter &
‘des recouvrements de K2 constitués d'intervalles ne rencontrant pas K}‘, et que,
pour un tel intervalle 1%,y [, 7-
B, (x,¥) = i, (x,¥).
‘D"au’cr*é partkon a -
ﬂez{K}) = “jj(Kl)'
Pour établir 1'inégalité contraire, il suffit de remarquer que, pour tout € > 0, on
peut recouvrir K1 par des intervalles [u].L , vi] (1t<i<n)- Qe IOngueuf}infér‘ieure
a g ne réné:ontrant pas les intervalles contigus a ‘K1 de 1ongueui‘ supérieure a g,

tels que : n R
mp (K =7 By, )+ e
2 =1 "
(90) n
. uj1(K1)2 §j1(ui , Vi> - €.

[xk,yk] (kEN) désignant les intervalles contigus a l K1 ‘de longueur inférieure & e,

i1 vient alors, puisque 92 <3y +ps

n n o
s 1 N 7 2
2 il , v) = %;11 3qluyy vp)+ 1%;? (=%
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avec
(e ¢] 2 (o]
Y by -x ) =e) (y -x)<e
£ Vi Tk 1 Ve ™ e

11 résulte alors de (90) que

MQZ(K1).S /.Lj1(K1)+38.

En définitive, p, (K.)=p. (K,) =t il résulte de (89) que>
92 1 ji 1
py (K)=p. (K)+p, (K,)=np(K)
P’2 Jq 1 Jy 2

d'ol 1'on déduit (88) puisque par ailleurs. uj (Ki) = ”j (K) pour i=1,2. On peut

1 1

encore remafquer que, d'aprés (83),

92(0,1)=j1(0,1)=h1(0,1) = 1.
Nous allons définir la suite (Qn) par récufr‘ence. Suppoéons que En soit construit,
pour un indice donné n= 2 et vérifie en(O , =1, | Soient , [Xi,yi] (ieN) les
intervalles contigus a An—1 tels que @ charge ]xi » Y3 [ Pour tout indice iEN
et tous points x <y, poséns ki(x,y) =0 si [x.,y] ne fencontre pas [xl , yi]

et, dans le cas contraire,

61,90 5 & 053 |

(91) - k(x,y) = int [j %

n+1
avec

' —
x] = sup(xi , X)

y{ =inf(y; , ).

L

On s'assure aisément que, pour tout neEN, K est une fonction déterminante vérifiant

ki(xi ,yi) < En(xi, yi). 11 résulte alors du lemme 18 que la fonction

S EY)
(92) a6,y = Exy) ¢ 1—m k,(x, )

est une fonction déterminante telle que q1(0, 1} = 1 ; on remarque en particulier que

dlapres les conditions imposées a Bn et aux ensemnmbles An-—1’ An’ En(x1 , y1) >0,

En itérant le procédé on obtient une suite (qi) de fonctions déterminantes telles que,
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pour tout i=2, vqi(0,1)=1 et

Q40645 ¥
‘(93) qi(xi»Y) = qi-l(x’y) + 3. - m ki(X, y).
Posons
(94) | By = M q;

i-s>e0

H “ désignant la norme de la convergence uniforme, on"a, pour tout i€N,

B —all=s I ll=y= 3 6,y
: n+i ql %ﬂ “m ngﬂ 3n+1 Xm ym)

Si Fi ~est, pour tout indice i€N, la réunion des intervalles contigus a 'An" inclus

dans 1'un des intervalles [Xm. R ym] (t1=mx<i), on déduit alors de (94) que

. o
2
”BI'H-1 ""' qln = kZ:;I: (Vk - uk) ]
[uk ' Vk] (kEN)  étant les intervalles contigus a AnUFi. Puisque la mesuré de
An U Fi tend vers 1 lorsque 1i-400, oOnen déduit que H enJ—T - qIH tend vers

zéro lorsque i +%, Ainsi en 17 étant la limite uniforme d'une suite de fonctions

déterminantes continues, est une fonction déterminante continue. De plus | En'+1(0, 1) =1

et 1'on montre, comme nous 1'avons fait pour n=1, que

(95) ” | n(nff A )T
9 24 =, M =H . .
gn—ﬂ' en 3n+1 L m=1" m *I

Posons maintenant

(96) h= lim En
n-oe

Etant donné un nombre &> 0, -soient [Xk s yk] (1 <k< m) les intervalles conti-
gus au support de p, de longueur supérieure a €, II existe un indice n, tel que,
pour tout n=n_ donné on ait, quel que soit T<k<m,

BB s x dNA) = 2

z
ey

=t

(97) |
p(Dy s ydna) < &

’
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xg{ désignant la borne supérieure des points de An 1 inférieurs a X, et y{( la
borne inférieure des points de An 1 supérieurs a Yiee Pour tout indice n= s

ona . [oe] ‘
Hh-en” < Hjn_H” < 8+g (v, = uk).z,

ol [uk , vk] (keN) désigynent les intervalles comigus a An. ne rencontrant pas
les intervalles [xi , yi:] (1<i<m). Onpeut choisir n_ assez grand pour que la
condition n 2 n, impose que t_ous les intervalles [uk ’ vk] (kEN) soient de Ibnf
gueur inférieure a €. Dans ces conditions, pour‘“ n z'no, ” h - hn” < 2g, Ainsi
la fonction h, qtii est la limite uniforme d'une suite de fonctions déterminante‘s conti-
nuets; est une fonctién déterminante continue,

Poim établir que By = ¢, il suffit de prouver que, pour tput compact K -inclus
dans UAn, f.zh(K) =p(K). Or, il résulte du choix des An que, pour tout n, -

n- ’ .

' 1'ensemb1e Kn =K N An est un compact. En utilisant a nouveau le fait que toute mesure
de Carathéodory est une mesure, nous sommes conduits a mon’crerlque, ;Sour‘ tout: neN,
(98) BK ) =p jn(Kn) = p(K ).

On a naturellement ph(Kn-) = ,uj (Kn) et il suffit donc d'établir 1'indgalité contraire.

n
Nous dirons qu'un intervalle Ju,v [ est adapté a /—\n s'il ne rencontre pas -
An-—1 et s'il ne chevauche aucun intervalle contigu a An (autrement dit, si tout
intervalle ouvert contigu & A rencontrant . Ju,v [ estinclus dans Ju,v D.‘ 11
. n .

N,

résulte de la construction de h que, pour tout intervalle Ju,v [ adapté i Ah’

(99) hlu,v) < 3 (u,v) + 3 (0, v).

Pour tout €> 0, on peut recouvrir K, par des intervalles ] o, vy [ (T<si<sm)
adaptés & An , de longueur inférieure & €, ne rencontrant pas les intervalles

contigus 2 K~ de longucur supérieure & g, tels que
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m
uh(Kn) < ;h(ui , Vi) + €
i=
(100)

m .
IJ‘J (Kl’l) 21§ Jl’l(ui ’ Vl) - &,

n
[xk , yk] (kEN) désignant les intervalles contigus a Kn’ de longueur inférieure

N

a g puisque K cA_, ilvientd'apres (84)

m m 0 2
4 h(ul s Vi) = Z:Jn(ul ’ Vi) + Z: (yk - Xk)
1=1 : i=1 k=1
avec '
. 0 5 [
E(yk—xk) SEZ(yk—xk)S E.
k=1 | k=1

De (100) il résulte alors que

lih(Kn) < ujn(Kn) + 3€.

é_> 0 étant arbitraire nous avons établi (98), ce qui achdve de prouver que Hy =K.
a
Probleme 2, Etant données deux mesures de Carathéodory diffuses p , v la
mesure U +v  est-elle de Carathéodory ? Side plus up <v, la mesure vV - i}

est-elle de Carathéodory ? (Les réponses sont peut-&tre élémentaires).

Probléme 3. (u rl) étant une suite de mesures de Carathéodory diffuses, la

oo
mesure p§ =) | K, est-elle de Carathéodory ?
n=1 '

&

Probleme 4, Une mesure g = 0, déf;nie sur' un espace topqlogiqug X, est
dite; borélienne si p(K)< 4+ pour tout compact K de X. Si X =R les mesures
boréliennes (= 0) sont des mesures o-finies positives.

Etant donné un espace métrique X, les mesures de Carathéodory étant correc-
tement définies, on peut se poser les questions suivantes.

a) Les mesures positives, diffuses, o-finies sont-elles de Carathéodory ?
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b) Les mesures positives, diffuses, bordliennes sont-elles de Carathéodory ?

Probleme 5. Est-ce que tout borélien A de R posséde la propriété suivente :
pour toute mesure de Cara‘théodor‘y g, M(.NA) estune mesure de Carathéodory ?

Sinon caractériser les boréliens ayant cetie propriété. (Les ouverts ont cette propriété).

IV. MESURES DE HAUSDORFF.

Soit une;fonction continue h: R+ > R+ telle qué h(0)=0. Onditque h est

une fonction déterminante de Hausdorff si  (x,y) » h(y-x) est une fonction déterminante

de Carathéodory, c'est-a-dire si les conditions suivantes sont réalisées.

(1) h est monotone croissante.

(ii) Quels que soient les nombres a= 0, b=0, h(a+b)< h(a)+ h(b).

En particulier toute fonction concave h: R+ > R+, telle que h(0) =0, estune

fonction déterminante de Hausdorff.

Etant donnde une fonction déterminante de Hausdorff h, on appelle

mesure de Hausdorff de fonction déterminante  h, la mesure de Carathéo-

- dory de fonction déterminante (x,y) » h(y-x). Un cas particulier important est le

suivant. Pour tout nombre 0< < 1, soit p x la mesure de Hausdorff de fonction

déterminante h(t) = t* (t€R+). o est appelée mesure de Hausdorff dans la dimension

.

——

Probleme 6. Toute mesure de Carathéodory diffuse, invariante par translation,

est~-elle une mesure de Hausdorff ?

V. UNE CONDITION SUFFISANTE POUR QU'UNE FONCTION D'ENSEMBLES SOIT
UNE MESURI,

La notion de mesure extérieure a permis de montrer que toute "mesure de Carathéo-
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dory" est une mesure,pour prouver que les "fmesure de Besicovitch", qui seront introdui-

tes au prochain paragraphe, sont des mesures, nous utilisons un procédé tout autre, que
nous décrivons ici.

Soient un espace topologique Q\, K 1'ensemble des parties compactes et B
1'ensemble des boréliens de . Soit d'autre part p une fonction d'ensembles

définie sur %, a valeurs dans F—2+, additive sur J0, telle que, pour tout borélien

A de Q,
(2) pA)= sup  p(K).
: K compact
Kc A

Nous nous demandons a quelles conditions supplémentaires on peut affirmer que ¢ est
alors une mesure.

Un résultat classique exprime que, si p est additive_ sur B etsi p(Q)<ico,
It est une mesure. Cette propriété est en défaut si p(Q) =+, Ainsi, si Q= [0,1],
soit p:® R, véritiant (2), telle que, K &tant un compact de  [0,11,

E(K)=0 si K estfini
[.L(K).=+°° si K est infini.
Il est évident que u est additive sur B mais n'est pas c-_—additive.

Notre but est, dans le cas ot  est un fermé de Rn, ~ de nous affranchir des
deux hypoth‘esesbs.upplémentaires : U estadditivesur H et p(Q)< 4o, en
remplacant chacune de ces conditions par une condition portant sur la restriction de p
4 X. Dansle lemme 19 nous maintenons 1'hypothese p(Q2) < 4 .. Le lemme 20

correspond au cas oll () = 400,

LEMME 19. Soient Q un fermé de Rn, K 1'enscemble des compacts et 3

1'ensemble des boréliens de Q. Pour qu'une fonction d'ensembles p : 3 +ﬁ+,

additive sur J, vérifiant (2), telle que p(2)< + oo, soit une mesure, il suffit
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que, pour toute suite décroissante (Km) dans X,

(101) (N Km)= lim u(Km).
m=1 m-»o0

Soit @ 1'algébre engendrée par les ensembles de la forme N (I1x Iy ooux In)
ol 11 ’ 12, coey In sont des intervalles quelconques de la droite réelle, Manifestement

i est additive sur @ et vérifie

p(A) = sup  p(K) (A € ).
K€ NG, KcA

Dans ces conditions on sait que g est o-additive sur @. Larestrictionde p a
& admet donc un prolongement unique en une mesure v sur », quiestla 'ro—algé-
bre engendrée par & . Or, étant donné un compact K de £, il existe une suite
décroissante (Km) dans XN&, dont l'intersection esf K-. Il vient alors
v(K) = lim v(Km) = lim u(Km) = p(K),
m oo m - oo
la derniere égalité résultant de 1'hypothése du lemme. La mesure v étant nécessaire-
ment régulidre et p vérifiant (2), il en résulte que v =L,
a
Si 1'on supprime 1'une des hypotheses : p  vérifie (101), p(Q)< +wo, onne
peut méme plus assurer que [ est additive sur $ . Voici a cet égard deux contre-~
exemples.
Soient Q= [0,1], #: B ->E-§+, vérifiant (2), telle que, pour tout compact K
o
pK)=0 si 1¢K
_ o
p(K)=1 si 1€K.
p  est additive sur 5, p(Q)=1, mais manifestement g ne vérifie pas (101).
Si K est un compact admettant 1 comme point d'accumulation et non comme point

intérieur, on a



pK)=0 , pK)=0
et p(Q2)=1, cequi montre que {4 n'est pas additive sur 3.
| Toujour*s sur Q= [0,1] , soit B  un borélien qui n'est ni un K'y ni un G(S .
Etant donné KEX, posons -
p(K)=0 si KNB et KNBS sont des K,
p(K) = +o0 sinon.
T désignént alors la seule foncfion d'ensembles définie sur %, vérifiant (2‘) et
satisfaisant aux conditions ci-dessus, on constate que g vérifie (101), -est additive
sur ¥, mais n'est cependant pas additive sur = » puisque p(B)= O, | u(BC) =0
ot () = 4o,
‘Dans le éas ot (@) =+, on estdonc obligé d'imposer & 1 une nouvelle

condition , ce que nous allons faire en substituant & (2) la condition (47).

LEMME 20. Soient £ un fermé de Rn, J6  1'ensemble des cqmpacté et B

1'ensemble des boréliens de . Pour qu'une fonction d'ensembles p : % ->?'€+,

additive sur X vérifiant 1la "propriété des valeurs intermédiaires" :
?

(47) p(A)=  sup H(K) (A€D),
K compact
KA, p(K)<+o0

soit une mesure, il suffit que, pour toute suite décroissante (Km)_ dans J{, telle que

u(Km) < 40 (MEN), on ait .

(101) w(N K )= limp(K ).
: m=1 m->0

Etant donnds A,B dans P, disjoints ,k pour tous compacts K c A , LcB

ona

u(K) + p(L) = (K UL) < p(A U B).
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En passant a la borne supérieure en K- eten 1., on a donc
(102) 1(A) +p(B) < p(AUB).
Soit alors (Am) une suite dans 9, formée d'ensembles deux a deux disjoints. I1

résulte de (102) que

, o m |
(103) kA )<limp(U A )=<p(A),
m=1 maoo k=1

A désignant la réunion des Am (me€N). Il suffit donc d'établir 1'inégalité contraire
N (0]

(104) p(A)= 3 A ).

' m=1

Si le membre de droite de (104) est égél 3 +400, 1'indgalité est bien vérifide. Dans le

cas contrairé, soit un compact K< A telque p(K)<4o. 11 résulte dulemme 19

- que la restriction de p  aux boréliens inclus dans K est une mesure, si bien que
. (o] o0
(105) p(K) =" B(KNA_ )< T p(a ).
m=1 - m=]
p vérifiant (47), la condition (105) implique (104).

O

Probleme 7. Le lemme 20 reste~t-il valable pour des espaces topologiques £

(2 . ‘ n
plus généraux que les parties fermées de R ?

VI .‘ MESURES DE EESICOVITCH.

Les mesures de Besicovitch, que nous définissons ici, ressemblent en plus d'un
point aux mesures de Carathéodory, tout d'abord en ce qu'elles génépaliserit les mesures
finies positives et qu'elies sont construites a partir de fonctions déterminantes. Cepen-
dant les deux concepts semblent se distinguer assez nettement.

Nous ne savons pas si ces mesures ont déja été étudides. Nous leur attribuons le

nom prestigieux de Besicovitch, en hommage aux travaux importants que ce grand mathé-
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maticien a consacré 2 la théorie de 1a mesure.

A) DEFINITION. . Soit h une fonction définie sur 1'ensemble des couples (x ,y) de

nombres rédels tels que x <y, & valeurs dans 'R+. . h est une fonction déterminante

de Besicovitch si de plus, quels que soient x<y<z dans R, ona

(i) n{x,y)<nh(x,z) ; hiy,z) < hix,z),
(ii) hix,z) < hix,y) + hnly,z).
Etant donnée une fonction déterminante de Besicovitch h, soit v;; (ou simplement v¥)

la fonction d‘ensembles définie sur 1'ensemble J des parties compactés de - R par
: oo ‘ ;

. ’ ¥ T o

(106) SORECDRECIEY (Ke®),

ol [xk y yk] (k€EN) est un recouvrement de K, ; constitué d'intervalles dont les
_intérieurs sont deux & deux disjoints, dont les extrémités appar*tiennenté K et tels que,
quel que soit k€N, x =y, ol [xk,yk]ﬂK est non dénombrable, la limite supérieu-
re étant prise lorsque

- 8uUp (yk - Xk)

kEN
~devient arbitrairement petit.

DEFINITION 2, Pour toute fonction h on appelle mesure de Besicdvitch de

fonction déterminante h 1'application vyt B »f{% (encore notée v) définie par

(107) uh(A) = sup vg(K) (AE D).
; K compact
KcA, vE(K)<+oo

THEOREME 4. Toute mesure de Besicoviich vV est une mesure possédant la

"propriété des valeurs intermédiaires' @

(47) v{A) = sup  v(K) (A€ B).
‘ K compact ‘ -
- KeA,v(K)<ioo-



141

Naturellement (47) est une simple traduction de (107). Il suffit donc de prouver que v

est une mesure, Or, d'apres le lemme 20 cela revient a établir :

LEMME 21. v est additive sur .

LEMME 22, Si (Km) est une suite décroissante de compacts tels que

V(Km)< 40 (mEN), ona

(101) v(( N K )=lim v(K ).
m=1 Mmoo

Soit K 1llintersection de la suite (Km). (Evidemment

(108) w(K) < lim V(K_)

m-00

et il suffit donc d'établir 1'inégalité contraire). ]x,y L étant un intervalle contigu a
K, soit (I ) une suite d'intervalles fermes constituant un recouvrement de ]x,y[
dont les mtemeuPS sont deux a deux disjoints.

Pour tout n€EN, -il existe un indice mEN tel que Km ne rencontre pas In‘ Ainsi,

pour tout neEN,

(109) ;lljnoo v(K N1 )=0

Puisque manifestement , pour tout mEN,

» (0]
(110) v N Ix,yD= r};j v(K NL),
on déduit de 1'additivité de v sur J que

. o0

(111) _ vA(Kmﬂ]x,yD=nZ;IJv(KmﬂIn).
Puisque U(Km) < 4o, la série qui intervient dans (111) converge et 1'on déduit de
(109) que

(112) lim v(K_N1x,y0)=o.

mso

Si ]Xl o Vi [ (keN) désignent les intervalles contigus & K , il résulle facilement de
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la définition de v et de l'additivité de ™ v sur J  que, pour tout mEN,

SO0
(113) | v(K) = v(K) + 2 v(K, N Ix,y, 0
et 1'on déduit alors de (112) que
(114) v(K) =limv(K ).

m>00

Probléme 8. Est-ce que, pour toute mesure de Besicovitch v on a

h’

(i15) v (K) = vX(K) (KEX) 2

Si ce résultat est vrai il est, relativement aux mesures de Besicovitch, 1'équivalent du

théoréme 2,

B) MESURES DE BESICOVITCH DISCRETES, Nous nous contentons d'énoncer sans

démonstration quelques résultats simples, qui rappellent naturellement ceux donnés au

paragraphe I sur les mesures de Carathéodory.

PROPOSITION 8. Une C.N,S. pour qu'une mesure discréte v =0 soit de

Besicovitch est que la fonction x » v{{x}) soit bornée sur tout compact.

PROPOSITION 9. Une condition suffisante pour-qu'une mesure v =0 soit de_

Besicovitch est Qﬁe la partie discrete et la partie diffuse de v  soient des mesures

de Besicovitch.

PROPOSITION 10. Une C.N.S. pour qu'une mesure de Besicovitch v soit

diffuse est qu'il existe une fonction déterminante h vérifiant v = Uh, - telle que

h(x,x) =0, pour tout" xCR.
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C) MESURES FINIES ET ¢-FINIES. Les mesures de Besicovitch, au méme titre

que les mesures de Carathéodory, représentent une généralisation de la notion de mesure

finie.

PROPOSITION 11, Toute mesure positive, finie p est de Besicovitch et admet

pour fonction déterminante

(116) h(x,y) = #( [x,y]) x < y).

Il existe ‘des mesures 0o -finies positives gui ne sont pas de Besicovitch ; c'est
ainsi le cas de la mesure obtenue en placant la masse n en tout point 'rlx (neEN).
Nous établirons cependant au chapitre V le résultat suivant, qui fait pendant au théoreme

3.

THEOREME 5. Toute mesure positive, o -finie,diffuse est de Besicovitch,

D) PROBLEME. . Comme on vient de le voir, une grande similitude existe enfre les
mesures de Besicovitch et les mesures de Carathéodory. Cependant, loréqu'én se limite
aux mesures ‘discr‘étes, les deux notions se distinguent. Compte tehu de 1'éclairage
nouveau que donnera sur ces mesures le chapitre V, on est tenté en revanche de conjec~
turer que pour toute fonction déterminante continue h, telle que h(xl,x) =0 (x€ER),

on a ”h = Vh' Nous ne savons pas répondre aux questions suivantes.

Probleme 9. La partie diffuse d'une mesure de Besicovitch (resp. de Carathdodory)

est-elle de Besicovitch (resp. de Car‘a'théodof‘y) ?

Probleme 10. Est-ce que pourr toute fonction qéterminante, continue h, telle que

h(x,x)=0 pourtout XE€R, ona p,=v, ? |
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Probleme 11. Toute mesure de Hausdorff est-elle de Besicovitch ?

Probleme 12. La somme de deux mesures de Besicovitch est-elle une mesure de

Besicovitch ?
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