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Tntroduction

Ce cours de 3e cycle (Orsay, 1974-75) était destiné en principe i des
étudiants ou chercheurs déjd familiarisés, au moins au niveau des motivations,
avec la théorie des équations aux dérivées partielles lindaires, mais éven-

tuellement moins entrafnds su maniement de l'algebre homologique,

Pour cette raison, et aussi pour des questions de temps, il ne pouvait &tre
question de réexposer lfexcellent et difficile article de M. Sato, T, Kawail ét
H. Kashiwara [10] sur la théorie des hyperfonctions et des microfonctions, On
ne trouvera pas non plus dans ce cours une simplification de cette théorie, Il
stagit plutdét d'une présentation "padagogique" (du moins nous 1l'espérons),
faisant un large usage de résultats admis sans démonstration, Notre objec%if
essentiel est de montrer comment on utilige les hyperfonctions et microfonctions

pour étudier les équations aux dérivées partielles,

Dans la premi®re partie, nous donnons une présentation que lton pourrais
qualifier dlaxiomatique, du faisceau des hyperfonctions, ILtexistence de ce
faisceau, le fait que les fonctions holomorphes aient des ﬁaleurs aun bord dans
ce faisceau, et le théortme du "Edge of the wedge" sont admis des le début, et

les démonstrations ultérieures s'appuient sur ces résultats admis,

Cela permet, au $2 de définir et d'étudier les opérations sur les hyperfonc—
tions, et d'introduire le spectre singulier de Sato (support essentiel, analytic
wave front), 1fun des outils essentiels de la théorie, Aux paragraphes 3 et 4,
en suivant Bony-Schapira [1][8], nous montrons comment des théorémes d'existence
et de prolongement pour les solutions holomorphes d'équations aux dérivées par—
tielles dans le domaine complexe, fournissent des théoremes dans le domaine réel
en "en prenant les valeurs au bord", Nous retrouvons ainsi le théoreme de micro-
ellipticité de Sato, et donc le théoréme de Homgren, et nous exposons les résul-

tats de [8] sur le probléme de Cauchy pour les opérateurs hyperboliques,
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la seconde partie est plus ambitieuse, elle vise & donner une idée de
1'ensemble de l'article [10] de Sato-Kawai-Kashiwara s microfonctions, caleul
psendo~différentiel réel el complexe, transformations de contact guantifides,
applications & la classificaticn des équations aux dérivées partielles, et 2 la

propagation des singularités,

13 encore, nous admettons sans justification des résultats profonds de [10]
(nOus serions bien en peine, avec la définition simple que nous en donnons, de
démontrer que les microfonctions forment un faisceau), Les opérations sur les
nicrofonctions sont étudides au §1, Nous étudions ensuite les opérateurs pseudo=
différentiels dang le domaine complexe, en nous insplrant de la présentation
donnée dans [11], Nous suivons [10] pour le calcul symbolique et pour étudier,
au §3, les formes réduites des opdrateurs pseudo-différentiels dans le domaine
complexe, ce qui fait intervenir de maniére importante les opérateurs d4!ordre
infini,

Au paragraphe 4, nous montrons comment les opérateurs pseudo-différentiels
opéren% sur les microfonctions, en prenant la valeur au bord de lfaction sur les
fonctions holomorphes, présentation inspirée de [11] et [12], et nous admettons
1lexistence des ¥transformations de contact quantifides®, Enfin9 au paragrarphe
5, nous résumong toute la 3e partie de [10], en montrant comment tout le calcul
opérationnel précédent permet de ramener, dans les cas Y"génériques", les équa~-
tiong aux dérivées partielles & gquelques types simples, et dlen déduire des

résultats dlexistence, de régularité, de propagation des singularités,

Je remercie trés vivement MM, Laurent et Prestel qui ont rédigé ce cours,
Bn fait, ils ont accompli bien plus quiun travail de rédaction, A de nombreuses
reprises, ils ont établi des démonstrations compldtes 1a ol je m'*étais borné a

donner quelgues indications fort elliipbiques.
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Partie I : Btude élémentaire des hyperfonchions,

1. Introduction axiomatigue des hyperfonctions,

1.1 Exemples de valeurs au bord de fonctions holomorphes en dimension 1.

Exemple 1 ¢ % en dimension 1,
On sait que lim est une distribution : Tn = VD & - Imd
‘ x+lio b
y—= 0
et de méme : L vp A + Lmd
x=1c X ,

Les valeurs au bord de % sont donc des distributions sur R .
Bxemple 2 ¢ fonctions holomorphes sur le disque unité,
D= {z € ¢/|z] <1} c=0p={z¢cafz] =1} .
s0it £ une fonction holomorphe sur D :

f(Z) :E anzn !z! <1 avec. V p <1 E ‘aﬁlpn‘ < 400,

new o N=0

; . ing
Posons formellement b(f)(e) =} 2 e .

Proposition 1 : b(£) € 1°(C) == J . !anlz < 40,
€

Démcnstration (a ) est la série de Fourier de b(f) , or la transfor-

n'neN

mation de Fourier est une bijection entre 32(0) et gz(m) .

Proposition 2 @ b(f) ¢ ng(C> =3 (an) est & croissance lente, i,e,

nel
dnew 3e>0 lanl‘< ¢,

Démonstration : C est compact done D(c) = ¥'(c) et on sait que la
transformetion de Fourier est une bijection de ¥'(¢) dans ¥ (w) .

Propogition % ¢ Dans le cas o f est une fonetion holomorphe quelcongue

gur D , b(f) est une fonctionnelle analytique sur C .
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Démonstration s Soit g wune fonction analytique sur la variété réelle ¢

Alors il existe ¢(z) holomorphe dans une courcnne {91 < lz] < p;} avec
P <1 KL p: telle que

o(2)|, = (e™®)

oo

¢ admet un développement de Laurent autour de O

400
p(z) = 3 . ann .

N ==
o

Seit p <1 ,1/p<p; alors Z lbnlp“n<+oo donec ImM Vn

1l = =0

Ibnl(%)n <M

(o) o) o0
Yo da v [ =77 Jalop o < mY o lp < 4o puisque p < 1.
N=0 N=0 n=0o

E anbn est donc une série absolument convergente et cn obtient une dualité
en posant

<b(f),g> =) ab .
n=0

9i une suite {gp}pEN converge vers O uniformément sur ¢ , la suite

correspondante convergs vers O uniformément sur < lz) < p! et
o Py °1

: 1 prlyn
a ot = v = (=) gy donc
onc 8L p< 1 e s < Py MP sup n(p’ M 0,

IlElN - pp-)oo

<b(f),gp> —_— 0,

p — o

b(f) est une fonctionnelle analytigue sur ¢ ., de.€.d,

1.2 Introduction axiomatique des hyperfonctions,

. . . . . n
Nous admettrons qulil existe un faisceau d'espaces vectoriels ® sur R

n . .
et, pour tout ocuvert w de R, pour tout voisinage complexe ¢ de w dans

n . n . .
¢ et tout cbne convexe ouvert non vide T de R, une applicaticn
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b 8 ((mi]j‘)n&i) - @(w) lindaire qui satifont aux axiones (M); (A2) et (A3)4
ci~dessous,

Définition : les sections de B sont appelées hyperfonciions,
(on trouvers la construction du faisceau @ dans Sato [5] ou dans schapira [6].

Axiome 1 (compatibilité avec les restrictions),

On se donne w ouvert de !Rn , & voisinage ouvert de  dans (En et I‘
cbne ouvert convexe non vide de R .
(A1) (1) soient denx ouverts de (]}Il voisinages de w., ® et &' tels que

&' @ alors .

Vi e@((wir)Na) b(f) = b<f1 )

(w+ir) o &

{2) soit @' ouvert de Rn conbtenu dans

se

(3) soit 1 céne ouvert convexe non vide contenu dans T

rar Vf e@((orir) 0 3) b(f'l'(miw)n&») = b(f)

Axiome 2 .
(a2) Soient w ouvert de R et u € ®w) .

Alors il existe une famille finie (T ) de cbnes ouverts convexes non
: LAie o .

oEA

vides, un voisinage ouvert complexe w de @ et une famille de fonctions holo-

moryphes (foc)chA telle que fd € 9((m1ra)ﬂm) et

I b(fa) = U

ath
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Axiome 3 (Propriété du "Edge of the Wedge"),

si T et T scnt deux cbnes cuverts de Rn nous noterons

a g
PaB 1'enveloppe convexe de Fa UPB R
(AS) Forme 1 ¢ forme globale,

Soient (r ) cA une famille finie de cdnes ocuverts convexes non vides,
a’ o

; , " O (R & bif ) =
Pour chaque o« soit f € (R +1Fa) el que |} o n( a? 0

Alors 1l existe une famille de fonctions holomorphes (gaﬁ)(a,B)GAZ telle que
- g € @RiT ) V(2,B) € AxA
af af
= |8 * Egy = O N(a,8) € AxA

- Nac€a fa’==Zj: g&B

(Rn+ira)

(AB) Forme 2 ¢ forme locale,
Notation s @(w+iol) est Aéfini par ¢ £ € @(w+iol) &> I U ouvert de
Gn tel que 3

- £ ¢ @)

1 1

- Ywccw VYT tel que T'n Sn“ cc i Sn-

(Sn=1 est la sphére unité de Rn)

3e>0 U D (w+im) N {z/| tmz| < €}

w et (r ) étant domnés comme dans la forme 1, soit (f ); telle
o’ a€h o o€A

que £ € @(wrio T ) et Z:: b(f ) =0 . Alors il existe une famille de
o o o

foncti hol he telle g
onctions holomorphes (gaﬁ)(agﬁ) cp2 telle que



5s

v g € G(Mio%g) V (a,p) € AxA
~ 8+ &g, = O V(o,8) € AxA
— ff = i

Vaca . E €y ; (si £ € 0(Ua))

Nous admettrons la propriété suivante

Théoréme s Le faisceau @ est flasque,

Rappelons qu'un faisceau F sur un ensemble X est flasque si pour tout
couple (U,V) d*ouverts de X tfels que UV , ltapplication de restriction

p\é. : (V) - &(U) est surjective,

1.3 Hyperfonctions et fonctions analybiques,

Proposition : ILe faisceau des fonctions analytiques s?identifie & un sous-—
failsceau du faisceau des hyperfonctions,

Démonstration ¢ Soit w wun ouvert de an . Toute fonction analytique sur w

~

se prolonge holomorphiquement en une fonction f sur un voisinage complexe @
de w. T € 49((w+i|Rn)n @) donc on peut définir b(f) € B (w) . Nous avons donc

défini une application lindaire i :0(w) - @®(w)

f - i(f) = b(f)

~

- i(f) est indépendant du choix de f ,

o~

Bn effet si f1 et f2 sont deux prolongements de f , ils cofncident sur

un voisinage ¢ de w et donc

°

b(f1) - b(fg) = b((f1-f2)’5> =b(0) = 0
- i est injective,

soit £ € Oi{w) telle que i(f) = 0 donc b(f) -

il
(@]
L]
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‘aprés llaxio g = g = vec = done g: done f=0.
Dlap axiome (AB) o gaa a Zg(m 0 0 0
pour chaque w , O(w) se plonge dans 8 (w) Je.4,
Remarque & Cette identification est bien compatible avec 1'idée intuitive
de valeur au bord puisque si on se donne g € ©(H) oh & est un voisinage de

w ona i(giw) = b(g) .

1.4 YValeurs au bord des fonchions holomcrtphes & croigsance lente,

v BN > iat ™~ o a
Théoreme 1,4.1 ¢ Soient w un ouvert de R, w un volsinage de w dans

@n et T un cbne cuvert de IB.n o

goit £ une fonction holomorthe sur (mir)ﬂ & & croissance lente au

volsinage de w , i.e. 3

Fa>0 3c>0 tels que Vixtiy) € (wriT)nd  [£(eeiy)] < L

ly|*
Posons fy(x) = f(x+iy) .

I1 existe une distributien T sur w telle que, pour tout cbne ' dont
1ltintersection avec la sthére unité Sﬂm1 est relativement compacte dans

rny , fy converge vers T dans $?(w) lersque vy tend vers O dans T*¢ .

Démonstration : Soit T® un clne de R- tel que T'N ST soit relative-

ment compact dans I“nsz.nm1 ; il peut &tre recouvert par un nombre fini de cdnes

de révolubion ouverts tels que chacun dfeux soit gtrictement contenu dans un
cbne de révolution, de méme axe, lui-méme inclus dans T .,

Par un changement de ccordonnées on peut se ramener au cas de deux cdnes :

I =f{y= (yﬁy“) cR/|y] <k

1 3%}‘3? :{S’Eﬁin/ly?!<k2y1} avec |k > k

1 2 2 1
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et donc il suffit de monirer que 3

T € G((mirz)n @)

== f_ converge dans 9 '(w) si y -0 dans T.
f & croissance lente ¥ !

on sait (Schwartz [7] eh. 111 §3) que la convergence des distributions est
une propriétérloeale done il suffit de montrer que chaque point de w possede
un voisinage sur lequel le théordme 1 est vrail, Par une translation on peut se
ramener au voisinage de llcorigine,

w et & sont ocuverts donc il existe une boule B dans ¢ de rayon 2r,

de centre 0 telle que BAR cw et BC @ o

Posons ¢ = {z.e Cn/z = X4+1iy lxl Lry 0L y1 T3 y2 =6 0= yn = O}
BO = {z € Cﬂ/z = x4+1y 3 |X1 T y1 = yz =6 00= yn = O}
G. =G6GUB_,
o) o)

GCBCw; G Goﬂ Bn+ir ’ Goﬂ Rp = Bo est un voisinage de 0 et de

1

plus 81 z €G ., z = (21,,“9271) , alors le segment défini par  les points gz
et (ir 9z2,,°°9zn) est contenu dans ¢ done on peut définir pour tout =z €g

,ooo,zn)dt et par récurrence P? £(z) = P, op™ ! {z) .

2 1

P, £(z) =f £(t, 2
[ir,z1]
En majorant A au besoin on peut suppeser que A n'est pas entier et donc

A =N+a avec N €N et o € J0,1[ .

Posons u(z) = P? f(z) et v(z) =P u(z) = P?+1 f(z) o

1
c c Y as oot
Nzea |£(z)| <=5 < 5 donc !P1 £(z)] <Cf 3¢y
J v, | y, S ¥
1 1 1
C1
donc !U(Z>! ¢ — pour tout z € @ .
J
1

Montrons que v se prolonge continfment a Go R
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soient y, = (y, yeannyy) = (3 031) o 3, =0y, 00,0 =(5,,,50)

deux points. de Tg et soit x tel que lxi T

V(X+iy1) - ‘V(X+i:>fg) =7, () - v, (x) =ju(’59xuiy; Jat - fu(t,X’+iy§)d’s

[1r,x1+1y111 , [1r,x1+1y21]

vy~(x) = v, (x) :,[ [u(t,x“+iy§} - u(t,x'+iy§)]dt ”‘[ u(x1+is ,x"+iy§)ds
(ir,%,+i7,, | [y31?y2,1]

Yy
. f 21 9_‘5
< 1 Q.

S
T11

j’u(x1+is ,x'+iy£)ds
[y

1-a f-u 1=a

RE 1=
1 1 - lyzi a{ .

Par ailleurs, dlaprés la formule des accroissements finis :

]u(t,x’+iy§) - u(t,x“+iyé)] < }y;»yél sup|ou(t)|
' o .
avec suplou(t)]| = sup !géi (t,xt+iy?)| (y? =(yé,,¢,,yn))~
izagaooyx}' i
yj € [y1jsy2,j] POHI’ j = 2g_oocwn L3
Posons s = Ymt,
Ies points y' = (yz,gaeyyn) considérés sont tels que (s,y') € r1 dong

le polydisque de cenire (s,y') et de rayon \s est, pour un )\ fixé assez

petit, contenu dang F2k et donc dlapres les formules de majoration de Cauchy

(u est holomorphe)

C
1 1 1
suplou(t)] ¢ 5= sup Iu(z)fg = X =T
ZEG 8
. . 1
U [u("t,X*+ly,;) = ult,x*+iy})at| < 7— y*w;v*i f ‘E+oc < ]y*myél x;; 7
[ir,x1+iy11] , 1

1=u {=0 1
donc !qu (x) = vy2(X)l <Oy o= o, 70+ o lygwyéj —.
| 11

On peubt recommencer la majoration en remplacant ;y‘3 par y2 done



finalement :

1
a -3
(su‘p(:vH o ))

[Vy1(x) = Vy2(x)! < 34 | tyjlqwm“lyzfamai + 05 IY;“.‘:‘;’% K

k
€T, done ,sup;(ywy,z) >k sup(iy;l,!yél) >.-§f ({ygmyéi)

11”053_‘5,2

a
y} es ;YZ

l%a[ + Gé !yémygzi’“&

2

}vny)wvyZ(X)I < 641 l:;f1

o

lv. =v_ || = sup |v i
I, I |z} < 74

(X)-»vy ()] ¢ ¢ |v,-v,
2
seit B' = {x €| |x| <=z} .
Le filtre des vy lorsque y parcourt le filtre des voisinages de 0
dans }71 est un filtre de Cauchy donc si y -0 dans F% , vy converge vers
une fonction gontinue v, = sur B! , convergence dans 8°(p!) donc v, con-

verge vers vV = au sens des distributions sur B! .

La dérivaticon par rapport & x, est continue de .‘ﬁ)?(B?) dang lui-méme

et par ailleurs (eﬁw)m'?v (x) = (»éa-)NﬁPNﬂf(xa-iy) = £ (x) donc si on pose
x.1 v éx1 1 y
T = (,.,2,.. )N-Hv on aurs ¢
63{1
p 5 0 \N+1 0 \N+1 § O \N+14
lim £ = 1im (=)""'v_ = {x=) Lim v = (==)""'y =107,
v = 0 y-»oéxg v 6:&1 5 .o Gy ox o ,
yﬂf’ YEI’1 YEI‘1

ce qui termine la démonstration du théoréme,

Nous allons montrer que, inversement, toubte distributicn est. localement
limite de fonctions holomorphes & croissance lente, Pour cela il nous faut tout
¢ 2 o it n
d*abord étudier les cBnes de R .,

1

Définition : Une partie de \‘Snm (sphdre unité de &Rn) sera dite propre

. n .
si elle engendre dans R un cdne gaillant convexe,



10.

. n
Notons ‘% 1'ensemble des cBnes ouverts convexes non vides de R et o7t lfen-

o 7 Ne
semble des parties fermées propres de § ! o

Définition s 8i T est un cBne de [Rn s le polaire ]70 de I est la
partie de Sn=1 définie par ¢
) N
I =1{y €8 1/\/xer <x,y> 3 0} .

Proposition s L’appliéa‘tion T -~ %o est une bijection de 3, sur & .

si I‘E‘9 on a s r={x¢® /Ny €YFO <x,y> > 0}

o

et T

I

(x eR /Ny €T° <x,3 >0} .

Démonstration : a) T° € % = FO € & donc on a bien une application

r-1° de G dans & . Bn effet si il existait z ¢ s

tel que z et =z
. . 0 .
appartiennent & T on aurait

Vxer <x,z> » 0 et <x,=-z> » 0 donc <x,z> =0

. n ; .
or TI' est ouvert dcnc contient une base de R~ done z=0 ce qui est impos—

sible puisque 3z € $n=,1 5 donc 170 engendre un cfne saillant,
: <. Db n
b)si Ted, soit TP ={xer /¥y €I <xy> >0},
Ip =N {x € an/<X9y> > O} est une intersection de demi~espace cuverts,

yeI

donc est ouvert convexe,
Ied = 17 ¢ €.
c)r={x eR /¥y e ° <y >0} = ()P,

en effet y € I° &=» {x R /x,7> y0} DT .

(],"O)p = ) o {x ¢ Rn/-{xgy} » 0} est l'intersection des demi-espaces fer—
yET :

més qui ccntiennent T done (I‘O)p::? puisque T est convexe, I' est ouvert
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convexe donec T = (ro)p = {x € Rn/V vy e1° x,y> > 0} .

Proposition : (BP)O = ¢ et le polaire d'un demi-espace est un point, On a
sussi : TonT° = (env, convexe (r 0T ))°

1 2 17 2

Théoréme 1.4.,2 & Scit (Ia)aﬁA un recouvrement fini de 571 par des
fermés propres dont les intersections deux & deux sont de mesure de ILebesgue
nulle,

Pour chaque o , soit ra le cdne ouvert convexe dent Ia est le polaire,

Soit T wune distribution sur Bo,r) = {x ¢ Bﬁ/]x] £ r} . Alors pour tout
r* ¢ r il existe une famille (fa)aGA de fonctions holomorphes & croissance
lente au voisinage de Rn telle que fOC € S(B(09r9)+ifa) et

TIB(O,r“) = %%; fa(x»io) ol fa(x+io) désigne 1la

limite de fa au sens du théoréme 1.4.9 .

Démonstration ¢ Bn multipliant T par une fonction y de classe ¢ qui

vaut 1 sur B(o,r“) et O en dehors de B(o,r) on se raméne au cas d'une

distribution sur R , & support compact,

—ix¥

si T ec®'(RY) , sa transformée de FPourier () = <T_,e > est une

fonction analytique, & croissance lente & 1'infini,

Posons £ () = 2n)“n‘[f TP o) P as a6 (p e BT 6 € 1),
R

o

T est & croissance lente (lT(pe)l £ C pN) donc si Jm¢z,0> reste
strictement positif sur I , 1ltintégrale est convergente, en particulier si
a
z € R +iT
a

on a alors : “(z (2m)=n‘[[ ( +1p<2, 8%y 0 00) o™t ap o =
J 1,°o,,n,
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N . - n
done f est & croissance lente au voisinage de R .
o -

D'aprds le théordme 1.4,1 on peut donc définir f (x+io) dans @B par :
o

<& (z+4i0) , p(x)> = 1lim fn foc(x+iy) p(x) dx No ¢ 9 &™)
a v - oYR .
YET
08
<€ (x+10) , 9(x)> = 1im fﬂ N eHHPETTO n(a)e™ ! o(x) ax dp de
' y - © R xR xI
yET ¢
(04
= 1lim ff+ P n(0e)p™ ! ap defn P o(x)ax =
y - o0°“R Xch ' R
;Y€I‘(x

H

= lim ff+ P 1 00)p(-p0)p" Nap do .
y » 0YYR xI
yET “
o

¢ € ?,’:([Rn) == $(po) € $(|Rn) done T(pe)(ﬁ(—'pe)pn“‘l est intégrable donc

dlapres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue ¢

<foc(x+io) , cp(x)> .:f_l_ T(p@)éfi(=-p€3()pnm1 dp d6 et pulsque $n~1 = U Ioc :

R xI a€h
o

K % fa(x+io) ’ cp(x) >=[an T(X)t’ﬁ(-x)dx =<7, $(=X)> =<T, ¢>
a

done T = Z fa(x+io)

Q€A q_oeodo

1.5 Les théoremes classiques du "Edge of fhe Wedge".

Pour plus de détails voir Morimoto [9] .

a) Théordmes de Bogolyubov.

. ~ n .. n
Soient T un clne ouvert convexe de R et Q wun voisinage dans ¢
d'un ouvert U de R

. s + = i .
Scient £ et f deux fonctions holomorphes respectivement sur

QN (u+ir) et @ n(u=-ir) .
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Hypothdse : 1) version conbinue du théordme :

7 et £ se prolongent continfiment & U et ff!U = fﬂiU R

2) version distribution

I1 existe une distribution T sur U telle que @

°

Vo € 8,(0) <75 = lim f £ (xriy)p(x)dx = 1im f £ (x-iy)p(x)ax .
y—09T7 y—=0"U
yET yET

3) version hyperfonction :

les hyperfonctions sur U b(f") et b(f7) sont égales.

Conclusion ¢ Alors il exdste un voisinage Q' de U , avec Q' <@ tel
que si £+ et f  vérifient une des hypothéses ci-dessus, il 'existe une
fonglion f holomorphe sur Q' telle que ¢

£e@(Rr)  f=f" swr QNUHT et £ =1 sur Q'OU-irT .

b) Théordémes 4'Epstein,

Solent r? et T

; n
5 deux cbnes ouverts convexes der R et T l1lv'enveloppe

convexe de I’1u I’2 o Soit @ wun voisinage complexe dlun ouvert U de Rﬂ o
Alors il exisbe Q' — @ wvolsinage de U kel que si £ et f‘2 sont
deux fonctions holomorphes respectivement sur Q AU+LT 1 et @ ﬁU+iI‘2 et
vérifient 1l'analogue d'une des hypothdses 1) 2) ou 3) du théordéme précédent,
il existe une fonction holomorphe f c@(qr nm—i,r) telle que
£ :::f‘1 sur Q' I:H-i},‘*1 et T =f2 sur Q“ﬂU—{—iI’é o
c) Théoreme de Martineau,

Soit (roa)oc cA une famille finie de cfnes ouverts convexes de R, Pour

chaque o , soit £ une foneticn holomorphe et & croissance lente dans
o
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n .,
R +il' .
goit T 1'enveloppe convexe de T U T. .
of a” B

(i) 1I1 y a équivalence entre :

a) V(«,B) € AxA afocB E@(an+iraB) avec

°

f.oo==f et £ =) | f l
S * e PlRir

b) Il existe une famille (faB)( A qui vérifie les con-

asB) € AX

ditions du (a) et telle que de plus chaque focB solt & croissance lente,
(ii) 9i les fonctions & croissance lente foc vérifient

E fa(x+io) = 0 au sens des distributions, alors il existe une famille
a €A

(£ )

vérifiant les conditions équivalentes de (i),

focB (a,B) € AxA

Corollaire : 8i @ est le faisceau qui vérifie les axiomes (A'l), (A2) et
(AB) alors le faisceau des distributions @Y sur an stidentifie & un sous
faisceau de @ .

z o . . n
Démonstration du corollaire : Scient @ un ouvert de R~ et T une

distribution sur w .

Soit (ch)ocEA une famille finie de c8nes ouverts convexes dont les polaires
(Ioc)ocelA forment un recouvrement de Sn_1 par des fermés dont les intersections
deux & deux sont de mesure de Iebesgue nulle,

Soit w' un ouvert relativement compact de w ., D'aprés le théoréme 1,4.2

il existe des fonctions holomorphes foc a croissance lente sur w'+ir telles
o

que

le,

Z: foc (x+i0) .

o €A
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on peut donc définir 1'6lément de @ (w') : (o b est 1l'application valeur

au bord de ltaxiome (A‘l ))

Bw,(T) =3 b(f(x) :

o €A
Supposons que l'on ait une deuxitme famille de clnes (AB)BQB et des
gB gg(w!+ir6) tels que T = % gB(X+iO) . Soit B(L,(T) =3 b(gB)
}: fa(X+iO) - Z gB(X+io) =0 sur ' donc d'apres le théoréme de Martineau
a €A BEB

(ii) i1 existe une famille (hw')(%y') ¢ (a0B) x (awp) T vérifie

h +h = 0 f = h et g == h (0ﬁ )
'ty = 2 oy’ B 2 BY' i
y' €AUB vy €AUB
done B (1)=3L, (1) =3 S o(e ) -7 [ plgg) = 0.
ach BEB
Bw‘(T) ne dépend donc que de T et de w' .
Soit (wj)j 5 un recouvrement cuvert de  par des ouverts relativement

compacts dans w . La famille (Bw (T))jEJ définit une hyperfonction et une
J
seule (@ est un faisoeau) que nous noterons Bw(T) »
? b 4 ? - — - L3 o
(D apres lfaxiome A{1 on a Bw.ﬂ w.(T) = Bw.(T>l(u°ﬂ g, = Bw.(T)lw.ﬂ - Vlya‘)e
i - 1 J J N
Nous avons donec défini une application B, : D' (w) » B(w) pour tout ouvert

w de an , 11 reste & montrer qulelle est injective,

B est manifestement une application linéaire,
w

Soit T € @'(w) telle que Bw(’l‘> = 0 donc pour tout Bw ('I‘) =0 ,

J
on a Tl = Z f (x+io) et Z: b(f ) = 0 donc dlaprés l'axiome (A3) il
w g o
existe une famille (gocs)oc,B €A XA telle que 3
. i = =f e
g,p € 8(w3+1raﬁ) 85+ 8gq = O > g = Ty
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Dtaprés le théordme de Martineau (i) il existe une famille (h&B)(aaﬁ) €A XA qui

n
vérifie : h +h, =20 f = S et g 3 groissance lente sur R +ir ..
af Ba o % Keds "B ———— apB
On a alors 3 T!wj = : fa(xa-io) = E gaB(X+io) = 0
done T =0 , go.8.,

B, ¢ D' (w) » B(w) est donc une application lindaire injective,

2. Propriétés élémentaires des hyperfounctions,

2.% QOpératicns élémentaires sur les hyperfonchions,

a) Multiplication d'une hyperfonction par une fonction analytique,

Soient « un ouvert de R° et u £ B(w) »

Dfaprés 1laxicme (A2) il existe une famille finie de clnes ouverts convexes

(ra)

€A et une famille (fa)aﬁA telle que s

ior = b(f
faee’(m or&) et u % ;fm) .

sSoit ¢ calw) et $ un prolongement holomorphe de ¢ & un voisinage

complexe de w .

On pose par définition 3 Qu = Z: b(&fa) €8 | .
o€A

I1 faut montrer que cette définition est indépendante des choix de ¢ et de
la décomposition de wu ,

- gi &51 et c'§2 sont deux prolongements de ¢ dils coincident sur un voi-
sinage de @ donc d'aprés 1'axiome (A1) 3

5 ) =1b(g
Vac€a b(c)o‘t C() b(%fa) .
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- Montrons que gu est indépendant de la décompesition de u , Par
lindarité il suffit de montrer que u =0 => gu =0,
ient 4 t (L tel - f ior t
Soient donc (Ta>oc€A et ( a)aEA els que f_ € @ (w+ ora) e

z:‘ b(fd) = 0; d'aprds 1l'axiome (A3) forme 2 il existe des fonctions

(gaﬁ)(gx,{%) €A XA telles que
g ¢ 6(w+ioraﬁ) Byp * 8y =0 o8 T = 80
BEA
done D, b(gE ) = Y. (e ) =0 g.e.d.
Ty T o e {XB
(a,8) €A xA

Remarque s La définition de la mulbiplication est compatible avec la multi-
plication des fonctions analytiques lorsqulon identifie le faiscéau des fonections
analytiques & un sous-faisceau de ® :

Soient ¢ calw) , £ calw) , $ et :ET deux prolongements holomorphes de ¢
et £, et soit i:a- ®,

pi(f) = gb(f) = b(F) = 1(gf) qee.d,

il

b) Dérivation des hyperfonctions,

soit u € @lw) , u= Z b(fa) avec fa €8’(m+iora) .

oEA
su afm
On pose par définition o B b “5;’) °
i wEA

On montre comme pour la multiplication gque éette définition est indépendante
de la décomposition de wu ,

Remarque ¢ Cette définition est compatible avec la dérivation des ‘f’onctions
analybtiques 3

0 (i 3 7 3y L Of
"5‘5’;’:‘ (1(f)> = b('g‘g’" f) = b(s-}-{' = l<§~{> -
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c) Action dfun opérateur différentiel & coefficients analytigues.

o} O \a s
P(X’SE) = Z aa(X)('gz) a, analytique,
|l
n
el

péfinition 1 ¢ Il suffit d'appliquer successivement les opérations de déri-
vation et de multiplication par une fonction analytique définies précédemment,

Définition 2 s Pour chaque o socit goc un prolongement holomoryphe de aoc
I E (e)()

. 0 = o
i u = % b(fj) on pose P(X,ug;&)u = % b(P(Zp.gz)fy .

et soit P(Z,g%)

On vérifie immédiatement que les deux définitions coincident et sont compa-

tibles avec 1ltacticn sur les fonections analytiques,

2.2 Précisions sur 1l'axiome (A2).

Rappelons tout d'abord quelques propriétés des ouverts d'holomorphie, Pour
les démonstrations voir Hormender [2] .

Définition 1 ¢ Q ouvert de ¢ est un ouvert d'holomorrhie si il ntexiste

pas deux cuverts 91 et 92 vérifiant :

(a) ¢7és21 cQ,ne;
(b) 92 est connexe e% 922 gi Q 3

(¢) Yu €@n) 3112 € (9(92) tel que u =1, dans 91 .

Définition 2 ¢ Q@ ouvert de est un ouvert pseudo-convexe si 1l existe

une fonction plurisousharmonique u telle que :

Ve ¢ R Q = {a/z¢Q , ulz) <clcea.,



193

Théoreme s Il y a identité entre ouverts d'holomorphie et ocuverts pseudo—
LRE0L SIS b

convexes,

Propriétés : - 81 Q et Q' sont deux ouverts d'holomoryhie de ¢

QNQR et Q@xQ' sont des ouverts d'holomorphie respectivement de @ et de

P

- Les ouverits convexes sont des ouverts d'holomorphie,
Proposition ¢ Soient w, et w, deux ouverts d*holomorphie de (Dn tels

que w,' ] w2 soit encore d'holomorphie,

Alors Nf ¢ &(w Nw ) If cO(w ) 3£, ¢ 0(w,. ) tels que
1 % 1 1 2 >
f1!w1ﬂw2 2

Ve M n N\ n
Théoréme de Grauert : Tout ouvert de R possdde dans ¢ un systime fon-

damental de voisinages qui sont des ouverts d'holomorrphie,

Nous pouvons maintenant étudier comment une hyperfonction se décompose en
valsurs au bord de foncticons holomorphes,

Propogition 2.2.1 : Soit u € &(w) . Pour tout g > 0 , il existe une
famille finie (Poc)ocEA de cBnes ouverts convexss de an et une famille de
fonections holomorphes (ffx)ocElA qui vérifient foc € @'((MiFOC)n &) pour & voi-
sinage complexe de w , uw = % b(fcx> et enfin si I’Z est le peolaire de f(x

a

(cf § 1.4) diamdtre de rz < E .

Démonstration : Le faisceau @ étant flasque, on peut supposer que w est

convexe,
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Diaprés l'axiome (A2), u = bi{f avee £ ¢ Wil )0 W) o T est
o (a2), w = ¥ vt ) el )0i) on 1
un cbne ocuvert convexe et d'aprés le théocréme de Grauert on peut choisir &
paeudo=convexe,
» 0 “ O e & hY > . n
gi le diametre de Foc est supérieur & g , soit Hoc un hyperplan de R
. 0 C s .
qui partage Poc en deux sous—ensembles tels que le diametre de 1l'un dleux soit
égal & £ .
Scient B; et E:c les deux demi—espaces fermés déterminéds par H , soif

o
& la droite normale a Ha et & = E-;ﬂé , & = EZQ{S . On a raﬂé =d,
C0
e ——— s
Posons I’+ =T <+ 6+ = a.,omr(I" Ué+) y ' =17 + & , (m-iﬁ- et +il' sent
o o a o a o o

convexss et leur intersection est w+:i.ra .

Les ocuverts pssudo=convexss sont stables par intersection done
L > ~ = Pl o = o »
QR = (mll‘;)ﬂ W, R = ((er]?m)ﬂw) et QTUQ = (ml(ra+6>)ﬂw sont pseudos
convexes done foc qui est holomorvhe sur ofng = (wir@) Nl se décompcse en

+ +
£ =1t 4t avee £ ¢ ellwriz DN B) .
o o o o o

+ +

=\ O O = .z Y ; .
()" =17 NBE donc en ikérant le procédé on peut écrire :

et o

n
o . . . .
i Wi T S . i

f = 2 ; foc avec f(x € (9&(w+-afa) ni) et , &1am(l'a) < e

L=t n
- (£3)
et ceci pour chaque « , Dol u = blf£7) . Qo€ed,

Théoréme 2,2,1 2 Scit (T )cx ca une famille finie de clnes ocuverts convexes
R e “a .
et supposcns que les intérieurs des polaires des 1‘-0( recouvrent la sphére unité

Snﬁ . Alors pour toute hyperfoncticn wu € @(w) il existe des

f(x € G((mif’a)nﬁ) pour & voisinage de ¢ , telles que

w=J 3 blf ).

aEA
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2}

——

Démonstration s Soit U = To . snm“ = U .
: o o - TR
. €A
Ltapplicaticn conbinue x> sup d(xggU ) ne s'annule pas sur le gcompach
«€A ®
,gn”1 donc il existe & > 0 tel que tout ensemble de diamdtre ( ¢ soit contenu

dans ltun des Uac N
Dfaprés la proposition précédente, u = Z b(fj) , £ € &’((miAj) ng) avec
. JET ) ‘

diam Ag § £ . Pour chaque j choisissons un o) tel que Ag o Uos(j) et donc

. . s f,¢ ir 4. & t on a
F()CAJ Alors 3 & (o FOC(Q))ﬂw) et on &

ald
U = .b( f) ° .€.d,
% {3/6%=a§ J :

Remarque s Nous démontrerons un résultat plus fort dans le § 1.2.4de la 28
- 3 s e > i » rd 3
partie : si les (‘1“ 3 A (et pas necessairement leurs 3.ntemeurs) recouvrent
a’a
n"““ 4 e .
3 on peut encore dcrirve 3

u = Zﬁg ‘b(foc) avec foc € W((wifa)ﬂg) .

o
222 & Supposons que u € B(m) ait deux déoomposi‘ticns, 2

U = Z b(f ) = b(g ) avec £ € @’(miof ) eb - 8(w+iaf ) R
s © §m P * . B ¥
8i M= U I‘O et N= [’0 , i1 existe des cfnes (T ) ¢ et des fonctions
T Bes P Y'Y
h € &(w+ioT ) avec u =Z' b(h ) et U cwmny .,
Y Y vee Y yee Y

Preuve : ) "b(:fa) - Z b(gB) = 0 donc diaprés llaxiome {(A%) il existe
wer % §FB

des foncticns (h telles que h__, ¢ (wior g:)
¥y YY

yy' )(y,y? ) €AUB xAUB

T = convil UT
vy ( Y v’)

h ,+h =0 f = L et g ==  h
T Yy o Y%LB oy B y-;UB By ’

done u=)  bo(f )= Y. b(ha )+ 3 b(h&ﬁ) = )y b(hag) .

o€A ¢ o€A yEA ¥ a€A yE€B
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Preoons C=AXB I 8) = oomr(raurg) .
$

On a U o= Z b<h'y) avec h‘Y € @'(miﬁry) s

v£C

et enfin

o )
F‘Y = F(rx,ﬁ) = ran r. cMAN pour tout («,B) € AX3B .

B

Remarque ¢ Si MAN = ¢ u est analytique car pour tout y = (oc,ﬁ)

2.3 Spechre singulier dlune hyperfonchion,

Définition : Soit w ¢ ®(w) . Le spectre singsulier de u, noté 8Su , est

. ‘ L1 PP 0 . .
la partie fermée de o X 8 définie par : (xc,g ) £ 8Su si et seulement si
il existe un voisinage V de X, s ume famille (fa)cx cA de clnes ouverts con-

vexes avec go [4 }f‘; pour tout o et des fonctions foz € 6’(V+iorm) tels que
=T u(e ) .
v weh

Définition ¢ Si u € @(w) , le support singulier analytique de u , noté
supp sing u , est le complémentaire du plus grand cuvert de  sur lequel uw

est analytigue,

P e s =1
On désigne par 1 la projection ¢ 7 3 wx g =W o,

Proposition 2.%,1 n{ssu) = supp sing u .,

emme ¢ Scient u € 8{w) » X £ w et <Poc>a€A une famille de clnes
0

ouverts convexes tels que {% € $nm1/(xog‘§;) € ssut < {J .
€A

Alors il existe un voisinage V ds X et des fonctions foc € &(vyior )
o

i
telles que uzv = %éz ’G(fa) .
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Démonstration du lemme : Soit W= FZ L K=85 T ( U woc> est un compact,

€A
si £ €Kk (x,E) ¢ Ssu donc par définition de SSu :

Vi EXK 3 Vg voisinage de X 3-'<A§)j€J famille de clnes cuverts
G

convexes

g ¢ 4B . - 8y ot £\0 ;
Hfj €@(V§+10Aj) tels que ufy ). b(f’j) et ¢ f (Aj) Vieda,_ .

g 36, €

Puisque (A?)O est fermé 11 existe un voisinage Ug de & , ouvert dans 8

=1

et tel que (Ag)oﬂU = ¢ pour tout j € J

2 g’

Par compacité X est recouvert par un nombre fini de UE , soient

U ,ooa,U

E;1 Em
& i B i

Nous noterons V. =V, ,U. =TU. , A, =4, ,£.- =f, et J_ =1J. ,

m
stv= NV v =2 p(e!) ==Y b(ET)

1 m
s U (@)°<fu, e U 8]y, .
j€A1 JEA

I1 résulte de la preopositicn 2,2,2 que uIV peut se mettre sous la forme :

) et UAoc(nl{:Ui,

ulv =3 b(g}\) avec g ¢ 9<V+10A7\ 9

AEA AEA i=1 .

ph o 5 s

or ﬂ'[:Ui=£UUicEK=Uwa done UACUWOfUrOC°
i=4 i=t afA AEA o €A o €A

0

Soit e > 0 t%el que tout ensemble de diamdtre . e rencontrant |[) A}\

AEA

soit contenu dans 1%'un des Woc . D'apres la proposition 2,2.1 et sa démonstra-

tion on peut écrire u! = E : b(h ) aveec h € @(Vt+ior ) diam I'O { g et
v e B b b
e

Ut o= Ua.
ue *oaea

Vp, 3o¢(p,) Ii < Woc(p,) < PZ(M » Choilsissons un oc(p,) pour chaque yu .

uy = Y B( h ) avec h €0(V+ioT ) car T <T si «=alp),
ko W - b a o
afh  a=olp a=al p
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ce qui termine la démonstration du lemme,

Démonstration de la proposition 2.3.1 @

a) 8i X, g supp sing u , il existe un voisinage V de X, sur
lequel u est analytique et donc se prolonge holomorphiquement & un voilsinage

complexe V de V en une fonction 4§ ¢ @(v) .

u = b(f) avec & €¢3<(V+iﬁn)!\v) et puisque (Rn) = ¢ on en déduit que

D1
Y g, €8

(XO,EO) g ssu  donc X, £ n(ssu) done n{ssu) < supp sing u .
b) soit x_f n(ssu) . {g ¢ sn"?/(xofg) ¢ ssu} =¢ donc on peut

appliquer le lemme & la famille de cdnes composée de: 1'unique cbne R™ : i1

existe V voisinage de XO et T ¢ 91V+ioRn) u'v = b(f) donc wu € a(V)

ot x_ £ supp sing u , Dol w(SSu) D supp sing u .

Exemples

(1) soit 1log z wune détermination du logarithme sur @\R+ .

0 si x <0
Alors  log(xz+ic) = log(x=io) = ,
=2ig si x> 0

N -....L., - - .
done ¥(x) = 5T (1og(x-io) = log(x+io)) .

2 7
bans R~ avec les coordonnées X?’XZ g

¥(x, ) = E%% [b(z,) - 0(z,)]

i

avec f1(z1,z log 7, pour m a, <0,

2

) = log z, pour Jm z, >0 f2(21322)

pour J = 1,2 on a fj € G(Rg+irj) et r1 = {y1 S o} T = {y1 < O} ,

If
i
Ed

donc SSY(X1)(: {(X1,X2,§1,§2)/X1 =x,=0 g, =0 &

Comme le front dfonde Cm! de Y(X1) est égal & ce dernier ensemble, il en est

de méme de SSY(X1) .
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(2) scit H  une droite doent la normale n'lest pas une direction de

SSY(XT) ; H, des hyperplans paralleles & HO dépendant régulierement de t ,

Y est la restriction de Y & H, . Alors Tt e Y est une
H, t H,

application régulitre de R dans 9’ .
Dans une direction de SSY(X;l) on ne peut toujours définir la trace de

Y 3 Fn un peint de {x1 = O} on ne peub définir la trace sur la droite

Ce résultat sera généralisé dans le paragraphe suivant,

2.4 [Irace d'une hyperfonction, Produit de deux hyperfonctions,

2.4.1 3 Trace d'une hyperfonction,

P«r* (p,q » 1) . Si une

Thécréme 2,4,1 2 Soit w wun ouvert de ng =R

s : . a=1
hyperfonction u € B(w) est telle que SSu n{<x,O;O,m)l(x,O) Ew,T €8 '}=d,
on peut définir la restriction de u 2 R'pnw , notée u (x,0) : u(x,0) est

p> . De plus, 8su(x,0) c {(xyg)]x € whr? H

alors un é1ément de B(wNR
37 e, (x,058,7) € ssu} .

Démonstration : Soit (xo,go) tel que 3 ¥ ¢ € Sqm1 5 ‘(XO,Oggo,w) ﬂ'-SSu

et (x,0) € w . Puisque ssu N{(x,050,7)](x,0) € w, v ¢ s -4, g, est

non nul, {(gw)!(xomgg,w) € ssuf et {( Os’s)!'v € Sq_1} sont des fermés dise

P+a=1

joints de 8 et 11 existe donc une famille finie (roc)otEA de cbnes ou~

n

verts convexes non vides de R lep x RY teis que 3

il

C

¢ et {(E,?T)l(xoaoggy”;) € SSU.} o U I’o o
[04
‘ a€h

Vaca, I‘Zﬂ{(ioﬂ)h ¢ s¥
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D'aprés le lemme de la prop., 2.3.1, il existe un voisinage VvV de (XO9O)

b q

dans R x R* et des fonctions fa £ 5(V+1ora) tels que @ uiV = Z:: b(fq) .

o €A
Puisque I = {(gcyi)iﬁ € qu3} est le polaire de HO=={(XQO)1<X,§O> > 0},

et que I et PZ sont des parties disjointes de Sﬂm1 , llenveloppe convexe
de H, et de Fm est égale a R, Si donc x € Pa , On a 3
Hygfa 935 €HO 3 =X = J+Z ,
Dich =z =34y € D+ < T ,
a o

I1 en résulte que =z € Fa{‘Hs C:Ikllﬁp . Pour tout o € A , FaanP est
non vide g T& = Ta{}Rp est done un clne ouvert convexe non vide de Rp o

On peut denc poser 3 u(xgo)!vnﬁp = Zi: b(fq(z,O)) s fa(z,0> étant holo-

o €A
morghe dans VAR® + ir& o I1 est immédait que wu(x,0) ne dépend pas du choix
des fonctions fm dont wu est la valeur au bord, llapplication
£(z,7) v £(2,0) é%ant lindaire, Enfin, puisque le polaire de I! est 1'enve-
] q=1 Y
loppe convexe de I, et de {0} x 8 et que T, ve rencontre pas
-~ w1 s 2 e o
{(EO,E)S? ¢ g% b, la décomposition de u(xyO)ivan = z:: b(fa(zgo)) avec
: oA
p < p.‘::} L?O Ay

X EVOAR" , fa co(vor +“Fa> et Ze £ Im montre que (Xo’go) 4 ssu(x,0) .

Remargue ¢ Liinclusion entre Ssu(x,0) et {(x,£)| 3% , (x,05%,%) ¢ssu}
peut &tre stricte, Par exemple, si u(x1,x2) = Y<X1+X2> + Y(x1~x2> , Oon a 2

Ssu = {(X9X§ga"“i)} U {(X,-»X;"é,’é)} i SSH(O?X2) - ¢ <u(09X2> =1)

et {(x,,8,)/3 %, » (0,x,,8,,8,) € ssuf = {(0,21)} #4 .
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2.4.2 3 Produit tensoriel de deux hyperfoncticns,

i3

1Y
1) Soient W‘r un ouvert de R ! , W2 un cuvert de R 2 , u1 € B(w1) et

u2 € B(W2) . I1 exisbe des familles de cbnes ouverts convexes non vides de

i
! ion i
R, (I’ai)mi a, » et des fonctions fa £ U(Vii-é-lol"oﬁ,

tels que pour i=1%,2
i i-

= Z: b(fcc.) °

ociéi&i i
fonctions (F £ % .5 ) = £ : :
Tes To ons . ® N )(71,22) fa (21) . (22) sont holomorthes dans
1 2 1 2
,, Pytpy

w X W, + 30Ty X Tg.s w, X w. est un ouvert de R et T xT est un

1 2 1 ? 1 2 o a

D 4D 1 2

abne ouvert convexe non vide de R 172

. De plus, 1'application (g,¢) b 9o®¢
étant bilindaire, on peut Aéfinir sans ambiguité (i,e, indépendamment de la

décomposition de ui en somme des valeurs au bord des f y 1= ?,2) un
o

i
é1ément de B(w, x w.) par s " b(f ®f ),
1 2 (o, s, JEA, XA % %
1772 1772
fa ®fa € @'(Wi ><W2+iOI’a XTI, ) .
1 2 1 2
Cette hyperfoncition sera notée u, ®u2 = Z: b(f ®f )| .
<a1 gmé)&?xaz * %

2) Spectre singulier dlun produit tensoriel.

81 T est un ofne de: R“' , On pose rp = {E € an!,V X €T, <XE> 0} .

1 =1 Py~
.81 I s et I, s , on

ro est alors la trace de I’P sur Sn‘

P

+P2°°1
notera I 4 ® 12 iz partis de 8

1 égale &

‘ e .22
{(7&151,?&252)151 €I,.E, €I, ot SRV

Proposition ¢ Si u, € B(Wi} o w est un ouvert de R'fl (:s:_ = 192) ,

o L o 1 e g 2
ora:ssu Ou,c {(x1gx23}\,1g1nggg)i(xi,gi) € SSui{:a. = 192),(7&1,?\2) € R

. 2.2 | A. '
et AN+, = 1}D{(XT,X29§190)[X1§1 € SSuQ}U g(xqsngo,gz)!(xz,az) € SSug} .
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Démonstration : Montrons dfabord gque ({’1 ><I‘2)O = I‘? & I’; . Par défini-

tion, (x1,x2) appartient & (]:‘1 xr2)p si s \151 € 1’1 , ¥ 5’,2 €T

2 H
<X1,§1> + <x2y€2> p 0.

8i (§1,§2) € I‘1 xr‘z est fixé, on doit donc avoir

<
)

Ya>o0, X HE> + <K HRED> S 0

<X?,§1>
Soit, ¥ A >0, EyrE> Y = - .
P ~ D
o t t . : R
Don <x:2,g2> > 0 pour tout ’@2 € 1“2 et x, £ I‘2 De méme X, £ 1’1
Réciproquenment, rf X I‘§

est évidemment inclus dans (I“;!' X I"é)}? .

Il en résulte que (P’f X I‘z,}p = Fp P

) ® r:z, et, en prenant les traces sur
P, +P =1
g TR

. o o o
, on obtient (T’f X I‘z) = ]T‘1 ®I‘2 .

Supposons que (X",gq) [4 ssu, ou (xz,gz) 4 ssu, soit, pour fixer les
idées, (x1,§1) 4 SSu1 o

P
11 existe donc un voisinage V 1 de x

) dans 18_1 ctel que 3
0
- b i t .
u?}V . Qfa ), £ €€(\T1+10}2’(x ) e \1“163“1 » & £ Ty
1 chA? 1 1 1 1
Avec les notations du 1), on a done

3
°

u @ u vif ®f ),f ®f €@V xwioT xT ).
1 Q!V‘I XWQ (“1’“2 %1%2 oc1 0&2 oc,‘ 052 12 oc,‘ oc2

Puisque gi-g’ I‘Z , la direction (§;’§2> ntest pas dans FZ ®1“§ .

1 1 2
Donc, (a,}:,az) 4 r; ® I’Z = (I‘a X T )°  pour tout (m1,cc2) €h XA
1 2 1 o

: 2 °
P,!'*’P
Puisque V, xw, est un voisinage de (x19x2) dans R

, 1l résulte

de la définition du spectre singulier que (X1’X2;E’1’€’2> nlest pas dans

SS(u1 R u2) -
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2+4.% ¢ Produit de deux hyperfonctions,

Soient w un ouvert de IRP , u et v deux éléments de Bw) . u®v
est alors un élément de @B(wxw) qui vérifie ¢

35U Qv < {(X,y;a,fc)!(x,g) €8Su ou E=0 et (y,'c) € Ssv  ou q;:o} N

b -1

81 € est une partie de R" x 8 , On pose 3 é = {(x,~§)l(x,§) € C} o
si SSuﬂSé'}V =@ , 3u ® v ne rencontre pas l'ensemble

{(x,x;g,mg)]x Ew,E € Sp~1} . On peut donc définir la trace de u ® v sur

le sous-espace de Rzp défini par x=y ., Par définition, u(x) ®v(y)§me

est le produit ulx)v(x) des hyperfonctions u et v : uv est un é1lément
de B(w) .

Dtaprés le théortme 2,4,1

ssuv {(x,a)lx Ewsiydat € S‘pﬁ? s (X,%X384+7,8=7) € S5u @ v}

ssuv < {(x,2)[3c € ¥V (x,541) € ssu et (x,2-7) € 88V 5 x € w}

¥ 385u Ussv .,
Puisque & =4 [(g+7) + (&-7)] , la dernidre inclusion montre que si les
restrictions de u et v & un ouvert w! vérifient SSuc w'xI et

ssv cw! x.Y, alors sSSur est contenu dans w' x Conv(I,%) ou conv(1,%)

-1

désigne la trace sur 8 de l'enveloppe convexe des cbnes I‘I et I, de

4

rY

engendrés par I et Y. On peut résumer ces résultats dans le
Théordme : Soient u et v deux éléments de B(w) tels que

ssuf s§v = @ . Le produit tensoriel u ® v admet une restriction, notée uv

et désignée par produit de u et de v , au sous-espace de [REP défini par
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X =y . De plus : SSuv < ssul ssv v{(x,g)| 3= ¢ L (x,545) € SSu ;

(X,g—“g) € SSV} e

2.5 Intégration des hyperfonctions le long deg fibres,

Dans toute la suite, on notera (x,t) les variables dans E{n+P

(x € Rn s, T € Rp) et (z,fg) les variables dans (En*p o

Définition : Soient U un ouvert de !R?l , V un ouvert de Rp et u une
hyperfonction définie sur UXV .

on dira que u(x,t) est une hyperfonction indépendante de + € V sur
UxV sil existe v(x) € B(y) telle que wu(x,t) = v(x) ® 1y

ou ?V désigne la fonetion 1v s V= ¢

X

clest-a=dire qu'il existe des cbnes gra)a% ouverts convexes dans Rn et
des fonctions fa(z,'c) € 0y ><V+io}f‘a><tﬁp) indépendantes de 1 € V4iR®

telles que u ::Z: b(fa) .

Proposition 1 ¢ Soient U wun ouvert de R?l et V un ouvert connexe de

R.Si uwe@®uxy) est telle que _6%5 u(x,$) = 0 sur UxV alors u est

indépendante de t € V sur UxV et réciproquement,

Démonstration ¢ Berivoens V= (J V, et U= ) U, ohles V., et les
ier j€ *

Uj sont des ouverts relativement compacts respectivement dans V et dans U .,

Supposons que u soit indépendant de t sur chaque Uj X Vi , dong

-'="-V..®1 osi

V(,3) exxg Fvy, eB(u) tel que Mo, T ®

13 i

Ujﬂngéng ona u
et vi;égf

si v, #¢ 'ivi;éo done v

=V, . ®1 = T, @j @
I(an UV 13[anuk v, lklUjﬂ UT

P = V, -
131Ujﬂ Uy :Lk[Uj nu,

Pour 1 fixé les Vij définissent donc une hyperfonction v € B(u) telle
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que =Vi®1v‘ .

ulvai N

V.AV

Si v.NV, #£4  1 £0 donc :u =v, ®1 =
i3 Vian tUx(Vinvj) i Vs

I

= Vj ® 1"1”3 ==y v, = vj H Vinvj # g => vy vj « V est connexe donec

Y (i,3) V=g donc il existe v telle que u=vQ® 1, sur UXV .,

g.e.d,
Il suffit donc de montrer que si U1 et V  sont des ouverts relative~

ment compacts convexes respectivement dans U et V alors u est indépen—

@

dant de + sur U1 ><V,f

u € ®(Uxy) donec u =Z b(fa) avec fcx € @'(va+iora)
oA

11
T cbne ouvert convexe de R T
o

of
u oy . St PO
5% = > b(%m;) = 0 donc d'aprés l'axiome 3 de la définition des hyper—

1

@

fonctions il existe des ( telles gue 3

gaﬁ)(a,B)EAXA

- gocB € G(UxV-;-ioI'aB) avec FocB = enveloppe convexe de (Tocu I‘B) .
éfa
- = t o = . N
Sap * 830 =0 °F 3 ;«’-_-; ga@!ﬂxvﬂuora

Pour tout couple (cx,ﬁ) scit 1“(‘; 8 un cdne ouvert convexe tel que

P&B n $n soit relativement compact dans T nsn . U1 X V1 est relative—

o

ment compact dans UxV donc par définition de 9<UXV+iOPo¢B‘) , il existe

. _ £ 3 N4
€ >0 tel que si LouB,a = (U1><V1+1 raB).n{(zg«s) € ¢ /lImz,7)| < €}

)

alors g _ ¢ @(1
Uy

Qﬁ B,E

Rappel : Théoreme de Malgrange-Fhrenpreis,

Si KX est un convexe de «}n » £ holomorphe sur ¥ et P(D) un
opérateur différentiel & coefficients constants, il existe g holomoryphe

sur K telle que P(D)g =7 .
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est convexe donc 1l existe ¢ € L telle que

La,B,a st convexe do exis of o %@’8) q

GG‘& 53?&

= 3 i = gt 22 t

-——-§a(s g, {331‘ . Les relations g{xﬁ + gﬁoc 0 et 3 3. €8 montren
asBos

que
s . - +4 - i z

sur L“:B,S Gaﬁ(z,,fs-} + Gﬁoc(z"g) hag(z,qy) haﬁ fonction holomorphe indé-

pendante de = ,

et foc = %%‘; ¢, g ¥ koc k& indépendante de = .
u =3 00(E ) =Y 1 u(k) + (e =% Y bl )+7  blk)
[opr, =2 P T Ly P (rpjea " (fla P @ ¢
donce u‘,{}, 7 est indépendant de t oce qui termine la démonstration de la
1771
prop. 1.

Proposition 2 s Pour toubte hyperfonction u € 8 il existe une

oPv(x,t)

“hyperfonction v € 8 telle que W

= 11(3(23'?) s

Preuve ¢ .81 la proposition 2 est vraile pour p=1 , il suffit de prendre

p fois la primitive pour obbtenir le résultat pour p quelcongue,

p=1 $ Soit U un ouvert convexe relativement compact de- R +1 o

. n+t o o ~ . e N+
=y | (f’m) avec f ¢ o((r +1I‘a) &) avee § voisinage de R
dang @nﬂk o
. e n+1
soit Ly o= (U+1I*m)ﬂ{(zm) € ¢ /I Im(z,0)] < €}
. n+t . ~
Il existe e > 0 tel que LU,oa,s ) (E{ +1r&)ﬂw pour tout ¢ € A

LU e est convexe donc dlaprds le théordnme de Malgrange~Ehrenprels, 1l
2Ny

5}3*& T
ELp A4 - = f
€ Q(Lﬁpm,e) telle que (z,%) a(Z,ﬂ:)%

exigte P
s ot

U LQU}@?EZ °
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R U
si VU“E‘MF@,U) on & - =
atl
Soit (Uz} )j ar e suite croissante dfouverts convexes relativement

compacts de. Rn telle que Rn =. | US gt soit pour tout J
Jemw

Uj = Ug e ]w—jﬁiﬂ: - <Uj>‘ est donc une suite croissante dfouverts con-

JEN
vexes relativement compacis de R et L U u. .
jav ¢
pour tout 3 , on définit comme précédemment 5 € (B(Uj) telle que
éva 5 5
wee o e = R w4 & i e
st ul% . T Vj+1§U, u}% 5375 donc dtaprés la prop, 1 , il existe
w Ul) telle que V. -V, =w®1q . .r . B est un faisceau
¢ 8(vy) 4 a+f§Uj i T3 s4+3[ ‘
flasque et U§+1 o U3. done w stétend en une hyperfonction W sur U§+ 1t
v =y, - w® g . . . gur U, , = U! —3=153 .
Posons Vi T Vi T T @ g g T Ui 7 Ui x J3-1,3+1]
é‘v;ﬂ évﬁ—k‘%
On a alors  v! =Y, eb e e = .
j ; % b .
Jﬂi»gj J 3 0 !U;m

Bn raisonnant par réourrence on peut donc définir pour tout J wune

ot
hyperfonction v; telle que vg Uj = V%wf et "3"{?’ = nl

Les v;j définissent une hyperfonction v € &™) telle que

U, °
3

%% =0, g.e.4d,
Définition ¢ Soit w € ®lw xR,P) et @ w.xﬁp -y la projection
canonique, On dira que le support de u est propreen t si = suppu est

Troyre,

i.e. VX compact de BT ¢ (K)N Supp u est compact,
Nous allons définir 1'intégration par rapport & % des hyperfonctions de ce

type.



(1) Intégration par rapport & une variable.

Soit u € S(E{nﬁ) avec un suppert propre en t € R et soit v une
primitive de wu par rapport & t . (I1 en existe dtapres la prop, 2)°

8i U est un cuvert relativement compact dans !Rn , il existe. ’50 et
t1 tels que si U1 = {{x,t) ¢ Rnﬁ/;r. EUE > t1_} et
U, = {(x,%) ¢ g [x €Ut ¢ to} , alors u=0 sur U et sur U, done
dtapres la prop, 1, v est indépendante de + sur chacun des ouverts U<>

et U? : il existe w_ et W, dans @(U) telles que

. _ .
v g _.W1®?]t?’+m{ et VQU

1

: = WO R T]M’to{: o

Sur U on peut donc définir WU = W"mWG s S1 Ua: et U, sont deux

B

ouverits relativement compacts de &Rn cnoa w = W done si
Udonu,  Usluau
« B a B
RS = Uj les Wy définigsent une hyperfonction w € QB(!Rn) N

d

on pose : | wix) :f u(x,8)dt ¢ 8] .
R

w ne dépend que de u , et pas de la primitive v choisie d'aprés la pro-
position 1,

(2) Intégration par rapport & plusieurs variables,

So0it u € @(RﬁHPD de support propre en € Rp (% = (tT,thP)D ,

Lemme 3 (1) supp u est propre en f;i POUr 1 = 1s00esP

[ c;tp)

(2) supp[fa u(xgt)&ti] est propre en @1“”'*1“-194‘334.5

PC‘U-I’ i::)lgmqe:po
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Démonstration 3 Prenons i =1 ,

‘-11:1 8 iRn+P — [Rn+p~1 T, s IRIH’I)Q1 R Rn

(th) s (Xat?_? se etp) (XQtZ:s ve otp) P X
- Montrons (1) x compact de !Rn'*p‘ L N :n;z(K) est compact dans ﬁn done
n? (K) N supp u = 7{‘1(%2(15)) est compact dans Rn+P . .©.d,

- (2) x compact de (Rn . n=1(K)nsupp u est compact dans Rn+p

done est contenu dans un compact K x I x H H compact de l?{pm1

I intervalle compact de R ,

done %‘; (x)Nn supp[j u(x,‘t)d‘fsl}] < KxH qui est compact, Qe€ods
On peut donc intégrer successivement wu par rapport aux ‘ti et

définir

f u(x’t)dt zf dt‘} f dt2°¢°f u(X;t‘igooot )dt e G(Rn)
RY R R R A

Propriété : Cette intégrale est indépendante de l'ordre d'intégration,

Démonstratign s Il suffit de montrer que 1l'on peut permuter f dti
R

et f dti+1 done on est ramenéd au cas p=2 ,
t t: g dt = 5.
I1 faut montrer que IR 1 fR u(x,t1,t2)dt2 fR dt2 fR u(x,t1,t2)d 5

Dlapres la proposition 2, il existe v € B(Rn+2) telle que

I1 faut montrer que les intégrales sont égales sur chaque ouvert rela-

tivement compact de lan « On remplace donc u par u 2 « U rel comp

U xR

dans t‘ﬂn °
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. o 0 o 0
Il existe t; , t1 ) t; » By tels que suppucC U X [t‘,t:] X ["tz,t;] .
sofent pour §=1,2 U = {(xt) ¢ R /x ¢ U b < tg} et
Ed
U1 ;= {(x,8)/x €U ”é:j > t;} . (Voir figure & la fin de la démonstration).
?

2
81 I et J sont deux intervalles de R et ’5‘“{?’%’*0 sur UxIxJ
12

’56‘% = W(x,tz) ®1 diodh

2
v(x,t1,t2) = W1 (xﬁa’) R1 + W2(X9‘*32> ®1 .

on a d'aprés la prop. 1

2
On voit donc qu'il existe v telle que 55“5%“ =u et v=0 sur
12
UO,‘EUUO,Q et alors on a sur U‘E,j pour J = 1,2
v(x,t1,t2) . wj(x,t1) ®1 + W}j(}%tz) ®1 .
sur U, .NU_ ., v=0 donc w, et w' ne dépendent que de x , on peut
1ed 0,3 2 1

donc les supposer nuls en modifiant W;— et W1 o

Sur qunUH on a alors Wé(x,tz) Q1 = W, (x,t1) ® 1 donc il existe
wix) telle gque sur U12GU’H on ait W1 = Wé =W ,
Finalement s — v(xgt“"‘sz) = 0 si 6 < «t‘; ou si b, < tg
> v(x,t,,t,) = wilx,t,) si b, > +;
> v(x,,,1,) = wilxh,) siot > @}
- v(xytjgtg} = Wf; = Wg = W(X) si %2 > i:; et ’51 > tf: R

Intégrons pour x € U

2

Qv 0
f dt f u(x,t, ,t_ )at =f dt f e =f — wi(x,t )dt, = w(x) ,
IR1IR 177277 R1Ra%1ét22 IRM11 171

)
e — o i Py
de méme j’;& dtgf &(}C?t'l,ug)dt? = o 6ﬁ2 vxrz(x,t2)dt2 w(x) ,

done fdi;lfu(x,t ,h)dt :f at f u(x,t ,t_)at
g g LRS- 1772777
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4 2
v=0 v:wg(x,’tz) v(x,t1,’$2) zw(x)
1
t
2
v=0 v.:wa‘(x,t")
tg .
T '_t
1
V=0 =0 v=0
o 1
+
L — 1 t.‘ | S ——
U )

Théordme 2,5,1 ¢ Soit u € (B(Rn+p) tel que Bupp u soit propre en .,

seit wi(x) *:-‘f ulx,t)as ,
IRP

Alors sswe {(x,8) €R® x 87 /3% ¢ R tel que (x,%,£,0) € ssul .
Preuve 3 Supposons le théoréme vrai pour p = 1

t
peesd p)} o

Sow < {<X’€)/3t1 € ,R(th wéyO) € SS(f U.(X.gt)d’b
1 p 21
{(x,e)/3(x,,%,) ¢ Rg(x9t19t2,§,o,o) € sz

B)dt_..edb ,
N u(x, ) 3 p)}

-2

donc ssw < {(x,£)/3%t ¢ R (x,%,2,0) ¢ Ssu} d.e.d.

p=1]| .80t (x,g) tel que Vtem  (x,%,E,0) £ssu, Il faut

montrer que (XO,E,O) £ ssw ,

ssu  est fermé donc il existe un voisinage V de {(XO,@>/JE € R}

1

dans Rn+ tel que {(Xstsiaoyo)/(xst) € V} fissSu = g .

v, = {(x,t) € v/||lz==x_|| < 11 vérifie encore la méme propriété,
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81 1 @ Rp+1‘» RQ est la projection canonique, n(V1) est relativement

compact dans Rn dene puisque le support de u est propre en t , il
existe to et t1 tels que

u!n(V1)xR\[to,ﬁ1] =0

Choisissons té < %

+ TN 3 E = : 1
o eF t >t . soit vV, = {(x,%) ¢ V,/t € ]té?t1[}.

3e>0 tel que U= {(x%)/[|zx <e t¢ ILulievr,cv.

(x,t) € U => (XatgioaO) £ ssu donc on peut écrire u!U = Z:: b(fa> ’
atA

avec £ € O((urir )N {(z,7) € ¢/ In(z,2)] < &'}) et (g,,0) £ FZ

Yac€n,

U est convexe donc dlaprés la démenstration de la prop, 2, pour tout a ,

il existe Fa € @((U+ira)ﬂ {!5m(zgw)! < €”§) tel que —=—— =1

Soit v = 2:: b(Fa> v est une primitive de u donc s

oA
Vlt>t1 = T/=1 (X) ® 1 et va'ﬁi”{}@ = VO(X> ® 1 ’
et w(x) =qf) ulx,t)dt = V1(X>==VO(X) sur w(U) = {“X~X0“< e} , done
R

SS(WETE(U;)) <SSV, USSV, .

v1(x) = v(x9t$) pour un point t? gquelccnque dans ]t: t1[ , done

N

ssv, < {(x,2)/An (x,%,8,m) € ssv] .

g% v(xgt) = 0 au voisinage de (Xo9t¥> donc dans ce veisinage

o)
SV C C@,’f(ax-g’) = {(X9t9§9‘!’]>/ﬂi=o} o
1
(Xo’go) € SS‘V1 =3 3JIn t.q. (x09t$,gogn) € 83v done n =0 , donec
(XO9.t!1!,£090) € SSV o

or (g,,0) 10 Naen ot v =Y @) P ¢ oU+or) , donc
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(Xo;t;yegoeo) K SSv
done (xoy’c‘,o) 4 88V, et de méme (Xo,go) £ ssv, , donc (XO,F,O) £ ssw .

goeod,

2.6 Fonctionnelles analytiques et hyperfonctions,

Scit K wun compact de Rn et q,(K) l'espace des fonctions analy-
tiques sur K muni de la topologie définie par ¢

a(K) = lim, induct, 6({2’).) ol & parcourt llensemble des voisinages

woK complexes de X ,

Une fonctionnelle analytigque sur K est un élément de q,'(K) , le

dual topologique des a,(K) o
. n n
Soit @K([R ) = {u e @R )/supp uc K} .
Théoréme 2,6.1 ¢ 8K([Rn) et o (K) sont algébriquement isomorphes et
donc toute hyperfonction est somme localement finie de fonctionnelles analy-
tiques,

Démenstration s voir Schapira [6],

Nous allons montrer le théoréme dans le cas n=1 ,

(1) Dpéfinissons une application @ 3 @' (X) »8K(IR) pour X compact
de R, Notons €T =R + iR: ¢ =R+ :'LIR:e (Ri = ]0,4o) donc
¢"URVC =¢ . Soit u € a'(K) .

¢ . _ & -l : "
la transformée de Cauchy de u : £(z) = <u ,m> est uns

oo

fonction holomorphe sur @C\K qui définit une hyperfonction v

3 : o (k) » O(c\K) "BK(R>

ur f(z) = <11t ,m> Vo= b(f!®+) - b(fl(ﬁ-) °
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(2) Définissons inversement ¢ s@K(R} -a' (x) .
Nous poserons par définition : <¢(v),p> = f p(x)v(x)ax pour ¢ €alx) , ou
K
f v(x)dx désigne 1vintégrale définie au varagraghe 2.4,
X
q)(v) N (K) si q)(v) s 0(X) » ¢ est continue donc il faut montrer que pour
V voisinage complexe de X , cp(v) est continue de ©(V) dans € .
emme : Soit v E@K(Rn) , v o= b{ET) = p(fT) avee £ c@Fny)
g = + ou =~ 3 { voisinage complexe de R que 1l'on peut supposer simplement
connexe,

supp v < K donec d'aprés 1'axiome (AB) il existe f ¢ 9’({3\1{) gqui prolonge et

e

et £
Soit vy un dhemin dans @\K enbtourant une fois K , orienté suivant le
, s 2

sens posgitif de R 3
alors f vix)dx = mf £(z)dz .

K Y

Démonstration ¢ & est simplement connexe donc il en est de mdme pour

sn(e*uR\K) et & 0n(CTUB\K) . Sur chacun de ces ouverts f admet une primi-

tive,. soient FT oot B o

Ces primitives définissent une primitive w de v : w = b(®Y) - b(F ) .

Soient x1 et X,Z les intersections de y avec R ,

fK v(x)ax = wlx,) = wlx,) =7 (x,) - #*(x,) - F(x,) + ¥ (x,) - ..,fy £(2)an .
g.e.4,

f v(x)p(x)ax = ‘*’f f(Z}L}}(ZMZ oy est un chemin dans VNw pour
K Y
o € @V) et v défini par £ ¢ (S\K) donme ¢v) est continue de @(V)
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dans € . g.€.4d,

(3) montrons que ®oV¥ = Id : Soit v € @)K(R) . v slécrit

7 = b(f*!@+) - b(fle:”) £ ¢ @B\x) . do¥(v) = Mgl«f‘“) - b(glﬂf‘) avec
(x)
g(z) #—"-me "é‘;gm dx .

8i U est un voisinage assez petit d'un point z de @\K , il existe des

cheming Yy Yo Y5 conbtenus dans VK qui vérifient

i
Y, = YU Ys 15 entoure z et n'entoure pas K {/_@i
y, entoure K et n'entoure pas =z \‘—K"/y
. 2
donc 71 entoure z et K,
gi z €U g(z) = ?}% f %;_%} dr dtaprés le lemme précédent.,
Y2
‘ (
£(z) = ﬁ“‘;} jr %% dr dlaprés la formule de Cauchy,
'3
1 £(z) i . R -
pone glz) = £(z) = T ’2:"5 dt se prolongs holomerphiquement & la région
i v
1

entourée par Y, done B un voisinage de K, g(z) - £(z) défini sur KK se
prolonge & & donc @O\I.’(V)”V = b((gmf)!@+> - b((gﬂf)l(ﬁm) =0 .

(3) Montrons que @ ezt injective 3

4 T T A o iz
u €0 (K) f(,zf = <&t, gm> &@(Gﬁf\«K} °

I1 existe r #8l que Ko {t € R/|E] < =},

, o 1 1 " . .
R>r lzl >R el Frenemeal & ST pour tout t  donc pulsque u est
continue s lim £(z) =0 .

-0

si o(u) =0 f(‘z) est holomerphe sur ¢ donc dlapres le théordéme de

Liouville f(z) =0 ,
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DORC m = O qeeo dc

Dlaprés (3) @ est surjective donc @ est bijective et V¥ = 551 o

3.  Opérateurs différentiels dans le domaine complexe et applications,

P(z,%%) = 12%2 aa(z)(ég)a a, fonctions holomorphes dans un ouvert de
al<m

I

Définition : direction caractéristique de P ¢ Soit z, un point de @
kY N 7 Y - n o . 2’ I - .
o P est défini, g, € ¢ \{0} est une direction caractéristique en z sl

Pz .8 )= 5 alz)eg =0,

!a!zm
Remarque ¢ P étant homogine ; g caractéristique == AE caractéris—
tique pour tout A # 0 donc les directions caractéristiques sont en fait défi-
nies dans lfespace projectif Pn R
Définition : Une hypersurface (réelle ou complexe) E:j est non caractérige
tigue en z, si Pm(zeggo) £0 ol 20 est un vecteur normal non nul & E::

en 7z . (Bn un point de Z : ol la normale est définie).

3.1 Théoreme de Cauchy-Kovalewski ek application,

3.1.1 : Théordme de Cauchy-Kovalewski précisé),

(1) Soit H un hyperplan de @n dans lequel on choisit des coordonnées
telles que H ait pour équation z = 0 .

Soit P(z,é/bz) un opérateur différentiel défini au voisinage de 0 ,
Supposons que H ntest pas caractéristique pour P en O (Pm(O;O“MO,‘f)%O)°

Alors étant données f(z1,,.@3zn) holomorphe auw voisinage de (O et pour
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J = 0s00epi=] vj(z1,°a@zn 1) holomorphe au voisinage de 0O dans Cnp? .

I1 existe une et une seule fonction holomorphe au volsinage de 0 et telle que
Pu=f

= V. \N%, 6002
5 )

1 -1

3 I
G5e) 2y
n

(2) De plus, il existe & > 0 tel que si f EC?CB(O,a)) (a.g ao) et
vy € ¢(8'(0,8))  § = 0,...m=1 alors u € &B(0,62)) .

Ce- & est valable pour P et les opérateurs assez voising de P .

Démongtration : La premidre partie est le théoréme classique de Cauchy-

Kovalevski et la deuxidme partie apparalt dans la démonstration de celui-ci &
l'aide des séries majorantes.

Théoréme 3,1.2 3 Soient Q ouvert dont la frontidre est de classe C‘l s 2
un point de cette frontiére et P wun opérateur différentiel défini au voisinage
de zo e

On suppose que JQ est non caractéristique en Zy oo

soit £ € ©(Q) telle que Pf €@{V) oh V est un voisinage de Z,
Alors il existe un voisinage W de z tel que f s'étende holomorphiquement

a QUW .

Démonstration ¢ Pour bout £ > 0 soil

H =z ¢ (En/<z=-zo , 80 > ==}, oh &

est la normale & 0Q en g, e

(9]

a_ = sup {a/Hsn:B(Faga) cQl ou P_ est

T

le point intersection de H et de la
€




440

a

normale & 0Q en Zo « 0 est de classe 01 donc 1lim —= = $o0
£~ 0
£ est l'unique solution du probléme de Cauchy
o) 0
P(z,57)8_ = Plz,53)f
R I j d 3
{‘-mwg) gg ES ('Sﬂiw) f; j = Oyeeo}n‘? @
O " 0 H
€ €

Pf  est holomorphe dans V voisinage de z done si & est assez petit

&

B(Pg,ae) cV pour g < e,

Dlaprés le théordéme de Cauchy-Kowalewski, 1l existe & > 0 et £, tels que

H

si ege, si Pf €O(B(P ,a)) et |
€

€ 9(B(Pa,a)) , alors
gg € G(B(Pa,aé)) N (En gffet en faisant subir & @ﬂ une translation de
longueur ¢ et de directicn go on est ramené & 1 hyperplan fixe et & 1'opée-
rateur P(Zwa,ga) qui est voisin de P si g est petit),
B(P ,a )V si g<g et 88 >eg st e < e et dode B(P , 8u.) est
£ € 1 € 2 € €
un veoisinage de z .81 e < inf(e ,e.) B(P,a)cvV et B(P,a )NH c9q,
ol 172 € € e € £
done ge est défini dans B(Pe?aas) . Pour g assez petit £ s'étend done

holomorphiquement & B{ngéag) qui est un volsinage de z et W est done

B(Pg,éag) pour un tel ¢ fixé,

3.2 Théoréme d'existence et de prolongement, (ef, Bony=Schapira {1})

Théoréme 3.2,1 : Scient < Q deux convexées de @ﬁ , w dtant localement
compact et Q ouvert, Soit A l'ensemble des directions caractéristiques en
un point de Q au moins pour 1opérateur P(zgé/éz) a coefficients holomorphes

dans Q@ . On suppose que tout hyperplan réel de normale sppartenant 3 A et



coupant @ coupe aussi w ., 81 £ est holomoryphe au voisinage de w ef si

Pf se prolonge holomorphiquement dans Q , alors f se prolonge holomorphi-

quement dans @ ,

€EQ et o> 0 tels qus

Démonstration : Soient z, €w 21

z, = {z ¢ e f d(z,[zo,zﬂ) & e} soit contenu dans Q ([20,21] désignant le
segment fermé d4'extrémités z, et z.%) o

Montrons qu'il existe un compact X de  tel que tout hyperplan de
normale dans A coupant .Z(JC coupe aussi K . Dans le cas contraire, ng étant

une sulte croissante de compacts de w telle que w=UXK. , on aurait ¢ ¥ J ,
J

=1 oy passant par > € X tel que :

3 Hj hyperplan de normale C’j €ANS
H, nK., = @
J J ¢

Comme Zo: X (EnSzn&T) est compact, on peut, en extrayant au besoin une

sous~suite, supposer que lim Zj =2z £ Zoc et lim ¢, =¥ € Kﬂs‘?nm‘l . Soit H
J J

l'hyperplan de normale ¢ , passant par z , Pulsque HOw est non vide

(c ed et z¢ z_ < Q) , soit y € HNw . y est limite d'une suite {yn)
avec ¥y, € Hn, 0w . Puisque  est localement compact, il existe un compact
K de @ qui est un voisinage de y dans (pour la topologie induite par

1 . . . . .
¢ sur mf) « Comme y = lim yn dans w , 11 existe un entier no tel que
n

I, €K pour n 3 no . Dtautre part, puisque (Kj) est croissante et = UKj .

il existe un entier :a1 tel que K« Kn et on peut supposer n1 b n, oo On
1

aura done : ¥V n ) n,os ¥y, €EKSK o Ceci est contradictoire car
1

LCEH. Qo H.N K. et par conséquent X. our n i .
y; € H, s K et q Yy £ Xy © >

W
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Scit z, = (1—t)zo + tz1 et Lt = Conv(K,zt) (on peut évidemment supposer

que X est convexe et que Z, € K) .
Soit Lz = {z ¢ ¢” | d(z,Lt) < e} o 0<e<a esttel que

K, =1{z € ¢" | a(2,K) < 2¢} soit inclus dans 1'ouvert § oh T est daéfinie.

1

‘LE ‘est un ouvert convexe dont la frontiére est de classe ¢ , 81 P est un

nyperplan de normale dans A tangent i L; , ona P nLi =¢ , donc PNE=¢
et, dtaprés le cheoix de X, PNz = ¢ ., Donc, puisque 0 < € < a., P ne ren=

contre pas la boule fermée BE de centre 1z, et de rayon e , Supposons que
.i.u

5 t

e emene

P rencontre Lg \Ké ¢ P contient alors un point de la forme 2z = Ax + py ,

€

N (en effet, L

Mp=1 et p % 0 savec x e'ig et y €B est Llenveloppe

ek M

convexe de ‘ia et de B, et = £ %€) . Pulsque P est un hyperplan dtappui

ok M

du fermé convexe Lz , L, est situé dans un des demi-espaces fermés limités

<k

par P , scit E, . Puisque x € E, , ¥ € E, et z € P, le segment [x,¥]

1

€

e On en déduit que

est conbtenu dans P, ce qul est contradictoire car y € B

P n(};z \ Ks:) = ¢ et par conséquent que Pan; P Or’f{gc:P Al et P est done

tangent & LE en un point de w . Il en résulte quten tout point frontidre de

Lz non dans ., 1lthyperplan tangent & sa normale n'appartenant pas & A .

Soit alors %, = sup{t | £ ¢ 6(L§)} (t1 est bien défini car f ¢ @(Li)) .

Puisque Lz = U LEV s ona f € 0(L.§ ) . Montrons que t1 =1, 81
o<ti<h 1
&

%
1

en tout point z € P = OLE no (ce qui précéde montre que les hypothéses du
1

théordme sont satisfaites pour z € F) ., On a donc

t1 < 1 , on applique le théoréme de prolongement 3,1.2 & 1l'ouvert convexe L
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Nz ¢Pr, 3V2 voisinage de z tel que f se prolonge holomorphiguement

-

& V_ . Ltouvert (U 7V )UD est un voisinage de 1°
7 5 CP 2 t?

donc contient un

ensemble L8

Ly avec t; > tq , ce gul contredit la définition de tq o
1

Pour tout 51 € @ , on a donc un prolongement holomorphe de £ & un
ouvert étoilé de z contenant 21 (3 savoir L?) ce qui, par unicité du

prolongement analytique, définit un prolongement de £ & Q .,

Application : probléme de Cauchy dans @n o

Soit P(z,é/éz) un opérateur dlordre m & coefficients holomorphes dans

@n s H 1'hyperplan complexe z}:l =0 ,

Soient g ¢ G(@n) , hj € 0(®n—i) (j = 0y0aem=1) ., D'aprds le théordme de

=g
Cauchy-Kowaleski, le probléme de Cauchy { 3
. . ¥ 5
DY f!z o hj(z ) (3=0,c.0m1)
n !'n

a une solution et une seule P holomorphe au voisinage de H .,

2n—1

Proposition : S%'il existe sur S un voilginage V de (O,,,,,O§1) tel

que pour tout z € ¢ et tout r €7V , Pm(z,c) s0it non nul, la solution F
du probléme de Cauchy sfétend holomorphiquement & ¢ .

Démonstration : On applique le théordme %3,2.,1 avec w=H , Q = @n . 81

0

HC est un hyperplan de normale (¢ € Iy , ¢ nlappartient pas & V et H coupe

g
w=H ,
Remarque : On pourrait remplacer 1l'hypothése de la proposition par s

Ya>o0, 3 VA voisinage de (0,,..0,1) tel que Vz ¢ ¢ s lz{ <A et

Ng €7, , (20 #£0.

Vs
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3.2.2 ¢ Théoreme d'existence et de prolongement au bord,

goient Q wun ouvert convexe de Cn s Zo £ 00 et Tz le cBne des nor—
o)

males intérieures de Q en z (rz est le cobne convexe des normales aux
)

hyperplans dlappul de Q en Z contenues dans le demi~espace contenant Q) .

Soient I = IE[)S2HP1 ’ I1 et 12 des parties fermées et propres de
)
SZH’1 telles que T C:I1 C:I2 s que I1 so0lit un voisinage de. I et que 12

soit un voisinage de I1 . Solent r; et ré leg cbnes ouverts convexes de
polaires respectifs 11 et 12 . Notons r1 =z + r; y T, =3, + ré ’
B = {z ¢ ®n§R8<z~zb,Q> ==g} ou r estun élément I ,

On utilisera les propriétés suilvantes :
o) Il existe ¢ > 0 tel que r1 niz ¢ @nlizmzol‘g e} est contenu dans Q.
B) Pour tout > 0, K8 = Ha‘)E} est une base compacte de ?1 (ieeo Ké
est compact et ?1 est le clBne engendré par Kg) .
y) L'intersection des demi-espaces contenant Ks et dont 1l'hyperplan fron—
tiere H n'a pas sa normale dans 12 est un voisinage de Zo R
(On peut supposer que H = H(x,c) est un hyperplan dlappul de K8 passant

2n=1

par X € K_ et de normale ¢ € C =39 \IL, . soit d(x,r) 1la distance de

u(x,c) & Z d(x,g) ne s'annule pas sur le compact K% x ¢ , done
d(x,c) >a >0 pour (X,C) £ ig x & et B(zo,g) est un voisinage de zﬂ) R

Si W c:@ﬁ', on notera C(W) 1fensemble 4 ou A = {C € @\{O}i}'z €W,

p (z,0) = 0} .
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Théordme 3.2.2 (existence et prolongement) : Soient Q wun ouvert convexe
de ¢" » 2, € 09 et P(z,0/02) un opérateur défini au voisinage de Q U{zo} .
On suppose que les normales & £ en z, De sont pas caractéristiques (i.e.

Ve ¢ r, o Pm(zo,z;) # 0) . En désignant par ‘VZ 1'ensemble des voisinages
o o

de Zy s on & alors

a) VT eV, ,"-Jwe‘lfz tq s Vegeb®(env), 3¢ c&(eny) , Bf =g .

o] o

) YV ev, ey tq : V£ e0(Q), pf e 8luv) = £ ¢ dlQuv) .
o] O

e

s

1) Démonstration de D) 3 Par continuité, il existe V! € ‘t?’z et un
)

tels que : V(z,2) ¢ V'  x§ , Pm(ng) #0 .

‘ 27
r, ns
o]

voisinage U de T

it

it

Donc, C(V*)NT = ¢ ., on peut choisir les ensembles I, et I. des pro-

1 2

o
priétés g) et y) tels que 1 I 11 cI.cd. 81 U=VAV , il existe &' >0

2
tel que -f‘Tﬂ{sz«-‘zoi €'} est contenu dans (Q07U) U{zo} . I1 existe &> 0
avec e < ' ‘tel que : K = Hgn?1 < QnU .,

goit W 1'intérieur de ltintersection des demi-espaces contenant X et
€

dont la normale n'appartient pas & I_ , Comme on peut supposer que U = VAV?

2

est convexe, Q' = WNU et ' =WNAUMNQ sont des ouverts convexes et on peut
appliquer le théoréme 3,2.1 de prolongement & Q' et ' ¢ en effet, si un
hyperplan caractéristique coupe Q° , sa normale nfest pas dans :{12 car
I2QC(.Q') - IZQC(V*) = ¢ et il coupe donc K et o .81 f €d(Q) et si

Pf se prolonge & QUV , £ se prolonge & WNU et donc & QU(WGU) var

unicité du prolongement (Q n(W NU) est convexe),
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2) Démonstration de a) 3 A) On supposera dans une premidre étape que 12

est inclus dans un cdne de réveolution non caractéristique R .

Il existe § €I, et >0 tels que : R={agfa >0, [¢] =1 ot
le=g | < o} .
Puisque R est non caractéristique, ona : V¢ € R, Pm(zogt) #0 .
Soit ﬁg 1'hyperplan complexe {(Z%ZO,QO> ==g} . Il existe e' > &> 0
tels que 3 I, 0 {|z-z | ¢ e’} et ﬁgn r, SVAvINQ (V' est défini au 1)),
Montrons que si ¢ € a(u) , 1*hyperplan réel dféquation Re<z~zo,c> =0

coupe Hén Fg . Les points dtintersection sont les éléments =z Q‘FZ solution

de 3
[ £(z) = Re<z=2 ,L> = 0 (1)
(s) y g(z) = Re<z=z_,iC > = 0 (2)
| 8(2) = & + Re<zz,5 > =0 (3)

{(1)

soit (s') 1le systime (2) et supposons que (s') nrait pas de solu~

tion =z € r2 - Puisque f2 est convexe, l'ensemble {(f(z),g(z))!z ¢ re} est
un convexe de R2 ne contenant pas 0 : il est donc contenu dans un demi-plan
ouvert de la forme {(x,y) € R2!k2X+p°y >0} ou (W,pt) € RZ\{O} . Ona

done ¢

Vze¢ I, AME(z) + pre(z) = Re(<Z~z0,x”V+iu3;O>) >0 .

2n=1

En prenant la trace sur S de la direction A\'grip'f # 0 , on voit

qutil existe (k,p) € ﬁz tels. que xg+ip§0 € r§<: I. o Puisque I_< R,

2 2

xg+iggo est de la forme §6+6 avec [9} ¢ . On a donc :
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A
-1

0
0 = ———— +
“=t ST 1-1p]

et ¢ € R, cbne non caractéristique, d'olu contradiction (car ¢ ¢ ¢(u)) .

Donc (S‘){Eéi a une solution Z, € 1"2 .81 u' = Z,~Z, 5 O & done :

Rew',C> = 0 , Re<u',if > = 0 et Re(<u’,k;o>) >0 car [ ¢ Fg . Donc, en

u!
posant u = —i

= —r—————— 4 -t b - .
Re<u', > ’ u appartient a -z + I, et si z ¢ r, est une

2

solution du systeme (S'), z+u appartient a I'Z et z+u est solution du

1

systéme (S) § (2) . Comme (S) a des solutions dans T,
) )

tion Re<z-zo,,z;> =0 (:C € C(U)) coupe Haﬂ I'2 . Soit : tout hyperplan

, Llfhyperplan d'équa~

caractéristique passant par z, goupe FZHES .
Rappelons que €' > € > 0 ont été fixés tels que :
F1n{IZ~zOl\<a‘}CQ et ﬁsnr1chU avec U =VOV' ,
D'aprés le théoréme de cauchy-Kowalevski, il existe une solution f de
Pf = g holomorphe dans un voisinage convexe ( de I‘1 nﬁg s K= ﬁgﬂ? est

2

un compact de -I-‘2 et z f X . Puisque 12 est un voisinage de 181 , K est
contenu dans 1l!ouvert I‘1 . Comme on a aussi K< o , il existe un voisinage
ouvert convexe W1 de 0 (que 1'on peut supposer inclus dans U) tel que :
K+, < TN ® .

81 H est un hyperplan caractéristique passant par Z W (w € w) y
-w + H est caractéristique et passe par Z. donc coupe ﬁgnrz d'apres ce
qui précéde, Donc H rencontre w + (I‘2 n.ﬁg) < W+K I‘1 N & . Soient alors Q°
l'enveloppe convexe de WNQ et de F1ﬂ @ (oh lton a posé W = zO+W1) y

w' = G)nr1 » Soit H wun hyperplan caractéristique passant par x € Q' , On a
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X = ;\12{1 + AZXZ ’ X, £ w et x, € W . L'éguation de H est donec ¢

M <ZmE GG + M <BmX,, 0> = 0 (car MHh, = 1) .

L'hyperplan <z~:x:2,z;> =0 coupe w' en y. et H coupe w' en

2

?\‘iXT + ?\2372 € w' car ' est convexe, D'apreés le théoréme 5.,2,1, f est

holomorphe dans Q' , donc dans QAW .

B) Fin de la démonstration s

Soit o > 0 tel que la distance de I, Y C(U) soit supérieure & 2a .

si r, n'est pas réduit & un point, solt & wune droite réelle de vecteur
o

directeur ¢ telle que 6NQ = {zo§ . Pour e =<1 , notons

I, =1,0fy s

5. e 5 e<t,5> y 0} 8% = {)\Cf&:?x > 0}, Q% = Enveloppe convexe
b4

de Q@ et de 6%, En itérant le processus, on voit qu'il existe un entier p

tell .. que les 2° parties de s°° I, . . (e = Z1) sont de diamdtre
) s20 @
1 P

< o et donc contenues dans un cdne de révolution non caractéristique

. e Le théoréme résulte alors de ce que, étant vrai pour 0" et ¢ s
1,9.0 p

il est vrai pour Q .

En effet, soit V wun voisinage (supposé convexe) de 2, 8 € eglanv) .
Alors QNV = (Q+ﬂ v)n{Q nv) et [conv(gz,é)] NV = (g“‘n vyu{Q nv) sont
des ouverts convexes, donc pseudo~convexes de t}?n et 1l existe gg € G’(Qgﬂ\?)
(e = ii) tels que g = g+ + g . Le théordme &tant supposé vral pour of et

-

Q 4, on a pour 8:;*;1

s

vt ew dr_eo@nu®) , pf=g",
o]

ponc, g =g + & =PET+£7) dans QNW, avec W= OW . doe.d,

it
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Remargue : Le théoreme reste vral si Q vérifie une "condition de cdne"

2n=1 telle que, pour

an point z, il existe I partie fermée et propre de 3
tout voisinage I' dé I , il existe un voisinage V de z et ¢ > 0 tels
que pour tout =z € VNQ , on ait =z 4+ (PN {}z—zg{ <e}) =@ avec I' obne
1

ouvert convexe tel que f*O = I* . Cette condition est invariante par ¢

difféomorphisme,

3.3 Spectre singulier et opérateurs différentiels.

Théordme 3,3,1 (M. Sato) : Soit P(x,é/éx) un opérateur différentiel 2
coefficients analytiques dans un ouvert w de. Rn .81 u€e@lw) , ona:
'l

ss(u) = ss(ru) {(x,8) €wxs™ [P (x,8) =0} .

Démonstration : Soit (XO’gO) ¢ w><sn~1 tel que (XO’EO) ¢ s3(pu) et

Tt

Pmeﬁygo) £ 0 . Soit I, s (Ia) un recouvrement fini de S tel que @

o€A

1) I, ”Ia<a € A) sont des parties fermées propres de § . .

1 ° ,
» £, €I et goﬁim si a €A,

o o -
2} {1, ’(Ia)aEA} recouvre S
3) 3V voisinage de X tel que : a) V(x,g) € VXI o, Pm<x,€) #0 .
. 0
v) feldxev, (x2) € ss(pu)}c U I
okl
Soient fb et Fa les cbnes ouverts convexes de polaires respectifs XO
et Ia o« On peut mettre u et Pu =v sous la forme ¢
u = b(fo) +3 b(fa> » £ € 0((w+lra)ﬁm)
a€h
Puyv = V{V = 2:3 b(ga) s g&'E 5((V+1F&)ﬂv) .
' oA
Puisque Pu =7V , b(Pfo) +3 b(?fa-ga) =0,

o €A ‘
. O
Done, 3 Bog € 8(V+10T0d) , Pf = szEA: hOOC s Toy = L0 I, .
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Soit };’(')a un c¢bne dont le polaire est un voisinage de Ioﬂ Icz vérifiant :
o
?
Veelr: )”, o (x,e)#0.
Tes fonctions hcnx sont alors holomorphes dans des ouverts du type
— hzki
Q,, = (Wir )nv.
Soit N wune normale intérieure de Qo(x au point X, W=n 1-r~in 5 e
ona:sVac¢ Qo{x R Re(z~xo,1\¥) 3y 0 (car Qoa convexe ),
Dmm,Vu€~gﬁﬂ',Vym}%&,um1+ym2>o pour |y| petit,
Avec u=0, on obtient : Vy ¢ P;)oc s ]y} £ g = ynz >0 .
0
en déduit. ! .
On eduit. que M, € (Tca)
Puisque ~x_+V est un voisinage v, de 0 et VYVuce LA w., >0, on
a u=0,
Ies normales en xo; a QOoc sont donc du type iE , avec £ € (I‘éa)o o
Elles ne sont donc pas caractéristiques, et dlaprds la partie Yexistence® du
théoréme %,2.2 : EWQO{ volisinage de Zy s 3f0rx € (ann “’oa ) , PP =g .

oo o

. , . \O . ‘
?u.lgque (POa) est un voisinage de Ioﬂ Ia s fo et focx sont holomorrphes
dans un ouvert (V-;-iré)n V' ol V' est un voisinage complexe de x_ = et TI?

un cbne ouvert convexe dont le polaire est un voisinage de Io ol 1ton peut

supposer que ?m(xo,g) ne s'annule pas (f € (I’;)O) .

It

Donc, P = y b, z: P{an) dans (V»x—il’é)ﬂ"\f‘ .
atA €A

Puisque P(fo - Z fooz)
a€h

it

0 , on peut appliguer la partlie "proloungement® du
théoréme %,2.2 , car les normales & (V-;-ilj‘é)ﬂ\l’g sont de la forme 1if , avec

£ ¢ (I‘é)o , donc non caractéristiques, On en déduit que fo - 2 fO(x S€ Pro=
ath
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longe en une fonction holomorphe dans un voisinage W de X e On a alors :
Yy = o(f - % an) + %:‘ei b(fa+f0a) y £, - g fa € o) .
Puisque gO nfappartient pas & I‘Z(a € A) , il résulte de la définition de SSu
we (x,£°) £ ss(u) .
Corollaire : Soit P un opérateur elliptique (Vx €w., VE #0 ,
Pm(x,g) ;é 0} . 8i Pu est analytique dans u , alors u est analytique dans w,

Démongtration : On a SS(u) C,SS(R‘L) et u € (m)(::zz; 88u = ¢ o

Théoréme 3.3.2 : Soit P un opérateur elliptique, Vv € ®lw) , Iu € Blw) ,

Démonstration : On écrit v comme somme des valeurs au bord des fonctions

g, o Gréce au théordme de prolongement, les solutions foc de Ppa = ga au,

voisinage de m«piz‘m cnt une valeur au bord, ce qui fournit une hyperfonction

solution (u = Z'b(fa)) .

3.4 Théordme de Holmgren,

Théordme 3.4.1 (cf, Sato-Kawai-Kashiwara ['}.O} page 471) : Soient U wun
volsinage de ¢ dans RS et u ¢ ®(U) . si (O,IN) = (O;(O,,M,O,i”) £ ssu
et si suppuc {Xn » 0} alors 0 £ suppu .

Démonstration ¢ Pour ¢ et & fixés soient

_ n 2 2 s 2 2
V=1{x R /~6+ a(x1+a..+xnm1) <x <46 e(x1+.u+Xn_1)} et
t(x) =X + g(x2+ -5-){2 ) done t(V) = ]mé +6[
n 1 a0 ﬂ‘“1 ¥ @
Lemme 1 : Soit v E(B(IR) avec supp y compact dans ]=~€>9+<S[ N

on peut dorive y = b(f) + b(f’z) avee f ¢ o(c™) et £, ¢ 0(e7) si
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+ ~ ~
¢ =R = Jo,4of . Posons par définition 0t = b(f1ot) + b(fzot) avec

t(z) =z +s(zz+.“f+22n_1) .

grad t(x)

Alors S8 yot < {(x,% m) e x5 Jxev).,
Preuve : fqo‘c(z) est défini si m %’(z) S0 .

or Jm t(z) = Y, + ZE(X Y 40 etX ) =¥, grad t(x) et de méme T ot( )

1 117111

est défini si y,gradxt(x) <0 .
gradx‘b(x) , 0
H - § o % 3
gradxt(x) ne s'annulle pas donc x> £{x) = eradXt' —~ est continue de R

dans Snm1 . Si WO est un voisinage fermé propre de f(xo) , 11 existe un

voisinage UO de XO tel que x € UO =3 f(X) € WO -
f ot est donc défini sur U + ir et £ ot est défini sur U = 4D
1 o w 2 : o) w
o) o
Shi I'W est le clne ouvert convexe dont le polaire est WO >

o

wo peut &tre choisi arbitrairement petit done
(x,g) € 83 yot => E = igradxt(x) d*olr le lemme,

sgu est fermé et (O,il\}) ,@ 3su. done il existe Uf1 volsinage de O dans

{Rn et W volsinage de +N et de N dans Sﬂm1 tels que SSu.ﬂU1 x W ::95 .

gra&x‘c(x) (2ex ,..,,,92;_:}: 1,1) donc il existe & > 0 tel que si

1

2 2
X1+a¢¢+xnm1 £ g, alors

grad_ t(x)
x €W
”grad ‘cfxm ®

s {x?h“-kxiﬂ < 8/e 3 ]xn] < 6} donc pour g fixé comme ci-dessus, si

5 e,

gradx’t(x)

¥Yx €7 €W et si & assez petit Vv C:U;' 5

T
gradx x
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Prenons donc g et & tels que V U1 et Nx €7V
d
gra Xt(x)

+
(Xs”m)dml X W,
X

Soit y € ®(R) avec supp x compact dans ]=5,+8[ et x =1 au voisi-
nage de O ,
D'aprées le lemme on a donc ssu n §s 0t = ¢ donc on peut définir le
produit u(x) yot(x) .
L'application t : V0{x » 0} — {t € B/[t| < &} est propre
x o t(x) = x4 el )
donc supp y(t(x)) est compact dans V donc si XV(X> est la fonction carac—

téristique de l'ensemble V on peut définir pour toute fonction ¢ analy-

tique sur V

s0

1= [ a6 16 u(x) plx) ax (voix § 2.5).
R
Lemme 2 : i u ¢@(RV)et ac R, f u(x, t+a)dt =f ul(x,s)ds ,
R R
%)
Démonstration : évident puisque si 9‘:%%:2 =u(x,t) on a
év(:gi§+a) = u(x,t+a,) done en appliquant ce lemme avec

a = E’“XQHZ) = E(X?+o“+xi“1) on. obtient

I :f[&ﬁ”1 dx1o.,,dxnm1 fR X'V<X’,S)X(S.{»gﬂ}{?”‘?)u(x?’S)CP(XQ’S>dS

= ax? (x',s—d| x? 2) (s)ulx',s=d|x! 2) (x',s-d|x? Z)ds
e R A= lPott o]

1 @

o

+6
1 -”«'f 5 X(ﬁ)dtj , u(x¥,tmeuxv|12) @(X?’W%I,X'llz)m,]ooodxnm

2.
x1+¢e¢+xnm1<6/a

posons v (t) =f uxt | x[?) ot el Phax, cunix_,
I1=1% < o/

Diaprés le théordme 2,5.,1 2
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sgv(t) < {(t,m)/3xt € &1 (x',4,0,1) € ssulx,t=d=]|*)} .

Une démonstration analogue & ¢elle du lemme 4 montre que
. +
! (,;c‘;‘-baax ,v,,..,§n+2exn“1,~1+§n)

ssulx! ,xn-eﬂx‘”;") < <X’§’)‘/(ﬁx’ ’xn;d’it}‘iz\) ” néﬁieiﬁq tow a“,'"$-+§ ﬁ | } ¢ su}
it I - T -

g

1t

or x €V == (x,grad t(x)) £ ssu , donc ssv(t)
v est analytique sur 1=8,+8[ .

si t<0 teellx|? <0 done ulx',t-d|x[?)

1
<

done Vv =0,

D'aprés’le“principe du’ prolongement analytique v =0 sur ]~§,+6[ done I=0 .

fi

Pour toute o € alV) f a(x)o(x)y(+(x))ax = 0 dome u(x)y(t(x)) est mulle
v

sur V en tant que fonctionnelle analytique donc d'aprés le théoréme 2,6,1
u yot est nulle en tant qu'hyperfonction,

¥ o= au voiginage de 0 done u = 0 au voisinage de O . G.8.4,

Théordme %,4,2 (théordme d'unicité de Holmgren) : Soit P(x,D) un opérateur
différentiel & coefficients analytiques au voisinage de 0 .,

Supposons que l'hyperplan H , d'équation x, = 0 est non caractérigtique
pour P au point O ¢ i,e, si N est la normele 3 H Pm(O,N) £0 .

Alors pour toute hyperfonctien wu définie au voisinage de 0

Pu.=0 ; } == 0 ¢ suppu .
supp uc {x, < 0}

Démonstration : D'aprds le théordme %,3.1 : SSu c:{(x,g)/?mﬁx,g) = 0}
Pm(O,iN) 40 == (0,7N) £ ssu et on est donc ramené au

théortme précédent,
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4. Problime de Cauchy pour les opérateurs hvperboligues (cf, Bony=Schapira [8]1.

Considérons un opérateur différentiel P(X?DX> dtordre m & coefficients
analytiques dans la boule B(O,Rl de R@ . Soit Fm(x,D) sa pariie principale,

Définition ¢ Ltopérateur P est hyperboligue dans la direction

W o= (O,ga,,0,1) au point XQ g'il vérifie une des conditions équivalentes :

(i) Ve er" ¢ #0 => Pm(xO,N+ig) #0 .

1

(i1) Pour tout E' € R | , 1'équation en % Pm(xe,(g?,m)) =0 n'a

que des racines réelles,

Dans ce cas, la direction N est non caractéristique pour P , i.e, Pm(XO,N)géO.

Démonstration ¢ — (i) = N est non caractéristique,

Pm(xo,g) est homogdne en f , W € Rm\{o} done Pm(xO,N+iN) # 0 done
PR i1
(1+1)7p (x_,W) #0 .

= (i) == (ii) ., Prenons < = g+ip B#0.

. dtaprés (1) =i (g',a) # 0
B, (x,, (2tyaip)) = (1p)", (x ,W-3(z",0)) # 0
: car N est non caractéristique

sl (a?’&) = 0

- (1) == (1) P (x_,m+ig) = (wi)um(xo,(w-z%an&)) £ 0

si £ = (g?,gn) est réel,

Soient N = (0,,00,0,1) , B 1'hyperplan d'équation X, = 0 dans Rn »
B'(0,R) = HN B(O,R) et pour tout couple (a,8) de réels positifs soit x(a,s)
1tintérieur de 1l'enveloppe convexe de B'(0,R) et des points Isan .

Théoreme 4,1 @ Soit P(X,D) un opérateur différentiel hyperbolique dans

la direction N en tout point de B(O,R) .
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11 existe &' > 0 tel que pour tout a < R et :
- pour toute hyperfonction v € B(k(a,8')) telle que (x,7N) ¢ ssv si x ¢ B(0,a)
- pour toute famille (wj )0 <o dfhyperfonctions de @@ (ofa))

il existe une et une seule hyperfonction u € ®(x(a,8')) qui vérifie

Pu. = et Vj = 09@90,1}1"‘1 ("5"6""')313. = W. &
x i*

|n
Remarquons tout dlabord que si Pu =v € B(x(a,8)) on peut effectivement

définir (ng)au! et donc donner un sens aux conditions initiales du probléme
m

H
de Cauchy : en effet Pu = v ==) SSu < SS8v U{(X,i)!Pm(XyE) =0} .
or V=x ¢ B(o,R) Pm(x,iN) # 0 et par hypothdse (x,%w) ¢ ssv  donc en tout

point de B'(0,a) s (x,iN) f£ sSu et donc on peut définir la trace de u sur H

ainsl que les traces des (ng)gu j=1, mt1,
7

Lemme {1 : Soit P(x,D) vérifiant les hypoth®ses du théoréme ; P s'étend
holomorthiquement & un opérateur P(z,D) défini sur un voisinage complexe W de
B(O,R) .

Pour tout R' <R, il existe C >0 et U voisinage complexe de

n . , . n
B(O,R') ¢ R  tels que Vz =x+iy €U Ve =E+in €€ V1 €€

Pm(z,aa‘wN) =0 =3 |dnt| ¢ c(|n] +]g]]¥]) -

Lemme 2 : Soit mlz,t) un polyndme de degré m en ¢ & coefficients holo-
morphes dans un ouvert V de @n » On suppose que le coefficient de Tm est 1
et que 1'équation n(z,x) = 0 n'a que des racines en < réelles pour z rdel

(z ev=vngr").

Alors pour tout compact X de VW}BF il existe &> 0, ¢ > 0 tels que :
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n(z,%t) = 0,Rez € K,|Jmz| < & => |%ue| ¢ ¢|dmz]| .

Montrons que le lemme 4 se déduit du lemme 2 3

m a' i
Pm(Z’C+mN) - a(o,w.O,m)(z)(T+§n> + z;: a(a!,i)c? (Cn+v) °
i<m

o |t

N est non caractéristique done Pm(z,N) = a(O’O..Om)(z) % 0 donc llopérateur
[a(o"‘ém)(z)]'1P(é,D) a les m8mes propriétés que P(z,D) et on peut donc suppo-
ser que le coefficient de 1m dans P(z,c+7l) est 1,

Appliquons le lemme 2 en prenant Pm(z,c+$N) vour g(z,7) ,»(zﬁg) pour z ,
Vewx , k¥ = 8(0,R*) x {[gl =1} ¢ il existe €> 0 et c >0 tels que

(2 (z,c470) = 0,2 =xiy , [x] <R, |y] <e,lel =1,[n] <&

=> |duc| < c(y]+{n]) .

On en déduit par hgmogénéité :

P (z,0070) = 0, |x] <R, |7] <e,|n] <ele] = }ﬂn&i < cly]{e]l +]a]) .

Par ailleurs N est non caractéristique donc Pm(z,Q+N) £0 si £=0 et
z varie dans le compact B(O,R?) + i[-e,+e] sur lequel P~ est défini, donc il
existe 01 > 0 tel que Pm(z,C;N) =0 == fcl > C1 , dtoli par homogénéité
Vz tel gue [x| <&, [y] <&, B (2,00m) =0 => |¢] > ¢,lt| =i de plus
ol > elg] ona [Ims] < |l \<°53; (el+lal) < eilnl < G;({nhi’éllyl)ﬂ , diod

finalement Vz ¢ B(0,x') + i8(0,e) Vi € ¢ B (z,4400) = 0 =>

[ime| < cllnl+lel[v]) .

Pour la démonsitration du lemme 2, nous utiliserons une version modifiée du

théoréme des tubes de Bochner :
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Théoréme 4.A (Théoréme classique des tubes de Bochner) :

goit @ wun ouvert connexe de R? et f holomorphe dans Ré+i9 . Alors £
se prolonge holomorphiquement & Bp+i§ ol 5 désigne l'enveloppe convexe de Q .

Théordme 4.B (Kashiwara [3], Komatsu [4])

Soit I la partie de ¢ définie par :

R N1
L= {(x+iy) € ¢ /1(X1’°”Xn>l < r1,lxn+1] <7, Seeet ¥, = 0,07, < v} .

1 1

gi £ est une fonction holomorphe au voisinage de I , pour tout a1 < r1

et tout a2 < r2 il existe une constante ¢ > 0 telle que f est holomorphe

dans ltouvert

£ - {(x+iy) € Cn+1/!(x?,a,.xn)] < a1,1xn+1l < ag’l(y1’°"’yn)’ < Ctyh+1| ’

o<yn+1<b§o

Démonstration du lemme 2 : Le coefficient dominant de g(z,7) est 1 donc si

z varie dans un compact, les zéros de =(z,t) restent dans un compact donc si

K est un compact de V :‘VT}RH , 11 existe k tel que

&0

wz,7) = 0,z € K => |g| ¢ k.
Par ailleurs, d'aprés la compacité de K , il existe » > 0 eb un nombre
1Y : b
fini de points X1,°,.,x tels que K< |J B(Xi,r) et |J B(xi,2r) <V .
De plus 11 existe e > 0 tel que B(Xi,r) + if=g,4+e] @V pour i =1,,,.D .
Plagons-nous dans une de ces boules que l'on peut supposer cenitrée en 0 et
appliquons le théordme 4.B & f(z,1) = ;I?%;j qui est holomorphe au voisinage de

L= {(z,%) ¢ /|x] <2r, |Rec| < k1, y =0, 0 < Mo ¢ o1} alows il

existe ¢ > 0 tel que f est défini sur L (donc mlz,v) £0 sur 1) avec
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L= {(z,7)/]x] < x,|Ret| < kd |y] < ¢|¥me], 0 < Yoo < et} .
or m(z,7) = 0 => |Ret| ¢ || ¢ k < kf et |Yme| ¢ [+] < X+t , done
x| < r,dme > 0,2(z,%) = 0 = c¢|Inc] ¢ |¥]| &
On répete 1'opération sur chaque boule B(xi,ar) et pour Ymz < 0 et on
obtient le lemme 2,

Traduction géométrique du lemme 1.

Posons A_ = fcec¢/3z = x+iy,|x] < ®r',|y| < s,Pm(z,C) = 0} .

Proposition 4,1 2 Si 1'cn conserve les notations du lemme {, il existe & > 0
tel que pour tout a < R' et tout e > 0 , tout hyperplan passant par le point
da N = (O,ta.,o,éa) , de normale dans AS coupe llensemble
N e, x =y =0}

D(a‘9€) = {z = X+iy E ®n/l(x1snoaﬁx )! < a,!(y1yon¢§y

Te=q T |

it

B'(0,a) + if]y'] ¢ €} .

Preuve ¢ I1 faut montrer la compatibilité des équations :

Re < z=6aN,C> = 0 X, =¥, = 0 IX”] {a }y’f < e,

sachant que ¢ € A done Pm(zgicf,icﬁ} = 0 done ]Cn} < clefnt]+let])

1 1

Soit xt € B?m tel que lx“l <a et x',8'> = g fg't et soit yv ¢ B?p

tel que |y']| < & et <y',n'> = g fnt

CXTL,ER> 4 <Y',nt> > g les] + § [nt] > Céa(SIn“f4-l€’l) y e T :

1 1

3 condition que (da o5 ’§E§?) donc I A1

ol

et (bdag < g done si & < inf(
tel que <AAXT,E'> = -=Q\YT,n'> + da Cn .
Done Ix',yt x| <a |y'| ¢ e tels que si =z = (x',0) + i(y',0)

<ReZ = 6aN9 C> =0 q_eecdc
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Démonstration du théoréme : Soient (F;)aEA des cbnes ouveris convexes de
- 0
Bn ! tels que les intérieurs I& de leurs polaires respectifs I& recouvrent
e
] 2 o

Rappelons que B'(0,a) = {x € ﬂ?j/xn = O}](X1,°.Q,Xnﬁ1nl< a}l ,
. + , . , - .
Puisque (x,=N) n'est pas dans s8v si x € K(a,s8)(k(a,8) désignant 1v'in-
térieur de l'enveloppe convexe de 3B'(0,a) et de i&aN), il existe un voisinage

VYV de XN dans SHM't

tel que : Vx € X(a,8) , YE €7, (x,%8) ¢ ssv .
Fixons M assez grand pour que, Ia désignant 1'ensemble

((ge)) €8 /In >0, e €12 ot g | < m), onait s

- o
st ovuv)u(u ).
a€A
8i T est le cbne ouvert convexe de polaire I , ona 3 T' =T ;agy = 0},
o o o o n

o ' .
Puisque ssvc U I, Jg € @((x(a,8)+ir )N@) , v = blg ) .

o o o o

oA ath

- o .
Puisque s oy 1 , dn .c@((B'(0,a)+ir' NGY , w.= E : b(h ).
wen @ o ® J @aa

Comme la direction 'iN ntest caractéristique pour ?(zgé/éz) en aucun

voint de B”(O,a)(, il existe pour « € A une solution fa: et une seule du

probldme de Cauchy Pfa(: ga “holomoryphe au
=) s | =hy(e') s 320,000
n « z =0 &

voisinage de {xn =y, =0, x'+iy" ¢ (B(0,a) + iF&)f}g’} .
Pour montrer que fa admet une valeur au bord dans ‘K(a,é) , nous

uhiliserons le lemme suivant :
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Lemme 3 ¢
Notation ¢ 81 T est un céue, r(e) désigne l'intersection de T et
de la boule B(0,e) .

I1 existe une constante &t > 0 vérifiant

1

Toute fonction f holomorphe au voisinage de B”(O,r)-kir(8> C:CnP X {O}

pour un g > 0 , un nombre r tel que O < r < a et un cbne ouvert convexe T

n=1 . s n
de R et qui a la propriété que, pour un cbne ouvert convexe T de R

contenant T' , Pf se prolonge holomorphiquement dans K(r,8') + ir(8> , Se
prolonge elle-méme dans un ouvert de type K(r,8%) + i;(e') , ; étant un cbne
convexe de Rn contenant ' et g' >0 ,

Admettons provisoirement le lemme, Scient an = a(1==%)(n > 2) et
B£ = B’(O,an) . Pour n » 2 , la fonction fa vérifie les hypothéses du lemme

pour v g=¢ >0 ,avec r=a , " =7" et T =1 ., Il existe donc ¢' > 0
n n o o n

et Fz cbne ouvert convexe de Rn centenant r& tels que foC soit holomorphe
. n m n . .
dans X 41 T ;) » On peut supposer que I' < T si mgn (cela résulte de
n o,(e!) «  a

la. démonstration du 1emme), fa est donc holomorphe dans 1'ouvert

U .<K(a1’l’69) + il“‘z

( ﬁ)) gui contient un ouvert de la forme (K(a,67)4-ir?)f\5
nyo INEy &

o @ est un voisinage complexe de K(a,&!) . Puisque r&<: Fif\an1 , on peut

aéfinir b(fm) et b(falz _O) . On & donc, en posant u =) , b(f(x) :
n a€A

P,=2 0(f ) =3 (g )=v

o €A o €A

B WRI(C- SN S mEICYR A

n o €A n n oA
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Preuve du lemme 3

1) goit D' une demi=droite contenue dans T* , Il existe une constante
¢ (0 <c<1) telle que pour tout y*' € D' , les boules B'(y',c|y'|) et
B(y“,CIy“l) sont contenues dans T' et T respectivement, D'éprés.le théoréme
de Cauch&=zbva1evski' précisé (th° 30101) ;s 1l existe une constante c¢ > 0 telle
que f soit holomorvhe dans B(x',ck) + iB(y',ck) (avec k = inf(cly”!fyrmlx"|)>
chaque fois que B'(y',cly']) = r%

(e)

ditions sont. réalisées si ly“i <v§'< 7%6 . Lorsque y*' € D', ]y'] <‘§ et

et que B(y',cly'|) < I(g) » Ces dewx con-

x! € B*(0,r) , £ est holomorphe dans B(x',ck) + iB(y',ck) ou
k = inf(Cly”lp‘le?l) .- Bn faisant varier x' et D' et en restreignant au

. . . . n
besoin ¢ , on voilt qu'il existe un cbne ouvert convexe P1 de R, contenant

' , et tel que f soit holomorphe dans un voisinage ouvert et convexe de

BV(O,I’) + iI‘1€ -
| (&)
2) scit y € I'' un vecteur de norme 1, Il existe une constante
(0 < p< %) telle que {ly'=ay] < apl soit contenu dans ' pour tout A > 0,
Dtaprés la traduction géométrique du lemme 1 (prop. 4.1) si n >0, tout
hyperplan de normale appartenant a Ar et passant par O6rN coupe
]

B (0,r) + i {|y*] <} .

En transformant cette situation par translation et homothétie, on obtient :

Tout hyperplan de normale dans Aa et passant par uorN + i%*y coupe

(a)

1'ensemble B*(0,r) + i{ly“-—%yl < pa} @ B (0,r) + ir! (car 0 < p<d).
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3) Soient C(a,y) 1tintérieur de l'enveloppe convexe de

(B‘(O,r) + ir(a) et du point pérN + lay , @ = U . C(a,y) , &' un nombre

0< a<—2-

fixé tel que 0 < & < ud , Xo ¢ x(r,s7) s B o le sous~espace de cn d'équa~
, x

. o] . 0 o} n ‘s
tions x =x (1,9, x1« X?"“Xn = xn s ¥ ER ) et Q 0= Q(\E,O . Designons

x h'd
s , pér-x2 X
par &% l'homothétie de centre pdrN + lay et de rapport _735?‘ . Puisque
o
e Sy
¥ o
Xo € K(r,é ) on a @ " > 3 > 0.

. 1 1 .
Q contient 1l'ensemble U 9% (r ) . Or, U 3@ (T ) contient
x° 0<acg (a) o<ag ° (a)

un ouvert de la forme rzsg) pour un ' > O (on peut prendre

' o~ ~ ows
0< et < g(i - i%;))‘ et un cbne ouvert convexe T'' tel que T'N Rp ! contienne

Tt (en effet, le cbne P1nzﬁm“1 contient T') ,

4) Avec le nombre &' > 0 fixé au 3), montrons que si ?f est holo-
morphe dans »K(r,é‘) + i?(e) , £ se prolonge & K(r,8') + i;<€') . I et ';’
contiennent TI* , leur intersection ; = Ff};“ est non vide et clest donc un
cdne ouvert convexe de R contenant I , Soient x_ € k(r,s') ,

Cx (m,y) = C(m,y),ﬂ{xo+i;} et D(Xo,a,y) 1ltintérieur de l'enveloppe convexe de

o)

(Bﬁ(o,r)-+ir(a)) et de Cxo(a,y) . Par comstruction, D(xo,a,y) est contenu dans
¢la,y) et Pf est holomorphe dans ﬁ(xo,a,y) . Si z = x¢iy € D(Xo,a,y) , on a
|7] ¢ @ et les directions caractéristiques de P en un point de D(Xo,m,y)
appartiennent a Aa,° Dfaprds 2), tout hyperplan caractéristigue coupant
D(xo,a,y) coupe aussi (B“(O,r) + irza)) et d'apres 1), £ est holomoryhe au
voisinage de B!(0,r) = ir?

(o) * BEn appliquant le théoréme %,2,1, on obtient un

prolongement holomorphe de £ & D(xo,a,y) . £ est donc holomorthe dans 1lfouvert



V= U D(Xo,a,y) . Par définition de D(Xo,a,y) , llouvert V{\EX

£
O<a<2

xoex(r, 8*)

ol

contient 1touvert T

(e*)

o

et f est donc holomorphe dans XK{(r,8') + iT

68,

(er) °
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Partie IT ¢ Microfonctions et équations pseudo~différentielles,

1. Definition des microfonctions,

1.1 Introduction : le faisceau P/, .

t.1.1 3 Proposition 1,1.1.

a) Le préfaisceau w b (XP est un faisceau de base R .

w_

b) Ce faisceau est flasque,
Bl )

Démonstration : a) Soient = iLéI w3 et vy Em;) telles que s

\V’(l,J) € IxI, ui’ =ujlz (wij =wiﬂ wj) s
) w
ij ij
Pour i € I , soit ﬁi Gﬁ(wi) un représentant de U .
Les fonctions q’ij = ui-—u.j sont analytiques dans wij et,
Vi,j, keI, ‘1’13 +¢jk+ q)ki:O dans wijk‘
(q’ij)(i,j)EI? est done un 1=cocycle et? le faisceau OU étant cohomologique=-

ment trivial (q 1 , Hq(w,(m) =0) , il existe des fonctions b; € O(I(Wl)

.. 2
telles que : VY (i,j) €I ’ big = (q’i"‘[’j)lwij *

Il

Py o 2 o ~
Dong, V(:L,J) €T ?ui"[’i uj=¢j dans wij o

Si V. = t.=¢. € Blw. V. est un représentant de u. et isque V., =¥
; =o€ Blw) , ¥, P ; ef, puisque ¥,

J
dans W55 il existe une section ¥ € B(w) telle que :Vi €1, {r'l = x7i .
W
- l )
. - Bw) ;
gi v est 1'image cancnique de Vv dans @ on a donc ¢ i €I v =V,
g Q[ 6[42(,05 9 ]wl i

% est donc un faisceau,

o) s g () e

b)% est flasque. Soit wu €

, . ° “ Il
représentant de wu , il existe un prolongement v de U & R , car ‘B est
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n
flasque, 81 v est 1'image de v dans @_(_@__2 ,oma V| =u et v| =u,v
(%(Rn) 0] lw

est donc un prolongement de u a R .

1.1.2 : Décomposition de g en dimension 1,

Soient o C R1 et u E‘B(w) . Il existe un voisinage complexe o de w
+ + N _
et des fonctions f € 0((w+iR )N &) telles que : u = b(£™) = b(£7) .

8i u =0, il existe une fonction ¢ holomorphe dans ®w qui prolonge ¥ et

f -

+
Désignons par ‘B—(w) l'ensemble des éléments de ‘B(w) valeur au bord

+
dtune fonction holomorphe dans (w+iR )N @ . D'apres les remarques précédentes,

B(w)

N o
O—G(-J) est somme directe de ‘%(%-’)—) et de ? (w)

Oiw) °
Cette décomposition correspond & celle du spectre singulier de u en
B _B .8
éléments de type (x,+1) et (x,~1) et la somme directe & =% @g peut

&tre considérée comme un faisceau de base R X {—1,+1} . Le paragraphe suivant

généralise cette construction,

1,2 Microfonctions et valeurs au bord (cf Sato-Kawai-Kashiwara [10])°

Définition : Soit U wun ouvert de R- x S| . On pose :

o) -  B(R") ]
fu e ®(R")|ss(u)Nu =g}

Théordtme 1.2.1

B(w)
u € Blw)|ssuiv=9¢} °

1) 8i U<:w><Snm1 ’ E(U)={

. n N1 [
2) 81 w est un ouvert de R , ®Blw x s ) =%%)% .

3) si u €B®(w) , on associe & u son image canonique U dans %(-wxsnwj)o



e

Alors deux éléments uq et U‘g de B(w) ont méme image si et seulement si

w, -, est analytique dans w , On a de plus ¢ 8S(u) = supp @ .

Démonstration : 1) Notons proviscirement ‘@? (U) 1e quotient

8(w)
[ue@lw)[Ssunv=g] °

si u EB(U) , soit u ¢ 8(®") un représentant de u et u! 1'image de
u " dans Ey(U) . Liapplication wu+ u' est bien définie car si v ¢ B(RY) et
unssv = ¢ , U”SS(V|m> =d.

si u' ¢ €(u), soit u' € ®lw) un représentant de u' , w € B(R") wn
prolongement de u' & R?l et u 1'image de u dans ¥(U) . Liapplication k
ut > u est bien définie (i,e, ne dépend ni des représentants ni des prolonge-
ments choisis) car si v € @lw) et uvnss(v) = Qf , ona Unss(v) = ¢ pour
tout prolongement v € B({Rn) de v (la section de 8Sv au-dessus d'un point
VX € w ne dépend que de la restriction de v & un voisinage arbitraire de x ,
w par exemple)a

Bnfin, les applications uwr u® et u' s+ u sont évidemment des bijections
réciproques et B(U) = € (V) .

2)si U=wxs |

» fu e 8lw|ssuny = ¢} =
, =1, &
fu € 8(w)ssu = g} =%(w) et par conséquent Blw x g ') ﬂﬂg% .
%) Dlaprés 2), u, et u, € B(w) cent méme image dans
Bw x Sm~1) si et seulement si u, =, € Wlw) .

31 U est un ouvert de w x Sn—=1 et u € B(w) estun représentant de

weoxs™), onac
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=0&= SSullU=9¢ .

Supp uNU = @ &= HZU

1

. - Lo »
Les fermés SSu et suppu de w x 8 sont done égaux,

Théordéme 1,2,2 ¢ Le préfaisceau U+ Q(U) est un faisceau flasque de base
T}

1n
R X8 N

Démonstration 3 Avec lg définition choisie ci-dessus, il est certainement
¢

trés difficile de montrer que ¥ est un faisceau, Par contre, on voit facile-
ment que § est flasque., En effet, si € @(Rn) est un représentant de

= B(r")
u € Q(U) , Liimage de u dans Tt est un prolongement de wu ,
r)

Dang S.K.X, [10}, on introduit dfabord, par voie cohemologique, un faliscean
¥, puis on démontre (ce qui n'est pas facile) que B est flasque, et enfin que
8(U) est l'espace défini ci-dessus,

s o n . :
Théorsme 1.2.% ¢ Soient w un ouvert de R et 1 wune partie fermée et

1

i .
propre de S , polaire de T , On a alcrs 3

o O(wiior)

fu E‘@(mxSnw1)lsuppuc:mx I} W .

)

Démonstration ¢ Soit u € B(‘w) un représentant de u € Blw x S.nm’) m%% |
Dlaprés le théordme 1.2,1, supp u = SSu et il suffit de démontrer le

Lemme : Soit I une partie fermée et propre de Snﬁ, , polaire du clne
ouvert convexe T , Alors Ofwiior) 2 (v € Blw)|ssv cw x I} .

Preuve du lemme : Soit (I_) un systéme fondamental de voisinages fermés

n néeN
et propres de I , avec TSI, soit (mn) une famille croissante %oy~
verts tels que w, cc O et = n{é}w wn‘ .

0
Puisque @ X Iﬁ{1 recouvre 3S8v , on a pour tout n g
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w

V'i X

=t ) avec £ e0((u+r )n{ly | <e}) (avec I’Z =1) .

On peut de plus supposer que la sulte (gn) est décroissante,

Si myan yona vl“’n = b(fn) = b(fm) . Donec, si Qp = (@p+i§’_p}ﬁ {ly] < gp} f

fn et f’m coincident dans Qnﬂ Qm et cette intersection est connexe, lLa

suite (f ) _ définit donc un élément unique £ de & U Q) .
n'neN neil n

on a alors : u = b(f) et £ € @(y+ioT) .

1.2.4 : Précisions sur le théoréme de décomposition,

1) Lemme : Soit & un faisceau flasgue de base X et solent F1,609Fn

des fermés de X . 8i u €%(X) et si suppu cF,U .eeUF , il exisfe alors

I .
3 =4
Upseaely € F(x) tels que u = ?;10 u, et suppu, CF, .

Démonstration : Par récurrence, on se raméne au cas ol n = 2 .,
— 3

Vv =u sur X\F1
soit v €F(x \(F1HF2)) défini par
. v

it

0 sur X\}?’2

@& &tant flasque, v se prolonge en ¥ € F(x) .

2

gi u1==u~{? et u =%, on a bien u:u1+u2

et supp w, P, (car

¥ =u sur X\F1) , supp u, < F, (car ¥ =v =0 sur X\Fz) .

2) Théordme 1.2.4 : Soient  wun ouvert de Rﬂ , (1), . une famille de
I R GyReat

. . n
cbnes ouverts convexes non vides de R et u € glw) telle que :

n
o]
ssuc U wxTI. .
J=1

Tl existe alors des fonctions fj € 6(w+ioz*j) telles que :

n
w=)  b(E) .
1=
Démonstration : Soit w 1'imsge de u dans Blw x s - 8(w) Dlaprds
R ——— e —— m o
n
le théoréme 1,2.1, Suppu =8SSuc J w x I’g R

J=1
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Dlapres le lemme, il existe v1,,,,,vIl € elw x Sn==1) (g est flasque)

n
telles que : 1 = Z: v'j et supp vj C wX 1"3 . 81 uj € B(w) est un représen—
J=1

tant de Vj . SSuj = supp vj W X Tg . Donc (théoreme 152,3), il existe une

fonction fj € (?(m+iorj) telle que uy = b(fj) .

n
L'image de u - E u, dans B x Sn—1) étant nulle, il existe une
fonction f € Ob(m) telle que u =7f + E uj o 81 f est un prolongement holo-

J=1

morphe de f & un voisinage complexe de ‘w s On a
o~ n ~
u = b(f1+f) & %’__:2 b(fj) , f1+f € @(w+1or1)

£, € 9(w+iorj) ¢ ien) .

1.3 Propriétés élémentaires des microfonctions : opérateurs différentiels,
traces, intégration le long des fibres et preduit tensoriel,

1.3.1 ¢ Opérateurs différentiels,

soit P(X,DX) =) a (X)D; un opérateur différentiel & coefficients
T,

1

analytiques dans [Rn . Soit U wun ouvert de [Rn X Sn_ . Puisque, pour

u € 8(R"Y) , SSPu est contenu dans SSu , l'application u e Pu((B(iRn) »@(IRH))

6(R") -
fue 8(r") |ssunu=g}

définit par passage au quotient une application de B(y) =

dans €(U) , que l'on notera encore P,

Remargue ¢ Si P est un opérateur différentiel dans un ouvert  de [Rn

et U un ouvert de X Snm1 , P définit de méme une application de 8 (vu)

6o)
u€B(w)lssunv=gj’ °

dans B(y) (car ®(vu) ={
13392 :_T_],f‘_g,’g_g,

On démontre dans [10] le théordme suivant :
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-1

Théoréme 1,3.2 2 Scient U wun ouvert de RY x g et u wune microfonc-

tion définie dans un voisinage ouvert de {(x,0;%,t) € RY « Sp+qm1l(x,g) € U}
et telle que la projection g5 3 (X,O;@,z)s» (X,§>‘ soit propre sur le support

de u ., On peut alors définir "de fagon naturelle® la restriction de u &

P 1 , microfonction sur U notée u . On a de plus :
Rpxqu

supp v o ﬁ(supp u) . Cette notion de trace est compatible avec la

gY x s

notion de trace des hyperfonctions (au sens précisé ci-dessous),

R xS

b) Compatibilité avec les hyperfonctions :

Soient  un ouvert de Rp+q , u € Blw) telle que
SSu,ﬂ{(x,O;O,T)l(X,O) €w et 1 € SQ_T} soit vide et U 1'image de u dans

% (w x Sp+q—1) . On sait que 1l'on peut définir 1'hyperfonction u o
R

2 RY x 5T est alors définie,

Montrons que la restriction de { &

Pulsque SSu = supp 4 , lfhypothdse faite sur 8Su montre qu'il existe un réel

a (0<a<1) tel que s {(x,058,7) € supp 4} = {(x,05ne,p7)]E € &7,

zesT %% =1 et [p <al.

Par définition, 1~ (x,£) = {{x,0508,p%) | € s, xng =1 et A #£0}.

1

Si K est un compact de Rp ) Sp“ s nui(K)ﬂ supp © est donc llimage du

compact XK X s {(nn) € B?]x2+g? =1 et |yl ¢ al par l'application con-
tinue ((x,g),t,(x,p))+» (xgchg,px) . nn1(K)n‘supp‘ﬁ est donc un compact de

Rp+q X S:E)J"q'm1 et 1'application g étant propre sur supp 4 , on peut définir

=2

» La compatibilité affirme que le diagramme suivant est commutatif

Rpxs?ﬁ
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4

N
@)

Rpxspn —_IRR

S ¢—— o

1 =

1.3.3 ¢ Intégration le long des fibres,

On démontre dans [10] P. 294 le

1

Téoréme 1.3.,3 : Solent U wun ouvert de RY x s et uw une microfonc-

tion définie dans un voisinage ouvert de {(X,t;g,o) € Rp+q X Sp+qm1l(x,§) €U

et T ¢ Rq} . 81 1'application x : (x,t)le x est propre sur supp uf]Rp+q ’

on peut définir "de facon naturelle" 1'intégrale f‘ u(X,t)dt , microfonction
Rq

sur U , Cette notion d'intégrale le long des fibres est compatible avec la

notion analogue pour les hyperfonctions,

b) Compatibilité avec les hyperfonctions

1Y

Soient ¢ un ouvert de R- , u € BQn><Rq) une hyperfonction telle que

l'application 5 : (x,%t)r x soit propre sur le support de u et & l'image

P+q-1)

de u dans B((un<Rq) %X 8 On sait que 1l'on peut définir 1thyperfonc-—

tion ‘[ ulx,t)at . Puisque 8Su est contenu dans supp u X Sp-'_qf=1 9

P+9-1

supp 4 = SSu est contenu dans supp u x S et l'application g est

prq . On peut donc définir la microfonction

propre sur supp UNR
‘[ a ﬁ(x,t)dt € 8(m><sph1) et la compatibilité affirme que 1le diagramme suivant
R

est commutatif :
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B8( xrY) du >fq u(x,t)dt € B(w)
R

-1 ~— 1
B((wxRrY) x ™) 3 ¢ -—>f RRCRILL =f L 5t € g xs¥ 1)
R R

1.3.4 ¢ Produit tensoriel.

P. p.—1
Soient U, des ouverts de R ~ x 8 et u; € B(Ui) (1 =1,2).
| DD, PP ’
Désignons par U1 R U2 1touvert de R X 8 défini par :
U U, = {(x,,x 30 e 08 )| (x,E) €U, (i=1,2), (\,\) €RS , 322 = 1)
172 17727 M= 2R T e i’ A R B ’

.
si A ¢ 8(R l) , on sait que SSV1 R v, (e SSV_1 ® ssv,. . Ltapplication

2

(V1 v

' P, v, P,+D,
2) = v1 ®v2 BR ') x8(R <) - 8(R )) définit donc par passage au

quotient une application bilindaire de 8(U1) X ‘6('02) dans 3(U1 ®U2) , que

1l%on notera encore Q. u.1 Ru, € l?(U1 ®U2) est le produit tensoriel des

2

microfonctions u.1 et u2 o

2 Opérateurs. pseudo—~différentiels dans le domaine complexe,

2.1 Introduction,

Opérateurs différentiels dans le domaine complexe

I1 existe des opérateurs dlordre infini qui opéerent sur les fonctions

holomoryphes ¢

(o]

. . d\n
Exemple en dimension 1 P(Z,DZ) = E an(z)(a;) o
Soit f ¢ G'(w) zZ et p tels que {z € C/]z—zo] < p} C W o

Alors 30> 0 telque ¥nen [D(z )| ¢ nlpg xC.

Donc P(z,DZ) opere sur les fonctions holomorphes & condition que : Y e > 0

n

tel que sup ]an(z)l £.C —_— Vo ew.

Y K compact de w 3IC 2
& € 26K €,K n!

» K



78.

D
: 7 \ . . N
Par exemple e n'opere pas sur les fonctions holomorphes contrairement 3

V] =1 gy @

Wous avons vu (§ 1.%1) que les opérateurs différentiels operent sur les
microfonctions par ltintermédiaire des fonctions holomorphes,

Il en sera de méme pour les opérateurs pseudo-différentiels et clest

pourquoi nous allons étudier les opérateurs pseudo-différentiels dans le

domaine complexe,

2.2 Définition des opérateurs pseudo-différentiels,

Définition 2,2,.1 ¢ On appelle symbole ou opérateur pseudo-différentiel

dans un ouvert U de mn X Png1 (Pn“1 est 1l'espace projectif complexe de
+OO

dimension n-1) la donnée d'une somme formelle P(z,c) = Zi: Pk(z,c) ol les
1{,:==00

Pk vérifient :

1

(1) soit =z €" x ¢ \{o} »¢" x P 1la projection canomique et

~

U = ﬂj1(U) alors Pk(z,c) est défini et holomorphe dans U .
(2) Pk(z,C)E'est homogene de degré k en ¢ ,

ie. NAET =¢ \{o} Pk(Z,?\C) = kak(z,c) .

~

(3) a) YK compact de U VNYe >0 308K>o tel que
?

n
N(z,z) € K Vn 30 ]Pn(z,g}l <o 5.

b) YK compact de U 3 Cp > 0 tel que
Naoyo o Nz ex |2 (z,0)] ¢ ()™,

Définition 2,2.2 : P(z,C) est un opérateur dtordre fini m si WYk > m

Pk(z,c) =0 , Socit Q?(w) lt'ensemble des opérateurs pseudo~différentiels
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définis sur ltouvert  de G? X Pn“1 s

. . . . n Tl P
On obtient ainsi le faisceau & sur € x P 1 des opérateurs pseudo-

différentiels,

Remarque s Si n » 2 , les seuls opérateurs pseudo-différentiels globaux

1

n n— . P has n
sur € X P (i,e, définis sur un ouvert « x P L , wc= €) sont les

opérateurs différentiels,
En effet s Pixons Z, €03 Pk(zo,c) est holomorthe sur @ \{o}

donc si n 3y 2 Pk(zo,c) se prolonge holomorphiquement Y Cn , Or Pk est

homogene de degré k donc
-si k<o P(s,8) =0
-»si k>0 Pk(zo,c) est un polyndme homogéne de degré k en [ .

Donc P(z,r) = Z:: Pa(z)ga' et dtapreés les relations (3) de la défini-

OC1>/0,ooa,0'n>/o
A=\0,00s0
1 n

tion 1 on voit que P est un opérateur différentiel opérant sur les fonctions

holomorphes par s

2(2,0,)£(2) = T ® (2)()%(2) .

2.3 Développement d'un opérateur pseudo-différentiel au voisinage d'un point
(z,,c,) de ¢x P!,

La définition des pseudo-différentiels est invariante par transformation
linéaire donc on peut choisir une base telle que Zo =0 et Co = (O,w.o90,1).
P(z,t) est défini au voisinage de (zo,co) dans @ X an1 donc en

particulier sur U = {lz] ¢ a ,lcj! < chm] J= 1;.°°,m—1} dans ¢ x ¢ \ {0}

=5 g
P (z,8) = ¢ P (2 ' 1) .
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t
Pk(z ,%— , 1) est une fonction holomorphe de
-

X

définie dans un poly-

o3

s

disque de rayon K de CHF1 donec

k [N ! o
Pleicg) =g T g @E -y @ ]

n n S 50 , n
061/OoooOan1/ Il— 04 }O - .
aq:(a1,ooc9an_1?
avec A, (z) Klasl] < sup |p,(z,2)] V=2 €H pour H compact,
K a z€H ko
AR
Posons o, = k- xa“| o = (a1f°°°?an=1,an) et ]al ='oc1+...+ocn

(an peut &tre négatif donec !al peut &tre négatif)

Pk(z,c) = a (Z)COC en posant a (z)
e °‘
a ® e 0 ' >O

1

d'ol finalement g

1l

P(z,c) = Zij a (z)c”

a
Oﬁ——_-(OC ,QQ’,“n)
a.12095009(x 1>O
a GZﬁ
n
avec les majorations suivantes, pour =z appartenant

& un compact

]

o ad 1 €
Ve,3c~si |of 30 e, (2)] < Ce ael el Tt
3001 laf <0 [a ()] ¢ olel Ll

o xl®

2.4 Action des opérateurs pseudo-différentiels sur les microfonctions
holomorphes,

Soit g 1'hyperplan de ¢ dt*équation {zn =0} et w wun ouvert de

-

Notons 9fn_ (w) liensemblie des germes de fonctions multiformes sur les
¢z

ensembles @\w , pour & voisinage de  dans Cn , telles que de plus
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h(z',zn) = f(z“,zne2ln) -

f(z',zn) soit holomorphe sur @ .

It

(codimCZ 1 dans (L‘n donc on peut "faire le tour" de  dans @ , clest-d~

. PP 2iw 5 ”
dire définir (z”,zne ) sur le revétement universel de & w) .

goit  @(w) 1'espace des germes de fonctions holomorphes au voisinage

Définition : Le falsceau des "microfonctions holomorphes" est défini sur

Z" pour tout ouvert @ de : par 3
g . ()

b
\gcn]z(w)z Gl

Soit f wune fonection multiforme sur un ensemble w\w , dont le germe

appartient & F et soit n(z',z ) = f(z',z e21n) - (2,2 ) ,
(En{Z n “n "“n

log Zn

? _ ¥ -
g(z 9Zn) = f(z ,‘Zn) h<z,szn) * " 3in

2i 2i7
g(z'.,zne n) - g(z?,zn) = f(z’,zne ﬂ;) - f(z“,zn) - h(z’,zn) =0 .

Donc g est une fonction uniforme sur @& \w donc elle a un développement de

Laurent : g(z) = o (z“)zk , o (z') € Olw) .
€ % k n’ "k

h est holomorphe sur & donc a un développement de Taylor :

n(z) =37 g, (2t)a"
% k n
log z,

f(zw’,zn> = Z ak(zv)zrlf + : Bk(zw) lei 2ig  °

kez ken

)4 0 (m) = @n (w)/a,(m) donc tout élément de ¥ - (w) a une représentation
¢z ¢ |z ¢z
3 ° o ] e __1_ ] k 5 ¢ k
unigque : f(z ,zn) k< g Bk(z ) Zn log z, + k:<2 ak(z )zn o
7 >
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Notation : 1) Si A€ R = {=1,000sNyea0} @(\('s) —2'*;5 f—%—% , ol

est la fonction d'Buler,

=1
T

;::L log 1 .
211 ( -A=1 )

%) 81 £ € Z on note é(ﬂ)(zn) 11é1ément de B ﬁ! associé 3 @
S DN

2)si (-\) em @}\('E) =
e

On vérifie immédiatement que -% @,i\('c) =@ (1) +f(g) ou £ estun

de A1

58z ) = 61 (a )

polynéme en 1 , donc

&

dz
n

On a donc pour tout é1lément de B f) (w) wune représentation unique
¢ iz

;‘.‘v(z';gzn) = Z c;k(z*)(@k(zn> P
avec - si k}, 0 ¢ (z ) = (= 1) (2115) a_ ?(Z’) ¢ B(w)
&1 k<0 cxk(z‘) =={=k=1)1 s“kmg(z*) € Hw) .
La série Z cxk(z‘)zi converge si 1511! % 0 done

k<o
Ye>0 VK compact de w Jc K> 0 tel que sup lak(z,)l <c e—"k

€ z' €K &K
b,k X ,
done  sup {c (z9)] ¢ ;;’ £ ¥k » 0.
z' €KX :
La série Z 6}:(2 )z converge si !znl < p pour un p fixé done VXK
k3o G
k
compact de w Hok > 0 tel que sup !Qk(z )«
zt €K p
. Y |
donc YX compact de w 3JC 31 tel que sup Ick(z’)} < (=k=1)1C Yk

z? €X

(¢ = sup(1,1/p)) ©
Nous avons donc montré la proposition suivante

Proposition 2,4.1 3 Tout élément £ de @ n] (w) a une représentation
[ I

unique s

£(at,a) = 17 o (a6 (z)

kez
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avec ¢ pour tout compact K de w et tout & > 0, il existe C_ et C

K K,e

tels que

Cc,x k
CK >0 et Yk3»0 sup]ck(z“)lg—-l%’_—g

'€ 2! €K ‘
3 ~k=1
Gy 1 et Yk<O sup |c, (2')] ¢ (=k)t¢ .
K ; k k
z'€X

Montrons comment les opérateurs pseudo-différentiels opérent sur § :

¢z
Soit  un ouvert de I = {z ¢ (Iln/zn =0} et soit P(z,g) un opérateur
pseudo~différentiel défini au voisinage du fibré projectif normal & w , i.e.
s n . n-1
au voilsinage de {(z,c) € ¢ xP / zn =0z' €w; z;1 =hee= Cn-‘l = o} .

Localement P peut &tre développé comme au paragraphe 3,

Donc il existe des (wi)iel avec @ = U w; et sur chaque w; onaun
1€l
développement P(z,l;) = Z aa(z)(;a valable pour z € Z:;i voisinage de
“1“‘%—1)0
a €7
w. dans (ﬁn .

En développant les a en série entiére au voisinage de W on obtient :
- :

_ : ki oy k. ke vy _ 1(0 1k :
o) =TT at e ) = o)
a1500an_1 -
k>o @, €7
? 4 7z ,I o , . '
Un élément u de Ecnlz(wi) stéerit u(z ,znA) = szgz cj(z )®j(zn) s

Définition ¢ On pose :

> \*n
a) ('é“z-;l) @J.(Zn) = @j+oc (Zn) pour o € Z.

n

(si a, > 0, la définition cofncide avec la dérivation classique de la fonc-
tion ®j(zn)) o

Donc (S-Z;l)anu(z_',zn) =E cj(zﬂ)@j_m (zn) = E c.

(z*)2.(z ) .
3z 0 ez 9% - n
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v) ()% ulatz) = 70 (550 e, (at)e, (a,)

J€z

(dérivation termé & terme de la série),

k | (=g=14%)1 C
O) Zn @J.(Zn) = W ®j4=k(zn) [SHR J <o

4 (=1) TE"EJT @j=k<zn) si  j > k

0 si 0¢J<k
(c'est la multiplication de ®j comme fonction de z, par: zi modulo les
fonctions holomorphes)°

On a dong @

p(5,0,) u(styn) = T2 a,(at) o.(s) = T a,(e)619(a)

jez JjEez

avec ¢ > si J <O dj(z”) = z:: o a (Z )(bzg)
Oc1ao.06n_1/
o €Z ogk<=]
' (50
. k d \al (=1)7(3+k)!
- 1) — 1) (2 ? A NI
si 330 dj(z ) Z:: aa(z )(az*) cj+k—a,(z ) % T
O osoll >0 n
1 n=1
a €Z ko
n

i Uc w; et si suppucU alors supp Pu U , donc on peut définir

P sur @ n (w) en appliquant P localement,

¢ IZ pseudo-différen~

Théoreéme 2.,4,1 : Soient w ouvert de I , P(z,g) un opérateur

tiel défini au voisinage du fibré projectif normal & w et soit u Ele (0)o
¢z
Alors P(z, D, )u € @ (w)
o]z .
a) si u ¢ an (w) alors (g%—)aﬁ u € Ezn ,(w) °
(i B n ¢z
(J) Cs X k
Bn effet s u =3 c (zv) & (z ) avec sup lc (zt )| —= ¢ k30
z' €KX
sup le (27)] < (=k)'C k<O

z' €K
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) 53) . 2t) = ¢ o
Pu.—;}jdj(z)é (zn) ave dj( ) = jmocn( ) .

Sauf pour un nombre fini de terme, j est du méme signe que jmcxn

°

C Ke‘j—?mﬁ
gi 3 et 3= sont S 0, sup |d.(z')] ¢ —&t= <
S st 3 er gy eent >0, ewp |0 <o <
N - ) '
<= x x & 3 o
3t £, K J=a,
o % (2)9 [3y%n 1
31/ )Y ¢ 35 done sup |d.(z')] ¢ C -5~ (2) T =,
n aiex 9 €, X Jh € 59
Ocn 1 an 1
8i j - oo j == -0 donc 3I¢C te Qo \{33 _— ¢ O
J J
2 3 2
sup la.(z*)] < C* K'(*%%L
z' €K J & ’
done Y3ji3>o sup ]da(z“)l g Ct =7 e
Z?GK J 8/2’KJ°
J=a >0
1

81 j et jma_  sont ¢ 0, sup |d.(z2')] ¢ ("”J'HX )’C :H-csn 1
n ZQEK 3

=)t '"3'1‘&:0_’"! N mo‘ an
< (=3)tcy  (=gaa )

En changeant la constanke : sup [d.(z*)i‘ £ (uj)!(C;{)nJﬁ N
z' €K

Avec de nouvelles constantes les majorations sont vraies pour tous les

2

> '

et done (w)
0% n

¢l

b)si we® (w) alors ( )OCQ ¢ (u) .
¢z b

En effet si les Gj restent dans un compact X on a dtaprés la formule

de Cauchy

3

[Go™ eyl ¢ ooy x g loy(s1)] - avee o no aépontant

2! €K gue de K,

H
Donc si u € § 0 (0) (_5%?)05 E ( )a G, (z )@ (z ) est aussi dans cet

¢ I z engenble,
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c)u€g 0 () => zi u € g:n (w) : la démonstration est la mdme
¢ |z ¢z

gutau (a)&

2.5 Action sur les fonction$ holomorvhes.,

Soient @ un ouvert de ¥ et P un opérateur pseudo-différentiel défini
‘ N 4
au voisinage du fibré projectif normal de w , Pw . Si f est holomorphe au
voisinagelde w , on désigne par §;$ 2<f) la éolution du probléme de Cauchy :

n?
£

(=]
o3
il

Ainsi, pour k entier » 1 , ﬁ;k E(f) est la k' yprimitive de f ypar
, .
rapport & 5 qui s'annule sur I ainsi que ses (3%1) premiéres dérivées
‘par rapport A Z, e

Si P= Z:: aa(z)D“ , on définit un opérateur P

5 par
a?f"'an~1>0 .
.Pz(f) = z:z ) aa(z) Dzz Dzn,z(f) , en convenant gque
“3"*'“nwg>° n
. Z(f) = D z? si a >0

f(z)log z ~est un élément de B " (w) et se met sous la forme :

¢z
f(z)log 7 =3 o, (zt ) z 1og z, =3y, 5 (Z ) 2, (Z )
z}o ' A<= .
‘avec f (z ) = w2ig(~ 1wz)* z(zﬁ) pour 4 £ -1 .
. ‘
~ n
Done, D_ (f(z)10g Zn> = - z:: 2im(~1~£)ta_ ( ) Q.. (Zn)
n e :
== 3 2in(-1-ra )’ 5 () .
AR V“n; b

8 o, > 0, il en résulte l'égalité sulvante, modulo les couches multiples

. Py ' ’ ? .
(i.e. les éléments de gjn (@) de la forme z:: yk(z ) "ﬁ) :

¢z . k>0 0
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&, (£+qn)! 0 o,
D, (£(z)1log zn) - iy Ranll- VI log z = (Log zn).(DZ ) .
n . 220 ) . ‘n LR : n -
si <o, D™= m(z—lap]){ ' 2% 1og 2
%y > Yz T A “g-|a l n ~08 %y e
no £ an‘ ' n :
(o=a_|)! .
or, SN S z” est la la leme primitive de f qui
£l ﬂ-la ] n
£> @, ] n
stanmule sur ¥ (% = {zn =0}) avec ses ([an|—1) premidres dérivées,

a o ’
. n n
ponc, si « <O, D f log z = (10g Zn).DZ ,Z(f) .
n . : n’
Or, P(f(z)1log zn) stécrit dtune facgon et d'une seule :
P(f log zn) = g(z)log z, + couches multiples, avec g holomorphe au
voisinage de .
' ) %y
D'autre part, D_ (£(z)1log (zn)) =D, Z(f) (Log Zn)'+ couches multiples,
n : n ’ .
dfapres le calcul qui précede, Il résulte de 1'unicité du développement de

P(f log zn) que :

Pz(f) = g P(f(z)log zn) = g(z)log zn + couches multiples,

Le point de vue du §2.4 est donc plus général que celui du §2.5 (on ne
perd pas d'informations sur les couches multiples).

2,6 Btude algébrigue des opérateurs pseudo—différentiels, Compos1tlon,
Adjoint, Changement de coordonnées,

On trouvera une démonstration compléte des résultats de ce paragraphe

dans : Sato=Kawai-Kashiwara E?O], Pe 344, § 1.5,

1) Composition,

Soit U wun ouvert de ¢ X Pn_1 > P(Z,D ) et Q(Z,D ) des éléments de

p(v) . si P(z,c)=§ b (5,0) et o) = Q,(3,8) , on pose :
) 00 . jm—

1 ¢ 0
Rm(Z,C) = é%g\ 2 (SE) P ( )
k}l—lay=m

le L d
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+4o0
soit. R =7 | R (3,0) .
=00 .
400
Théoreéme 2.6.1 : La série formelle }:: Rm(z,c) définit un opérateur
) .
pseudo-différentiel appartenant 3 P(U) et noté PoQ . Soient £ wun hyper-
*
plan tel que PTc U, w un ouvert de % et u un élément de 811 (w) .
¢ |z
On a alors 1l'égalité :
Ru = (PoQ)u = P[qu] dans ‘gnl .
o1

Démonstration : 1) 8i P et Q sont des opérateurs différentiels d'ordre

fini, la formule de ILeibniz montre que l'opérateur : ur P[Qu] a pour symbole
PoQ . Par lindarité, et sous réserve de convergence, on est ramené au cas ol
P = Dg avec @, <0 et Q= b(z)ﬂi . On peut développer b(z) en série
entidre par rapport & z b(z) = %;g bz(z')zﬁ . Toujours sous réserve de

convergence, on est ramené au cas o P = Dz (an < O) et Q = b(z')zﬁbg 5

Q

Puisque Dzn commuite avec DZ ’°°°Dz ’21’°°°Zn91 , 11 suffit de démontrer
n 1 N1 .
+a, I Bn /
la proposition pour P = DZ et Q= z Dz o Soient Q = 2 et
8 n n 1
Q. =D . . On vérifie que pour u ¢ s QU = Q [Q u] = (Q <>Q2)(u) . Donc,
2 Z Can _ 172 1 _

si P(Q1u) = (P<3Q1)u , on a s
Plau) = B(q, (Qu)) = (P0Q1)(Q2u) = [(P0Q1) 0Q,Ju=[Po (Q1 0Q,)]u
(1rassociativité de o s'établit par vérification directe).

soit P(qu) = (Poq)(u) .

2) Montrons que P(Q1u) = (P<>Q1)(u) avec P = ﬁ;k et Q = z? , k,

£ >0 (pour alléger les notations, z désigne maintenant une variable dans

a
g oo ; : n
¢z = Zn) . u s'éerit de maniere unique : u = f(z)log z + E : =
ny| z
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£ holomorphe,

a) D'apres le'§\2«5;ybgk(f(z)10g %) = (ﬁ;%f)log Z o,

Supposons que : D;k(zf) = 2z D;kf -k D;k?1 £.(1) (c'est vrai pour k=0),

z
Par intégration par parties : D;k-l((zf) =f D;k (wf (w))dw
_ 0 Z

55 (ar) =foz [w D;kf(w) - X D;k“'f(wudw = [w D_Zk_1f(w)]g - fzp'k“f(w)dw

% 0 P
-k D;k_2f
0N (at) = 2 302 (2) - (ert)D, 2t (a)
% Z Z
ponc, (1) est vrai pour tout k 3 0 . La formule :
£
S,
(2) (Pog)(w) =pR(Qu) =T 1 =& (=k)...(=ke2s1) g, (pmrr1)2P ™ 7572
1 1 P r! 1
est donc vérifide pour g£=1, k » 0 et u = f(z)log z . Par récurrence et

i
N

en utilisant le fait que ﬁ;’(zf(z)log z) D;1(f(z)log z) - D;2(f(z)log z),

on montre la validité de (2) pour tout £ > 1 et pour u ¢ eC|O de la forme

f(z)log Z .
a
. P . n
b) Enfin, on vérifie la formule sur les couches multiples E -
nyl z

par calcul direct,
gorollaire 2,6,1 ¢ Si @ est dtordre { O , (POQ)Z = P, 0Q; (1a compo-
sition est celle des opérateurs définis sur les fonctions holomorphes).

(w) .

Démonstration : Soit u = f(z)log z, €e

n
¢ |z

Qu = z:j ad(z) Da(f(z)log zn) = g(z)log Z e

o8 O
a1+ +an<

a1,...an_1>0

En effet, tous les a, intervenant dans la sommation sont { 0 et, en

intégrant f(z)log z2, on n'obtient pas de couches multiples,
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(on obtiendrait le méme résultat en supposant gue dOQ & m et gue £ stan-
nule sur % avec ses (m=1) premidres dérivées : dans la sommation, o, § m
et les m premidres .dérivées de f log z =~ par rapport & z ~ne comportent
pas de couches multiples)°

Donec, Qu = (sz)log zZ, et s

il

plQu] P[(Qz(f))log zn] = [PZ(QZf)]log z + couches multiples,

Or, P[Qu]

Il

(Poq)(f(z)log zn) = [(P()Q)ijlog z_ + couches multiples.
Per unicité de la décomposition, P (Qf) = (Po).(£) .
? A ° —
Dtol (Pog)y =P o0, .
Oon a également montré que 3

Si Q est d'oxrdre ¢ m et si f s'annule avec ses (m=1) premidres

—cv C—r—

dérivées sur I , alors (PC>Q)Z(f) = PZ(QZf) .
2) Adjoint de P,

A * 7 -
Théoréme 2.,6.2 ¢ Si P = E Pk(zgg) , 1'adjcint P de P est défini
=00 - A
* (“1)3 o
par P = Z : Q (zyc) , avec Q = —== D_D_ P. .
00 k k K== (Ii o € 2 3

2.7 Inversion des opérateurs elliptigues,

Théordme 2,7,% ¢ Soit P un opérateur pseudo=différentiel dlordre m
n =1 . .
dans un ouvert U de ¢ x P . On suppose que le symbole principal
Pm(ZsC) de P ne sfannule pas dans U . Il existe alors un opérateur

pseudo=différentiel et un seul dans U , dtordre ~-m , tel que 3 PoQ=QoP=1I,

Démonstration : a) Montrons dtabord qu'il suffit de trouver, pour tout

(zo,go) € U, un voisinage U(zo,go) oe (ZO,CO) et des opérateurs Eo et



91,

FO tels que 3 PEb = FOP =1 dans U(zo,co) . Alors

ro=F (pB )= (FPE =B dans U(z ,g) .
si U, = U(zo,to)r\U(z1,ﬁ1) £ ¢ , on a dans Ugy 3
PE =EP=PE =EP=1.
1 1 o) 0
Donc, 0 = E1[P(E’—Eo)] = (E1P)(E1~EO) = B,E et B = E, .

IL'existence locale d'un inverse a droite et dfun inverse & gauche implique
donc l1l'existence globale d'un inverse (6’ est un faisceau).

b) Lemnme (ef. 8. K. K. [10] Po 356). Soit R wun opérateur pseudo-
différentiel dlordre ¢ —1 défini au voisinage de (zo,go) . La série
Z:: RP définit au voisinage de (ZO,CO) un opérateur S tel que :

nyo

s(1-r) = (-R)S = I .

goit alors Qﬁm(z,g) = F;T%?E7 . Ie symbole principal de Q_mP est 1,
Done @ P = I-R oh R est un opérateur pseudo-différentiel dlordre ¢ -1.
Dlaprés le lemme, il existe S tel que (T-R)S = s(I-R) =T ..

Donc, S(Q_mP) = (s Q_m)P =1 et SQ_ estun inverse 4 gauche,
On montrerait de méme llexistence d'un inverse & droite,

Ce théoréeme permet une nouvelle démonstration du théoreme de Cauchy-

Kovalewski.,

Corollaire : Théordme de Cauchy-Kovalewski ¢ Soit P un opérateur diffé-~

rentiel dlordre m , On suppose gue l'hyperplan < (zn =0) n'est pas
caractéristique, Soient g(z) et hj(z?) (0 ¢ J < mﬁ1) des fonctions holo-

moryhes au voisinage de ¢ , Le probléme l Pf =g

| D;jlfl =h, , §=0y..0m=1
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a alors une solution et une seule f holomorphe au voisinage de O dans mn

Démonstration : 1) Existence de f .

Puisque Z\(Zn = O) est non caractéristique pour P , il existe un voi-
.. n . . o= |
sinage U de (0 dans C et un voisinage V de (O,...O,1) dans P

tels que ¢

V(Z9C) € UXV , Pm(59C) 7é 0.

P admet donc dans UxV un inverse p ! , opérateur pseudo=différentiel

dtordre -m , Soient kj(zv) des fonctions holomorphes au voisinage de O

dans Cn=1 (on précisera par la suite les valeurs des kj)o Puisque P-1
1 M=} k,(z*)

est d'ordre «m , 1'é1ément de E:n égal & P [g(z)log z + Zij J 3

» , ¢ |z j= =z

est de la forme f(z)log z pour une fonction f holomorphe au voisinage de
0 et uniquement définie,

D'apres les hypotheses faites sur P , on peut écrire :
P = Am(z)Djn + Amp1(z’(Dz>>D2;1 +ooo AO(Z’D2&> , ou les Aj(z’Dz“) sont des

opérateurs différentiecls en qu = (D1’°°’Dn~1) et Am(z) % 0 dans U,

On a, modulo les fonctions holomorphes

f(z',0)
DZ (f(z)log Zn) = (Dz f)log;zn +
n n n

CRC R

(D2;1f)(2’90) (=1)" 2 (21, 0)

m m
DZ (f log zn) (DZ f)log zn + m

= +ooo m L4
n n z z
n n
=4 kj(z’)
or, P(f(z)log zn) = g(z)log z o+ %;g ik
n

Par unicité de la décomposition, on trouve en égalant les deux expressions de

P(f(z)log zn) S
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Pf(z) =g
[ k.= (—1)M'Am(z)f(z',0)
o | e (~1)" 2w, (2)(p, £)(=",0) + &, (2,0 )E(2",0)]
s) § R n
\ k; - mm<z><ﬁ;‘j‘f)<z»,o) +eset A (5,012 (2,0) .

n

Puilsgue Am(z) ne s'annule pas dans U , on peut résoudre le systeme (3)
de proche en proche, et ce de maniére unigue, On définit slors les kj comme

étant les valeurs des membres de droite obtenues en remplacant les (Di f)(z',O)
n

par les hj(z')(o 3K 1) . D'aprées ce qu'on vient de montrer, la fonction

- ] k (z’)
log o P [&(z)log z, + z:: J
n

(Daf)(z’,o) vérifient le systeme (S). Comme la solution de (S) est unique, on

f(z)

= est telle que Pf =g et que les
a t ¥i=1,00em=1, (Djf)(z',o) =
L'opérateur pseudo-différentiel §-1 permet donc de donner la forme expli-
cite de la solution d'un probléme de Cauchy.
2) Ia solution du probléme de Cauchy est unique, Soit en effet £ wune
fonction holomorphe dans un voisinage de (O et telle que :
Pf =0
DJf =0 pour J = 0,¢..0m=1
n 12

Soit ¢ = Dgf « Puisque f est m=plate sur £, on a :

i
H
®

(D;m)z (Dn )Z<an) (D;m()Di)Zf

-1 =11
Donc, (PDIl )Z@ = Pz[Dn 2(@)] =Pf =0,

Comme PD;m est inversible et d'ordre 0, ona ¢ =0 et donc f =0,
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3, PFormes réduites des opérateurs pseudo—différentiels dans le domaine complexe,

3.1 Notion d'équivalence pour les systemes d'équations différentielles et
pseudo—-différentielles,

a) Une premidre notion est la relation d'équivalence classique dans un

monofde s

(1) si P et Q sont deux opérateurs différentiels ou pseudo-différentiels:

déf . P . o s . . .
P ~Q & Il existe deux opérateurs pseudo-différentiels inversibles A et B
tels que :
=1
Q':B PA.

(2) si P et Q sont deux matrices & m lignes et p colonnes et &
coefficients dans l'espace des opérateurs différentiels ou dans celui des opéra-
teurs pseudo-différentiels :

P
(Une telle matrice P définit un systeme %;; Pij(z,DZ)uj = fi i= 1,...,m)
P ~Q éEE; I1 existe des matrices carrées inversibles A et B & coefficients

opérateurs pseudo-différentiels telles que 3
-1
Q=B  PA.
Remarque : Dans l'espace des matrices a coefficients différentiels on n'ob-

tient pas la méme relation d'équivalence selon que l'on suppose les coefficients

de A et B pseudo-différentiels dlordre fini ou d'ordre guelcongue,

2 2
Exemple : P = 515 - g% et Q = jlz sont équivalents modulo les opérateurs
0x 0x

d'ordre infini mais ne le sont pas modulo les opérateurs dfordre fini,
b) Une seconde notion consiste & introduire de nouvelles "inconnues!

avec des relations les reliant
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0 d
Bxemple ¢ P ¢ (= = =u = et Q| == u=v =0
= 2 oy ox
tob:d
0 o)
x Tt

sont équivalentes en ce sens que les solutions de 1l'une donnent immédiatement les
solutions de ltautre,
Définition ¢ Soit @ 1'anneau des opérateurs pseudo-différentiels et soit

= . . , une matrice & coefficients dans R
P = iy ° ¢

1<JKp
Notons ‘ﬂtP le quotient du @=module 1libre & p-générateurs U1’°‘°’Up

1Y
par le ®-module engendré par les m—vecteurs E P 1 =1,0ee,m

L U
=

-
mp=@ge&"®v%/H§;PUIJ b,

J>i=1 o8 olll

On dira que deux systémes P et @ sont éguivalents si les @ =modules ﬂbP et

M%Q sont isomorphes,
On voit que la tére notion est un cas particulier de la deuxidme,
Dans le paragraphe 5.1 nous étudierons comment sont lides les résolubilités
des opérateurs équivalents,

3.2 Théoréme d'éguivalence pour les opérateurs pseudo-différentiels de type

principal,

Théoreme 3.,2,%1 ¢ Soient P et @ deux opérateurs pseudo-différentiels
dlordre fini m définis au voisinage du point (zo,co) € Cn X 3 °

Supposons que P et Q ont méme partie principale Pm = Qm avec
Pm(zofco) =0 et que de plus ils sont de type principal :

te. 1) 4, B ls 0 ) o0

2) dZaC Pm(zo,co) est non parallele a (CO,O) o

Alors il existe un opérateur pseudo-différentiel inversible (d¥ordre 0) R(Z,DZ)
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tel que s
=1
P=R QR

Démonstration : Pour simplifier les notations nous ferons la démonstration

dang le cas m = 0 , mals elle est identique dans le cas général,

Aprés un changement de coordonnées on peut supposer que z, = 0 et
Co = (1,0,...0) . si P(z,z) _.z:: P z,C) il suffit de montrer le théoreme
k=0
pour Q(z,£) =P (2,0) .
0
Prenons R de la forme R(z,Z) = z;; Rk(z,c) et déterminons les R, 3
La relation RP = QR s'écrit pour k = 0,...- :
. d
k fixé : ( )a R¢<SE)“Pm = a,(gz)aP (w—)a
£ a|=k 2~ lal=k
k=20 RP =PR toujours vérifié
o o oo
n bRO 0P OR
k = -1 R=1PO+ROP_1+ZG—Q6 RP+Z: éc 3;
i= i i=1 i
n dP oP
o 9 o 0
L. ST o sw or " Bl =0
= 1 1 1
A . ) o)
Au rang k 3 RkPo + Rk+1P-1 + (termes en Rk+2’”°’Ro) + ; bCi Rk.+1 azi Po
) d
+ (ermes e R oeeesRo) = PR+ 0 5 B 53 Ry
+ (termes en Rk+2’°°°’Ro> o
Si on note HP le champ hamiltonien de PO on a donc
o
(2, -2 2(=——-=9-— Lp ). =F, (R _se0esR )
P, k}1 0zm, 03,70, kﬁ1 k1 k2’770
o F est un opérateur différentiel qui ne dépend que de P,

k1

Si on peut déterminer on a donc a résoudre une équation
p ’ q

RO, ea o 9Rk+2

différentielle du fer ordre en Rk}1 o
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L'hypothése faite sur P signifie qu'il existe 1 € [2,...,n] tel que
oP
g . . . 3P
g;i(zo,60> # 0 ou qu'il existe J € [1,...,n] tel que SES(ZO,CO) # 0 donc

oP
mmg(z,c) % 0 au voisinage de (zo,co) o

oz,
CJ
bPC
@ ’g”Z"’(ZQC) 74 0 i¢g [2,°,,,l’l] °
i R
L'hyperplan H; = {Ci = 0} est non caractéristique pour HP --P_1

)

oP
(puisque le coefficient de est 3;8 % 0) et (zo,co) € Hi (puisque i3
i

2
éci
et Co = (1,0,0..0)) , donc le probléme de Cauchy s

(HP =P 1)Ro =0 a une et une seule solution d'apres Cauchy-
o

RO =1 sur Hi Kovalevski .

de méme si Ro,cooyR sont déterminés, le probléme de Cauchy

k1

(HP -—I;1>Rk = Fk(Rk+19°°°°Ro) a une et seule solution,
o

Rk = 0 sur Hi

On peut donc déterminer les Rk par récurrence,
GPO
@ 3’5’”(Z9C> 11- 0 j £ [1yooo9n] a
J

On fait exactement la méme démonstration qu'en (:) en remplacant Hi par

HS = {zj = 0} qul est non caractéristique et tel que (Zo’cé) £ H5 . Le

thécréme de Cauchy-Kovalevski précisé montre gue le domaine de définition de Rk

est un veisinage de (zo,co) indépendant de k ,
(HP - P 1) est un opérateur qui transforme les fonctions homogénes de
o}

degré k en ¢ en fonckions homogénes de degré: k-1 ., (Puisque PO est homo-

géne de degré 0O dong HP’ de degré =1 et 3=1 homogéne de degré =1) .
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Par ailleurs le calcul de Fk montre immédiatement que si Ro’°°°Rk+1

sont homogénes de degrés respectifs 0,....k+1 , alors Fk(R Ro) est

k+1’ooe

homogene de degré k=1 .
La donnée initiale Ro = 41 est homogéne de degré 0 et les données

Rk = 0 sont homogénes de degré k pour k quelconque,

Donc on voit par récurrence sur k que Rk est homogéne de degré k ,

Nous avons défini R comme somme formelle de fonctions holomorphes Rk

homogenes de degré k en [ .

On montre dans S, K. XK. [10] P. 359 que les R, vérifient les majorations

k
de définition d'un opérateur pseudo-différentiel,

la donnée initiale Ro =1 sur Hi ou sur HS montre que Ro ne s'an~

nule pas au veoisinage de (zo,co) donc que R est inversible, et on a bien

RP=PR donc P=R P R.
o - (0]

3,3 Théoréme de préparation de WeierstraB.

Théoreme de division 3,3,1 ¢ Soit P un opérateur pseudo-différentiel

dtordre fini m défini au voisinage du pecint (ZO,QO),
(on supposera z, =0 et ¢ = (1,0,.4.50)) .
Supposcns que Pm(O;(1gO,..,90,s)) = aep + o(ep) avec a % 0 .
Alors pour toubt opérateur pseudo-différentiel d'ordre fini S(z,DZ) défini au

volsinage de (zo,co) , 11 exigte deux opérateurs pseudc-différentiels R et @

dfordre fini définis de manidre unigue tels que :

1) s(z,DZ) = Q(Z,DZ) P(Z,DZ) + R(z,DZ)



99.

5 ;
2) R(Z,DZ) = E R (z,DZ,)DZ
B . J:O n
ol RJ(Z’DZu> est un opérateur pseudo-différentiel qui ne dépend pas de ])Z .

n

De plus si l'ordre de S est s , alors Q est d*ordre inférieur ou égal a

s=p et R dlordre inférieur ou égal & s .

Démonstration : Appliquons le théoréme de préparation de Welerstrass sur
les fonctions holomorphes au symbole principal de P : on a de manidre unique
p & ;
P (z,8) =e(z,0) {c  + ]  h(z,e)e ) avee ¢ =(ct,c ) et e(zr) inver-
o .
sible et homogeéne de degré m-p .
e est donc le symbole d'un opérateur inversible E(Z,DZ) .
-1 p &4 ]
Le symbole principal de B P est Cn + E h (z,c“)cn donc
0
. b =
(2,0 ) = E(z,D )[D, + P(2,D )]
n
ou B est elliptique et P a un symbole polynomial de degré inférieur stric—

tement & p en L, -

Supposons le théoréme vrai pour P = Dg + P ¢ on aura

1L
p - p~‘1‘j

s=qld, +P) +R R=) JR°D

n [e] n
-1 P35 =1

s=q xB(D +P)+R=1(q8 )P+R

n

donc le théoréme est vrai pour P .

On peut done supposer P(Z,DZ) = DS + P(Z,DZ) o
n i

Calculons Rk et Qk par approximations successives S

uerzo

~

> 8 = QD) + QP+ R

pour les symboles : 5(z,¢) - q_.(2,0)P(z,8) = q(z,2)c) + R (3,2) .
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On suppose que Ri et Q. sont calculés pour i ¢ k=1 .

p" L4 2

o) J

Posons Rk(z,C) Z_: 7T gza (s(z,z) - kﬁ1(Z’C)P(Z’C))ICn=O XL e
=0 n

Qk?1PHR

Rk est le début du développement de Taylor de S'QkP1P donc g-

est divisible par Cﬁ :

s(z,¢) = Q_, (5,002(2,0) - R.(5,0) = £70,(2,2) .
Vérifions par récurrence que R, est dordre ( s et Qk d'ordre ¢<(s~p :

k

-1 3

~Q =0 et R1(Z,C) z:: {% il— (s(z, C))! est d'ordre ¢ s .
5% 9t o “n=

n

R

- S1 Kk

est d'ordre  s=p et dtordre ¢ 8 et puisque P est

ey
dtordre < p cﬁqk(z,c) = 8(z,0) - q_,(2,0)p(2,0) - R (2,5) est dtordre ¢ s ,

donc Qk est d'ordre { s=p .

-1 . - .
_ .0 43 J ?
L _.Z:: () (s-QP)!Cn=O x ¢o est alors dlordre ¢ s

]
g J! bcn

Posons q = Q ., = QT =R, - Ry dtou S = (2:: qk P+ 2:: Too.
On montre dans 3, XK. K, [10] P. 368 que les séries Z:: Gy et z:: o

convergent et fournissent des symbeoles d!opérateurs pseudo~différentiels.

Q= Z:: qk est dlordre ¢ s=p et R = Z:: rk dicrdre { s . -

Unicité de la décomposition : S = QP + R = Q'P + R' = (Q—Q JP=R' =R .
Soit qv le symbole principal de @=Q' et r le symbole principal de R'=R
H
4P, (7:8) = ru(z,c)
Pm(O,(1,0,.,.,a)) = agp + @(ap) tandis que I'u est un polyndme de degré au

plus p=1 en ¢ donc r (z C) 0 donc R =R' et Q =¢Q' .
n ?
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Corollaire 3%,3,1 : Théoreme de préparation pour les opérateurs pseudo-
différentiels,

goit P un opérateur pseudo=différentiel diordre m défini au voisinage
de (z,,t) = (05(1,0,00.,0)) tel que P (05(1,0,0.0,e)) = ac” + 0(eF) 2 #0.

Alors on a de maniére unique @ P(Z,DZ) = E(Z,DZ)W(Z,DZ) oh B est inversible

au volsinage de (zo,co) et

-1 . .
— p J J > z
w(z,0 ) =D + Z ; R°(2,D_,)Dy (Rj indépendant de D_ )
n J-:O n n
J

de plus R” est diordre { p~j &

Preuve : Appliquons le théoréme de division & S(z,DZ) = DE s on a de

n

-1 . .
s . iy ~J J
meniere unique DZn = Q(Zsz>P(Z’Dz> + ZO: R'(Z,qu)DZn avec Q dPordre £ O

et RJ d'ordre { p=] donc cette relation donne pour les symboles principaux

la relation suivante ¢
=1 . .
o
c - z%j r9(2,80)g) = a (2,0)P_(2,¢)

(qo’ est la partie homogene de doo de Q) .
On a vu dans la démonstration du théorsme de divigsion que Pm stéerit de

maniere unique @

i

B (2,8) = o(z,0)(cf + Y7 ¥d(a,00)c))

-donc rJ = —rf et e_1

g donc q est inversible,

it

Q a un symbole principal inversible donc est inversible :

~1 p & ;
P(z,DZ) = q (z,DZ)[DZn - 2%: R (z,DZ,)DZn] geesds

3.4 Forme réduite des opérateurs & variété caractéristigue plate,

soit P(z,D) un opérateur dtordre m , défini au voisinage de (zO,CO)

(zo =0 et Co = (0,s40,1)) et de symbole principal CT . Dfaprés le théordme



,;g;{k“as‘ :

3
S

4

g WS

(= g\\%“\\“
EN

\,

2

\foanzi’%ﬂ’r}x\?? 102
de préparation (corollaire 3,%.1), il existe un opérateur ellipiique inversible
EP et des opérateurs pseudo~différentiels Pj(z,D’) (o £ 3« m=1) dlordre £ 3
et ne dépendant pas de Dn tels que 3
¥ 1 ¢ )t ?
P—EJDI+PJ%D)% h.,g%ﬁzm)]e

Soit AISZ,D’) la matrice dlordre m d!opérateurs pseudo=différentiels :

01009000900090

_/

AP(Z;DQ) =

e
4
V4
QO oeo00o0o0 00

O ©e00600000 6

8800000080060

=1

!
+J

eoo o o_P1‘=PO‘

L'équation E;1P u, =V est équivalente au systeme 3

7/

u1 .=D¢ uo
) Uy =Dy Y
u 0
Q .
(D1I-A?) . = 6 , I désignant la matrice unité
L u’ v dtordre m ,
=1

Théordme 3.4.1 (cf [10] M. 5.2.1 p. 434) : scient P(z,D) et @Q(z,D)
deux opérateurs pseudo-différentiels définis au voisinage de (zo,co) et de
symbole principal QT . P et Q sont alors microlocalement (ioe° au voisinage
de (zo,go)) éguivalents, Plus précisément, il existe deux mxm matrices

inversibles RP et RQ dtopérateurs pseudo-différentiels telles que 3

-1 -1
- — + - =
Ry (D1I 1&,13)11P D,I e RQ (D1I AQ)RQ D1 .

Ies opérateurs E;1P et E;1Q sont donc tous deux équivalents & DT , et il

en est de méme pour P et Q.
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Démonstration ¢ Il suffit de démontrer 1'existence de RI” car P et @,
AI’ et AQ vérifient les mémes hypothéses. Pour alléger les notations, nous
noterons AIXZ,D’) = A{z,D') . Le théoréme 3.4 résulte alors du lemme suivant :
Lemme (ef [10] P. 436) : Sous les hypothéses précédentes, il existe une
mxm matrice inversible R dlopérateurs pseudo-différentiels telle que :
R (DI-AR=D1.

Démonstration : Au voisinage de (zo,co) ) Dn est inversible et 11 en est

de mme de la matrice M définie par

M=%
Dn
=2
D 0
n
M= N
~
N
0 1
Un calcul immédiat montre que 3
0D Ousecescsosonal 0 Oceoecsconcoaal
- \IE\ ey ° o\il\\\ °
. \:\\\\\ . . SN .
1 o \\\\\\\ ® ° \\\\\ \\ y
VA =| SIS =B +| ¢ SN | =B4N =B
M : \\\\\\;O fo) . \\\\\\\O o
N AT ©° ~
OO.G.O.Q.IOO.QQ.OO D L3 O D
41 1 2 . “
~P 1D —P1D =P Oovsoosnesccssencoeal

N est nilpotente dlordre m (i.e. Nm = O) et BO est une matrice
d?opérateurs pseudo=différentiels d*ordre ( O (car Pj (O £ J < Hb1) est
dtordre ( j) o

Puisque M(D1I-A)ME1 = D1I-B , on est ramené & montrer que D1I-B est
équivalent & D1I . Pour ce faire, on se propose de définir un opérateur inver—

sible R =) | R (2,0") tel que : (D,I-B)R = RD
k=0

®

1

Par récurrence, on définit les Rk par RO =T et, si ky1:
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Rk est 1'unique solution du probleéeme de Cauchy

b % — by 1
6—2—1' Rk(Z,D ) = B(Z1D )Rk~°1 (Z,D )

— ? t —
Rk(Z’D”)|z1=o“ R (0,27,0%) = 0 .

Puisque B est d'ordre 1, Rk est d'ordre k ., Bn utilisant le fait que

B =B +N ol B, est dtordre 0 et N est nilpotente, on montre (cf [10]

P. 435, § 5,2, théoreme 5.2.1) que la série formelle z:: Rk(z,D') définit
k3o

bien un opérateur pseudo-différentiel (d'ordre infini),
Dlapres la formule de Leibniz pour les opérateurs pseudco—différentiels, on

obtient les égalités matricielles suivantes

o -
Viky1, BR_, =-5-Z—1-Rk=D1Rk— R,D,

(m%— R, désigne l1l'opérateur donc les coefficients sont dérivés par rapport &

%2 . DR désigne llopérateur composé de Rk et de D1)°

Donc, pR-8, =) (DR -RD) =) BR_, =3R.
| K30 K51

De plus, pour z1 =0 ona Rlz = Z:: Rk]z = T .
1 kyo 1

la matrice R(z,D?) vérifie donc [D1 - B(Z,D”)]R(Z,D‘) = R(Z,D'),D1
R(0,2',D") =1 .

T1 reste & montrer que R(z,D!') est inversible,

Puisque tB(z,D’) a les mémes propriétés de B(z,D*) (i,e. est la somme

d*une matrice nilpotente et d'une matrice dont les coefficients sont dlordre

~

< 0), il existe un opérateur R tel que::r[D1 - tB(Z,D”)]R = RD1

R(0,z%,D%) =1

~

31 8 = JCR , on a donec [ S(D1—-B)

D
1S

il
o]

\ s(0,2%,D?)
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on en déduit que : D, SR = S(D1=B)R = SRD, (a)
(D1~B)RS = RD,S = RS(D1~B) () .

1) Montrons gue RS =1,

D1Q = QD1
soit @Q(z,Dt) = R(z,D?)s(z,D*) . Dlapres («), @ vérifie .
Q(0,2",p") =I
or 2 Q=DQ-QD . Q@ est donc solution de : 2 Q=0 -
bz1 1 1 621
(Q—I)lz _y =0
oo : 1
si Q(z,p?) - 1= Z:: qz(z,D°) ol q£(59C°> est homogeéne de degré (£
f==00
. 0
en ' ,onaz:VVLe€E7z, S q (Z,C°) =0
Z1 £
q,(0,2%,5') =0

Par unicité de la solution du probléme de Cauchy, 1, est nul pour tout ¢
et QI =0, Il en résulte que Q =RS =1 .

2) Montrons que SR =1 .,

scit Q = SR-1I , Ia relation (B) s'écrit : (D1—B)Q = Q(D1-B) . L'opérateur

= o(2,01) = B(z,0%)alz,0*) + a(2,01)8(z,0') =0 (1)
1

Q(0,z*,D) = 0 (2)

Q vérifie donc 3

Soit Z:: zi QJ(Z',Q?) le développement de Taylor de Q(z1,z’,g') par
Jj=o0 .

rapport a z1 au voisinage de z1 =0 .

\ 0
plapres (2), @ (z',¢') = Q(0,2"¢') =0 .
Paiscns 1'hypothése de récurrence que QJ(Z’,C’) =0 si jgn . BEn dérivant

n fois 1'expression (1) par rapport & z1 et compte tenu de

j!Qj(Z'sC') = (ggz)jQ(z,C°)lZ1=O , on obtient 3 (8%:)n+1Q(z,Cv)Iz1=O =0, d'od

N (z,er) =0 .
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QJ(Z,Q') est donc nul pour tcut J 3 0 et Q = zi: 29 Q; =0 ,

J>o
Il en résulte que SR =1 .

4, Action des opérateurs pseudo=différentiels sur les microfonctions,

4.1 Noyau d'un opérateur pseudodifférentiel.

Soit P(Z,DZ) un opérateur pseudo=différentiel défini pour =z voisin

n=1
de 0 et € appartenant & un voisinage de I = {Cn =1, 3, !Cil < kb
i=%
On peut alors mettre P sous la forme : P(z,c) = a lz]c“ o
a'}p @
a €7

N3
b
aa(z) est le coefficient de ¢'® dans le développement en série entidre de

¢' de la composante homogéne de degré !a] de P, Si les s > 0 sont tels

n=1

n=1
que z:: pi £ k, le polydisque de ¢ de centre 0 et de multirayon

= ~

(pseeemy

1) est contenu dans I .. Puisque Plal(z,C‘,1) est holomorphe au

voisinage de L , la formule intégrale de Cauchy montre que 3

A
" emcamcpm— P 9 1 °
R IET L RICE

Donc, si z reste dans un compact fixe K, on a :

ne=1 C e!a’
(1) Ne>o, 3c_>0, [of 0 et ] p ¢ k=> supla ()] ¢ —Fmsi
- 1= X ‘oc]! p!
Ne==1 C“"IOC!(__ o )i’
(2) 3¢ >0, [a] <0 et p. { k => sup]a(Z)lg———-———l—L—, "
j_:1 i K o vaC

Définition : ILe noyau de P est la série z:: aa(z) @a(w) o
o' 3o

Théoreme 4,1 : Sous les hypotheses précédentes, il existe r > 0 tel que

lw | <=

la série K(z,w) converge absolument pour z € K et
0<|w, | <klwj | (3=15.00m=1)
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Démonstration : Pour z € K, les coefficients a (z) vérifient les
o

majorations (1) et (2). I1 faut donc distinguer trois cas, selon les signes

de ¢ et de Ia
n

1) Jaf <0 et a, <0 (& un nombre fini de termes prés, on est dans ce

cas lorsque P est d'ordre fini)°

n-1
On a alors, pour tous s > 0 tels que §;$ P, < ks
logw ~|m] Iw:!_an
n{ C (—Ial)! at! n
laa(z) ¢a(W)| < W = pa“' ]wffa? &;“n_1)! .
ka.
Posons ]al ==p, p; = n~1]- et considérons la série suivante g
o,
= 7
n-1 [at]
s= ) (Wﬂ)lx'l o, |® it (; )
o b Yow? n! (p+{af]=1)! d1 dﬂ;1 ’
Oﬁ,-] .“ot-n‘_‘

Si Wdo..Wn % 0 , la convergence de § entraine celle de Ig};Ja (z)¢a®OL
o <0
n

Or, d'apres la formule de Stirling, il existe une constante A > 0 telle que :

¢
9] el T
Vo seen, >0, I < C A=y T

061 -ooan_1

W (04 - ' '
pore, 3¢50 T 1) | slewf? iy Ll v

o', pyo

n=1 ©o Wn OCi o
colm v 1l (0 alew 1) .

i=1 oci=0 p>0

°

(s 1
La série converge donc pour O < ]Wh] < T et ]Wn[ < lei
2) si ]al > 0 , des calculs analogues montrent que la série converge

absolument pour O < |wh] < % s }Wﬁ] < k]wgl . (Dans le cas lal > 0 et
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ot

o, >0 , on obtient la convergence pour 0 < £ ¢ lwn! e IWnl < klwi] s

pour tout € > 0),
1

On choigit done r tel que 0 < r < T

4.2 Calcul pseudcdifférentiel précigé,

1) Introduction dans le cas d'une variable.

Soient Q@ un ouvert convexe de € , z un point de Q , y un chemin
fermé dans Q dont 1'image ne contient pas 2z et dont 1*'indice par rapport
2 z est 1 et f une fonction holomorphe dans Q

a) la formule intégrale ce Cauchy montre que

\] ny»o, (‘;—Z)nf(Z) = 5-3:]: f __i;_(.w_)__,., n! dw =f f(w) @n(z-w)dw
Y

(LLFZ)H+1 y
o) !
o1 1'cn a posé ¢n(t) = (néim tz;1 , 0 »0 . (cf § 2e4).

b) Soit 6 un point de y , On peut supposer que 6 = y(O) . 11
existe une détermination continue de 1og[y(t)—z] pour 0 < t < e, g étant
choisi assez petit, Cette détermination se prolonge pour 0 < t <1 et on 1la
notera encore log[y(t)-z] . la différence des intégrales sur vy de deux
déterminations continues de f£(y(t)) log[y(t)=z] est un multiple de
Jﬁ f(z)dz =0 , Les intégrales ne dépendent donc pas de la détermination

Y
choisie, la valeur commune de ces intégrales sera notée J‘ fw) log(w-2z)dw .
6v6

Soit P la primitive de f telle que F(6) = 0 , Par intégration par

parties, on cbtient
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o, > 0 , on obtient la convergence pour 0 < g ]Wn] et 'Wnl < klwil ’
pour tout g > 0),
On choisit done = tel que 0 <K r < 1 R

¢

4,2 Calcul pseudodifférentiel précisé.

1) Introduction dans le cas d'une variabie,

soient Q wun ouvert convexe de € , z wun point de Q , y wun chemin
fermé dans Q dont 1'image ne contient pas =z et dont 1'indice par rapport
4 z est 1 et f une fonction holomorphe dans Q ,

a) la formule intégrale ce Cauchy montre que @

Vaso, @) =5k [ 2w o) g (rua
Y

n+1
a, 4 - n!
ol 1%'on a posé : ¢n(t) = ( égw e , 0 >»0 . (cf§2.4).

b) Soit 6 un point de 1y , On peut supposer que 6 = y(o) . 11
existe une détermination continue de log[y(t)—z] pour 0 <t < e, g étant
choisi assez petit, Cette détermination se prolonge pour 0 < t <1 et on la
notera encore 1og[y(t)=z] o La différence des intégrales sur vy de deux
déterminations continues de f£(y(t)) log[y(£)-z] est un multiple de
([ f(z)dz = 0 . Les intégrales ne dépendent donc pas de la détermination

¥

choisie, Ia. valeur commune de ces intégrales sera notée ([ f(w) log(w-2)dw .
66

Soit P la primitive de f telle que F(6) = 0 , Par intégration par

parties, on cbtient
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1
- L £(w)log(zmw)dw = = == | [P(y(£))] 10g( 2y (t))at
%5 J g g 2rmj; [F(y(t))]110g( 2~y

SEICTONTEEMIS)) KRy e 17522 RPIEOLE

st [ By on(a)

il

Ii

2inm W=z
o — 1 1 n=1 [
Si ¢Hn(t) == 5T T t log t (n > 1) (cf § 2.4), on a donc 3

F(z) :‘[;y6 ¢=1(Z‘w> £w)dw .

d
or, 5 ¢_n(t) = ¢wn+1(t) + hn(t) ol hn(t) est holomorphe pour n 3 2 ,

Soit Dznf 1a n°™C primitive de £ qui s'annule en 6 avec ses (n—1)

i

premidres dérivées, On a donc z‘[ £ (w) Q=1(z=w)dw

Dg1f(z) o
66

Supposons que :‘[ f(w) Qan(z=w)dw
6

ﬁg £(z) ,n 31 .
Y6

Par intégration par parties (n 1) 3

J; fw) ¢~n=1(zmm)m“ = j; D21f(m)[Qun(z=w) + h 1(z=w)]dw

6 v6 .

= g €(=) = 5 e ()

On a donec s ¥n 31, an(z) =‘f £(w) o (z=w)dw .
66 -

2) cas général,

8i a est le multi-indice (a1’°°°an) on notera 3

1 ! n

¢a(¢) = ¢(a1,°&°an)(T19oa.Tn) = ¢a (@ >°.°¢a (Tn) o
Soit ¥ 1thyperplan &, = o, 1% le tore & n dimensions,
Définition ¢ Un n—cycle s'appuyant sur ¥ est une applicaticn continue
Y ¢ Tn - mn telle que y(t t O) € ¥ pour (t t ) €T
. 1,000 n_19 19000 1’1—1 L]

goit f wune fonction holomorphe dans un voisinage convexe de l'image de

Yy et a#0 .81 &> 0 est assez petit, Yn(t1’°°°tn=1’€) est voisin de ©
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et i1 existe une détermination continue de 1og(yn(t)-a) pour t = (t',e) ,
tr ¢ T@P H ]0,1[ étant simplement connexe, on peut étendre cette détermina—
. < =1 \ ‘s . . . .
tion & T x J0,1[ . 8 log[yn(t)-a] désigne cette détermination continue
sur pr1 X ]0,1[ , la différence des intégrales sur vy de deux détermina-
tions continues de f(y(t))log[yn(t)ua] est un multiple de ‘[ f(w)dw =0 .

Y
la valeur commune de ces intégrales est donc bien définie et sera notée

‘[ f(w)log(w1-a)dw .
ZyZ

Théoreme 4,2,1 : Soient y un n-cycle s'appuyant sur I tel que

dZ, ...42
! J‘(Z — 3 F) T 1, et £ une fonction holomorphe dans un ouvert

(2in)n

convexe § contenant l'image de <y . Pour tout multi-indice o = (a',an)

avec ' » 0, on a :
2E5(a) = [ o (ee(e)an .
z o
ZyZ

Démonstration : a) Si @, >0, 1'égalité ci=degsus n'est autre que 1la

formule intégrale de Cauchy.

b) on a s

reeety)
¢<z-z)f(z>az>—f at jtp(m(t))f(y(t)) 2at ...

L]
,ooo 1

J

On raisonne alors par récurrence sur @, comme dans le 1) b) en utilisant le

Yz

o _+1
fait que pour % =0,1 , D f(ah £ =2) s'anmule sur le (n-1) cycle

%
(0,6%) = v(1,t*) dont 1'image est contenue dans ¥ .
Y Y
Définition : Soit £ 1'hyperplan de ¢ d'équation (2, = o) .

Un ouvert convexe @ de @n est k=f=plat si :

Pour tout =z = (z’,zn) € Q, le polydisque D de ¥ défini par
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D={2cC /2 =0 |2-z

3 j’ % Iz -c' est contenu dans @ ,

Théoreme 4.2.2 : Soient Qo un ouvert borné, P(z,z) un opdrateur

n_

) 5_ ]CI kICn1 et ¥ 1lfhyperplan
J=1

e}

pseudodifférentiel défini pour z €
d*équation (Zn =g) .

Soit @ un ouvert contenu dans Qo , k-I-plat, de diamétre inférieur ou
égal & r (r est le rayon de convergence défini dans le théordme précédent
donc r ne dépend que de P et Qo) .

a)Vf ¢ @(q) la, gérie % aa(z) D; f(z) converge uniformément sur
tout compact. On note sz(z)=2::aa(z)D§ (z) .
b) Pour tout =z € @ , il existe dans Q wun n-cycle ¥y s’a.ppuygnt

sur %L tel que :

az A...Adz

@) (@™ f &= ) T

(i1) Y2 ¢ €y 0 < Iznmznl < klﬁj—zj!,

c) Pour tout n~cycle y possédant les propriétés (1) et (i) au v)

on a 3 p_ f(z) =f K(z,z-%) £(%) aZ A...AdZ .,
X 1 n
Zyx

Démonstration : Montrons tout d'abord comment on peut donner un sens &

1*intégrale du c),
k(z,w) = M(z,w) + N(z,w) log LA

avec M(z,w) = Z:: aa(z) @a(w) holomorphe pour W1 74 o, W2 74 Ocsa et

a' >0
o >0 W 74 0
n o (W) n
et N(z,w) = Z: a ( ) S holomorphe pour w 74 Osna ;é 0
0(’}0 ‘1Og 1 n"1

a <0 v, quelconque,
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z € Q tandis que dtapres (ii) lﬁnfznl > 0 donc z ¢ Y .
Si z €Q %~z ne s'annule pas si Z parcourt y , donc M(z,z-%) et
N(z,z—%) sont holomorphes en Z sur vy .
¢ étant holomorphe au voisinage de y peut-on donner un sens &
[ o® 108870008 powr afoo
ZyZ
y est un n-cycle s'appuyant sur I ¢ y T - € ,
Pour ¢ petit, tn = g Y(t) est voisin de ¢ et donc yn(t) % o donc on
peut choisir une détermingtion continue de log(yn(t)—a) pour
Bpeeaty € ot t =e.

]0,1[ est simplement connexe, donc on peut étendre cette détermination a

T'nm1 X ]0,1[ de maniére uniforme.‘f @(2) log(ﬁﬁ-a)d% est alors indépen—
ZyZ
dant de cette détermination si et seulement si L[ ¢(2)d§ =0,
ZyZ
Dans le cas du théoréme on a @(Z) = W(z,z=8) £(2) qui est singulidre en

Z =2 yee0% =3z mais est holomorphe en En donc il existe &(%)

6@“ o
telle que SE;(Z) = ¢(Z)

)

donc 1lfintégrale ‘[ k(z,z=%) £(£)d2 a un sens si y vérifie les propri-
Zyx

QQMzi[ §§@>ﬁ“”“ﬁh=[ﬁﬁ"”ﬁmyf“nﬂ%=O

Yz ZyZ " n 1

étés de b),

Démonstration de b) s y = (71’°"Yn> . Soit =z = (z1,...zn) € Q fixé,
Choisissons tout d'abord un chemin A : Tﬂ = R/Z - ¢ qui vérifie :

1) a0) =a(1) =

2) ) est dlindice {1 par rapport & z G
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3) A est contenu dans un voisinage d'ordre ¢ du segment [c,zn].

Oon peut maintenant définir y par :

2int,
a5+ I-I-{ (x(tn)—zn)l e J

J = 1seeeti=1 yj(t1,..,,tn)

V(b seensty) M)

- vy est un n-cycle s'appuyant sur I

-y vérifie (i) .

En effet dans Q\ U {#. = z,} y est homotope & la frontitre distin-
j:1,cean

guée d'un polydisque D de centre (Z1"‘°Zn) .

(on transforme d'abord A en un cercle par homotopie donc Yy puls on se

raméne & un rayon constant pour les yj) .
d~ . o~ o~ oo a4
z1A. '"dzn dZ1A AdZ

e —_ = ) Y3 =(27lii>n
(E=z)eea(Z-z ) " (Emz ) (B -z ) /

Donce

yaps .. 1
- y vérifie (ii) ]yj(t)-zj| =% [yn(t)-zn] .
- Enfin yCQ .
BEn effet si En appartient au segment [c,zn] alors puisque Q est

k=3=plat, Q@ contient le polydisque de centre (z1,¢.,zn_1) et de rayon

1 o~ L4
= !zn—znl . (Par homothétie).

Q est ouvert tandis que le segment [c,zn] est compact, donc il existe
un voisinage V de [a,zn] tel que si ﬁn €V alors Q contient le poly—

disque de centre (Z1’°“°Zn ) et de rayon 1 ]§£-z

-1 k nl °

I1 suffit donc de tracer A dans V et alors yc= Q.

Pour un tel chemin vy , on a vu que ‘[ K(Z,Z—E)f(ﬁ)d% a un sens,
Zyz

Yy < Q donc au voisinage de y on a K(z,z-%) = % aa(z) @a(z—ﬁ) et la
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série est absolument convergente donc :

f Kz, 2)2 (2)a2 - [Toa (2)8 (s2)2(3 m-Ej 2 (2)5 (2-5)2(2)a5 .
%

2 ZyZ ZyZ
Or on a vu gue si vy est un n-cycle s'appuyant sur I (Th° 4,2,1)
f & (2-2)2(2)az = p% £(2)
a X
Zyz

f K(z,=8)8(2)a - 7 a (2) 2% £(a) .
ZyZ

Il existe un voilsinage V de z tel que si u € V le chemin vy

vérifie encore les propriétés de b) donc la serlez:::a (u) D f(u) converge
o

sur V uniformément,
La série Z:ja,(u) D; f(u) est donc uniformément convergente sur tout
o

compact et de plus

p_ £(z) =~[ k(z,z=2)f(%)a% 52::aa(z) D; f(z) .
X a

5 .

Remargue 3 A l'aide de ce théoréme et du théoréme dtinversion des pseudo-
différentiels, on peut montrer le théoréme de Cauchy=Kowalevski précisé :
P opérateur différentiel d'ordre m , ¥ hyperplan non caractéristique,

(on peut prendre P pseudodifférentiel)

I1 existe P71 tel que P]?-1 = P_1P = id au voisinage de z € % et

C = (Oyaoey091) °

f = P;1g est solution de P_f g (pf =g si P est différentiel)

z
J

f
D7 s

1l

O j=0,ooe,1n'=1 °
Si g est défini dans un ouvert k-I-plat Q , £ est défini dans le

H
méme ouvert,
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k est le meilleur tel que P | soit défini si lcjl e klcn[ done
k= suple/[e | < 2le | = ? (z0) #0] .

4,3 Changement d!hyperplan,

Théoréme 4,3,1 ¢ Soit P wun opérateur pseudodifférentiel défini pour =z
n—1
appartenant a un voisinage de Qo et 5_1 ]cjl £ k]cnl R
Soient les hyperplans I = {z € @n/zn =g} et o' ={z ¢ (Dn/zn =a}.
goient Q et Q' deux ouverts tels que
- Q est k=¥-plat et Q' est k=%'-plat,
QNP CcQ.

- Qe Q! <Q et Q@ et Q' de diametre (T

Alors si £ € @(Q) ona : () p_tf eco(Q)

5
(x%) P f cO(ang)
: —n 1
(#x¢) P £ - B, f co(ar) .

Démonstration 3 (%) ('est le théoréme précédent (Th° 442.2),
gt (*%) QnQ' € Q' tandis que QAQ'NZ = QA Z?
donc puisque Q' est k=%'=-plat, il en est de méme

pour QNQ°

Nl

Donc d'gpres. le théoreéme précédent quf cg(angt) ,

(***) Nous allons construire des chemins y et ' qui

vérifient les hypoth®ses de b) théoretme 2,
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(1) Construction de ' :

- A :T >0 tel que A0) = ¢
A d'indice 1 par rapport 3 z,

A contenu dans un voisinage donné de [ ’Zn]

2int,
- Y:j(t1"”tn) = 2, +-%{ (e )z le 7 5=t 0
- (e ,ent) =ale) .
(2) construction de y :
-y (8) = (1-3t o + 3t_o* si t € [0,1/3] &
-y (t ) = A3t -1) si t_ € [1/332/3] | 2
- v (t) = (38 -2)o + 301t Jo'  si t € [2/3,1] i

(yn parcourt le segment [o',0], le chemin A 7puis le segment [o',0])

Yn(1) = yn(o) done y_ = est un cycle,

2iwt .
J

Il

. 5 _ i -
Alors pour y 8 J = {,e..0=1 Yj(t1’°”’tn) zj+k]yn(’cn) zn]e

3
3
Pt
ot
N
Q
o
3
ot
p
|

1 n’ = Yn(tn) °
Propridtés de vy : - si b ¢ [1/3,2/5] y(t) € @

-si t_ € [0,1/3]U[2/3,1] v(t) eq.
2mit,
I

En effet : Les points {%’n =c¢' Z.=2z,+ -:—C‘znf-c’]e sont dans Q'Nn ¢t

J J
j = 1’ooon_1
(puisque Q* est k-n'-plat et 3z € Q') donc dans Q .
- Ed ~ o~ 1
Soit Z = (z',c”) tel que lzj-zjl RS T Izn—cf’] o

Q est convexe donc Z € Q ., Q est k-I-plat donc le polydisque de centre

z' de 1l'hyperplan ¥ et de rayon «%{]c—c’?l est dans Q .
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Puisque Q est convexe le polydisque de 1l'hyperplan ﬁn = ¢ pour o

appartenant au segment [c,c‘] , de centre Z' et de rayon %{[cx—c'l est dans

2 %{‘6'—6 {l\-‘?@l

o o a'

3 o ~ "~ 1
Ceci est vral pour tout 2Z*' tel que !zj—zj] £ T{]znmc‘l donc le poly-

oc} centré en z' = (21’”'211-1) et de rayon

disque de 1l'hyperplan {%n
i‘-{[]zn—c’l + |o'=a|] donc celui de rayon -%%[]zn—a']] sont dams Q .
Ceci montre que si yn(tn) est sur le segment [c,c’]‘ s Y& Q.

8i |z € QN Q! Yy' < QnNQ'* puisque QNQ' est k-n'-plat.

Donc vy est contenu dans Q pour tn € [1/3,2/3] donc d'apres ce qui précdde
y < Q. pour tout tn %

D'apres le théoréme 2 on a 3

P £ =f K(z,z-2)f(2)as
Y-
LyX

Pz,f =f K(z,z-%)f(2)a%.
ZY‘YQZ'

P f-m,f =f K(z,2=8)e(2)az .
TyI-ntyt st

. Los s o — a 7

Soit A défini par : 6n(t1’°“’tn> = (1 tn)c + tnc

2mit,
J

6j(t Qeooytn)

1
1 Zj + T !én(t)—znle

t € ]o,1[ toer J<n,

Donc, si K1 et K2 sont deux déterminations de K telles qu'il existe

une détermination de K sur y égale & K‘I sur [o,6'] et a K, sur [o',0]

on a
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P, f - P_,f =f K (z,z-2)f(2)a —f K (z,z-2)f(%)aZ
by z e A2

[ eminta e (mar (s KGam) = nmw) 4 6(zm)
A .
log wn) N
51 oz € ehQNnQ’ PZ. f et Pz,f ne sont pas définis, mais

f 2ni N(z,2z~2)f(£)dZ est défini, done PZ f - P,f se prolonge holomorphique—
A

¥

ment & QNQNQ' donc P f - P.f co(Qr) .
Théoréme 4,.%.2 ¢ Soient P et @ deux opérateurs pseudo=différentiels

définis au voisinage de |z;i[ < k|z;n| (i = 1,00o0~1) , © 1fhyperplan d'équation

z =¢ , Q et @V des ouverts k-F-plats tels que 3 Q' D Q et QNI =Q'0NF .

Alors, pour toute fonction f holomorphe dans Q , [(POQ)Z - PZOQZ]f est

holomorphe dans Q' .

Démonstration : On se limite au cas o § est dtordre fini, Si Q est

dtordre ¢ m et si f est meplate sur ¥ , alors (POQ)Zf = P (sz)

(Cor, 2.641).

m . .
. . _ RS N\
goit f € G(Q) » La fonction fo = g T (Dznflz) (z c) est holomoryphe

dans llouvert V = {(z',zn)!zn c¢ et (z',06) €@z},

si H= (POQ)Z— P,0Q. , on a done

oo

B = Hfo + H(f-afo) = Hfo car f—fo est me-plate sur I .,

Puisque fo 69(9‘) (car QY ¢ V) , on a bien : Hf = Hfo € G(Q“) o
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4.4 Action des opérateurs pseudodifférentiels sur les micro-fonctions,

1

Définition : Soit U wun ouvert de R x s . m opérateur pseudodifféren—

+oo
tiel sur U est un symbole P(x,g) = z:: pz(x,g) tel que s

-=C0

1) Pour tout £ € Z, pg(x,g) est analytique et homogéne de degré g
en & dans l'ouvert U de R" x (R°\{0}) correspondant & U
(U= {(x,8)]Ir >0, (xag) €U} .
2) Pour tout (xo,go) €U, P(X,g) se prolonge en un symbole P(z,DZ)

dtopérateur pseudodifférentiel complexe défini dans un voisinage de (Xo,gg)

((xo,go) est 1l'image canonique de (xo,go) dans @n x.Pn_1) o

on notera par @(U) 1fensemble des opérateurs pseudodifférentiels dans U.

Scit P(X,DX) un opérateur pseudodifférentiel défini au voisinage de

(Xo,go) e g™ x g1 y X, =0 et g, = (050000,1) o Il existe o voisinage de 0

dans @~ et k > 0 tel que P(X,DX) se prolonge en un opérateur pseudodiffé-—

n-1
rentiel complexe P(Z,DZ) défini dans 1l'ouvert o X {z:: Icil < k]ch’} . Solent

1=1 n=-1

28 1thyperplan d'équation z, = ie , w = 5!78? s Ik = {y € Sn—1 IZ:: ’Yil < kyn}
i=1

et T

" le cOne ouvert de polaire I, ,

'k

Proposition 4.4 ¢ Soit wuw wune microfonction & support dans w x I f une

k ’

fonction holomorphe dans w + iOT (o < k' < k) telle que u soit égale a

kﬁ

1'inage de b(f) dans E(w X Snm1) . Alors la valeur au bord de PZ (f) est
€

définie et 1'image de b(PZ f) dans B(w x Sn_1) ne dépend ni de la fonction
€

£ telle que b(f) =u nide €30 supposé assez petit,
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_ 5(w+iOI’r)
L& gy

(r>0) et que le support de u est compact dans w X Ik , 1l existe k' > O

Démonstration s Puisque {v € Blw x s | supp v < @ x

tel que k' < k et que, modulo fonctions holomorphes, u soit la valeur au bord
d*une fonction f holomorphe dans (w+irk,)n &1 ’ 61 étant un voisinage com-

plexe de w , Fixons kﬁ tel que k' < kﬁ <k, P estalors défini au voisi-

1= 1
nage de o X { L |Ci’ < k1lcnl} .
1

est le cbne polaire de I done T,, = {y ¢ R lyn > k' sup [yil}o

T Kkt
1:1 290 on‘-1

k$ ke 4
N~
¢ b = ¢ = i 1 = oay = 1 ¢
L'ensemble A {(z ,zn) ]zj Xj + 1yj (J 1sacoll 1) y 2, =1e , X € wlR
et _ sup [yil < Ig} est contenu dans (m+irk,)f\28 . Désignons par D(z',Q)
1:1 90e on'_1
le polydisque de Z€ de centre (z',ig) et de rayon =r ., Soit
1 .
Q; = {(zﬂgzn) iD(z‘,E; ‘zﬂ~lgl)<: A} o
Comme A est ouvert dans Za ’ Q; est ouvert dans @n . Puisque
0 <k« k1 s D(o,ﬁ?) est contenu dans A , donc Q' est un voisinage de 0 .,
€
-1
Par 4éfinition, @' est k-3 -plat et il en est de méme de Q! ﬂ(mirk,)
€ € €

(car k' < k1 et T est stable par homothéties), Si & > 0 est assez petit,

k?
Qs = 92(\{2 € Gn] |yn| < 2¢} est un voisinage de 0 contenu dans § et
2, =0 _N(wir) est k-7 -plet, Pour e > 0 assez petit, 9 NR" contient
s € £

un voisinage w1 de 0 dans Rn qui ne dépend pas de ¢ , On peut définir

PZ f dans 1fouvert k1=Zé=plat et l'image b(PZ f) dans €(w1 X Sn—1) est
€ £

une microfonction & support dans w, x I,

Montrons que cette microfonction ne dépend pas des choix de f et g,
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1) soit 0 < &' < € , Le transformé par 1l'homothétie de centre 0 et de

rapport 59 d'un polydisque contenu dans A?' (A' étant défini comme A ,
£

mais en remplacant ¢ par g“) est contenu dans A , Les points de A' appar-

tiennent donc & l'enveloppe k'=% —=plate de A , donc & son enveloppe
€

T

k =3 ~plate, I1 en résulte que Q@ ,NE , <@ , 81 Q = Q (I(Rn+ir) ,
1 ¢ € € € 1y €

LY

est k1=2 ~plat, 91 c contient Qegn z et f est holomorrhe dans 91 o
€ 9

E:Il

Dfaprés le théoréeme 4,%.1, PZ f - PZ f est holomorphe dans Q€
€ !

¢ e Qgﬂ étant
un voisinage de 0 , b(PZ f) et b(PZ f) ont méme imsge dans g(w1 X I)
€ ef

(ngn Rp contient w1 pour g assez petit),

2) Supposons que u = b(f) = b(g) . Il existe alors un voisinage complexe
@' de w tel que f=g s0it holomorphe dans &' ., Si € > 0 est assez petit
pour que 92<: w' , alors f-g € @(Q ) ’ 98 est kmzé—plat et on a donc :

€
PZ (f=g) € 9(98) o PZ £ et PZ g définissent donc la m8me microfonction
£ € €

v=Pu€‘@(w1xI),

Remarques s a) Si u= z:: u;T s uj € e(mj % Ij) , est une somme localement

Jjes -«

finie de microfonctions, on peut choisir des coordonnées dans les w. x I. et
J J

définir, pour J € J, P2 u, = vj , d*oh la définition d'une microfonction v
J
par la somme localement finie E v. ., Pour définir ainsi l'action de P sur
JjeJ

u (i,e, par Pu = v), il faudrait vérifier que la définition ne dépend pas du
choix des systémes de coordonnées,
B) (PZ(>QZ)f et (P()Q)Zf sont holomorphes dans

Q = erl(Bp+if) . Mais d'apr®s le théoréme 4,%.2 , [(P()Q)Z - PZ()QZ]f est
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holomorphe dans QE , qui est un voisinage de 0 , donc (P()Q)u = P[Qu] R

Dans S, K. K. [10] Y. 324, on montre (par voie cohomologique) le résultat
plus précis :

Théoreme 4,3 : Le faisceau € est muni d'une structure de faisceau de
P-module, De plus, si u est une microfonction & support dans w x I (I étant
défini comme ci-—dessus) et si P(x,DX) € @(w X I) » Pu coiIncide avec l'action
définie ci~dessus.

Application s On peut retrouver alsément le théoreme fondamental de Sato :

ssu < ssPu 0 {(x,2) | P_(x,8) = 0} (u € 8(w) .

Démonstration : Soit (xo,go) ¢ ssv (pu=v), (XO’EO) 4 {(x,g)]Pm(x,g)zo},
I1 existe un voisinage U de (XO,’(;O) ne rencontrant pas SSPu n{Pm(x,g) = O},
P est donc inversible dans U et si 4 désigne 1l'image de wu dans ‘B(U) , on
a P(X,Dx)ﬁ ~0 car SSPuNV =¢ . Donc, B (PH) =‘ﬁ =0 dans B(Uu) et
Ssu iU =g .

Done (Xo,go) ﬁ Ssu .

4.5 Transformations de contact guantifides.

*
Rappels ¢ Dans M = [Rn X ([Rn)-' = Rn N Rn s, la 1=forme ecanonique est

w(x,g) =2 gi dx.

5 o 31 ¢ = dw , o est une forme symplectique sur Tm(M) =M,

pour tout m € M , Le champ hamiltonien H, de f € ¢ (M) est défini par s

Yue€em, dfm(u) ==-c;m(Hfm,u), On a alors :
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Si f,g € C (M) , le crochet de Poisson de f et g est défini par :

_ - gL 3¢ _ o ot
{f,g} = g(Hf,Hg) , soit {f,g}m =3 SE; axi E bxi

pour m € M .

8i P et @ sont des opérateurs pseudodifférentiels dfordre fini p et
g respectivement, le symbole principal (d“ordre p+q=1) de PQ-QP = [P,Q]
est dgal & : {Pp,Qq} .

Dans R x ([Rn\{o}) , 1taction de Rj ((x,8) = (x,A8),A > 0) définit une
structure homogene, Muni de cette action et de la 2-forme ¢ = dw , Bn X {Rn\o}
est une variété symplectique cénique, Par passage au quotient, on obtient la

1 )

n n= . .
structure de contact sur R X S . Une {~forme ' est canonique s?il

existe une fonction x(x,g) > 0 telle que o' = x(x,g)w R

Soit U un ouvert de Rz X Szw1

, V. un ouvert de R? X 82_1 et @ un
difféomorphisme de U sur V ,

Définition ¢ & est une transformation de contact si 1'image d'une {-forme
canonique sur U est une {-forme canonique sur V .

Soient a et ; les ouverts de Bn X (Bﬂ\{o}) correspondant & U et v
(ﬁ = {(x,£) ¢ R x (mh\{o})lﬂ A> 0, (x,Ag) €U}) . Soit ; la fonction homo-
géne de degré 1 en & définie sur 6 par : VY(x,2) ¢V, g(x,xg) = aolx,2)
pour A > O, Si T ¢ C“Kg) , on définit -g*f € d”(E) par %%f(x,g) = f(m(x,@L

¢ est une transformation de contact si elle vérifie les énoncés équiva-
lents suivants

a) ¢ ¢ U—-V conserve la 2-forme canonique G=M=Zd%Ami°

D) ¥V, g€, oif.el = (6,08} .



1249

On montre dans 8., K. K. [10] p. 391 le théordme suivant

Théoréme 4.5.1 $ Soit U un ouvert de Rz X ng1 , V un ouvert de
[R? X Sn‘==1 s ¢ un difféomorphisme analytique transformaticn de contact de U
i

sur V . Il existe alors (de manidre non unique) un isomorphisme de faisceaux
® : (U) > P(V) et un isomerrhisme (que 1'on notera encore @) de faisceaux :
g(u) - 8(v) tels que 3

1) 8i w est un ouvert de U et P € P(w) , u € ®(w) , alors
oP € Polw)) et pu €8lolw) .

2) 21-5 est compatible avec les restrictions de ® et € .

5) o(Pa) = ¢(P) ¢(@) pour tous P, € (V) .

4) NP e @(U) , ¥u €8, o(ru) =5(P) 3(u) .

5) si P € ®(U) est d'ordre fini m , gP est dlordre m dans P(V) et :

%), =P o ' .

Avec [S.K.K.], nous dirons que 5» est une transformation de contact
quantifide associée & ¢ .

Remargue : Dans le cadre ¢ , lfanalogue de 6 est un opérateur intégral
de Pourier & inversible associé & ¢ et s gu =€u

oP =¢PE | .
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5, Ebtude micro=locale des équations différentielles et pseudedifférentielles.

5.1 Retour sur la noticn d!éguivalence,

soit P(x,D) un opérateur pseudodifférentiel (ou différentiel) défini au
volsinage d'un point (XO,EO) € an X Sn“=1 N

On sait que P Aéfinit une application ¢ --I:=> g.

Ker P est le faisceau des microcfonctions telles que Pu = 0 .

Coker P est le faisceau quetient de 8 par le faisceau !mp = P(B) .

On a donc la sulte exacte de faisceaux

0 —» Ker PM%-;E#E@COKGI'PM%O

- Coker P= 0 si et seulement si P est microlocalement résoluble ¢

ie. Yve e, t.0, Pu=v

o]

Ju Efx £

Q 0" "C

ou encore NV €@ ERCH t,9, :-5S(Pu-v) (xo,io)
(6] 0

22

(si 6 est un faisceau on ncte @FX 1'ensemble des sections définies au

c

voisinage de xo) o

- RKer P =0 si et seulement si P est analytiquement micro-hypoelliptigue
ie.  w€EB, s5(Pu) R (x,,8,) = ssu % (x,8) .

o]

De méme,on peut étudier la propagation des singularités des. solutions a
1'aide des supports des éléments de Xer P,
Définition s Soit M le P-module i un générateur défini par

M =6@/PP (® est le faisceau des opérateurs
pseudodifférentiels),

Soient 1w s ® - M la projection canonique et Mp R N (4

Q‘_’ QOP °
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bl
Proposition : Ia suite 0 = € B @ ZoMh—s0 est exacte,

Démongtration : Il faut vérifier que Mp est injectif, Nous ne le démon-
trerons que dans le cas ou P est d'ordre fini et pour les opérateurs dtordre
fini,

(P dfordre fini) MP(Q) =QoP=0 - olQoP) =0o(q) o) =0

(q d'ordre fini) o(P) et o(Q) sont des fonctions holomorphes done of(Q) = 0
done Q =0 ;

Si M et M sont deux faisceaux de @ —modules & gauche on note
Homlm, ) 1'ensemble des applications @-lindaires de M dans . On sait
. . . k . .
qu'il existe des foncteurs BExt ('m,,frs) tels que si la sulte
0 —=-->'m1 —-==->’m»2 m;v?ﬂ% —>» 0 est exacte on ait la suite exacte 3

0 «—-»%om(’m% ) = %m(’mz,’l’k) @%m(m‘ 6) —> Bxt! (mB ) Bt (111,2 ) =
— Ext1 (’m,1 M) —> Ext2(1%1 M) — ...

0 > @ B @ M3 0 donne donc la suite exacte 3

0 ~=> dom(Mh,B) -«-E-;-wom((l’,‘g) m&%om(e,‘g) > Ext! (116,8) ——> Bxt (f,8) —>

Ex.b1 (6’,%) =P oo0a

% eost un P-module donc Hom(®,€) —> € est un isomorthisme .

L b I(T4)

M;) induit donc une application M’I‘) : 8 - 8.
LR —> don(®,8). o on(®, ) — 8
U > Tu :(Qt——-»Qu,)rm»LuoP (Q!-=-—>QPU.) > Pu ,
Par ailleurs puisque ¥ est un ®-module Ext1 (€,8) =0 , on a donc la

suite exacte 0 —>Hom@h, @) —> L > Ext] @,8) —> 0 .
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53

Done @ Ext1@%,€) Coker P

2

Hom#6,8) = xer P .
Ce qui précéde montre 1'intérét de la notion d'équivalence définie au 3,1
puisque Ext1('m,‘8) et %om(M,8) ne dépendent que du module M,
Ces notions sont surtout importantes pour les systemes d'équation :
Exemple : Donnons-nous un systéme de r équations & 1 variable 3
Pﬁ1=v1,o,P£1=vro

Ext1 =0 signifie que si les v, vérifient les relations de compatibilité

Pivj = Pjvi alors 11 existe u vérifiant le systime,

Novau et concyau des opérateurs elliptigques,

. .
P CP P dlordre fini Pm(xoﬁgo) #0 .

x
o’go

P est inversible au volsginage de (xo,go) done est une bijection s - € R

Done Ker P =0 Coker P =0

5.2 QOpérateurs & partie principale réelle et de multiplicité constante,

B T

1ére étape ¢ P = §%= au volsinage d'un point (Xo,go) tel que gn =0 ,
Prenons X, = 0 et g, = (1,0,0..,0) .
Définition : Une microfonction wu est indépendante de X, si elle a un
représerntant hyperfonction qui est indépendant de z (i,e, valeur au bord de

fonctions holomorphes indépendentes de Zn) o

Proposition : Coker(mg- =0
0x
n
KEr(E%-) = faisceau des microfonctions localement

indépendantes  de x
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Démongtration ¢ P = 3%5 est un opérateur hyperbolique dans la direction
n

(0y000s0,1) donc si v €@ avec (0y000s0,41) £ 857 et we@E®RT)

0

il
existe une et une seule hyperfonction u définie gu voisinage de Xo , telle que

— =V et ul{

0x x =0}
n n

Soit u wune microfonction définie au voisinage de (Xo,go) . u stétend
. . n n-1
en une microfoncticn sur R x 3 a support compact ne contenant pas les

points (X;0309009i1> » Soit U wune hyperfonction agsocide & u .,

sst = supp u #;(x;o,o,°90,i1) donc il existe une hyperfonction f telle
of o . P . . .
que Feadi U , Par passage au quotient, on définit une microfoncticn f qui
n
s of d
vérifie S;; =1u , Dbonc Coker(g;-) =0,

goit u wune microfonction telle que Pu = 0 ., u se prolonge en une
microfonction sur un ouvert w X Snm1 , & support compact et telle que

0 . p
supp géi ne contienne pas w X iigo} avec g = (1500050,0)
n

h o . C o ou +
scit U wune hyperfonction associde & u , SS Pwx {ugo} . Donc sur

o~ In
ou . ~ + o]
0 e (e ) £ e0((wmir )ng) g £
n o €A

Au—dessus d'un convexe relativement compact dans w , le théoréeme de

Malgrange=Fhrenpreis (ef, 1'intégration des hyperfconctions § 2,5 de la tere

08
partie) donne des fonctions g, telles que : SZQ = fa .
n
Soit i =32 blg) —=9-(ﬁ=-ﬁ)=-°—u:—zb(f)=oo
1 « 0x 1 ox o
n n
Donc au voisinage de x, ﬁ=ﬁ1 = ¥ hyperfonction indépendante de X

(cf, § 2.5 de la 1&re partie),
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En passant au quotient on trouve u = u1+v avec v. micro-fonction indé-

pendante de X et supp u1 = S5 1‘?;1 % {(x;go)} done u.1 est nulle au voisi-

nage de (Xosgo) .

Done u  est indépendante de x, au voisinage de (xo,go) . 0.€00d,

o ot o, 3 o g i e G

Dlaprés le théordme de préparaticn de Weierstrass (cf, § 3.3) P stéerit s

P(x,D) = E(X,D")[Di + Zf: Ak(x,D?)Di’kj
k=1

cu B est un opérateur elliptique, D! = (D1’°°°Dn= ) et Ak(x,])*) un opéra—

1
teur pseudodifférentiel indépendant de Dn .

E est elliptique donc ne modifie pas Xer P et Coker P, on peut donc

suppocser que 3

m
m m=k
P(x,D) = D, + > Ak(x,D")Dn .

k=1
posons U = (U 5000l ) V = (O,,M,OgV)
o) =1
et O\‘“1 O‘,QOGQO > 1 Ooeoooooo
at D0 N 9 03\ ™ ;
_ o \\\\ N © = o AN \\ o
= : O .\\;\\\351 _\O I : \\\\\ ’\\é
0 Ooecaceal =1 o 07\ N
A A OGOOOGOA OOOOO‘OOBO 1
m T Ie=q 1
0
Alors Pu = vé&=> u=UO et (B-;I+#)U=V,
Localement IRn X $nm1 se plonge dans a:n X an" done & s'étend au

domaine complexe au voilsinage de (XO,}‘;O) o
Au § 3.4 on a vu qu'il existe des matrices inversibles & et ¥ telles que
87" (2,0 )3 T +#(2,0)) $(a,0 ) = 5 T
A YA Tyl *“g 0z °
n n
En se restreignant au domaine réel, on obtient deux matrices inversibles ®

et I telles que 3
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R (%, ) T4 ) $(x,0) = s 1
*UxMox x 0% °
n n
Done Pu=ve= (=T U=9UV (5%-)119 =& v) .
I-
On a & résoudre n équations S%f Ui = Vi ce qui est toujours possible
n

dlaprés la 1ere étape.

Donc Coker P = O .

Soit u tel que Pu =0 ;

0
Pu=0&=> u =70, (-—-—axn I+&)Uu=0,
N 0 ~1
dton 'a')—c'r'lg U) =0,

donc 9~4U'= (U;,...U&_1) avec Ui microfonction localement indépendante de X
U =90 (¢ aépend de x_) .
Soit’@&) le faisceau des vecteurs U tels que (ng I +-ﬂbU =0,
n
Grp est flasque dans la direction X1’°“Xn,1 et localement constant en X
clest-a~dire qu'une section est déterminée par sa donnée sur un hyperplan

X, = cste (looalement seulement clest=d~dire si x varie sur un intervalle

connexe ) .

Ker P={u€® /7 u \
ou
bxn
. €EF
. D
(O =1

u
lobd - J
n .

—

Ker P est un faisceau flasque transversalement & lFfaxe des X s et
localement constant en X clegt=b=dire qutune section sur un ouvert U x I ,
U contenu dans un hyperplan X, = cte et I invervalle connexe de R est

déterminée par sa donnée sur U .
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séme $tape : Cas général.
Définitions : Soit q(x,8) une fonction analytique sur R X R

homogéne en ¥ .

Variété caractéristique de q : V. = {(x,£)/a(x,t) =0} .

q
=, 3 d  3g 3
Champ hamiltonien de q 3 ng =3y ST S e 32; .

Bandes bicaractéristiques de q ¢ les courbes intégrales de qu .
Théordme 5,2 : Soit P(x,D) un pseudodifférentiel dans un voisinage U
de (xo,go) , de partie principale a(x,g) q(x,g)m avec
a et q homogéne en ¥ , a(x,E) inversible sur U
q(x,£) réel, dg non proportiomnel 3
X gi dxi sur Vq o
Alors Coker P =0

Ker P est un faisceau | 1) porté par 7V
2) constant le long du flot hamiltcnien

%) flasque transversalement
Ker P constant le long du flot hamiltonien signifie gqulune secticn est
déterminée par sa valeur sur un hyperplan de Vq transversal au flot hamilto-
nien (1ocalement).

Corollaire 5,2 3 Propagabion des gingularités,

(1) Soit u une microfonction telle que Pu =0 et (xoggo) €Supp u
Alors la bande bicaractéristique de q passant en (XOQgO) est contenue dans
le supp u .

(1bis) u € 8 ss(pu)Nu=¢ ,
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Alors SSufU est réunion de bandes bicaractéristiques de q .,

(2) soit F un fermé tubulaire de U (i.,e. réunion de bandes
bicaractéristiques) . Alors il existe localement u € ?(U) t.q. Pu=0 et
suppu =F .

(2bis)  Ju € B(u) t.g. ss(Pu)NU=¢ et SSu="F.

(3) Si u est définie dans un ouvert tubulaire U1 U et sl
Pu = 0 , on peut localement prolonger u en 0 € B(U) avec PO =0 .

Démonstration du théoréme :

Rappel : Théorcme de Jacobi, Il existe une transformation de contact

1

U > U1 C:Rn X $n- qui transforme q(x,g) en

(x_,g ) (051,0...,0)

| -1
a,(7in) = aF (y,n) =, .

Soit @ wune transformation de contact guantifide telle que :
o(@(p)) = o(P)oF ',
. ~ ~ _1 m ~
soit P =a(P) . o(P) = o(P)oF " =n_ x&(y,n)
{;:{n :O}. gg devien“t H~=-—b-=-,,
n q 9 oy,
Donc Coker P =0 et Xer P est un faisceau localement constant en X
flasque transversalement (d'aprés la 2& étape).
® est un isomorphisme de ® et de B donc la suite exacte
0 = Ker P —> 8 =£é-? —=p> C0ker P =—> 0

devient la suite exacte ¢

Q = Ker P > B P> t » Coker P =~ 0 .

Donc & transforme Rer P en Ker P et Coker P en (oker P .
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Coker P =0 == |Coker P =0

et Ker P est un faisceam porté par V , constant le long du flot hamiltonien,
et flasque transversalement, J.e.4,

5.% QOpérateurs de type Cauchy-Riemann,

m
o(P) = a(x,g) qlx,t)
avec a inversible q = r+is et f{r,s} =0 si r=s=0 a,q homogdtnesen &.
Rappelons que l'on définit le crochet de Poisson par s {r,s} ::&&(s) =3%(r)
. . 0 .
tere étape ¢ P = = + 1 o

d
LRI 4 ox, 5%,

Théoreéme 5.%.,1 : (¥) Coker P =0 .
(**) Si (xo,go) € Suppu avec u € Ker P, alors
toute la feuille X3 = X;,,.n,xn = X; s & o= go est contenue dans supp u .
(*%%) soit P fermé qui est une réunion de feuilles
311 € Ker P t.q. suppu="F,
aeme étape : Cas général.

Théoréme 5.3.2 ¢ Soit P(X,DX) un opérateur pseudodifférentiel d*ordre
fini m, V= {(x,2) ¢ R x Ranm(x,g) = 0} . On suppose qu'il existe un voisi-
nage W de (Xo,go) tel que

1) Dans W ’ Pm(x,g) = a(x,g)[q(x,g) + ir(x,g)]k ol a(x,g) est inver-
sible et q et r sont réels,

2) Les t-formes dq , dr et @ = 3 gi dxi sont lindairement indépendantes

dans W (la variété VAW est donc de codimension 2).

3) {q,r} =0 dans vaw (VAW est donc une varidté involutive de
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codimension 2, Puisque [Hq,Hr] = H{ =0 , il passe par tout point m de

dsr}
VAW une variété intégrale et une seule du systéme de champs de vecteurs
(Hq’Hr) ., Cette variété de dimension 2 est la 2-feuille bicaractéristique passant
par m) ,

I1 existe alors un voisinage U de (xo,go) tel que

1) Coker P v 0 (iae. P est résoluble micro-localement dans TU) .

2) 8i 4 € Ker P et suppuc U, le support de u est une réunion de
o-feuilles bicaractéristiques (i.,e. les singularités se propagent le long des
2-feuilles bicaractéristiques).

3) soit P un fermé de UNV stable par le feuilletage des 2-feuilles ;

alors il existe localement uw € Ker P telle que ¢ suppu ="F .

Démonstration s a) On admettra que q(x,&)+ir(x,t)=c¢(x,£)[3(x,g)+i¥(x,£)]

avec d(x,g) inversible et {§,¥} = 0 dans un voisinage de V .
b) Puisque {§,#} =0 et que 4§ , df et w sont
linéairement indépendantes, il existe une transformation de contact ¢ telle

que ¢

=i

~ ~ "‘1
q-oq) =n1 ’roq)

— - (% _ = \
= T]2 ’ QJ(XO,EO) = (yogno) 9 yO =0 et 'ﬂo ""'(Q’,-o~091/
= - it - . k

P = P(.V,Dy) et Pm(y,n> = Pm((b 1(y,n)) = d(y,n) [n1 +ln2] ’

o d(y,n) est inversible et homogine de degré m-k .

~

Bn multipliant P & gauche par un opérateur pseudodifférentiel inversible

Rﬁ1v convenable, on obtient : R71<3P(y,Dy) = Q(y,Dy) , ou le symbole principal

de Q est <n1-+in2)k .
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Q(Y,Dy) gse prolonge en un opérateur pseudodifférentiel complexe Q(Z,DZ)

défini au voisinage de (yo,no) € Gn e Pﬂy1 . Soit ¥ 1le difféomorphisme
défini par : Y = g‘1(y)<==$ Y, = vy iy2
= = i
T, =¥y =
4=.Sl.>2o
3 YJ Jd 7

*
On a alcors 3 ¥ Q = Q1(Y’DY) et le symbole principal de Q1(Y’DY) est

(p » Diaprés le théoréme d*équivalence, Q(Y,Dy) est équivalent & Dk

k
) .
1 Y

e N 0 . 0 Wk . sy s
Donc, Q(y,Dy) est équivalent a (8§e + 1 355) , clest-a~dire a

Y

1 2.
I (_2_ + i —9-) o I, est la matrice carrée unité dtordre k ,
k oy 0y k
1 2
Le théoreme résulte alors de 1'étude de 1ltopérateur 32— + 1i Sgu , en
Y1 yé
remarquant que la transformation de contact ¢%1 transforme ng et 3%— en
1 2

(@)

3

. . _ _ .0
Hq et Hf respectivement et les feuilles y3 = Jgreoey, = I, en les
2=feuilles bicaractéristiques,

Dans le cas ol la variété bicaractéristique est de dimension quelconque,
le théoréme se généralise de la maniére suivante 3

Théoréme 5,3,3 ¢ Soit P(X,DX) un opérateur pseundodifférentiel dlordre
m , On suppose que V = {(x9§)IPm(X,§) = O} est uwne varidté régnlidre de
codimension r et que 3

1) Tl existe des fonctions qi(x,g) (1 1 g r) telles que
V= {q,(%,8) =0.= qr(x,g) = 0} et que les 1=formes dq, ,...dq et

1 1 r

w=1X gi dxi sont linéairement indépendantes sur V .,

2) si (xo,go) EV et si <AX’A§) est transversal & V

ac” + o(e") avec

1l

‘((AXTAE) I4 T<Xo’§o)(V)) alors P (x +eA , £ + sAg)
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a % 0 (i.eo Pm s'annule au méme ordre p  dans toutes les directions trans—
versales & V) .

3) V est involutive ({qi,qj} =0, 1,5 = 1500e2) &

Sous ces hypothéses, on a
1) P est résoluble micro-localement (i.,e. Coker P = 0) .
2) Si u est une solution, supp u est une réunion de r-feuilles

bicaractéristiques (variétés intégrales de (Hq yoood 1))
1

1) On peut supposer que {qi,qj} = 0 au voisinage de V .
Dfapres la formule intégrale de Taylor & ltordre p et 1'hypothese 2), il
existe des fonctions analytiques a (x,g) (]al =pn et a= (a1,,..ar)) , homo-
o

génes de degré m-p , telles que s

a) P (x,8) = a (x,8) ¢*(x,8)
DER

8) Y uerio}, a (x,2) w40 .
D

=

2) Puisque les qj (1 €3« r) sont en involution et que dq1,,°°dqr et w
sont linéairement indépendantes, il existe une transformation canonique ¢

telle que :

=1
qio¢ ’—T]-

i pour 1 \< i \<r ? ¢(u) o (y1anooyr b Z ,QQOZ ) 3

1 N=1

Alors EP = Q(y,z;Dy,DZ) et le symbole principal de @ est :
. (x N
o(Q) = a_ = B(y,25n,¢) A (y,25m,8)n° o B est un
al=p

opérateur elliptique dtordre m-p et ol les Aa(’af = u) sont des opérateurs

pseudodifférentiels d'ordre 0 . Donc Q1 = B_1Q a pour symbole principal :

G(Q1) = lz%gp A n” .
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Dlapres 1(g) , il vient de plus : Vu ¢ R \{o} , |§%: Aa(y,Z;n9C)ua £0 .
al=p

le théordme se démontre alors en étudiant la forme réduite de P, soit

P = A (y,23D ,DZ)DOC + Termes dlordre  p=1 , & l'aide de théoremes d'exis-
o=u a y ¥

tence et de prolongement pour les opérateurs P2 dans le domaine complexe,

(cf° Bony=Schapira [11]) .

5.4 QOpérateurs de type Lewy=Mizckata.

Btude des opérateurs pseudodifférentiels dlordre fini m et de symbole

principal Pm(x,g) = a(x,2)[a(x,8) + ir(x,g)]k lorsque dq , dr et w

sont lindairement indépendantes et gque {q,r} # 0 au voisinage de (xo,gol

I) Réduction du probléme s

o o~ - o k “ ~ o~
1) On peut supposer que q+ir = b(x,£)[d(x,g)+i £(x,g)]" ou {q,%}
est homogéne de degré 1 et non nulle au voisinage de (xo,go) R

2) Il existe une transformation canonique ¢ telle que :

il
o

9

1o ’ ¢(XO9§O) = (yofﬂo) ? yO

(0’19O,oooo> L3

il

o

P = Q(y,Dy) et le symbole principal de @ est de la forme :

k N . .
q, = 6(Q) = e(y,n)(n1 Ty )t ou o(y,n) est inversible,

112
- .. . k
si Q1 = 0 1(y,Dy) Q(y,Dy) , le symbole principal de Q1 est (ﬂ1 x 1y5h2)

Q1 s'étend en un opérateur pseudodifférentiel complexe défini au voisinage de

=0, Ny = (05150500.0) » Soit ¥ 1le difféomorphisme

n -1
(om) €€ x P70, v

+ .
-1 R Pt
analytique défini par ¢ Y = V¥ (t)¢:=$ i 2
. Y, ==y, +7
2 2 1 2
Y.=y. si 3 ¢Jjgn,.

J
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k s £os ‘s p
DY . D'apres le théoreme d'équivalence pour les opérateurs

*
Aloers VY @, =
1 1

pseudodifférentiels complexes, Q1 est équivalent au systéme

Ik(Dy"

iﬁ’iy D, ) ou I, est la matrice unité'd'ordre k .
I k

5 e=+1 si {q,r} > 0
Llopérateur P est donc équivalent & —— + lgx, —
o) 1 6x2

e==1 si {q,r} < 0

TI) Etudes de P = D,l - 2ax1D2 et = D1 + ZBX1D2 au peint (Xof‘io)

(xo:.o ) By = (0,1500000) , Ima >0 , Im B > 0) .

On montre dans S, XK, K. [10] le

Théoréme 5.4,1 ¢ Il existe un opérateur K : 8 - B tel que la suite

b 6-Le 56 2,00 soit exacte, Il en résulte que :
1) Q est injectif (Ker Q = 0) . Q est micro=hypoelliptique analytique.
Q n'est pas micro-localement résoluble (Im Q = Ker X et
Coker Q = §/Ker X # 0) .

2) P n'est pas injectif (Ker P=InX 74 o) et P nlest donc pas micro-

hypoellipbique analytique,

P est micro-localement résoluble (Coker P = 0) .

Tdées de la démonstration : On se place dans M = R® . Soit N = {x1 =0} .

On définit le noyau X € @(IR4) par 3

K(x ,x_,x! X“) = - =L ! (Y2 = aiB)

172 4 (X2 2+oc:x +Bx' +iO)3/2

K opere sur (B([R2) par

(Par

2
Yu ¢ 8(R) , Ker(x1,x2) =f K(x1,x2,x;,xé) u(x;,xé) dx; dxé .

astinition, K(x ,x,,x!,x) w(x!,x}) = Klx ,x %I ?xé) ®u(y1,3f2)|y et

1

— 1
T2
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On vérifie que 88{xu) — ss(u) et XK définit donc un opérateur € — € .
définit al : - t 2 - % :
On définit alors ¢ %N %M et Vv @M y BT

u(X')

: ay - 2 gy
o : u(x2) - u(x2+ocx1) = +aX2~Xv dx
2 1 2
K v(x1,x2) > KV!X2=0 .

Alors ¢ o¢ = Idg , 0¥ = X . Donc, Ker P%ImK%%N .

N
On définit & et ¥ par :
s : - t y : - ¢
) %N %M et v @M .
1 v(x;,xé)dxzdxé
alx) - Kalx, )o(x, ) Ve x) e gk [ L2 L2
2 2/ 17%2 200 ) raextieio
2 2 1
Alors ¥® = Id'g , ®o0¥ =1Idg et par conséquent Coker Q & ‘61\1 .

N 1

Nous avons donc le théordme suivant
Théordme 5.4.2 : Soit P(x,D) un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m
et de symbole principal Pm(x,g) = a(x,g)[a(x,2) + ir(x,g)]k .
Supposons que dq , dr et w == gi dxi sont des 1-formes lindairement
indépendantes et que {q,r} £ 0 au voisinage de (Xo,go) .
(a) si {aq,r} >0

(1) coker P # ¢

e

ntest pas micro-lccalement résoluble,

+d

(ii) Ker P = ¢ est analytiquement microhypoelliptique,
(B) si f{q,r} <O

(i) Coker P = ¢ ¢ P est micro-localement résoluble,

(i1) Ker P #£ ¢

ae )

n'est pas analytiquement micro=hypoellip-

tique,
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