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LES ENSEMBLES DE TYPE (S)

Introduction

Dans toute la suite sauf mention contraire A désigne un sous-ensemble
fermé, discret, dénombrable de (1 . La caractérisation des ensembles A

- (%)

tels que toute fonction mesurable bornée a spectre dans - A soit une
1
fonction presque périodique (Bohr) est un probléme ouvert.
Soit f une fonction bornée i spectre dans A . Notons par Kn le noyau

polyndme trigonométrique et nous avons :

-

1°) Si f est une fonction bornée i spectre dans A alors Kh-g f converge
faiblement vers f quand n tend vers infini A est un ensemble de

synthése spectrale .

2°) Si f est une fonction continue bornée i spectre dans A , alors Kn £ £
converge uniformément sur tout compact vers f . Si de plus
il existe un compact K et une constante C- tel que pour tout polyndme

trigonométrique P i spectre dens A on ait :
[Iel]l, < ¢ sup [P
xeK
Alors f est presque périodique (Bohr).

3°) Si f est une fonction bornée uniformément continue i spectre dans A,
alors elle est presque périodique Bohr. En effet, 1l suffit de remarquer

qu'on peut approcher f uniformément par les polyndmes trigonométriques

Kxf .
n

On peut alors poser les problémes suivants :

(%) Pour la définition voir chapitre 3.



Probléme 1

Caractériser A , ne possédant pas de compaét associé, tel que toute
fonction continue et bornée a spectre dans A soit presque périodique
(Bohr).

Nous savons [3] que si A est de la forme, A = \U e Z

avec o € M , N E N et les @ Q- indépendgggg, alors A

possé&de la propriété indiquée.

Probléme 2

Caractériser A tel que, toute fonction bornée i speéctre dans A

soit presque périodique (Bohr).

Les ensembles de Sidon sont des ensembles qui possé&dent cette propriété.
Les ensembles de type (S) que nous allons étudier constituent une classe
Plus large que les ensembles de Sidon répondant au probléme 2. Nous allons
étudier d'abord ces ensembles dans le cas de Z (chapitre 1 et 2), puis
dans le cas de R (dernier chapitre) |

Beaucoup des résultats obtenus ici s'étendent facilement dans le cadre

général des groupes abélien localement compacts.




CHAPITRE |

ENSEMBLE DE TYPE (S) DANS 22

Notations

v, Z , W ; € désignent respectivement l'ensemble des entiers

positifs, le groupe des entiers naturels, le corps des réels et le corps des

complexes. ™M* désigne le groupe additif des réels modulo 2w.

Les différentes notions, comme transformation de Fourier, série de

Fourier etc ... serons celles définient dans [}].

Nous utiliserons les notations suivantes :

‘M = M(D
B = B(Z)
L]= thv)
A=A .
¢ =c(m
L7=L" ()

.
.

-1'algébre de Banach de convolution des mesures de Radon bornées

sur H avec la norme [lpIIM = | Idu[ sipeM.
T

1'algébre de Banach pour la multiplication ordinaire de transforméés
de Fourier des &léments de M avec la norme ; llgllB = IlullM si

8=]':l,11€M-

1'algébre de Banach pour la convolution des fonctions sommables

définies sur T i valeur dans { avec la norme

el = [ leeolas . £exl

T

"'1'algébre de Banach pour la multiplication ordinaire de transformés

. P, 1 :
de Fourier des &léments de L avec la norme ;

lall, = lI£]l, si n=%, £e1'.

1'algé6re de Banach des fonctions continues i valeurs dans C ,

avec le norme Hfll°° = Sup |[£(x)| , fecC.
XeT
1'algébre de Banach des fonctions essentiellement bornées définies

sur ™ i valeurs dans € , avec la norme ;

||f||eo = Sup.ess. [£Ex)], £ ¢ L .
X e



= P(F) : 1'espace vectoriel des polynOmes trigonométriques définis sur
S
T 3 valeursdans € ; Q(x) = £ a, et ¥ , Ae Z
fini
A désignera un sous ensemble de Z et (Aj)j>1 une partition de A
avec CardAj < 40, J 21 .
S D =D est 1'un des espaces de mesures ol de fonctions sur ¥

décrit ci-dessus, 1l'on notera par Qﬂ? le sous espace fermé de D ,
constitué par les €léments f € D tel que f(l) o pour les X n'apparte-
nant pas a A .

1%) Si D = D(Z) est 1'un des espaces B ou A, on notera par D(A) le quotient

de D par 1'idéal des éléments de D s'annulant sur A muni de-la norme quotient.

®it ol . € D(A.)j=1. On notera par :
g = (850, 8 (A3 P

@ D(Aj) : l'espace de Banach des suites g = (g. )J>1 telles que
Qip ||g|| < 4+ , muni de la norme; IlgH = &ip Hngl
izl D(Aj) i1 D(AJ-)

©O) D(Aj) : 1'espace de Banach des suites g = (gj)j telles que

Hgll < + o, muni de la norme- Hg” I HgJIl
jzi 3 'p(r) 321 © D(A.)
J J
@ D(Aj) : l'espace de Banach des suites g = (g. )J>l telles que
lim Hg N = 0, muni de la norme -||g|] = Sip }|g.]]
jrteo D(A ). ’ ’ j>l 3 D(Aj)

° e ‘ it : &y . } . .
2°) De la méme manidre l'on définit : Q@ Dpj s @l Dpy et ©Co Dp

Un calcul facile nous permet de vérifier que le dual de @ P, s'identifie
53

isométriquement o (%) B(Aj) par :
2@

(8. = & I g PN, ge GLBO). et Pe @ P,

iES AeAj J L 3 B
le dual de ?A()\ ) s'identifie isométriquement aO P, par la forme bilin&aire
J
définie ci-dessus avec g e¢ (& A(Aj) et P e @ P .
Co 3

De m€me le dual de  A(A) s'identifie isométriquement 3 LX par

(8,£) = I g(A) £(A) , geA(N) et £ ¢ Ly
reh



Enfin on écrira la série de Fourier d'un élément £ de DA sous la forme :

£fn 3 %(A) el}‘x = I f.(x), f. e PA (3 =1)
Aeh jz1 3 J 3

Nous utiliserons souvent la notation :

(£, = B |




Définition

®it A un sous—ensemble de Z et soit (Aj). une partition de A,

Card Aj < 40§ 2 1.

DEFINITION 1.1 : On dira que A est un ensemble de type (9 relativement

a la partition (Aj)j>1 , s'1l existe une constante C = C[h, (Aj)jzi] telle

que pour tout polyndme trigonométrique P 3 spectre dans A , on ait :
2 llell, s ¢ |l

Pour une partition (Aj) donnéeion dira que A est de type (S) et 1'on

>l

sous entendra, relativement 3 la partition (Aj)j . On dira aussi que

z1
(Aj)jzl est de type (S).
Remarques et conséquences de la définition :
l°). 3 (Aj)jzl est une partition telle que card Aj = 1 , on retrouve la

définition classique des ensembles de. Sdon [4, page ]26]. Rappelons
qu'un sous ensemble A de Z est un ensemble de. Hdon s'il existe une
constante C telle que pour tout polynOme trigonométrique P & spectre

dans A on ait :

pz] s cllpll, -

Aeh
2°). & A est de type (S) relativement i la partition (Aj)j>l alors
-A est de type (S) relativement 3 la partition (—Aj)j>l
4

est de type (S) et si A est un sous ensemble fini de &

3°). si (Aj). o

izl

AonA =P alors (A.)

i j>0-eSt un ensemble de type (S) .

Plus généralement, si -(Aj)jal

ensemble A telle que Aj # Aé pour un nombre fini d'indices seulemeﬁt,

et (Al). sont deux partitions d'un méme
i'ix

alors. (A.). et (AY). sonf en méme- temps de type (S).

J7 121 17321



4°) La propriété d'@tre de type ( S) est invariante par translation.
y P

5°) si A=Y Aj est de type (S) et si (Al) est une partition de

il i'iz
A telle que chaque Ai soit réunion fini d'ensembles Aj , alors
(Aé)j>] est de type (S).
6°) Si A = A. est de type (S) , alors A' = U A! ol AY
S
j21 3 i1 3 J

est’ un sous ensembles de Aj s est de type (S).

7°). Soit A = jEG Aj et supposons que les 'Aj sont symétriques

Aj = —Aj 321 alors les deux propriétés suivantes sont &quivalentes :

(a) I1 existe une constante C = C[A,(Aj)j>]]_ telle que pour tout polynOme
/4

trigonométrique & valeurs réelles et & spectre dans A on ait :

eIl < cllell,
J
.(on dira alors que A est de type (S) réel).

(b) A est de type (S) relativement 3 la partitiom (Aj)j>]
7
En effet , soit P un polynOme trigonométrique, &crivons P sous la

forme : P(x) = O (P(x)) +i Im(P(x)).

La propriété (a) entraine :

@211, < cl| Gl

(R

et.

et

|tm 2511, < | [tm B[],

ce qui nous donne :
Flleglloc cfl1® ®ll,+ lmell] < 2o eI,

d'oi A est de type (S).



Probléme:

Soit A, M - A =9 et (Aj)j>l une partition de A . Considérons
Ay - A, on peut le décomposer de fagoh naturelle suivant la partition

+e0
A.y ~ A.). ou bien suivant la partition A .

Si A est de type (S) relativement a (Aj)j>l’ est-ce que Au - A est

de type (S) ?
a) relativement 3 A.vu -A.).
) ( 3Y J)le

)+°° . A¢ = _A.

A .
#5924 i 321

for

b) relativement

Plus généralement, est—ce que la réunion de deux ensembles de type ( S)

admet une partition relativement 3 laquelle elle soit de type (S).

Equivalences

THEOREME 1.1

it A un sous ensemble de Z . Alors pour une partition

(2.)

37431 de A, card Aj <+ j 31 les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(i) A est de type. (S) relativement 3 (Aj)j>l

(ii) ¥V £e17 £z £, TlEll, <+

A il j»
(1) ¥ £eC £ £, Il <+
j21 i1 3
(iv) Pour toute suite (gj)j>1’ gjeB(Aj) s Qip ||g.|| < + o
” jz1 ) B(AS)

on peut trouver g ¢ B(A) satisfaisant :

g() = g, () (x.e Ay Gz 1)



(v) Pour toute suite (h,), h. € A(A). ., 1lim ||n.|| =0
37321 ) 373217 e ACAS)
on peut trouver h € A(A) telle que :
ROD = h, (), (X e Ay D))
1 1 = | = = +
(vi) Pour toute suite £ _(gj)jzl s F’j e et ¢ (ej)jzl e, = %
on peut. trouver g ¢ B(A) telle que :
1
sup [{g(0) = e (g5, | s, 0<n<3

i>! 'B(A)
-Preuve
Nous allons démontrer les implications suivantes :
(1) = (ii) ==> (ii1) ==> (iv) = vi) => (i)
et

(iv) == (v) — (1)

(1) == (ii)

Soit f eL;;> , f noT fi(A)e-lxx= p _f.(x) , montrons qu'alors
Aeh 31 :

T ||me< +
j J

Pour N fixe considérons :

N
Il
=]

J

Soit Kn le noyau de Fejer et considérons :

N
Lo flE, = K ||
j=1 ]

Kn* f est un polyndome trigonométrique et nous avons

(Knae f)j = Knerr fj

ce qui nous donne d'aprés 1'hypothése (i)

J o=z

e, % k1]« cllx = £1] < clle]],
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Or Kn étant le noyau de Fejer, nous avons, pour chaque j >

i % f. = .
im [l & 211 = Ll

ce qui entralne que :

™M 2

2oL s clleld,
1=1

et ceci indépendamment de N, d'oi :

2 llgll, s cl£]f,
izl

‘et - la condition (ii) est satisfaite.

(ii) == (iii) :

Evident.

(iii).——"> (iv) :

Soit 1'injection canonique :

c'est une application lin8aire continue de norme égale & 1. Le dual
. : {

de (:3 PA est isomorphe et isom@trique & (:2 B(A.) de méme que celui
21 Ay R
. X . .
de CA a B(A). Soit 1 la transposée de 1i :

i* : B()) — (® B
La condition (iii) 1implique que 1 est surjective. Par conséquent,
i est bijective et bicontinue et il en est de méme pour i* . En parti-
culier , i* surjective entraine la propriété (iv).

La continuité de 1. entraine l'existence d'une constante C > O

telle que :

Hellgy € ¢ sw |le.ll
B(A) j>/J ’ J B(Aj)
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(iv) == (vi) :

"Evident.

(vi) == (i)

Nous allons faire une démonstration par 1l'absurde.
Supposons que A n'est pas de type (S). Il existe alors: Jj < N s
,(1)

un sous ensemble fini d'indices et P

P(])(x) = I P;l)(x)

jeJ1
un polynOme trigonométrique & spectre dans U A. satisfaisant :
jed J
1
1 1
AL I R [ TRV

JSJ]

Considérons A \\(j%G Aj) , d'apré@s la remarque 3° (page 6), cet.
ensemble n'est pas de type {S). I1 existe donc J, ¢ M \ JJ, card J,< + o«

2 2

et un polyndOme trigonométrique :

Pw - 2 P
J€J2
3 U ) ' :
i spectre dans Jer AJ tel que
5 o o
[P =1, [PP@]], < D2
j J 2

De proche en proche, on construit une suite de sous ensembles (lﬁ) de N)

card Jn < + ® et une suite de polynOmes trigonométriques :

p(M iy - 3 P§n)(x)

jeJn
‘satisfaisant.
(1) JnJ =¢ ntm, A ||P§H)||°° =1, ||P,(“)||°° < /)"
jed J
n

Pour chaque n définissons gj e et e€.=%1, j e J_ par :

3 n
: (n) - (n)
(2) €5 He [Pj (gj)] II’FGZ P, I,
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Prenons ej = ] et £E. =0 si iz et it U J

D'aprés (vi), nous pouvons trouver g € B(A) satisfaisant :

(3) sup |[g(0) - es (g5, 0| s
i»l B(Aj)

Soit u ¢ M telle que ﬁIA g , alors (3). entraine , pour chaque n

(n) (n) (n) .
| I Py () du(x) - e, I P & | s q,llP I, s 3ed,

T T J
d'oli, en sommant pour j} € Jn , on déduit :
n, 2 [B§™ 0, > | J (x P -1 e, 2™ (e
JeJ T*jeJn J J€J J J J

ce qui entralne :

(4) n I ||P(n)|| ‘ I €. Pgn)(g.)l - | [ P(n)(x) du (x)l
JeJ JeJ 33 J T

De (4) on peut déduire :

n IR 2 e Re BiY | - | f P™ ) ]
jan JEJ
et finalement :
(5) n I IIP(“)II | Re P(“)Il - I ) du (|

JEJ JeJ
" P _ (n) .y .
De meme, on définit qj e et aj =+ ] pour Im[?j (x)], j =1

En appliquant (vi) et par un calcul analogue, on obtient :

® oz 1L s Hm e -1 2P e )
JeJ JeJn_ T
oi v est la mesure d'approximation donnée par (vi) pour (qj)j>l et

(aj)jzl

En- additionnant (5) et (6) et en minorant le deuxiéme membre, on

obtient :

e 2 e 1] 260 el + 1 2@ waml]
JEJ JeJn T T
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I N L [ [T R TET NI
jeJn

or d'aprés (1), cette dernidre inégalité s'écrit :

-y ¢ Wl ML oo
R

ce qui est impossible pour n assez grand.

Nous allons montrer maintenant que :

(iv) == (v) == (1).

(iV)>===9 (v)
Soit (h.). h. € A(A.). et lim ||n.|] =0
' 3%iz1 3 A PO | boo 3 AMj)
Posons :
D = Sup ||h.]|]
1 3 AUy

Soit Jn le sous ensemhle de N défini par :

-n+l

_- s —n .

Chaque J posséde un nombre fini de points et JJ\Jm.= 9 si n # m.

Pour n donné, définissons la suite (é?))jzl . g§n)s B(Aj) j >1, par :
(n) .
. = h. e J
gJ j J n
(n) .
gj (o} ‘>3 ¢ Jn
nous avons alors :
swp [8]] s 27™'p

Bt B
D'aprés (iv) , 11 existe g(n) e B(A) telle que :

s® = Moy (ren 1)



)
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et d'aprés la derniére partie de la preuve de (iii) =—==> (iv) , il

existe une constante C > o , telle que :

n -n+]}
He™1 ¢ ¢ su llef”ll < cp2™
B(h) izl B(AJ.)
Si V, est noyau de la Vallée-POUSSIN [1] d'ordre k choisi tel que :
n
~ _ U .
|1V, I, <3, v, M =1 Oc¢ 5989
n n n
alors Vi g(n) est un élément de A(A) avec :
n
- (n) -n+]
v, 87 1l ¢y s 3CD2
- :
Soit h e A(A) 1la somme dans A(A) de la série convergente I Vk g(n).
jzl n

Si 2 e M, soit j tel que X e Aj et n tel que j ¢ Jn , alors on a :

hoo = v, 0 g™

(A = h.(N)
o : 3

et la condition (v) est démontrée.

Prouvons finalement que :

= (i) :

Soit j 1'injection canonique :

§: A —— @ AGL)
c J
0.
j est continue et de norme 1. Soit j* 1la transposée de j , alors
d'aprés la remarque du début de ce chapitre, on a :

o CB gy > Ly

La propriété (v) entraine que j est surjective, donc bijective et
. 2. % Il | . -~ . . . V
bicordtinue. j - continue, entraine qu'il existe une constante C > 0

telle que , pour tout polynOme trigonométrique 3 spectre dans A , On a :

3o llpll, < cllell,
J

ce qui achéve la preuve.
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Remarque : D'aprés la démonstration du théoréme, si A est de type (S),

il existe trois constantes C» Gy C4 telles que :

g lle.ll. s ¢, |l»]| (Pepﬂ)
j J [ 1 oo

||8||B( € C, Sup l|8j||B( (s et_(gj)j>/J défini dans (iv))

) j»1 Aj’)
et |In]| : < ¢, sup ||n.|] (h ez (h.), défini dans (v) )
A(L) 3 3>l ] A(Aj) 17321

Or, i1l est-facile de vérifier que ces trois constantes sont identiques.

Remarques sur la condition (vi) :

1°) - a propos de

Nous n'avons pas pu démontrer dans le cas général que la condition (vi)
avec 1, 1 entraine que A est de type (S). Néanmoins, il y a deux
cas particuliers ol l'on peut conclure facilement :

er

1 cas : Soit A= M A. avec les A. symétriques, A. = —-A. . Alors
— ‘ NES B g SYmeRTIQues, Ay N

la condition (vi) pour n s 1 entraine que A est de type (S). En effet,

dans ce cas, d'aprés la remarque (7) il suffit de considérer des polyndmes

3 valeurs réelles. En reprenant la preuve par 1'absurde de (vi) > (1),
on peut construife une suite de polyndmes réels 'P(p) telle que :
(n) _ (n) 1.n
leP.J. =1 et [2*V|[ <&

en appliquant la condition (vi) aux gj et ej, définis par :

(n) (n) .
. P, ). = ||Pp. » (VN § . =0,
€; P (&J) || p ||°° s J e ' et gJ o

e. =1 si LY I
© nelN’

on aboutira 3 une contradiction.



2°%) -
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éme

228 a5 : Soit A = Y Aj et supposons que An - A = ¢ , alors la

il
condition suivante entraine que Au — A est de type (S) par rapport a

1 titi A. v = A.).
a partition ( 3 ,J)Jal

Pour toute (Ej).

331 Ej e et (e.). €. = * 1 on peut trouver une
> €

37121 )

mesure réelle yp satisfaisant :

sup |[R(2) - e. (., ]| <n,(0<n<1)

ad propos de (ej)

On peut remplacer la condition (vi) par la conditionm (vi)' .

(vi) - pour & = (Ej)j>/1 §j e et € = (sj) sj e {0,1}

j>l

on peut trouver g € B(Z) satisfaisant :

sup |lg(®) - e.(E.,0)]] $
321 1] B(A;) v

avec o < n. < 1/4.

Montrons que (vi)' entraline (vi). Soit (F,j)j £E. e et

) €. =+ 1 .

(fl>/1J

€j
Considérons :

) P 2 .o
J ={jeN, qj =+1}, J°={je N, qj =~ 1}

soit e; e {0, 1} défini par :

el } | Qj jed
J ) je J2

Il existe alors g, € B(Z) telle que :

1 sup |lg, (A - e (£.,m]] <
j ! 3 B(A,) L

De mémesi :
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il existe g, € B(Z) telle que :

2 .
(2) sup ||g, (A - €7 (£.,M)]] £ n-
i R TV W
Ainsi pour qj = E; - s? » 3121, g= g, ~ 8, estun élément de B(Z)
tel que :
2
He) = n. g0 = g, (M) = g, (N = (e3-eD) (£, 0] ]
13455 B (L) ] 2 (IR RO R B,

et dféprés.(l) et (2)

| 1g(n) -‘Qj_(fj_zA)IlB(A')s am < 1/2 G > 1)
j

D'ol la condition (vi).

a4 propos de (Ej)
Si on prend Ej =0, j>1, la condition (vi) n'est plus suffisante.

A ce -propos voir plus loin (Chapitre 3).
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CHAPITRE 2

CONSTRUCTION D'ENSEMBLES DE TYPE (S) DANS Z

Note

Dans ce chapitre, sauf mention contraire, A désignera un sous

ensemble de 2 avec An - A = @ et O4¢ A et (A))

. une
17321
partition de A satisfaisant card A. < + o j>] et lim card A. = + o
J j++co -
Les ensembles lacunaires par blocs : préliminaires
Dans cette partie A sera un sous ensemble de N ’-(Aj)j>l une
>

partition de A . Les résultats se généralisent sans peine 3 un sous ensemble
symétrique avec une partition symétrique.

On notera par -Aj un élément générique de _Aj et 1'on suppose que
A <A15. si j < j' . Nous distinguerons deux &léments d'un méme bloc A,

] L : (k) -
par les indices supérieurs ; " et 1'on suppose que Aj- <_A§ )

si k <k'.

On notera :

W
ot

m. = min A, , M. = max A, 3
3 : ] J J
Le pas de Aj est @

P = Inf|la - A'|
A ,’A' € AJ
A O#FAT

A1 et AZ étant deux sous ensembles de Z :

d(a;, 1) = Inf|AJ - A
11 S‘AJ
AZ e!AZ

|
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DEFINITION 2.1 : On dira qu'un sous ensemble de IN est g-lacunaire

par blocs, s'il existe une partition ('Aj)j>l et un g»!1 tels que :

Sy mg > aMy L G

i)

On dira aussi que ﬂA.) est q-lacunaire par blocs.

373%1
Remarquons que si A posséde une partition telle que card A. =1 ,

on retrouve la définition classique des suites g—lacunaires [}3] (page 202).

DEFINITION 2.2 : On dira que p e 22 est un s—élément dée A , s >1 si :

S .
= = % i i, eee > 1
(2) HELoeg Ay g, TELL A el 1> i
=1 73 3 ] ] J
s
% s A sera appelé une s—représentation de y et A le terme
j=1 k| J 1
dominant de s-représentation de np. (A. > Ai > wee > AL )
! 2 s
s S' 3 - . .
Deux représentations I €. A. et I e!, A!, seront dites identiques si
' 2y 1. 7d, j=1 i Ti:
J j 3 3
‘s =s8', €. = ei, et -Ai =_Ai, s 18 3j<s (=s'). On notera par
h] 3 3 j

S(A) 1'ensemble des s—éléments de A , s > 1 .

Nous allons donner quelques lemmes techniques qui sont des conséquences

simples de la définition.

Notons par I(Ak) et I(fAk) les sous ensembles définis par :

3) Ty = -[)‘k__ Moy T o M * My EET]
I(-A) = - I(A)  k»

On pourrait convenir qu'il s'agit d'intervalles dans ZZ .

LEMME 2.1 : Soit A = 5J_ Aj' un ensemble g—lacunaire par blocs.

Si q > 1, un s—élément yu de terme dominant -Ai (s21)
1

appartient 3 l'ensemble I(Ai Yu I(- Ai ).
' B ]
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Preuve :
) - s
Supposons €. =1, d'od up =XA. + L €. A. . Nous avons alors :
i 71 ten L. L,
1 1 1=2 ] J
s—1 s—1
A, = L M, .SugA + T M _
Yioo5=1 M1 1 j=1 M
Or :
s—1 s—1 Mi]‘J s=1 ]
I M., . =M, a+z Y SM, L Q+ & =)
j=1 4734y ™! §=2 Mil—l 1, j=2 o371
d'ou
s—1 q
I M, . ¢ M _. —
j=1 1 1 1, 1 gq-1
ce qui entraine u e I(XA, ).
1
Si e, = -1 par un raisonnement analogue, l'on trouve que u € I(j-)\i ).
1 R |

LEMME_Z;Z :- Soit A= }Jv A. un ensemble q-lacunaire par blocs. Si :

-1
2(q+1)

alors les intervalles
Lo=[m G -20), M Q+2)] k21

sont deux 3 deux disjoints.

Preuve :

Pour démontrer le lemme, il suffit que :
Mk(l + 2¢e) < Dy (1 = 2g)
D'aprés (1) cecl est vrai si :
(1 + 2e) s q(1 - 2¢)

‘ce qui est réalisé si 1'on a :

-1

A YCESD)

d'ol le lemme.



21

Posbns :
= - q q
(4) b = [my Me-r 1 0 Mot M- q—.1]‘1 Z x>

Nous avons évidemment I(A) < Ak s k > 1.

.Y
€
o T

LEMME 2.3 : Soit A = .L’ Aj un ensemble g-lacunaire par blocs. Si ¢>3

alors les ensembles * Ak k>1, sont deux i deux disjoints et nous avons :

-3 .
i k #3

Preuve :

Pour la premidre partie, il suffit de remarquer que les sous ensembles

Ak définis par (4) sont contenus dans les sous ensembles _Ik du lemme 2.2
1

D Si q > 3 nous avons :

pour € =

1 < q-l
2(q-1) ~ 2(q+1)

et en appliquant le lemme 2.2, on conclut que les Ak sont'deux a deux

disjoints.

Pour évaluer d(Aj, Ak) , k # ] considérons d(Ak, Ak+])'

Nous avons :
\ = - 9 . -9
d(Bs By)) =My ~ M o7 T M D) k>

Pour le deuxiéme membre, nous avons :

.mkﬂu_—M“ 4 % e Ly rm, 25 mq53
B +1 -l e+1 a1 4 ! q ! 17 q7d

ce qui entralne ‘pour tout j et k , j # k :

L8 2N e

Remarque : Si q > 2 , on voit facilement que zéro n'appartient i

aucun Ak .
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LEMME 2.4 : Soit A = jgﬁ Aj un ensemblé g-lacunaire par blocs, q > 3.
e > - 2>

Si un s—élément p et un s'-&lément v de A sont &gaux, nous avons

nécessairement :

a) ou bien : leurs représentations sont identiques

b) ou bien : leurs représentations ne sont pas identiques, auquel cas, aprés
avoir effectué toutes les simplifications possibles dans u = v , les termes

dominants de deux cotés de 1'@galité sont dans le meéme bloc.

Preuve :
Soit :
. S
L
=1 ] ]
et
s!
Vo= Z E!. A‘.,
o 1. 1.
J=1 ] ]

Supposons s' g s.

Nous allons montrer que si u = v alors :

b) ou bien il existe k 1 g k < s' tel que :

ij = ij R eig = eij ,'.Aié = Aij i=1, 2, v..0, k-1
et
i =i €1, = €. 5 Al, #.A.
k k 1, i, 1 i
g) ou bien, s = s' et
i3 = ij eit =€ Aif = Ai. i=1, 2, ... s(=s")
~J -] ] J
auquel cas la preuve est terminée.
Si uy = v, alors nécessairement i] = i; . En effet, si i] # i;

le lemme 2.1 entraine que

e Ai]U (- Ai]) et v e Aii(J (- Ai;)

et comme q > 3 le lemme 2.3 entralne que ces ensembles sont disjoints.

Nous avons de plus e, = €!, car Ajr\ (- Aj) = ¢ pour tout j. Nous
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alors deux possibilités :

1) ou bien A, # A! = A}, , auquel cas la preuve est finie avec k = 1 .
0 TS T
2) ou bien -Ai = Xi , dans ce cas, aprés simplification,1'égalité
1 )|
p=v s'écrit ¢
S . s'
L oe;, % = E el Al
2 Y5 = R

En répétant le raisonnement ci-dessus, au bout d'un nombre fini

d'opérations, on aura :
1) ou bien il existe k, 1 < k < s' , tel que (a) est satisfait.

i i ié > ij‘ 13 j=1,2, ... s.

L'identité u = v devient, aprés la simplification

2) ou bien ij =i!' , e. = ¢! AL o= Al

s
0 = X' €
' j=st+l

Al

is %4,
31

Or d'aprés la remarque du lemme 2.3 , ceci n'est pas possible si s>s'.

Donc, on-a s = s' et on obtient (b).

PROPOSITION 2.1 : Soit A = }J_ Aj un ensemble g-lacunaire par bloc.

Supposons pour tout j =1, 2, ...

a) mj+] > q Mj s q >3

> 291y

b) Si . est le pas de A. P .
) P P 'i 2 <Pie1 T qeT

Alors, tout é&lément de Z s'obtient au plus d'une manié&re comme un s—é&lement

de A, s >1 . De plus, zéro ne s'obtient pas comme s—élément.

Preuve

La remarque du lemme 2.3 entraine que z&ro ne s'obtient pas comme s-&lément

D'aprés le lemme 2.4, pour qu'un s-€lément yu et un s'-&lément v soient

égaux il est nécessaire d'avoir :

P =EA. + % e, A (ik < i)
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< 3)

o

avec A. # Al
J J
Or d'aprés le lemme 2.1 , nous avons :
e L&A, v e Iéx!
U _Q:J), (21)

La condition .(b) , entraine que ces deux ensembles sont disjoints, ce qui

achéve la preuve.

Corollaire : Soit A un ensemble g-lacunaire par blocs, si pour

1l
=
(3

tout j =1, 2,

a) mj+J > qu . q > 3

-
b) Pyyy 7 @y

Alors, en plus du résultat de la proposition 2.1 , la distance entre deux

s—€léments s >» 1 est supérieure ou égale a 60 :

= g a3
% inf (M a7 Py,
Preuve :
Remarquons que pour q > 3 nous avons q > %%T- et par conséquent b')

"entraine (b) et on a les propriétés de la proposition 1.2.

I1 nous reste d évaluer la distance entre les s—é&léments.

Le lemme 2.3 entraine :

q-3

D'autre part :
df1(ry), TAYY] = p. - 2M, ., —3_ > M, - oM, —
[ 30 I J)] P; j=1 =1 7 V-1 4 j-1 q-1
ce qui nous donne :
. -3 .
(2) af100)), _my] > M aos i2
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Evaluons enfin la distance entre Aj et un s—élément de I(Aj)

différent de Aj

. A . 2 . A. 2 . - . '—g‘—
T O A o 1 B T A

ce qul nous donne :

. 92 92 j
3 al, TOONO] 2 w3 Me o

[\
N
L]

En tenant compte de (1), (2), (3) 1la distance & entre deux s—éléments

s »1, de A satisfait :

. -2
a;mf(MJqf:‘l—_T, Mqizs o, P)

= 93
6@ Inf(MJq 1 ° pl) .

Cas particulier : blocs de progressions arithmétiques.

Dans la suite, nous allons nous intéresser aux blocs de progressions

arithmétiques :

n.
(1) A, = {n £.} 3 f.>0 j 21

C'est pourquoi, on va grouper les résultats obtenus pour ce cas.

Soit A = ;;G Aj un ensemble g—lacunaire oii les Aj sont définis par

(1) . La condition de lacunarité s'écrit

By 7 A0y £, G210 (a>D)
et le pas de Aj est .pj ='fj'
Si q > 3, le corollaire ci-dessus entraine :
(i) zéro ne s'obtient pas comme s—&lément de A , s > 1.
(ii) tout entier y s'obtient au plus d'une maniére. comme

un s—&lément de A .

(iii) la distance entre deux s—é&léments est supérieure ou égale & 60 :

= a€g=3) , _
8y Inf(fl, n, f] oy ) GO(AJ, q)
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PROPOSITION 2.2 : Soit A e Aj un ensemble g—lacunaire par blocs g >71.

(%) Quelque soit o > 1 , on peut décomposer A en une réunion finie

d'ensembles A(k) s 1 ¢k gr tels que :

(i) Xk%ﬁ A(z) =0, 1<k, <r, % %K.

(ii) Chaque A(k) est o«a—-lacunaire par blocs , 1 gk <1
relativement & la partition A§k)= A(k)(\ Aj > 321,
(#%) Il existe @, = ao(q) tel que pour a > @, On peut trouver une

décomposition de A comme dans (%) telle que

S[A(l)] a S[A(k)] = ¢ si 2# k ol - S[&] désigne 1'ensemble ‘des
gs-éléments de A .

Preuve :

pour (%) : Soit r e N tel que qr > o . Considérons les blocs :

Ak.’ Ak+r’ Ak+jr ] < k < r, j 2 0.
Soit A(k) défini par :
k) _ U
A LS Ak+jr
(k)

I1 est facile de vérifier que les A sont a—-lacunaires

par blocs.

pour (k%) : Si a > 2 il est facile de voir qu'un s-élément p de la
forme :
e

1 i

1 =2 L L

_ (k) s
H = Ai + z

appartient i l'intervalle :

(k) 922 m(K) &
il a-1’ i] a-1

Choisissons € tel que

e
€ 2(q+1)
si 1'on prend
u‘ N 1 + ¢

[y]
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alors on a :

2:2‘ > 1-e. et o
a- a=1l

< l4e

et par conséquent :

u e [m.(k) (1-2¢) , Mgk)(l + 25:)]
g '

En appliquant le lemme 2.2 , on en déduit que ces intervalles sont

deux i deux disjoints pour 1 <k gr et i1 quelconque.

Maintenant si on prend :

1 + ¢
o

o = 9o(q) = Sup(2, )

pour o > ao(q) la propriété (% %) est satisfaite.

Corollaire : Soit A = jEG-Aj des blocs de progressions arithmétiques centrées
zoro_“aire S
a l'origine, g-lacunaire par blocs q > 1. Alors, il existe une décomposition

- r (k) . .
de A, A= 1\J A satisfaisant :

k=1

(%) chaque A(k) est q'—lacunaire avec q' > 3.

2 r .
Ok %) S[A( )J ) SLA(k)] = @ si #k ol S»[A:] désigne 1'ensemble des
s— elements de A
de T

(% % 4 ) le pasYsous ensemble U S[A( )] est supérieur & 6 ol

r
- -3 ___1_:2
8, Infl:fj, n £ o , £ 4 ]

Preuve :
Définissons r ¢ [N tel que qr > qr__J + 2. Les A(k)

de la proposition 2.2. sont qr—lacunaire et qr > 3. Comme qr,> 3 d'aprés

définis dans la preuve

la proposition 2.1 le pas des S[A(k?] est supérieur

r
a 81 = Inf[fl, n]f] qr 3;———2-] . ' I1 est facile de voir que les s-é&léments
1 -~

RO)

des se trouvent dans les intervalles :

r

r
92 9 i
- [mk+jrA qr_J ? Mk+jr & - ]:| y, ks, 3>o0
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t
Evaluons la distance & entre deux s—&léments de I_\(k) et 1\(k )
k # k'. Pour cela considérons deux indices o et 8 , o =k + jr ¢ ,
B = k' + j'r et o > B . Alors nous avons :
r T m r_ T r_ r
& >m '——‘—qr?"msqr =ms[f(qr2)' Crl ])/mg[qrqu_ - ]
q -1 q -l =78 q ~I q -1 q -1 q 1!
D'ol
r. r—1
1 r
: q -1
. r 1)
Ce qui nous donne (% %) et implique que.le pas de U S[f\ J est
_ r qF-3 S?=i qr—] _
supérieur: 3 60 ’ '50_= Inf[fj, n]f] q “qr_] s fJ q — qr ] ] .

Des ensembles g—-lacunaires par blocs de Type (S)

Dans cette partie, nous allons considérer des ensembles A , g—lacunaire

par blocs, A = jy] Aj , Ac N \ {0}, oi les Aj sont des progressions

arithmétiques centrées 3 l'origine :

n.
] -,
1 . = f. f. > L. > 1 > ]
(1) AJ {n J}ﬁ=1 . 341 q(nJ J) j > (q )

n, 4"
Pour q > 1 , A. désignera le sous ensemble :
n,
N [q nJ]
(2) A.={n £}
- 1 n=1

ol Ec\f nj] désigne le plus grand entier inférieur ou égal a 'c\f nj.

Soit Fa(x) le noyau de Fejer de i} , (o € ﬁ‘\'+),, sa transformée de
Fourier est :
1 - J—:‘—I- si |l s«

F Q) = |
@ o si Al > a

'Or_l sait que les Fa(n) , ne 2 , sont les coefficients de Fourier
d'une mesure positive sur T([J] p. 137). Comme il n'y en a qu'un nombre fini

de termes non nuls, c'est un polyndme trigonométrique. Si on le désigne encore

par Fa(x) on a :

) F(x) = I (1 -—) iNx
- 03 |nl$[a] a



29

Dans le cas oG a est un entier F . est le polynome de Fejer d'ordre a.

a
Nous avons F 2 0 et [IF‘[| =1 .
a a' 'l

PROPOSITION 2.3. : Soit A = jgg Aj » un ensemble q-lacunaire, avec q > 3.

Si les Aj sont des progressions arithmétiques centrées a l'origine, alors

Av = A est de type (S) relativement 3 la partition (AjLJ - Aj)j>J

Preuve :

Nous _allons montrer que. Au — A satisfait la condition (vi)' de 1a
page (16)
Soit £ eT. , & = (&.). et (e.). ej e {0,1} donnés.

/ ",

Considérons :
If. X + E. l i > 1

ot En est le noyau de Fejer d'ordre nj.

Soit :

M .
= + . .
RWEY J1 U +e, K, (x))
1=1
La condition q > 3 entralne, d'aprés le corollaire de la proposition 2.1
que z&ro ne s'obtient pas comme s-&lément de A et que tout nombre
ye Z s'obtient d'une seule mani&re comme s-&lément, s > 1, de A .

Ce qui nous donne, en particulier :

M .
(4) I1M(x) =1+ e, K (x)+2Z CM(y)ele
, j=1 J ye Z\(AU = 1) U {o}
J +e. K, 20 car 1 +K. 20 et
J ] J
1
1 + ¢, K. = ou .
3 J 1+ K.

J

donc il en est de méme pour iji’ ce qui nous donne :

Tl = Tyt = 1

1

Nous avons ainsi une suite ([] M1M>] d'éléments de L]CE) » avec

H'ﬂ.Mll] =1
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Soit v, une mesure, limite vague d'une sous—-suite de ﬂM . Si:

B =V, > 8 € B(Z)

nous avons

gy £) =e, F (n) (55, n£) si s In] ¢ n., 3§ =1,2,...

. J
J J
Soit 'c\i > 1 défini par q > 3?1' > 3 . Soit les ’Kj définis par (2).
rl\\' =, '1\\' est (ﬂ-)-lacunaire s 1, 3. Posons :
321 ] v v
q q
vl
1+ Kj (x) = F, [fj(x + Ej)]
q n.
J
ol F, est défini par (3).
n. :
q.1 j
Si 1'on définit :
a M .
T =Tl Q+ e K ()

Par un calcul analogue i celui fait dans la premiére partie de la
preuve, on ohtiendra gy € B(Z) satisfaisant :

~

£.) =¢. F ., nf.), 1 <
g, (n J) € ,c\in.(n)(tiJ n J) 1< |n]
J

Soit maintenant g ¢ B(Z) défini par :

1,2,...

‘A
o]
| Y

It

1 n
g=—1[de, - g
-1 2 !

En remarquant qu'on a : .

ij— ['c\l'Fm (n) —Fn.(n)] =1 si 1 < |n| Sn. , j=1,2,...
q-1 qn; 3

on en dédult :

N
—

g(d) = Ej(Ej,)\) si Ae (AU - Aj) i

La condition (vi)' &tant ainsi réalisée, Au -A est de type (S) par

rapport a la partition (A.V = A.).
PP p 3 J)m
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Remarques @
1) Le spectre de g est contenu dans 1'ensemble des s—é&léments de

Y] - Y
Avu ~-A, s 21.

2) Nous pouvons remplacer la condition de lacunarité par :
. . v N . _
il existe q > 1 tel que X e A U {o} ne s'obtient pas comme

- - . Y
s-élément de A, s % 2.

TBEOREME 2.1 : Si A

= jg£~Aj est q“lgcunaire par blocs, q > 1 et si

les ﬂj sont des blocs de progressions arithmétiques centrés i l'origine.

Alors Au - A est de type (S) relativement & la partition (Ajt}- Aj)j>]'
’d

Preuve :
Y v ~ U PR _
Soit q, q>q > 1. Alors A = i3l Kj défini comme au début de ce
-
paragraphe est (%)—lacunaire. Comme %»> 1 d'apréds la proposition 2.2
q q

on peut trouver une décomposition de k' :

Y
A WA (L

k=1
satisfaisant :

x>3
est o-lacunaireYrelativement i la

i) pour 1 gkgr, X(k)

partition :
» 3> 1,

(k) _ (k)
> A0 As

(k) n'appartient i X(p) p # k.

. o v
ii) aucun s-élément de A
Nous allons montrer que la condition (vi)' de la page 16 " est
satisfaite .

Soit (ij) E. e'T et (e.) =g e, = % |

izl 7] MM ES J
) “ . . ~ A
A une décomposition de ‘A correspond évidemment une décomposition

de A, A= kgﬁ A de méme type.
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$ kgr, en appliquant la proposition 2.3

on ohtient g(k) € B(Z) satisfaisant :

Pour chaque k, 1

g(g)(k) = Ej (Ej 5A) A€ (A;k)u - Agk)) j 21

(k)

De plus, compte tenu de la définition de g et la prppriété (ii),

ci-dessus, nous avons :
g(k)_(k)_= o si  re [Ku -1 \[_'I\\'(k) VA A(k)]

Soit alors :

(k)

o9
il

[N e Ba
[

on-obtient g € B(Z) telle que :
A) = e.(E.,A A A. U = A, j > 1
8( ) el(gl) ) €( i ]) >

Ce qui achéve la preuve.

Exemples. : Les ensembles de type (S) ont été introduits par
Rosenthal [ﬁ] . Les ensembles définis par lui sont des ensembles g—lacunaires
par hlocs de progressions arithmétiques centrés a 1'origine avec q > 6m.
La formulation par dualité nous permet , outre 1l'amélioration de la constante
de 6w al,. d'avoir une'caﬁdition suffisaﬁte‘qui
~ nous permet par l'introduction des "produits de Riesz généralisés" d'obtenir

des résultats plus fins.

Voild quelques ensembles de type (S)

1) Soit A \V Aj prenons :

= j>/_]

. 3+l j+l
A, = 1In ¢ 1} = {n £.}

J % J

» n=] n=]

oi q > 1 et fj = qJ’j!
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2) A= U A. avec

izl )
J , J
= 1! = = 1)1
A n(31)}__, £}, » £ =GN
Ensembles de type (S) qui ne sont pas réunion finie
des blocs lacunaires
Commengons par la remarque suivante. Si- A' = j&g A; est de type (S)
‘37

avec la constante C' , alors pour 6 et k deux entiers relatifs donnés
l'ensemble A = k + 6 A' est de type (S) relativement i la partition

(k + 6 AY). avec la méme constante C°'.
-737321

: t - U t "o U 4w ,
Soit A i>1 Ai et A i1 Aj deux ensembles de type (S) avec
des constantes C' et C" respectivement. Considérons pour 1 > ! et 3> |
A. . =k.,»+ 0. A' |, k. et 6. étant des entiers relatifs. Si k. et 6.
Js2 J J 1 J J J J
sont tels que
. n = . .
l) Aj,i Ak,L ¢ (J:l) # (kaz)
ii) A, . C AT i3] i > 1
j,i j (4 ’ (J 7 )
Alors A\ = jLé A. . est de type (S) avec la constante C'C". Soit en effet PgP
3 3
P= I P = I(ZP, .)
i, i Ik jt I

Les Z P. . sont des polyndmes & spectres dans A" ce qui nous donne :
J

zodbee sl s e |lell,
J 1

D'aprés la remarque du début de cette partie,pour tout j, les U Aj i
. i Y

sont de type (S) avec la méme constante C'. D'ol :

, ' .
?,lIPj,illw s C ll ? Pj’illw G=>1

A
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Nous obtenons finalement :

T ||

Il < cre"[[p}],
isi

Js1l' oo

Ce qui montre que A est de type (S).

Le proc&dé que l'on vient de décrire va nous permettre de construire
des ensembles de type (S) qui ne sont pas réunion d'un nombre fini d'en—

sembles g—lacunaires.

Rappelons un résultat de Stegkin pour leés suites lacunaires.

LEMME DE STECKIN : ([6] page 388).

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble A soit

la réunion finie des ensembles g-lacunaires est que :

N[x, 2x] = 0(1), (x+ + =)

ou N[x, 2xJ = Card(Af\[x, 22]) .

Corollaire : Soit A = ;;14Aj . Une condition n&cessaire pour que A soit

la réunion finie d'ensembles gq—lacunaires par blocs (les blocs étant les Aj)

est que

(1) N[x, 2x] = 0() , (x4 )

ot N[x, 233 = card {j € hJ s Ajr\Ex, 2x] ¢ o) .

Preuve :
r

(k) & _ U (k)
kgj, AV = A

Par  hypothése A = A avec . » q—lacunaire

par blocs , 1 g k 5 1.

Supposons que (1) n'est pas satisfaite et montrons qu'on a alors une

contradiction. En effet, si (1) n'est pas satisfaite on peut trouver une suit

A contenu dans A, A = {Aj}jal’ satisfaisant :

a) Aj € Aj. et AAj #'Ak si k # ]

b) pour la suite 4 , N[x, ix] n'est pas borné quand x

augmente indéfiniment.
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Or d'aprés 1'hypothgse sur A, A est l'union finie de suites
q-lacunaires, et d'aprés le lemme (B) est en contradiction avec

cette propriété.

Soit A' =';;g A3 des blocs gq-lacunaires de progressions arithmétiques
7
centrées i l'origine, q > 3, avec 1lim card A, = + » .
j—)-+oo J

Nous allons construire par récurrence; a partir de A' , un autre

ensemble de type (S). Supposons que nous avons défini kl et 6231 2 2 £ pd

(k] =0, 6, =1) tels que

1
(i) si AE = {n 62} (Ls 2 gp-1)
‘ ) '
I n g k2 + max A22+J
p-1
alors U AE est un ensemble q'-lacunaire, avec q' > 3.
2=1
(i) si A, =(k, 6, + 6 AD s s s 24l (1 £ 2 <p-1)
L74T
alors on a . A c A%
22+r L
Définissons k et © et construisons A" et A » 1l & r g 2p+i
P P P par

Soit ep défini par
6
'—*"Jlr- > q'

]
max Ap—l

et kp défini par :

. 1
kP > - max A2P+J

Définissons maintenant :

A; = {n ep}
2
JSHSRP + max A2p+]
et
A =k 6_+6_ A', 1<grxg 2p+]
p4x P P P X
I1 .est facile de vérifier que A"p et les A 2 satisfont (i) et (i1).
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Considérons maintenant A= jgj Aj nous avons
1) A n'est pas la réunion finie des blocs lacunaires.

En effet, on a :

max A = k 6 + 06 max A! < 28
P P p

k

(P+])2 2p+l P p
et

max A = k 06 +6 max AY > k 6 .

p241 PP P i PP

Ce quf nous donne, avec la notation de corollaire du lemme de Stegkin :

2p = Njmax A max A ] < N[G. k., 206 k]|
[ p (p+1)° PP PP

d'ou 1im N[e k , 28 ké] = 4+ ®» , Ce qui entraine (1).
prtoo PP p

©2) 1A est de type (S). Pour cela il est facile de voir que A", A' et A

possédent les propriétés indiquées au début de cette partie.

Quelques conditions arithmétiques

Soit 3 un sous ensemble de "Z . Dans cette partie nous supposerons

‘que, O &A, AN -A=¢ et que (Aj).

%1 est une partition quelconque de A.
(d

La condition RS

Soit y € “Z un s-élément de A, s > 1

S

Notons. par RS(Y:A) le nombre de s-représentations distinctes de Y.
Dans la suite, nous utiliserons des conditions de type :

(2) R_(Y,A) & B° s %1 (B > 1)
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LEMME 2.5 : Soit A = ;;G Aj s et supposons que pour tout Yy € 2

la condition (2) est satisfaite. Alors si Card Aj < +ew j>1, fous

avons :
lim d(A., A,) = + o,
Bl 3K
j#k
Preuve :

D'aprés (2), si n est un entier, 1'équation :
+ + = i
+ Aj t A =n j#k

posséde un nombre fini de solution. Quitte & enlever un nombre fini de

blocs, nous avons donc :

alhy, A > n j#x

ce qui achéve la preuve.

LEMME 2.6° : Soit A

%}'Aj alors les propriétés suivantes sont

€quivalentes :

n
o

1) R_(0,0) s > 1

(ii) Si A-EFA-, alors +) ne figure dans aucune s-représentation

de 2 .

s
(iii) si 0 = 3}, +‘A3 + L e, A, , p=1,2, ... s, alors

i-71
J p=l p P
A, F =L
J J
Preuve :
Immédiate.
Remarque : La condition RS(Y’A) < B® s s > 1 pour tout vy efzg avec la

méme constante B. est invariante par translétion. Plus précisément, si p € Z

alors R (Y, A +p) @B)° s 3 1.
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. 2
La condition RS
Considérons le probléme suivant :

Pour chaque s fixe trouver une borne supérieure de :

L RS(A,A)
AeAj

et ceci uniformément par rapport a j.

11 n'est pas difficile de voir que ce nombre est inférieur au nombre des
représentations de z&ro de la forme :

s+
3) 0= 1I £E. A,
p=1 P P

ol un ou deux des  indices ip sont égaux a4 j , les autres indices étant
différents de j et deux 3 deux distincts. Les deux rerpésentationsde zéro

de la forme

et

sont supposées distinctes (voir la définition des s—représentations)

Notons pour s > 3 par“Ri’J(O,A) le nombre de représentation de zéro

de la forme (3). On a alors :

) I R(A,A) € R} (0,0) (s »3)
s s+l
Aeh,
Soit : 3
(5) Rz(O,A) = Sup Rz’J(O,A)
3
Nous utiliserons plus loin la condition suivante :
Rz(o,A> < 85 @®>1)

On peut remarquer que RS(O,A)'S RE(O,A) (s 3 3)

LEMME 2.7 : Soit A = jgﬂ Aj satisfaisant
(1) (AniA =¢ et .0XA
(ii) 1lim card A. = + o
321 J

(iii) R2Z (0,A) ¢ B5 s 323 (B> 1)
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Alors nous avons @

(%)  R_(0,A) =0 s > 1
®®) ROM < BT sx1 0 Gen
Preuve @

Pour (%) : Comnme 04 A et AuU - =¢ nous avons

R] (0,p) = Rz(O,A) =0

I1 nous reste i démontrer que RS(O,A) =0 s > 3.

Supposons qu'il existe s5; > 3 tel que

So
0 = I e/ M ,_iil>i2>....>is,v. e, =11
p=l "p p p
D'aprés (iii) le nombre des so—reptésentationsde zéro
RSO(O,A) est fini. Il existe donc une igfinité d'indices
3 > 1 qui ne figurent dans aucune so—représentation de O.

Pour de tels J 1'on peut obtenir zé&ro sous la forme

So ,
(6) O==A.+A. + % €. A. » (. e A
: i 71
3 j p=1 p 1y j j

qui est une représentation de z&ro de type (4). Quand .Aj
parpgurt Aj le nombre de représentation de ;éro de lg forme
(6) est &gale a card 'Aj'Rso(O’A)° L'hypothése (iii) implique
que ce nombre doit satisfaire :

. s.+2
2 )
S’iz(O,A) <B .

card A.«.R (0,A) € R
-1 8o o

Cette inégalité doit &tre vérifiée pour une infinité d'indices
j > 1, ce qui d'aprés (ii) n'est possible que si RS (0,A) = 0.
)

Ce qui nous donne la.propriété (¥%).

. . S .
Pour (¥%) : Si XA = I €. M. , Ae Aj , nous avons :
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I1 s'agit d'une (s+ 1)-représentation de type () de zéro.
Nous avons donc @

R OLA) ¢ B s

\\'}
N

ce qui ‘achéve la preuve.

Remarques
1) = 8i A satisfait les conditions du lemme 2.7 , alors ume représenta-—

tion de type (6) ne peut pas se présenter.

2) = Pour avoir (#%) il n'est pas nécessaire d'avoir les conditioms (i)

et (ii).
3) - Pour A = jga Aj quelconque satisfaisant la condition (iil) nous
avons, soit Sup card A, s + » , soit RS(Q,A) = 0 s > 3.

hEZ!

Construction d'ensembles de type (S)

Nous allons considérer des blocs de progressions arithmétiques centrées
i 1l'origine :
1
- fa'n]

n,
= » J = - R '
RV LN I MR L (@' > 1)

sont

THEOREME 2.2 : Soit A = J.gJJ, Ay» Ok A oh les AYdes blocs de
progressions arithmétiques centrées a l'origine et 1lim card Aj =+ o ., §'il
. jotoo
o
existe .E e R a > 1 tel que K =..U K. satisfasse

521 73
i kn-%=9, Rjn_?(k=¢ itk

Qi) BN ¢ B° si s33 (B>

Alors on peut trouver une constante C > o telle que pour tout o < o < 1 ,

Eem, £ = (Ej)jzl et € = (Ej)jal ‘Ej e {0,1} il existe g e B(Z)

satisfaisant :
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@  |ls - ey L] sa , izl
B(A.V =~ A.)
J J
. -]
En particulier, AU- A est de type (S) relativement i la partition
A.v - A).
( J J)J>1
Preuve :
Soit o <uacs 1, £ = (gj)jal et £ = (ej)j>] donnés.

Définissons comme pour la proposition 2.3 :

P I N Fnj ENCIENY

ol Fn est le noyau de Fejer d'ordre ny.
j .
Considérons, pour M e IN

v .
(2) nM(X).A =T [1+8 e; Ky (x)]

.

3=l
ol 0< B <1 est une constante que l'on précisera dans la suite.

(2) s'écrit :

M .
(3) My =1+8 3 e K+ I Cy) et VX
j=1 3 3 Ye'%Z
avec :
'O ICM(Y)| < z g° RS(Y,A) Y'EZ
s=2
1+ K.j = Fn > o entraine 1 + B Kj(x)'a o si o <8 < 1. Comme nous
b
avons : 1+.8 Kj(x)
1 +8 Ej Kj(x) =4 ou
1

(2) entraine que ”M > o. D'aprés le lemme 2.7 RS(O,A) =0 s 3>1.

Ainsi la positivité de I7M et (3) nous donne :

1l = My =

.pour tout M ¢ N . En prenant la limite vague d'une sous suite de
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( TXM) , on obtient une mesure positive v . Si on note
* MeN ‘

£f=9v et o C(y) = 1im‘CM(Y) Yye'Z
.M++m

nous avons pour chaque j :

(a]) f(nAfj) = g;ej Fnj(n) (;fnfj)+ C(n fj)
et
6 [HIEE
B('Z) 3
Inl inx .
Soit maintenant ¥, = I (1 ey )e définie par (3) (page 28)
Gny Inlfing] Gng

Ecrivons :

1+ ﬁj(x) = F '[fj(x'+gj)]

an
De la méme fagon en considérant :
17M(X) = T1 El + B8 €. K.(xij =1 +8 Le, K.(x) + I CM(y)elY
i=l e 3=l ve'Z
on a :
n © - o
) 6l s = P rGLD veZ
s=2
~ R
et on ohtient une mesure positive v telle que si ¥=V et
8 = (y) = lim EM(Y) alors :
Moo
N - N
(3, ¥ (n £) = 8 me_(n) (5,0 + E £)) (o< |n] <_2nj)
3

"

B El| oy €1
Posons : - :i— [& ¥ -f] . (al) et (21) entrainent :

q-1
1
(6) g (1) = B e.(E.,0) + = [q SO - cW], A e (A, U -A))
L 1°7] §-1 ] 3
_ Evaluons Ing(A) -8 ej(gj,k)ll

B(A.U - A,
(AU = 42)
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Le dual de P t i h t 1 étri a B(A. - A, :
e (Aj u — Aj) est isomorphe et isométrique a _(AJ u - J)par

®, 8) = L PO g)
26,('AJ-U - Aj)

et ona: ||g]] = SUT |z E(A) g (A)]. Ce qui nous domme :
B(h.u - 1) |lpl] <1 2
J J
g, ) - 8 e.(E., 0] < L | g, (0 - 8e.(&,0)]
: 11 B(A; U = A A e(hu= A = 1

en tenant compte de- (6) on obtient :

IERCOIEN NI s @D IR o) - e

B(AjL'fAj) ' AAE(AjLIf Aj)

D'aprés la définition de 2()) et c()) et les inégalités (4) et (5) on a :

g, -8 e 0] s @n7 (’5 8°[qr O, 4R (1, 1)]
L B(AL -AL) Ae(h v —h =2 }

or R.(A) s R.(LK et R.OLK =R (-2,

D'ot :

4" o ’
e, -8 e, 0] $ [%—qﬂ] I A YO
1 B(A;U - A b - -

Or -nous avons 3

2,3

: R
s 2 < Rs-d

(O,X) 8.2 2
AgAj .

ce qui d'aprés l'hypothése (ii) entraine :

g, ) = 6 e, ]| s6 2 85 RS, (0,M< a3 6% B
] B(DU ~A;) s=2 ' s=2

|

.

2(&
‘avec 4§ = -;ﬂiil
q-1
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En prenant g = ——15 » K> 1, nous avons
K B - 2 3
5 Bs B§+J s B~ B~ < 8 E%T
s=2 1-8 B
Soit maintenant :
g 25
8
Nous avons alors
§
e - e Ce,m || < S
1) B(A,U - p,) X
J J
oY)
(bj) et (bJ) nous donne :
el st = sxB
B("Z)

pour o < & < 1 donné, il suffit de choisir K tel que 6 < o pour
avoir les‘propriétés (a) et(b) du théoréme. K-l

Si on choisit a < %- 1arpropriété (vi)' de page 16 est satisfaite, ce
qui implique que AV - A est de type (S) relativement 3 la partition

.U = AL).
(AJ J)JZJ

Remarques

; . . "
1°) Le résultat du théoréme suhsiste s'il existe q > 1 tel que

K=Y R

=, \ satisfait :
21 73

(i) R (,K) ¢<B® s31 (B>

r .
Gy K- Y KOO RO - jed

e k"2
% ()

X, (1skst, 30 3 =¢ k#2)

avec chaque ‘satisfaisant la condition du théoréme

. - .. Y
‘relativement 4 la partition (A.). -
339

TR D Y

2

En effet, soit o<a <1, § e'ﬁP 3 =(£j)
e. € {0,1}, .
J

() RO

)

On note £ = (gj)jeJ et = (ej jed 1< kg,
k k
Pour E(k) .et s(k) , k fixe soit, gfk) € B("Z) défini dans la preuve

du théoréme 2.2.
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Posons @

r
k)
o
k=1

pour j € J, nous avons :

r
- A
18,00 - 8 ;20| sHe® s el vz |leM)]
B(A;U A5 33 B(AU=A.)E=1" " B(Awoh,
i 71 gk 3
On peut pour toutes les conditions portant sur RS et Ri prendre la

méme .constante B > 1.

{
D'aprés la démonstration du théoréme 2.2 nous avons :

K 22 .3
187 - 8 escxm]| ¢ BB
B(ALU -A,) g
D'autre partposons § = 2£E;ﬂ2_; on a la magoratlon suivante
. q—J
(2) L
IEnaal s z lgj()(x)ls > z {_3 R (A, XMy,

et si % # k etje,.{(}

rO s V(& )y ()
r z g° R, (A AV ¢ & R 0,
et e I8 Ry o, %y My

mals nous avons :

r
W)y 5 '
251 S+1[ U AT < e Rg+ 108
2#k
cé qui nous donne :
) ® s | s> 8>
z e, " |1 <6 (xr-1) Z B R +1(° K)gs(x-1). >: 8°8% " <5 (e-1) T3
2=1 B(A.U -A.) s=2 s=2 6B
Nous avons finalement pour g = = - » K>1
3
KB
. Sr
llgj -8 € (E A $ R T
_ B(A U ﬁA )

< Soit alors

p - P < § r
o< a sl @étant donné on choisit K tel que -1 ¢

g] .
g~= =— ce qul nous donne :

8

gy - e.¢e.s0]] < a.
13 B(A;U -A.)
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2°) Si on suppose dans le théoréme 2.2 que X satisfait de plus

RS(Y,K) < B® s > (vy €2)

g € B('Z) défini dans ce théoréme posséde aussi la propriété suivante :

le) | < si A4 Ru=-N

&
2
En effet, d'aprés les calculs du théor&me 2.2 nous avons :

g = ——— [T -] si At Ku-h
8(q-1) :

Pour les mémes choix de B et de K nous.aurons :

1 4§
ls()] < )

< ) <
S 2y S

g2 B3
1-8 B

(S 1fed

Nous avons la méme chose si A est comme dans la remarque précédente.

Remarque et commentaire

Les ensembles de type (S) que nous avons construit sont la réunion des
blocs de progressions arithmétiques. La caractérisation par>des propriétés
arithmétiques des ensembles de typé (S) est un probléme 6uvert.

Nous pouvons, néanmoiné donner quelques‘éléments de réponses aux deux

questions suivantes :

1°) Est-ce que toute réunion de blocs de progressions arithmétiques peut-8tre

un ensemble de type (S) ?

L'exemple suivant apporte une réponse négative i cette question :

v . 1 = U 1 = , )
Contre exemp1§ : S1 A szAj ’jiﬁm card Aj + o avec les A,

contenus dans une méme progression arithmétique infinie alors A n'est

pas de type (S) relativement a (Aj)j>l .

I1 suffit de vérifier que A = ;31 A. ot les A, sont de la forme :

A=y f[o, NJ.]) U (=2, -—'[O,Nj]) i
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avec (Nj)j>J une suite croissante d'entiers positifs et (X.) une
> 3

ANRER
suite d'entiers positifs tels que Aj n A = ¢ j’#k , n'est pas
de type (S).

D'aprés un théoréme de Wiener ( [f} page 42) nous avons le résultat

suivant : si j est une mesure de Radon sur “T' , alors :

) ] ~ :
m lim p(mm) = u({o})
Noeo 2N+ 1 ~NgngN

uniformément par rapport & m.
: = U ;
Supposons que A 33 Aj est de type (S). Soit (gj)jal telle que gj
est constante et égale 3 * 1 sur Aj , on a (gj)j>]€€EL B(Aj). 11
Y 2'

existe donc une mesure yu telle que :

WAy = g0 Gedi, 3D

Pour un choix convenable de * 1 1la mesure ainsi obtenue ne satisfait pas

(1). Ce qui entralne que A ne peut étre de type (S).

2°) Soit A = ;;l Aj . Notons par -Aj la plus petite progression arithmétique

centrée a l'origine contenant Aj. Existe-t-il des ensembles A tels que
les A. ne soient pas des progressions arithmétiques centr@es a l'origine

: J
Avec

a) A= \J Aj n'est pas type (S) relativement 3 (A.).

b) A

n
=
('

331 est de type (S) relativement a (A;)

L'exemple lecplus simple d'un tel ensemble est donné par :.

- (3d
A= {39}

o {3d+1y. .
i1 321

A est un ensemble de Sidon. Soit Aj = {33, 33 +J}j>l

On voit que les Aj sont des progressions arithmétiques de raison égale

a1, Ce qui entraine que A = ;g] Aj n'est pas de typé (S).. Bndis que A
est de type (S) relativement 3 la partition (Aj)j>] .
v
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. Etant donné
n . . . e -
(A')k=]des blocs g-lacunaires de progressions arithmétiques centrées

‘a 1'origine, q > 3. Ecrivons

At "k
(= {2 fk}£=J)

considérons le sous ensemble A défini par :

n
(1) yeh si y= § L f lk e 2 Ikkl < n les Qk

non,
sontYtous nuls.

‘Par la méthode employée dans - 13 - (cf. ensembles de type (S) faibles,
chapitre 3), nous pouvons construire des blocs définis par (1) et satis-

faisant (a) et (b).

Si A = j:ﬂ A. est de type (S) relativement a (Aj)jal on a vu

que pour £ e,LX

I N S T ¢
Aeh jz1 3
N

I £. convergent uniformément vers £ . Mais il existe des exemples ol non
1 4 -

N - . :
seulement ¢ f. mais aussi les sommes partielles de la série. de Fourier de f

1
convergent uniformément pour toute fonction f continue & spectre dans A et

cependant j§:1 i fj | =+o0., .

Pour 8 € ﬁz e >3, A ='{eJ= + 6k]‘j?é K est un tel ensemble. En
effet on sait Dﬂ que si f est une fonction continue 3 spectre dans A
alors sa série de Fourier converge uniformément. Considérons maintenant

la partition naturelle de A  définie par :

ky S BT

A, = {683 + 0
3 osksj-1 ogkgj~]

I1 suffit de montrer que A n'est pas de type (S) relativement 3 la

partition (Aj) Les 'Aj ont une méme constante de Sidon de sorte

iz’
que si A est de type (S) alors A sera un ensemble de Sidon. Or il est
facile de vérifier que'la“condition de maille" n'est pas satisfaite par A.

Donc A n'est pas de type (S) relativement a (Aj)j>l'



Probléme

ensembles

Plus généralement nous pouvons poser la question pour les

E(k) définis par :

k 1 )
Y € E( ) Y==%6 + 0 ... 20 n]?nz?....>nk

49
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CHAPITRE 3

" "ENSEMBLES DE TYPE (S) DANS" GQJ

Généralités

e . - .
Pour les différentes notions rappelées dans cette partie, on pourra
consulter D] . Les notations qui ne seraient pas définies explicitement

sont celles de D] .

. o P - .
Soit f eL (R). f désignera sa transformée de Fourier au sens des

distribution définies par :

RS ﬁ, > = f h(x) f(x) dx
R

pour toute fonction h e I,](E{) .

DEFINITION : 9On appellera le spectre de f et on notera sp(f) 1le support
de sa transformée de Fourier f ; sp(f) = L [

Pour une fonction bornde définie sur IR, notons par t(f) 1'espace

vectoriel engendré par les translatées de f .

DEFINITION 3.1 : On appelle spectre uniforme de f , 1l'ensemble o(f)
des nombres réels XA tel que eMAX appartient 3 1'adhérence de Tt(f) pour

la norme de convergence uniforme.

DEFINITION 3.2 : On appelle le spectre faible étoile de f , 1'ensemble

o, (£) des nombres réels. A tel que elxx appartient i 1'adhérence de

1(f) pour la topologie faible définie sur LQ(U{) par la dualité (L], L ).
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PROPRIETE 3.1 : Soit £ une fonction bornée et supposons que son spectre,

sp(f) est un soug-ensemble fermé et discret de IR , alors

(1) les trois notions de spectres définies ci-dessus coincident.

On sait ( [ﬂ],p.,JSQ et p. 170) que pour f ¢ Lm(UQ) :

a(f) < sp(f) et ¢;<(f) = sp(f)

p'autre part ( Wﬂ],p. 169) o(f) contient les points isolés de sp(f).

Comme sp(f) est fermé et discret, nous avons (i).

Dans la suite, sauf mention contraire A dé&signera un sous ensemble

fermé discret R, . Pour chaque X € A, considérons la

fonction 3 support compact AA e A(R) satisfaisant :

(a) 1'intersection du support de Ay avec A est exactement {2}

(b) AA(A) = 1

DEFINITION 3.3 : Soit f une fonction bornée 3 spectre dans un ensemble A

fermé, discret ‘ . On appelle le coefficient de Fourier de £  au
point- A appartenant d A , le nombre complexe - ay défim i par :

1 a, = S A E >

1) 2 5
Conséquences -

1°) le nombre complexe a) ne dépend pas de la fonction particuliére AA
choisie et qui satisfait les conditions (a) et (b).

2°) (aA)AeA détermine. f£f . Plus Précisément si a, est €gale & zéro
pour tout A apparténant 5.4A! alors f est égale i z8ro presque

partout.

3°) si f est une fonction presque périodique (Bohr) la notion classique de
coefficient de Fourier d'une telle fonction coincide avec celle

définie
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On appelle la série de Fourier d'une fonction bornée f 34 spectre

dans A 1la série formelle

ol les a, sont définis par (1).

Remarquons que si P est un polynome.trigonométrique sa série de

Fourier est égale & lui-meme.

PROPRIETE 3.2 .: Soit. f une fonction bornée i spectre dans unm ensemble A
iAx

fermé discret si I a, e est sa série de Fourier, nous

Ael A
avons alors :

(i) la somme des carrés de ses coefficients de Fourier est finie :

z la}\l2 < 4o

Aeh

(1i) toute suite de carré& . sommable est la restriction

(‘b;\) Aeh
& A de transformée de Fourier d'une fonction intégrable.

Pour démontrer (i) considérons le'ﬁoyau de-Fejer Ka . Soit

fe LX(H{) fn I a, eIAX Nous avons
Aeh -

~ /\ 2 2
A P e R P e | P 22 S R N B b
Ael A€l

en passant 4 la limite pour ¢ tendant vers 1'infini, on trouve::

(Zlaklz)llz < 4w

(ii) se démontre par dualité.

Remarque : Une telle fonction est en particulier une fonction presque

périodique au sens de Besicovitch [il .
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E{d désigne R, muni de la topologie discréte. Le dual de ﬂi q est
NS N - ot
un groupe compact I, . L'injection canonique de X, dans {8 est continue,

d'image dense. On appelle ﬂ%; le compactifié de Bohr de i .

PROPRIETE 3.3 : Soit A un sous-ensemble fini de & .

Alors :
(%) B(A) est le méme si 1'on considére B( R ) ou B( Eld)

%). si ge B(A) on a:

1) lell = sup | I PO g
B(1) PéPA AehA
llp]] <1
Preuve :

(¥) est évident.

)]

A(A) isométrique~-

PA .

Pour démontrer (¥ %) il suffit de remarquer que B(A)

o)

ment et que le dual de A(A) s'identifie isométriquement

‘Dans la suite nous évaluerons souvant ngllB(A) par (1).

Ensembles de type (S) faibles dans &

Soit A un sous ensemble discret et fermé de

Nous supposerons que A -est de la forme :

W

A= Oy X Ay o

Soit (Aj) une partition de A avec

3>1

card A, <+ > 1% et 1im card A. = +e
J jrte J
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Considérons une fonction hornée 3 spectre dams A . Si I a, e;lx désigne
Aeh
sa série de Fourier, on 1'écrira sous la forme £ f.(x).:
jp1 I
fj (X) = 2 aA e‘lkx
Aeh.
J

f. est alors un polyndme trigonométrique & spectre dans Aj .
DEFINITION 3.4 : Soit A un sous—ensemble fermé, discret de

R . On dira que A est un ensemble de type (S) faible. relativement i la
partition (l\j)j>J s'il-existe une constante C telle que pour tout polyndme

trigonométrique P & spectre dans A on ait :

) ro el < cllpll,
j

la constante C ne dépendant que de A et de partition (Aj)j>1"

Conséquences

1°) Si on prend la partition ponctuelle, l'on obtient la notion de 1'ensemble

de Sidon dans IR discret ([10], [11]).

2°) Nous avons les conséquences déji indiquées pour le cas de Z.

(éhapitre 1, page 6).

Nous avons
des propriétés analogue i celles indiquées dans le théoréme 1.2. du

chapitre 1. Pour cela il suffit de remplacer'qp et Z par 'd%, et ﬁsz

respectivement. Nous avons par exemple le théoréme suivant

THEOREME 3.1 : Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit de

type (S) faible est que si o0 % qyﬁ 1/2 , alors,pour tout § = (gj)j>l ’

Ej > G{; j 21 et Ej =+ ] , 3 21 1l existe g e B( E{d) tel que

Sup ! g - c.(g.,l)]! <
i51 ! 373 B(A;) L
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Remarque : Comme dans le cas de 22 noug avons
1°).81 les blocs sont symétriques, il suffit de prendre mn <1

2°) On peut prendre €5 € {0,1} 3 > 1 dans le théoréme 3.1 & condition

que l'on suppose o $ n 5 1/4

Nous allons développer maintenant une méthode de construction

A’ensemblés de type (S).

DEFINITION 3.5 : Soit .A un sous-ensemble fini de ® . on dira.qu'un

polynOme trigonométrique G est nradapté a A s'il possé&de les propriétés

suivantes

Y
o

a G et E(o) =1

: Y .
b) le spectre.de G, soit A , contient A

Cj »lIG - JIIB(A) £

Remarque : Il n'est pas difficile de voir, & 1'aide de la propriété 3.3, que

(c) est équivalent i :
lle%c-2ll, snllell, (P e B,)

oi P Gx = I PO) GO &
Aeh

SCVT

PROPOSITION 3.1 : Soit 1, un nombre réel positif alors toutYensemhle fini

de [R, posséde un polyndme n-adapté.

Preuve :

Soit A = {XJ,,AZ,-....,.lﬁ} un sous ensemble fini de (R . Pour comstruire

un polyname adapté 2 A nous allons suivre l]] (page 165). Soit

On peut trouver f], e fq des nombres réels,
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indépendant .s sur les rationnels et que chaque Ai’ 1 ¢1ig N, s'ohtient

/
comme une combinaison linéaire i coefficients enhewf;i de fj, ceees fq :
q 3
).i = il ai,k fk oy SZ , 1 =1,2,...,N .

k=1

Si Fo désigne le polynOme de Fejer d'ordre m , considérons le

polynome G(x) défini par :
q
G(x) = J;l Fo(£,%)

Pour ¢ positif donné, on peut choisir m tel que G possé&de les

propriétés suivantes [1] . :
a) G est positif et G(o) =1
n
b) 1le spectre A de G est contenu dans le groupe engendré par A.

¢) “pour tout A € A nous avons :

1-¢€ < GO < 1

Vérifions que par un choix convenable de € , G sera un polyndme

q;adapté.

Soit P un polynOme 3 spectre dans A :

N

P(x) = % a. e']')\ix .
. i
1=]
Nous avons :
N - in; N i
PxG(x) -P&x) = L a, G(A.)e™"i¥ - 1 4.
. i NS . i
1=1 1=1"
d'ol :
. ~ 'N . ~
||» % ¢ - P||_< sup| 6O )-1] = Ja;| s sup Jer)-1lswl|p]],
lgigN 1=l 1gigN
avec S(A) la constante de Sidon de A(*) .

(%) Ac Y est un ensemble de Sidon (discret) s'il existe une constante C telie

que pour tout polyndme trigonométrique P A spectre dans A on ait :

(1) L |len|. s cllr]|
Aeh

On appelle constante de Sidon de A , S(A) la borne inférieure des constantes C

pour laquelle (1) est vérifié.



57

D'aprés (c)' , nous avons

e« c -2l < sw.c.llpll,

Si pour 1 > o donné&, on prend e <. la construction précédente montre

e
S(A)
que G est un polynOme n-adapte.

THEOREME 3.2 : Soit A = };&-Aj un sous ensemble discret fermé

de R . Si A posséde les propriétés suivantes :

(i) pour n < 1/4 les 'Aj possédent des polynOmes q;adaptés.

Soit” Gj,(j‘z 1) ces polynOmes.

(ii) ijW Kk = {o} j#k ol Xj est le spectre de Gj , 32
oo LY N - B U P
(iii) Kn-AX = ¢ ou X _'jzl-Aj
(iv) limcard A, = + =
j—)—+oo J
(v) Ri(Q,X) s B°  s§33 35 1)

Alors A est un ensemble de type (S) faible relativement & la partition

(Aj)jaj'

Preuve :

Nous allons montrer que les conditions du théoréme 3.1 (remarque 2)
sont satisfaites.

Soit & = (Ej)jzl’ Ej eﬂif et e = (g.). ej ¢ {0,1} . Considérons
I + K.(x = G. - £. 3 2 1
J( ) J(X EJ) 5 ]
Soit alors, pour Me{N |,
. M
YIM(X) = rT Ei+ B e. K.(x)] , 0 < B8 <1
j=1 J J :

M y
(1) MyGo =148 & e K + 2 Cy) ™
j=1 Y



Gj > 0o entraine que 1 + ﬁgej Kj(x) >0 si o < B <1, ce qui nous

donne

My - I:IM(o)

]
(o]
w

W

Les conditions (ii) - (v) impliquent RS(O,A)

(cf. Lemme 2. ) ce qui nous donne, d'aprés (1)

My = T =1, e1eN)

En prenant la limite vague d'une sous suite de (Y]M) on obtient une
mesure V sur le compactifié de. Bohr de Ei . Soit g, sa transformée de

~S
Fourier en tant qu'un &lément de- M([R ). Calculons pour tout j ,
Pour cela il suffit d'évaluer :

'”WM(A) -8B ej(gj’l)‘lB(Aj) , M= 3

pour chaque j.

D'aprés la propriété 3.3 (page 53) on est ramené a évaluer :

PeP, AeAj

j
[l <

swp | 2 2OV M0 - e BCE)]

(1) entraine :

5 POOTI L) = e, T B K.(A) + £ B C (N)
Aeh, M J;\eAJ. o3 Aeh, M

_ ce qui nous donne :

fz BOYTT () - sej1><aj)l<sej|z P,('A)Kj_m-P(aj)l + |z PQOC, M

Aeh, Aed. Agh.
J J : J
Or :
~ ~ ~ -~ v v
. PM)K.(N)= P(A)G.(-A)(E.,A) = PxG.(E.) ol G.(x) = G.(-%)
AeAj J XeAj J J- J 7] J J

Gj étant un polyndme q:adapté, nous avons :
. -~ ~ v
2 .| T P(A) K.(A) - P(&, = Be.|Px G(§.) - P(&. <8
(2) SHIRR OB NSRS slPx G - peey| n,

D'autre part :

58
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(3) | = poOCM] s sup R ¢ 5 2 | ey
reh. Ael., ' Aeh,
] ] ]
Pour un calcul analogue & celui fait-pour le théoréme 2.2 _on trouve pour
g = 13 , K>1
KB
B
@) o Je,Mls ==
_AeAj M k=1

En tenant compte de (2), (3) et () nous avons donc :

“Sup | T P L (A) - Be. P(E))] s B (n + ——
PEP, reh, M ey PP (+ &=

J
o Hpf st
pour tout_ M.z j. Ce qul nous donne

A : g
Soit maintenant g = 2L s & € B( [R,d) » et n

N1 o - < s ey -
COREN: ej(aj,x)lllm._)s' B (ntep) (M3 3)

J ,

t t 1 .

8 tel que n<n, < i si

on choisit K > 1 convenablement, on peut avoir Nt T S m‘.

On obtient donc :

g - eseuM]] < n) <

Ce qui achéve la preuve.

Remarques

1°%)

2°)

3°)

4°)

I1 suffit d'avoir n < %u On appliquera alors le théoréme 3.1. Les
calculs se font comme on vient de les faire, seulement, ils sont plus

longs.

Si les blocs sont symétriques et si on remplace la condition (iii)

Y . . . P .
par Aj (3 > 1) symétrique, le théoréme reste vrai avec n< 1.

On peut faire des remarques analogues a celles faites pour le

théoréme 2.2.

Considérons les ensembles définis ila Bage‘QB. En s'inspirant de la
méthode de la proposition 3.1 e£ en appliquant le théoréme 3.2, on peut
montrer qu'il exiéte, dans 2 , des ensembles de type (S).qui ne sont
contenus dans aucun ensemble de type (S) constitué des blocs de progres-—

sions arithmétiques centrés i 1l'origine.



Nous allons donner un exemple d'ensemble de type (S) faible.

Soit (fn)neﬂq une suite de nombres réels. Considérons une partition

(Fj)j>1 de [NJ , card Fj <+ +o j > 1 et une suite (nj)j>1 d'entiers
v : 7’ -

positifs non bornés. Définissons Aj, ‘3 > 1 par :

(2) A, = { o £ 3 a & Z ~{o}, Sup ‘&kl < nj}
J keFj k

PROPOSITION 3.2 : Soit (f ) une suite de nombres réels indépendants

D ne\

sur les rationnels. Pour toute partition (Fj)5>] de [\|] , card Aj < 4w, § 31
7

et pour toute suite non bornée d'entiers positifs (nj)j>1 , 1'ensemble
, >l .

JE{ A. ot Aj‘ est défini par (2), est un ensemble de type (S) faible.

Preuve :

Nous allons montrer que A satisfait les conditions du théoréme 3.2
(remgrdue 3). Soit o0 < < %— fixes bour chaqueﬁj,(j }yl) considérons le
polynome Gj défini par la propsotion 3.1. Les G. sont des polynOmes
n-adaptés. D'aprés la construction de ces polynOmes ([ﬂ], page 165) ,

comme les -fj sont indépendants sur les rationnels, on

n, N . ';J’_ U'\a P .
AjYW A, = {o} , 7#k ,d A= j>/IAJ. est symétrique
I1 est facile i voir que l'hypothése (fj)j>l indépendant entraine :
. N -
Rz' ©,h) =0 s 23, >

Les hypothéses du théoréme 3.2 étant ainsi vérifiées, A est un ensemble

de type (S) faible.

Remarque

Si On construit des A c:[R}\{o} par récurrence avec A quelconque et

C}p(ﬂ )N (3P(A U A Uaeau U A Jb = {o} §>1 (j/p(A) désigne

le -groupe engendré& par A , en adaptant la démonstration de la proposition
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3.2, on peut démontrer que A = LJ‘ Aj est de type (S) faible relativement

ila partltlon‘(Aj)jzl.

Le théoréme suivant nous donne une propriété intéressante des ensembles

de type (S) faible.

THEOREME 3.3 : Soit A = %;L Aj un ensemble de type (S) faible, alors toute

fonction mesurable bornée, 3 spectre dans A est presque périodique (Bohr).

Preuve :

I1 suffit d'adopter la démonstration du théoréme l.1.

Ensembles de type (S) fort

Soit A un sous ensemble discret fermé de B{J et

(AJ-)

. une partition de A , (card A. < + o 3 2 1).
3121 ' ]

DEFINITION 3.6 : On dira que A est un ensemble de type (S) fort relativement

i la partition (AL)

j’3p1 St POUE tout g ¢ GEEBB(Aj) g = (8-)531 on peut

: L
trouver une mesure bornée u sur ﬁi, telle que :

IR eI Aeho o GaD

Conséquences

1°) Un ensemble de type (S) fort est en particulier un ensemble de
type (S) faible. Ceci résulte du thdordme 3.1 et du fait que toute
mesure sur [R, est en particulier une mesure sur le compactifié de

Bohr de R, .

2°) si (Aj)j>1 est une partition de A avec cardA. =1, j > |

on retrouve la définition d'un ensemble de Sidon topologique ([]J] , []f])
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3°) On peut trouver une constante C telle que :

Hnll
B(A) < C“gl l

4°) Nous avons les propriétés 2°),.3°), 4°), 5°), 6°) de la page 6
(chapitre 1)

Le théoréme suivant nous permet de caractériser les ensembles de type (S)

fort parm{-les ensembles de type (S) faible. Rappelons la définition de compact

associé.

DEFINITION 3.7 : Soit A un sous ensemble quelconque de [, et K un sous

ensemble compact de E{ . On diar que K est associé da A, s'il existe une
constante C = C(A,K) telle que pour tout polynGCme trigonométrique P , &

spectre dans A -

2l < cllpll, .

ol IIPI,IK,m= Sullz FICIN
XeEN .

-~

On dira alors que le couple (C,K) est adapté a A .

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME ([10],page 75)

Si A posséde un compact associé& et si Ao est un. sous ensemble fini de
alors A' = AU A, posséde Egalement un compact associé&. Ce dernier compact

contenant le premier.

THEOREME 3.3 : Soit A un sous ensemble fermé discret et dénombrable de [K

: ._ _suwanles

et (Aj)j>l- une partition de A, card Aj < 4o . j > 1 .Les proriétésYsont
e

équivalentes :

(i) A est de type (S) faible et possi&de un compact associé

(i1) A est de type (S) fort
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Preuve :
(1) = (ii)

Soit g ¢ Efi B(Aj),_ g = (gj)j>1 , montrons qu'il existe une mesure
A : 7

de Radon 1 , bornée sur B{, s telle que :

ROY =g ), Aeh (2D

Comme g éGEL B(Aj) , On peut trouver une suite de mesures <vj)j>l
’: ’d

telles que :
|

1 S v. < +w et .00y =g.(A) sireh., (izl

La donnée de g (ou (v.) }, nous permet de définir une forme linéaire &

17321

A’ P(x) =2 PJ-(X)

Dz‘ ' J

LP) = % J P.(x).dv.(x) , P eP
j ] J

Nous avons

Aldle (L,

@ s | = f P, av (0 | < sup ||, |
3 ﬂt _ J J
- Si(CK) est associé & A , on aura :
|2 @) ] s sup ||v.|[.A.llp [l <sup ||v;|lAcli®ll, .
j ] i ] K,

2 est donc continue pour la norme de convergence
uniforme sur K . Il existe § une mesure portée par K telle que

L(p) = J P.du » P £ P,. En prenant pbur P les monomes elkx » A €A

A

on obtient :

) = j 12X dvj(x) = gj(A) X e Aj G>1

(ii) == (i)

Supposons que A est de type (S) fort. Ceci entralne que A -est de type (S)
faible. Il nous reste & montrer que A posséde un compact'assbcié. Nous
allons faire une démonstration par 1'absurde.

Supposons donc que A n'a pas de compact associ&. Soit K = -1, +1} ,
que P 1

p (1)

‘on peut alors trouver ﬁn,polyname trigonométrique a spectre dans A

tel que :
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e, =

(1)
P
et [ llKl,m < 1

(1) (1)

Soit A(J) = Ff‘ Aj tel que le spectre de P soit contenu dans A

1 : .
S n'a pas de compact associé.

P(Z) a spectre dans

D'aprés le lemme, ANA
Soit Ké = [}2, +2] , 11 existe alors un polynome
A \\A(J tel que :

2 1
@) =1 ee | ’HKZ,O,,«Z-

Ainsi de proche en proche, on construit une suite de compact

Kn = [}n, +nj et une suite de polynOmes P(n) a épectre dans
AN ?]1 A(j) tels que :
j=1
(n) _ (n) 1 N
) He ™, =1 e < = n=1, 2, ...

Ecrivons pour chaque n , Pn(x) sous la forme :
(n) Rl
P/ (x) = L Pj(x)

=i
374

. 1 : . PO )
Soit 'Ej tel que le(Ej)l.a Ilfjllw et soit aj définie par :

it

' ia.
|Pj<gj)| e ] PL(E})

Considérons g ¢ @ B(A.) , g = (g.). définie par :
: P ] 17321
-iag .

Par hypothé&se, il existe une mesure J telle que

RO = g5 A e A,

d'aprés (2)

3) JP“‘) 4 —

Or nous avons

(n) L™t R s
J P (x)d_ (x) =& J P.(x)d (x) = & Z P,
H j=i 3 j=i_ Aen.d
n n - j
1n+]j]
=z P.(g.)|
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ce qui entraine :

i -] i -1
(n) n+l”. nt+l (n)
TP ¢ oz (el s2 & |P.(ED] =2 [ p™ () dy(x)
o T . J e Ce s J 7]
J‘ln J"ln

pour tout n .

D}aprés (3) ceci est impossihle.

Ce qui achéve la preuve.

Corollaire : Soit A un sous ensemble fermé, discret, et
symétrique de X . SOit--(Aj)jZJ une partition.de A satisfaisant ;

card Aj <+ w (3>1), Aj = -Aj. Alors, une condition nécessaire et

suffisante pour que A soit de type (S) fort est que : pour tout & = (gj)jzl ,

Ej € Ei » J 21 et pour tout g = (sj) =Q,1 '(vj > U, il existe

217 53
une mesure de Radon bornée u sur R telle que

B = (g0, Aehy G2D)

Préuve : Nous allons faire une démonstration pour €. = *l. Le corollaire s'en
déduit facielement. 3 -
La condition nécessaire résulte de la définition. Pour démontrer qu'elle

est suffisante, remarquons que la propriété indiquée‘entraine que A est
de type (S) faible. Il nous reste, d'aprés le théoréme 3.3 a montrer que
A posséde un compact associé.
Pour cela notons que , A "étant symétrique pour un polyhdome & spectre dans
A ses parties réelles et imaginaires sont également des polyndmes trigono-
métriques 3 spectre dans A .
11 est facile de vérifier que pour un compact

K de EL la propriété :

el < clipll, .

pour tout. polynOme trigonométrique & valeurs complexes et & spectre dans A
est équivalente i la méme propriété avec seulement des polyndmes trigono-

métriques a valeurs réelles (les constantes seront différentes).

Supposons donc que A ne posséde pas de compact pour les polyndmes tri
gonométriques i valeurs réelles. En'reprenant le raisonnement par 1'absurde

fait dans la preuve du théoréme 3.3 on achéve la démonstration.
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PROPOSITION 3.3. : Soit A = };L-Aj un sous ensemhle de ﬁ{, tel que :
7

n.
a) A. =4{n £.}.3 (3 > 1 ol £.). est une suite de nombres réels
) Ay JJ=J’J.’) €555

positifs et (nj)j>J une suite d'entiers positifs.
7 .

b) f£. > qn. f. i > 1, > ]
)J+J R B 3 1

Alors le sous ensemble A U - A est de type (S) fort relativement a la

partition -(Aj v - Aj)j>l°

‘Preuve :
Nous allons appliquer le corollaire précédent. Eq n ]
Soit Z s q > a > 1 et k = '>I'K' 5 X. = {n £.} 37 . Cconsidérons
J J J j=1
.y ' G~k .
la décomposition de it sous la forme er A définie par 1la

proposition 2.2 (Corollaire). A cette décomposition correspond la décom-—
position sous la forme Lﬁ A(k) de A . Pour ces décompositions nous

k=1

avons donc '

() - K(k) (resp. A(k)) sont q'-lacunaire q' > 3
(**); S['K(k)]ns_fk(l)] =¢ , ,s_[A(k)‘] n s[A(“)] =0, & #k.

T r
(% %) p(lJ A(k)) > p(lj»x(k)) > do > o0 ol p(A) désigne la pas de A.
k=1 k=1

-On va construire g = L g k comme pour le théoréme 2.1 . Pour cela il
' k= ' ()
suffit de donner la consrruction de 1l'un des g . Supposons donc que l'on

(10 .o -
g _ telle que si - = (Ej)jal Ej eﬁi et e = (ej)

va construire

e. =0,1 alors :
]
s e sioae al®u -
g0y = o si ae 0P u-a®y gy

(voir la preuve de la proposition 2.3).
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La démonstration est calquée sur celles de la propositions 2.3 et théoréme 2.1.

Pour le détail des calculs on renvoit le lecteur 3 la preuve.

Posons :
. M
1 @ =71 ¢+ e
M j=1 33

oll J-+Kj(x) = Fn'(fj(x+§j)), Fn étant le polynOme de Fejer d'ordre nj.
: A} j

Soit. la fonction :

b sin2 bx/2
|bx/2|2

’ Ot.l b e R+

Ax) =

A(x) .est une fonction positive sommable et nous avons :

0 ailleurs

et

]

I A(x) dx. = B(o) =1
R

le spectre de A est contenu dans 1'intervalle [—b, +b]

a1,

D'aprés (¥xx%) le pas du psectre de f] , pour tout M est supérieur ou
M
égal a 6§, > o .
Choisissons b tel que :
§

[}

(1) b < 2—

Soit maintenant :
B0 = A L[] 60

¢M est une fonction positive de Ll( R
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et d'aprés (1), on aura :

-~

A HM (). A -
Y

N = ﬂM,(A)-&o) - ﬁM o
on en déduit :
Hogll, = 8y @ = 1
Définissons la fonction £ par :
FO) < lin by @) aeRD

f étant une fonction continue, d'aprés un résultat de Paul Lévy ([M])

il existe une mesure bornée

En particulier :

L~

J 1
v ) = o si A e _(A;'Q’) U - A;g)) L&k
Définissons pour X(k)
n M "
My =T1 I #K () |
i=1 J .
ol ]-+E.(x) = 1+F: [f.(x+£.)] , F étant défini comme au chapitre 2
J o ] J v
qnj qn.

(page <8). Si-on considére

. N
On obtient de fagon analogue une mesure v

Y telle que :

v =eF ) (ELh) siode (afR U - AJﬂk))

1, '
§,00 = 2. 0.
M

telle que :

68
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vow =%§% () (.0 i A e.(Agk)U - AJ?“))
qn.
j
Sy = o si
ye W u- 2Py, 2 £k
N -
S1 u = Zl_ [a % - v.] , alors :
q-1
- _ . (K _ (B
(2) o ) —%(Ej,,)\) si A e,(l\j U ,AJ- )
(3) ; () =0 s 1

A e (A§’L) u —AJ“)') , 24K

On recommence la construction précédente pour J . On obtient une mesure u

telle que :

~

@) o =g st aeaPu-afh e

re My - alDy eJ
3 7

~

(5) B (A =0 si { .
e (AJ?’“)U -AJ“)) .8 #

§i g™ =yl ., d'apres @, (3,

nous 'avons H
® .y . W,
g ) EJ(EJ’)‘) s1 A E(Aj U A_] ) > 1 > 1

r
En prenant g =13z g(k) il est facile de voir que les conditions du corollaire

k=1
du théoréme 3.3 sont satisfaites .



70

Elargissement - Stabilité

Soit A un sous ensemhle de it . On appelle le pas de A 1le nombre

p(d) défini par :

p(d) = inf |a - A"
2,2Tel
AFN

Nous avons” le résultat suivant

PROPOSITION ([15] , page 139). Si le couple (C,K) est adapté a A alors :

. L. _ 2
(1) 1le pas de A est supérieur ou égal i —T~T-
» C|K

(ii) soit S<Ei—KT,_silgeB‘(A) et si £ eL'(R) telle que

Supp.f contenu dans [—e, +é] la fonction ¢(x) = I g(A) £ (x-})
: “Aeh
appartient & B(A + [fs, +c]) avec :

1o]]

sc'llgll 1I£}]
B(M[-e,+€]) B(A) !

Comme application, on a la proposition suivante:

PROPOSITION 3.4 : Soit A = ;31 éj un ensemble de type (S) fort et (C,K)

un couple adapté a A . Si € < Eqéj-alors pour tout g e ® B(Aj)

g = (gj)j>l et f e L]((R) telle que Supp f contenu dans [fe, *é], la

fonction ¢ définie par :

o(x) = I L g,(k)‘z(x-l)' si Ae A,

-\l < g
h] reh, ] i’ %2 ]

appartient a B(A+[;e,+é]).



Preuve

Comme A est de type (S) fort, il existe g e¢.B(\) , g(A) = gj(k)

si A« Aj. Ce gui nous domne :

$(x) = L g() f(x=2) e t on applique la
el
proposition précédente.

Corollaire : Si Ah = Jgﬂ A. est de type (S) fort et si € est cholsi comme

dans la proposition 3.4. , ~pour tout ‘g € CDm B(Aj) s 8 = (s. )J>1

‘on peut trouver $ € B(A+[—e,+é]) satisfaisant :
X) = A si x - Al < € X e As
$G) = g0 |x = ] Ay
Preuve

~

11 sufflt d'appliquer la proposition (3 4) avece f ¢ LJ( ) tel que £

s01t‘5 support dans. ,I—e , +e! l et f(x) si x ¢ l-e; +e[ . Ou
e < e' < 1 .
clK|

Nous allons maintenant étudier les propriétés des ensembles qui sont

"voising 3 un ensemble de type (S) fort.

DEFINITION 3.8 :. Soit A un sous ensemble de {\?, on dira que le sous—ensemble

A" est a-voisin de A s'il existe une bijection. ¢ de A sur A' telle que

pour tout A e A, |r-¢N)]| <a.

Remarque : Si A est un ensemble de type (S) fort relativement 3 ‘(Aj)j>] s
——— i . . . v

on sait que le pas de A est strictement positif. Ainsi si Al esf un ensemble
a—voisin a A et si a est "assez" petlt les sous ensembles A ¢(A )
deanLssent une partition de A'..Dans la suite sauf mention contralre (AJ)JZI
désignera cette partition de - A'.
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Nous ne pouvons pas espérer que tout ensemble a-voisin 3 A soit aussi

de type (S) fort. Autrement dit, tout énsemble ‘a-voisin & A 'né peut pas

posséder de compact associé.-En effet, on sait ([}d], paée 66) que si tout
ensemble a-voisin 2 A posséde un compact associé alors A est un ensemble

de Sidon topologique.

La proposition suivante nous permet de caractériser certains ensembles

o-voisins qui sont encore de type (S) fort.

DEFINITION 3.9 : Soit A = V Aj un sous ensemble de (19 (Aj étant une

jz1
partition de A, card A; < + j = 1). Soit a = (a.). une suite de
J 37321
nombres réels.
1) On dira que A' = .LJ A! est o-translaté de A si Al =A. + a. iz
121 ] J J J
2) On dira que A' = M A' est o-homothétique de A si A! = a. A. i >
) q i1 q ; 3y 03

D'aprés la remarque de la définition 3.7 , si les aj sont assez petits,

(Aj)j>l est certainement une partition de A'.

PROPOSITION 3.5 : Soit A = ;:q-Aj un ensemble de type (S) fort, relativement

] (Aj) et (C,K) un couple adepté a A . Si A' = U Aé satsifait 1'une

j>1 3>l

des conditions suivantes :

2
1 A' est a-translaté de A a = (a.). S o. <
) . CHP Sup lesl < STaT
2) A' est o-homothétique de A a = (a.).
J73>1
2
c|k]

Sup (max A.)Il—a.l <

Alors JA' est de type (S8) fort relativement & (A;).
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Preuve

D'une manidre générale si A' satisfait les conditions suivantes :
(%) A' est a- voisin i A la | < 2 H
: CIKI

s h = (hj)jzl défini

#%) pour tout h' e @ B(A!) h' = (h!).
(¥ p 2w ( J) : ( J)le

par ﬁ.(A) = h'(4(r)) est dans @ B(A.).
3 it PR
(¢ étant la bijection.de A sur A')

alors A' est de type (S) fort relativement a (A . .. Il suffit

37371
maintenant de vérifier que la condition ' (1) ou (2) implique (%) et (k%).
La condition (1) entralne (%). Pour montrer (%% , considérons

h' e @ B(Aj) , h' = (hi)jal soit (vé)j>l v. € M(IR) . telle que
2’ 7

J Sup|[vi]|<+= et
hj(A‘) = ﬁj(k') At e ﬁj 3 nous avons alors : 371
h!'(+a.) = 9! (A+a.) = J eFO*RIX Gor iy = [ e &1%5% 4yt (k) (Aeh., jzD)
i I @ j N A
! R
Soit alors dvj(x) = elajX dvj(x). Les Vj définissent un &lé&ment de

@ B(A.) et ona (k).
P J

Dans le cas (2) , pour A' € Aj et X ¢ Aj nous avons :
JA' -_Al = lajk —_A| < JAI I] - ajl < (max Aj) |1 - ajl

ce qui nous donme (%¥). Si h' ¢ ® B(AY) h' = (n!).  soit wi,sup||vi]]|<te

telles que hg(x') =9 (") (A" ¢ Aj) , un calcul simple montre que

!

J

les dvj(x) = é— dvj(%}% définissent un élément de 6% B(Aj) satisfaisant
-3 j 2

O %) .

La proposition suivante caractérise les ensembles de type (S) fort parmi

les ensembles possédant un compact associé.

PROPOSITION 3.6 : Soit A - un sous—ensemble fermé discret de K

et (Aj)j>](qard A5 < + ©) une partition de . A.. S'il existe a, > o tel que
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| < o posséde un compact associé,

tout oa-translaté de A, a = (aj) o

izl ‘“J‘

alors A est un ensemble de type (S) fort relativement 3 -(Aj)'\

J//] *

Preuve :
i = ). < B. & i . = o.
Soit B8 (83)320 , O SJ N 'iii 8 0. On peut trouver
J
| B U t - _ ]
= : - t A = ). . .
A 331 AJ un o—translaté de s O (aJ)le, I“Jl < BJ » tel que A

soit de type (S) faible relativement 3 (Ag}. {on utilisera la remarque

j>1
de la proposition3.2). D'aprés l'hypothése A' est donc de type (S) fort.
La proposition 3.4 entraine qu'il existe Yo-> o tel que tout <Yy-translaté

de A" 3 y.= (Yj) IYjI €7, soit encore de type (8) forti Le choix de

izl
= T - & ' =
o _ ((:Lj)j}l entraine que A est un <y-translaté de A' , v (Yj)jzl avec

Ile 3 YO‘ sauf peut-étre un nombre fini de Yj" Ce qui nous permet de

conclure.

Signalons enfin, une propriété dont tout ensemble a~voisin i un

ensemble de type (s) fort possade

DEFINITION 3.10 : Soit A un sous ensemble fermé discret et dénombrable de IR,

On dira que A est de type (S,) relativement 3 ure partition (Aj)j>l de A
7

si pour toute fonction b définie sur A , constante sur chaque Aj et a

valeurs * 1 , on peut trouver une mesure de Radon bornée u , sur R. telle

que :

fi(x) = b Ae A

P

On voit que les ensembles de Sidon et de type (S) sont des ensembles de type

(So) .

PROPOSITION 3.7 :  Soit A = jgﬁAAj un ensemble de type (S) fort.si - (C,K)

est un couple associé @ A et si A' est un ensemble a-voisin de A ;
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2
la| < c|x| alors A' est de type (S ).
Preuve :

C'est une simple application du. corollaire de la proposition 3.4 en

t A) = €. A e A, L=+ 1,
prenant g(}) €5 (e J), €

Nous _avons vu que tout ensemble o-voisin a un ensemble de type (S) fort
ne peut pas posséder un compact associé. Ce qui avec la proposition 3.7 entraine

gque tout ensemble de type (SO) ne peut posséder un compact associé. .

Ceci montre en particulier que tout ensemble de type (S,) n'est pas de

type (S) fort, dans le cas de fiy .

Compact associ& & un ensemble de type (S) fort

Soit A = jgﬂ Aj un ensemble de type (S) fort . Soit K un compact
vd

associé a4 A . Il existe alors une constante A telle que si P est un poly-

- nome trigonométrique & spectre dans A on a

el < A lIRlle.

On peut donc trouver une constante C telle que pour un tel polynOme trigono-

métrique, on ait

W 2 11e ], < 1lplly.

DEFINITION 3.11 : Soit A wun sous ensemble fermé discret de IR.

Soit (#.). une partition de ‘A, card A, < + ® j > 1 . On dira que le
737521 73 ,

compact K est S-propre pour A , s'il existe une constante C telle que pour

tout polynOme trigonométrique P 3 spectre dans A on a 1'inégalité (1).
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Dans ce cas on dira que le couple (C,K) est .S-associé i A .

Remarques :

1°) si (M)

7531 est la partition ponctuelle, l'on retrouve la définition.
7 .

d'un compact propre [12] pour un ensemble de Sidon et de couple associé

([ld] page 55).

2°) Pour un sous ensemble A fermé discret de R 1a propriété
d'étre de type (S) fort est &quivalente i la propriété de posséder un

compact K S-propre.
Nous allons &tablir un critére pratique permettant de déterminer si un

compact K est S—associé a un ensemble de type (S) fort et de donner une esti-

mation de la constante C.

PROPOSITION 3.8 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un compact K

de M soit associé a un ensemble de type (S) fort A = jgl Aj est qu'il existe
(
des constantes, D = D(A,K) et 7 = qﬂA,K) o< < 5 telles que pour toute-
suite E=(£:)._., £. € R et toute suite €. = * | , il existe. une mesure
173217 7] J
de Radon Y , 3 support dans K telle que :

[lul] s D, %pHi-%@rnHM%)sm

3zl

Preuve :

Montrons que la condition de la proposition est suffisante. Soit

N
P(x) = L P.(x) un polynOme i spectre dans A et soit & ¢ iR ,
< j=‘lJ
2n < § < 1. Défini " E. et €., =21 pa : P.(£.)) >
N, é ssons EJ el sJ par eJ F%( J(EJ))
& || Rg(Pj)Hm P= 2,0 N, Er=0, e =41 s N

I1 existe alors une mesure bornée u A& support dans K telle que :

sup |7 = e.¢g.,0)]] € ., |lull s
i1 it B(Ap b
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En tenant compte de la propriété 3.3 (p.53) et en adoptant le calcul du théoréme

1.1 ((vi = (1)) on a :

N N
(1) g ||p . z ||q)p - f P(x)du(x) |
J= i=l “K
Définissons Yjve ﬂ? et uj =+ ] par aj Im(P (Y )) 3 6||Im P ll =1,2,...,N,
Yj =o0., aj = 4 ] éi j > N. Il existe une mesure bornee v & support dans
K telle que :
sup” [[90) — e (xoM gy ysn, IVl €D
izl it
Le méme calcul nous donne
N N
@ SRR |11mp.||w-|[p<x> v |
j=1 j=t - K
De (1) et (2) on déduit :
N .
(6-21) jil Hegta < diull+ Hvlb Tlell .
ce qui nous donne :
(3) L LI

K est donc un compact S-propre. A &tant de type (S) fort, K est associé
a A
Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Comme A est de
type (S) fort, il posséde un compact associé&, soit K ce compact. De la démons—
tration du théoréme 3.3 ((i) =—> (ii)) on déduit que pour tout

= (g.) ¢ @w B'(A.A) il existe une mesure bornée u 3 support dans K telle
izl 2 J

que’ fi(}) = gj(k), (A € Ai) j 21 . On en déduit que l'injection canonique

de BK(A)< dans @ _B(Aj) est surjective. Il est facile de voir qu'on a les

L
propriétés indiquées dans 1'énoncé.

Remarques :

1°).8i A est symétrique, il suffit .de prendre o < n < 1
(cf. la remarque 1°) de la page -15).
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2°) Si la condition |Iul] < D n'est pas satisfaite, on ne peut pas
conclure que le compact K est associé & A . Nous allons voir qu'en

absence de cette condition, K est associé a A N\ AK , card AK <+ @,

DEFINITION 3.12 : Soit A wun sous ensemble de E{ et soit »(Aj) une

izl
partition de A , (card Aj < 4=, j 2 1). On dira que le compact K est

S—-propre au sens iarge pour A , s'il existe un sous—ensemble fini AK de A

tel que K soit S-propre pour A \'AK . De fagon analogue le couple (C,K)

est S-—associé 4 A au sens large s'il existe une partie finie de A telle

que (C,K) soit S-associé a A$~AK.

Remarque : D'aprés la remarque 2 de la définition 3.11 et le lemme de la
page 62, si - A posséde un compact S-propre au sens large, alors il possede
un compact S-propre au sens strict. Mais &tant donnmer un compact K S-propre

au sens large nous ne savons pas si le méme compact est aussi S-propre au sens

strict.
»THEOREME.3.4 : Soit A un sous ensemble fermé discret de R ,
et (A.). . une partitionde A , card A, <+ j > 1, Soit K un sous

37321 h|

ensemble compact de [R, . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) A est-de type (S) fort et K un compact associé 4 A au sens large

ii) pour toute suite g =(gj) g e @B B(Aj) on peut trouver une
L

521 7

~

mesure de Radon u 3 support dans K telle que : ﬁ(x) = gj(k) (AeAj),

sauf peut-8tre pour un nombre fini d'indices;
111) 1l existe n Q < q’<-§, tel que pour toute suite (Ej)j>1’ Ej eﬁ{,

et pour toute Cj =+ 1, j 21, on peut trouver une mesure de Radon

sur EL 3 support dans K satisfaisant :

Tim [ [fQ) - e. (&0 ]| <
ot J ] B.(Aj) i
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Preuve :

(1) = (ii) résulte de la démonstration du théoréme 3.3 (premiére partie)
(ii) = (1ii) est évident.

Pour démontrer que (iii) entraine (i), il suffit d'adapter la démonstration

par l'absurde du théoréme 1.1 ((vi) => (i)).

Remarque : Dans (iii) nous pouvons prendre ej e {0,1} & condition de

supposer 1 < 1/4.

La proposition suivante concerne les sous ensembles de 2 .

PROPOSITION 3.11 : Soit A <2V, A= 591- A, un ensemble q-lacunaire

de progressions arithmétiques centxées a l'origine. Si q > 3 alors tout

compact de (R est associé a4 A U - A,

Preuve :

La propriété de posséder un compact associé étant invariante par trans-—

lation, il suffit de montrer que pour tout p , © < p <7 1'intervalle

[—p;‘+d] est associé a A .

Pour cela on va montrer que la condition (iii) du théoréme 3.4 (remarque)

est satisfaite. Soit alors £ = (§.). £E. e .et € = (e.)._.e.€{0,1}
37331 j i3z 7

On va construire une masure de Radon a support -dans Efp; +Q] .

. v e . oA
Soit q > 1 défini par- q > 3q > 3.

Considérons, comme dans la proposition 2.3 :

M M . .
@)) []M(x) = r—l [l + Ej Kj(x)] =] + I Ej Kj(x) + % CM(y)elYX
3=} =1 ves (MN[(Au-1)E{o}]
e M n M " , N Civx
) [WM(X) N {:] [1+ € Kj(x)] =1+1 € Kj(x) + mCM(Y% e

3=1 ‘ YsS(A)\[(AU—X)U{o}]
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N
. n e .
Soient v et Vv les mesures limites vagues de T1M> et i] (cf. propesition

M
2.3) qui sont telles que

(3) Holl g1 et . 9] 51

Soit :

]

o
O) £,00 = @- 07 [N -TLe], w = @07 [QY-3]

nous avons :

n

(5) B =B = e (6, Geh), §opl

1

Soit pour o < p < 7 la fonction A définie par :

© |-
N

A(x) =
0 si x| >

1a série de Fourier de &

It

alors A > o0 , ||A||] Z(o) = 1.

est absolument convergen te. Ecrivons :

inx inx

(6) AX) = 1 + a e + z a e =1 + Al(x) + A2(x)
o<|n|gN |n|>N
ol N elN est tel que :
(7 oz la| o< = L (@B>1)

[n]>N

- On précisera B par la suite.

On va montrer que la mesure p = A'ul satisfait :

Tim ||§ - e. B, ]| , < <
jore vy B(A; U -A) 1

JN .

Pour cela il suffit d'évaluer pour tout M 2]

e
||fMA - €. (E., 0]
1] B(A; U= A)

ce qui, d'aprds la note de la page 53, revient 3 calculer :
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D'aprés (6) :

J P(x) A(x) fM(x) dx = J P(x)fM(x)dx + J P(x)Al(x)fM(x)dx + er(x)Az(x)fM(x)dx
- ) v T

(5) nous donne :

8) P(x) £ (x) dx = €. P(&.)
(¢ [r () £,( = ey B(g
Le spectre de P.AJ est contenu dans A * {1, 2, ...., N} . D'autre part le
- n
spectre de fM est contenu dans S(A). Comme 'q > 3 on sait que le pas de
Y . o .. . -
S(A) est supérieur & &, > o (proposition 2.1, corollaire). D'aprés 1'expres-

sion de &6, , quitte 3 enlever un nombre fini de blocs, on peut supposer &, > N.

Ce qui implique (A * {1,2,...,N}) (0 S(X)

§ et on a :

(9) I P(x) Al(x) fM(x) dx = o
\T .
’\J+]
D'aprés (3) et (4), ||f [l -g—— . En tenant compte de (7), on aura :

'\;

(10) ” P(x)AZ(x)fM(x)dxHJ P(x) z aye XfM(x)dx!sle} >|:|a.n| HfMll1 <
. >N

T n >N ‘ Tn
1 g+l
q
B~ Lell,
q-l
~ 1 g+l
Pour 1, > o donn&, on choisit g tel que g %i~ < n . Alors (8), (9) et (10)
> -

nous donnent :
| I P(x) A(x) £,(x) - e P(Ej)1 < llpll, P Pon.U—h.)
- J J
Si q'<:% alors [;p, +b] est associé & A au sens large. (o < p < m).

Ce qui a}aprés le lemme de 1la page 62 entraine que pour.toﬁt

o< p<T, [}p, +p] est associd 4 A . Ce qui-achéve la preuve.

THEOREME 3.5 :  Soit A CZ‘FL+ , A= };ﬁ A. un ensemble g-lacunaire de

progressions arithmétiquescentréesa l'origine. Si q > 1, alors tout compact

de ﬁz est associé a AU~ A .
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Preuve :

I1 suffit de démontrer que pour tout p > o 1l'intervalle [?p,f 4pﬂ
est associé & A . Pour cela on démontrera le théoréme dans un cas
particulier et puis on montrera comment le résultat.se généralise au

cas général.

Cas particulier : q > 6

Soit 3 > 1, % > 33 > 3 . Il est facile de voir que les sous ensembles

suivarnts sont a-lacunaire avec o > 3.

U . n. . - n .
A=Y A ou A, ={n£ 33, X=X ou R, = {a£.} I
izl 3 J J'n=l 7 A ’ 3

~ VN i
Y - LJ xj ou 'XJ_ {pfj}

izl

nous avons également :
N
sh) < sB) < s

LY
D'aprés la proposition 2.1 (corollaire) si p[ﬁ(X)] désigne le pas de

S(%)-on a:
Y
(1 p[sh] > s, >0

Pour ¢ = (gj)j>] Ej e[R et € = (ej) Ej e {0,1} considérons fM(x)

défini comme dans la proposition 3.11. Pour P ¢ P(A U -1.) considérons :
i 73
J P(x) fM(x) A(x) dx
R

ol A(x) est la fonction définie dans la proposition précédente.
Sp(fM)c:'S(X) et SP(P)C: (AU- A)., Mais les bloes sgnt constituds de
progressions arithmétiQues d'ou S(X)! +(AU- D) <= S(X). Ainsi

P(x)ufM(x) est un polyndme i spectre dans S(A). Ecrivons :

P(x) £ (x) = I b(y)elY¥
M yesch
ce qul nous donne
(2) I P(x) £,(x) A(x)™dx = I 5 b(MEE).
YeS(A)

K
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Mais on a :

4 sin’(p x/2)

A(Y) .

2
p X
A . )
Comme p [S(A)J > 60 il est facile de voir qu'on a :

.2
3) 1B s+ & 1 o ooe AT
S(A) 2 n>1 n2 52 3 2 62
Y P o P %
Soit alors X 1a fonction presque périodique définie par :
A(x) = 4 B(y) eTY¥
YeS(£)
Nous avons d'aprés (2)
‘ — | +T —
P(x) £,(x) A(x) dx =/WL[P(x) £.(x) K(x)]= 1im == | P, (x)E(x)dx
M M w 2T ™™
B is -T
R _
'\J'ﬂ ()
En remarquant que f“«/[fM(x)] < f%:—, si 1'on adapte les calculg de 1la
q-

proposition 3.11 , on obtient :

) 11 £p8 = e | <o
B(A. U~ A.
(JU J)
sauf pour un nb. fini de j.
Les fMA ‘'sont des fonctions intégrables a support dans [—?,-+e] .

En utilisant (3), 1l est facile de voir que l'on a :

4 nz
() hgyally< 13 5
e S
Soif maintenant u la mesure de Radon 3 support dans [—e, +9] , obtenue
comme la limite wvague d'une sous suite des fM . On déduit de ()

1im |[§ - e.(8., 0] < n
joree 3 B U= A

. 1 P
S1 7 < i alors [;p, -TJ est associé a A au sens large pour tout p > o,

ce qui nous permet de conclure.

(%) En faite les calculs geront exactement les mémes que ceux de la

proposition 3.11, S(A) jouant le méme rdle que 2
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Cas général : q > |

. v A .. .
Soit 3 >1, q>q>1 .. 8i dans la proposition 2.2 (corollaire) on
.. v(r—
choisit r tel que Xr < q(r J);+ 2 < 6 alors on_peut avoir une dé-
.. v - .
composition de A sous la forme \3: X(k) ot les K(k) sont a-lacunaires
k=1

o

r (k) : L ('S .y
avec a > 6 et p[l~J s(A)] > &, . Soit U a la décomposition
k=1 k=1
correspondante pour A . Pour = ). . € et € = (eg.). e.e{0,1}
spondante p = ED 8 R ()5, eyelon1)

donnés, on va construire comme dans la premiére partie de la preuve des
mesures u(kz pour chaque"A(k)(l & k € r). D'aprés ces calculs, on aura :

j]ﬁ(K),-.e.(g.,l)ll < n. si . A < A(k)

13 B(A.U- A.) J
] ]

et

TRl < q si _Ajc_A(Q') Ltk .

B(A.U~- A.
_(JU J)
T (x
Soit u =% & ; un calcul simple et un choix convenable de q}(donc de B)
k=1
nous donne :
- ~ 1
lim l|p - e.(gj,k)ll < T
j++m J . B(AjL)f Aj)

Ce qui montre que [;Q, +p] est associé& & A au sens large et ceci pour

tout p > o . Ce qul achéve la Ppreuve.

Remarques

1°) Il est facile de voir que quitte 3 enlever un nombre fini de bloc de A ,

on peéut avoir :

(1) lul] € c,

pour la mesure u construite dans le théoréme 3.5.

Ainsi pour les ensembles définis dans le th&oréme 3.5 1le couple (C,K) est

S-associé & N “Au sens large pour tout compact K .
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2°) Pour un ensemble A = A. , le couple (C,K) ne peut pas etre

3°)

: j>1
S—associé 3 A au sens strict pour tout compact K de avec la méme

constante C.

En effte, il est facile de voir qu'on a :

2
(2) |K| co(h)
Si A = A. est un ensemble de type (S) défini par la théoréme 3.5,

51 - |
alors tout ensemble o-translaté (cf. définition 3.9, page 72) de A~

est aussi de type (S).
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