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I - INTRODUCTION.

Soit H un espace de Hilbert réel ; on notera respectivement lal et

<.,.> la norme et le produit scalaire sur H .

Etant donnée (¢(t"))te:[0 T} une famille de fonctions convexes, semi-
. S
continues inférieurement de H dans |~©,+] , non identiquement &gales & +v ,
on se propose d'établir un théoréme d'existence pour les &quations d'évolution du

type
(1.1) Loy + 26(c,u(e)) > £(6)

ol 34(t,.) désigne le sous-différentiel de ¢(t,.) dans H , et £ est donné
dans Lz(o,T;H) ; on cherchera u dans &f({O,T};H} N w&f}(O,T;H) s espace das
fonctions continues sur [b,Tﬂ S dérivée—distribution éé%s LZ(O,T;H} , de sorte
que (1.1) soit vérifié pour presque tout t de ]OQTE ; on dira alers que u est
solution forte de (1.1).

Si v est solution forte de (1.1) avec un second membre g(.) , on obtient

facilement, utilisant la monotonie de 23¢(%t,.) dans H , que :

V 0<£s<€tgT !u(t)—v(t)i < lu(s)=vi(s)| + j [E¢ty~-g(+) ldr
8
On en déduit l'existence d'au plus une solution forte de (1.1) prenant pour t =0

une valeur donnée uo dans H .

Dans le cas ol ¢ ne dépend pas de t , le probléme (1.1) a &té résolu par
H. BREZIS [6] qui &établit pour un £ donné dans LZ(O,T;H) et u, donné dans
D(¢) 1'existence et l'unicité de u solution forte de (1.1) avec u(0) = v, 3
on constate en outre i'existence d'un effet régularisant sur la condition initiale
c’est ce type de résultat que nous nous proposons d'étendre au cas ol ¢(t,.)

dépend de t .

Le probléme (1.1) est lui-m@me un cas particulier du probléme géndral

(1.2) {51;— + A(t,u(e)) = 0
ol les (A(t"))te:[b,T] gont des opérateurs m—accrétifs dans un Banach X .

Ce probéme a été &tudié par de nombreux auteurs ; une des difficulté@s techniques



réside dans le fait que le domaine de l'opérateur A(t,.) peut varier avec ¢t ;

pour plus de clarté dans 1l'exposé, nous passerons en revue les divers résultats

cbtenus sur le probléme (1.2) en les énongant uniquement dans le cadre Hilbertien

(c'est & dire  A(t,.) maximal monotone).

_ﬁj T. KATO en 1967, [10], énonce un théoréme d'existence lorsque les A(t,.)

sont univoques, de domaine indépendant de t , et vérifient

(1.3) |ACt,x)-A(s,x) | < 1t?s

L x)) (+]ACe,x) )

pour ‘tout s et t de [b,T] , tout x de D domaine des A(t,.) ; (L(.) désigne
une fonction croissante) M. CRANDALL et A. PAZY en 1972, &ﬂ, généralisent ce
résultat, et montrent, lorsque les A(t,.) sont de domaine fixe D et vérifient

pour tout x de D

o
(1.4) VYs,te= [0,7] , ¥ 250, |4, (t,x) -4, (5,00 | s [a(t)-a(s)| L(]x]) (1+]a" (e, ) ])
oi a(.) est 3 variation bornée et continue, (Ao(t,x) désigne 1'élément de norme
minimum du convexe fermé non vide A(t,x)) , L croissante, que :
n

lim I (I + %-A(§E3.))-1uo existe et est solution forte de (1.2), avee u(Q) =u

o k=l o

pour un u_ dans D .

R.H. MARTIN en 1972, [}2] démontre un résultat quand les domdines des A(t,.)
peuvent varier mais en restant fortement li€s ; sa condition, exprimant en un
certain sens que les résolvantes varient réguliérement avec le temps . t , semble

d'utilisation malaisée.

Bf Dans le cas ol les A(t) sont des sous différentiels nous allons énumérer
les résultats, suivant que la condition de dépendance par rapport & t porte sur

¢5 ¢* ou q‘)k *

a) Les hypothéses portent sur ¢ :

J. WATANABE [18], 1973 ; le domaine des (¢>(t,.))t€[0 7 est
b4

indépendant de t et il existe L(.) croigsante telle que :

(1.5) Yuenw , ¥Ys,te [0,1] [o¢t,w=s(s,u)| < |t=s] L(|u]) [1+s(t,u)]



H. ATTOUCH et A. DAMLAMIAN [4}, 1975 ; le domaine des {$(t,.)) [ 4] est
, te (0,1

indépendant de t et il existe L croissante, a absolument continue tels que 3
1.6) Yuen®) , Ve,ee [0,1] [o(t, 000 (s,0)] < |a(®)-as)| L(ul) [1+(t,u)]

on constate en outre l'existence d'un effet régularisant sur la condition imitiale.

-

K. MARUO [13] ; m@me type d'hypothses avec a continue 3 variation totale bornde.
N. KENMOCHI [11], 1975 ; le domaine des (@(t,a))tézio’i] peut varier :

(1.7) 30, 3cr>0 : VoesctsT , V2zeD@(s,.)) , l2] < x, 18 D (t,.))
| 252 < crgt—d

0(t,2) < 0(s,2) + ¢, |t-s]| (1+[¢(s,2)]) .

Remarquons de facon générale que méme si le domaine des <¢(ti)}te:[0 7] est
- 3
indépendant de t , te Eo,i} s, le domaine de A(t) = 3¢(t,.}) peut varier.

b) Les hypoth&ses portent sur ¢* :

(On rappelle que ¢* est la fonction conjuguée de ¢ :

¢¥(x) = Sup {<x,y>=$(y)}) .
yell

J..JJ. MOREAU {}4], 1972, &tudie (1.1) dans le cas od ¢(t,.} est la fonction
indicatrice d'un convexe fermé K{(t) ; le probléme (1.1) s'interpréte alors comme
un probléme de "rafle" par un convexe mobile ; dans le cas ol le convexe est 3
rétraction absolument continue il met en évidence l'existence d‘une solution forte
pour un u_ dang K(0) .

J.C. PERALBA [15], 1972, généralise en partie ce résultat au cas de fonctions
convexes, s.c.i., propres en faisant 1'hypoth&se :

il existe k(.) lipschitzienne et a dans Wl’z(OsTﬁR) tels que

(1.8) VYs,te .[_—O,Tj s VYxen, [6%(,x)-4%s,x)] < k(x) |a(t)-als)]

-

(dans le cadre &tudié par MOREAU, cela revient 3 supposer le convexe & variation

absolument continue).

c¢) Les hypothéses portent sur ¢X {ofi ¢A est la régularisée Yosida

de ¢ c'est & dire ¢1(x) = Min {¢(y) . Ix-yiz}.ﬁ

A
vel 2



H. ATTOUCH et P. BENILAN et A. DAMLAMIAN et C. PICARD, [2], 1974 :
il existe b et c dans LZ(O,T) tels que

(1.9) S0, (6,0 < b(e) [Ixl.la, (e,0] + |4 e,0] + [x] + e()]

ol l'on suppose que pour tout x dans H et tout A>0 , l'application

t > ¢A(t,x) est 3 variation positive absolument continue.

On vérifie que (1.3), (1.5), (1.6), (1.8) rentrent dans le cadre de l'hypothése
(1.9) qui en est donc une généralisation ; de plus, on obtient 3 partir de (1.9)
l'existence d'une solution au probléme (1.l) sous les hypothé&ses (1.10) ou (1.11)

suivantes :
(1.10) Y xeH, | ossstsT  4(t,x) < ¢(s,x) + (a(t)—a(s))fcl¢(s,X)+CZIXI+c3]
(1.11) ¥ xe H, FosssesT $%(s,%) < ¢%(e,x) + (a(t)-a(s)) [e; 0™ (e, x)+c, |x]+e,]

oi a est croissante et dans Wl’Z(O,T;H) 3 (remarquons que lorsque a est
continue, il est équivalent dans (1.10) ou (1.11) de supposer a(.) croissante ou

a(.) & variation bornée cf. (3.10)).

-~

La formulation (1.9) demande elle~méme 3 &tre améliorée car ne contient
pas (l.4) dans le cas A(t) = 3¢(t,.) , ne contient pas (1.10) dans le cas ol a
est 3 variation bornée ; de plus, elle n'est pas stable par addition et se révéle
d'un emploi peu commode lorsque l'on impose une contrainte (dépendant du temps) i
la solution u de (1.1) ; nous nous proposons de démontrer un résultat (Th., 2.1)

qui permette ces différentes généralisations ; c'est 1l'objet de la partie II.

Dans III, on obtiendra la condition suivante (Théoréme 3.1), pour pouvoir

résoudre (1.1).

ii) 11 existe b e:Lz(O,T;R+) , a & LW(O,T;R) s I mesure positive bornée

sur |O,T[ et o, B constantes positives tels que :
V A>0 , ver sy £ > ea(t)[‘b)\(tsx) + O‘IXIZ + B]

est 3 variation essentielle bornée et vérifie 1'inégalité suivante au sens des

distributions :

a[e*®) (6, (x40l x| 248)] € B0 [[4, (6,20 | Cx +1)]ae + efx|m



Cette condition permet d'@tablir 1'existence d'une solution forte 3 (l.1), sous
1'hypothése (1.10)} avec a seulement croissante (Théoréme 3.6) ; d'autre part,
sa formslation ne fait intervenir les <¢<t’°))te;r0 TJ que pour t dans le
complémentaire d'un ensemble de mesure nulle de ]O T[,, ce qui est en accord avec
la notion de solution de (1.l) et sa formulation variationnelle :

T T
Vv ei?o,m;m f o(t,v(t))de > J $(t,ult))de

o} o}

T du
+ J <f(t) - -arg(t),v(t)-u(t)> dt .
o]

Dans 1'appendice nous donnerons les quelques résultats concernant les fonctions &

variation essentielle bornée dont nous avons besoin dans les parties (II) et (III).

Donnons & présent un exemple simple qui ne rentre dans aucun des cadres cités
auparavant (et pour lequel nous montrerons l'existence d'une solution forte) ; nous

comparerons sur cet exemple les différentes méthodes.

(1.12) Exemple.
On se place dans H = LZ(Q) » 8 ouvert borné régulier de RrR™ .

Soit (ai)o_ [b,f] X Q > Bf telles que

i1=l,...,0 °

a) 3 a,8 > 0 tels que V(t,x)e [O,T—J x 0  a<g ai(t,x) < B (i=1,2,...,n)

b) V i=l,...,n £t +> ai(t,,) e:VB(O,T;Lm(Q)) (i.e. & variation bornée de
[@,T] dans L (R)) ; on considére la fonctionnmelle sur Lz(Q)

n

2
du 1
1/2 jg Z: ai(t,x)] -a-;l- [ dx u e H (9)
p(t,u) = 1=1

+oe ailleurs

-

Cette fonctionnelle ¢(t,.) est convexe, sci, sur LZ(Q) de domaine indépendant
de ¢t E,[b,fl , et son sous~différentiel A(t) = 8¢(t,.) dans L2(Q) est défini

par

1 LU
D(A(t)) = {ue H_ / E : a; (£,%) < eti@)} .
o] - Bxl 1)



N
2
:

7. h
L6 - £ g2
3 = =
S = &
CR
vy
n
9 ou
A(t,u) = - E o (ai(t,x) Rk
‘ i 1
i=1

1°) Condition en te [O,T:] sur ¢(t,.) .

Soit ue H(];(Q) , s,te [0,T]
[¢(t,u)=¢(s,u) | < lea (t,.)-a, (s,. >|| lIVuII

-:-[-"Vuﬂzz X3 é- ¢(t,u) ; compte tenu de l'hypothése b) il existe a(.) i
L™ ()

variation bornée telle que

Yucr @ [o(e,w-o(s,0)| < [a(t)-ale)| $(t,0) .

2°) Condition sur cb*(t,.)

Etant donné f dans LZ(Q)

n
* _ . l 1 2
¢"(t,f) = Mlg . { 5 JQ EETEjEE'IViI dx}
ve (L7(Q)) i=]1
-divve=f

a

{cf. [5] » par exemple) ; on en déduit l'existence d'une fonction & variation bornée

b telle que : ¥V fe 12(2) [6™ (£, £)~07(s,£) | < |b(t)-b(s)|.6™(t,£)

3°) Condition sur A(t,.) (resp. Ax(t,.)

On est amené 3 supposer D(A(t)) = indépendant de t , les coefficients
ai(t,.) dans ‘@1(5) (auquel cas D = HZ(Q) N Hi(Q)) et 1'application

t — ai(t,.)e: VB(O,T ; Wl’w(Q)) ; on déduit alors l'existence d'une fonction

c(.) & variation bornée telle que

Yuen laCe,w-ats,w ] , < [e(®)-c(s) . [a(e,w)] ,
2@ LE ()

Cette condition est elle méme équivalente, les A(t,.) &tant univoques de domaine

indépendant de t (cf. [8], Lemma 3.2), &

Yue D, Y A>0 , V s,t < [—:O,T:l_ ]Ax(t,u)—A}\(s,u)] 9 < Ic(t)-c(s)lolA)\(t,u)l 2
L@

L (Q).



En utilisant 1'inégalité
Voerm@  Jotu-tswl < law-ae)| o0 ,

et le théordme 3.6 (assurant l'existence d'une solution forte au probléme (1.1)
sous la condition (1.10) avec seulement a croissante), on obtient l'existence,
(sous les seules hypothéses t -—> ai(t,.) i variation bornée de [b,Tﬂ dans
Lm(Q) et 1'existence des constantes & et B telles que 0 < ag ai(.) < B)

d'une solution forte au probléme

ou 9 u .
= ) 3;; (a; (£,%) 5;;9 £ 5 uw(0) =u

(pour u donné dans Lz(ﬂ) et f dans L2(0,T;L2(Q)), on obtient
we[0,T]512@) , avee VT 2 1P(0,1LP@) et Y0 ult, ) e H(@) .

II - UN THEOREME D'EXISTENCE DE SOLUTIONS FORTES POUR DES INEQUATIONS
VARIATIONNELLES D'EVOLUTION.

Nous nous proposons dans cette partie de montrer le résultat suivant od
H désigne un espace de Hilbert réel séparable (pour toutes les définitions et

résultats utilisés concernant les fonctions & variation essentielle bornée, nous

renvoyons 3 1'appendice):

(2.1) Théoréme.

Soit ¢(t,.) une famille de fonections convexes, semi-continues inférieu-
rement, propres de H dans |~w,+w| , définies pour t appartenant au complémen-
taire d'un ensemble négligeable de |0,T[ ; on suppose que pour presque tout t
de J0,T[ , i1 existe une suite ¢,(t,.) de fonctions convemes continues sur H
vérifiant :

{(t) ‘%’xez H ¢n(t,m} + o(t,x) (Z.e. converge en croissant).
(i2) L'application x +> ¢ (t,x) est Fréchet différentiable, de différen-—

tielle An(t,x) s lipschitaienne en & , de constante de Lipschitsz kn(t)'.dgns
Eg(O;Tget telle que t > An(t,O) soit dans LQ(O,T}H) .

(242) Il existe b dans L2(O,TﬂR+) et m mesure positive bornée sur 0,T|
tels que, pour tout « dans H et tout entier ne ll , l'application



t > :pn( t,x) est & variation essentielle bornée sur ]O,T[ et vérifie
o, (t,2) < b(t)[(|a]+1) |4 (%) ] (Jat + (|z]%+1m

au sens des mesures.

On pose ¢(0,) = sup (lim ess ¢n£ffz,aci)) qut est convexe, sct, sur B s alors
neli 0"

a) pour tout %, dans D(¢(0,.)) et tout f dans Lg'"(O,T;Hz il y a
existence et unicité de u solution forte de
) Bet) + aeltiul (¢) ©u(0) =
At a%‘ : a(b ﬁju‘b)) Bft) popwﬁg‘_}o)?[ 2 u() - ua
avee ueG([0,T] B) N Wz 2(0,12{,3) de plus L'application t s ¢{t,ult)) est
d vartation essenmelie bornée.

b) Pour tout u, dans D(9(0,.)) et f dans LZ(O,T JH) auee V% f dans
i? (0,T:H) ,il y a emsz‘:eme et unicité de u solution de (P) aves ue €([0,T];H)
et /’fgt dans L(OTH)‘

Démonstration du Théoréme 2.1.

L'application t :i)n(t:,x), étant mesurable, l'application t i An(t,x)
est scalairement mesurable et, H &tant séparable, fortement mesurable ; d'autre

part
!Ah(t,u(t)l < tan(t,O)L + kn(t)!u(t)i

et done pour tout u dans €([0, T} -H) 1'application t > A (t,u(t)) est aussi
dans L (0,T;H) ; on en dedult (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) 1‘ex1stence, pour tout
ne® et tout £ dans L (0, T;H) , de v, solution de-

dxx
+ A (t,u (8)) = £(¢) u (0) =

(2.2) dt n =u

avec una‘G(EO,T] sHY A Wl’z(D,T;H) .

En vue de passer & la limite sur (2,2) nous utiliserons les résultats suivants

dont nous rappelons 1'énoncé (cf. [1]).



(2.3) Proposition.

Soit H wun Hilbert réel, A wun opérateur maximal monotone de graphe

faiblement fermé et 5" —5—»— B une suite conmvergente d'opérateurs maximaux

monotones dans H ; soit fe H et u, < H tels que
Ay + By s f lu | < ¢ ldu_| < € ;
n " - ) ~ ] 7 ~ b

alors (un —— u) =3 (Au + Bu>f) .

(2.4) Proposition.

Soit d>n) ne I ? ¢ une sutte d'intégrandes comvexes normales sur H ;
on suppose

(Z)  p.p.t e 0,7 cbn(f:,.,) converge en croissant vers ¢(t,.) .

[y

(i) La fonctiomnelle §1 assoctée d cpl, est set propre sur H = L‘g( 0,T;H)

T

(ot 1'on note Qn(u) = j ¢n( t,ult))dt la fonetionnelle sur H associée d Cbn)
‘ )
alors 3, —-}3—>> 3% dans 232( 0,T;H) ou T est la fonctionnelle associée d

o = sup ¢n .

Pour appliquer ces résultats 8§ la situation présente il suffit de poser :
A= g"f dans J6 avec D(A) = {uawl,Z(o’T;H) s u(0) = uo} , et de noter que
a@n = {(u,ved /p.p.t  v(t) = An(t,u(t))} ; (remarquons que les fonctionnelles

@n sont partout définies sur ¥ et donc continues) ; tenant cbmpte d'autre part

de 1'unicité de u solution forte de (P) et du fait que

du
=2 $C3u(0) =u) = (Ju] <ch
4t 120,131 n ° n'12(0,T;H)
on se raméne 3 montrer que {»—-—&{ < C ; nous aurons 3 cet effet besoin de
dt ', 2
L°(0,T:H)

quelques lemmes préliminaires.

(2.5) Lemme.

Les ( ¢n) nem satisfaitsant aux conditions du Théoréme 2.1, 1l existe un

ensemble négligeable E dans [0,T] et deur constantes positives ¢; et e,

telles que :
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2.6) Vte[o,INE, Foech ¢ (t,z) t4(t,)
2.7) Vte[O,T:l\E, Vneﬂv, /xeﬁ’ ¢n(t,x) +c]lxl2+c2>"0
2.8) Vs,te [0,TNE, Ossst<T , /nel , fuel
¢ 2
o, (ts) < b (0,00 + | beo (14 (Lo [zl +la,(v,e) 1z + (1elal®im([s,e])

-8

Démonstration : Soit (xp)pe:m une suite dense dans H ; pour chaque ne N on

pourra trouver un ensemble En . de complémentaire négligeable dans [b,T] tel
. 3

que :
¥s,t e [0,T]NE O<s<tsT
n,p

t
@9 (%) € o) * [ O [agCesx ) x|+l (1) |+l [*lax

+ m( [S:tD

(cela découle de 1l'hypothése (ii) du Th&oréme (2.1) et de la Proposition (4.3) de

1'appendice).
Posons E = \_} En
(n,p)e Nx N ’

ol E1 est 1'ensemble de complémentaire négligeable dans [O,T] tel que

M B

Ve e[o,'r]'\El  Yxen, 6_(£,%) + ¢(,%) .

On approche alors un x dans H 2 l'aide des (xp)peﬂN et 1'on passe a4 la limite

sur (2.9) ce qui donne (2.8) (le passage 34 la limite sur l'int&grale est justifié

par le théoréme de Lebesgue :
IAn(r,xp)l < ]An(r,o)i+kn(r)lxp] :

montrons & présent (2.7) ; & cet effet, désignons de fagon générale par

t — $£(t,x) la régularisée & gauche de la fonction t -—> ¢n(t,x) ; (on a

$;(t,x) = ¢n(t,x) p.p.t € ]O,T[) ; par passage a la limite sur (2.8) on obtient

Vsc[o,T]\E , Ynew, YxeH

T
(2.10) ’q?n(T,x) < b_(s,x%) + J b(T)[IAn(T,XH.Ix|+IAn(I,x)l]dT + 1+ Hn[s,TD
s
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1] ° LA ° @ 3
D'autre part la fonction ¢1(T,.) est convexe, continue sur H ; il existe donc

a,8 » 0 tels que
¥xeH 31(T,x) +alx] + 8320

Reportant dans (2.10) ol 1l'on prend' n =1 on obtient
Vse [0,T]NE , Vxen

T
6, (s,%) + alx| + 8 + J b(r)[lAl(T,x)|.lxl+[A1(I,x)Hd1: + (1+]x]2)m(]o,TD >0
8
Remarquant enfin que
la, o [ lxl + [t | < (Ja)(r,0) [+ (W) x]) (%] +1)
et que ¥Yse< [O,T]\E R V xe H , Yne:}N ¢n(s,x) > ¢1(s,x) , on obtient (2.7).

(2.11) Lemme.

Soit uecg([O,T];H)ﬂ Wl’i(O,T;H) ;3 L'application t F—> ¢n(t,u{t)) est

& variation essentielle bornde sur |0,T[ et l'on a

p.p. s,te [0,T] , OssstsT

9, (tsu(t)) < ¢n(s,u(s)) + j l—<A (t,u(t)), %_Q + qn('r;u('f)).b('[)jd'{'

+ J (1+|u() |%) dm(t)
[s,t N '

Ly 4 q (tult)).b(t)

(et done au sens des mesures dcbn(t,u(t)) <A (t,ul(t)), Tz

¢ (1#]uce) ) dngt)

o L'on a posé q (t,2) = IAn(T,,x)l([ac[ﬂ) .
Démonstration : Soient O0<s<tsT , s,te [b,T]\E , E défini par le lemme (2.5)

b (6,u(0)) = ¢_(s,u(s)) < [o (t,u(e))=¢_(e,u(s))] + [ (t,ul(s))~¢_ (s,u(s))]

€ <a_(t,u(e)),u(e)-uls)> + [b_(t,uls))~¢_(s,u(s))]
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d'oll d'aprés (2.8)

: t
¢n<t,u(t)) - ¢n(s,u(8)) N <An(t,u(t)),u(t)~u(s)> + jsb(f) qn(nu(s})df

+ (+u)]? ns,t)
. ;
N <An(t,u(t)),u(t)~u(8)> + f b(t) qn('f,u(S))dT
s
+ A+l ®) ndo,tD
- +]uts)|? ndo,sD + mJo,eDue) *-lue) D .
Posons Y(8) = ¢n(6,u(e)) - (1+Iu(6)]2) m(]O,GE} ; on a donc
Y ococosT , 0,0« [0,TNE
9

¥(8) < ¥(o) + <A (8,u(8)),u(8)-u(0)> +j b(1) q_(7,u(@)dr + 00,6 D (fu@) | *-lue)|?
[+]

or qn(T,n(O)) & qn(T,u(?) +(§n(fﬁp(}t—34)-oﬁ p est cantinue croissante de RY — R

et nulle en 2zéro, et ol kn est dans LZ(O,T) ; dlol

€
(2.12)  ¥(0) € (o) + <A_(8,u(6)),u(8)-u(c)> +}’ b(1) q (T,u(t))dr

]

S i ) ;
+0 (Jo-o]) J’féﬁ(f) bodr + n(0,6) (Ju@|? = |u®]®
G .

On en dé&duit que ¢(.) est une fonction d variation positive essentielle
absolument continue (cf. Appendice) et, & partir de (2.12) on obtient, notant v
la régularise 3 gauche de la fonction ¢($' est égale presque partout & ¢ , et

7 ‘est a variation positive absolument continue):

p.p. 8, Ge:jO,T[ , 0O<og6<T

n o o 6.

¥(8) < ¥(o) + <A _(8,u(8)),u(8)~u(o)> + J b(t) q (t,u(1))dr + 0 (le=o]) j:-:,ign(ff)‘:b('r)dt
5} g

- n{Jo,0i]) (Ju(s) 12-luo) 1)

et U(.) &tant presque partout dérivable
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pp.0 < Jo,o[ , & - ugw-g-:—g-ﬂs <a_(8,u(0)), S+ b(8) q_(6,u(0))
g
0<0
- m(Jo,6[) -3% lue) | .

0 A
Or on a ‘@ke) 65310) + J %% dt , d'ol en intégrant par parties et en revenant a ¢n.
(e}
® d
¢ (6,u(8)) s ¢_(0,u(0)) + JO[<An<r,u(r>>, &+ b(D.q (tu(r)] dr
2 2 2
+J lu(t)|* dm(r) - mJo,86[) |u®)|* + no,0)u()]
0,0

+ u(0,0D) +u@)|?) - ndo,0[) (1+|u@) %) ,

ce qui donne 2.11).

Suite de la démonstration du Théoréme 2.1.

a) On suppose u_ dans D($(0,.))

Ecrivant (2.11) avec u = u , tenant compte de (2.7) etdde la définition
u

de ¢(0,.) , on obtient, en remarquant que An(t,un(t)) = £(t) - dtn(t)

t du 2 v 9
(2.13) Y te [o,1] J |7 dr s e0,u) + eplu ()] + e,
(e}
t du t du v
+f [£() | 13-}] dt +J b(t) [[£¢0)| + ]a-;E|](1+|un(T)|> dt
(o] (o]

+ J (1+]u_(0)]?) am(r)
Jo,el 7

Cette relation obtenue pour presque tout t est vraie pour tout t par continuité,.

Posons Mn(t) = sup {[un(s)| ; O<s<tsT} . Aprés transformation &lémentaire, (2.13)

donne :
t | dun 2 2
(2.14) jo Fr dr < c3 Mn(t) + c, ol c3 et <, sont deux constantes

positives indépendantes de n .

On conclut 3 1l'aide du lemme suivant

(2.15) Lemme.

Sous 1'hypothése (2.14) on a l'estimation :
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t du & { fe t+1)
[csluo} + 04]

J ‘a-;cﬁl dr g 4

Démongtration : On voit, par 1'inégalité de Cauchy—~Schwarz et la relation

M = 2 <u 5}}}_> ue pour OsgstsT
dt "dt’q P S

t du 2 1/2
Mn(t)z < Mn(s)z +2 M (6) V] t-s] (JS i(—ﬁ—‘i at)

soilt en utilisant (2.14)

Mn(t)z (14 cy(t8)) 5 2 Mn(s)z + 4(t-s) ¢, .

(2.16)
Onchoisit t = k.vr ot r = 81c et (2.16) donne, aprés une récurrence simple :
3
T
c (1L + = c
2 4 T 2 4
(2.17) M (D¢ -5+ 4 (u |7+ 5 °3) .

Reportant alors dans (2.14), on obtient le résultat du Lemme (2.15).
(®) ;

Nous allons & présent 8tablir quelques ré@sultats concernant la solution u de

notons tout d'abord que

u — gy dans w - LZ(O,T;H}

et que par conséquent

YxeH , Vte [O,TJ <un(t),x> —m <u(t)?x> (i.e, un(t) —> u{t) dans m-—H).

‘Reprenant (2.11) avec u = u on obtient que,

ess VEO,T:[ ¢n(.,un(.)) £ c

sont relativement compacts dans LI(O,T;ZR) ; on peut

et donc que les (¢n(un)>ne:iN

. . 1
done en extraire une sous suite convergente dans L (0,T;R) que nous noterons
toujours ¢n(un) pour plus de simplicité ; on a donc d>n(un) -3 v 3 tenant
compte de la croissance de la suite (¢n(t"))ne§N ’
¥Yn» n, ¢>n(t,un(t)) > cj)n (t,un(t)) d'ol passant 34 la limite inférieure,
o
et tenant compte de la semi~continuité inférieure de 1l'application x > (bn (t,x),.
O .
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v(t) = lim ¢ (t,u (£)) > lim ¢  (t,u () > ¢  (£,u(E))
nr+® (o} o}

et passant au sup. en noe w
(2.18) v(t) » #(t,u(t)) p.p.te ]O,T[.

D'autre part,

du '
p.p-teJO,T[ ¢7(e,u(e)) > 07(ku () + <u(t)-u (&), £(&) - g7=(E)> ;

intégrant sur [b,TI s
T T T T
J. o™ (t,u(t))dt > j ¢n(t,un(t))dt + J <u(t)*~un(t),f(t)> dt - j <u (t), 3—2‘% dt
o

o] o] o

lu, 12

4

Do

lo (12 -

b s

d'oli, par passage & la limite lorsque n ~> +° , tenanticompte du fait que :

. ¢n(t,u(t)) —> d(t,ult)) dans L1 (d'aprés Beppo-Levi, tenant compte (2.?»

. $™tu () = v(&) dans 110, TR)
du

. . : . du 2
—a S T oYt SR, AR e X —— f 0 .
u u et IF 5T dans w - L7(0,T;H)

. un(T) —> u(T) dans w-H
on obtient aprés réduction
T T
j e(t,u(t))dt > f v(t) dt
o ‘ o

et comparant ce résultat &8 (2.18) on obtient : p.p.t e:]O,T[-; v(t) = d(t,ult)) 3

par conséquent
(2.19) $"Cou () —> $(.,u(.)) dans tho,5R) .

(Toute la suite converge et l'on obtient &galement que ¢(.,u(.)) est & variation
, g g q

essentielle bornée).
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b) Effet régularisant sur la condition initiale.

Etablissons tout d'abord des estimations sur les solutions approchées :
Soit w la solution de (P) associée i un v dans D(${0)) et un second membre
nul ; désignant par (wn)

(u)

£< 1.2(0,T;0)

nelN les solutions approchées correspondantes, et

les solutions approch@es correspondant 3 u, et £, (uoe D(¢(O)) et

u
n‘nelN

' T
Vee [o,7] Jw (O~ ()] < [w-u]|+ Lifml dt

d'oll
(2.20) sup fu | . s clu_lgslel s
nelN L (0,T:;H) L
d'autre part
du

ppet 0,10 4%k (£)) > 67 (e, (£)) + <w_(£)=u_(€),£(x)~ 3>

> 87 (g,u (8)) %—g-giwn(t)wn(w |2

dwn
+ <w (e)-u (0),£(8)- o=
et intégrant sur LO,T]
T o 1 2 T a (T V 3y
JO 7 (t,u (£))dt < -é-lwo—uol + j@ ¢ (tyw_(€))de + Jolwn(c)-un(t)l,lf(t) - o dt
et par conséciuent
T
(2.21) jO ¢ (tyu (£))de < C(fuofﬂ,!fll’l) ; compte tenu de (2.19)
T
(2.22) [ ecemeona < olluylglel ) -
o L

-

Revenant & (2.11) ol 1'on remplace u par u_ 5 PP St e—;]O,T[: OgsgtgT

9 » v t dun u
bp(Eu (€ ¢ (s, () + [1+ ¢ Ju ;1] 1)] m([s,t[) + LBﬂﬂ- o
1
dun ‘ i
FEOA S, | 1>><£ T+ [£(D] ar.

T

ia
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. - oo +
d'oll désignant par & wune fonction réguliére de [O,T] dans R

T T dun 2 - 9
joa<c> d¢_(t,u_(£)) + foa<c>!5;fi dee [ Cy el 15] j O’T['a<t> dm(t)
T du : du
+fj<w[w<wtwgfﬂ+b@)(LmduJHinly(chLwaéh}dt

L

d'oli 1'existence d'un €>0 et d'une fonction continue Cl)tels que

T du_ 2
V n . . .
joact) dé_(t,u (£)) + ¢ j E(0) |l dat s c(lu !H,RflLlslVifle,lile> :

T
Supposant £(0) = O , et intégrant par parties le terme j E(t) d¢n(t,un(t))
’ 0

(cf. Appendice (4.3)), on obtient, tenant compte &galement de (2.7) et (2.20)

T
j (o) Il an < [ €10 o e 0 + ollu llel 3 IVEe] kel
o L L

Tenant compte de (2.19) et du fait que l'application v i—> Jr &E(t)]v(t)izdt
’ )

est convexe continue et donc faiblement sci sur LZ(O,T;H) , on obtient faisant

tendre n vers + ®

T T,
(2.23) € j E(t)lg%lzdts j £(e) ¢(t,u(e))de + clu | slg] [sIVEE] 5le] ).
o o H L L L

A 1l'aide de (2.22) et (2.23) on va mettre facilement en évidence l'existence d'un

effet régularisant sur la condition initiale ;

Soit u = D($(0,.)) , uo,m —> u dans H ; yms{N uo,m€ D($ (0, «2)) 3

Soit fe Ll(O,T;H) s \/E:f@Lz(O,T;H) . fm —» £ dans L}‘(O,T;H) , fgfm — Vt f

dans Lz(O,T;H) et, V me N fme LZ(O,T;H) : on note u 1a solution de (P)

correspondant aux données u et £
. o,m m

T
Vee 1], Yoew,¥ren hﬁﬂm&ﬂﬁshm{%&!fkﬁaﬂﬁﬁﬂwr,

La suite (um)mc—:lN est donc de Cauchy dans <€( [O,T] ;H) et converge uniformément

vers une fonction u p‘renant dans (2.23) £&(t) = t on obtient
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T
m 2 . *
ejo ;1«-—{ dt g fo¢<t,um(t))dt + CCluo’m]H,xfmlLl,ift fmiLz)

et tenant compte de (2.22)

du
(2.24) Ve =1 < C.

1% ¢0,T;1)

-

La fonction u vérifie done v/t i‘ie LZ(O,T;H) s 11 reste 3 montrer que p.p.

dt
te:] O,T[ g%(t) + 99 (t,u(t)) » £(t) ; or cela découle immédiatemgnt de 1'écriture

du probléme (P) sous la forme suivante ; &tant donné ‘6>0 . vé:‘Lz(ﬁ ,T;H)

T T T dum v
f ¢ (t,v(t))de ;Jr ¢(t,u_(t))de +J <E(t)= gpov(t)-u (£)> dt .
5 5 m s ¢t n
‘ du
Passant & la limite lorsque m -—> +° , par convergence faible de -&-Eg-‘- vers

%%‘ dans LZ(S,T;H) d'aprés (2.24), par convergence forte de u, vers u dans
C@([O,ﬂ ;H) , et d'aprés la semi-continuité inférieure de la fonctionnelle

T
u *--9~j ¢ (t,u(t))dt , on obtient

§

T

T <f du
(£)- SEv(D-u(eydt

T

foo0 , ¥veiio,nm f¢unuNu>j Mmuwmtij

8 $ §

ce qui entraine (cf. [1] par exemple) que p.p.t e]o,t[ £(r) - %%(t)e: 3¢ (t,ulE))

-~

On vérifie aisément d'autre part que l'application t > ¢ (t,u(t)) est &
variation essentielle bornée ; (on reprend 1'inégalité au sens des mesures de (2.11)

que 1'on "multiplie" par t) .

(2.25) Remarque.

Si 1'on suppose que
p"P’te]O:T[ 3 v Xe D(8¢(t,-)) s V ne N !Anét,x)] $«~Cla¢°(t,x)‘]

ce qul est le cas lorsque An(t,x) = A?\(t,x), approximation Yosida de A(t,.), on
montre directement 3 partir de (2.11) que 1'application t ~-> ¢(t,u(t)) est &
variation egsentielle bornée (pour U dans D{$(0,.)) .

I1 suffit de remarquer que

c-1 lAn(t,u(t))j s 3¢°%(e,u(e) ] < !f(t)}-ﬁ»{%‘é—i p.p.te |O,T[ .
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III - EXEMPLES ET APPLICATIONS AUX INEQUATIONS VARIATIONNELLES D'EVOLUTION AVEC
CONTRAINTES DEPENDANT DU TEMPS.

Nous allons tout d'abord appliquer le Théoréme (2.1) en prenant comme

approximation de ¢ , l'approximation Yosida ¢A .

"(3.1) Théoréme.

Soit ¢(t,.) une famille de fonctions convexes, sci, propres sur H ,
définte pour t appartenant au complémentaire d'un emsemble négligeable de [0,T] ;
on suppose

(%) 1l existe o, Cconstante positive et B, dans L‘J(O, T) tels que

1

p-p.t eJo,r[ T xer o(t,x) + oezlxIZ + B,(8) » 0 ;

(i2) il existe b e Lg{' O,T;&*f) yae Lw(O,Tgf?) s m mesure positive bornde
sur ]O,T[ P axrch?\O,ff) c @

y)ﬁx@ R !/xe—: H, t > ea(‘w[%(t,x}mi:clgvbﬁj est & variation essentielle
bornde et vérifie 1'indgalité suivante au sens des distributions :

dLa(t), (t,z)+0 |z 28)] < (t)UA}\{t,sc)“lx!*z)}dt + (1¢]z]®m .

Les conclusions du Théoréme (2.1) sont awrs vérifides ; en particulier pour “,

tel que sup [sz ess eait’)(@ {t,u )Mlu +Bﬂ sott fini, et F dans L (0,7; H}

A>0 tso?
1l existe u unique sclution forte de

du

=1 db(t ult)) = F(t) ; u(0) =u_.

o

Démonstration : La démonstration repose sur le Théoréme (2.1) et un théoréme de

changement de variable dont nous rappelons 1'&noncé :

(3.2) Proposition.
Soit ¢ umne intégrande normale sur ZO,T] * H et v : [O,T] —e [0,1?’_—{

une bijection bilipschitzienne croissante, on pose
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Stz = %—1-(1),¢(y(r),x) et Fir) = for(1).3h

Alors & est encore une intégrande normale, F, pour f donné dans L2(0,T;H)',
est dans L2(0,f}H) et st u est solution de

%%(t) + 3¢(t,ult)) » f(t) 5 u(0) = u, alors v(t) = uev(1) est solution de

%%(T) + 3$(T,U(T)).a f?r) s v(0) = U, o U, est donné dans H .

~ P
(on remarque que si ¢(t,.) est convexe, il en est de méme de ¢(7,.))

t
Soit alors Y : [O,T] — [O,Tj définie par Y(J e a(S)ds) =t , i.e.
o

T

ena(s>ds H

t
Y 1(t) = J e a(S)ds avec par conséquent T = J la fonction Y réalise

(e} o

bien une bijection bilipschitzienne croissante de [O,E] sur [Q,T].

Posons wn(t,x) = ea(t)[¢1/n(t,x)+a|x|2+81 et @n(T,x) = ¢n(Y(T),X) .

Montrons que la famille <$n(T">) satisfait aux conditions du Théoréme (2.1)
elle est tout d'abord définie pour 1T appartenant au complémentaire d'un ensemble
négligeable (si E négligeable, Y-I(E) est négligeable puisque
~1 ! -
Jl -1 (1) dT = J (y 1) (t) dt = 0) ; pour presque tout T €& ]o,T| 1a fonction
fr “(E)} E
X > $£(T,X) est convexe, Fréchet différentiable de différentielle Kh(r,x)

définie par
’Kn(r,x) = ea(Y<T)>EA1/n(Y(T),K) + 20.x] .

On vérifie immédiatement que la suite CEn(T’x))neaN croit vers '@(I,x) = Y{v(1),x)

a(t)[

oi Y(t,x) =-e ¢(t,x)+a|x|2+8] ; vérifions & présent les points 11) et iii)

du Théoréme (2.1)

ii) Soit X fixé dans H ; la fonction t ~—> wn(t,xo) étant 3 variation

essentielle bornée, il existe une constante positive c telle que

malt), ¢ ¢

p.p.t €.]O,T[ ¢1/n(t,xo)+u|xo|2+e < e 0 ; ;
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par conséquent
6(t,J., (t,2)) + Blx -3, (t,x)]% + alx |2 + B(t) ¢ o
*“1/n " 0 2'70 "1/n 0 o n *

Tenant compte de l1'hypothése (i) du Théoréme (3.1), on déduit pour n suffisamment
grand, l'existence de deux -fonctions positives c; et c_;"‘ de 'Garrd intégrable
. RE:

telles que

p.p.t a]O,T[ IAl/n(t,xo)l < c;; (t)
ppt e]0,F0 B (r,x )] € e!(v).

iii) Remarquons tout d'abord que si h, & variation essentielle bornée sur

]O,T[, satisfait & une inégalité du type dh <« my (au sens des mesures) la

-~

o EAs o < -~ g - A - o ] &
fonction h = hoy satisfait 3 1'inégalité dh< m, ol ﬁl est la mesure image
par Yy de iﬂl ; par conséquent, &tant donné X e Ddo,{f[)

A

7 T
[x0 @b, < [ xor™ @ ey (lay g (e | Ixl 4y 0 Dae
o} (e}
T
* j xox 1(8). (14]x]%) dm(e) .
o]

Notant f la mesure image sur ]O,('f[ , par vy , de m. on obtient

Py -~

0y ~ 7 :
[x@ @m0 < [ 3. Em ). day 60,0 [xlsn) o
o o “

T ;
+fxu%uﬂﬂ%dmﬂ.
o]

Tenant compte de l'expression de ’Kn(r,x) en fonction de AI/n(Y(T)’x) s il

existe une constante positive ¢ telle que

d$n(t,x) < é.bo\f('t) D@n(T,x)}.(lxi-i-l)Hx!2+1] dt + (1*1}{]2)?&.

~

Appliquant le Théoréme (2.1), pour un u satisfaisant 3 la condition de 1'énoncé

du Théoréme (3.1) et f dans LZ(O,"E;H) il existe v unique solution de

av

a ea(Y(T))Bd)('y(t) ,wv(T)) + 20 eam(t)}v(r) = £(1) pPP.TE :{O,/’f[

v(0) = u
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Par application de la Proposition (3.2) et d'un théori@me de perturbation
lipschitzien (cf. [6] par exemple) on déduit alors l'existence de u solution
forte de

du

Te(t) + 3 (t,u(e)) @ £(t) 5 u(0) =u .
Nous allons & présent reprendre les différents types d‘'hypothéses sur la dépendance

des fonctions ¢(t,.) par rapport & t (cf. partie (I)) et montrer qu'elles

rentrent dans le cadre du Théoréme 3.1 :

(3.3) Définition.

On dira, reprenant les hypothéses faites dans [2], (H. ATTOUCH, P.
BENILAN, A. DAMLAMIAN, C., PICARD) qu'une famille de fonctions (9(t,.))
te B)Ji

-~

convexes, sci, propres, satisfait & la condition (H') si :

(i) 11 existe % Ble iR+ tels que

p.p.te 0, Yxen 6(t,x) + @ 12

X +Bl>0.

1|
~ (ii) Pour tout x e H , pour tout A>0 , 1'application t »> ¢A‘(t,x) est
3 variation positive absolument continue (i.e. il existe h, x absolument continue
. 2
telle que ¥ ogssteT ¢7\(t,x) < ¢A(s,x) + 1hk x{‘t)-hk x(s)&) et il existe b
b s&
et ¢ dans LZ(O,T;iR+) tels que

d

YxeH, Y a0 » PePot e]O,T[ i ¢>l{::,x)\< b(t) [iAk(t,x)I( X +1)+!x12+c(t)1

(3.4) Proposition.

Sous L'hypothése (H'), pour tout U, dans D(${0,.)) et tout f dane
LZ(O,T;H) s 1l existe u unique solution forte de (P} avec %€L2(O,T§H} A
existe en outre he L' (0,T) tel que

t

V ocsctsT S(t,ult)) < d(syuls)) + j h(v) dr
8

(T.e. t > ¢(t,ult)) est & variation positive absolument continiel.
Lorsque u, appartient & D(¢(0,.)) , il existe u unique solution de (P) et

oS g% e ?(0,1;8) .

Démonstration : La Proposition (3.4) découle directement du Th&or&me (3.1) en
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-

remarquant de fagon générale que si h est une fonction & variation positive

absolument continue sur [O,'I‘], elle vérifie :

a) dh € h'(t) dt au sens des mesures

b) Y te Jo,T[ | h(t’) € h(t)
Prenant h(t) = ¢A(t,x? il s'en suivra
do, (t,x) < b(e)[]a, (e, ) [1x]+]4, (£,x)+ x| Fae + b(e) c(t) de
et sup Liirg ¢y (eu )] < sup [4,(0,u)] = ¢(0,u ) < +o

et 1l'on sera bien dans les conditions d'application du Théordme (3.1).

Afin que l'exposé soit complet,nous allons reprendre en détail les nombreux
corollaires que l'on peut tirer de la Proposition (3.4) et du Théoréme (3.1)
(cf. &galement C. PICARD [16]).

(3.5) Définition.

On dira que la famille (¢(t,e))t€: 1:0 T] vérifie 1l'hypothése (H),
(resp. (H*)) , s'il existe a croissante (resp. ¥ croissante et dans

(O,T;tR)) , deux constantes positives ¢, et ¢

1 tels que

2

y xe H , Y ogsctsT P(t,x) € ¢(s,x) + (a(t)—a(s))lﬁs,x)-ﬁ-c +c]
(resp.)Vxe: H,Vo0sssteT ¢%(s,x) € 6*(t,x) + (E(t)*g(S))[‘P*(taX)*Cl{XI‘*.Cz]

(3.6) Théoréme.
Sous Z’hypothése (H) ou (H} pour un  u, dans D($(0,.)) et §f dans

L ( 0,T;H), 1l existe u wnique solution forte de

du

(P) Iz

+ 3d(t,ul(t)) = F(t) 3 u(0) = u, avee %GLZ(O,T;H) .

De plus pour U, dans D($(0,.)) , on obtient u solution de (P) avee VE %

dans Lg (0,T:H) .

Démonstration : a) Soit OgsstsT , A>0, xe H fixés ; posons
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or e—a(s) - e—a(t) - (a(t:,)~--:=1(s))e“a(t> > 0 et g est positive, par conséquent

g(0)e 2(F) ¢ gsyeTls)

on a donce
(3.7) V OssstsT V A>0 , Vx <« H e"a(t) [%(f:,x}*@l}xiz*%}
< e“aCS} [¢;\(spx)+&1ix!2+51]

et 1l'on est dans les conditions d'application du Théoréme (3.1) avec b =m = 0 ;
on sait donc résoudre le probléme (P) correspondant pour un ug tel que

sup,[ lim e_a(t)(ék(t,uo)+u1iuolz+81)] < 4 3 or prenant s = 0 et faisant tendre
A>o  tro ‘

t vers zéro dans (3.7)

Lim e (%[5, (6,040, |x| %081 < O [o, 0,348,

t7ro

et par conséquent pour: un u dans D(¢(0,.)) 1la condition est vérifiée ;

b) on fait i présent 1l'hypothé&se (H)

On se raméne au cas ¢(t,.) > 0 en considérant

§(t;x) = ¢(t,x) = <X,Xx > +  sup $*(t,x ) ot x_e D($*(T,.)) ;
°  tefo,T] ° °

on a alors §(t,.) 2 O pour tout t de [b,f] : d'autre part

3 (t,x) = ¢*(t,x+xo) - ST? ]$?t,x°) et §* vérifie encore (H®) .
te|0,T :

Le probléme associé aux (@(t,.))tei[Q T] se raméne de fagon &vidente au probléme
s

associé aux (F(t,.}) en modifiant le second membre de (P) .

t=[0,T]
Soient donc A>0 et x e H donnés ; on utilise la relation

1 2 1 2. %% Ay 12.%
o= Vgt ey =@ gldD [

ﬂ*—
¥+ 3].19
. Ay 12 x . . .

soit ¢X(t,x) = gup {<x,y> - §1y1 - ¢ (t,y)} 1le sup &tant atteint au point

yel
= A, (t,x) ; on en déduit :
V=8
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: t Ayt 12 S Ay .t 12 t
@x(t,x) - @A(s,x) < {<x,A1x> - EJAXXI - @*(t,Axx)} - {<x,A§x>— %1Alx} ~¢*(s,Akx)}

< ¢*(S,A§x) - ¢*(t,A§x) et d'aprés (H™)
< (é{t}~§(s})[@*(t,Aix)+cllA§x[+¢2] et puisque ¢(t,.) » 0
< (@A) [x] lagx] + e [aTx] + c,]

on montre d'autre part que t > IA;:x] est borné ; par conséquent 1'application

t > ¢A(t,x) est 3 variation positive absolument continue et vérifie
d da . -
T o (60 « T xl 4 (6,0 ] + c a (e,0] + c,] pepete Jo,t[ .

On est donc dans les conditions d'application de la Propositien (3.4).

(3.8) BRemarque.

Dans le cas oi ¢(t,.) est la fonction indicatrice d'un convexe fermé
non vide K(t) , la condition (H™) entraine 1'existence de u solutien forte du
probléme de ri@fle, lorsque le convexe K(t) est & rétraction absolument continue ;

on retrouve ainsi un résultat de MOREAU [14].

{3.9) Remarque.

De fagon générale, si 1l'on sait &tablir unme majoration commune sur les
normes uniformes des solutions approchées du probléme (P), on peut dans les formu-
lations des Théor@mes (2.1) et (3.1) prendre b, m, a fonctions croissantes de la

norme de x dans H .

On obtient ainsi la généralisation suivante d'un résultat des auteurs [&],
(cE. également J. WATANABE [18], K. MARUO [13]).

Soit (@(t,.))te:[O’T] une famille de fonctions, convexes, sci, propres sur

H ; on suppose que

Y rro s 3 c. > 0 et ar(.) croissante sur [b,Tj tels que
Yxe®, |x|<r,et YocseesT o(t,0) € 6(s,0) + (a(t)-a_(s))(4(s,x)%e,) .

Les conclusions du Théoréme (3.6) sont alors vérifiées.
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(3.10) Définition.

On dira que la famille (¢(t,.)) satisfait a4 la condition (K)
1.2 te [Q’T]
si 1l existe ‘beaﬁf([b,ij;H) AN\ W?*"(0,T;H) et a croissante, (a(.) vérifiant
en outre : il existe une subdivision finie O<t1<t2 ook = T telle que
V 1= 1,2,c0.,n a(ti) - a(ti—l) < 1) tels que :

fosscstest, Yxedl(s,.)) , ] % D(o(t,.)) vérifiant
[x-%] < |b(t)-b(s)|[1+]x]]
(3.11)

$(6,%) < 0(s,x) + (ale)-als)) [[6¢s,) |+|x]2+1] .

Ce type d'hypothése a &té &tudié par KENMOCHI [11] dans le cas a(.) lipschitzien ;

nous allons montrer que 1'hypoth&se (K) rentre dans le cadre du Théoréme (3.1) ;

(et 1'on a encore les conclusions de la Proposition (3.6)).

(i) Montrons tout d'abord l'existence de o, B > 0 tels que
Vte[@ﬂ , YxeH Mmﬂ«#ﬂﬂ2+8>0;

choisissons O =t <t <<t = T tels que Vis= Oyecoyn—1 1b(ti+1)—b(ti)]<k

et }a(ti+1)...a(ti)} < A ol A est fixé 0<A<l ; on peut trouver A et B

constantes positives telles que
Yi=0,....n Yzen $(t;,2) + Alz] +B >0

Soit te:[}hij ; 11 existe un indice i tel que ¢t €:[£i-i’t£] ; daprés
1'hypothése (K)

¥Yze D(4(t,.)) , 1% e D(¢(ty,.)) tel que |z-Z| < !b(ti)~b(t)l[1+[z[] et
6(t, D) < 0(6,2) + (alt)-a(e) [[oCe, =) [+[2|%1] .

Tenant compte du choix des (ti)° on obtient

1=0,...,0
o(t,z) + Af|z|+a(1+]|z])] + B + J\U@(t,z)ﬂzgz*lj » 0

soit ¢(t,z) + A|e(t,z)| + Alizlz +B, >0 d'od
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p(t,z) + alz{z + 8 >0 en premant a = Az/"l'}‘ et B = 81/1-A.

Par conséquent, |o(t,x)] € ¢(t,x) + Zoa}xfz + 28 , et dans (3.11), on peut

supprimer la valeur absolue portant sur |¢(s,x)| .
(ii) Soit X>0 et xe H fixds et OssstgT ;
t 1 t 12 2
6, (6,0 = 6, (s,%) = 9(£,3,8) = 6(s,35%) + 5 (|x-Tyx|“~[x-30x[") .
D'aprés 1l'hypoth&se (K) il existe 2 tel que
l'i’*Jix} < |B(E)-b(s)| [1+§Jixl]
(e, < 0,350 + (a)-a(s)) [1+4(s,3500+[x]%]
par conséquent
t . ) 8 2
0, (£,%) = 8, (5,%) € 9(£, 3, = (£, + (a(t)-a(s)) [1+¢(s,350)+[x]|"]
1 t 12 2
+ 5y [[meAx! -Ix—J‘;:x! J
or  (t,%) > ¢0(t,0ix) + <Alx, 2w

> ¢(t,3§x) + <A§x,%’-—-3§x> + <At

s t
Ax,ka~J x>

A

Tenant compte d'autre part de l'inégalité
t_ ;2 8 12 t. .8 t
lx—J}\x] - [x-J,/\x] = 2<x~J,%,J,%x-J,x> < 0
on obtient

(3.12)  4,(t,0) = ¢,(s,%) < (B()-b(s)) (1+]35x]) [aSx| + (a(t)-a(s)
[o, (s,m0+]x|%41]
Prenant s = 0 , on obtient une majoration du type (X, x fixés)
~ t . \
Yee [0,T] ¢, (t,%) < osltA)\xl + B8, ol a, et B, sont des constantes

positives (dépendant de X et |x|) ; par conséquent



aliAixl * By 2 0, (6,%)

> %-]Al(t,x)iz - aiJ§

t . . - P o
et t t=> ]A}\xi est une application bornée sur [O,T] ;3 on en déduit aisément

1'existence de constantes positives ¢ s Sy telles que

V{ xeH ,VA,!»?&O,Vte [o,T] [Jix] < cllx} + ¢, ; revenant 2 (3.12)

-

(0, (6,0 +|x[251) = (8, (s, 00+[x|%+1) < elb(t)b(s)] [|afx||x|+[alx[]

+ (a(t)-a(s)) [ﬁb}\ (s,x>+lx12"‘1]

ce qui d'aprés le méme argument que dans (3.6) (hypothése (H))entraine que

n~

1'application t > e“a(t) [(i})k(’c,x)%}xlz-%-l] est 3 variation positive absolument

continue et vérifie

2O (o0 ]xl 241 < o) 1820 [lalx]. |x|+[atx]]

et 1'on est donc bien dans les conditions d'application du Théoréme (3.1), la
condition sur u, d'aprés un argument déjd utilisé &tant satisfaite pour
u e D{$(0,.)) -

(3.13) Remarque.

On peut dans (3.11) prendre a croissante quelconque, & condition de

remplacer dans la m@me formule |¢| par ¢ ;

(3.14) Remarg‘ue .

Toujours en restant dans le cadre du Théoréme (3.1) on aurait pu faire

1'hypothése () suivante légérement différente de 1'hypothése (K) .

Il existe a et b dans Wl’z(O,T;(R) tels que :
Y OssstsT , Y 2 e;"._.D(A(s))} 1 %e D(¢(t,.) tel que

lz-{zl S irb(t)"‘b(s)i [1*"1311

$(t,2) < 0(s,z) + late)-a(s) | [18%Cs,z2) || 2] +|a%(s,2) |+1] .
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Il suffit de reprendre la démonstration précé@dente en remarquant que l'on est amené

- . 2 s o 8 s
3 appliquer (K) avec 2z = Jyx et que lA (s,JAx)l < lAAxl .

. Examinons & présent le lien entre le Théoréme (3.1) et la condition de CRANDALL~
PAZY [81 dans le cas ol A{t) = 3¢(t,.) ; les A(t) sont de domaine fixe D ;
supposons 0= D et A(t,0) =0 ; on a alors (premant ¢(t,0) = 0)

1
VYxeH , Yte [O,T:] cb)\(t:,x) = j <Ak(t,rx),x> dT
)

et si les AA vérifient :

¥s,t e:[b,Tj , ¥ x>0 lAk(t,x)~Ak(s,x)l < !a(t)wa(s)!.L(le) s, (condition de

Crandall~Pazy), les éx(t,.) vont vérifier
; _ 1
6, (t,2)=0, (s,0) | < j |4, (e, 700 =4, (s, ™) | || dr
0

6, (£, -0, (s, | ¢ |a(t)=als)|.L(lx]). x|
et lorsque a est & variation bornée, on en déduit pour u, dans D($(0,.))
l'existence de u solution forte de (P) ; on a de plus effet régularisant sur la
condition initiale pour u < D($(0,.)) ; ce résultat généralise donc en partie le

résultat de CRANDALL-PAZY [8] ol a est supposé i variation bornée continue.

Application aux inéquations variationnelles avec contrainte dépendant du temps.

On se propose d'étudier le probléme "perturbé"

du + 3o(t,ult)) + 31

it u(t) = £(t)

K{t)

u(0) = u
oi K(t) désigne un convexe fermé dans l'espace H ; 3 cet effet on est amené 3
étudier la stabilité pour l'addition de la condition de dépendance en ¢t e‘[p,T] du

Théoréme 2.1.

(3.15) Proposition.

Sott (¢n(t"))rze:ﬂv et (wn(t,.)) deux familles de fonetions

ne iV
te[0,7] te[0,T]
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convexes continues, satisfaisant & la condition de dépendance en t du Théoréme
(2.1) :

do (t,2) < b (6) [0 (6,2) | (|2l +1)] dt + (1+]2|®) m,
(3.16)
dy, (t,z) < bz(t)[law”(t,aﬁl({xl+z)} dt + (z+;x!2) Mgy o
On suppose de plus que leurs sous-différentiels sont liés par la relation
(8.17) (3¢, (6,2),09, (t,2)) 2 - b(t}[(1+§x1)(!a¢”(t,x)1+§awn(t,xol)] - o(t) (1+]x] %)
Alors jfz = ci:;f: + w}: vérifie
dj (6s2) < 2(b#p,) () (|04, (t,2) | (1#l|))dt + (1#]z]) [ pmyr8 (b +,) (b’ 2)at]

ou b, bl’ bge:LZ(O,T;/Z?+} s c«sz(O,T;&’?+) s m, et mze:’ﬂ’l;(O,T) .

1

Démonstration : D'aprés (3.16) ajoutant les deux inégalités, on obtient

(3.18) 45 (£, ¢ (by45,) (0 [(|26™ (e, b |av™ (e, | (1 [xD) ] e + (1o[xl®) mymy)

Posons u = 3¢°(t,x) , v = 3P7(t,x) , o = b(t)(l+|x|) , B = c(c)(1+}x{2)5 .
D'aprés (3.17) <u,v> 3 ~a{Jul+lv]) = B ; on utilise le lemme &lémentaire
suivant :

(3.19) Lemme.

Sotent wu, v deux vecteurs de H , et o et B deux constantes
positives, tels que

<u,v> » = af jul*|v]) -8
alors |u|+|v] < 2|lutv| + 4(a+/B) .
On aura alors reprenant (3.18)

33 (6,00 & (by#b,) () [(1+]x]) (233 (£, [+4b(6) (U [x]d+he(0) /2 (14 x| H /P Jar

+ Qelx B @y ,
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soit
a3 (6,2 s 206, () [1+[x[) |25 (e, ]]de + (14| %) [m +m 48 (b b)) (et Pyar] .

La Proposition (3.15) i elle seule ne permet pas de conclure 3 l'existence

d'une solution u au probléme

du

S+ 20(t,u(e)) + 3(t,u(e)) > £(8)
(3.21)
u(0) =u

(e}

ol 6 = sup ¢n s U = sup wn et ol ¢n et wn sont liés par la condition (3.17) ;

le probléme que 1l'on résoud est

S+ 3 (4+9) (t,u(e)) > £(2)
(3.22)
u(0) = uo .

Nous allons montrer que la condition (3.17) assure en fait la maximale monotonie
de l'opérateur 3¢(t,.) + o¥(t,.) , et donc, que (3.21) et (3.22) sont équivalents ;
nous allons donc dégager ce résultat préliminaire et ensuite énoncer le théoréme

général concernant l'équation (3.21).

(3.23) Lemme.

(On se place dans un espace de Hilbert véel H ).
Sotent ¢ R W' deux suites croissantes de fonctions convexes différen—

tiables, et ¢ = lim 4 ¢n s, U= 1im 4+ wn ; on suppose qu'il existe

. . , _an
a) :ro¢s suites. (xn)neﬂv’ (yn)neﬂv’ (zn)neﬁv bornées avee Y, = Y (xn),
z_ = aw‘(xn) .

n
b) deux fonctions croissantes b et ¢ 4 valeurs réelles positives telles que :
(3.24) Yuec i, Fnem <sv™w, 36" w> » - blul) (|3 (W |00 (W |) - ellul) ,

alors [éw + 3¢ est maximal monotone et done d(¢+P) = 3¢ + Y .

Démonstration : Soit v e H ; désignoens par u le vecteur de H
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(3.25) u * a¢n(un) + swn(un) =v

nous allons montrer que u —~ u avec u+ 99 (u) + 9Y(u) » v ce qui entrafnera
que 9¢ + 9y est maximal monotone ;

comparant (3.25) 3

n n _ -
(3.26) X + 3¢ (xn) + Y (xn) =w  avec (xn)nel'N et (Wn)nelN bornées

on obtient lu =% | < |w -vl ;
n'n n
la suite (un)nem est donc bornée;par conséquent, tenant compte de (3.24), il

existe b et ¢ constantes positives telles que
(320 Vonew <o¥™(u),0%w)> > ~b(6" @)+ @)y - ¢ .

Multipliant (3.25) par 3¢n(un)+3wn(un) , tenant compte de (3.27) et du lemme(3.19),

on obtient :
la¢n(un)l S ¢, !awn(un)l <ec.

Swn(k)(u

*

n(k)) —~ B ; on a

. w-H n(k) W=
Soit un(k) u ., 99 (un(k)) LY o

u+a+B=v.

Montrons que B e 3¥(u) ; par symétrie il s'en suivra que o € 3¢(u) ; soit £ e H ;
n n n
- - - > LIPS
Ve 2y (un) + <veu 3¢ (un),E u d'oll

() > Y(u) + <v-u-a,&> + <v-u,-u> + lim <3¢n(k)(u You_ >

&7

or 3™ (u) 2 ¢n(un) + <8¢n(un),u-un> et par. conséquent,
. n(k)
lim <3¢ '(un(k))’un(k)> » <0,u>
il en résulte que
Y EeH v(g) » Y(u) + <v-u-a,&-u> soit B = v-u-a € IY(u) .

Nous sommes en mesure & présent d'é&noncer le théoréme suivant :
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{3.28) Théoréme.

, n n
Sotent (¢ )nem? et (Y )nemf
satisfaisant aux eonditions du Théoréme (2.1) ; on suppose en outre :

deux familles de fonctions convexes

al 1l existe b dans L2(O,T,' E?+) et ¢ dans LI(O,T_; /R+) tels que

Vnem, pp.te]o,T[ (06" (t,2), 06 (t,2)) > - ble) (1#|x] ) (|36" (5,20 |+ 0w (8,2 |)
- ett) (1+2 %) ;

b} 1l existe une suite de fonetions (acn(,)) telle que p.p.te |0,T] les

nelly

suites (xn(t)}n (acbn(t,xn(t)) (awn(t,mn(t)”new sont bornées.

el ? nely ?
Pour tout u, dans D($(0,.)) N D(¥(0,.)) et tout f dans L°(0,7:8) il ewiste

alors u unique, ue €([0,T];H)N Wz’g(O,T;H) , solution de
du + 3o (t,ul(t)) + d(t,ult)) > f(t)
(3.28)

u(0) = U,

Pour tout u dans D(¢(0,.)) N D(v(0,.}) , f dans LZKO T;H) et YVt f dans

LZ(O,T;H) , i1 ewiste u wnique solution de (3.29) avec /—d dans L'?'(O,T;H) .

t

Démonstration : Nous allons appliquer le Théoréme (2.1) & la suite (¢n+t}) )ne:lN :

i) p.p-t E:IO,T[ VX € H (¢‘n+wn)(tsx) + (+P) (t,x) .

ii) L'application x - (cbnwn) (t,x) est Fréchet différentiable de différen-
tielle a¢n(t,x) + Bwn(t,x) lipschitzienne en x et t —> 8¢n(t,0) * mpn(t,O)

est dans Lm(O,T;H) .

iii) La condition de compatibilité (3.17) entraine, compte tenu de la Proposition
(3.15) l'existence d'une fonction ® dans LZ(O,T;H) et d'une mesure positive m

tels que
a6 ) (£, < B(e) (Jxl+1)[aco_+p ) (e, | + (1+]x[*m .
D'autre part

sup Ehm ess(¢ +tb Y(t,u ﬂ sup [hm ess q> (t,u ﬂ + sup D.lm ess w (t,u )—1
neN t-ot nelN teot neN tso"
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et pour u, dans D(¢(0,.)) N D(W(0,.)) cette quantité est finie.

On conclut en remarquant que presque pour tout t de :IO,T[ ’
3(p(t, )+ E,.)) = 3o (t,.)+3y(t,.) ce qui résulte des hypothéses a) et b) et du
Lemme (3.23).

(3.30) Corollaire.

Sott (¢(t,.}}t€:[b 7] une famille de fonctions convexes satisfaisant
3
aux conditions du Théoréme (2.1) avec pour ¢n(f:,.,) les approximées Yostida de ¢(t,.).
Soit (K(ﬁ))te:ro 7] une famille de convewxes fermés non vides dans H ; on suppose
L

a) Il existe une fonetion af.) dans LZ(O,IQEQ telle que :
Faso, pop-t ool (T#r(d¢08, . 0=alt)) k(t) < K(t)

b} l'application t —> K(t} est & rétraction absolument continue, (cf.
MOREAU [14]), ou plus généralement I;(t) satisfait & (H') (ef. Définition (3.5)).

Alors pour tout u, dans D($(0,.)} N K(0) et tout §f dans L2(0,ZQH? 1l existe
u unitque solutiocn forte de

du

7zt 3d(t,ult)) + 3

Tyopyu(t) > FI8)

(3.81)
u{0} = u,

¢t we W22(0,1:8) N €[0,7]:8) 5 de plus pour u_ < DT4(0,.) 1 K(0) , f dans
LI(O,ZQH) et Yt fv dans Lg(O,IUH) 1l extiste u wunique solution de (3.31) avec
/t %— dans Lg(O,T;H) .

(Dans ce qui précéde IK(&}(°) désigne la fonetion indicatrice du comveme K(t)) .

Démonstration : On applique le Théoréme (3.28) aux familles (@(t,,)}t€:£9 T] et
. s
(w(t,.))te[b’T] avec Y(t,.) = IK(t) , et en prenant comme approximation,
1'approximation Yosida ; les (&(t,.))te:B)Tq satisfont aux conditions du Théoréme
]
(2.1) par hypothé&se, aingi que les (¢(t,.))teilp Tj d'aprés l'hypothése b) et la
»
Proposition (3.6).

Vérifions le point a) du Théoréme (3.28) :

‘Notons tout d'abord que wx(t,x) = l--'ix--l’(t:,x}lz

; (W(E,) = Ty €)
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(Teaay(e, ) e = (e, ay, (6,0 = TP (t,3))

ol P(t,x) désigne la projection du point x de H sur le convexe fermé non

vide K(t) ; montrons que presque pour tout t de ‘JO,T[
(3.32) Y20, V¥xesn <3¢, (£,%),3y, (£,)> » - !a(t)i-lawl(t,x)[ .

Posons pour simplifier les notations B@A(t,.) A (.) et P(t,.) = P(.) {on
raisonne & t fixé), JA(‘> = (I+Xa¢(t,.)) ( Y, a(t) =a, K(t) =K.

<Alx,x—Px>’= <Axx-AkPx,x—Px> + <AxPx,x-Px>

o

> —<Px—J (Px+ka)+3 (Px+ia) J Px,x-Px>

}ﬂ

ot

> ==<J (Px+la)~JAPx x~Px>

3

A

compte tenu du fait que Jl(Px+la)<s K d'aprés l'hypothése a). Par conséquent

<A X, x-Px> > - la|.|x-Px| , d'oli (3.32). Le point b) du Théordme (3.28) résulte
encore de l'hypothése a) que l'on &crit sous la forme ‘
(I+k3¢(t,.))-1(K(t)+ka(t))c: K(t) et qui assure que D(3¢(t,.)) 0 R(t)/= ¢ ; soit
x(t) € D(3¢(t,.)) N K(t) et y(t)e 36(t,x(t)) ; on a bien

]a%(t,x(t))l < |y(e)]| et lawl(t,x(t))] =0 p.p.t e 0,T] .

(3.33) Remarque.

Le probléme (3.31) a &té abordé& par H. ATTOUCH et P, BENILAN et
A. DAMLAMIAN et C. PICARD, [3], par une méthode qui consiste & traiter le terme

du
BIK(t T 3 (t,u(t)) = f(t>

cette méthode reprend en la systématisant une technique développée par H. BREZIS

)(.) comme une ''perturbation du probléme initial

dans [f], concernant le méme probléme (3.31), et conduit & des résultats voisins

de ceux &noncés dans (3.30).

(3.34) Exemple.

Les conclu51ons du Corollaire (3.30) sont vérifiées dans l'exemple

suivant : H = L © , 0 ouvert borné régulier de Rr® .
A(t) comme dansvl‘eﬁemple (1.132)

K(t) = {ue L @) / u(x) s v(x,t) p.p. x € O} avec
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2

£ — Ao Y, ) e L@, 1nA0)

p.p.t Y(t,.) » 0 sur la frontiére de &

1 a absolument continue : V¥ OssstsT ;ﬂ(w(s,.)~w(t,.))+ﬂ 2, )$ a(t)-a(s)
' L7(Q

IV - APPENDICE.

On se propose d'établir quelques résultats concernant les fonctions
définies presque partout, localement intégrables, dont la dérivée au sens des

distributions est une mesure bornée ;

(4.1) Définitions.

a) Soit h définie sur un sous—ensemble A de R ; on note
V) = swp 5 Ineg ) h(ey)]

le sup &tant pris sur l'ensemble des suites croissantes finies (ti) dans A ;

de méme
o B +
VA(h) = sup E :(h(ti+1)"h(ti)> .

b) Soit h définie presque partout sur B sous ensemble de R ;

on pose
ess VB(h) = inf VA(h)

1'inf. &tant pris sur l'ensemble des parties de complémentaires négligeables
dans B sur lesquelles h est définie ;
(ess VB(h) est ce que nous appellerons la variation essentielle de h) ; on

P -~ o s e, s . +
définit de méme la variation positive essentielle ess VB(h) .

-

¢) On dit que h est 3 variation essentielle bornée sur B si

ess Vp(h) < 4o
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(4.2) Proposition.
Soit h définie presque partout sur ]a,b[ et d valeurs réelles ; <1
y a équivalence entre

a

(2) h est égale presque partout d une fonetion A variation bornée sur [a,b].

(i¢)  La dérivée au sens des distributions de h sur Ja,b[ est une mesure

borélienne bornée ; (et h est localement intégrable).
(ii2) h est d variation essentielle bornée (i.e. ess V]a b[(h) < +®)
£ ]
(iv) h est essentiellement bornée et d variation positive essentielle bornée

(i.e. ess Vj'a b[(h) < +4w®)

~

Ve
De plus, 1l existe une unique fonetion h d& vartiation bornée sur [a,b]

continue & gauche sur la,b] , continue & droite en a telle que
n(t) = hi(t) p.p.te Ja,b|

et V]:a,b]h = ess V:]a,b[(h)

= masse totale de la mesure |dh]| .

+ o~ +
V[a,b]h = ess V]a,b[(h)

= masse totale de la mesure (dn)? .

Démonstration : (i) = (iv) évident .

. oo o . + . . e
(iv) = (ii1) Soit Al tel que VAl(h) soit fini et A2
un ensemble sur lequel h soit borné (Al et A2 de complémentaires négligeables

dans ]a,bD ; soit A = A1 N A2 de complémentaire é&videmment négligeable et

(ti>?=l une suite croissante finie dans A ;
de 1'8galité entre réels lB—oei = 2(B~a)+ - (B-a) , on déduit
+
E : |h(e, ) = h(e) | < 2V, (h) + h(ty) - h(c)
puis VA(h) < ZVZ(h) + 2 gup lh]
1 A
2
(iii) == (ii) par une bijection croissante de :]a,b[ sur

R , on se raméne au cas ol a = ~» et b = +x ; soit (p&:)p> un noyau

[o}
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régularisant, positif, & support dans [—-e,’%-e—_} s fpc(t) dt = 1 ; on pose

. 1
Montrons que VlR(he> < ess VR(h) (i.e. ]helLl < ess V(R(h’)) .
Seit A de complémentaire négligeable dans R tel que VA(h) soit fini

solt (ti)?al une suite finie croissante de R ; par définition de h€
h (t;,) —h (5 zj[h(ti%ft) - h(ti‘t)] p (1) dr .

Or le point t, -7 appartient & A pour tout i (i = 1,...,n) et pour presque

tout 1t ; par addition, on obtient

Z In (c;,) - hle)| s v, ()

et par conséquent
V{R(he) < ess V{R(h)

(de plus |h | _< ess sup |h|) .
e

I1 existe donc une suite g w3 0, telle que

() s
n"nelN L
‘ 1
- h,  —> h presque partout et dans L}.oc(m
n
et h; converge vaguement vers une mesure bornée m .

el

Par conséquent, h a pour dérivée au sens des distributions une mesure bornée m ;

(1i) = (i) on désigne toujours par he: les régularisés par
convolution de h , et l'on montre par un argument classique que

dh
LRX EEE l dt € C (comme auparavant on se raméne 3 ]a,b[‘—‘ R)

L'ensemble A= {te R / hg(t) —> h(t)} est de complémentaire négligeable ;
(L'argument suivant est tiré de [6:[ Proposition A.5, nous en reprenons l'idée
afin que l'exposé soit complet). Etant donnée une suite finie (ti>?=1 de A

on a
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I

Z [h (e)h (e, D] < C

1=1

et & la limite lorsque € tend vers zéro, on obtient

n

E :lh(te)wh(ta )] < C pour toute suite de A .,
) i i-1

On pose alors

V(t) = sup {Z Ih(e)-n(e, |}

le sup étant pris sur toutes les suites finies de AN ]-m,t] ; la fonction V

est croissante et pour tout s,te A avec s<t on a
|n(t)-h(s)| < V() - V(s) .

Donc pour tout te:J-W,+§] , lim h(s) ='K(t) existe et lim h(s) = ﬁk—w)

s>t gm0
s<t s€A
scA

0 - N o 13 - © © 9 o d
existe ; revenant & Eé,bj on a ainsi défini une fonctien h presque partout

a

égale 3 h , 3 variation bornée, continue & gauche sur ]a,b] , continue 3 droite

en a .

(4.3) Proposition.

Soit f a variation essentielle bornée sur ]a,bl: s alors

1) pour presque tout s,t de ]az,b[ s 8st,
flt) - f(s} = df([s,t])
et par conséquent

(df <« m au sens des mesures) == (p.p. 8,t , sst , f(t) s flg) +’m([s,t]:)) .

i1) FEtant domné ¢ de classe ‘5‘2 sur [a,b] s On a pour presque tout s et
t de Ja,b[ , sst

t
j o df = ¢(t) f(t) - ¢(s) f(s) —J fle) ¢'(t) dt .
Is:t[ 3
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“\
Démonstration : D'aprds la Proposition (4.2) il existe f & variation bornée sur

[a,b], continue 2 gauche sur |a,b], égale & f presque partout ; or c'est un

résultat classique (ef. [17] par exemple) que T vérifie alors
(o) - T(s) = af([5,t)) = a£([s,t]

pour tout O<s<t<T ; on en déduit i).

On vérifie d'autre part que la dérivée au sens des distributions et la mesure
de Riemann-Stieljes cofncident, et 1'on en déduit la formule ii)‘d'intégration par

parties.
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