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CHAPITRE O - INTRODUCTION.

1) A l'origine de ce travail, on trouve un certain nombre de problémes

soulevés par 1'étude des solutions fortes d'équations d'évolution du type
du
(D) Le) + alt,ult)) > £(8) .

L'opérateur A(t,.) , (t e;[Q,Tl) , est maximal monotone dans un espace de Hilbert
H ; on cherche u continue de [0,T] dans H , & dérivée distribution dans
L2(O,T;H) .

Une méthode générale pour étudier (I) consiste 3 l'approcher par

dux
(D, To(E) + A, (£,u,(6)) = £(t)

ol Ax(t,.) est l'approximation Yosida de A(t,.) ; l'opérateur Ak(t,.) est
lipschitzien, et pour résoudre (I)A par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on est

amené naturellement 3 faire une hypothé&se de mesurabilité sur la famille

(A(t"))te[O,T]’ i savoir :
(0.1) V xeH, V }>0 . t — Ax(t,x) est mesurable.

Mais dans la pratique, les (Ak(t"))te;[O,T] ne sont pas des données du probléme

(I) . Le chapitre II est consacré 3 1'étude des différentes notions de mesurabilité

portant sur des familles (A(t">)te:[0 T] d'opérateurs maximaux monotones dans
b

un espace de Hilbert séparable H ; on montre tout d'abord (Théoréme 2.1) que la
mesurabilité des résolvantes (0.1) est équivalente 3 la mesurabilité des graphes
des opérateurs A(t,.) au sens de C. Castaing [14] ; on fait &galement le lien,
en montrant l'équivalence dans le cas ol la dimension de H est finie, avec la

i aie o ; . o 5 & .
mesurabilité des sections minimales (A (t"))te;[O,Tj (Théoréme 2.2).
Dans le cas ol les (A(t,.)) sont des sous—différentiels de fonctions
te[0,T]

(¢(t"))te:[0 T] , oi ¢(t,.) est convexe, semi-continue inférieurement, propre de
3

H dans |-~,+w] , on montre (Théoré&me 2.3) 1'équivalence entre la mesurabilité de

la famille (8¢(t’°))te;[0 T] (au sens précédeht), et la propriété d'intégrande
Vo
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normale au sens de R.T. Rockafellar !?7] de l'application (t,x) +=> ¢(t,x) .

~

Dans de nombreux cas, 1l arrive que l'on ait a étudier non pas (I) mais un
’ p

probléme '"perturbé"
(1) ey + ACE,u(0) + B(t,u(e) > £(6) .

Si B(t,.) est maximal monotone, on approche (II) par

du
(1, Too(6) + ACE,0,(8)) + Bo(£,u,(6)) > £(t)

que 1l'on résoud par un théoréme de perturbation lipschitzien (cf.[?]), les
hypothéses faites par ailleurs sur A et B permettant de passer 3 la limite

lorsque A — 0 .

On étend cette méthode au cas ol B(t,.) est seulement monotone, en montrant
(Théoréme 2.5) que 1l'on peut prolonger une famille mesurable (au sens des graphes)
d'opérateurs monotones, en une famille mesurable d'opérateurs maximaux monotones ;
on en déduit un théoréme de perturbation (Théoré&me 3.1) s'appliquant directement

au probléme de la chaleur non linéaire dans un domaine variable (cf. [3]).

2) On est naturellement amené & considérer une famille mesurable d'opéra-

teurs maximaux monotones (A(t">)tez[b T]’ comme une application mesurable de
H

[O,T] dans ”QR , ol Mg désigne l'ensemble des maximaux monotones muni de la
topologie de la convergence des résolvantes (cf. Définition 1.1) ; appliquant la
propriété de Lusin, on se raméne a étudier (Ch.I) la convergence, au sens des
résolvantes, des suites d'opérateurs maximaux monctones (notion introduite par
H. Brézis [lO]). On établit alors le lien entre la convergence des opérateurs et
la convergence des sections minimales (ou de fagon équivalente des semi-groupes
associés, cf., Lle) dans le Théoréme A.l (Additif Ch.I) ; dans le cas ol les
opérateurs (An)ne:rN sont des sous—différentiels (a¢n)nelN , on montre (Théorém;
1.1) 1'équivalence entre la convergence de 2¢™ vers ¢ dans WQR et la
convergence de @n vers ¢ au sens de Mosco (Définition 1.2) ; ce Théoréme met
clairement en évidence, la continuité de la transforpation de Young-Fenchel

(¢ +— ¥*) , et le résultat paralléle concernant la stabilité de la notion

d'intégrande normale par passage & la fonction conjuguée.

Dans le Chapitre III, 3) on dégage un résultat abstrait (Théoréme 3.2)
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assurant, sous une condition du type Brezis-Crandall-Pazy (cf,[B]) uniforme en

nelN , la convergence dans VWR de A" +B" vers A+ B lorsque A" converge

n P .

vers A et B converge vers B ; ce théoréme et les corollaires que l'on peut
en déduire (Proposition 3.,7) permettent de donner de nombreux exemples de suites
convergentes d'opérateurs maximaux monotones (Exemples 1, 2, 3, 4 pages 68 a 81)

utilisés conjointement avec le Théoréme 1.1, ces résultats permettent de traiter

we

simplement de nombreux problémes concernant la convergence des solutions d'inéqua-

tions variationnelles stationnaires et d'évolution (cf. Corollaires 3.3, 3.5,
Théoréme 3.3, Corollaire 3.1, et [0]).



CHAPITRE I - TOPOLOGIE DE LA R-CONVERGENCE.

1) Définition et propriétés de la topologie de la R-convergence.

Soit X wun espace de Banach ; un opérateur multivoque A de X dans X
est dit accrétif si Y A>0 (I+>\A)_1 est une contraction de R(I+AA) dans X;
A est dit m-acerétif si en outre Y A>0 R(I+MA) =X .

Si X est un Hilbert, accrétif et monotone sont deux notions équivalentes,
Tout d'abord établissons un lemme général qui comme corollaire donne un résultat
di 2 H. Brezis concernant le lien entre la convergence d'opérateurs m-accrétifs

au sens des graphes et la convergence des résolvantes.

LEMME 1.1. X espace vectoriel topologique réel.

(An)n.e e A opérateurs multivoques de X dans X .
Il y a équivalence ;

{2 Vigsye 4, 76" e 4" : &' — 2, 8 — y ;

(i) Va0 , Flaye (o), 765" e ) i — 2,

n .
y — Y
(2ii) 7 20 , Ylxyle (I, 76 < (ol s — &,

n
y — Y.

COROLLAIRE 1.1. X Banach quelconque.
n 2 £ o
(A )n <« I’ A opérateurs m-accrétifs dans X .

Il y a équivalence ;
(1) Flzyye A, 7' ye d, & — o, — y;
(%) Vo, Vaeex, (Iid e — (o) e ;

(i) 20, FaeXx, (I — (raa) .

Démonstration du Corollaire 1.1. :

(ii) = 1iii) é&vident



(iii) == 1) découle de l'implication iii) == i) du lemme 1.1.
i) = ii) Soit A>0 , x e X fixés ; d'aprés i) = ii) du lemme 1.1 il existe

™ -1
(xn,yn)e: (I+)\An) 1 tels que X" — x et yn —> (I+)A) "X .

§(I+A,A“)"lx - (I+AA)’lxl < ](IﬂA“)'lx - (1+AA“)"1xn| + I(I+>\An)"1xn = (.I+>\A)_1x|‘
< lx - X I + ] - (I+>\A)-1x|
¥ n Ia

et donc (I+>\An)-1x — (I+7\A)-1x .

Démonstration du Lemme 1.1. :

1) = ii) Soit (x,y) e (AT i.e. ye (I+34) Ik

x_;\-_z_ e Ay .
D'aprés (i) ](yn,zn)eAn (i.e. z'e A" Y.n) tels que yn — y et

2" — z=5L |

Posons x = Az" + yn alors x° e (I+>\An)yn i.e. yne (I+>\An)—1xn et yn -y,

X - ?\z+y=)\(x—;z)+y=x.

ii) == 1iii) é&vident

iii) == 1) Soit (x,y)= A ; alors x & (I+A0A)_1(x+7\oy) i (ko donné par 1ii)).

D'aprés (iii) , j(zn,xn)e (];-ﬁ-XOAn)"1 i x0T —> x et z© — x + Xoy .
n, -1 zn T ¥ n Zn T *n
x, € (I+A°A ) z, = —Tc,——e.A X, posons y = )\o

On a (xn,yn)G An ; xn — X et yn — ,1"_ [x.'-}\’oy’x] =y .
(o]

Remarque 1.1. Soit (An)ne; N A maximaux monotones dans H , Hilbert.

-~

n . . 3
Alors la convergence de A vers A s'exprime &galement 3 1'aide de la convergence

des sections minimales :

(1) & (@{i) <= (({ii) &= (iv) ol

V-'xe-: D(A) , _:] X & D(An) » X —> X et (An)oxn' — 2% .

(iv) : V(nk>ke o suite extraite, Y (xn ) .
XK kelN

n
xR oy, suwpla H% | < ) = (xe DA))
nk ke N nk.
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cette condition exprimant la convergence des sections minimales et la convergence
des domaines des opérateurs ; pour la démonstration de cette derniére équivalence
cf. Additif n°l page 17 (i).



Définition de la togologie de la R-convergence.

On notera & 1'ensemble des opérateurs m-accrétifs d'un espace de Banach X

Définition 1.1. La topologie de la R-comvergence sur ¢b est la topologie la moins

fine rendant continues les applications (T, _) de Jk dans X :
A, x"xeH

AP0
- -1
Ty <@ = (@8 x .

On notera cﬁsR , & muni de la topologie de la R-convergence et A, —> A désignera

la convergence de la suite (A ) vers A dans dtR .

n‘ne N
Dans le cadre hilbertien (X = H Hilbert) onm notera M. (égal 3 J5) 1'ensemble

des maximaux monctones et ‘mR s cet ensemble muni de la topologie de la R-convergence

PROPOSITION 1.1. On suppose X séparable.

A R est un espace polonais (séparable, métrisable, complet pour une mém”iqﬁe
induisant la topologiel.

Démonstration : Soit (ann@:iN dense dans X et d la distance sur /M définie par

d(A,B) = Z i—f" inf(}.,{(:-»A)”lxn « (1*3)‘1%1) .
n=1

e

. Montrons que la topologie de la R-convergence est associée & cette métrique par

exemple ;
La topologie associge 3 d est la topologie la moins fine sur b rendant continues
les applications (1”1 " ) P A - (IfA)_lxn ; on a done

nne N

i ;cﬁR — (rﬁ‘;,d) continue

Montrons que i : (&,d) —> cﬁ?R est continue ; il suffit de montrer que si
d(aA™,8) -> 0 alors Y20, ¥ xex I, (&M — I, (A (.. A" - A
b 3

o -1 -1 og B ek
Soit done {An)ng IN’A :Vkenw (I*An) X, > {I+A) X, 5 onen déduit immédia~-

tement que Y xe X (,I-%-An)*lx e (3;+A)“1x et, tenant compte de 1l'implication

iii) ==» ii) du corellaire 1.1, cela entraine que Y A»0 , YxeXx

n. =1
%

(o a™ s )k, iee. A® — A .

Soir j:J&—-a»XN

s = ()



L'application j est injective, car Vnc—:.lN (I+A)'-1xn = (I+B)-»-]"xn entraine

Yxex (I+A)—1x = (I+B)—1x et donc A =B ; j est une bijection de & sur

j(&) ; d'autre part, par définition de la topologie de la R-convergence, j est un
homéomorphisme de dbR sur j(dt) , o j() est muni de la topologie induite par
la topologie produit sur }gN ; donc dtR s'identifie donc 3 un sous ensemble de X[N

muni de la topologie preduit ; & est donc séparable (X métrique séparable est

R

3 base dénombrable, donc X!N est 3 base dénombrable, donc df‘aR est 3 base dénom—

brable, donc O%R est séparable).

Montrons que (cb,d) est complet :
g k i
Soit (A )ke N une suite de Cauchy dans (db,d)
- ' e
VneN [(I+Ak) 1xn “ (I+Ak) 1xn] — 0 quand k et k' — +o
On en déduit la méme propriété pour un x quelconque dans X, et X &tant complet,
Vxex (I+Ak)-1x —> F(x) lorsque k —> +=

L'application F : X —> X est une contraction partout définie de X dans X .

Posons A = F-1 - 1 ; alors (I+A)—1 = F et donc (I+Ak)—1x — (I+A)-lx dans X .
koo

D'aprés le lemme 1.1, V(x,y)e A, El(xk,yk)e Ak X —> x et y —> 7y

or l'accrétivité se conserve pour la convergence au sens des graphes ; l'opérateur A
P -gence _ H

est donc m—accrétif et la suite Ak converge vers A dans: CLR :

() ° - 0 - ° o, o
Remarque 1.2, 1°) Soit A = (Am)mc-; N Am une suite de réels strictement positifs
tendant vers zéro et (f(,\,e)))\e A une famille de contractions partout définies de
X dans X ; il y a équivalence
(i) Jaed ,¥renr £(A,.) = (I+>\A)_1

(i) Yaued ,Yxex £0,x

£, Tx+ (1 -5 £0,%) .

On a alors A = fIl - I ; (un opérateur m—accrétif est déterminé par la donnée d'une

de ses résolvantes). Pour des résultats détaillés concernant les opérateurs accrétifs
dans les Banach on pourra consulter P. Bénilan ]__6] , et pour les problémes concernant

les opérateurs monotones dans les Hilbert, H. Brezis [8]

2°) Seit X wun espace de Banach et A" une suite d'opérateurs
m-accrétifs dans X , il y a équivalence (en notant G(A) = {(x,y) € X x X/y € Ax})

entre



(i) A" — A dans ay

(ii) Tim G(A™) < G(A) < lim G(A™) .

I1 suffit de montrer que : (An — A dans CLR) => (G(A) > lim G(An)) .

, n _n n n n 5 ;
soit (x ,y )nc—:lN s, (x ,y)e A, (n’k)kc—:lN une suite extraite, x — x ,

ynk —> y ; montrons que (x,y)e A .
n

s -1 ‘ k.1
Soit (E,n)e A, A0 ; ona & = (I+iA) ~(&+in) et x_ = (I+}A ™) "(x_ +iy_ ) ;
N e TP

" DU n(k
d'aprés l'accrétivité de A (k)

e - xn(k)i < lg+an - (xn(k>+%y

n(k))[ et 4 la limite

[g - xl < [g«s»m - (x+ky)ﬁ ¥ aso0 , Y¢,ne A .

L'opérateur AU (x,y) est donc accrétif et tenant compte de la maximalité de A ,

; n ; . -
ye Ax . Dans le cas X = H Hilbert, A maximaux monotones on cbtient un résultat

un peu plus précis :

Soit (Xnék)’yn(k)> e—:An(k) Xn(k} — X yn(k) —~ y dans (w-H) alors

(x,y) € A ; en effet soit (£,n) e A , il existe (gn,qn) e AP " gn —_— nn —_ N3

i o . ,n
d'aprés la monotonie de A" ,

n(k) _ _ R o
= *a (k) "nlk) Yn(k)> > 0 et @ la limite

<€ - %, n-y> » 0 Y(,n)e A et done y < Ax .
(Raisonnement encore valable pour des m—accrétifs dans un Banach uniformément convexe).

3°) Pour tout opérateur A , m-accrétif dans un Banach X , on a la
convergence
Al —> A dans le oll A, = I/A(I—(I+AA)_1) est 1'approximation
) Ao
Yosida de l'opérateur A ; (AA est accrétif, lipschitzien, partout défini, et denc
m-accrétif).

En effet (AA)I. = A1+}\ ——:»O (A)l puisque



=Ll % - - - "ol
Al+)\x =T (x J1+Ax) et Jlx J1+)\((l+>\)x XJlx) d'ol
|9 0% - Jx| < Alx - Jix| 53 0.

COROLLAIRE 1.2. Soit % un espace topologique et F : T —» 47?55, s tl y a équivalence

(Z) F  continue
ti2) ¥ o, Faex, t — (InF(t)) 'z contimue de T dans X
(iis) 7 AO>0 , 7 (xn)

(x )

nem?® Cluem dense dans X , telle que

/ nel t — (‘(I+>\OF’(t))—1mn continu de & dans X .

2) Topologie de la R-convergence sur l'ensemble des sous~différentiels.

-Dans ce paragraphe H désigne un espace de Hilbert non nécessairement séparable.
Etant donné ¢ : H — :]-w,+°°] convexe, s.c.i, propre, son sous—différentiel

est maximal monotone ; rappelens

3 = f(u,fle HxH; VYvel oW > () +< £,v-u>}

{(u,f) e Hx H ;3 o) + ¢*(f) - <f,u> = 0}

-~

ol ¢* désigne la fonctionnelle conjuguée de ¢ @
$*(£) = sup {<f,v> - ¢(V)} .
vel

On définit la régularisée Yosida d'une fonction convexe s.c.i. propre ¢ par

(¢) = ¢V ;—u glz soit (d))u(x) = Min {¢(y) + ;Ti ix"ylz} .

s yeH

LEMME 1.2. Soit (¢7“)

équivalence entre

une famille de fonctions convexes, s.c.i, propres ; Ll y a

A>0

(i) Il existe ¢ convexe, s.c.l., propre telle que : /250 q>>‘ = (¢)>\
(11) Fow>0 o™=t
On a alors
A
¢ = sup ¢

As0



. . . . A Az 1 2%
Démonstration : (1) = (ii) ¢ o= (9)y =¥ =0V 8 l.1%)
A
= ¢" + 7 Ielz
et donc ”
A4u % A 2 u 2
G = ez %5 |
*
=Y 5 ].0?
A x A Ao
= ((6M) et donc o' = oY) = 6",
(i1) = (i) par passage aux conjuguées
* % »* ’
(45”“) - (¢>\) + L le et denc (¢>\) - ilz = | est indépendant de XA .

2 2

. i i s A
Cette relation entraine que ¢ est sci et propre ; dlautre part V¥ = lim (¢ ) et
q prop P

A N g * A%
donc Y est convexe ; on a donc ¢ = (Y +-2- ll ) = (¢>k avec ¢ = ¥* .,

Notations.
On notera "m¢ 1'ensemble des sous-différentiels de fonctions convexes sci,
propres de H dans ]-W,+°°] 3 'mq; est un sous-cOne de M ensemble des maximaux

nonotones de H dans H .
. On désignera plus précisément par ’Yr(¢ » le sous-ensemble de ’m¢ formé par
0

les sous-différentiels de fonctions convexes, sci, positives,nulles em O .

PROPOSITION 1.2. 7 p est fermé dans T pour la topologie de la R-convergence.

Démonstration : Soit A" 8¢n convergeant vers A dans 'Y((R ;3 fixons—-nous une
; 2 _ 2 o A s B _
suite (xi)i=o Xy = X et (Yi)i=1 y; € Axi ; d'aprés la définition de la

convergence dans "mR, pour tout 1 , 1€is¢ on va pouvoir trouver une suite

n n n nn n n
X,V telle que s Ax., et x, — X. e => Vo
( 1’y1)nelN q Vi € i i i 7 Y3

~ n ;
L'opérateur A~ étant cycliquement monotone

n n n i -
<X <X 1,yi) > O et par passage & la limite

e

i=1l
¢

E : <X, - xi~1,yi> » 0 3 l'opérateur A é&tant cycliquement ménotone et
i=1

étant maximal monotone, est donc un sous—~différentiel.



Remarque 1.3. On peut montrer que ,mda est fermé pour une convergence plus faible

que la R-convergence ; pour simplifier, prenons A" = 8¢n s A"e "]Tld) sy AemM et
o

n .
A — A au sens suivant :

Vo, Yxern @A™ % — (1+28) " x (dans w-H) ; om a 36™(0) > 0 et
Y x>0 ¢§(0) =0 .

: 1
On en déduit ¢;(x) = j <A;(1tx),x> dt et par application du théoréme de convergence
o ,
dominée
1

¢§:(x) - £(1,x) =j <A>\(TX) ,X> d1 et donc
o

1 1 ,
n .
¢}\+u(:<) — £(A+u,x) = J(o <A}\*H(TX) »x> dT = L <(Ax)u(ﬁrx},_x> dr
Or f(A,.) est Fréchet différentiable de différentielle AA (par passage 3 la
limite immé&diat). Donc (f()‘,,.))u est Fréchet-différentiable de différentielle

(Ak>u (cf. [8]) ; d'oll, remarquant que (f(l,.)u(o) =0 et notant que les

- fonctions f(}\,.)_ sont convexes f£(A+u,.) = f‘(}.,.)p, .

D'aprés le lemme 1.2, £(A,.) = (¢)>; avec ¢ = sup £(i,.) ce qui entraine que
A = a[(‘?)x] = [3¢], et donc 4 =124 .

Définitions 1.2,

1°) Soit X un espace topologique ; &tant donnée une suite (An)ne{N de

parties de X on définit

{xe X ; il existe (x_) =3 An" x, - x}

lim A X
210 A, n’nelN * “n

lim A {x?: X ; il existe (Xn(k))kelN s Xp (k) € An(k) s X0 (k) k—-;m x} .

On dit que A" converge vers A , et on note A" — A si TimAt<c Ac lig An

2°) Seit (¢n)nslN , & convexes, sci, propres, d'un Banach X dans |-w,+x| ;
on note

Epi ¢" = {(x,A) & X xR / A" (x)}

. n n .
On dira que ¢ converge vers ¢ et l'on notera ¢ —> ¢ si

Epi ¢° —> Epi ¢ dans X xR et w - (X x R)



Cette convergence a été étudiée en détail par Mosce [21] , nous rappelens quelques

résultats dont nous aurons besoin par la suite.

. n n . . o . i .
Soient (A )ne.IN s, A'c X ; notant s-1lim et w-lim les limites associées respecti=~
vement aux topologies fortes et faibles sur X on a les inclusions évidentes 3
¢ 3 — T —— N
s=lim A ¢ s-lim A < w-lim A
., ., .n ws ML
s-lim A c w=lim A < w-lim A .

L'égalité entre ces quatre ensembles est donc &quivalente & 1'Egalité entre s-lim A"

et w-lim A" et donc

¢n —> ¢ <> w=lim Epi <[>nc: Epi $ ¢ s-lim Epi q)n .

5 Bpb B EEd n i . o,
On vérifie immédiatement que ¢ —> ¢ si et seulement si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :

(s—sci) Vxe D(9) 3<Xn)neiN 5 e D(¢n) : k" — x et ¢(x) > 1im ¢n(xn}
(w~scs) V(n(k))kele , rsuite extraite, ¥ (Xk>kelN X, — x = ¢(x)<¢ }._i’._g¢n<k) (;ﬁ‘)e

LEMME 1.3. Seoit ( ¢n)n€ 2 ¢ convexes, sct, propres de X Banach réflexif dans
], ] telles que o7 —> ¢ (au sens de Mosco) ; il existe alors deus constantes

o, 8 positives telles que pour tout =z de X , pour tout entier n ,
n
¢ (x) + alxe] + 8 20 .

Démonstration : Raisonnons par l'absurde ; pour tout ke IN , il existe n(k)e IN

il existe x < X tels que ¢n(k) (xk) + k(]xklﬂ) < 0 ; on peut évidemment supposer
la suite n(k) croissante, car si pour n supérieur & n(k) et pour tout x de H
q;n(x} + (k+1)(]x|+1) > O on pourra trouver deux nombres o et B tels que pour tout

nelN et tout xe X ¢n(x)+alxi + B8 » 0 ;

Deux cas se présentent : a) la suite (x’k>keIN est bornée ;
soit 2z une valeur d'adhérence faible de cette suite

on notera emcore X — z j on a d'aprés la propriété (w-scs)
¢(z) € lim ¢n(k) (xk) < lim [—k[xkﬁ—k] = =00

d'ol la contradiction.
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b) 1la suite (xk)keﬂN est non bornée ;

notons encore (xk)keﬂN la suite telle que

]xkl o s soit 5065 D(¢) , d'apré@s la propriété (s-sci) il existe une suite
n(k) :
(gk)ke:m telle que €k — Eo et ¢ (Zk) — ¢(€o) .
Posons 2z = tk X, + (1—tk)§k

[

«‘;k + tk(xk-gk)
1
o’ tk -
\[T(\xk-zk'

(Notons que O < t < 1 pour k suffisamment grand puisque !xknékl —_— = )

¢n(k) on obtient Krtes

et choisissons t, de telle sorte que 2z — %

Kk K par exemple

utilisant la convexité de
" (2 < 1, @) + a-e) " ® e

¢ = ekl 4]+ - @ )

!xk! + 1
!xk—gkl

et donc utilisant & nouveau la propriété (w-scs)

+ (1t "% (e )

¢(€o) € —~ d'ol la contradiction.

Remarque l.4. On utilise en fait dans cette démonstration la propriété (w-scs), et la

propriété (s—sci) sous une forme beaucoup plus faible 3 savoir :

jxoe D(¢) 7 (xn)neIN x" e D) : ¥ — X et 4> Tim ¢"(x™)

Pour terminer ces préliminaires montrons le résultat suivant :

. . .
LEMME 1.4, Soit (X,d) wun espace métrique et (an,m)(n,m)xEVxMJ une sutte double
telle que

ﬁ'n eV a —_— aq et a — a .
Mol fster) n
Il existe alors une application m —» k{m) de I dans N croissante (non stricte-

ment croissante en général) telle que

a,, . — a.
k(m’!,m -
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Démonstration : On construit par récurrence deux suites d'entiers strictement

croissantes (Np)pelN et (Mp)pe.IN de la fagon suivante :

< 1/2

] Nyt YN ) IaNl—aNl’mI g

1 |a-anl\< 1/2 et ] Ml : Ym>M

Iw,>8 Va>n, |ama]s 1/22 et JM,>M Vm>uy, ]aNz—aNz’mR 1/ ,

2

] N TN Va>n lama|<1/ _ et ] Mo> M Vo> M }ava-aNp’mg <1/

P 2P 5P

Posons k(m) = Np si M > m> Mp ; on a alors si Mp\< m <Mp.'_1

Ia—ak(m) ’ml = la-aNp, | < la_*'aNPI + IaNp-aNp,ml

< 1/ _+ 1/

P - . 911
et donc Y m /Mp | a ak(m) ,mi < 1/2p__1 ; la suite (ak(m) ,m)meIN converge donc

vers a .

Remarquons que cette démonstration revient & montrer qu'une limite inférieure

d'ensemble est fermée.

Nous sommes 3 présent en mesure d'établir le lien, entre la convergence des sous—
différentiels et la convergence au sens de Mosco, pour une suite de fonctions convexes

s.c.i., propres.

THEOREME 1.l1. SoZent ('(bn)nellv s ¢ convexes, sci, propres de H dans ]-oo,+oo] 3
1l y a équivalence

() $"" — ¢ au sens de Mosco.

(iZ) V (u,fle s ](un,f‘n)e 36" , U — u, 7 - r, ¢n(un) — ¢ (u)
et ¢'”*(fn) — .

(iiz) 3¢ —> 3¢ et

Jwpess J6NMeas” W —u, o= F, $Tw) — e w) .

Démonstration : (i) = (ii) Soit x fixé dans H ; posons (I+3¢n)—1x et

montrons que y_ -~ (I+8¢)-1x ; par définition de Yy s XV € 3¢n(yn) et donc :
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W Yzel %2 > 07(y) + <x-y_,z-7> -

n

Soit 2, fixé dans D(¢) ; il existe (z) 2. —> z_ et oN (2" — ¢(Zo) H

nelN °’
n, n n
(2) ¢ (z) » ¢ (y) *+<x7y_,2 -y >

o n -~ o
Or la suite ¢ convergeant vers ¢ au sens de Mosco, d'aprés le lemme 1.3, il

existe deux constantes a, B telles que pour tout & de H , pour tout n de [N
o™ () + alg] +8 30 sreportant dans (2)
n, n
¢ (z) > -aly | -8+ <x-y_,z -y >

d'oll 1'on déduit immédiatement que la suite (yn)neli est bornée ; soit donc

yn(k) —- y ; notons n(k) =k , on a donc e —_y .

Etant donné & dans H , d'aprés la propriété s—-sci, il existe une suite
telle que Ek — & et ¢() > lim ¢k(£k) . Ecrivant (1) avec 2z = £

3 la limite inférieure :

Crleen

x &t passant

oo K ’ k
Lim ¢°(5,) » lim [¢"(y) + <€ -y, ,x-y,>]
. k
0(€) > lim ¢~ (y, ) +<&-y,x-y>
et tenant compte de la propriété w-scs

0(E) » ¢(y) + <E-y,x~y> VEeH et donc y= (I+8¢)‘1x .

La suite toute entiére convefge done faiblement et Vs * (I+3¢n)_1x —hy = (I+3¢)—1x
Montrons que la suite converge fortement : utilisant la condition (s-sci) il existe
o - L o o :
une suite (gn)neﬂN » &, = y et ¢(y) > lim ¢ (§7) ; d'autre part
n,.n n n n
¢ (€7) = ¢ (y,) » <E -y »x7y >
n,.n n n n 2 o
$(ED) = 07 (y) - <E,xmy > 4 <x,y > > |y |© d'od

Tm 6™ + T [4°G™] - <v.x-y> + <x,y> > Taly,_|?

or Tim [-"(y)] = - lim ¢"(5) ¢ - ¢(y)  (u-scs) .
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Dol !ylzzmlynﬂz et donc Yy, —> Y -

On a donc montrd que 3¢ — 36
Soit (f,u) & 9¢ , il existe donc (un,fn)e: 367 tels que W= v . ' — f

D'aprés la propriété (w-scs) on a ¢(u) € lim ¢n(un) 3

D'aprés la propriété (s-sci) il existe £"e D) &% — u et ¢(u) > 1im ¢°E™ .

Ecrivant que e 3¢n(un) fbn(én) > ¢n(un) + <fn,€n—un> et done
o(u) > Tim ¢7E™ 2 i?ﬁ'¢n(un)
ce qui entraine que ¢n(un) — ¢ (u)

De 1'égalité 8% (£ ) = <f ,u> - ¢%(u) on déduit que 7 (£ ) —> ¢*(£)
; n n’ n n n '

11) => 1iil) évident
1ii) = 1) Posoms YT(E) = ¢7(E+u ) = 67(u ) - <£_,E> , V(E) = $(E+u)~b(u)~<f,E>.

ona ¥" 20 et llin(O) = 0 ce qui entraine aw?(o) > 0 et donc

Voew, Ya>o0, @™ 0 =0 et ¥10) =0 ;
Y vérifie les mémes relations.
D'autre part OyY" = 8¢n(o+un) -f et 1'on vérifie immédiatement que %" —» 3y

. o n
Supposons que l'on ait montré que V¥ —> ¥ ; alors

7€) =€) + 0T(u) + <£ Eou>

% e % ok e

{w-scs) soit £ 7 — &£, lim ¢ Yy limv (8 "=u_ ) + lim ¢ (u_ )
— — "k e
+ lim<f ,&§ =-u_ >
. e ™
2 v(E-u) + ¢(u) + <£,6-u> = ¢(&) .

{s—-sci) soit £ e H EJ ve H s v? — E-y et Y(E-u) > T{Ewn(vn) .

Posant E2 =vh +u® ona EF — £ et Y(E-u) » lim wn(gn_un) , dioill

Tim 07" = Tim 97 v )+"(u )+<f L& -u>] s V(E-u) + ¢(u) + <£,E-u> = 6(E).

- n v
On conclut donc que ¢n -—> ¢ 3 on se raméne donc au cas ¢ , ¢$20 ; ¢n(0) = $(0) = 0,
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On a alors Y150, Yxe H
1. 1
¢;(x) =j <A;\1(_rx),x> dr — f <A>\(1‘.’x),x> dr = ¢>$x)
° o

d'aprés le théoréme de convergence dominée ;
n,.n, _ .0 _1 T 12 A S . 2 _
or ¢ (ka) = q)x(x) oTe [x JAX] — ¢}\ (x) 7\ [x J}\xl = ¢(J>‘x) )
Donc (J;x,q)n(J;‘x)) — (3,x%,0(3,x)) ; or (3,x,0(5,x)) —> (x,6(x)) lorsque

x € D(p) et d'aprés le lemme 1l.4,i1 existe une suite A(n) (A (n) W 0) telle

n n,.n . .o — Y epe
que JA(n)x -3 x et ¢ (Jl(n)x) —> ¢ (x) ; la condition (s—-sci) est donc vérifiée.

Soit d'autre part une suite extraite (n(k))kem et (xk)kerN X = X;

¥ x>0 6™ () 5 o2 ()

> ¢;(k) (x) + <Af\1(k)x,xk-x> .

n(k)

n(k)
A A

Quand k —> 4 N

x——*AAx,xk-x-—*O,etcb x—->¢)\xdonc

¥ A>0 1im 0" x) > 0, ) et
lim ¢n(k) (xk) > sup ¢)\(x) = ¢(x) ; la condition (w-scs) est donc vérifiée.

A>0

COROLLAIRE 1.3. Soit ¢n,¢ une suite de fonctions convexes, sct, propres de H

dans J—w,+e]| . Il y a équivalence
(i) ¢ = ¢

(’LOT:) d)n* — ¢*

(i1i3) # A>0 (resp. ] Ap>0) ¢; — ¢,
n _
on a alors Fx<H , 7 x>0 O, T o 0T
= i ; ;s ) n n, -1 nx
Démonstration : (i) < ({11) On suppose ¢ —> ¢ ; on a (3¢ ) =3(¢ )

Soit (f,u)e 3¢" ; on a donc (u,f)e (8¢"")—1 = 3¢. '
D'aprés l'implication (i) = (ii) il existe (un,fn)e: 3¢n tels que ut} - u %
»*
£ — £, 6"7) — ¢ et ¢ (F) —> 7(F) .
n” n n* n B n n¥ n*
On a alors (f ,u) e 3¢ s £ — £, u —»u,¢>(fn)—>¢(f) et

@Y @) = *w) — @ = 6V @ .

¥*
D'aprés l'implication (ii) == (i) cela entraine donc ¢n —_ 0" .
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*
Appliquant ce méme argument 3 la suite ¢ on obtient que
n»* n *
) — () = ¢ .

(¢ =¢

(i) & (iii) Pour montrer que ¢;l — ¢)\ il suffit donc de
montrer que ¢§\1* > ¢;: o
1 12

*
or o) = (" V 5 |. R SNk

7y

oy B odaB n* P <
On vérifie alors de fagon immédiate que la convergence de ¢ est équivalente a

) et donc ((b;x)* = ¢

n.*
la convergence de (¢;\) .

On remarque alors que Yxen 5 V a0 5 ¢;tx o ¢)\x ; en effet soit x< H

fixé ; il existe une suite x € H x> X, ¢;xn — ¢)\x
n n n n
lo,x=0yx] < lo,x=0yx | + [oyx -¢yx]
< ¢ x=0 % | + |x_-x| sup IAnEI (n suffisamment grand)
A A"n’ n A

E-x|<1

<€ !cblx-q);\lxnl + Clxn-x! car

lA;:E] <€ lA;\lxl +% I'é—xl B3 IA;:'x! * -}\-s C 1la suite A;x étant convergente,

COROLLAIRE 1l.4. Sotent K, K une suitte de convexes fermés non vides dans H ;
i1l y a équivalence :

(<) VxzeH, Proj, x — Proju
"
(11) 'Vxek,jxne:Kn, € >

V (n(k)),_, suite extraite, V(w ) ps @ €K g s

(), — x) = (xekX) .

4 5 5y i n ; g g ;
Démonstration : On considére la suite ¢ = IK y O = IK (fonction indicatrice du
n

n : g oo P
est donc convexe, sci, propre et (ii) est équi-

convexge fermé non vide Kn) ;s 9

valent 3 la convergence de ¢n vers ¢ ; or Y a0 5 YxeH §

(I+)\a¢n)~lx = ProjK x et donc (i) est équivalent & la convergence des B¢n vers
n

3¢ ; remarquant d'autre part que pour tout x dans Kn y BIK (x) > 0 on conclut

n
4 1'aide du Théoréme 1.1,



_16_

Remarque 1.5. On a obtenu le résultat (cf. Mosco [20]) concernant la continuité
de la transformation de Young-Fenchel (¢ —> ¢*) pour le convergence au sens de
Mosco comme un corollaire immédiat du Théoréme 1.1 ; si 1l'on avait admis ce résultat

on aurait pu donner une démonst;rétion plus rapide de (i) ==> (ii) (du Théoréme 1.1):

Soit fe 0¢(u) ; on a donc P (u) + ¢*(f) - <f,u> =0 .
5 n n* * 5 g
Puisque ¢ n—>n4> s 9 —_ ¢ e:;*ll existe (un)nelN 5 (fn)neiN u = u,
£, £, 0() — ¢ et ¢ (£) — 97(F) .

s 3 (en —s 0) .
oo
D'aprés les propriétés du sous-différentiel & &-prés (ecf. Rockafellar), pour tout

On a donc O < ¢n(u)+¢n*(f)-<f u>< ¢
n n n’ n

. s 3 n

A>0 , 1l existe Vn,l 3 gn’l tels que gn,)\é: 09 (vn’)\) s lvn’)\-unl <€ A,
n

Ign,k fnl Sy

Prenant A = Ye_ on trouve (v +8.) € 3" tels que |v -u_| < Ye_ ]g - | € Ve_
n n’°n n n n n n n

et v, —> u, g — f, ceci exprime bien que 3" — 30 .

On peut remarquer que cette démonstration se généralise directement au cas oi

H est remplacé par un espace de Banach .

Remarque 1.6. Soit H = QZ(IN) e = (0,0,...0,1,0...) base canonique de ZZ(IN) o
K =>{)\e1 & (1—>\)en ;s Ae R} .
Alors K — Re. dans w=-H .
n 1
Kn — {el} dans H; on a donc lim Kn; w-lim Kn .

D'autre part soit xe H, x = (x_)

°

n“nelN
1+x. -x 1+x_=-x 1+x
3 _ 1 "n n 1 1
Frojg x = et Ty e
L+x X 1+xn—x1
lProanx -3 ell = |- 5 e+ (—2——) enl —> O uniquement pour X, = 1.

, 1 171 -

" n o~ P
Donc la convergence des ¢ dans w-H n'entraine pas en général la convergence

D'autre part on constate que ProjK X — Proj’Re X = X, e, uniquement pour X = 1.
n

# & i & Y
faible des résolvantes ; on voit également sur cet exemple que la convergence des

n " - = i 2
b dans H n'entraine pas en général la convergence forte des résolvantes,

COROLLAIRE 1.5. Ia convergence au sens de Mosco sur ¢ = {¢ : H — [0,+] ,

convexe, sct, $(0) = 0} est associée 4 une topologie, 4 savoir la topologie de la

R-convergence ou l'on a identifié une fonctionnelle de o, et son sous-différentiel;
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cette topologie fait de ¢, un espace polonatis lorsque H est supposé séparable.,

Démonstration : La premiére partie découle directement du Théoréme 1.1 et du fait
que si ¢ e <I>o , 990(0) 2 0 .

La deuxidme partie découle de la Propositien 1.l et de la préposi-

tion 1.2.

; n cep s . n . .
Remarguen1.7. Soit (A >nelN » A des sous-différentiels, A~ —> A ; il existe
alors ¢ , ¢ convexes sci, propres de H dans ]—9@,4-00] tels que

n

T =3¢ A= 3

Vnemw A

n
¢ —> ¢ au sens de Mosco.

En effet soit A" = 3y®, A

: . . n.n, . 0
oY et (uo,fo)e 3y 3 1l existe (uo’fo)e oY tel

que ul — u, £0 —> £ posons ¢7(x) = ¥N(x) - YT(up) + Y(u) et

n

o(x) = Y(x) . Alors A" = 3" , A = 3¢ et (u ,£) = 3¢ , (gg,fg)e 2™

n n n, n T T
ug = U, fo — £, (uo) — ¢(u°) et donc d'aprés (iii) = (i) du

Théoréme 1.1, on a ¢n - ¢ .

Remarque 1.8. On pourrait penser (notant qu'une fonction convexe n'est déterminée
par son sous-différentiel qu'a une constante additive pré&s) remplacer la condition

iii) du Théoréme 1.1 par la condition plus faible suivante :

(iii bis) 30" —» 30 et il existe une suite (u )

u - u
n‘nelN ’° n ’

@n(un) —> d(u) .

Donnons un exemple ol la condition iii)bis n'entrafne:pas la convergence au sens de
n
Mosco de ¢ vers ¢ :

De facon générale, si 1'on trouve ¢n —M—> ¢ et u —>u tels que

¢n(un) — ¢(u) + A (A>0) , premant 3" = ¢"

un tel exemple.

et $ =¢ + A , on aura bien trouvé

Prenons H = LZ(Q), Q ouvert borné de R" » de mesure égale 3 1 (m(2) =1) ,

ot =gl o, e =gl
L7(Q) L (%)
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ona ¢%4 ¢, (¢n>n<;m et ¢ convexes, sci, propres et o™ A ¢ .

I1 suffit alors de prendre (&tant donné A>0), notant X_, la fonction caractéris-

E
tique d'un ensemble E ,

u = k.xEn avec m(En) =1/n et u=0.

Additif Ch.I.

Lien entre la R-convergence d'opérateurs maximaux monotones et la convergence des

sections minimales.

i n ) = i n
Soit (A )neﬂN une suite d'opérateurs maximaux monotones, A convergeant

vers A dans WQR (cf. Définition 1.1) ; on sait alors (cf. H. Brezis [10]) que

, 5 5 n ; i g
les sections minimales des opérateurs A~ convergent vers la section minimale de A

o ,
(que 1'on note A") au sens suivant :

(1) V x € D(A) -:l('xn>neIN x, —> x et (An)oxn — A% .

Cette convergence s'exprime également 3 1'aide des résolvantes ([101)

(1) = 2) Y20, Vxed@ , @A™ x — (1+28) 'k .

o L ) n ; n,o
Lorsque 1l'une de ces deux conditions équivalentes est satisfaite on dira que (A")
e} n,o o . .
converge vers A et 1l'on notera (A7)  ~> A" ; (mais il faut remarquer que
0 0 - - 3
(An) et A  ne sont pas en général des maximaux monotones!). On constate d'autre

part, prenant H =R An =0, A= 81[0 lj’ que sur cet exemple: (An)o - »
|t ]

3 n
mais A ne converge pas vers A dans mlR : pour remonter de la convergence des
sections minimales & la R-convergence des opérateurs,il faut rajouter une condition

de convergence des domaines.

(3) Définition.
Soit <An>neﬂN une suite d'opérateurs maximaux monotones ; on pose
L n n, o©
w-MM1limD(A) ={xeH/ x=w - 1lim X 5 sup la™ X ! < + »}
» K KelN K

Nous allons & présent montrer le résultat suivant (annoncé dans la Remarque 1.1,
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page 2) :

Théoréme A.l. Sotit (An)ne: n e suitte d'opérateurs maximaux monotones dans un

espace de Hilbert H ; i1l y a équivalence

(Z) A, — A dans M),
(i) AZ — 4% et w-Mlim sup D(An)c D(4) .

Démonstration : (i) == ii) Pour que l'exposé soit complet, montrons le premier

point, A; —p. A° (cf. [10]) : soit u e D(A) ; puisque A" — A , 11 existe

n o
(En,nn)EZA En—>u,nn-—>Au.

o ; o 4 ,
& .
Or [An £ni lnnl et la suite (An gn)nelN reste bornée ; soit

)

An «En —- n . Puisque % —> u , on en déduit ne& Au (Remarque 1.2 page 5);
K K
par passage 3 la limite sur [A::1 F,nl < ]nn! on obtient

In] < lim [Af1 Enl 3 l_i_@lnn! = IAou] et donc n = A% s

la suite A° & . A%u et de 1'inégalité limIAo £_|
n °n n n

V/N

-li_mlnnl = |a%] on
déduit la convergence forte.

Montrons & présent que si X, — x et suplAg xnl < +2 alors x e D(A) .
nelN .

Soit (&,m)e A et (En,nn)eAn , En — £ et n, — n ; &crivons la

5 n : n 0 <
monotonie de A~ aux points & et x :<n_-A x , & -x>20 d'el
n n n ‘n’> °n n

o o
SATX_,x > 2 <A'Xx >+ <x ,n_> - < > .
nn’n ~ nn’gn n’'n T]n’gn

o o
Or <Anxn,x > g ]Anxn].

A xnl £ C, C constante positive.

o o e o (o] - o o4 o
Soit 2z un point limite de (Anxn)neiN , passant 3 la limite on obtient

V(med C»<z,b>+ <n,xE> .

Prenant ¢ = JAx et n = Alx et multipliant par A>0

¥ a0 )\[C+]zl.[JAxl] > lx-J,,\xlz ‘
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Or (J)\x)bo reste borné et l'on obtient lx—Jxxl < Cl.f): , d'ol 1l'appartenance
de x 3 D(A)

(i1) == 1) Soit f donné dans H et u, = (I-+An)-1f;
montrons que u — (I+A)“1f ; soit X — x et Az X '— A% fixés 3

- -1 . ,
1'opérateur (I+An) étant une contraction

Iun—-xn] < lf—-xn-Azxnl et (un)nelN reste bornée.

’ w-H . o] o« <
Soit u ———~ u ; puisque lA u | ¢ [f~u_ | d'aprés 1'hypothése de
e O '

"convergence des domaines", u  D(A)

Soit & e D(A) et €n — &, Ai En — AOF; ; €crivons la monotonie de A

aux points u et & 8
"k

<f ~u - -~ & >>0 et d la limite

Ao E , u
B B Mg Bg Ty
YV tepn <f-u-A%,u-8320.

-~

Tenant compte du fait que u appartient & D(A) et que A° est une section
principale de A , on déduit f ~ue Au i.e. u = (I+A)—1f ; par conséquent

u = (I+A)"1f et penant dans 1'argument précédent € = (I+A)_1f' (qui

appartient bien 3 ‘D(A)) on obtient ].:".m[un!2 < ib(I-i-A)_lflz et donc

(I+An)"1f — (1+A)'1f X
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CHAPITRE II -~ MESURABILITE D'UNE FAMILLE D'OPERATEURS MONOTONES.

1) Lien entre les différentes notions de mesurabilité pour une famille

d'opérateurs maximaux monotones.

Dans toute cette partie H (resp. X), sauf spécification explicite, désigne
un espace de Hilbert séparable (resp. Banach séparable), "mR (resp. &R)
1'ensemble des maximaux monotones (resp. des m-accrétifs) muni de la topologie de
la R-convergence (cf, Définitionil). On désignera par (T, T, u) un espace mesuré,

w20 , o-finie, avec "@u—compléteg

THEOREME A. (Castaing [14], Théor&me 30).
Soit (T,%, u) un espace mesuré, uz0 o-finie, C u-compléte, X un espace
métrique séparable complet et T une multiapplication d valeurs fermées non vides

de T dans X ; il y a équivalence
a) T e T pour tout owvert U de X
b) I‘_Z (F)e & pour tout fermé F de X
e) ! (BlJe € pour tout borélien B de X

d) Le graphe de T appartient @ C® B ou B désigne la tribu borélienne de X

1

e) Pour tout «x de X , l'application t - d{x,T(t)) est mesurable

f) La multiapplication T posséde une famille dénombrable de sections

telles que pour toeut t de T , T(t) = (/ {o‘n(t)}.

mesurables (o )
nnel
nely

i
Ce théoréme est l'outil principal dont nous nous servirons dans les problémes
de mesurabilité. Citons en outre les travaux Debreu, Ioffe and Levin, Rockafellar

relatifs 3@ ce théoréme.

THEOREME B. (Théoréme de projection).
Soit (T, ¥, w) , uz0 , C u—compléte et S un espace souslinien ; si G
appartient & T @B(S) , sa projection prT(G) appartient & € .
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Sous cette forme ce th&oréme est di & M.F. Sainte Beuve [:28] ; il généralise

des énoncés précédents de Aumann, Valadier, Von Neumann.

Définition 2.1. Soit (T,%, u) un espace mesuré, avec u20 , o-finie, ¥ u-compléte
soit X un espace métrique séparable complet ; nous dirons qu'une multiapplicatien
3 valeurs fermées de- T dans X est mesurable si T, = {te T ; T(t) # ¢}

appartient 3 € et si T restreint 3 To posséde une des propriétés équivalentes
du Théoréme A.

LEMME 2.1. Soit (T,%¥) un espace mesurable, et A une application de T dans a4
1l y a équivalence :

(Z) t — A(t) mesurable de T dans CZR .
(i) f 20, FezelH, t — (I-I-M(t))_zx mesurable de T dans X .
(2it) 7 XO>0 s fexeH,t — (I+AO A(t))—lx mesurable de T dans X .

(tv) 7 X0>0 s J(xn)neﬂv dense dans H , t -— (I+KO A(t))_lxn mesurable de
T dans X .

Démonstration : (i) = (ii) L'application t —> (I+}\A(t))-lx est la composée
de l'application t —> A(t) mesurable et de l'application A — (I+)\A)—1x

continue de (lR dans X ; la composée est donc mesurable.
(i1) = (iii) == (iv) évident.

Soit d 1la distance associde 3 }\0 et <xn>neJN » induisant la topologie

de la R-~convergence (cf. Proposition 2.1) ; &tant donné B é&lément de O on a

d(A(t),B) = Z 1/ 0 inf(l, | (I+2 A(t;))_lxn - (I+7\°B)—1xnl)
n=1

et donc pour tout B dans (L, 1'application t i~ d(A(t),B) est mesurable ;

3
1'espace aR tant un polonais (en particulier tout ouvert est réunion dénombrable
de boules ouvertes) on en déduit immédiatement que l'application t —» A(t)

est mesurable de T dans aR .
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THEOREME 2.1. Sozent (T, ¥, w) un espace mesuré, uz0 o-finite, ¥ u-compléte ;

soitt A une application de T dans Q ; 1l y a équivalence
(1) 7 250 » foeH t -— (I+KA(t))—1x est mesurable de T dans X .

(27) t — G(A(t)) (graphe de A(t)) est multivoque mesurable de T dans
Xx X .

Démonstration : (i) == (ii) Notant que la graphe de A(t) est fermé dans X x X,

nous allons montrer, suivant le Théoréme A, que la multiapplication t — G(A(t))

posséde une famille dénombrable, dense, de sections mesurables.

. . . t
Soit (xn)nelN une suite dense dans X ; posons On(t) = (J1 X s Al xn)

Compte tenu de la relation A§x & AF(Jix) et de 1'hypothése i), 0n(t) est une
section mesurable de la multiapplication t —> G(A(t)) ; montrons que pour ¢t

fixé dans T , {o (t)} est dense dans G(At)
n ne

N
, t t t .
Soit (x,y)e A” , ona x = J/(x+y) y = Aj(xty) d'ol
t _ t _ Lt _
lx -0y = | = [37Gery) = 3y | < [ Gery) = x|

t t
ly - Ay an IA;(X+Y) = Alxnl < | (x+y) - xnl ‘

Choisissant ne N tel que lx+y—xn[ € € on obtient le résultat désiré.

(ii) == (i) La multiapplication t -— G(A(t)) étant mesurable
posséde une famille dénombrable dense de sections mesurables,
t > on(t) = (xn(t),yn(t)) . L'application (x,y) -— (x+y,x) é&tant un homéo-
morphisme de X x X sur X x X et transformant le graphe de A en le graphe de
(I-f-’A)—'1 on déduit que, t - wn(t) = (xn(c) + yn(t), xn(t)) est une familie
dénombrable dense de sections mesurables de 1l'application t —> G((I+At)_1) 2
la multiapplication t - G((I+At)—1) est donc mesurable de T dans X x X
(d'aprés le Théoréme A) ; montrons que cela entraine que pour x £ixé dans X ,

£ —> (I+At)-1x mesurable :
Soit Be B (X) donné ;
fte T/ @S x0B#01 ={te1/ @aH™ N fx}x B # 0} .

Or ce dernier ensemble appartient 3 T d'aprés 1'équivalence f) &) c¢) du

Théoréme A.
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.

Remarque 2.1. On a montré en fait un résultat un peu plus général, & savoir :

Soit (T, %, u) un espace mesuré avec 20 , o-finie, % w-compléte et A
une multiapplication mesurable 3 valeurs dans les parties fermées de X x X ol

X est un Fréchet séparable ; on a les implications (i) <= (ii) == (iii)
{1) t - G(A(t)) multivoque mesurable
(ii) £ G((I«bA(t))*i) multivoque mesurable de € dans X % X
(iii) Vxe® E = {t/xe DU(I+*A() DieT et
te B, —> _(I,*A(t))-lx mesurable.

Si 1'on suppose en outre que Yte¥ , (I+A(t))“l est univoque continue partout
définie, on a les &quivalences (1) = (ii) &= (iii) : en effet on voit alors

que si (xn) est une suite dense dans X , ¢t - (xn, (I*A(t})_lxn) forme

nelN
une famille dénombrable dense de sections mesurables de la multiapplication

£ — GU(I+A(E) L) .

Nous sommes donc amenés 3 poser la définition suivante :

Définition 2.2. Soit (T, €, u) un espace mesuré, avec uz0 , s-finie,

€ p-compléte et X un espace de Banach séparable ; on dira qu'une famille

A(e), 2 ¢
propriétés équivalentes du Théoréme 2.1 est vérifiée.

d'opérateurs m~accrétifs dans X est mesurable si 1'une des

" Jusqu'a présent nous nous sommes intéressés au lien entre la mesurabilité des

résolvantes et la mesurabilité des graphes des opérateurs ; le probléme qui se

-

pose naturellement est de voir si ces notions sont &quivalentes i la mesurabilité

pour tout x de X de 1l'application t —> A(t)x .

) = s 4
PROPOSITION 2.1. Soit “A(ﬁ”té—:ﬁ’

monotones ; alors 1l'application t —> D(A(t)) est multivoque mesurable et pour

une famille mesurable d’opérateurs maximaux

tout x de H , l'application t —> A%(t)x est mesurable.

Démonstration : Soit B un borélien de H ; montrons que {te T / D(A(t))NB # ¢}

appartient 3 G .
{te T/ DA))YN B # ¢} = proj,, {G(AYN (€xBx H} ob
G(h) = {(t, x, y)e Tx Hx H/ (x,y) e A(E)} .

Or G(A)e T® B (H x H) puisque par hypothdse t —> A(t) est mesurable ;
de méme G x Bx He CRBH x H)
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On conclut & 1'aide du Théoréme de projection ; la multiapplicatien t —> D(A(t))
est donc mesurable (en ce sens) ; on en déduit immédiatement la mesurabilité de la
mltiapplication t — D(A(t)), puisque,si B désigne la boule ouverte de centre

O et de rayon r et xe H ,

{te T/ d,D(A(t)) < r} ={te T / d(x,D(A(L))) < 1}

={te T / D(A(t))N B(0,xr) # 0} G d'aprés ce qui
précéde.
Done ¥ x e H s, £ —> d(x,D(A(t)): est mesurable et l'on conclut 3 l'aide du

Théoréme A.

Soit 3 présent x fixé dans H ; prenant B = {x} , d'aprés la mesurabilité

de la multiapplication t -2 D(A(t)) ,
E,={teT/xeD@A()} ={te T/ DA)NI{x ¢ ¢

appartient 3 € . Or la famille (A(t))teT étant mesurable, Yo £t — Ak(t,x)
est mesurable de T , donec de Ex , dans H ; tenant compte du fait que Vee Ex s

lim Ak(t;,x) = Ao(t,x) on conclut 3 la mesurabilité de 1'application t — Ao(t,x).
A+O :

Remarque 2.2, Soit (A(t>>teT une famille mesurable d'opérateurs m-accrétifs
dans un Banach séparable X ; le raisonnement de la premiére partie de la
Proposition 2.1 est valable dans ce cadre plus général, et 1l'on conclut & la

mesurabilité de la multiapplication t —> D{A(t)) .

Notons toujours dans ce cadre que YVxe X , t — A(t,x) est multivoque

mesurable : en effet, t —* A(t,x) est une multiapplication & valeurs fermées

de Ex dans X et étant donné B borélien de X
{te T/ Ae,x) NB# 0} ={te T/ GA())N{x}x B#H .

Or t - G(A(t)) est multivoque mesurable de T dans X x X par hypothése et
{x} x Be BX x X) .

Si les opérateurs A(t) sont en outre B-accrétifs (e¢f. Benilan [6]), pour
tout x de D(A(t)) , A(t)x est un convexe fermé et si l'on suppose X réflexif
de norme strictement convexe, pour tout x de D(A(t)) , A/\(t)x —_ AO(t)x ol
Ao(t)x désigne 1l'unique &lément de norme minimum du convexe fermé A(t)x ; sous

ces hypothéses la Propositioen 24 se généralise au cas accrétif.
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PROPOSITION 2.1.(bis) . Soit (A(t))teT

maximaux monotones et t > x(t) une sélection mesurable de la multiapplication

une famille mesurable d'opérateurs

t > D(A(t)) ; alors, la multiapplication t +> A(t,x(t)) est mesurable ainsi

que l'application t — A°(t,x(t)) .

Démonstration : Posons TI'(t) = A(t,x(t)) ; on a 1'équivalence

(t,y) € G(I') <= (t,x(t),y) & G(A)

et donc G(I) =0L—1(G(A)) ol o : (t,y) w— (t,x(t),y) est mesurable de

(T  H, % @ B(H)) dans (T x H x H,¢ ®BH) ®B(H)) puisque x(.) est

-~

mesurable ; tenant compte du fait que G(A) appartient 3 T ® BH)® B®H) ,

on déduit que G(I') appartient 3 T® ®B(H) , et donc que la multiapplication T
est mesurable ; '

d'autre part l'application t > Ax(t,x(t)) est mesurable, 1l'application

(t,x) — Ax(t,x) étant de Caratheodory ; par passage & la limite, on en déduit

que 1»'appli>cat.ion (R Ao(t,x(t)) est mesurable (H séparable).

Remarque. La Proposition (2.1 bis) généralise la Proposition 2.1 en remarquant

que si x(.) est une application mesurable,
Ex( y = {te T / x(t) e D(A(t))} est mesurable ;

en effet cet ensemble est &gal & projT [(G(x(.)) x ) N G(A)] ; dans ces conditions
la multiapplication (resp. l'application t — A(t,x(t))

(resp. t +—> Ao(t,x(t))) est mesurable de Ex()dans H.

LEMME 2.2. Soit H un espace de Hilbert séparable et T Zocalement; eompact

muni d'une mesure de Radon positive m ; soit t +~ T(t) une multiapplication

mesurable de T dans H , d valeurs comvexes, fermées non vides ;

Alors pour tout €>0 et pour tout compact Kc T , i1l existe K_ compact,
K <K, mKK) < e tel que l'application t — T(t) soit de graphe
séquentiellement fermé dans K x w-H (t.e. st by —> B dans K., © — =

dans w-H , %, < F(tn) pour tout ne N , alors xe T(t)) .
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Démonstration : Puisque la multiapplication t —> I'(t) est mesurable,

pour tout x de H 1l'application t > d(x,T(t))) est mesurable et

1'application
£ — proj’r(t)x =T(t)N B (x,d(x,I(t))) est mesurable
(cf. [’14}] pour le résultat concernant la mesurabilité de t — va I‘i(t)) 3
ie
étant donné (xn)ne:lN dense dans H , par application de la propriété de Lusin,

pour chaque K compact de T et chaque >0 , on pourra trouver Ks compact,

Kgc: K, m(K\Ka) € & tel que :
Vne:lN t — progr(t)xn est continue de Ke; dans H .

or Y(ameNxN, Yt, ]projp(t)xn - projr(t)xmﬂ < !xn = xml et par

conséquent l'applicatien t = projr(t)x est continue de Ke dans H pour

tout x de H ; soit alexrs t —> t dans K et x — x, x  I'(t) ;
n 3 n n n

puisque X & I"(tn) , Yee H

A\
o

<g = progp(tn)g, pro;r(tn)g - xn>

par passage a la limite Yeen

wa

<g = pro;gP(t>g, pmJI‘(t)g - x> 20
prenant % = x on obtient x = projr(t>x golt x e I'(t) .

. Le probléme qui se pose 3 présent est celui de la réciproque 3 la Proposition



précédente : pour l'instant nous ne connaissons la réponse que dans le cas ol les
opérateurs sont de domaine d'intérieur vide ; pour montrer ce résultat nous

aurons besoin de quelques lemmes préliminaires.

LEMME 2.3. A maximal monotone, D dense dans D(A) .

—_— . o
F % < Int D(A) Ax = Conv {w-lim Yy s Ypy=42, , & —> x, 8 < D} .

Démonstration : De fagon générale VYxe D(A)

Conv {w-1im Y, 5 Y, S Ax 5 x — x ;X < D} < Ax .
En effet A est demi fermé et Vx e D(A) Ax est un convexe fermé.

. Supposons x « Int D(A) ; alors Ax est borné et donc Ax est
un convexe faiblement compact dans H ;

raisonnons par 1'absurde :

soit ye Ax , y & Bx = Conv {w-lim Y, 5 Yy = A?xn X > X x & D} .

D'aprés le Théoréme de Hahn-Banach, on va pouvoir séparer strictement y du
convexe faiblement compact Bx : ‘
] zen <z,y5> sup <z,&>
Ee Bx
soit <z,y-£> > 0O YeeBx () .

X =X
. . n
Construisons une suite x € D, X, —> X telle que —————— — 2z :
|x, x|
n

. 1 : o 5
Soit z =x + o % s pour n suffisamment grand, x é&tant dans l'intérieur de
1 e ome o ase
D(A), on pourra trouver un x € DN B(zn, -—2) ; on vérifie immédiatement qu'une

telle suite (xn)nelN satisfait 3 la condition précédente.

La suite X pour n suffisamment grand sera dans l'intérieur de D(A) et

done {A° x} est borné ; soit A°x  — u .
n nelN n,

. ; o .
D'aprés la monotonie de A : <A x -y, x_ = x> 3» 0 ; divisant par

e Oy

x_ ~x| (# 0) et faisant tendre k vers 1'infini on obtient

Y

<z,yru> < 0 pour un ueBx d'ol la contradiction avec (*) .
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LEMME 2.4. A maximal monotone, Int D(A) # @ ;

D dense dans D(A) ; alors
A= {(x,y) = D(A) x H ; <y-2% 2> >0 V&eD} .

Démonstration : L'une des inclusions étant &vidente, il s'agit de montrer que

((x,3) € D(A) x H et <y-A’L,x-t> > 0 Y £€D) = y< Ax ; d'aprés le Lemme 23

on se raméne 3 montrer que A =M ol
M={(x,y) = D(A) x H ; <y=-A%E,x-£> > O Y& e Int D(A)}

a) Ac M é&vident.

b) M est monotone ; tenant compte de la maximale monotonie de A , il s'en

suivra bien 1'égalité A =M .

X *%, X)X,
Soit (xl,yl) 5 (xz,yz)ea M ; notant x = 5 ona x =X + 5 et
v = x - 12
2 Z ’
0
<y1—A §,x1—§> 20
<y2—A°£,x2-?;> > 0 d'ol en ajoutant
<y.+y -~2AO€= X=g> + <y.-y f—lj-g-> > 0
172 ? 172 2
l Y47V X XK,> > <y.ty, ,E-X> + 2<% ,x~£> Vee Int D(A)
2 Y1771 T2 T A1V ?
Tout revient 3 montrer que lim <A°£,x—£> >0 :
£<=1Int D(A)
£ =X

Soit E;oe Int D(A) = Int D(A) ; si xe Int D(A) = Int D(A) c'est terminé;sinon
Yo<t g1 X + t(go-x) = (l-t)x + t goe Int m)

= 4 — . T «
Prenons gn X tn(go X) 3 tn .L 0 , on a bien &n — X

o o .
<A gn - A gn+l’gn €n+1> > 0 solt

(tmtp,g) [8% .6 => - <a% . ,& =] >0 .
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o] . - .
Donc <A &n,go-x> est une suite décroissante.

Supposons lim <A°£n,x-£n> =0 < 0 on aura alors
o a .
= --%)> & —
<A gn, tn(go X)> < 7 Ppour n suffisamment grand

) a .
<A En,Eo—x> > - ?E; (n suffisamment grand)

o i ; 2
et donc <A gn,go-—x> —> +x ce qui est contradictoire avec la
décroissance de cette suite.

Nous sommes en mesure & présent de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2.2. H Hilbert séparable, T Llocalement compact muni d'une mesure de

Radon positive m . Soit (A(t)) e Une famille mesurable d'opérateurs maximaux

monotones tels que Fte T IntDIA(t)) #0 ; il y a équivalence

() La famille (A('!;))teT est mesurable.
(17) t - D(A(t)) est mesurable

VT , t = Ao(t,ac) mesurable.

Démonstration : i) == 11) résulte de la proposition précédente.

ii) == 1) Remarquons tout d'abord que t —> D(A(t))
mesurable, entrafne, d'aprés le Lemme 2.2 que ‘cette application est "Lusin de graphe

séquentiellement fermé&" dans T x w-H .
Soit (x.) dense dans D = (_J D(At) ; alors fte T, (x) sera

n teT n'nelN
dense dans Int D(At) et donc dans D(AY) puisque D(At) = Int D(At) 5

nelN

Puisque t .—> Ao(t,xn) est mesurable, En ={te T ; x < D(At)} est mesurable et
te En i, A (t,xn) est mesurable.

struison iite
Conitruisons la sui (Xn)nelN > X

I x sur K

Xl sur El\En

%, sur EN(E,UE))
Xn(t) - 2 2 1 n

X, sur Ek\(E1UE v ... UE U
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Alors X = est mesurable de T dans H , et est bien définie puisque T = U E -
kelN
V nelN t — Ao(t,Xn(t)) est mesurable : en effet

o .
A%(t,x,) te ENE U...UE _UE)
VeerT, k 1Y s Y kY

X ()eDA") et A%(e,X_(£)) = .

. ¥fte [:O,T:[ {Xn(t);ne IN} dense dans D(At) 3 soit dense dans

G ) ke
Int D(AY) .
Alors ¥ ke N ¢ G'En(k) et Xn(k) (t) = Xn(k) par définition.

. Soit €>0 et K compact dans T ; par application de la propriété de Lusin

on pourra trouver Ke compact, Kac K, m(K\KE) < & tel que :

t — DA%  soit de graphe séquentiellement fermé dans K_x w-H;
V ne N t — Xn(t) soit continue sur Ké: s

YnelN t — Ao(t,xn(t)) soit continue sur Ks 3

. Soit x, e H fixé ; montrons que si t, > ¢t dans Ke s
t -1
n t,\-1
= D &
v, = (I+A ) x_ —= (I+A7) "x

Notons 2z (t) = X_ (£) + A°(£,X_ (£)) ;
o] o (o]

VA et X sont bornés sur K
n, n, €

Xn (t) = (I+At)-1 ‘Zn (t) et donc
o o}

]yn - X (tn)l < [xo -z (tiz[ et la suite (yn) reste donc bornée.

nelN
o] o)

Soit yn(k) — y dans w-H .

o
<Xomy, A X () sy X (e ) >0 () .

Passant 3 la limite (n > +®) =—
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Vkew <x -y -Aa%(,X ()5 - X, (£)> >0 avec ye DA%y .

Donc d'aprés le Lemme 2., tenant compte de la densité& des (Xk(t))kelN dans
oot -1 =1

D(At) , cela entralne que vy = (I+At)—]'x0 s done (I+A n) X, = (I+At) X, =y
Montrons que y, converge fortement vers y : de la relation (*) on tire

e 2 o] o

lim lynl < <x - A (t,Xk(tD),y> + <Xk(t),—x0+y+A (t,Xk(t))>
D'aprés le Lemme 2.3 cela entraine que

'1‘i'm'"iynlz < <x - A°(t,E),y> + <€,y—x°+A°(t,€)> Yee e pab)

$ By o+ <x 3>+ <A0(6,8),8y>

Or d'aprés le Lemme 2.k lim " <Ao(t,€),€—y> £ 0.,
Eelnt D(AT)
Ery
Done 1im|ynlzls lylz et y, —> 7y .

2) Familles mesurables de sous-différentiels et intégrandes convexes normales.

. g . t 2 t 5
Nous supposons & présent A(t) = 93¢ oi ¢ est convexe, sci, propre de H

dans _J-w,+°°] H

THEOREME C (Rockafellar [27]).
Soit H wun espace de Hilbert séparable et (T,%, W) un espace mesuré,
U » 0 o-finie, € u-compléte ; soit ¢ : T x H —> |-, +o| telle que pour tout t

de T , l'application « — ¢(t,x) est convexe, sci, propre ; il y a équivalence
(Z) ¢ est T ®B mesurable (B tribu borélienne de H)

(1) La multiapplication t -—= Epil ¢(t,.) est mesurable
(o Ept ¢(t,.) = {{zA)e HxR / A » ¢(t,x)})

On dira que ¢ est une intégrande convexe normale si l'une des propriétés
équivalentes ci-dessus est vérifiée ; on désigne toujours par ‘TVLd) le cOne des
sous~différentiels de fonctions convexes, sci, propres de H dans ]W,M{l et

paxr ’qu) le sous-cdne de "T\¢ formé par les fonctions positives nulles & l'origine.
o
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THEOREME 2.3. Soit (T, %€, w) un espace mesurd, u»0 o-finie, € u-compléte et

{ ¢t) e Une famille de fonctiomnelles comvexes sci, propres de H dans |==,+%] ;
1l y a équivalence
{Z) (t,x) e T x H — ¢(t,x) est une intégrande convexe normale

(2] /f"k>0 fexeH t — (I+A8¢t)—1x mesurable
et 11 existe t — xo(z‘;) et t —> yo(t) mesurables, telles que

yo(t)e 3«1)(1;,.700(25)) u-p.p.t et t —> ¢(t,xo(t)) mesurable.

(iii)  Frs0  (t,z) —> ¢,(t,x) est une intégrande convexe normale.

Démonstration du Théoréme 2.8.1) == ii) Le graphe de la multiapplication

t — 8¢t est égal 3

G(3¢) = {(t,x,y) e T x Hx H ; ¢(t,x) + ¢*(t,y) - <x,y> = 0} .

Or ¢ @&tant une intégrande normale, ¢ 1'est également :
la démonstration de ce résultat repose sur la remarque suivante : soit
t —> (rn(t),on(t) une famille dénombrable dense de sections mesurables de

1'application t - Epi ¢(t) ; alors

$" (t,x) = sup {<x,dn(t)> - rn(t)} et ¢~ est une intégrande normale ;
nelN

1'application (t,x,y) > ¢(t,x) + ¢¥(t,y) - <x,y> est donc C.® B(H x H)
mesurable, (tenant compte de 1'égalité B(H) B(E) = B(H x H) car H est

séparable).
L'application t -—> 8¢t étant de graphe mesurable, est donc mesurable.

D'aprés le Théoréme 2.1, les résolvantes dépendent mesurablement de te T ;
. . ot _ .t p

de plus posant xo(t) = Jl X et yo(t) A1 x ona bien t — xo(t) .

£ —> yb(t) mesurables, pour tout t de T yo(t)e: 8¢(t,xo(t)), et

tr  — ¢(t,xo(t)) est mesurable comme composée d'applications mesurables.

ii) ==, i) Posons
plt,x) = ¢(t,x) - ¢(t,xo(t)) - <yo(t),x—xo(t)> ol Xo(°) et yo(.) sont donnés
dans la formulation de ii) ; pour tout t de T , Y(t,.) est une fonctionnelle
convexe, sci, propre et w(t,xo(t)) =0 , Sw(t,xo(t)) > 0 ; par conséquent,pour tout
23>0 et tout t de T , wx(t,xo(t)) = 0 ; pour t fixé dans T considérons la
fonction 1T > wl(t,tx + (1-71) xo(t)) de [O,l] dans R , et &crivons qu'elle

est égale 4 1l'intégrale de sa dérivée :



1.
by (£,%) = [ <A£ (t,Tx+(1—t)xo(t)), x-xo(t)> dt

o

ol Af(t,.) est la différentielle Fréchet de ¥,(t,.) ; or par hypothése t —> 3¢ °©
est mesurable, d'autre part syt = 39% - yo(t) et donc t — 3U° est mesurable
ce qui d'aprés le Théoréme 2lentralne la mesurabilité de t — Ai(t,x) pour tout
x de H ; écrivant que l'intégrale ci-dessus est limite de somme de Riemann on
conclut 3 la mesurabilité pour tout A>0 et tout x de H de l'application

t — \b}\(t,x) ; compte tenu de la continuité de l'application x - d)}\(t,x)

pour tout t de T , l'application (t,x) —- w}\(t,x) est de Caratheodory ;

elle est donc mesurable de T X H muni de la tribu € * B dans R ; (ef. par

exemple, Castaing et Valadier [14]). Or 1lim w)\(t,x) = P(t,x) et donc
Ao

(t,x) - Y(t,x) est une intégrande normale ; compte tenu de la relation qui lie

¢ et Y on obtient le résultat désiré.

i) <=> iii) Compte tenu de la relation

=07 [T

o
>
|

% A 2 .*
@ +3 .17
on conclut que si ¢ est une intégrande normale, qb)\ l'est &galement,

D'autre part ¢ = sup <1>,1 3 si 4))\ est une intégrande normale pour tout A , ¢
nell n

1'est donc &galement.

Remarque 2.3, On a 1ii <> iii)bis ¢ :—] Ao,(t,x) —n (1>7k (t,x) intégrande
' 0
normale. En effet on aura alors
A A "

o™ = ¢;: ~2-9‘ l]z et donc ¢ = (¢; = -23 I.[z) sera une intégran&e convexe

normale.
. Dans le cas T compact muni d'une mesure de Radon positive m , on aurait pu

montrer (i) <= (ii) 3 l'aide du Théoréme 1.1 : pour tout >0 ,:il existe

(t) »y t —> Y(t> s
t —> ¢(t,x(t)) soient continues de Ke dans reépectivement ‘mR, H et R ;

Kac T, Ke compact, m(T\KE) < e, tel que t — Bcbt , £ =

d'aprés le Théoréme 1.1 si t, —> ¢t dans K€ . ¢(tn,.) converge vers o(t,.)
au sens de Mosco ; l'application t -—> Epi ¢(t) est donc multfiroque sci de Kg
dans H X :|~°°,+°°] ; on en déduit que t =~> Epi ¢(t) est mesurable et donc que ¢

est une intégrande normale.
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Remarque 2.4, Soit t —» A" une application mesurable de T dans fnqq) 3 11

. ¢ t o .
existe une famille (¢°) de fonctionnelles convexes, sci, propres telles que

teT
t Bt 5 G 5

At = 3¢ et vérifiant la propriété suivante : (t,x) - ¢(t,x) est une

intégrande normale.

En effet, soit At = Bwt’ et t — (xo(t),yo(t)) une section mesurable de

t —> A(t) ; posons ¢(t,x) = P(t,x) - lp(t,xo(t)) ; alors 23¢(t) = AY(t) ,-
aq:(t,,xo(t)) > yo(t) , et £t — ¢(t,xo(t)) =0 et d'aprés l'implication
ii) = 1) du Théoréme 2.3, (t,x) —> ¢(t,x) est une intégrande convexe

normale.

COROLLAIRE 2.0. Soit H un espace de Hilbert séparable et (|.|) te T

de normes hilbertiennes sur H , uniformément équivalentes ; on suppose

une famille

(i) V¥ xekH t — let est mesurable
(1) (t,x) — ¢(t,x) est une intégrande convexe normale.
Soit A% = acbt le sous différentiel de <bt pour le produit scalaire Sese”y 3
alors
faesH /r>0,t — (I+}\a¢t)—1x est mesurable.
Démonstration : Elle calque la démonstration de (i) == (ii) en remarquant que

1'application (t,x,y) —> <x,y>t est de Caratheodory donc C® B (H x H)

mesurable.

Ce Corollaire trouve son intéré@t dans certains problémes d'éveolution :
cf. H. Attouch [1].

COROLLAIRE 2.1. Soit (T,%, w un espace mesuré, u » 0 o-finie, G u-compléte ;
soit ¢ une intégrande convexe positive nulle & l'origine (Z.e. ¢(t,0) = O
FteT) .

Il y a équivalence entre :
&

(i) ¢ est une intégrande normale.
(t2) L'application t —> ¢(t) est mesurable de T dans e, (ef. notations
de la partie I).

Ce résultat découle directement de 1'équivalence (1) & (i1} du Théoréme 2.3
(ol 1'on prend x(t) = y(t) = 0) et de la définition de la topologie de 2,
{ef. Corollaire 1.5).
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COROLLAIRE 2.2. Soit (tyx/e T x H —- o' ¢ t,x) une suitte d'intégrandes convexes

normales et (¢(t,.)) te T une famille de fonctions convexes, sct, propres ; on

suppose

fterT 6" (t,.) — 6(t,.) au sens de Mosco .

Alors (t,x&) — ¢(t,x) ést une intégrande convexe normale.

5 ; 5 n
Démonstration : On se raméne tout d'abord au cas Cbn(t,.) >0, ¢ (£,0) =0,

e o o G S A v S D e o

VnelN; fter 3 on pose

<
~
T
-
)
S~
8

o n n n n " g
) (t,X*J}\(t,XQ)) - ¢ (t,JA(t,xe)) = <x,AA(t,xo)> , & et X, fixés .

n

y(t,x) ¢(t’X+Jl(t’XO>> - ¢<t’Jx(tsxO>> - <XQAA(tsx©)>

On a VnelN, Yte T, lbn(t,o)>0, \Jin(t,o)%O;demémepour Yo

D'autre part on a

W (E,x) = 397 (£, x+0N (8, ) = AT(E,X)

]

alb (t,x) acb(t,x*"]}\\(t’xo)) - AA(t’x())

et tenant compte du fait que 8¢n(t,a) —> 30(t,.) , J;i(t,xo) — J)\(t,xo) 5
A;(t,xo) — Ax(t,xo) on déduit que Bwn(t,o) -~ 3Y(t,.) etdonc YVteT

qﬂn(t,a) — Y(t,.) (puisque xpn , Ve <I>O) . Or par hypothése ¢n est une

G n 5 s e woan n
intégrande normale ; donc ¥ 1l'est également ce qui signifie que t — ¥ (t,.)

est mesurable de” T dans <I>O ; par conséquent l'application t — ¥(t,.) comme

limite simple d'applications mesurables est mesurable, ce qui signifie que
p PP ’

(g,x) - Y(t,x) est mesurable ; tenant compte de la mesurabilité& des applications

t o
£ — J)\on, t — AA(t,xo) , £t —> ¢(t,J>&(t,xo))v (puisque
n, .n 4y o LD R 2 _ X 2
O (6,05 (6% 3) = 0, (t,x ) - 5 |4 (6,x )T — 6, (t,x ) -5 |4, (6,x )% (ef.
Corollaire 1.3) on en déduit que (t,x) —> ¢(t,x) est mesurable.

En fait on pourrait montrer ce Corollaire plus rapidement en passant par

; b n . . . - n
1'intermédiaire des ¢X(_t_:,.) , mais cette démonstration dans le cas ol (¢ )nelNe o

est plus naturelle et immédiate.

COROLLAIRE 2.3. Soit T compact, u mesure de Radon positive sur T et ¢ une

intégrande convexe sur T *x H , 21 y a équivalence

0
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() ¢ intégrande normale
(%) Y e>0 , JKE compact, K < T, W(NKJse et

(t, — t dans K , @, x) = (¢(t,x) < Z;j_’z_n_<j>(tn,xn))o

Démonstration : (i) = (ii) soit

P(t,x) = ¢(t,x+J)\(t,xo)) - ¢(t,Jx(t,xo)) - <x,A>\(t,x0)> .

On a évidemment, (t,x) — Y(t,x) est une intégrande normale, puisque

t — J;fxo est mesurable. D'autre part Vte T, ¥ (t,.)= §e ; d'aprés le

Corollaire 2.1 1'application t — y(t,.) est mesurable et d'aprés la propriété

de Lusin, pour tout e>0 , 11 existe Ka compact, M(T\Kg) < € , telle que
l'application' t - ¥(t,.) soit continue de K, dans Qo s l'application

t — Y(t,.) possédera donc la propriété w-scs sur 'Ke ce qui entraine (ii).

(ii) = (1) évident.

COROLLAIRE 2.4. Soit (T,%, w) u positive, o-finie, ¢ u-compléte et (P(t:))te
une famille de convexes fermés non vides dans un Hilbert séparable H ; il y a

équivalence :
(2) t — T(t) est multivoque mesurable.

(i) fxzeH t — Prajr(t){x} est mesurable de T dans H .

Démonstration : (i) => (ii) Posons ¢(t,x) = IF(t)(x) (IF“) : fonction
indicatrice de TI(t)) ; notant que Epi ¢t = [0,+°@[ xI'(t) , dire que t =—~ T(t)

- P o - o 0 t 0
est mesurable, est &quivalent & dire que t —> Epi ¢ est mesurable, soit
(t,x) — ¢(t,x) intégrande normale ; or d'aprés le Théoréme 2.3 cela entraine

que les résolvantes t —» (I+13¢t)-1x = proj’F(t>x sont mesurables.

.(i1) => (i) On utilise le Théoréme 2.3((ii) ==> 1)) en
remarquant que (I+}\8¢t)-1x = projf(t)x et que, étant donné X dans H , posant
xo(;) = pro_]r(t)xo et yo(t) g0, ona, x(.), v(.) et ¢(.,xo(e)) mesurables
et yo(t)e: aq)t(xo(t)) pour tout t de T

Des Corollaires 2.3 et 2.4 on déduit alors le ré&sultat démontré de fagon

directe dans le Lemme 2.2.

T
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3) Somme de familles mesurables.

Dans ce paragraphe on étudie le probléme suivant : étant données deux familles
mesurables t —» A(t) et t —> B(t) d'opérateurs maximaux monotones dans un
Hilbert séparable H , l'application t - A(t) + B(t) est-elle encore mesurable ?
Pour rester dans le cadre oli nous nous sommes placés, nous ferons 1'hypothése

A(t) + B(t) maximal moenotone.

Dans le cas oli A(t) = 3¢t et B(t) = wt sont des sous-différentiels de
fonctions convexes sci, la condition A(t) + B(t) maximal monotone se traduit par
1'égalité 2¢° + 0" = PYCAE L A I D'aprés le Théoréme 2.3, Remarque 2.4 on peut
supposer que ¢ et ¢ sont des intégrandes normales ; il s'ensuit que ¢ + ¢ est
‘une intégrande normale et toujours d'aprés le méme Théoréme que la famille

(Bcbt + wt), te T, est mesurable.

Dégageons tout d'abord le lemme suivant :

LEMME 2.5. Soient A, B,A + B des opérateurs maximaux monctones. Alors

o
a——

A+B7\ — A + B dans ’WR

Démonstration : On sait déja que B, — B; soit X, = (I+A,+B))-ly ol vy est
donné dans X ; on a denc Xyt Ax, + B, X,37y 3 or d'aprés le Théoréme de Brezis-—
Crandall-Pazy, la condition A + B maximal monotone entraime que X, tend vers x
solution de x + Ax + Bx > y ,s0it x = (I+A+B)-1y 8

THEOREME 2.4. Soit (T, T, n) un espace mesuré, u;0 OC-finie et G u-compléte et
sott (A(t))teT et (B(t))teT
monotones telles que pour tout t de T, A(t) + B(t) soit encore maximal menotone ;
alors la famille (A(t)+B(t))

deux familles mesurables d'opérateurs maximaus

teT est mesurable.

Démonstration : Seit A>0 fixé ; montrons que la famille (A(t)-l-BA(t;)) est

te T
mesurable : soit (u‘n(t))nem une famille dénombrable dense de sections mesurables

de 1'application t — A(t) , d‘n(t;) = (xn(t),yn(C)) ; on vérifie que
(%, €y G+ By Coox (D) o
mesurables de 1l'application t — A(t) + Bk(t> ; en effet soit (x,y) e A(t)*BA(t)

est une famille dénombrable dense de sections

alors y - B)‘(t)xe A(t)x et l'on peut trouver un indice n tel que
[x-x ()]s € , |y-B(t)xy (B)fse .
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Par conséquent

7=y, (8) = B, (e,x (] < [y-y (6) = B (e,x) )+ [B, (£,x, (£))-B, (£, %) |
S € + %-lx—xn(t)l
< g(1 +%)

Toujours d'aprés le Théoréme A, on en déduit la mesurabilité de la famille
d'opérateurseﬁaximaux monotones (A(t>+31(t)>te:T , ¢'est~d~dire la mesurabilité de
1'application t -—> A(t) + B%(t) de T dans ’mR ; et donc d'aprés le Lemme 2.5,
1'application t —- A(t) + B(t) comme limite simple d'applications mesurables,

est mesurable de T dans M, .

Nous dégageons de la démonstration du Théoréme 2.4, un lemme général dont nous

nous servirons par la suite :

, 7 7 n " .y s
LEMME 2.6. Sozent (A )neﬂV s (B )neﬂv » A7 B mmaccrétif,

On suppose que A" — 4 et B'" — B dans QR s alors /’ wo A"+ B;.f — A+ BA’
Démonstration : Soit (x,y)e A + B;\ s ¥ - Bxxe Ax ; il existe donc (xn,zn)e A"
xn — X 5 znr —_> y - B.x .

A
n

Posens z" + BA

x < (An + }3’;)1{n ; on a d'une part X' — x et d'autre part

n n

ly -yl = lz" + B, x -yl
< lzn = (y-BAx)l + !ka - Bf;xﬂ * !B;:x - B; xn]
< |28 - (5B + |Bx - Blx| + §.1xn-x1
et donc - ¥y > ¥ -

Remarque 2.5. 1) La démonstration du Théoréme 2.4 ne se généralise pas directement

au cas accrétif car la premiére partie utilise le Théoréme de Brezis-Crandall-Pazy

3

qui sous sa version accrétive (cf. Bémnilan [6]) ne permet pas de conclure ici ;

2) Le résultat du Théoréme 2.4 se généralise trivialement en prenant
(B (6

X.).
et ( 1)1=l,..c,n

.n une suite de familles mesurables d'opérateurs maximaux monotones
LRURCEY 3

une suite de réels » 0 ; alors la famille
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n

E oki Ai(t) est encore mesurable (sous réserve que séient encore dans M toutes
i=1

les sommes partielles).

4) Prolongement mesurable de familles mesurables d'opérateurs monotones.

Dans cette partie, on s'attache au probléme suivant : étant donnée une famille
t
(%) teT

P ’ . ~t ”
préciser, peut-on la prolonger en une famille mesurable (B )te:T d'opérateurs

d'opérateurs monotones, dépendant mesurablement de t , en un sens &

maximaux monotones ; c'est l'objet du Théoréme 2.5, a 1'&laboration duquel ont

activement participé& P, Bénilan et A. Damlamian.

Définition 2.3. 1) Soit (T,¥) un espace mesurable et I une multiapplication

3 valeurs non vides de T dans un espace topologique X ; on dira que I est

mesurable si

YO ouvert de X, {teT/T(t)NUT#PleC.

2) Une famille de multiapplication (I‘(t:,))te,r de X dans X

est dite mesurable si la multiapplication t -—> G(A(t)) est mesurable de T dans
XxX; (GA(L)) = {(x,y) e X x X ; ye A(t)x]}) .

Remarquons que cette définition est compatible avec la définition 2.2,

Remarque 2.6. Seit (T,<, u) un espace mesuré&, p positive o-finie, € u-compléte

et t —> TI(t) une multiapplication mesurable de T dans X espace métrique
séparable complet ; alors t —> m) est mesurable (et satisfait 2 toutes les

conditions Equivalentes du Théoréme A).

En effet, soit xe X £fixé, d(x,m)) = d(x,I'(t)) donc

{te T/ d(x,I(t)) <r}={te T/ d(xI(t) < r}

={te T /T()N B(x,x) # 0l e ¢

ce qui signifie t -- d(x,I(t)) mesurable et donc t —> I'(t) mesurable
(Théoréme A).

LEMME 2.7, Sott (T,%,u ) un espace mesuré, u positive o-finie, € u-compléte et

(X,d) espace métrique séparable complet. On se donne une famille d'applications
ceontinues '



t

(F(t))teT , F(t) : D7 — X, p? fermé dans X . On a les implications

() La famille (F(t)) est mesurable.

tel

(27) L'application t -— D(t) est mesurable et pour toute application h
univoque mesurable de T dans H telle que pour presque tout t , hit)e p? s
L'application t —~ F(t,h(t)) est mesurable.

(¢21) L'application t —> D(t) est mesurable et pour tout x de X ,
L'application t —> F(t,x) est mesurable (i.e. Ey = ite T /x e Y est
mesurable et t —> F(t,x) est mesurable de E, dans X) .

(1) & (1) = (i1} .

Démenstration : (i) == (ii) Notons tout d'abord que, Dt fermé, entralne que
. , q q

Ft est de graphe fermé dans H x H ; soit "¢ borélien de X ;

fte T / p* NO#0}= projT {G(F) N T x O x X} et d'aprés le théoréme de projection

cet ensemble appartient 3 € , ce qui exprime la mesurabilité de la multiapplication
t — Dt (d'aprés le Théoréme A).

La famille (F(t)) étant mesurable, il° éxiste une famille dénombrable

teT

t — (xn(t)’yn(t))ﬁem d'applicationé mesurables de T dans X x X telles que

pour tout t de T

GE(D) = U (= (t),y ()

nellN

Seit h une sélection mesufable de la multiapplication t > pt = dom F(t) ;

pour tout ne N posons
b o= (te T/ dR®,m (< F .

Ona T-= U A'k , 5 par un procédé standard, on fabrique & partir des (Ak n>kc:IN s
’ s =

une partition mesurable (Ck,n)kelN de T , avec
1
Ytee O n d(h(t) % (£)) ¢ = .
Posons zn(t). = xk(t:) si te Ck,n o
Alors Yte T d(h(t),zn(t)) £ % et par conséquent
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Yeer zn(t) —~ h(t) dans X ; d'autre part pour tout t on a

t 2 v
zn(t)e D™ et F(t) &tant continue sur pt .

F(t,h(t)) = 1lim F(t,z_(t)) .
N+ B
La fonction t +~> F(t,h(t)) , comme limite simple de fonctions mesurables, est

donc mesurable.

(i1) => (i) La multiapplication t -—>- Dt étant mesurable &

valeurs fermées, il existe ('xn) famille dénombrable d'applications mesurables

eN
de T dans X telles que ¥ te T):Dt = xn(t) ; les applications

£t — F(t,xn(t,)) sont mesurables par hypothése et t =—- hn(t;) = (xn(t),F(t,xn(t))

est mesurable de T dans X x X ; tenant compte du fait que G(Ft’) = \J hn(t:> 5

on déduit la mesurabilité de la famille (F(t’)}tsl‘
(ii) == (iii) Par définition E = fte T/ Dtﬂ {x} # 0}

et donc (Théoréme A), Ex appartient 4 T ; soit d'autre part t —>. h(t)f une

section mesurable de t -—> Dt s la fonection gy qui vaut - h(t) sur {Ex et x

sur Ex , est donc mesurable de T dans X et gx(t) appartient & D't pour

tout t de T ; la fonction t —> F(t,gx(t)) est donc mesurable ; sa restriction

a Ex , soit t - F(t,x) , est donc mesurable.

Remarque 2.7. 1) Dans le cas ol VeeT Int Dt # @ , ol dans le cas Dt =D

indépendant de t on a (i) < (i1) &> (iii) ; il suffit de reprendre le début

de la démonstration du Théoréme 2.2 : on met en évidence une famille (xn(°))n€m

d'applications mesurables de T dans H telles que

VteT, I)t

U ix (6)) et

ne N

V nelN, t — F(t,xn(t)) mesurable.

On en déduit la mesurabilité de la famille (F(t))

°

teT

2) Dans le cas ol les (F(t))teT sont continues partout

définies, on a (i) <= (ii) <= §{ xe X, t —> F(t,x) mesurable.

3) L'implication (iii) ==> (ii) est fausse en général :
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prenons X =R , et F(t) la fonction constante égale & «(t) sur un domaine

réduit 3 deux points {t,t+l} , avec t - o« (t) non mesurable .

L'application t -+ dom F(t) = {t,t+l} est bien mesurable ; pour tout x de R
1'application t —- F(t,x) est définie sur un ensemble réduit & deux points
{x,x-1} et est donc. continue ; prenant h(t) = t, h est bien une section
mesurable de t —> dom F(t) et‘pourtant t —> F(t,h(t)) = a(t) n'est pas

mesurable.

PROPOSITION 2.2. Soit (T,%, w) u positive o-finie, ¥ w-compléte, H un
espace de Hilbert séparable et soit (F(t))

tem UNe famille mesurable de contrac-—
tions (non partout définies) de H dans EH . Il existe alors une famille

(F(t)) teT? mesurable de contractions partout définies telle que pour tout t
de T, _F(t) soit un prolongement de F(t) .

Démonstration : Tout d'abord pour x e D(F(t)) Dt on: pose

F(t) (x) = 11m F(t)x qui est bien définie 2
yeD"
yx
On a G(F(t)) = G(F(t)) et d'aprés la f‘emarque 2.6 la famille (F(t)) est

teT
une famille mesurable de contractlons prolongeant la famille (F(t)>t T 5 on se

raméne donc au ¢as ol F(t) est de graphe fermé.

Soit (xn)nelN dense dans H ; il suffit de prolonger la famille (F(t))t
a (xn) N de telle sorte que fnen, t — F(t,xn) soit mesurable ;

on se donne donc un X, fixé dans X .

Nécessairement la valeur prise en X par un prolongement de F(t) doit

appartenir 3 l'ensemble
US(x)) = {z B / d(2,F(t,E)) < d(x,8) ¥ ee 0t} .

D'aprés le Théoréme Valentine-Kinzbraun' [17] , 1'ensemble Ut(xo) est non vide
notre probléme consiste 3 méntrer 1l'existence d'une section mesurable i la
multlappllcatlon t — ut (x ) » ce qui revient & montrer remarquant que

U (x ) est un fermé, que la multlappllcatlon t — U (x) est mesurable
(Theoreme A). Or 1a famille (F(t))teT étant mesurable, et F(t) &tant de graphe
fermé pour teut ¢t , 1_'1 existe une famille (xn('))ne!N d'applications‘ mesurables

telles que les applications t - F(t,xn(t)) soient mesurables, et telles que
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G(F(t)) = U {xn(t),F(t,xn(t))} pour tout t de T ; par conséquent

Ut(xo) fze H/ a(z,F(t,x_(£)) = d(x_,x (©)) Vne N}

N BE(E,x (£), dx,x (£)))

ne N
et donc

G(Uxo') = {(t,x)e Tx H; xe Utxo} = M G(erol) ol
ne N

GUX)) = ((t,0) e Tx H ; xe B(F(t,x (£)),d(x % (£)))]

Si 1'on montre que G(ng)e C® ® il en sera de méme du graphe de Ux et
d'aprés le Théoréme A la multiapplication t —- Utxo .sera mesurable ; or
la mesurabilité de 1'application t —> —B'(hn(t),rn(t)) » oi h (resp. r )

est une application mesurable de T dans H (resp. [R+) , est immédiate en
remarquant que son graphe {(t,z) e Tx H/ d(z,hn(t)) - rn(t) < 0} est
mesurable : en effet 1'app%icat:icn (t,z) — d(z,hn(t)) est 6 ® (® mesurable
(cf. Castaing-Valadier [14] Lemme 14) (cet argument est encore valable en prenant

au lieu de H wun espace métrique séparable).
Soit donc t — % (t) une section mesurable de t -— Ut’xo ; on pose
F (t,x) =% (1) .

La famille de contraction (fo(t)) est encore mesurable puisque la

teT

famille (xn(')’F("xn('))nelN augmentée de (xo,\;(,)) forme une famille

dénombrable dense de sections mesurables ; on peut donc reprendre le méme

o . 3 0.4
raisonnement et prolonger cette famille (Fo(t))teT en une famille -(Fl(t))te'l‘
de contractions mesurables avec D(’f"l(t)) o) {x1} 3 par récurrence on construit une

fad ~/ ~
1 . = . 1] - om0
suite (Fn(t>)teT ; onpose Yte T F(t) U ,Fn(t) ; et 1l'on vérifie

ne N
immédiatement que la famille (F(t))te'r est solution du probléme posé.

Remarque 2.8. On aurait pu énoncer la Proposition 2.2 dans un cadre plus

général : on ne se sert de l'hypothése H Hilbert et .T(t) contraction que

pour avoir la propriété de prolongement ; on pourrait prendre une famille
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mesurable (T(t))teT d'applications «x~holdériennes d'un espace métrique
séparable %omplet X dans un espace métrique séparable complet Y , pour
lesquels on ait la propriété de prolongement (cf. référence communiquée par
C. Castaing : L. Williams, J.H. Wells et J.L. Hayden [29]).

THEOREME 2.5. (H. Attouch, P. Benilan, A. Damlamian).

Soit (T,€, u) un espace mesuré, u positive O-finie, € u-compléte et H
un Hilbert séparable. Scit (Bt) e WNe famille mesurable d'opérateurs

monotones (dans H) ; il existe alors une famille (Aét) mesurable,

tel
d'opérateurs maximaux monotones (dans H), telle que pour tout t de T , 54

soit un prolongement de B .

- o -~ t -
Démonstration : On se raméne tout d‘'abord au cas B fermé, en prenant sa

fermeture, opération qui conserve la monotonie et la mesurabilité de la famille
Bt (Remarque 2.6) ; on utilise alors la méthode de Minty ,{utilisant la

transformation de Cayley): on pose
t t
F~ = {(x+y,x-y) / (x,y) € B}

On vérifie aisément que Ft est, pour tout t , une contraction de graphe fermé
5 G t 5 i
définie sur R(I + B) . La famille (Ft>teT est mesurable : soit

(%, ()57,())

t :
Hx H telleque Yte T B = nLe)[N {(xn(t),yn(t))} ; posons

nen une famille dénombrable d'applications mesurablesde T _dans

zn(') = (xn(,)+yn(.),fxn(,H)-yn(,)}Ies applications zn(a) .-sont mesurables et

Veer Ft= ngIN {z (6)} .

D'aprés la Proposition 2.2, il existe une famille (Ft)teT mesurable de

contractions partout définies telle que pour tout t de T , Af’t prolonge F
On pose Bt = {(1/2(u+§tu),1/2(u—§tu)) s ue H} .
On vérifie que 8t est un opérateur monotone et que pour t:ou};-:j t de T,

(I+’ﬁt) 1. %— (I+’f't) . D'aprés le Théoréme 2.1, la famille ‘éf\ﬁt est une famille
mesurable d'opérateurs maximaux monotones ; enfin Bt prolonge Bt puisque
(x,y) « B® => (xty,x-y) « F
= (xty,x-y) e ¥
= (x,y) < B .
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CHAPITRE III - APPLICATIONS.

1. Equations d'évolution dans les Hilbert.

Soit H wun espace de Hilbert, '(A(t))tez[o f] une famille d'opérateurs
td
maximaux monotones ; l°'une des motivations de ce travail est 1'étude de

1*'équation d'évolution

(D £+ AM w© > £6) 5 w©) =u .
Une des fagons d'étudier (I) consiste & 1'approcher par
dux
(1,) To A u (D) = £(5) 5w (0) = u

ol Al(t) désigne l'approximation Yosida de A(t) .

Afin de résoudre <I)X » par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on est
naturellement amené & supposer que : Yr>o0 , YxeH, t — A%(t)x est
mesurable de [0,T] dans H ; il &tait donc important de chercher le lien entre
cette condition de mesurabilité et les autres conditions de mesurabilité que
l'on pouvait définir directement sur les opérateurs A(t) (mesurabilité des

graphés, des sections minimales, des ¢t lorsque At = B¢t) 3

Donnens un exemple tiré de la théerie des équations d'é@volution (cf. Kenmochi

7D

PROPOSITION 3.1. Soit (¢t)t}€ [0, 7] une famille de fonctions comvexes, sct,
9

propres de H , Hilbert séparable dans |-w,+x| , vérifiant : pour tout r>0 ,
1l existe a, et br mesurables de [0,T] dans R telles que

Foss<t<T,Vzeblsls,.)) , |z| <v,q FeDlo(t,.)
l2-Z| < la,(t)-a (s)| et ¢(t,%) < ¢(s,2) + |b,(t)-b () [1*|e(s,2)]] .

Alors (t,x) — ¢(t,n) est une intégrande convexe normale et par conséquent

pour tout A>0 et tout #< H , L'application t -—> (I+A3¢t)-1x est mesurable.
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Démonstration : Soit £>0 ; d'aprés la propriété de Lusin appliquée aux

fonctions a, et br ,» 11 existe Ke compact, K_ < [O,T] tel que a et br
soient continues de Ke dans R . Montrons tout d'abord que pour toute suite
tn
roi e 4 i
(t’n)nel’N croissante, tn K., tn t et toute suite <xn>nelN (xne D 7)) ,

X =—> X on a
n

¢(t,x) < 1lim inf ¢>(tn,xn)

Prenons r suffisamment grand de facgon que X e B(0,r) pour tout ne N ;

il existe alors ?{’né: D(cbt‘) tel que :

7

Vnel‘N 5 Ex -gn,ﬁ

% lar(t)—ar(tn)ﬂ et

N

$(t,X) < ot x ) + (b (£)-b (r )| [1+foce ,x )] .

Notons as=a.r et b=br;onadonc-§n —> X et

(L+((e)=b(t D)) ¢(r ,x ) + [b(t)-bCt )| si o(t ,x) >0
¢(t’§'n) <
L (=B ()b (e D)) o(t x ) + [bCe)-b(e )| si ¢(t ,x )< 0.

On en déduit lim ¢(t,5¥n) < lim ¢(tn,xn) et la fonction ¢(t,.) &tant convexe,
sci, on a

6(t,%) < Lim ¢ (t_,x ) (%) .

Montrone alors que la fonetion (t,x) — ¢(t,x) est borélienne de Kox H
dans |-w,+«| ; cette propriété étant vraie quel que soit >0 , il s'en suivra

que (t,x) — ¢(t,x) est une intégrande normale sur T x H .

Soit Ae R et E = {(t,x) e R, xH / ¢(t,x) > A} 3 il s'agit de montrer que
E est un borélien. L'espace H &tant séparable est 3 base dénombrable

d'ouverts : soit (Bn>nelN une telle base.

D'aprés la propriété (x)
V(t@,xo) < E, ] E(to’xm) >0: Eo> (]to-e,to] N Ka) X B(xo,&:)
et donc Y (to,xo) € E , ] &:(to,xo) >0, :—]n(to,xo) eN:

E > (] t6~e,toj NK) xB > (t ,x)
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On a donc E

O (e -ete x )t 1 NK)x B

(to,xo)e:E n(to’xo>

¢ ) Je-ee ,x),t] Bace,,x)) N & X B

(to,xo)e‘. E

(U ( \~_) ]to'e(to’xo)’t;]) x B) O (K * H)
nelN { n(to,xo)=n}

On conclut 3 1'aide du lemme suivant :

LEMME 3.1. Dans R , une réunion quelconque d'intervalles non réduits & un point,

est un borélien.

Démonstration : Soit I = X:fk IA s IA intervalle de R de longueur strictement
positive. Chacune des composantes connexes de I est d'intérieur non vide,
puisque contient un I}\ ; or R étant séparable, les composantes connexes de I ,
étant d'intérieur non vide, vont former une partition dénombrable de I ; les
composantes conmnexes de I sont des connexes de R , I est une réunion

dénombrable d'intervalles et I est donc un borélien,

Nous alleons 3 présent montrer quelques résultats généraux concernant les

problémes d'évolutien.

PROPOSITION 3.2. Soit (T , €, u) un espace mesuré, w0 , 0-finite et <€

u-compléte ; soit (A(t)) teq Une famille d'opérateurs maximaux monotones dans H

Hilbert ; il y a équivalence
(<) La famille (A(t)),_ Ti est mesurable, et 1l existe un couple
(a,(.),y,(-)) dans (12(T;0;00 % tel que : w ppte T y ()€ Alt) & (t) .

(11) Llopérateur A = {(x(.),y(.)) (L2 (Tsu;80% pop.te T, y(t) « Alt) a(t)}
est maximal monotone dans J = LZ(T;p;H) .

On a alors FueX (df)\u)(t) = A)\,(t) ult) p.p.te T,

Démonstration : i) == ii) Soit >0 et ye # donné. L'opérateur A(t)

étant maximal monotone il existe pour tout te T , un élément x(t) dans H

tel que

x(t) + AA(t) x(£) = y(£) .

on a x(t) = (I+)\A(t))_1 y(t) et d'aprés 1'hypothése de mesurabilité sur la
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famille (A(t))
1'on n'a pas besoin de H séparable) ; d'autre part
x (£) = (IHA(E) 1 (x (£ y_(£)) et done

te T 1l'application t =-> x(t) est mesurable (remarquer que

|x(e) = x (0] ly(e) = (x (&) + Ay ()]

On en déduit que x(.) appartient & I , et donc x(.) + ?\rﬁx(.) > y(.) dans H
L'opérateur (I+>\dt)~l est partout défini et A

@ad) T x(t) = (A ™Y x(£) p.p.t T ; par consquent (IFAA) L est

une contraction partout définie, pour tout >0 , et & est maximal monotone

dans %# .

11) == 1) Prenons x(.) =x , x fixé dans H ; on a alors
-1 -1
(I+Adb) © x(.)(t) = (I+3A(E)) “x

et donc les résolvantes des opérateurs A(t) , dépendent mesurablement de T ;
la famille (A(t))teT est donc mesurable ; d'autre part il suffit de prendre

pour (xo,yo) un élément quelconque de ot , qui est non vide, puisque maximal.

. Nous allons préciser ce résultat dans le cas important oG A(t) = 3¢(t) ;

PROPOSITION 3.3. Sott (T ,%, u) un espace mesuré, u positive o-finie , ©

u-compléte, H un espace de Hzlbert séparable et ¢ une intégrande convexe
normale sur T x H ; on note @ la fonctionnelle comvexe sur H = L (T3dusH)

définie par . ]
{ o(t,ul(t)) dul(t) st o(.,ul.))e L°(T,du)
$lu) = ‘T :
+ @ atlleurs
Il y a équivalence
(z) ¢ est comvexe, sci, propre sur K .

(i1) ¥ 20 (resp. Tr) , Fue L2(T,du ), ¢ — I, (t,u(t)) e LP(T,duilp
et t —= (8,05 u(t)) < L (T,dn) .

(2it) I ] >0 , B LZ(T,du) : pp.te T o(t,x) +~alx12 + B(t) 2 0
ﬁ/xe H

. Ibe 11,4l tel que t — o(t,b(t)) < L (T,du) .



w) .7 2,70 s 7 a0>0 s By eL"Z(T,du) : ppte T
"o

6, () +alal®+8, ()20 Vach et
o] o]

pusd b, (ha)e tH(T.dy).

On a alors en outre :
a) f fe L3(T,du;H) Vm:j¢ﬁmw»@m
T
, 7
b) 3% = {(u,f‘) é:(LZ(T,du;H)}' p.p.t flt)e 3¢(t,u(t))} (3% est maximal
monotone)

ej  Fro §.0w) = [ o (tult)) dult) .
A J A
T
Démonstration de la Proposition : i) = ii) Nous sommes dans les conditions
d'application du Théoréme de dualité de Rockafellar ([25], Th.2) ; on a denc,

pour tout £ dans L2(T,du3H), §*(f) =f ¢*(t,f(t)) du(t) . D'autre part, le
T
sous-différentiel de la fonction @ est maximal monotone {(donc non vide) et

fe 3(u) <= F(u) + §'(f) = <f,u>

<= j {oCt,u(t)) + o™ (t,£(£)) = <£(t),u(t)>} du(t) =0 .
T

La mesure yu @&tant positive et l'intégrande &tant positive
fe 3f(u) dans A = o(t,u(t)) + ¢"(t,£(t)) = <£(t),u(t)> =0 u p.p.t

et donc fe 3F(u) & £(t) € 3¢(t,u(t)) u p.p.t .

D'autre part 1l'opérateur (I+>.a§)—1 est partout défini sur ¥ et

£ = (1+238) lu = £ +228(E) > u
&= p.p.t E(t) + A4 (t,£(t)) > u(t)

t.—1
<« p.p.t £(t) = (I+22¢7) = u(t)
. - 2
Donec pour tout u dans L2(T,dp3,H),t — J; u(t) appartient &8 L (T,dp__;}();
cet élément de 3 , appartenant d'autre part au domaine de 9% , appartient au
domaine de § et, t — 4>(t,J; u(t)) appartient & LI(T,dp) .
12

1 2 * _ —x , A
1] == —_— = b ©
D'autre part ¢, =0 V o .19 = =3 +3 [ et donc
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g, () =j 6" (6,£(0) + 3 [£(8)]% au(o)
T

=[ 93 (£, £()) du(t)
T

-~

et appliquant 3 nouveau le théoréme de dualité i)\(f) = I ¢1(t,f(t)) du(t) .
: T
ii) = iii) Il y a seulement 3 montrer la
premiére partie de iii) ; soit X € H f£fixé,
Ecrivant que A, (t:,xo)e: A(t,J)\ (t,xo))

(o} o

t %
P(t,x) > o (t,Jono) +<x - J/\o(t,xo) ,A/\o(t,xo)> d'ol

d(t,x) + lxlz + IAA (t’xo)lz + <Ax (t’xo)’JA (t’xo)> = ¢(tsJ;xo> > 0
(o] o] (o] o

et 1'on conclut en prenant o = 1 et

- 2 , - £
B(t) = leoct,x(,)l * <k (EE)0, (6% - (5T k).

iii) == i) La premiére condition entraine que
® est sci sur 3 par application du lemme de Fatou, et la seconde condition

exprime que & est propre.

il) = iv)
t 1 t 2 1
¢}\ (t,x) = ¢(t,J>\ x) + 3 lx - J)\ xl et donc Yxe H , t — ¢>\ (t,x)e L (T;du),
o o o o o

D'autre part v.cb)\ (t,x) 2 ¢(t,J§ X) et tenant compte de iii) &= ii)
0 o

> -0 IJ; x[z - B(t) .
0

Or IJiox] < IJ;: xol + Ix-xol et par conséquent
" 2 t . 2
¢7\ (t,x) + 2a]x-xo] + ZaIJ}\ xol + B(t) >0 et
0 o

Py (t,x) + 4alxl2 + (4alx§lz+2a[J§ )%]24-5(:)) >0 .
o )

iv) == 1) Considérons la fonctionnelle

Y (u) =j ¢y (t,u(t)) dp(t) sur 3 .
o

T
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Elle est convexe, sci, propre sur J¢ ; d'aprés l'implication i) == ii) pour tout

u dans 3 et tout A>0 , l'applicatioﬁ t — (I+AAA (t:,.)).l u(t) appartient
o)

-

a LZ(T;du;H) et l'application t -—> ¢A (t,(I*lAA (t:,,.))_1 u(t)) appartient 3
o o

Ll(T;du) . Or (I+XAA (t,.))-lx = JA +K(x) et utilisant 1'implication ii) == 1)
o o
on conclut.

Remarque 3.1, a) Les résultats de cette proposition se gémnéralisent au cas ol

A(t) = 3¢t est le sous—-différentiel de ¢t pour un produit scalaire <., >t 5
sous la seule hypothése supplémentaire que les normes l'lt sont uniformément
équivalentes et que pour tout x dans H , 1l'application t - Ix]t est

mesurable ; c¢f. H. Attouch [1:] (Remarque 1).

b) Indépendamment des hypothéses faites par ailleurs sur la
famille (d:(t))te:T s on remarque par application directe du Théoréme 2.3 que la
condition ii) ou la condition iv) entralnent que ¢ est une intégrande normale ;
ii) et iv) sont donc équivalents & 1ii) bis,ol iii) bis est la condition iii) ol
1'on exige en plus la normalité de l'intégrande ¢ ; on peut d'autre part se

demander si la condition i) n'entraine pas la normalité de ¢ .
P

. e . n
Nous allons & présent étudier le lien entre la convergence des (¢ (t”))neIN

dans H et la convergence des ot = jcbn(t,a) du(t) dans % = LZ(T;H,du) ; c'est
1'objet des deux propositions suivantes od (T,G,u) est un espace mesuré, uz0
o-finie, G u-compléte et J6 désigne l'espace Lz(T;H,du)

PROPOSITION 3.4. Soit ()

nell ¢ une suite d'intégrandes convexes normales
telles que
1) u p.p.t ¢n(t,.) — ¢(t,.) au sens de Mosco.

2) Il existe (w,), _m o> (fﬁ)neﬂv’ w, —- u dans LZ(T,J};-‘JW
£, = f dans 2T, Hsd) et wppet  £,(t)e 80" (t,u (8)) , f(t)< d0(t,ult)) et

j ¢n(t,un(t)) du(t) —-»j d(t,ult)) dul(t) .
T T

Alors v@” = f¢n du — & = f¢ dy au sens de Mosco dans 1'espace LZ(T, Hsdp)

Démonstration : On remarque tout d'abord que 1'hypothése 2) entraine que les
fonctionnelles §n , § sont convexes, sci, propres sur J6 = LZ(T,H;du) $ on peut
donc appliquer les résultats de la Proposition 3.3. L'hypothése (1) entralne
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d'autre part que u - p.p.t B¢n(t) —> 03¢(t) soit de fagon Equivalente
Vao, ¥xer  (@aae™e) % — (1#00() 'k .

n o " o e e . <
Montrons que 9% -= 039 ; le résultat s'en suivra immédiatement par application

du Théoréme 1.1 puisque, d'aprés (2) £ = 3<I>n(un) , fe 3f(u) et u = u,

£, — f et @n(un) -~ O®(u). Soit donc ue I et considérons la suite

v = (1+38M Ly et v (I+98) Lu § on a -p.p.t v (£) = (1+36%(t,. ) 7 u(t)
et v(t) = (I+>\Bq>(t,.))—1 u(t) ; d'aprés ce qui précéde on a donc vn(t) — (L)
L=-p.p.t 3} d'autre‘part,posant w, o= fn tu ona U-p.p.t

u (£) = (1+36™(e,.0) T (©)) et done |v_(£)=u_(£)| < lu(t)=w ()] soit

n n n n n

U=-p.p.t lvn(t)l < ZIun(t)l + lu(e)] + lfn(t)l .

D'apr@s le Théoréme de Vitali, on conclut que v, >V dans 6 = LZ(T;H,du)

ce qui termine donc cette démonstration.

Dans la proposition suivante, nous allons montrer que l'ensemble des
: 2 A P P
fonctionnelles sur L“(T,H;dn) qui s'écrivent sous la forme J¢(t,.) du est fermé
2 ; ,
pour la convergence au sens de Mosco sur L"(T,H;du); ceci exprime la conservation

d'un certain caract@re local de ces fonctionnelles pour cette convergence.

PROPOSITION 3.5. Soit ( 4>n) ney U sutte d'intégrandes convexes normales sur

T x H ; on suppose que les fonctionnelles 7 = j 0" (t,.) du sont set, propres sur
LZ(T;H,du) et que 4 converge au sens de Mosco vers une fonctionnelle @
convexe, sct, propre Sur L2( T;H,du) s

Il existe alors une intégrande convexe normale ¢ sur T x H telle que :

o = Jd)(i:,.) dult) .
Démonstration : Soit X € H fixé ; notons
x_(t) = (I+3¢"(t ))-1x y (t) =x - x_(t)
n > o n o o]

-1
x (£) = ((@+03) x ) (6)  y (©) =x - x (0) .
Alors puisque " > o , on a (Théoréme 1.1) 3§_n —> 9§ et donc tenant compte
de la Proposition 3.3 xn(.) — x,(.) dans ¥, yn(o) — y(.) dans ¥ , et
@n(xr_(.)} ~= &(x(.)) (puisque @;\l(xo) —_— @A(xo)) 3 posant
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¥iu) = jg@n(t,u(t)+xn(t)) = 47t (1)) = <u(t),y (£)>}du(t) = jT VR (t,u(e)) dule)

¥(u) = @Cusx (1)) - 8(x () - <u,y_(.)>

ona ¥® —s V¥ au sens de Mosco et Vee T V¥i(t,) » 0, P (t,0) = 0 et donc
fnelN ‘Pn>/0, ‘Pn(0)=0;dem'e‘me Y>>0 et Y(0) =0 .

On a donc oY% — o¥ soit
n, -1 -1
Vue 3 (I+0¥™) "0 — (I+3¥) "u dans %
et d'aprés la proposition 3.3
n -1 -1
(I+3y (t,.)) ~ u(.) =—~ (I+3¥) "u dans I .

Prenant u(.) = x , x élément de H on pourra extraire une sous-suite
(dépendant de x) convergeant u-p.p.t ; considérant une suite dense (xp)pe!N
dans H , on va pouvoir par un argument classique trouver une suite

1
(n(k)}keIN telle que

L-p.p.t Vpe—:lN (I+awn(k>(t,.))-1 x, — (I+8‘1’)_1 %, (et dans J8)

et donec H=p.p.t Vxe: H (I+Swn<k)(t,.))-1x —_ (I+a‘£’)—lx .

Or on sait que ’"L¢ est fermé& dans M et il existe donc une famille unique
o)

(\p(t,.))teT de fonctionnelles convexes sci propres de H dans [0,+°°] ,

YeteT u(t,0) =0 telles que

U-P.Pot (I+3‘P)—lx = (I+8‘i’t)—1x ; d'autre part d'aprés le Théoréme 2.3,

(t,x) -— Y(t,x) est une intégrande normale ; on a donc
H=P.pP.t (I+atpn(k)(:,.))_1x — (I+aw(t:,,))-1x Vxen

et tenant compte du fait que, u-p.p.t Vk tl)n(k) (t,0) =0 ¢n<k}‘ (t,s) 20

p(t,.) > 0 Y(t,0) = 0 on conclut d'aprés le Théoréme 1.1 que u-p.p.t
k
o e,

.) —= yY(t,0) au sens de Mosco.



Appliquant alors la Proposition 3.4 avec Ww=£f"=0 VneN on conclut que

Wn(k) — g' au sens de Mosco ol gku) = J Y(t,u(t)) du(t)
T

n(k)

"o
On conclut donc que ¥ —> Y au sens de Mosco avec ¥ =Y ; on a donc

¥(u) = o(urx_(.)) = o(x (.)) - <u,y (.)> = j V(t,u(t)) du(t) soit

¢(u) = J {lb(t,u(t)-xo(t)) + <u(t)-x_(t),y (t)> +<I>(‘xo(»))u(t)}du = j ¢(tyu(t)) du(e)
T

T

en posant ¢(t,x) = w(t,x—xo(t)) + <x—xo(t),yo(t)> +®/xo(.»a(t)(oﬁ a{.) est telle

que {u(t) du(t) = 1) ; remarquant que ¢ est une intégrande normale convexe cela

J
termine la premiére partie.

Remarque 3.2. Supposons un peu plus 3 savoir :

. 93¢ —> 239
n

-_:[(un,fn) = 8<I>n 5 (uo,fo)a 3% et LI e fo et

¢n(.,un(.)) — f dans Ll(T,du) avec Jf = @(uo) .

C'est le cas en partiuclier si les ¢n(t,.) > 0 et ¢n(t,0) = 0 ; on déduit alors

aisément de la démonstration précédente qu'il existe une intégrande normale ¢

(k)

telle que ¢ = j¢(t,.) du et une sous-suite (¢?t) convergeant vers (¢(€))

)keN
au sens de Mosco, u-p.p.t.

2. Théorémes de perturbation.

Définition 3.1. Soit (A(t>)te;[0 T] une famille d'opérateurs maximaux monotones ;
H

du
dt

et u <= H si ue €([0,T];8) N wi;i(]ox[;n) , u(0) =u_ et p.p.t <7o,7[

on dira que u est solution forte de + A(t)u> £ ; u(0) =1y of fe Ll(O,T;H)

%%(t) + A(t) u(t) ® £(t) . Le graphe de l'opérateur solution faible est défini
comme étant la fermeture du graphe de 1l'opérateur solution forte dans

€ ([0,T];H) x Ll([o,T] sH)
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Nous utiliserons l'estimation suivante (cf. Brezis |8] Lemme 3.1).

+ A(t)u> £ , %%+A(t)v9 g ; ona

du

Soient u et v solutions faibles de it

t
lu(e)=v(t)| < |u(s)-v(s)| +f l[£¢r)-g(r)| dr ¥ 0<s< t<T.
s

On établit cette estimation pour des solutions fortes, et ensuite on passe

trivialement & la limite. Nous allons tout d'abord énoncer un résultat concernant

les perturbations lipschitziennes, qui sera utile pour la suite.

PROPOSITION 3.6. Soit (A(t))
te[0,T]
dans H , espace de Hilbert réel et U, donné dans H tels que

une famille d'opérateurs maximaux monotones

HJ) //f'e LZ([O,T];‘H) > Ll extste u unique solution forte (resp. faible) de

d
d—g-ﬁA(t)usf; u(0) = U, .
Soit d'autre part (B(t)), _ [o,7] “e famille d'applications de H dans H telles

que

H2) Pour presque tout t < EO,T:] s D(B(t)) = D(A(t)) , et 1l existe k< LI(O,T) telle
que |B(t)z - B(t)y| < k(t)|z—y| p.p.te ]O,7[ , Fax,ye DIA(E]) .

H3) L'application t — B(t) est mesurable.

i)  Jue 0,78 , w(t)< DIA(E)) pup.t, et t — Bltu(t)) e L'(0,T;H),

Alors [V fe LZ(O,T;H) s Ll existe u unique solution forte (resp. faible) de

(1) g—z+ A(t)u + B(t)us f s ul0) = U, .

Remarque 3.3. On a supposé D(B(t)) = D(A(t)) et t —= B(t) mesurable ; on

aurait pu supposer, ce qui paralt plus naturel : Hé) B(t) est lipschitzien de

rapport k(t) sur un domaine D(B(t)) contenant D(A(t)) et l'application
t — B(t) est mesurable ; mais cette hypothése se raméne en général 3
1'hypothése HZ) puisque (I) est &quivalent 3

da + A(t)u + B(t)/ u>f et que le graphe dans [O,T] x (H x H)

dt D(At>
de B(t)/ est la trace du graphe de B(t) sur le graphe de t -—- D(At) x H
D(ab)

dans [0,T] x H x H .
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Donc lorsque t —a—'D(At) est mesurable (ce qui est le cas lorsque t - A(t)est

mesurable) l'hypothése H;), HB) se raméne 3 1'hypothése"H2), HB)'

Remarquons enfin, compte tenu du Lemme 2.7, que H3) équivaut 3 :

Vx : [O,TJ —> H mesurable univoque, telle que p.p.t e]O,T[
x(t) € D(A(L)) , l'application t -— B(t,x(t)) est mesurable.

Dans le cas o D(A(t)) = D est fixe, H3) est équivalent 3 :

YxeD t —= B(t,x) est mesurable, et donc la Proposition 3.6
apparait comme une généralisation partielle de la Propositien 1.12 P. Bénilan [5],
et du Théoréme 1.20 A. Damlamian»[ls].

Démonstration de la EEQE§§iEiQE 3:6. On utilise une méthode de point fixe dans
l'espace E = {ue %([0,T];H)/p.p.t e.[Q,T], u(t) « D(A(t))} muni de la métrique

de la convergence uniforme ; soit S 1'application de E dans E qui 3 u

associe la solution forte (resp. faible) de

%% + A(D)v > = B(t) u(t) 5 u(0) = u

(on remarque que l'on peut se ramener au cas f = 0) ; cette équation a bien une

solution puisque t —> B(t) u(t) est mesurable (d'aprés H, et le Lemme 2.7) et

3
est majoré par :

|B(t) u(t)| < |B(t,u(t))| + k(t)lule)-w(t)] .

Il s’agit de montrer que l'application S admet un point fixe unique :

Soient Ups YUy € E, ona

t
Is u () - s u2<c)[ < jolB(T,ul(T)) - B(T,uz(f))l

t
< j k(T)]ul(T) - uz(r)l dr et donc par un argument
o oIl
classique |S ul(t) =5 uz(t)ls -7 Hul—uZ[ILOe Ve e.[b,i] .

° n 3 0 o ° e
Il existe donc ne N tel que S  soit lipschitzienne de rapport strictement

inférieur & un ,de l'espace métrique complet E dans lui-méme ; d'oli la conclusion.
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THEOREME 3.1. Soit H wun espace de Hilbert réel et (A(t)) une famille
te[0,7]

d'opérateurs maximaux monotones dans H , tels que :

HJ) Il existe une mesure dm = p dt , p majorée et minorée par des constantes
strictement positives, et w continue telles que :

Fge LZ([O,T],‘H) R /’u@e D(A(0)) , il ex<ste ¥ unique, solution forte de

v + A(t,v(t)) > g(t) ; v(0) = u_ avec en outre
dt o)

;fz_g[ + oflu |, a0 |) .

< lg
£ (dm;a) 2 (dms )
On se domne d'autre part une famille (B(t)) te [0,7] d'opérateurs vérifiant :

H,) Pour presque tout t de [0,T], B(t) est un opérateur hémicontinu, de
domaine convexe et 1l existe K e LZ( 0,T;R+) telle que :

p.p.t e [0,7] , Fu,ye DIBY) <B(t)z - Blt)y,ay> + k(t)|ay|? 50 .
Hs) L'application t —> B(t) est mesurable.
H 4) On suppose enfin B(t) dominé par A(t) :

Il existe o < —;— s ce LZ(O,T;I_?+) et d numérique croissante telles que
ppte [0,7] , Faueda®) |B(tiz| < ala(t)%%] + ett) dl]z|)

Conclusion : 1°) Pour tout fe LZ(O,T;H) et u e D(A(0)) , il existe 'u unique,

solution de
du

{ Tr + A(E) u(e) + B(t) u(t) > £(t)
(1) '

u(0) = u

De plus g—%eALZ(O,T;H) .

2°) Supposons en outre que pour le probléme non perturbé, il ya
effet régularisant i.e.

[T I1 existe une mesure dml =P dt , avec 121 positive bornée, minorée
sur tout [G,T] s 6>0 telle que :

1) fee 1’0, , ¥ v e DAO) , 1 ve €([o,1;8)

d 1
telle que v(0) = Voo (EEGI Lloc(]o’T[;H))
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%Yé-(t) + A(t) v(t) > g(t) p.p.t «[0,T] et

Idv
d

ac < lgl +w1(|vo|) (wl continue

l
12([0,T] ; dm, ; H) t2([0,1] ; dm, ; H)

o 7
fixee).

Alors pour tout f<= LZ(O,T;H) et uoe D(A(0)) 1il existe u unique solution de

du 2
(I) avec Tt el (dml) .
Démonstration : . On se raméne tout d'abord au cas B(t) monotone : on &crit (I)

sous la forme

Q4 A®D) u(t) + B(E) u(t) + k(£) u(t) > £(£) + k(£) u(t)
et notant Bl(t)x = B(t)x + k(t)x , appliquant la Proposition 3.6, on se raméne 3
étudier

L4 A(D) u() + B (t,u(t) > £(t) .

i ' - ° [] P
La famille d'opérateur (Bl(t))te [o0,1] est une famille d'opérateurs monotones
vérifiant encore HZ), H4) ; montrons que H3) est encore satisfaite : on note

—

tout d'abord que Bl(t) = B(t) + k(t)I .

En effet’ (x,y) e Bl(t) & ] (xn,yn) =3 Bl(t) X, > X,
Yoy > ¥ &= 3(xn,zn)e: B(t) X = %,
z = y-k(x, = (x,yk(t)x) e B(E) &= (x,y) = B(t) + k(t)T .

D'autre part l'application t —> B(t) + k(t)I est mesurable (puisque si
(xn(.), yn('))ne_[N est une famille dénombrable dense de sections mesurables de
' s : R(p) . .
1'application t -— B(t) , la famille (xn(.), yn(.) + k(,') xn('))nelN forme
encore une famille dénombrable dense de sections mesurables de 1l'application
t —> B(t) + k(t)I) .

On suppose donc B(t) monotone ; l'application t -— B(t)
étant mesurable, on peut d'aprés le Théoréme 2.5 la prolonger en une famille

N o
mesurable B(t) , d'opérateurs maximaux monotones.
- ° - s
+« On va étudier le probléme (I)

g% + ACt) u(t) + B(t) u(t) > £(t)

u(0) = u
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et montrer 1'existence et 1l'unicité d'une solution u a (I) ; on vérifiera

ensuite que u est bien solution de (I) ; nous allons tout d'abord montrer la
partie (1) de la conclusion. (On a dm = p dt avec O < S p(t) < ¢, Yte [O,T:[)
u_ est fixé dans D(A(0)). A cet effet nous allons nous placer dans l'espace

¥ = Lz([O,T];H) ; le probléme (/f) s'écrit

bu +Bu > £ ol les opérateurs bt et B de ¥ sont définis par

du
——=(t) + A(t) u(t) > g(t) p.p.t ;
a) (u,g)e:cﬂi & ue wl’z(O,T;H) dE

u(0) = v

b) (wgle B < p.p.t e [0,7] glt) e Ble) ule) .

L'unicité est &vidente d'aprés la monotonie des opérateurs A(t), B(t) ; il s'agit
de montrer que l'opérateur b+ B est surjectif dans 3 ; & cet effet,nous
allons montrer que cet opérateur est maximal monotone, d'inverse localement borné ;
d'aprés H. Brezis ([8] s Théoréme 2.3) on concluera d la surjectivité de cet

opérateur.

1%) b est maximal monotone : soient (ui,fi)e‘ﬁ; (1 =1,2)

T T
. d
< f - -u.> > | <o - - i b= 1
jo f2 fl, u,"uy dt > jo dt(u2 ul), u, u1> dt d'aprés la monotonie de A(t)

2 —;-]uz(T) = u,l(T)]2

et & est monotone.

Soit fe § ; on cherche ue ,u+dt‘u=f,soit u+%+A(t)u3f;

u(0) = u .
On écrit 4

dt
la Proposition 3.6.

=, A(t)u > £(t)-u que 1l'on résoud par point fixe touj’oﬁrs d'aprés

2°) B est maximal monotone.

. B est évidemment monotone ; soit f < K , on cherche ue¥ , u + Qu = f
soit
P.pP.t € [O,T] u(t) + lﬁ’(t,u(t)) > f(t) .

Nécessairement u(t) = (I + (lil(t,.))—1 f(t) et wu(t) est mesurable ; pour

vérifier que ue 6 1l suffit en fait de montrer que ® est non vide; puisque
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si g, € G‘)VO s Vo * (!?)Vo:-; g8, * v, i.e. (I+@)—1(go*v0) =V, 1'on aura

Pep.t = [O,T] lu(t)—vo(t)] < |£(e) - (go(t>+vo(t))! et donc u sera dans ¥ .

Or d'aprés Hl) il existe be Wl’z(O,T;H) et he Lz(O,T;H) tels que p.p.t & [O,T]
hi(e) e A(t) b(t). Il suffit de prendre h = - % ol g% + A(t)b> 0 ; d'aprés

H4> on aura

15°Ce,b()) ] € |BCE,b(E)}]
< o [AM%(r)] + () d(]b])

< o [n(e)] + c(e) a(lbly) .

Or t —» %o(t,b(t)) est mesurable (comme limite lorsque * —> 0 de

t — B (£,b() .
3°) & + B  est maximal monotone (B est dominé par &Y.
On ne peut pas montrer directement que ® est dominé par & dans 3% = LZ(O,T;H),

ceci @ cause de la généralité des hypothéses I-I1 et Ha) : si 1'on suppose dm = dt

et d lipschitzienne, étant donné fe fu , on aura :

Tout d'abord on note que (G’aou)(t) = '@o(t) u(t) p.p.te [O,T] et donc

[5(t) u(e)| < |B(t) u(t)| puisque
u(t) e D(A(t)) <« D(B(t))
ala®(e) u(e)| + c(t) dJu(t)|) d'aprés H

p.p.t e [0,T] , !@;ou(:)]

I/

4

al£(e) = S + cr) aCu(e)]) .

/A

On obtient alors en intégrant et tenant compte de Hl) 2

4+

[@OQISG < Za]f]}a dl(!ul;% Vfc au et done

[o I O
I® ul% < 2a|A urﬁn+ dl(lu!%{ "

Sinon, dans le cas général on montre que (@)A u)>>\>o reste borné dans ¥ ol

uk-ﬂ-cﬂ)u)‘«ﬁ@)‘ uxaf o
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p.p.t =]0,1[, fﬁ;\(t,ux(t))] < l%o(t,u?\(t))l

n

|B(t,u, ()] (puisque u, (t)eD(A(t))cD(B(t)) p.p.t)

A

o [A?(t,ux(t)l + e(t) d(fu, (0)])

du
alﬂt%%(mu(ﬁl-a%&%mkwﬂ + e(® dlu(®])

n

I8, (tuy (0] € 155 [£) | + o, @] + 2211 + 2L ecor alu, ) .
du>\ - .
Or Frid A(t ux(t)) 2 f(t) - uy (t) - B)‘(t,u}\(t)) et d'aprés Hl)’ (wQ réel fixé) :
et | 1,
—_— < |f - uy -7 ( su, (L)) + w
dt Lz(dm) A L (dm) @
By (touy ()] , < 1 lel , w2lyl, o+ Bcu el , el
- ' L (dm)

(dm) L (dm) x (dm)

1
+ == |c(.) d(fu, (D)
1-0 A Lz(dm)

. 4 , o
Soit ¢y |By(e,u, (0], < 155 [zlijz(dm) + ZIuA]L i’ 0]

— |e(.) dC]u, (. bl ,
1 ~20, A L i)

< ' ' P . 1,2
Reste 3 montrer que {u;\(t)}te [O,T] reste borné : notant toujours, be W ’

A>0
db

dt+A(t)h30

, Onl a

—;‘-g—lu (1;)--1>(t)]2 + <A(t,u (£))-A(t,b(t)),u, (£)-b(t)> + <B. 5 (E5uy (£))+u, (€) u, (E)-b (L)
< 2@ ]y, (£)-b(e) |
d'ol utilisant la monotonie de A(t) et fﬁf)‘(t)

oy (©-b(0) |2 < o, ()b [ [I£(e)] + [B,(e,b(0)| + [b(e)|] et 1'on conclut en

Q1ﬂa

1
2

notant
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EXCRICHIR A CRIGN
< a I%] + c(t) a(lbly) .

4°) (0@4-@)-1 est localement borné.

Soit donc ¢bu +®u > f ; il s'agit d'obtenir une estimation sur |u]

ne faisant intervenir que |f| % il suffit de reprendre le calcul précédent *
Ly aeu) + B(u®) > £ u(0) =y,
D 4 ACe,b(E) > 0 b(0) = u,

L& Ju®) (0|7 + <alt,u(£)-ACE,B(D)) ,u(t)-b(£)> + BlE,u(e))-B(e,b(E)),u(t)-b(e)

< lute) = bee)| [lece)|+[BCe,bCeN (] .
Soit -él-g—t lu(e)-b(e) |? < |u(e)-b(e)| [1£C)] +a|%%] + c(e) (] )] -
D'od lul, < bl + €], + olS2] + adbly el

On conclut donc que A+ B est surjectif dans I = Lz([O,'I’J ;H) et pour tout f
dans Lz([O,T];H) , on trouve donc u< W1’2(O,T;H) , u(0) = U s unique solution

de

3_2 + A(t,u(r)) + B(t,u(t)) > £(t) .

5°) On revient au probléme initial et l'on conclut & l'aide du lemme suivant :

LEMME 3.2. Soit A maximal monotone et B monotone hémicontinu de domaine

comvexe, D(B) > D(A) . Alors pour tout prolongement monctone B de B ona
A+B=4+B.

Démonstration : Ona A+ B o> A + B ; montrons 1'inclusion inverse ; soit x< D(A)

et ye Ax + Bx ; alors Y=y, tY, Y€ Ax, ¥y € Bx .
D'aprés la monotonie de B <y2-B€,x-£> >0 y £E< D(B) .

Posons £ =x + t(£,-x) ol £, D(B) ; remplacant & par sa valeur et divisant
1 1 ¢

par t>0 ,
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<y2 - B(x+t(£1-x)),.x-£1> > 0 Vglsa D(B) et faisant tendre t vers zéro
<y, - Bx, x - £1> >0 Y £1<E D(B) ; d'autre part, d'aprés la monotonie de A
<y, - Np» x*£1> >0 V(El,nl) € D(A) ; ajoutant ces deux inégalités,
d'aprés la maximalité de A , vy & Ax + Bx .,

Remarques 3.4. a) On trouve u e W (0 T;H) telle que p.p.t e,[O,i]

%% + A(t,u(t)) + B(t,u(t))  £(t) . Mais a priori on ne sait rien sur 1'application

t — B(t,u(t)) ; il y a cependant un cas ol l'on peut affirmer que cette

application est dans L2(0,T;H) : si 1'on suppose que presque pour tout ¢t ,

B(t) est de domaine dense dans H alors p.p.t B(t,u(t)) = ﬁkt,u(t)).

En effet soit x< D(B(t)) et ¥y e.ﬁkt)x : d'aprés le calcul précédent

<y-B(t)x,x-£> > 0 pour tout & < D(B(t)) , si D(B(t)) est dense cela entraine
= B(t)x .

Sinon dans le cas général si 1l'on veut que l'application t -— B(t,u(t))

soit dans L2(0 T;H) il faut faire 1'hypoth&se supplémentaire :

Hé) Yue W (O T;H) , telle que presque pour tout t de [0,T]
u(t) € D(A(t)) , l'application t —> B(t,u(t)) est mesurable.

En effet,on a en plus 1'éstimation |B(t,u(t))| < aa®(t,u(t))] + c(t) d(lul)
< al[£(e)] + [B(t,u(e))] + | U
= [le] « |1$H] -

-~

b) L'hypothése H4) est assez facile 3 vérifier dans la pratique :
il suffit de montrer l'existence d'une famille dénombrable dense de sections
mesurables 34 l'application t - B(t) ; dans la pratique (cf. [3]' Attouch-
Damlamian ; probléme de la chaleur non linéaire) on prendra souvent H = L (Q) et

-

des applications constantes 3 valeurs dans D(Q) .

6°) On fait donc en plus l'hypothése Hi)

Soit u e D(A(0)) et uoneD(A(O)) s U, T oug dans H ; soit u la

solution de
du

dt +A(E) u (&) + B(t) u (£) > £(¢)

un(o) =u_.
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Utilisant la monotonie des opérateurs A(t) et B(t) on obtient

lun-um[Oe £ }u -u l

on om
et donc u —>u dans <€([@,TJ;H) .
D'autre part g—:ﬂ + A(t) un(t) > £(t) - B(t) un(t)
un(O) = Yon

Reprenant le calcul du 3°), notant d = sup d(]un(t)l) et W, = sup ml(luonl)

nelN 1 neN
te[O,TJ
on obtient
du ~
Fral g < |£¢t) - B(t) un(t)lLZ(d )+w1 et
L (dml) )
R d
B(t) u_(t)] € 7o [2lE]ve] + 5 el
n Lz(dm? 1-2a [ I 1v2a LZ(de
dun v dun
d'od IE" ) \<,C et donc IF , £C.
L” (dm.) L([8,T] ;H)

On termine alors de fagon classique en utilisant la demi-fermeture de l'opérateur

-~

prolongement & Lz([G,I];H) de la famille de maximaux monotones (A(t;)-i-B(t:))te__l:o T]
. . 4

Remarque 3.5. Comme dans la Proposition 3.6, on aurait pu faire 1'hypothése

Hé) t — B(t)/—- mesurable ; la démonstration aurait &té en tout. point
D(A")

.identique ; on remarque encore que Hé) est conséquence de H3) lorsque t - D(At)

est mesurable.

3. Application 3 la convergence des solutions de certaines in&quations

variationnelles.

: : n o to 2
- THEOREME 3.2. Sotent (A )ne e (8") el deux suites convergentes d'opérateurs

maximauz monotones A' — A4 et B' — B.
 On suppose qu'il existe w: R —= R croissante, telle que vuz désignant
1'élément
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n
ux+A uA+B » f

on it Fmelt Vise }’fe:H 13? u; s w(|fl)
Alors A" + B est maximal monotone pour tout n , A + B est maximal monotone et

n 7l

A" +B — A+ B,

Remarque 3.6. La condition By u)\l < w (lf[) est nécessaire d'aprés Brézis-—

Crandall-Pazy [8] pour que A" + " s01t maximal monotone ; on suppose donc dans ce

résultat, cette condition vérifiée uniformément en ne N .

Démonstration du Théoréme 3.2.

a) Soit f fixé dans H et un + An ot + Y un > f
A A A A
uA+Au7\+BAuX3f .
D'aprés le Lemme 2.4, A" + B;l — A+ B}\ et donc u;: - U, d'autre part
n n n
B wy =By wl s B ol - Bl w | + [B)u - B
1 n
€ 5 luy =uyl + [By vy - B, u
et donc B- uT — B, u, ; or [Bn u] < w(lfl) ce qui entraine |B, u l $ w([fl)
A AU A ¥ q e B Ui

et donc,d'aprés B.-C.-P. citds ci-dessus, A + B est maximal monotone.

b) Soit u+ Au + Bu> f

ut + A" " + B u" > £, Montroms que u —¥> u.
lun—ul £ !un-ur;\ | + &u,r;—ul! + lu.,\—u{

. . n
Estimons lu;}—u : soit A,u > 0 et ul + A" Ul + B > £

K

L'S>".'-3

n
+ A u

=8 >
g >3
1::s>—":1

u +B u >£f .

=

. . n
D'aprés la monotonie de A

n_gn n n n -
<(f—u>\-Bx u}\) - (f u ), u)‘—up> >0 d'ol

n < , n
- u> et d'aprés la monotonie de B

n n
» Bu uu BA 1
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o] - w21 < 20w w(l£h? .

Or quand # — O , u: — u® et donc

luy - u®| < V2x w(l£]) .

On a donc Iunful < /2x w(lfl) + ]u;\l-u}‘] + lu}\-u]

1im lun—u[ s Y21 w(]fl) + luj\—u!
-+

le second membre pouvant &tre rendu arbitrairement petit avec X ; donc

u — U,
n. e

. Nous allons a présent donner quelques exemples d'applications de ce résultat :

n n

Remarque 3.7. Soient A" = 3¢ —> ¢ Mosco, et B” maximal monotone

Bn —_— B °

s ¢
On suppose qu'il existe une constante ¢>0 telle que

VYxeH V?\)O ) ¢n((I+?\Bn)-1x) < (bn(x) + cA .

n

Alors 8¢n +B" -—> 3¢ + B dans wm .

Démonstration de la Proposition 3.7. Soit fe H et u; + A" u,;:‘ *. B;: ug 2 £ ;

par définition de At = ¢

feen 67(8) > o"(u]) * <€ - W}, £ - B) o - ul>

Posons % = (I*i-?\Bn)"1 u;:
n, n n -1 n n, n -l n n.n n
07 uy) + ek 2 oT((IRBY T uh) » ¢7(u)) + <(TABY T i}, £-ul-By uy>

=}

n_n
cA 2 <=} B}\ Uy

n n .
£ uy - B. ux> soit

P

]B;\1 u;: < lf-u;I +/c .

reste bornée :
elN

n
Montrons que (uk)n
A>0

Soit ze D($) , ze D) , 2" — 2z , 00z — o(2) ; posons £ = (’I+B:?)-1zn.
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o
]B;‘1 £ < |B" £P < ]Brl1 zn] < [B? z| + ]zn-zl < c!

6™ = oP((BH Tz ) € 6™z ) e s o et E7 — (IB) 2

Oor ¢ (g ) ¢ (u)\) + <f—u§-B>\ u;\, S u\>

et puisque ¢ — ¢ , il existe o, B eR” tels que pour tout ne N

o7 +al.] +B8 20

U(EY) + aful| + 8 > <£,E7-ul> - <ul,g™ + lu;'lz + <B) &7, uj-g™>

p—_ o n £ 3. 3 . P
en utilisant la monotonie de BA 4 on en déduit 1l'estimation cherchée sur lugl

Remarque 3.7. On vérifie que ¥ x>0 R Yxen ¢((I+)\B)-lx) $ ¢(x) + cA

Soit xe H , 11 existe 0 - x ¢n(xn) — ¢(x) .
Or (I-l-llin)—lxn —_ (I+)\B)-1x et donc

$((TB) M0) < Lim ¢ ((TBM k) < Lim 6" + oh = 6(x) + ch .

PROPOSITION 3.8. Sotent An, Bn maximaue monotones ; An — 4 et Bn — B .

On suppose qu'il existe k, 0 < k < 1 et wl.) croi'ssant:e tels que

Pnemw, Vzxe D4 | 5" xl k|a" xl + wl|x]) .

Alors A" + B' — A + B dans M

Qémonstration : .Seit fe H et u;: + An un + B)\ u;A > f ,

- 0 n
Montrons tout d'abord que (ug)neN reste bornée ; soit & — & ,

ne n [o] A>e
A 3 —> A& et notons

on a donc lEn—u;] < [f—ygl .

Or o o
Iyils 671 + |a° P o+ 8" e“l < €™+ 1A% %™ + k]a” ¥ + w57 < <
et donc

5] < [8%] + [y3-£] < ecle])

Estimons [B ] £ - un -B ur;'e A" u; -et donc

n
A
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no n n
1A% u]

A A

<)
K3 lf] + IU;I + IB u;: < lfl + lu;\li + an uy

o
< lgl + [l + kA" o] +aclulD

o
d'ol (1-k) |A" u;] < |£] #+ lu;] + w(!uza)
n n no n no n n 11}
et |B; ul < B uxl s kA" ull +edu) < (el .
n n n n°
Remarque 3.8. Soit xe& D(A) ; il existe x « D(A") X =+ x,A xn — 2% .
n n° n° '
¥ 20 IBA xnl < |B xn] < k|A xnﬂ + w(!xn])
Yao [B, x|« k|A® x| + o(x|)
et donc ]Bo xl < k.IAo xl‘ + w(|x]) .

L'hypothése de domination de la Proposition 3.8 est donc conservée par passage i la

limite.

COROLLAIRE 3.1. SoZt, A" maximal menotone, V. (R :
] B monotone hémicontinu de domaine convexe, V né n
D(B) = D(A") ; on suppose : “
Tl existe 0 <k <1 et w croissante : Fnell Fxze DA
lB:cl < k{AnO z| + of|x]) .
Alors A + B est maximal momotone et A' + B —= A + B .

° as o
Démonstration : Soit B un prolongement maximal monotone de B .

Yanew ¥YxeDd@a® l'ﬁg:l < |Bx| < k]An x| + w(]x]) .

D'aprés la Proposition 3.8, A+ B — A+ B ; or A" + B et A+ B sont

égaux respectivement 3 A" +B et A+B d'aprés le Lemme 3.2.

PROPOSITION 3.9. Soit A mamimal monotone et (BY)

7
monotones, B  —> B.

une suite de maximaux

nell

' o o o e
On suppose qu'il existe une suite (xn)nf-: ne % ;;—;: & telle que ¢

0
x_ e Int D(A) et sup |B' z | < +=
o n

nell

Alors A+Bn — A + B dans 7}7
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Démonstration : Il existe p>0 et M0 tels que D(A) > B(xo,p) et |n] €M 5

¥ (E,n) e A avec lE—xol <p .

Soit (u,v) € A , [«E,n] e A avec li-—xol < ¢ . On a
<y-n,u-£> > 0 soit <v-n,u—xo+xo-£> 2.0 et donc D]vl N <v,u—xo> + M(lu—xolw) s

_.n . mn n..n n_ . _ e _gph . m_ n
Prenant u=u, ot uX+Aux+Bxul?f§\et v =f B)\uA u, ona

n.on _ n _ . n_ . n n_ n _
p]f B, uy u7\|\<a<vf4 By uy -~ uy, uy xo> +M(!u}\ xo[*'p)
n n n n n
$<f-BAuA-uA,ul-xn+xn xo>+M(Iu>\-xol+p)

g n
et par monotonie de B)\

<f -B:; u; —ug, xﬁ -xo> + <f -B;: X, -ur}:, u;l‘-xn>

7

+ M(lu? - xol + p)

d'oll prenant n suffisamment grand de telle sorte que [xn—xol < p/2-

o
o/2-|BY W < p/2(lgl+[ulD) + (Ju]l+|x_)(J€l+]B" =_|+|u]])

+ M(!ug-xol+o> .

n o] n
s = + + .
3 notons Yy b4 A xn B)\ X

5 s n
Reste 3 estimer (u)\) s

neiN
A>0
On a lxn—xols p/2 et donc ]onn! <M, d'ot ly;h < Ixﬁ‘l + M+ ]Bn xnl .

D'autre part fe u;: + Au;: + B;f u

>"g

e 3 n
et utilisant la monotonie de A et B7§ :

Ixn—uI; - < <y;?—f ',xn-u;:> soit
)
lxn_ur;I » lyg\l_fl - lu;‘i < 2fx | + M+ |B" x |+ [£] .

On a donc finalement :: il existe No tel que ¥n > N Yaso 'BI;\ ur;\l sw(lfl,) .

COROLLAIRE 3.2, | 4 maximal monotone, D(A) = H .

B" — B dans M ; alors A+B" — 4+8B.
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La démonstration est évidente : 1l suffit de prendre X = D(B) ; il existe
o
. n o
une suite (x ) telle que x_. —> x et B x =— B'x .,
n’neN n o] n o]

PROPOSITION 3.10. Soit A" —= A dans M et B' — B dans M ou B', B

sont des opérateurs monotones lipschitziens de constante a>0 indépendante de

nel ; alors A" +B' — 4 + B dans m .

Démonstration : Soit y e« (A+B)x ; alors y - Bx & Ax et puisque A" — A

5 s n n n
il existe (x ,z ) e A" tels que :

n n

X —> x et 2z ——> y-Bx.
>+ e
n n n._n n n,..n
Posons y =2 + B x alors y « (A™+B )xn et

n.nn

]

ly -yl
et donc yr1 — y .

~ 3 . n o
Remarque 3.9. Ce résultat contient le Lemme 2.5, puisque B~ —> B entraine

BI;\ — B, et les Br;\ sont lipschitziens de rapport % indépendant de ne N .

; ; 2 . n
Une question qui se pose naturellement est la suivante : soit (B )nelN une
suite d'opérateurs monotones lipschitziens convergeant vers B monotone

lipschitzien ; la convergence a-t—elle lieu uniformément sur les bornés ¢

Nous allons 3 présent, grdce aux résultats précédents, donner quelques
exemples de suites convergentes d'opérateurs maximaux monotones et en déduire la
convergence des solutions des inéquations variationnelles associées 3 ces

opérateurs.

Exemple 1. H = L2 « .

. n .
On se donne une suite (B )nelN de graphes maximaux monotones,
n

g — g, g™(0) 30 .

Soit A" = - 5 + "

D(An) ={ue HZ(Q) N Hi(&z) 3 _:]ve LZ(Q) v(x) = Bn(u(x)) p.p.Xe R} .

A=-A+38

D) = {ue BB@ N E®@ ; Jve 2@ v@®e 8u®) pp.x 2.

|z +B % —y] < Izn—(nyx)!.,+ le—annl <. ]zn—(y—Bx)l + le-—an[ + a!x-xn

I
{
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Alors An -—> A dans M .

A . n <
Démonstration : On a An =B + C oi B

,B=<-4 @) =HQAHL) , est

maximal monotone dans LZ(Q) et Cn = 39" , <I’n(u)- = j jn(u(x)) dx et
Bjn - g" Y/

Prenant jn telle que jn(O) =0, ] telle que j(0) =0, jn —> j au sens

de Mosco, d'aprés la Proposition 3.4, " — @ au sens de Mosco
(o8 2(w) = [§(u(x)) dx) et done C" = 20" — C =20,

Soit fe Lz(ﬂ) et u;l + Bu;: + C;? u;: » f dans LZ(Q) soit
n

n . n
A-Au +6, u, > f p.p. xefl .

Multipliant par B;} u;l et intégrant sur O

o g2 P _ n.n .
jg A8y dx «J Au)\ x uy dx + J 6% W% ax = JQf.BA u, dx .
Or H. Brezis [10] , on a ‘jAu;?.S;l u; dx > 0 (formellement égal a

1
jlgrad u;\ll2 8; (u;:)dx > 0) et donc

< £l ,
L ()

”B)\ u)\” 2( 2)

D'aprés le Théoréme 3.2, on a donc A" — A

COROLLAIRE 3.3. Avec les mémes notations, fI* convergeant vers f dans LZ( Q)

on désigne par u, et u les solutions respectives de
-0+ 8N s fn Q - bu + Blu)s f
' =0 u/p =0

Alors u, — d dans Hl.'ﬁ) (et dans w—H?'(Q)) .

Démonstration : Tout d'abord notons d'aprés H. Brezis [10] , les solutions u

; s . n .
et u existent et sont uniques ; on a donc fe Au et puisque A" —- A i}
g n n n n n
existe (v ,g )e A tels que v — u et g — £,
n n
- a4 B Wwo f 0
d'ol tenant compte de la monotonie de B

- A+ g v s gn
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—J A(un«-vn) R D an«gn.un-—vn dx

ulun“ n122 € Jlgrad(un-vn)lz dx < 'fn-gn 9 * Iun-vnl 9 v
L™ (%) L L
Donc [u" " 2 € &1' lfn"gnl 2 et u -—> u dans H= LZ(Q) .
L™(®) L)
Or toujours d'aprés [10] on a [Aunl 9 < lfnl 2 < C .
L7(Q L™ ()

Donc (un) est bornée dans HZ(Q) et donc u' — u dans Hl(ﬂ) .

nelN

Remarquons qu'on aurait pu directement montrer ce résultat, en &crivant que
J jn(v) dx > J jn(vn) dx +J £+ Ay veu” dx s
f Q Q

en vérifiant comme précédemment que (Aun)ne reste bornée dans LZ(Q) , et

IN
utilisant le fait que " — ¢ au sens de Mosco dans LZ(Q) , passer 3 la

limite sur cette inégalité.

Exemple 2. H = H“l(sz,)

: : n .
On se donne toujours une suite (B )ne:IN de graphes maximaux monotones,

% s B avec en outre R(Bn) =R(B) =R .

B

n

Soit A% = - AgP

D(An) = {u e.H-lﬂ Ll ;3 weHi(Q) w(x) e Sn(u(x)) p.p. xe }
A=- AR

D(A) = {ue:,H“l N L1 ;jwe HZ;(SZ) w(x) € B(u(x)) p.p. x  Q}

Alors A" — A dans m .

" y n y ’
Démonstration : Pour montrer que A — A 1l suffit de montrer que

(I+An)-1f — (I+A)—1f pour tout f dans un sous—ensemble dense de H ; on va
prendre ici £ dans LZ(Q) qui est bien dense dans H—l(SZ) ;s soit denc £ fixé
dans LZ(Q) et ut - ABn u 3 £

u-ABu> f 5
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c'est-a~dire qu'il existe Ve Hi(ﬂ) Ve Bn(un) p.p.X , il existe ve H(];(Q)
ve B(u) p.p.x tels que :

n n <. s 4

u ~Av =f, u=-Av=1f ol sous une forme Equivalente en

posant

Yn = (Bn)*l Y = (8)“1 Yn(vn) -t f , Y(v) - Av=f ;

Or puisque f est dans Lz(ﬂ) , on a en fait V= H2 N Hi(ﬂ) et 1'on est ramené
3 l'exemple précédent ; puisque 8" — 8 ona yn —= Y et donc v, —> vV
dans Hé(ﬂ) et dans w- HZ(SZ) 3 or uWl=f+ Av® u=f+ Av et donc

u® — u dans H“I(Q) .

COROLLAIRE 3.4. Soit ¢~ —= ¢ au sens de Mosco 3 on suppose Ds") = D) =R

Sott ve Hi(s‘z) tel que | d(vix)) de < +° ; 11 existe alors une suite (vn)neﬂv

telle que, Fnem e gim), J(bn(vn(m)) de< =, v — v dams H() et

J(ci»"(v”(x)) dz — J o(v(x)) de .
Q Q

n

Démonstration : Tout d'abord on se raméne par un argument classique au cas ol
*
n . n ; :
¢n » ¢ 20 ;3 ¢ (0) =¢(0) = 0 . Posons 3 ¢ ’ Bn = 3Jn ; avec les notations

précédentes on a

A" = - 28" = 35" on o%(w) = Jf Pu@) dx we B ALt Py ett
Q

A=-78 =233 +o ajlleurs.

n*

Puisque ‘¢n — ¢ , on a jn = ¢ — j = ¢ et donc 8 — B ; d'aprés ce
qui précéde, on a donc A" — A et remarquant que A0 = A0 = §“o =30 =0

¥
on conclut que 3% —> § (Théordme 1.1). Or d'aprés [2] la fonctionnelle §"

est définie sur Hi(Q) par

* *
5 ) = JT i) ax =J ") dx ve H@ , ¢"me L@
Q Q
+ o ailleurs.
*
Et d'aprés le Corollaire 1.3, 3" — ¢ au sens de Mosco 3 remarquant que la
o

seule condition imposée sur ¢n = j est d'@tre partout définie on conclut en
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*
exprimant la convergence s+scs de §n vers §* dans Hi'(ﬂ) .

Exemple 3. H = L2 () (2 ouvert régulier Borné).

Soit (Bn)nem une suite de graphes maximaux monotones, B" -~ B8 et

Anu=—Au Au = -~ Au

DA™ = {ue HE@) ; «%%es“(u)} D(A) = {u< HE@) ; -%%E:B(u)}.

Alors A" — A dans m .

= . « 5 . n s
Démonstration : D'aprés H. Brezis [9] » On sait que A, A sont maximaux

monotones dans LZ(Q) .

Soit f e LZ(Q) fixé et

u - Au =f Q u=-Au=f¢f Q
n n

I I
“s-l?-eﬁ (un) r -—3?1-63('.1) [

Il s'agit de montrer que u —> u dans LZ(Q) .

On transforme le probléme : soit u, tel que u - Auo =f Q
u°/F =0 .
~n "~
Posons u_ =u_-u et u=u-u
n n o o
i -M =0 @ U-M=0 Q
n n '
an, |
n n,~ du .
-a—n—fB(un)sg T ‘E*B(u)sg T

du .
oi l'on a posé g = - yn—o-eﬂl/z(l‘) 3 la convergence de u ~vers u dans

Vs

2 P — 5
L7(R) est évidemment équivalente & la convergence de 'Kn vers U dans ce méme

espace.

-~

On va alors se ramener 3 un probldme dans Hl = L2(1")

Soit @ 1'opérateur D(Q) = {voé‘— H1/2(I‘)__ H -g% €L2(P) oi v - Av =0 -Q}
V/I, =v,
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Alors Gn solution de (II)n (resp. ¥ solution de (II)) est équivalent 3 ﬁ'n/
T
(resp. i‘i/r) solution de

(III)I.1 (Q.(vo) + Sn(vo) > g dans LZ(I')
(resp.) (II) Qv ) +B(v) =g dans 2@ .

Il s'agit donc de montrer que la solution de (III)n converge vers la solution
de (III) dans Lz(I‘) lorsque n —> +* ; nous allons & cet effet appliquer le
Théoréme 3.2;puisque 8" — B , son prolongement 3 LZ(I‘) est aussi convergent;

-~

montrons & présent que l'opérateur (] est maximal monotone dans LZ(I‘) :

a) (1L monotone

Puisque (L est linaire soit & montrer que Vvoe: D () <(5Lvo,v0> >0 .

Soit -Av + v =0 ; mltipliant par v , J - Av.v +J lvl2 = 0 et puisque
Q Q '

V/I‘ ok

v est dans Hl(Q)

2 : 2 oV
|grad v| dx+le| dx=j ——.vdx=Jav w_dx .
JQ Q r on r © ©°

5 2
D'ol <(4.vo,vo> = v 1 > oclvolzz

H™(Q) L°(T)

b) (@ est maximal.

Soit ge LZ(I‘) ,- on cherche ve LZ(I‘) v+Qv =g ; 3 cet effet on

introduit la fonctionnelle suivante sur HI(Q) s
blu) = 3 |grad u|2 + lu[z dx + -]'--|u|2 - gu do(x) .
2 2
9] r
Cette fonctionnelle est strictement convexe, sci, coercive sur HI(Q) et atteint

donc son minimum en un unique point u qui comme on le vérifie de fagon immédiate

est solution de

-~Au +u=0 sur Q au sens des distributions

et J -23 . V=U +J v-u.u-g do > 0 Vve Hl(ﬂ)
r °n P
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od j g_:x v-u est pris au sens de la dualité <H_1/2(1“),H1/2(I‘)> .
T

On en déduit J- (u~g+ g—ﬁ-). w do(x) =0 V we H]'/Z(I‘) et donc
T

u-g+ 2—;% = 0 , ce qui entrafne %ﬁ- €L2(T)
On a donc -~Au +u=0
u s oo oes . )
W g g ce qui signifie u/l.. solution de vi+Uv = g
1/2 2
- ™, 'g-%eL (ry.

c) Soit v; + (Q(v;) + 3;(\7;) =g ol g est dennée dans Lz(‘r) § mult‘ipliant

cette égalité par B;(fv;) il vient (on sup"p‘ose pour simplifier 81(0) > 0) .
» n _n,n e awx n, n n_n2 n._n
Jrv)\ 'BA (v)\) dx +Jr -a?— . B}\(v}\) dx + JFIB;\ VA[ dx = Jrg.gk vk dx

n n
WA *Aw)\ ~ 8 n,n_n
ot ce qui entrafne - dw, By W dxs 0 soit en
wn - Q
”1‘ A
intégrant par parties
n' n n; 2 3“)1\1 n, n . on
0< | B, Gu)|gradw | dx < — . B, (v.) dx (on opére d'abord pour B
Qb A A 3n * PA ' A

r

régulier, puis on passe 3 la limite facilement) ; on en déduit finalement

8™ 7 < g :
A A LZ(I‘) LZ(P)

d) D'aprés le Théoréme 3.2, on a donc @+ Bn — O+ 8 .

~ n, ~ ~ n
or a(un/r) + B (un/r) >g Q@) +RW/i)>8 -
I1 existe donc v, =% ?f/r dans LZ(F) > 8, > 8 dans LZ(P) tels que
n .
QAv) +8(v)=> g, .

' & ~ - o/ - - ~/ - «
D'ol <ﬂ(un/r vn), un,,r v > < <g gn,unlr vy
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A~ ~ 2

ald -vl < lg—gl et donc u —u/. dans L°(') ,
T

n/P n LZ(F) n LZ(T) n/F

D'autre part | Q(t’l’n/r)lz + < O,(Kn/r),Bn(Gn/rb = < Oz(ﬁ'n/P),g>

n & § n
et tenant compte de < (3, ),B (4, }> > 0 (que 1'on montre en régularisant B

4
n/]., n/P
~ au
et en passant i la limite) on obtient | QG _, )| = l-—-t}-l £ C
n/P on LZ(F)

Y e ~ '
On a alors revemant & U_ et 4, en multipliant - A(Gn'ﬁ') *u -u=0par -A(U ~¥)
n

~ U
N e ~ 2 ou n o~ ~ A ~
| a%_=4%| + ¥ *<J X B Y -, <clf, — 0.

Donc ﬁn —> U dans Hl(Q) et u > u dans Hl(ﬂ) ; on peut é&noncer ce

résultat un peu plus précis :

COROLLAIRE 3.5. Soit B —» 8 dans L'ensemble des graphes maximaux monotones

de R et sotent U, U les solutions respectives de

u - =20 Q u - hu =20 Q
n n

Bu,n n du
"a—n——ﬁs (un) T --é;zeﬁ(u) T

Alors wu, —> u dans H“Z(Q) (et Aun —> Au  dans L2($2))

Exemple 4. H = LZ(Q) 8 ouvert borné de R" , possédant la propriété du
segment.
1,1 2 1
J(grad u) dx ue W0 Q) N L) s J(grad u)e L7(Q)
Q .

Soit QJ(u) =
+ o ailleurs

oii J est convexe de R" dans [O,+°°[ s J(0) = 0 et coercive ; d'aprés
H. Attouch et A. Damlamian [2], ¢ est convexe, sci, propre sur H = LZ(Q) et

son sous—-différentiel est défini par

AJ = 8<I>J = {(u,f) ;ue Wi’l(ﬂ) N LZ(Q) , f LZ(Q) tels qu'il existe we(Ll(Q))N

we 3J(grad u) p.p. @
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f ==divw et J {u.f + w.grad ul dxs 0O} .
Q

D'autre part étant domné v e LZ(Q) -

o (v) = Min J J*(y) dx .
{ye(Ll(Q))N @
-divy=vw

On se propose d'étudier la continuité de l'application J - AJ .
Nous aurons besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 3.11. Q ouvert borné de [RN .

Soit ¢n » ¢ convexes, sci, propres de H?N dans ]-w,#{[ s telles que

¢n —> ¢ . Alors les fonetionmnelles
o (w) = JQ 0w de ue @@, ' e o)
+ ® atlleurs
o) = || oW dr e )", stw < 110)
+ @ ‘ atlleurs |

vérifient également : 3" — ¢ dans (LZ(Q))N .

. 3 5 n ' ;
Démonstration : Les fonctionnelles ¢ , ¢ sont convexes, sci, propres sur

(Ll(Q))N ; on vérifie d'autre part que 1l'on peut se ramener au cas ¢n >0,
¢n(0) = 0 ; enfin, d'aprés la Proposition 3:4 <I>n — & dans (L2($2>)N :

a) Condition (W-SCS)

Soit (f ) f dans (L]'(Q))N ; i1 s'agit de montrer que.

n(k)'keN ° fn(k)

. » n(k)
J;;b(f) dx < lim JQ‘P (fn(k)) dx .

on ) = gk

£ et

Posons fn(k) = K

soit (ae>e>o , une famille de fonctions dans D(R) , 0< a€\< 1, et a, - 1

partout quand € —> O .

Soit (pe'>e">o une suite régularisante de noyaux de convolution ; (i.e. oor 2 o,
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pe,(x) dx =1, et Supp P B(0,e")) .
ERN

s . P N
Posons ..fk,a,e" (fk.oce) %* p_y 3 Ona évidemment fk’e’g.e (D(Q)) et Y e>o0 s

N
Vge @) ,
J fk.aeog dx —> J f,oa.g.,g dx puisque g0, = (Lm(ﬂ))N 3
Q k>too Q )
d'autre part

¥ <0 3 Y e'>0 (fk.oce) % 0 — (fsoe,g)-x- Pt et

Vxe @ (fk@ue) * pa.(x) — (feoz,e) * pe,(x) d'aprés le lemme suivant :

LEMME 3.3. Soit h = —- h dans w-r'®) et soit o un noyau de convolution
dans R .
Alors h *p —= hxp dans ot ®Y) et Vzer" h,x plx) —> hx olx),

Démonstration : Soit ge L (IRN) donné,

j (b x o) (x) g(x) dx =J g(x) (J h_(y) o(xy) dy) dx -
" r" "

On vérifie que 1'on est dans les conditions d'application du Théoréme de Fubini et

donc

J (h_ * p) (%) g(x) dx =J‘ h (y) (J g(x).p(x-y) dx)dy =J hn(y) G(y) dy
R" RN rM RN

od G(y) =j g(xty) p(x) dx est dans L ®") puisque |6(y)] < [lgl, Vyer® .
N :
R

Donc puisque h ~—- h dams Ll([Rﬁ,) . Jhn(y) G(y) dy — Jh(y) G(y) dy , ce
qui exprime la convergence de hn* o vers hxp dans w-L’l(lRH) . .
D'autre part hn * p(x) =J hn(y).p(x-y) dy —> | h(y) p(x-y) dy puisque

RN rN
1'application y - p(x-y) est dans Lm(lR")

Suite de la démonstration de la Proposition : Plagons-nous & € et €' fixés ;

notons fk = fk,e,e' et £ = fs,e' y on a
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£, — £ dans w-r @)Y et Yzen £ = £ .

Notons tout d'abord J ¢k(fk) dx > Jd)l;(fk) dx V>\>O , ol ¢1; est la
Q

~ - ; ; ; N
régularisée Yosida de ¢k ; on sait, corollaire 1.3, que pour tout x de R

k o = = s
X — ¢>\x uniformément pour x borné; soit xe@ tel

k - '
¢}\x —_ ¢)\X ,» et donc ‘b)‘ ke

qle 50" = £() .
ona  45(E () - 0 EGN] < |05 (E, @) = 6, (F )| + [, (F, ) - ¢, (EG)]

ssup [05(8) = 0, ()] + [0, (£, ) - ¢,(EG)]

{ l«_‘;lssup. [fk(x) |}
kelN

et done d)%f(fk(x)) — 0, (E®) p.p.xe? .
D'aprés le lemme de Fatou, ¢, (£(x)) dx £ lim ¢k(f- (x))dx < lim ¢k(f (x))dx
Q A — ANk — Ja k
et puisque ¢,t¢  lorsque A =+ 0, d'aprés Beppo-Lévy
J $(£(x)) dx < Egj o% (£, () ax
Q Q
v ' . k k
Donc €,e' >0 d((foa )%xp Jdx < Lim | ¢ ((f .0 )*xp_,)dx .
a € > = 1 > £
Or J cbk((fkm Y*p_,)dx < J ¢k(fk.oc )* p_, dx
€ € & £
Q : Q
< J' o5 (.0 ) dx
£
Q
et puisque ¢k(0) =0, ¢k >0, 0= o <1, ¢k(fk°a€) < ¢k(fk) R

par conséquent Va,e' >0 J ¢((f.oz,e)* pe,)dxs limJ ¢k(fk) dx .
Q Q

. . _ ' ' N ;
Faisant tendre €'  vers zéro, (f.ae)* Per —> f.oze dans (L]'«(Q))l et toujours

d'aprés Fatou

J $(£.a )dx < ;_l_xgj % (yax .
Q € Q

Faisant tendre € --> O , notant que f.ae — f dans (I_.]'(Q))N , on conclut

d'aprés le méme argument :
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b) Condition s=SCI.
§ n 1 N
Soit ue D(.<I>‘) ; on cherche (un>ne=_1N s U € D($) , U, > u dans (L7(R))
et é(un) — §(u) ; avec les notations précédentes, 1= (u'aoi»e)* Pe —> u dans
(Ll(Q))N quand € —> 0 ; or u < (D(-Q))Nc: (LZ(Q))N et sachant (Proposition

3.4) que 8" —> ¢ dans (LZ(Q))N , pour tout €>0 , il existe une suite (“Z)nem

dans (LZ(Q))N telle que U - u \&.ans b(_Lz(Q)N et

n - .
Jgtb (un,e)dx o o chb(ue)dx

or u. — u dans (Ll(Q))N et J¢(u€)dx=J¢((uoae)* pg)dx d'ol
' Q Q

) J¢(u8)dx S‘J-Mu)dx .
Q Q

€0

D'autre part, d'aprés le Lemme de Fatou, puisque U — u
J d(u) dx < 1imJ ¢ (ugddx .
Q Q

Donc j¢(u€)dx — J d(u) dx .
Q Q

Appliquant alors le Lemme 1.4, on en déduit l'existence d'une suite u telle

n,&(n)
que

un’e(n> —> u dans (LI(Q))N et

‘ n
jﬂd) (un,e(n)>dx —_— Jgdb(u)dx .

PROPOSITION 3.12. Soient J°@ : B' — [0,+_°°[ convexes, continues, JHo) =0 3

, N , , ,
on suppose que les familles (" )n ey €t (J ‘)ne  Sont coercives, uniformément

par rapport & nell ; alors A — A

J
. &/ 2 -1 -1 2
{(Z.e. fe L7°() (I+AJn) f — (I+AJ) f dans L7(9)).
Démonstration : Posons u = (I+A n)_lf , £ fixé dans Lw(Q) ((Lm(Q) dense dans
J
LZ(Q.)) . 0Onaalors u_+ A _u > f , soit
n o on

n n» _
<I>. (un) + ® (fdun) = <un,f—un>
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n n* 2
0% ) + @V (Emu ) + fu [T = <fu > () .

5 . 2 *
D'oG 1'on tire lunl $C, <I>n(un) £C, o" (f—un) < C, avec C constante

positive indépendante de nesWIN .

<I>n(un) = j
n n*

- div wo= £ - u_ 5 temant compte de la coercivité uniforme des J et J

Jn(grad un)dx et: @n*(f—u ) =J Jn*(w ydx avec
Q B Q n

b

les suites (grad un)ne.lN et (wn) sont relativement compactes dans (Ll(Q))N

nelN
(cf. [:2:[) ; tenant compte d'autre part de l'injection compacte de Wl’l(ﬂ) dans

Ll(Q) , 11 existe une sous-suite (u_ )

telle que
"k

kelN

u - u dans Ll(Q) et dans w—Lz(Q)
k

grad unk — grad u dans w—Ll(Q)

w —~ w dans w-Ll(Sz)
P

D'aprés la Proposition précédente, utilisant la condition scg, on aura passant 3

la limite sur (%)

J J(grad u)dx +J J*(W) dx +J lulz dx < J f.u dx
Q Q Q Q

et puisque ~divw_ =f ~-u_, 3 la limite -divw =£f - u ; tenant compte du

fait que ¥ (f-u) < J J*(W) dx on conclut
Q

®(u) + ®*(f-u) = <u,f-u> soit u = (I+AJ)-1f .
Donc toute la suite converge, et (I+A n)-lf — (I+AJ)-1f dans Ll(Q) et dans
2 J
w-L7(Q) .

D'autre part tenant compte de l'estimation [|(I+A n)—lf" - < [£ll , on conclut
) L=

J L (&
5 P 2 "
3 la convergence des résolvantes dans L7 (Q) , puisque u ~> u p.p. xe et
les u restent dominées par une constante (intégrable puisque f est borné) ;

cette estimation supplémentaire résulte du résultat suivant :
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LEMME (P. Bénilan). L'opérateur Ay =08, vérifie un principe du maximum :

soit utagu >v g alors, v< k ppxed => u< k p.p.rxel .

Démonstration : Remarquons tout d'abord (en posant 4>1(r) = ¢ (-r) et changeant

en =-k) que ce principe du maximum entraine :

Iv! < k p.pXxeE —> lu|\< k p.pxe

et donc ]ulm\<_lvlm .

I1 suffit de montrer que J (u=k)(v=u) dx > 0 ; or

wk
j (u=k) (v-u)dx =J' (u—Tku) (v-u) dx ol Tkr = € ek
wk Q >k
=J (u—Tku) 8§J(u) dx
Q
> QJ(u) - §J(Tku) ,» quantité qui est bien positive.

Nous allons terminer ce paragraphe par quelques résultats concernant la

convergence des solutions d'inéquations variationnelles paraboliques :

une sutte de fonctionnelles convexes, sci,

” n
PROPOSITION 3.13. Sotent ¢, (¢ )ne.W

propres de H dans |—e,+s| on H est un Hilbert ; on suppose

n

() ¢ = ¢

(i)  f, — f dans L°(0,1;H)

(222) u —> u,  avec sup ¢>n(uo ) < +w,
%n nell n

On désigne par u, (resp. u) la solution de

Etﬁ + a¢”(un) > fn 3 un(O) = uon
(resp.) % + 3¢(u) » f 3 u(0) = U,
- dun du 2
Alors u, —> u dans %([O,T:I;H) et T N T dans w=L (0,T;K) .

De plus A" = %75 + adin — A= %E + 3¢ dans l'ensemble des maximaux monotones
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Démonstration : On se place dans % = L (0,T;H) et 1l'on pose

n

B" = Elﬁ:— avec D(BM) = lue W (O T3H):u(0)su é‘}“(rasp.“B: ivs)
- _

o™ (u) =J o™ (u(t)) at , " = 30" (resp. & = ...)
o

Montrons que l'on est dans les conditions d'application de la Proposition 3,7 .

2 n s n = ’
L'opérateur B~ est maximal monotone et B —> B : cela découle directement du

calcul explicite de ses résolvantes ; soit ve %
n n,-1 -t/A £ 1/x(s-t)
v, (£) = (I+AB ) Tv(t) = e u o+ l/kJ e v(s) ds .
n 0

D'autre part o™ est convexe, sci, propre sur o et l'on obtient la majoration
(cf. H. Brezis [8])

o™ ((1+aB™ Lv) < A o ) + 0N
n

Puisque o™ converge vers ¢ au sens de Mosco (d'aprés la Proposition: 3.,4) on

déduit (Proposition 3.7) :que

A" = B + 30" — A =3B + 50 (soit formellement %:- + aqf‘ —_ %:— + 239).

Ona fe (%-E + 3¢)y. i.e. fe Au ; il existe donc (An ~> A) une suite

n n n_ .n
v. —> u dans ¥, g — f dans ¥ avec g €Au ;

dv
o + a¢" (V)sg

du

T +a¢(u)sf

ce qui entraine lun—vnlw.s [fn—gnll ; donc u > u dans LZ(O,T;H) .

D'autre part dt + 8¢ (u )2 £ un(O) =u entraine
n
n
S < 127+ At < ©
t o
2
L
2 g [F du, du
Enfin ]u (t)=u(t) | 2]u n— ol +jo<un('r)-u(’r), (1) - (0> dr .
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1 2 1 2
Flu_(B)-u(t)|* < glunc-uol + 2C[u_-u| ,

L
du” du 2
ce qui entraine u —>u dans <%(0,T;H) et T b o= dans w-L"(0,T;H).

Exemples : Il suffit de reprendre les exemples traités :

1°) Soient g — 8 5 fn —> f dans LZ(O,T;LZ(Q)) et U - u dans
n
LZ(Q) avec ¢n(uo )£ C (ot ¢n(u) = %-J !grad ulz dx +J jn(u) dx) , et soient
n Q Q
u,u le solutions respectives de

n

du” _ , n n, n n du _

H-E_ Au” + B (u ) > f E? Au + B(u) > f

n - &

“/lo,f)xr = © */o,f] x1 = ©

un(O,.,) =u u(0,.) = u -

n
2 du du 2 2

Alors u —u dans C@([O,'I‘] s L7°(Q)) et EEB' = o dans w-L"(0,T;L7(R)) .

2°) Soient 8% —> B (R(B™) =R(B) =R) , f_ —> f dans L%(0,T;H ~(2))

n
et u —> u_ dans H-l(Q) avec Jjn(u Jdx € C et soient u_, u les
) o o n
n 9] n
solutions respectives de
n
du n_ du _ -
E-E-— AB un = fn a—t— ABu £
u"(0,.) = u(0,.) =
s ] uo 9 e - uo °
n
-1 dun du 2 -
Alors u > u dans ‘@(I:O,T];H () et T @ dans w=-L"(0,T;H “(2)) .

3°) Soient g — B p fn —>~ f dans LZ(O,T;LZ(Q)) s U, T oug dans
n

LZ(Q) avec <!>n(uo ) £ C (ot d)n(u) = %—J ggrad ulz dx +J jn(u) dx) et soient
n ' T
S

u,u les solutions respectives de



Alors

Remar

."8[}»«

n
du n n du
- M =£ e x[o,1] qc " M=f  ax [or]
—auna(sn(un) rx [0,1] - 22 o au) r x [0,T]

au 4 Bu = t]

n
u (0,.) = U Q u(0,.) = u Q

n
du

u > u dans <€(O,T;L2(Q)) et EEE —_ g%- dans w—Lz(O,T;LZ(Q)) .

que 3.10. On pourrait dans les résultats précédents supprimer la condition

n
6" (u,

donne

forte

) £ C ; mais la convergence de u vers u me serait pas aussi forte.
n
Nous allons & présent montrer le résultat suivant, qui comme corollaire
ra (en particulier) des renseignements sur la convergence des solutions

s d'inéquations variationnelles paraboliques du type

dun n
Ic * % (t,un(t)) > fn(t) .

THEOREME 3.3. Soit A monotone de graphe faiblement fermé et (Bn)neﬂv une suite

s . ” .
convergente d'opérateurs maximaux monotones, B —> B dans M ; soit fh - f

dans

H ; on suppose qu'il existe pour tout ne Wl , u, solution de

0 .
Aun +Bu, > fh et tels que

sup lu, | < +=, sup |Au | < += .

nellV nelV
Alors, toute valeur d'adhérence faible u de la suite (un)neﬂv vérifie
Au + Bu » f .
e : : n
Démonstration : Notons u_ —= u dans w-H et n e Au , £ -%n € Bu avec
n n n n n n
en ou

tre n_ —> 0 dans w-H ; puisque A est de graphe faiblement fermé, on a

ne Au .

; n §
monotonie de B aux points u et &

Soit (&, y) € B et (& 5y)eBn s & = &£ et y_ —> vy ; écrivant la
n’'n n n

n

< - - u - &£ >320 d'ou
fn " ™ Yn 2 Yy gn
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<f - Y,u - & + <n,&> > lim <T1n,un> .

Or <nn = Mu - u> > 0 d'aprés la monotonie de A ; par conséquent
lim<nn,un> > <N,u> et reportant dans l'inégalité précédente, on obtient

Y (E,y) e B <(f-n) = yv,u - & > 0 et tenant compte de la maximale

monotonie de B, £ -me Bu ; u est donc solution de Au + Bu s f .

Si on a en outre unicité pour cette derniére équation, on obtient que toute la

suite (u)) converge dans w-H , la 1imite_étan'£ solution de cette équation.

n'nelN

COROLLAIRE 3.1. Soient (¢") $ une suite d'intégrandes convexes normales

nell ?

sur H , et (Qn) 3 les fonctionnelles associées sur H = L2(0_,T;H) 3

nell ’

" T
(Z.e. 8 (w =J

T
‘Pn(t,u(t))dt , 3(u) =j é(t,u(t))dt) ; on suppose
o) )

a) 3" , T sont sci propres sur JH et 33" — 3% dans K-

b) Pour tout nelNl , 11l existe u, solution de

du

n n . =
a?-(t) + ¢ (t,un(t)):s fn(t) 3 un(O) = uo

(ou f‘n et u,  sont donnés, fn — f dans £ ) avec en outre

" dun ”
sup || = < 4oy
nefi 4 'R
alors u, converge faiblement dans WZ’2(0,.’Z’,-H) et sa limite wu est solution
forte de g—%(t) + 8¢ (t,ul(t)) » f(t) ; u(0) = u, .
Démonstration : On applique le Théoréme 3.3 en se plagant dans 1l'espace
* = L2(O,T;H) . On prend d'autre part A = -3—1-:- avec D(A) = {ue Wl’z(O,T;H} s
u(0) = uo} et BY = 23" » B =030 ; compte tenu de la Proposition 3.3 1l'dquation
d"11'1 n
—— . - 1= 1
It + 3¢ (t,u(t) » fn(t) : un(O) u  s'éerit
n
Aun + B u > fn dans ¥ .
dun

Notant que “un" - < ]uol + /T “a_t_"}f, et que l'équation

L (0,T;H)
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é—%—)«r 3¢ (t,u(t)) & £(t) ; u(0) = u admet au plus une solution, on conclut i la
convergence de u,  vers la solution u de cette équation (et donc 3 l'existence

de la solution du probléme limite!).

Exemples : 1°) La condition Bén — 3} est vérifiée si (cf. Proposition 3.4)

a) p.p.t d)n(t:,.) —> ¢(t,.) (au sens de Mosco dans H) .
%o ¥

u T U, v, = v,

b) il existe (u nelN ° 0

n)ne N’ (Vn)

n
vn(t)e: R0 (t,un(t)) p.p.t , v(t) € 9¢(t,u(t)) p.p.t.
2°) Cette méme condition est vérifiée si §n et & sont propres et

a) p.p.t ¢n(t,.) converge en croissant vers ¢(t,.) .

+
B Ja>0, J18el0,mRY) , ¥nen o™(t,x +ox|? + 8(e)> 0
p.p.t e]O,T[ .
I1 suffit de remarquer que sous l'hypothése b) les fonctionnelles <I>_n et ¢ sont
sci sur ¥ (Proposition 3.3) ; d'aprés Beppo-Lévi, on obtient que <I>n(u) croit
vers ®(u) pour tout u dans ¥ , et donc, que <I>n converge vers ¢ au sens de

Mosco dans ¥ (ce qui entraine que 8CI>n ~> 00 d'aprés le Théoréme 1.1).

ADDITIF CH.III

. 2
Opérateurs maximaux monotones, locaux, dans ¥ = L°(0,T:H) .

(H désigne un espace de Hilbert réel séparable).

Définition. Soit & un opérateur maximal monotone de ¢ ; on dira que b est

local si pour tout ouvert & de ]0,T[, pour tout u, et u, de % , ona

1 2

(w =u, p.p. 6) — ((I+J%)—lu1 = (1+at)’1u2 p.p. 8) .

PROPOSITION. Soit b un opérateur maximal monotone dans H# . ob est local si

. . . o .
et seulement si <l existe une famille (A(t))t e [0,7] d'opérateurs maximaux

-

monotones dans H tels que :

& = {wvek /pp.telo,T[ v(t) e Alt,u(z))} .

Démonstration : Soit (x)

5 -1
une suite dense dans H ; posons u (.) = (I+# X .
_____________ n ne!N a » P n( ) ( v ) n
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Tenant compte du caractére local de & , pour tout intervalle I de ]O,T] 5

on aura
J;un(.) - um(.),xn - xm> dt > JIIun(.) - um(.)]2 dt

et donc

2 .
<un(t) - um(t),xn TX> > lun(t) - um(t)[ p.p.t € ]O,T[ "
Il existe donc E < [0,’]?] négligeable tel que :
2
Yte [:O,T]\E , Y mpneN <un(t) = um(t:),xn - xm> > ]un(t) ~ _um(t)] .

Pour te& [O,T]\E , t fixé, l'application x un(t) est une contraction
définie sur un sous-ensemble dense de H : elle se prolonge en une contraction

J(t) de H dans H , vérifiant en outre
. 2
Yte [0,TNE, ¥V x,yeH <J(t)x - J(t)y,x - y> > |J(t)x - J(t)y|° .

La contraction J(t) (te [0,TNE) est donc ferme (cf. [10]) et 1'opérateur
A(t) = (J(t))“1 ~ 1 est maximal monotone.

Posons alors B = {(u,v)e ¥ / p.p.t € :]O,T[ v(t) e A(t,u(t))} .
Si 1'on montre l'inclusion & < ® , tenant compte de la monotonie de 1'opérateur
@ et de la maximale monotonie de l'opérateur ¢t dans J6 , on en déduira

1'égalité & = 0 ; posons

A={ue P/ u i valeurs dans (xn)ne lN}

Tenant compte du caractére local de ¢t et de la définition des (A(t))
te E),T]

Vue A (I+dﬁ)-1u = (I+0’J)-1u .

Soit (u,f)e & et v =u + f ; tenant compte de la densité de A dans ¥ , il

existe telle que

(vn>nelN

Vaoemw v EL et v —>v dans # .
n->+o

~/

omalVnen (I+<ﬁ'v)_1vn = (I+G’>)—1vn =u
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avec 9 +B®F v et § t+——> (I+A#) v =u dans ¥ ; par comséquent,
n n n D oo

p.p.t e]O,T[ A(t,ﬁ’n(t)) 2 vn(t) - 3n(t) et par passage a4 la limite, tenant

compte de la fermeture de 1l'opérateur A(t) ,

p.p.t e ]O,T[ A(t,u(t)) > v(t) — u(t) = £(t) , c'est-d-dire que
(u,f) e &

L'autre implication est immédiate : soit & un opérateur maximal monotone défini
3 partir d'une famille (A(t))te I_O T] d'opérateurs maximaux monotones dans H ,
H

on a

() "tu = (A () Tu()
et Jdt est donc local.

COROLLAIRE. Soit ¢ wun opérateur local (maximal monotone) dans K ; étant donné &

owert de ]0,T[ et u;, u, dans H

2

a)  (u; = u, p.p.6) == (7150 Gf’}\uzz u*t)\ug p.p. )

bl (u, et uye D(#) et ug T Uy Pep- 7) = (aéoui:af;ouz p.p. &).

On remarque en outre qu'un opérateur est local si et seulement si son inverse L'est

ausst.

PROPOSITION. Soit 6 wun sous-différentiel dans K ;
b est local si et seulement si il existe une intégrande convexe normale ¢ sur
[o,7] x H , telle que, désignant par @(u) = jg o(t,u(t))dt la fonctionnelle

associée sur H , on ait o = 3¢ dans K ; on a de plus

A = {(u,v)e K /p.p.t vit)e 36(t,ult))}

Démonstration : Soit b un maximal monotone local dans #

-~

£ = {(u,v)e ¥/ p.p.t v(t)e A(t,u(t))} ; on se raméne 3 montrer que si
& est en outre un sous-différentiel dans J& , il en est de méme pour les
(A(t"))t e [O,T] dans H , presque pour tout ¢t.

Soit (x)

n'nelN

une suite dense dans H ; étant donnés E’o’ El, .'..,ip_l, EP = E;o

un cycle d'éléments pris dans cette suite, et tenant compte de la cyclique monotonie
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.4 ~ N _ 1 2
de ‘%1 (si k= 3§,tﬁ1 =00, ot ¢, =0V .|%
Vic ]O,T[ T JI <Ei = Ei_l,Al(t,EiP dt > 0
i=1
et donc p.p.t e{]O,T[ <£i = gi_l,Al(t,gi)> >0 .
i=1

Prenant t point de Lebesgue commun aux fonctions t —> Al(t’xn) , nelN,

on en déduit l'existence d'un ensemble E négligeable tel que :

Vee [0,TNE V(58050 hE 06, = E) € () _

i<gi - gi_‘l’Al(t’gi)> >0 .

1=1

Par densité, on obtient la méme propriété& pour toute suite cyclique dans H ,
et pour tout t dans [O,T:]\E s l'opérateur Al(t,.) est maximal monotone et

cycliquement monotone ; c'est donc un sous différentiel.

On termine en remarquant qu'un opérateur maximal monotone A tel que Al

est un sous-différentiel, est lui-méme un sous-différentiel :

o

si Al =93¢ alors A =23(¢" - %] .[2)* .
COROLLAIRE. L'ensemble des opérateurs maximaux locaux est fermé dans 1'ensemble
des maximaux monotones de H pour la topologie de la convergence des résolvantes.

La famille des sous—différentiels locaux est fermée pour la méme topologie.

Démonstration : La propriété d'é€tre local pour un maximal monotone est &videmment
stable pour la R-convergence ; la famille des sous—différentiels locaux apparalt
alors comme l'intersection de deux fermés, et est donc fermée ; (on retrouve ainsi

le résultat de la Proposition 3.5).
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