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INTRODUCTION

Soit D" = {z = (z1,..o,zn) EGn, lzil <1
le polydisque de En et Xn la mesure de Lebesgue de o normalisée sur Ifh
Pour p > 0, on définit les espaces de Bergman Ap(xn) de la maniére suivante :
Ap(xn) est l'espace des fonctions analytiques dans :mn telles que :
ellE= [ et <o
si o = {z , kK ¢IN} est une suite de points de IP} on définit 1l'opérateur T

de Ap(xn) dans ltespace des sultes par :

2

Vr eAP(xn), T = {((1-—[gk[2))5f(gk), k ¢N},on ((1-lgk|2))==ji1(1-[zi[2).

On dit gue ¢ est d'interpolation Ap(xn) si TP(AP(xn)) contient zp(]N)°

On dit que ¢ est foriement d'interpolation Ap(xn) si, de plus, Tp est

borné de Ap(xn) dans F(m).

On dit que ¢ posséde la propriété d'extension lindaire bornée s'il existe

un opérateur linéaire borné de zPGN) dans Ap(x#) tel que TP Up soit 1l'iden-
tité de £P@).,

Enfin on dit que la suite ¢ est séparée s'il existe un réel positif &
tel que la distance de Gleason [8J de 2 points distincts de ¢ soit minorée
par 6.

L. Carleson [§] a caractérisé les suites d'interpolation ﬁw(x1) ; le

premier résultat sur les suites d'interpolation Ap(x1), ou p est fini est un
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contre-exemple dfi & D, Amar, Sarroste [4] et montrant qu'il existe une suite
fortement d'interpolation A2(x1) et qui n'est pas d'interpolation Kw(x1) H
ce qui souligne la différence avec le cas des suites d'interpolation pour les
espaces de Hardy du disque [Ak],

L'essentiel des idées du présent travail se trouve dans [2].

Le but qu'on se propose est de montrer les résultats suivants, qui sont &
rapprocher de ceux de [L] :

THEOREME 1. Soit ¢ une suite séparée dans Ifl; alors pour tout p

positif, ¢ est une réunion finie de suites o, fortement dl'interpolation

Ap(xn) ; de plus si p » 1, o possede la propriété d'extension linéaire

bornée de T(N) dans Ap(xn)°

Ce résultat est le meilleur possible & cause du théoréme suivant établi
grice aux travaux de C. Horowitz Eﬁ] sur les zéros des fonctions des classes

de Bergman,

THEOREME 2. Pour tout p > 0, il existe deux suites o, et o, fortement

2

1

dt'interpolation Ap(x1) telles que °1lJ o, soit séparée mais ne soit pas d'in-

terpolation Ap(x1)o

On obtient encore un raffinement du théoréme de D, Amar, Sarroste,

THEOREME 3. Pour tout p positif, il existe q > p el une suite ¢

fortement d*interpolation Ap(x1) et qui n'est pas d'interpolation Aq()\1)o

Grice & la méthode déjia utilisée dans [4] on démontre des théorémes
analogues aux théorémes 2 et 3 pour les classes de Hardy du polydisque et de la
boule wnité B de € si n 2,

On a aussi les mémes résultats pour les classes de Bergman de la boule

n

unité B de €,
n

THEOREME 4. Soit ¢ une suite séparée dans ZBn ;s alors pour tout p po-

sitif, ¢ est une réunion finie de suites o5 fortement dfinterpolation APGBn) H
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de plus si p » 1, o, possede la propriété d'extension linéaire bornée de szN)

Utilisant exactement la méme méthode que dans [3)] on obtient aussi

THEOREME 5. Soit o wune suite d'interpolation A°°(JBn) (resp. A (")) alors

Vp>0, ¢ Rossede la propriété d'extension linéaire bornée de szN) dans APGBn)

(resp. AP@™)).

Le méme théoréme, avec les mémes preuves est valable pour les classes de
Hardy de la boule et du polydisque [3] de & généralisant ainsi des théoremes
de H. Shapiro et A.L. Shields [Au] et Kabaila [4f] obtenu pour n=1.

La preuve du théoréme 1 donnée ici, plus simple que la preuve originelle,

m'a été suggérée par A. Bonami qui m'a indiqué le lemme 2.1.2 de [ZF].



CHAPITRE I

1.1 DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES.

Soient B_ la boule wnité de ¢,

1 n n g2
B ={z=(z,...,2)¢ct, z]z]" <1},
i=1

n
1 n n 2
s, lebordde B, S = {z="(z,.c0,2)cl, iilzil =1},

A. la mesure de Lebesgue de Im2n normalisée sur ZBn.
o la mesure de Lebesgue normalisée sur Sn.

.

Soit p > 0 ; on définit l'espace de Hardy :

Hp(cn) est l'espace des fonctions f analytiques dans :Bn et telles que
sup [ 26 e, ) e 2e =
- - P
r<tvs

et ﬁw(on) est l'espace des fonctions analytiques et bornées dans ZBno

On définit de méme les espaces de Bergman :

.

Ap(xn) est l'espace des fonctions analytiques dans Bn. telles que

|RECIRMOR E
. ¢
et ﬁ”(cn) = K”(Kn)o

Soit ¢ une suite, ¢ = {&i’ i €N} dans B et soit p un réel positif
ou P = +oo,

On définit deux opérateurs TA et TH a valeurs dans l'espace des suites.

n+1
veeatly), TF = {(-]z)?) Prlz), 1 em)
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n
veer(), T = {(1-|z 12? 2(z), 1 em).
On peut alors donner les définitions suivantes :
. ' . P . A, D . D
On dit que ¢ est d'interpolation A si Tp(A ) contient ¢ (]N)°

P si de plus TA est

On dit que ¢ est fortement d'interpolation A

borné de Ap dans szN).

On dit que ¢ a la propriété dtextension linéaire bornée s'il existe un
a ia P

opérateur Ui, borné de zPGN) dans Ap(xn) tel que TpUp soit 1'identité de
Fa).
On donne les définitions analogues dans le cas des classes de Hardy avec
s H
1topérateur Tp.

Soit 2z wun point de ]Bn et soit p > 13

eép) est le noyau de Cauchy Bergman de 2z normalisé dans Ap(xn)o
- n+1
1_ q N
eip)(é)zc(_z_,p, ) ( l_l )n+1 ou
= (1-z.2)

g est le conjugué de »p
n .
L= TZC.
c(gjp,n) est un réel tel qu'il existe 2 réels positifs indépendants de
2z vérifiant :

(1-1) 0 < G(Pyn) C(Z’p,n) B(P’n)

(p) (p) _ {e(p)
»

, Z€o} et EEP) le sous—espace

On note % la suite %

fermé de Ap(xn) engendré par T

(p)

On rappelle que % est une base de Eip)

équivalente & la base cano-
nique de szN) si on a la relation :

(1.2) 3D>0, Va=|{ a;s iel} e ),

Sl el = ool o sl

1 1
On peut énoncer le lemme de dualité suivant (§-+a==1) :



LEMME 1.1.1. La suite ¢ de ZBn est fortement d'interpolation Ap(xn)

(a) N

¢ de gl

si et seulement si =
- o}

de i),

équivalente & la base canonigue

Preuve. Supposons que ¢ soit fortement d'interpolation AP 3 on considere

o0
a = {ai, i eI} ¢ ;2m) et 1a fonction f définie par () = ¢ aie(q)(g) :
S gtz

on va calculer la norme de f dans Aq(xn) en utilisant le fait que le dual

de Aq(xn) est Ap(xn), propriété qui sera démontrée au paragraphe suivant.

On a donc |1f]] P, U gfar | ou B, est wne constante,
geA Alell =1 VB,
H g?dxnl =z Eif g 5\ d)‘nl
B, i=1 "B &
n+1
-1 Bk 012" T el
par Holder il vient : l 1
- o q o n+1 D
g < (Z1ae(a)lD” (3 (-12)D) Ta(z)lD
B, i=1 i=1

Utilisant (1.1) et 1*hypothése que Tg est borné par ¢ > 0 (g étant

fortement dtinterpolation AP) on a :
HIREXTIOTH®

Réciproquement si Té est continu et surjectif, il existe g eAP(xn)
tel que n+1
Y
2 - q~-2
(1- Izil ) g(gg) = ailai|
Ilgleé Ddla”gf1 ol D1 est une constante indépendante de a (d'apres

le théoreme de 1'application ouverte).

On a donc :

i,

d'olu ”f“ T 'ogjc(_zi)]lailq

Dyla II o

< 1|fnqng||p< >, Jlall el
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atou d'apres (1.1)  lt]] > galla]]q,

(q) (a)

Supposons maintenant que I soit une base de Eo équivalente & la

base canonique de quN) et soit ¢ eAp ; on a ,
n+

22, 01-121% © oa)]

Irbell = o

P aeﬁmupmﬂ
= sup lJi fgdx l
aezq(lN),llal]q=1 B,
ou l'on a posé f = (E a.c(z,)-1e(q)o
i=1 T T &

D'apres 1lthypothtse ]]f]h}g £|]a||q, d'odh

el < 2 lell

*
Pour obtenir ltautre inégalité, il suffit de montrer que 1l'tadjoint Tg

e A% 1 . . q
de Tg vérifie ||Tp a”q > ﬁ§||a“q ; mais pour a::{ai, ie¢N} e @) ona:

™ = ? a.c_1(z.)e(q) dtou
P . 1 - 7.
i=1 —,
*
ng al| » ﬁ% lall, erace 3 (1.1)

(a)

est une base de EG

(a)

et 1'hypothése que g équivalente & la base canonique

de  gim).
Nous aurons aussi besoin de la notion suivante :
Soient ¢ une suite dans B , o= { zs i ¢N},
p un réel plus grand que 1 et g le conjugué de p(-;-)+-é=1) 3 on dit que
c est strictement d'interpolation Ap(xn) si ¢ est fortement d'interpola-

(a) (p)

est isomorphe & E'¥/,
o o

tion Ap(xn) et si de plus le dual de E

On a le lemme

LEMME 1.1.2. Si ¢ est une suite strictement d'interpolation Ap(xn)

dans IBn, elle possede la propriété d'extension lindaire bornée,
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(a)

Preuve. Pulsque ¥ est une base de

équivalente & la base cano-

(a)

nique de zq(lN), il existe un opérateur bicontinu Q de zq(]N) sur Eo

gla)

tel que, si on appelle {gi, i GIN} la base canonique de zq(]N), on a

Vgiec, Qei=

.

e
=

- %
Par dualité on en déduit un opérateur Q ! borné de zp(]N) sur le dual

de Eiq), c'est-a~dire par hypothése sur Egp) 3 notons {gi, i €¢I} 1la base
. P . -1%
canonique de ¢ (N) ; pour i¢N on pose p; =Q &

La suite {cpi, i €N} est une base de Eip) équivalente & la base

{Ei, ielN} et ona:

(a) -1

*

Z.
-3

Soit maintenant = {wi’ i €¢I} une suite de @) ; on pose

oo
Up(w) = 1210(-8—1"1)“’1‘7’:1 ; on a alors
T U = car
() = o
n+1

veeaPh), < f,eé?) > = £(z,)(1 -Izilz) P ez ,)

-1%
et HUp(w)Hp=HQ i§10(§i,Q)wi§il|P

...1*
<l ela) flull»
Ltopérateur Up répond & la question. Tous les résultats énoncés dans ce
Paragraphe pour les espaces de Bergman restent valables, avec des preuves ana-

logues, pour les espaces de Hardy, et s'étendent au cas du polydisque de Eno

2. UN _LEMME DE SUBORDINATION.

- . B hS
Soit (_z;_,g) un point de B, ou r¢€B .

Soit alors f €Hp(1Bn+1), P > 0 et considérons la projection P ainsi



définie

pf(g,e) = £(z,0) ; on a alors le lemme de "subordination".

LEMME 1.2.1. Soit p > 0 et fer(]Bn+1). Alors la projection P est

: D P
une contraction de H GBn+1) sur A (xn).

Preuve, Si f €L1(ch+1) ne dépend que de (, en appliquant le théoreme

de Fubini on a :

) [ e, @) ZJCB £(z,0)an_(1).
n+1 ' n

On a utilisé au paragraphe 1 la propriété que le dual de Ap(xn) est

Aq(xn) ; on va maintenant le démontrer.

LEMME 1.2,3. Pour 1 < P <, de dual de A°(r ) est &(r ).

Preuve. On sait que le dual de Hp(o ) est Hq(cn+1) ], 11 faut mon-

trer qu'il existe Bp > 0 telle que :

v£ea®Go) £ f,g 5.
2 ” geAq(x)llgl|—1l< £’

Pour cela considérons f comme élément de Hp(c ) ; on sait qu'il

n+1

)

), il existe g¢HY s

existe Bp > 0 telle que pour tout f EHp(c e

n+1

vérifiant :

Il < B, < £.8> et |all = 1.

Mais £ =Pf dfou :
*
<f,g>=<PLf,g>=<PLf,P g >
On a clairement P*g(g) = g(ERO) = Pg(g)

et d'apres le lemme de subordination

12| 40,) <llell Lag, ¢

n+1
dfou llf“p < BP < f,g1 > avec g

S

=P et
v el

ce qui prouve le lemme 2, 3.
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Remarque 1.2.1.

Soit k ¢ m=-1 ; considérons la mesure )\]En) sur JBk définie par

n—-k+1

xlin)z (1-12%

ko

Si (_(‘;_,E) €Sn avec EelBk, .F?.aBn—k on définit le projecteur Pn,k par

D _
vIicH (cn) Pn kf = f(_C_,Q_) alors

b

P (n) P
| dFog™ = | e, ol
k n

[ P
< |£] " do, -
SI'L

Remarque 1.2.2. I1 y a des résultats plus fins (1texistence d'une projec—

tion bornée de L1 sur A1) pour les classes de Bergman dans [13]°



CHAPITRE II

1. LE THEOREME PRINCIPAL POUR LES CLASSES Ap(x1).

On dit qu'une suite ¢ de D est séparée s'il existe § > 0, tel que
pour tout 2z €g, et tout we¢o, w;éz alors d(z,w) > &, ou d est la distance

de Gleason, c'est—-a-dire dans le cas de D

d(Z,W) = IT%YZV-V—VI °

THEOREME 2.1.1. Soit ¢ wune suite séparée dans DD ; alors pour O < p < +o,

o est une réunion finie de suites o5 i=1,..0,k, fortement dtinterpolation

AP(M) ; de plus si p ) 1 chaque o, possede la propriété dtextension

linéaire bornée de zp(lN) dans Ap(}\1).,
On suppose dtabord p > 1.

— Réduction du probléme -~

Soit v un entier positif ; et soit A=2", Considérons la paxtition de

D en "cellules" allongées Dn x Pour n yv et 0k« 2"V 4éfinies par :
: ]

ie -n ~n-1
Dn,k_{z_re sy 1=2 7 gr<¢c1=-2

o étant séparée, chaque cellule Dn X contient un nombre de points de
k4

, 2nkA2 " ¢ 6 < 2n(ke1)a2 ™y,

¢ uniformément majoré par rapport & n et k par un entier M ; on peut

s . M m
donc écrire cziL_}1ci avec card(ci Dn,k) e

Considérons alors les quatre familles dtindices suivantes :

A, = {(n,k), n

1]

O(mod- 2), k = 0(mod 2)}

A, = {(n,k) n = 1(mod 2), k = 0(mod 2)}
A3 = {(n,k) n = 0(mod 2), k = 1(mod 2)}
A, = {(n,k) n = 1(mod 2), k = 1(mod 2)}.
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On peut alors considérer les 4M sous-suites de ¢ :

= ND
(m,k) €a, tes 1 ”’k}

pour 1 ¢igM, 1giJjgH4 Ty

2 -1
Pour m€N, m ) vy, notons € la couronne C_ = kJ D .
m m =0 m, £

On pose encore g. . = LJ (6. .(WC )
i,j,k mEk(mod \)) 1, i}

pour 1 ¢ 1M, 1¢ig4, 1<k v

I1 suffit donc de montrer qu'on peut choisir vy pour que chague ; 3,k
b4 2

soit d'interpolation forte Ap(x1).

Cette réduction étant faite, pour (i,j,k) fixé on pose 8=0; 3k et
2J 2

S=SnC.
m m

Gréice a la réduction, on note z o 1'unique point, s'il existe, de
?

Dm,,eﬂsm; si Zm,zesm et Zm,hesm on a ,e:h(mod 20)0

On notera A= {(m,f), toq. = P existe dans s} et

dans s }o
s £ m, f

Preuve du théoreme. Seit p > 1.

A ={seN t.q. ]zm

ot

Soit donc s la suite obtenue aprés réduction ; on va montrer que s es

strictement d'interpolation Ap(x1)°

IERE PARTTE. Soit a=f{a_ ,, (n,2) ¢} e 2@

H
et posons f::( E%: a, zeéq) ; on va montrer que f est borné dans Aq(x1)°
n,g)en 7’

n,

ona: |[£f]] ¢B u |< £f,8 >| &rice au lemme 1.2,2,
1T P geat gl -
”fll & B_ sup| :%: En % g,eQQ) >| par Holder il vient
17 P & (o,Tecn ¢ n, £ 1
(1) Jl<]] < o » )%
) lell, ¢ slap sl sgp{(n’%eA ez, PIPG=]z, 1))

Montrons alors le lemme.

LEMME 2.1.1. Soit s wune suite séparée dans D ; il existe alors une
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constante C positive telle gue ; pour O < p { +oo,

(1.2) Ve eAp(x1), g 1e(2)] P01 - |z|2)2 < ¢ el
7€

g
%

Preuve du lemme, a) p > 1 : Puisque s est séparée il existe 3§,

0 ¢ 8« %, tel que les disques DZ de centre 2z et de rayon 6(1— lz|2)
sont disjoints lorsque =z est dans s.
Notons IDZl==A1(DZ), on a, gréce a la propriété de la moyenne :

3 5,

\P
& zE€s ”

o)

utilisant alors Holder dans l'intégrale :

1 P 1 P 1
N Nt S LT
62 z€s*YD 62 D 62

P
P
Z

b) 0 ¢ p< 1. Soit feAWxQ; alors g=|f|¥ est

. 1
sous-harmonique dans ID et est dans L GD) ; on a donc :

2 2
1= 2 (=127 [£@)[P= 2 (-]2%)e(z) ¢ 5 = fgdu"—zfg“
Zes z¢s & z€s¥D 5 *D

done T ¢ 6—‘2 lell, 1:2 B

Appliquant le lemme 2.1.1 & (1.1) il vient :

(1.3)  fell, < plwm e [lalls

2EME PARTIE. Pour montrer que s est strictement d'interpolation Ap il suffit

alors de montrer que, avec f comme dans la premiére partie, il existe y > 0 avec :

(1.4)  sup [< £.6 5] » vllall
g ¢E gl =1 !

doriert g= 37, (o) aves b of b, (e e £0)
m,k) €A ™ "m,k ?

cela revient & montrer que l'opérateur matriciel
2 2

’ZI 2)5 (1 _ I zm,kl 2)&

= >
|- Zn,}zzm,k,

(1-1]2

Qp(n,z ; mk) =

est d'inverse borné de gq(A) dans zq(A)°



m;umnm

§\\‘m3ﬂj;o
/‘\ ”\ 4.
5’

~ "17'4 s
Posons Q =Q_-I, o T est 1'identité de (Hn) dans £7(a) ; il suffit

de montrer que “Qp” est strictement inférieure & un ; pour cela on va utiliser

le lemme suivant {}] issu d'un théordme de Shur.

LEMME [3] 2.1.2. Soit . une mesure positive sur un espace X et Q

une application de X x X dans [0,+w} ; soit g une fonction positive sur

X telle qu'il existe deux nombre a et b positifs tels que :

f alx,y)ey)Yauly) ¢ a¥le(x)]? et f o(x,y)e?(x)dplx) ¢ vPle() ), alors
X X

1'opérateur Tf(x) :f o(x,y)f(y)auly) est borné de LP dans LY et ona
X
Tl < ab
On va prendre X=A, muni de la mesure de dénombrement, Q 1la fonction
définie ci-dessus. "
On va montrer, avec le y de la réduction.

PROPOSITION 2.,1.,1. Pour tout 6, %-1 < B < 621 il existe une constante

P

positive Ke telle que
'V

26
(1.5) zQ(nz,mk)(1—lz I)\<K (1-

Z t K
n,J O,V l m’kl T = O,v
tend vers zéro gquand v tend vers 1l'infini.
Preuve de la proposition 2.1.1.
5 5]
> o
avec I,= 2 2Q(ng,mk)(1-—]z ,El)
n<m XEA
> 8
I,= eAmQ (n,z; mfk)(1—]zn’£l )
LEk
5 ]
13=2 ZQ(nz,mk)U-lz ')
n>m ,6€A
Voyons I,. On a : (1.6) ¥ (n,y) eA,Z-n—1 < 1—|zn 3]2) < o
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&4 cause de la réduction,de plus,
|2

)%)

ou & est une constante absolue et . g est 1ltargument de 2, P ; cette
b ’

- —(n+1) ~(m+1)
1_zn,)(zzm,k )6((2 ) +( Pn ,z_q)mk

relation vaut dés que |Zn,,e| ;% et Izm,kl par exemple ; & cause de la

réduction, on peut réindicer les points pour écrire :

—-n+v=-1 . .
qun,,z—(pm,kI >y 2n2 ; il vient alors
-2V 2
- -20,2v 2 2 ~(m-n)
(1.7) |1—n£mk| ,n62 (£ +— (1+2 )}
4x
on en déduit
z 1 ) o210 5 1
- yo2 .2y -2V 2
2 1—Zn,£zm,kl ® 02 o £2+2 5 (1 +2—(m-n))
que l'on peut majorer par : 4n
: 1 . 22n . 22n 22\;47{2
- 2N v—1 —~{m-n) 2..2v 2
£ 11-'Zn,zzm,k e (1-&2 ) n &2 (1.F2~(m—n))
que l'on majore encore par
m
1 2.2
(1.8) = — < i sy I
£ |1—Zn,,ezm,zl s5(1+2 )
On en déduit, puisque gréce & la réduction m=n (mod v)
2
a2 a(5+0) 5, _om n(3- o)
2 q 2 2 2 q q
I1 £ g 2 z Y ey { '5 2 > 2
B(y) 112 2%(v)
Soit I, g 21 Z—me et, grice & (1.6) il vient
1 5 (2
(=-8)v
2 ¢ -1
6
4 12
(1.9) I, < 5 (1—[Zm,k1 ) .
(a-e)v
(2 -1)
2 2
5 6
(11, 1D =12, 03 Gi-1g, J?
Voyons 12 12= |1 2 : |2
Am w,k’n, ¢

/z;é

grice 3 (1.6) et (1.7) avec n=m il vient :
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I, ~— 7 ———, ouona

£ 3 1 gréce au fait que Zm,z’ézm,k ; soit :

-~ -mo

2 5 1.
2 2 2
262V 1 g5 662

I, ¢

1
(1.10) I, ¢ —% (1"|Zm,kl

2 2

2.9 2.p
(1_lzm,k| ) (1—lzn’£l )
Voyons I._. I, = z z

3 3 %>m ( ) ,€€A

grice & (1.6) et (1.8) il vient

2
—nZ 2—n(5+6)22n ) -2 n(C+o-1) _
I,c2 f2 3 ——ptyget o zo2 F 2
o) %_:I.nm(v) 142 n>m (v)
-2 n(1-2+6) (1 -2 ) —m(1--+e) —v(1-§+e)
2,9 ,m q 2 2
n>m n(y) —(1—a+9)v
1-2
—v(1—-§-+e)
R e,
-(1==+0)y ’
1-2 4
~v(1-Z+0)
4 1 1 2 !
Posons alors : Kg = -5[ 5 + 5=+ 5 ]
Y (5-6)v 12,277 -(1-%+9)
2 4 -1 1-2 4

on a bien la proposition 2.1.1.
Soit alors p > 1 et posons ¢ = (1—|z |2) a> 0
n"z n’z 14 ?

grice & la proposition 2.1.1 si (%) %—1 < ap < % alors on a

P b Y
(1.12) nEﬂQ (n, 5 m k)tn £ N Kap,vtm,k
9

dchangeant dans la proposition 2.1.1 les r8les de p et q il vient,

. 2 2
si (*¥ -—=1 a =
(*%) 5 <aq <o,
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q a9
. JOtl (K%
(1.13) mszp(n Py mk)E L <K by

mais p > 1 donné on voit que (**) implique g-—g < ap < é et donc, en prenant

§+max{( -1), (___m

a = =
2p-q

on a que (*) et (**) sont vérifids donc aussi (1.12) et (1.13) ;

appliquant alors le lemme 2.1.2 & Qp on a 1 1

(118) {2 (s ma o, @) ealll < & ) & )2l
° n’ﬁ% 9’ b4 b b4 b AN q

n, £ q ap,v ad,v

Preuve du théordme pour p > 1.

Soit a = {an,z,(n,z) ca}es(a) et b= {bn’z,(n,ﬂ)} ¢ 25(n) ;

posons f = ;: a, zeiq) et g= ; b zeép) .
(n,2) €A '* “n,y (n,2) en % %n,y

Par (1.3) on a ]lf“q < B(Q)chlla“q et llg“ < B(P)chllb“p’

et < f,ge > = ; an gsm . < e(Q) (P) N
(nyﬂ €A Il ,8 m,k
(m,k) €A
2 2
P q
2 2
(z, )8 ol Gl ) G log
CEiE > =By o, P P 1P (1-2_ 2 )°
dtou avec la définition naturelle de ﬁp(n,z ; m,k) Dy 4w,k
<f,g>=1 anJC(zn’z;q)bm ICH k,p)R (n,£; m,k)
mais ﬁp(n,z s m,k) = I-+Rp(n,£ ; m,k) et grice a (1.14)
NS SN
gtz 5 1 lggmns 5 madll ¢ G2, D 62 0

choisissons donc vy assez grand pour que la norme de %gn,z H m,k) soit

~

strictement inférieure & un ; on en déduit que R est inversible et donc gqu'il
1Y

existe y > O tel que pour tout a = {a (n,2) eA} € £2(A) il existe

n, s’

b= {o, L (m,0)e F(a) avec < £,8 5| 3 a(p)ala)y [[al], [[v]],-

a(p)a(q)Y“qu
B(pTBP

On en déduit que l’f” > sup ]< f,s >l >
g €E

el <t
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donc que Zq est une base de Ei équivalente & la base canonique de ,zq(A)

d'une part, ce qui grfice au lemme 1.1.1 prouve que s est fortement d'interpo—
lation Ap(}\1), et dtautre part cela prouve que le dual de Ei est isomorphe

a

2 EP ce qui achéve la preuve du théoretme dans le cas p > 1, & cause du
o

lemme 1.1.2.

Remarque 2.1.1. On a que l'opérateur RP ntest autre que szTqT; et

~

on vient de montrer que Rp est 1l'inverse borné ; il en va de néme de

Rq=R§=Tp’l‘§ 3 posons alors Up=’132;R;1 H Up est borné de gp(]N) dans

BY ¢ AP(\.) et ona T U =T T*(T T%)7' —identité de £ ; on a donc directe-
s 1 PP Papgq

ment l'extension linéaire bornée de zP(IN) dans Ap(x1)o

Cette remarque vaut également pour les chapitres suivants.

2.2, Cas p< 1.

Soit o= {zi, i €N} wune suite dans D

On dit que z= {eiz), z € 6} posséde une suite de conjugués bornés st*il

existe une suite {q,i, i €N} d'éléments de A2(>\1) vérifiant :
(2)

- . —_ — ol 2
(1) VieW, VieN < g0, >=08;,=9;(z)e(z,,2)(1-]2,]7)

J
(2.2) JXK>0 V¥ieN llo;ll, < X

On a alors

. . (2
PROPOSITION 2.2.1. Si ¢ est une suite telle gue £= {ez ), z € g} pos—

séde une suite de conjuguéds bornés alors ¢ posséde la propriété d'extension

lindaire bornde de £'(N) dans Ap(x1) pour fout p de la forme p—_—%,

k ¢IN -~ {0}.

1
Preuve. Soit w= {w,, 1 €N} € ,zk(lN)., On pose :

————— 1
~2k 2k
Uy lw) =2 w;e(z;,2) g s

]-S. 1
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on a s 1 3
k -2k 2k|k
ey 1 =]z o265 e,
k k

1
¢ Jal@ 2 oy oy en,

1
¢ a2 1 Juy | [l %0,

1
¢ al2) % “wlﬁ dtapres (4.2)
k
! 1
dtou U applique kaN) dans Ak(x1) ; dtapres (201) on a clairement

COROLLAIRE 2.2.%. Si o est une suite séparée dans D, alors ¢ est

une réunion finie de suites o, telles gue pour k eN - {0}, o; Rosséde la

1 1

propriété d'extension linéaire bornée de kaN) dans Ak(x1)o

Preuve. Grice au §1 on peut écrire ¢ comme réunion de suites

oi,i:=1,...,M, telles que o, soit fortement d'interpolation A2(x1)° Mais

E(z) étant un espace de Hilbert, son dual est isomorphe a E(z) et donc o;
o3 o5
. . , 2
est strictement dtinterpolation A (x1).
I1 existe donc une suite {¢k, k ¢} dans Eiz) telle que
(2) . : \
< ¢k’ez£ >:=6k,£ et 'l¢k”2 ¢ K ou K est une constante. D'apres la

proposition 2.2.1, o, posséde la propriété d'extension linédaire bornée de
1 1
k k . .
£ (N) dans A (x1), d'ol le corollaire.
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La proposition suivante ach®vera la preuve du théoréme principal dans le

cas de D.

4
PROPOSITION 2.2.2. Soit o une suite fortement d'interpolation AP (x1)

our p' > 1. Alors ¢ est fortement dlinterpolation Ap(x1) pour p:=%;,

k €N - {0}.

1
Preuve, Puisque ¢ est fortement d'interpolation Ap (x1), o]
est séparée (c'est facile & voir) et donc gréce au lemme 2.1,1 on obtient que

pour tout r >0, T est continu de Ar(x1) dans ¢° ().

P!
Soit alors w::{wi, i ¢N} wun élément de zk:GN) et considérons une suite
. . k . N p!
a= {ai, i EJN} telle que pour tout i€l a; =w; s a appartient a ¢ (]N)

4
et il existe donc f ¢ AP (x,) vérifiant :
2

¥ i¢N, (1-—lzi|2) f(zi):ai ; d'ol en élevant & la puissance k

2k

)
. 2% x K .
¥ i€NN, (1-—|Zi| ) f (zi):zwi ; et posant g=f on a bien :
Pl

k
gEA (>\1) et T ,&=w.

k

Fin de la preuve du théoréme principal.

Soit 0 < pg 13 il existe me¢lN tel que mp=p' > 1 ; soit o une
suite séparée dans D ; dans le §3 on a montré que ¢ est une réunion finie de
t
suites fortement d!'interpolation AP (x1) ; et gréce a la proposition 4.2, on

peut en déduire que chacune de ces suites est fortement d'interpolation Ap(x1).

Remarque 2.2.2. Dans le cas O ¢ p ¢ 1 on ne sait pas prouver qu'il y a
toujours extension lindaire bornée mais on a une extension non linéaire bornde

ainsi :
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soit meN t.q. mp=p' > 1, m fixé et considérons = {wk’ k ¢IN} € zp(]N) ; &

t ~
w associons ¢ une des suites de g5 (N) telles que w::{ak, k (N} avec

Y k€N, &§==wk, appelons R cet opérateur ; soit alors Up ltextension

t

. . p' p' - p' p
linéaire bornée de (¢ dans A (K1) et R! 1l'opérateur de A dans A
e 4o P’ m P .
ainsi définit ¢ V¥V fc¢A” , R'f=f €A ; posons enfin

~

Up==R'Up,R ; on voit que UP est une extension non linéaire

mais bornée sur les boules de centre O de szN) dans AP(A1)°

Cette remarque vaut aussi pour les chapitres III et IV,

2.3, COMPARAISON AVEC LES SUITES DE ZEROS DE FONCTIONS DE Ap(x1)o

On va montrer que les résultats obtenus sont les meilleurs possibles dans
le sens suivant : pour p > 0 domné, il existe une suite séparée dans D qui
ntest méme pas un zéro pour la classe Ap(x1), donc qui ne peut &tre d'inter-
polation Ap(x1) ; nécessairement une telle suite est une réunion d'au moins
deux suites d'interpolation AP(A1).

On va utiliser le théordme suivant dfi & C. Horowitz [§].

THEOREME 2.3.1. [8]. Soit f dans AP(>\1), 0<pgeo, £(0)£0 et soit

{zk, k €N} la suite des zéros ordonnds par modules croissants de f alors :

N 1
(3.1) 1 —r=0(8"),
k=1 [2,]

On va montrer les théorémes sulvants :

THEOREME 2.3.2. Pour tout p > 0, il existe deux suites g, et o,

fortement d'interpolation Ap(x1) et telles gue la réunion 61L162 est sépa—

rée et n'est pas une suite d'interpolation AP(M)°

THEOREME 2.3.3. Pour tout p > 0, il existe q > p et une suite ¢ qui

est fortement d'interpolation Ap(x1) mais qui n'est pas d'interpolation Aq(x1)o
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Ces deux théorémes soulignent la différence avec le cas des classes Hp(c1),

Preuve du théoréme 2,3.2.

Soit y > 1 et soit v eEN ; considérons la suite o(y,v) suilvante :
=y
Vmel, m ) v+1, ¥ g€, 1 ¢ £ Ely '],

-m
(=M emy Ay v
zm,,f’,_(1 Y )e

o E[x] est la partie entidre de x,

Appligquons le critére de Horowitz & cette suite :

=y

si N= E:: E[yk_v], N est équivalent, quand m -~ & y l{%?——— dtol
kK = v+1 Y
(3.2) log N ~m Log y qguand m tend vers +o.
m E(Yk—v) 1 m 1
I= 1 I = = I y ; d'ol
k=v+1 =1 1-y k= y+1 X E[Y :

log I== 2 E[yk_v] Log(1 -Y"k) et
k = v+1

(3.3) log I ~ my—v quand m - oo,
On déduit des relations (3.2) et (3.3) et du théoréme 2.3.1 de C. Horowitz

que, pour que {zm 2 m, g} soit contenu dans un ensemble de zéros d'une fonc-
’ .

tion de Ap(x1) nécessairement on a :

% log N 3 log I soit :

(3.4) »pg 9—£9§—1==leog Yo

oy

P
Soit alors p_> 0 domné et 1< y<e

La suite c(y,O) construite ci-dessus ne peut &tre une suite d'interpolation

A o(x1) ; en effet toute suite d'interpolation A O(x1) est incluse dans un
ensemble de zéros d'une fonction de A o(x1), &4 savoir une fonction f inter~

P
polant 1ltélément (1,0,0,..°,O,.°.) de ¢ OGN). A cause de (3.4) et du choix
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de v, c(y,O) ne vérifie pas (3.1) et donc ne peut &tre incluse dans un ensem-
ble de zéros d'une fonction de AP(A1) et nfest pas-d'interpolation Ap(x1)°
Toutefois la suite c(y,O) est séparde et donc d'aprés le théoréme prin-
M

D
cipal, o(y,O):: L) ci ol o5 est fortement d'interpolation A O(x1) et M
i=1

un entier, on en déduit le théoréme 2.3.2.

Preuve du théordtme 2.3.3. Soit p > O donné, dans la preuve du théoreme

principal, on a montré que que pour y et y assez grands c(y,v) est forte-
ment d'interpolation Ap(x1) ; 11 suffit alors de considérer q > yvlog Yy Dpour
que O(Y,v) ne soit pas d'interpolation Aq(x1) a4 cause de (3.4) et du

raisonnement ci-dessus.

2. 4. APPLICATIONS AUX ESPACES DE HARDY.

Comme corollaire du 2.3 on va montrer les théorémes suivants

THEOREME 2.4.1, a) Pour tout p > 0, il existe deux suites s, et s,

fortement d'interpolation Hp(cz) et telles gue la réunion s1L)s2 est sépa-

rée mais n'est pas une suite d'interpolation Hp(cz).

b) Pour tout p > 0, il existe q > p et une suite s

qui est fortement d'interpolation Hp(cg) mgis qui n'est pas d'interpolation

Hq(GQ)-

Preuve. a) On consideére les suites s, et s, du théoreme

comme étant dans le plan w=0 de la boule {Iz[z-rlwlz < 1} de mz, on utilise
alors le lemme 2.2 de subordination pour conclure ; pour montrer le b) on pro-
cede de la méme facon.

Soit m2 la mesure de Lebesgue sur Tz, on définit les classes de Hardy

de la manidre usuelle :
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p > 0, Hp(mz) = {f analytique dans ]D2 tq. supf

L& g €T
2
}o

[y [ Pam, 5]} <

et HOOCIDZ) ={ f analytique et bornée dans D

On a alors

THEOREME 2.4.2. a) Pour tout p ) 1, il existe deux suites s, &t s,

fortement d'interpolation Hp(mz) et telles gue la réunion s Us, est séparée

mais n'est pas d'interpolation Hp(me)o

b) Pour tout p ) 1, il existe q > p et une suite s

gqui est fortement d'interpolation Hp(mz) mais qui nlest pas d'interpolation

Preuve. a) Soit s k ¢} les suites

1 r _
Preuve : k €N} et sl = {w

k,
du théoreme 2.3.2,on considére dans 102 les suites suivantes :

s, = {(zk,zk), k eIN} et s, = {(wk,wk), k €N} ; C. Horowitz et D.M. Oberlin [{0]
ont montré que pour p ) 1, l'opérateur T définit sur HP(IDZ) ainsi : V £ er(JDz),

Tf(z) =f(z,z) est continu et surjectif sur AP(JD) ; 11 est alors clair que

les suites s1 et Sy

portée par la diagonale de ID2, vérifient le a) du
théoreme.
b) On procdde de la méme fagon pour b) en placant sur la

. 2 . 7/ N . . / N
diagonale de D la suite s du théoréeme 2,3.3 et en utilisant le théoreme de

C. Horowitz et D. Oberlin,.



CHAPITRE III

CLASSES DE BERGMAN DU POLYDISQUE DE (l!no

On fera les démonstrations dans le cas de ID2, le cas général s'en dédui-

sant aisdment,

2
On note 2= (z,w), n= (n1,n2) €N et _z_g: (Zn1’wn2)’ la mesure de

Lebesgue de (112 restreinte et normalisée a IID2 sera encore notée }\2.,
On note Ap(}\z) les classes de Bergman.

Vop>o, Ap()\2)={ f analytique dans D° t.q. f |f|Pd>\2 =l|f”§<+oo}
2
D

Aoo(}\z) ={ f analytique et bornée dans ID2, ”f“oo= sup, If(g)l to
z €D

si z=(z,w) €D et si o¢R onmote (1-]2|?)%=(1-]2[D%0-|w?",

1. On va généraliser les lemmes 1.2.3 et 2.1.1 au cas du polydisque.

LEMME 3.1.1. Pour p supérieur & un, le dual de AP(AZ) est isomorphe

N

A Aq(xz), avec =—+-==1.

1.
P q

bornéde de Lp()\z) sur Ap()\z), P> 1.

La mesure )\ étant le produit de la mesure )\1 sur D par elle méme,

2
on vérifie directement par itération que l'intégrale avec le noyau de Cauchy

Bergman réalise bien une projection bornée de Lp()\z) sur AP()\z), la constante

étant B2°
1Y



2 . .
LEMME 3.1.2. Soit c::{gn, n ¢} wune suite séparée dans D° ; il existe

une constante C positive telle que

(1) ve>o, viea’(h), = —I;z_nlz))2 202 )| ¢ o ll<]f.

Puisque la suite est séparde il existe & > 0 tel que les polydisques

2 2
D-Z-nZ{(q),n) ¢D%, toa. o=z | <olt=]z|%), |n-w | < s(1-|w [*} sont

disjoints. On recopie alors la preuve du lemme 2.1.1.

Le but de ce chapitre est de montrer le

THEOREME 3.1.1. Soit ¢ une suite séparée dans IDn, pour p > 1, ¢ est

une union finie de suites strictement d'interpolation Ap(xz) ;s pour p > 0,

o est une union finie de suites o, fortement d'interpolation Ap(xn), et

de plus, si p::% avec k €N, oy possede la propriété d'extension linéaire

bornée de £L@) dans Ap(xn)o

2. REDUCTION DU PROBLEME.

Soit encore vy dans I et posons, comme au chapitre II,

YneN VkeN, k < 20V, D_ k:{z=i«e1‘P, 1=2P ¢ r ¢ 1-21 ot
b
k2 " Vop £ @< (k4—1)2n2—n+v} si g;=(n1,n2) et g;:(k1,k2) on pose
D =D x D °
LEnpk Tk
Soit ¢ une suite séparée dans ZD2 ; dans chaque cellule D il existe

n,k

=

un nombre de points de ¢ uniformement majoré par un entier M ; on peut donc

M
écrire o= Y c; avec pour i } 1 Card(oir‘Dn

) 1 et o, constitude
i=o0

'K

des points (z,w) de o tels que lz] ¢ 1-2"Y et |w| ¢ 1-2"V o, n'ayant

qu'un nombre fini de points est strictement d'interpolation Ap(x2) pour p » 1

et fortement d'interpolation Ap(x2) avec la propriété d'extension linéaire
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pour 0 < p < 1.

On procéde alors comme au chapitre II et on a o. = U G. . ;
i . 2 "1,3,k
J=1sece,4
k=1,o..,\)

on pose, pour 1i,j,k fixés, s =0 ; k=§zm % o= (m1,m2), _&=(/&1,£2)} ol
b , —

s . 's .
Zg,& est 1l'unique point, s'il existe, de s dans D.nl,.[

On a les propriétés suivantes :

(2.1) z.’E’i et ZE,E dans s = £15k1(mod 2) gzzkz(mod 2)
Z_n_l,_g et Z_g,_& dans s =>m15n1(mod v) m2_=_n2(mod v)e

On pose encore :

A={(m,p) (W% D, teq. ]z

w, g €

=]

AE=ueJN2 t.q. §z_  €sl.

o, £

3. PREUVE DU THEOREME.

Soit p > 1. Soit a={a_ , (m,2) €A} e s2n)

a
o, /f

et posons eiq)(2)=eiq)(cp)ev(vq)(n) oh z= (z,w) 61D2 et ip_:((p,n) E]I—)2 3 Dposons

,2 =z

encore f(g) = ; a e(Q) (2) ; comme au chapitre II et grice au
m, L) €A n, £

lemme 3.1.2 on a
d 2.2 q
(3.1) ll£lly < Bgs~Ca)e [lall -

(®) 4

De méme si on pose b= {bm , (m,2) eale L) ona g= ; b o
Lok n,gen =4 %,y

(3.2) IIglli < BIZ)B(P)C o]

D
p°
Reprenant exactement les arguments du chapitre II, il nous faut alors montrer

que 1l'opérateur matriciel

2 2
o 1= 120,420 ® (1= %m, %) @ o) 4 (o)
! n, 2 3 .El.!.}i = n, f E,l&_
’ -3, 2 )7

et Q£(2,5;2,£)=0, avec ((1—2.2'))2=(1--z'z')2(1—\7vw')2 ol _z_=(z,w) et
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z! = (z',w'), peut-8tre rendu de norme inférieure & un par un choix convenable

de vy. Cela sera conséquence de la

PROPOSITION 3.3.1. Pour tout 6, %-—1 < B« %,_1; existe une constante

positive Kg,v telle que

S ~ 6
(3.3) Qe mk) (1-]z |20 <K (1=lz [°)
@,EEA D I n;ﬁ' < I.@Jl{-

B,V

et K tend vers zéros quand v tend vers l'infini,
»V

Preuve de la proposition.

0 (s mE) G-]z |2)°

n a : n,£ ; L,k il 4 = +
E;e A : L (n,2) €A (g,:;[r— ¢ A
,_5# (m,k) (nyy 8,0 (k) (ny,8,) # (a, k)

2" 2

Voyons le premier terme :

? 1~z 2 6_
I, %l -

(06,07 (8, k)

2.6, 2.0
(n’_%:u Q(nyspysmy k)1 -2 ,211 )Qp(nz*‘z?mz'kz)“'lzn?_,gz' )
(n,,£,) # (m,,k

ol Qp et Qp sont les opérateurs définis au chapitre II, le 2¢ membre stécrit

comme un produit, et, utilisant la proposition 2.1.1 il vient

3] 6
TG I e S R P

(n,
(n1,£ );é(m k)

Exactement de la méme maniére on a :

6 e
D L CA T T P

(n ’32)#(111291{ )

d'ou la proposition 3.3.1 en posant ﬁp -—2(1-+Kp )Kp
e,V e) 8’

On achéve alors la preuve du théoréme 3.1.1 & partir de cette proposition

comme au chapitre IT ; le cas pg1 se traite exactement comme au chapitre II également.



CHAPITRE IV

ESPACES DE BERGMAN DE LA BOULE :Bn DE G.

4.1. PSEUDO METRIQUE SUR Snzden.

Introduisons la pseudo-distance d définie par :
t€s nes , dlgn)=]|1-%.n| 5 & est invariante sous l'action de SU(n) ;
étudions quelques unes de ses propridtés :
(1) 3K >0, V(gmE)es), algm) ¢ k [a(g,2) +ale,n)].
Pour h > 0, posons R(gh)={ne€s , d(L,g) <n} ou 1=(1,0,...,0) ;

on a alors

(1.2) 3%,>0 1k;>0, Vhn>o, k0" ¢ o (R(g,h) ¢ K3hn,

Soit t €W, considérons la couronne

Cth(n)z {£€Sn’ th ¢ d(ﬂ, L) < (t+1)h} ; on a alors

(1.3) 1K, >0 }K5>o, (t+n < 1) =

n-{n
(€, t"" 0" ¢ o (o, (1)) ¢ Kt

n-in
4 st 1)

o

Les relations (1.1) et (1.2) peuvent se trouver dans [6]o La relation (103)

se démontre ainsi :

: 1
si g=(g,..0,"), a(n,g)=[1-2,] ; on pose
A={z €D, th ¢ [1-2] < (t+1)n};

il vient grice au lemme (1.2.1) de subordination :
5 n-2
on(Cth(ﬂ))=an£(1—]z]) i, (), o

@ est une constante absolue ; on remarque alors que A est l'intersection

du disque D et de la couronne centrée en 1 de rayons (th H (t-+1)h)°
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On en déduit aisément (1.3).

I1 existe une constante K6 > 0, telle que pour tout h > 0, il existe

un réseau @h={ k €N} de points de S, vérifiant :

—C-k’
(1.4) R(ﬁ{, h)nR(Eﬂ, h):ﬁ si k£ g

(1.5) U R(g , K.h)=S_. Voir [6 1.
Kk eI =k 6 n

Enfin de (1.1) on tire aisément la relation :

1
(1-6) v (_C_y_'f_]',_c_' ’I]_') esi; d(évﬂ) > I"{'é‘ d((:' 9;0_') "—""K'—_' - d(}_;_:_c_')-
1

On a alors

LEMME 4.1.1. Il existe un entier +y > O fel gue pour tout h > 0, il

existe y réseaux (&}El), i=1,004,y, vérifiant gue Sn est 1'union des

R(.Q%) quand ¢ parcourt U ‘}j}(ll)o
4K1 - i=1,.oo,‘Y

Preuve., Soit ‘}1}(10) un réseaun vérifiant les relations (1.4) et (1.,5) ;

soit Co un point de (’3‘}(10) et soit R(CO,K6h) la boule de centre Co et

de rayon K6h s utilisant le théoreme de [6], il existe une suite

{z;o i,i=1,...,,M} de points de R(CO,K6h) telle que, si on pose
0.1 el
h! =—l1§ on ait :
4K

a) Rz, ., 2)NR(g, j,;—;)%
__!....K ’

M
v) U Rz, ;') 2 Rr(g Kn).

i=1 ——te

M
Soit alors ¢ wun point de {J R( ) ; soit i 1'indice tel que

hl
C LT
- i=1 0,1 K6

CER(CO i,;—) ;s on a d'apres (’1.1) :
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K[d(z; ,z; )+d(g ,r,)] dtou :

h!
alz_,2) < K1[K6h+k—6] done

M
U R(COI—)CR(C K, (& G +2))
Zq 2l K Kg

et d'aprés (1.2) et la propriété a)
oy o a nty"
K, I —h' g KBKI;(K6h+I—{-) s dtoh
i=1 Ko 6
6
55 3 nn P
M=K 4nK (X, + ) ; et en notant y 1la partie entiere
K, 1 6Y 6 2
2 4K1K6

n
de [K3 3n4nKn(K + ;_K) ], ona My et y ne dépend pas de h.
4K1 6

Clairement si Cyh est un réseau jouissant des propriétés (1.4) et (1.5)
et si uesU(n), alors u?'h= {u(;k, k €N} est encore un réseau possédant les
propriétés (1.4) et (1.5) puisque la pseudo métrique est invariante par SU(n) ;

so0it alors U i=1,000,M 1'élément de SU(n) vérifiant u.(; =£O i,i=1,o.‘,,M
?

et posons Cy( ) Cy( ) ; alors la suite ?( ),1_1,0.,,M répond & la gques—
tion parce que chaque u, transforme une pseudo boule en pseudo boule de méme

rayon,

4.2 ETUDE D'UNE CONVOLUTION SUR S U(n).

On identifie sSU(n) & Sn de la maniére suivante
u€SU(n) > 2=u°-1-]€8n°
Soit alors pour to EN, h >0 et a 3 0 1la fonction suivante
hy;, ,(2)

o]

Kh,to,a(E) - n+1

2
[]1-1 .¢]%+a%n?]

ou x _J1 si ger(a, 1)NR(T, t h)
toh(C)—ﬁ) sinom.
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K5 + 00 yn—1dy
Posons (p(to,a) =;f B si a >0
£ =
a
et q)(t ,O):K z 2 si a=0, on a alors :
0 5 2
t)to t

appartient & ! (on) et vérifie

8

LEMME 4.2.1. La fonction Kh 4
2
o}

“Kh,to,a“ < cp(to,a) ; la convolution avec Kh,to,a est donc un opérateur

borné de Lp(cn) dans Lp(cn) de norme inférieure & q)(to,a)o

n-2
n(1-]2%)  an,(2)
Preuve. On a L%,to,a(:z)dcn(é)”n ne T
n mn{|1—z|>toh}“1_Zl2+a2h2] 2

gréce au lemme de subordination, d'ol

5 n-2
1%,,¢ Lall € op = f (1= Zn}q ar, (2)
ot ¥3% DAftng|1-2| <(t+1)n) |1-2]
1
”Kh,t ,a“ ¢hi n+1 CSn(cth(i))
T oz, 212 e
;21
”Kh,t ,a” N K5 I gréce & (1.3)
o1 1JV%[ 2,422
t +a

d'ou en comparant la série et l'intégrale

“Kh N a” < (p(to,a) ; on remarque bien gue q)(to,a) ne dépend pas de h.
AN R |
Puisque S, est une mesure invariante par SU(n) , la convolution avec
Kh + est bien bornée de Lp dans Lp avec comme norme q)(to,a)o
? ’

On aura aussi besoin du lemme suivant.

LEMME 4.2.2. Soit o= {_z_k, k e]N} une sulte séparée dans ]Bn ; alors il
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existe une constante positive C telle que :

b 2n+1
V>0, VfEAP(}\n), p e )P(- 17,7 <ot
k ¢l

D
b

Preuve. A 2z dans ]Bn, z#£0, on associe la droite complexe RZ déter—

minée par O et 1z, et l'espace Tz orthogonal a RZ en z dans ¢ 5 'I‘Z

. . 1 N
est de dimension complexe n-1 ; pour &, 0 < § < 5 on associe a 2z le

. 12 2
polydisque D =D x D ou D, =g €R,, lz—g| <8(1-]2]7)} et

n4-1

p2=fpet, |z-gl <5Vi-|2/?} s oma a(0)=6"(1-]2%) .

Soit maintenant g= {_gk, k ¢} ; il existe &, 0 < § < % ; tel gue les

polydisques Dz solent disjoints ; reprenant alors exactement la preuve du
%

lemme 2.1.1 on montre le lemme 4.,2,2,

4.,3. REDUCTION DU PROBLEME.

On considere y¢WN, m¢WN, m 3 v et le systéme de réseaux S(l)m
v
2

i=1,¢..,M, introduit au paragraphe 1 ; on définit alors les cellules de la

maniére suivante

(i) ~I —M=-1 (1) 2\'_'m
n,c, ={geB, t=rn, 1-2° ¢r<1-2 , nerlg ,ZK—2-)}.,

Soit ¢ une suite séparée dans ]Bn 3 11 existe donc un entier N tel que :

Vi=1,...,M, ¥myv, YVkeN card(gND (i))gNo
m,

Soit o, i=1,...,M, définie par :

M
o; = U (cﬂD (1)) ; alors o= |J o; et il existe o5 s J=1,...,N, telle
m,k m, g i=1 ’d

N
que card(oi’jﬂD (1)) <1 et L:J G. .=0.o

m,g, j
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Si C(l) -U b (1) posons pour k=1,0..,v

kelN m,Z
O = U (g, ,fWC(i))c On a alors ¢= LJ O, s x°
T099% p=k(moa v) 09 T i=lyeue,l 792
j=1’-ao,N
k=1,.oo,\)

On étudiera s=o0; 3,k pour 1i,j,k fixés. Il existe au plus un point de
7J 9

s dans D .y=D , on notera 2z ce point et on pose
(1) " "m,z —m, 4
mﬂgg

A =f{gemw, sD £4} et

m m, £

s = {Zm,k’ kea }
L'indice i étant fixé dans cette étude, soit [ 4 1'élément Cil)
9

du réseau C}i(i)

et soit =z =r « On a alors :
y=1 Zp,0 m, g lm,y

2
~I -m-1
(301> Vm)\), V£€Am, 1—2 \<rm,£<1"'2
(3.2) (zmzes, gm£€S)———>mEm'(mod v)
b4 ?
2 V"
(3.3)  alyy, pmy ) <=3
4K1
o~V
3.4 LEk = d >

1

dtaprés la relation (1.6).

] 2m(n+1)

LEMME 4.3.1. On a : (3.5) = -
pehy l1"zﬁn,,e"-z-m',kl

1

PRER K? [1__2—(m'—m)]

si m#fm' et (3.6) = —~ nr € K8¢(V)2m(n+1) ou ¢(v) tend
LEN |1-gm’zvgm’k|
LEk

vers O quand vy tend vers l'infini,

______ 10 >0 t.q. :

2
- 2 - -m? - 2
—m,,e'Em',kl >,K9[(2 +2 ) +|1—ﬂm’£o m,’kl ]



des que d(nm,g’nm',k) <1 et

- 2 .\,
(3.8) |1-2 Z,zm,’kl K, des que d(”m,z’”m',k> 3 1.

m’

La somme (3.5) peut donc s'écrire :

z - ! n+1=I1+12 avec I1= Z - ! )
zeAm ]1—Em,£o_2m, 9k| d( ZEAm )l'l__zm,;e.'gm',k
T, gt k7€

1
et 12= Z 1 - 7 'n+1.
Lehy | T, ek

d(ﬂm,z’ﬂnx',k)>1

Voyons I1. On a grice & (3.7)

1 1

Li<xg 2 ’
- —m! -
R A R (G N TR NN b
’ H
Posons f(_g)z Z Xp (E) et g(_"l)sz (_'rl)
,eeAm m,,e m',k

d(nm,.x;nm,k)<1

350

S i1} -m!
2 2 . e .
avec Bm,zzR(Cm,Z’ZI?) Bm',k_R(cm',k’ZK—Z ) et Xg la fonction indicatrice
1 1
-m' (n+1) -m
de E; ona “f”oo=1 et Hg“1 £ K32 3 Dposons encore h=2 |,

(m'n)

to=0, et a=1+2 et appliguons le lemme 4.2.1 ; on a

|< Kh,o,a* £,8> < ¢(0,a) HfHOOHgH1

ce qui donne aisément, grice aux relations (301) (3.2) (393) (304)°

m(n+1)
(3.9) 1, <K, 2_(m,_m) si mim'.
[1+2 ]
oV
Si m=m', on choisit to=partie entiére de — et a=0 et il vient :
2K

1
(3.10) I \<K12q)(to)2m(n+1)=K12¢(v)2m(n+1)

avec  ¢(v) =q>(to) -0 gd y- +o.

2(m—v)n A

Voyons I2 : On a I2 < lAmI P grice & (3.8) donc
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2m(n+1)

si m#m! IKK ——
7 [142 (m mr]

si m=m' T \<K8¢(v)2m(n+1)°

Reprenant alors exactement les arguments utilisés dans le cas du disque on

montre la

o
PROPOSITION 4.3.1. Pour p > 1, pour tout 6, %1-1 <0< %, il existe

une constante positive Kg telle que :
A

b

0 0
2 2 D
) Qp(m,z ; m',k)(1-—|zm,£| ) g Ke,v(1_ lz ’,kl ) et K\),e tend vers O

quand v tend vers 1'infini.

ns 1 ne
2 2
2P 1=z, D) °

G-y,

ou l'on a posé Qp(m,z ; m',k) avec

(m,£) #(m*,k) et O sinon.
De cette proposition et utilisant le lemme puis des arguments identiques & ceux

du chapitre II on tire le

THEOREME 4.3.1. Soit ¢ une suite séparée dans Bn s pour P> 1, o

est une union finie de suites strictement d'interpolation Ap(xn) ; pour p > 0

c est une union finie de suites o fortement d'interpolation Ap(xn) ; de

plus, si p est inverse d'entiers, o possede la propriété d'extension linéaire

bornée de szN) dans Ap(xn)a
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