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BASES D'EXPONENTIELLES DANS L (R+)

par Denise et Eric AMAR

INTRODUCTION.

Soit ¢ une suite de points dans le demi-plan P = {ZGC ;s Rez > O} . Appelons
¥ la suite d'exponentielles associéesa ¢ i.e.: I= {e_Zt; zec}, ét V0 le
sous-Hilbert engendré par 2 dans L2(R+).

J. M. Anderson [ 1] caractérise lés suites o pour lesquelles X est une base
de VU , etil pose la question : caractériser les suites ¢ pour lesquelles VU posse-
de une base d'exponentielles.

Dans ce travail on généralise cette étude au cas des exponentielles de L2(R+n).
L'outil essentiel est le fait que les notions de base et d'interpolation pour une classe de
fonctions analytiques dans P?  sont tres lides.

On obtient, en particulier, le résultat un peu surprenant suivant : si n=1, une
base d'exponentielles normaliséesa 1 dans L2(R+) est toujours inconditionnelle ; si
n> 1 cela est encore vrai si le spectre de la base se trouve dans un ensemble de type S
(introduit au paragraphe 3). Cela pose donc la question générale : une base d'exponentielles
est-elle toujour's inconditionnelle pour n= 2 ?

Dans le § 0, on établit les notations et principales définitions.

Au § 1, on utilise la transformation de Laplace pour se ramener au cas des fonctions



analytiques.

Au (§ 2, on répond alors, de facon générale, a la question posée par J. M. Anderson,
en utilisant les techniques d'opérateurs de 't'oephitz.

Dans les § et § 4, on introduit des sous-ensembles de p" (en fait de D™
dans lesquelles on sait caractériser les suites d'interpolation. On obtient des résultats
qui généralisent certains résultats de E. P. Kronstadt [ 2] en utilisant le théoreme d'union
de suites d'interpolation de N. Th. Varopoulos EB ] et celui d'extension linéaire de
A. Bernard [4] .

Au § 5 on revient aux bases a travers 1'interpolation hilbertienne : on caractérise
les suites X qui forment base, dont le spectre est situé dans les sous-ensembles introduits
précédemment.

Enfin, au \§ 6,-on peut lire directement les théorémes obtenus sur les bases

d'exponentielles dans L (R™).

Une des sources d'inspiration de ce travail fut 1'article de A. Shapiroet A. L.
Shield [14].

0. DEFINITIONS, NOTATIONS ET PREMIERES PROPRIETES.

Nous aurons besoin des définitions et propriétés ci-dessous se rapportant aux bases
d'un espace de Banach [5]

1. Soit E un espace de Banachet X = {en ; neN} une suite de vecteurs de norme
un, engendrant E.

Onditque 2 estunebasede E si:

VieE; 3 {ocn(f) : n€N} c CN, unique, telle que :
n

Sn(f) = «e, convergevers f dans E quand n-eo.
i=1



3.

Soit E un espace de Banachet Z = {en;neN} une suite de vecteurs de norme 1.

On dit que Z forme une basg dans E si I est une base du sous-espace vecto-
riel fermé engendré par {en;neNSF.

On appellera conjugués les éléments {pn ; nEN} de E', dualde E, de norme
minimale, telle que :
Yn, mé€N ; pn(em)= Snm’

Si Zestune basede E, alors: 3c>0 telque: Vn EWN; ”pn”E' <c.

2. On dit que T est une base inconditionnelle de E si:

i) T est une basede E,

ii) Y€ E, lasérie = o:n(f).en est commutativement convergente dans -E.
n

Dans ce cas, ona: V4B :neEN'c 5N, Yie E, lasérie: Z B8 a (f)e
n n n’n
n

est convergente dans E.

3. 5i E estunespace de Hilbert, on peut montrer facilement que I est base
inconditionnelle si et seulement si ¥ est équivalente & une base orthonormée i. e. :
3 {En ; neN} base orthonormale et ) un endomorphisme bicontinu de E tel que:
Vnen, e = Qe.

4. On dit que T est une base hilbertienne de E si:

i) T formebasede E
5 n
ii) V{Ai ; ieN} € °(N) ; 1la suite = Aiei converge dans E quand n tend
i=1

vers 1'infini.

Dans ce cas la suite {pn ; neN} des conjugués de I est une base besselienne

du sous-espace fermé qu'elle engendre dans E', i. e. :
i) {,On ; HENJ est une base du sous espace engendré,

ii) Si T )\ipi converge dans E' quand n tend vers 1'infini, alors :
i=1



l2 < 400,

e

= I,
. i
1=1 ; S S - ;
Méme si E est un espace de Hilber’;, le fait que X est une base hilbertienne :
" n'entrafne pas que ¥ est une base inconditionnelle en général E5] . o

5. On notera : e
Pn—{zecn‘vz—(z | z ) tkq Re z >0-Vi€[_—1 2 n]}

= ’ TAEqr s )y e M i ’ 3 Sgecey
D":—.{ZEZCH ;kZ=(Z1,...,k Zn), t. Q-Izil<1; ViE[ly 2’ ...,l’l]} kk
;T"_—.{zeq:n : z=(z1,..‘., Zn)’ t. q. Izi] =1; Yie [1,2,...,n]}.

Les espaces de Hardy classiques seront notés : H2(Pn), H2(Dn), Hoo(Pn),‘ 'Hm(Dn), ;

Hz(Dn) = {f analytique dans D", t.q. f(z.r) = f(z1r1, - ,znr'n) soit
uniformément bornée dans L2(Tn) lorsque ry < 1}. |

HZ(Pn) = {f analytique dans P", t. q. si Zj= X+ 1yJ les fonctions :
g(y1 Ve ,yn) = f(x] Y, X iyn) soient uni_formément bornées -
dans L2(Rn) lorsque x> O} .

e E") = {f analytique et bornée dans Pn} e

| (") = {f analytique et bornée dans Dn} . S

6. On note, pour tout we€ Dn, ey le noyau de Cauchy-Szego du point W,

| - normalisé dans HQ(Dn), i.e.:

Soit (f la transformation conforme de P" sur p" définie par :



‘ z, -1 : :
n ! B S ;
Yzep" |, w=o(z) v, = 7 71 avec z=(z,... ,zn) et w=(w,,... ,wn).

n 1+z
On pose alors V. €, ’ et on obtlent
‘ . 1-1 ] l

PROPOSITION. V s'étend par linéarité en un opérateur unitaire de HZ(Pn)‘ |

sur H2(Dn).

Preuve. Simple vérification du fait suivant :
1+ z, 1+ 51'
w,ew>n< X )

k(V.e ,Vs ) ={e
- i=1 I1+z! l1+z|

Soit U l'opérateur de Laplace sur LZ(Ri), i. e.
Vie L2RY), nep?, ui(n)-= j e 1L ft)yat....at .
| e RN T %n
Un théoréme de Paley-Wiener [6] nous assure que U est anti~unitaire de

L?(RZ) sur HA(PM).

- si zeP", Vnep", ona Me—ﬁM%— ! e (n).

Ir}I VZReZi -Z-

i=1

Ainsi 1'1mage des exponentielles se trouve étre les noyaux de Cauchy—Szego (Remarque
bien classique [6 ] ).
Composant les opérateurs U et V on obtient un opérateur anti-unitaire de

L’ RY) sur HAD") telque W=VoU; wWe™ t)(c) = () e, () ;

; : n 1+A :
g=0o) et cl)= 1

;1—1 |1+/\l\/__—~T

| 801t alor‘s ‘0 = {—k}kQN , Ek gp@ ) et G = {&k}kCN

oul'on a posé :




Utilisant l‘isométrie W ‘la questionj devient donc :  ‘

. A quélles conditiohs sur O la suite {c(&k) el:’q(} ést—elle une basé du
sous—kespace Ex | qu‘ellekengendre dans H2(Dn) ?
et la question 2 :

2'. A quelles conditions sur ¢ a-t-on que le sous espace EG’ engendre par

{e ; KEN } dans Hz(l)n), posséde une base formée de vecteurs {ey ; KEN }
By & S k 1
avec YkeN; v, €D"? |

2. ETUDE DE LA QUESTION DE J. M. ANDERSON.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant.

o

- THEOREME. Soit {J le sous-espace engendré par {e_-)-“-’JE : &ec} dans LZ(R?_).

Si Ucr posséde une base d'exponentielles, alors cette base, unique, est constituée de

la suite {e_&'t— ; Aeo} elle-méme.

Preuve. Supposons que U; posséde une base d'exponentielles. Utilisant la formu-
lation 2', cela signifie qu'il existe une suite s = { L kEN } < Dn, telle que |
- {ev ;L/Es} est une base pour Ey (6 estl'image de © par o ; §1). Ona alors |

le lemme suivant :

LEMME. Soit we D7\ {s}, alors il existe § > 0 qui minore Ia distance de

Gleason de w aux points de s.

Preuve du lemme. Posons VYr< D;l: {56 p" . zZ= (z',...,zn) ;

L ]

. : i : . 2 o ‘ o
Z <r ; 1€[1,...,n]}. Si feH (Dn), on a alors (formule de Cauchy) :



lf(Z)l = lfH < c(r) Hf” 5
_Z_GDS r) H

D‘autfe part, puisque {eu ; _2_/_€s} forme base dans HZ(Dn); nécessairement les

conjuguds existent et sont bornés [’5] ,i.e.:

B{pv ves} < H(DY) ‘telle que ; 1) Hp_”H 2 )s M
: e 1 si v=u
2) VZ(.’{'G;S; ona: <p.’_’_"e.'f.>=6.’{'2 E{O @ it

- Utilisant la propriété de reproduction de e, 1) s'écrit :

‘ 112 N 1 n
(pu,,ev>=pu,(u) H 1- [v'%; ob g:(v y eV )
- - - 1=1 ;
Posant : Vges; 1—! l , 11v1ent
) )= SW, ; VV'GS; 2) ”f ” <M.
Cor o CEReh

Restreignant fout a D;l il vient alors :

vV

Vv, ve€snp, ; I f,cH(D]) t.q.:

D el < cteym

En particulier, lak distance de GleaSon [7] de deux pointskdistihcts de la suite‘ ~ ‘ ;
sN Dg est uniformément minorde pour Hoé(Dg). -
~ Onendéduit que Vr'<op; lé suitek sN D:, ne combté qu'un nombré fini de pdints.
Laikkssant tendre r' et r‘ vers 1 avec r'<r<1, onen de’duit que s ne
peut s'accumuler qu 'kau bor'd de D",
Comme par khykpoth‘ekse W est dans Dn,k on en déduit aisément le lemme .
Revenant a la preuve du théoreme, considér'ons ‘alorjs :

s'=s5U {}3] et notons ES, 1'espace engendr‘é par {eu 3 g'es'}.k



Soit alors CLS, 1'algebre des opérateurs bornés sur E . qui “"diagonalisent"
' dans 1a suite {eu ; ~g€s'}, i. e. [8_1

={T€°[,(ES,); T;e?='}(y_).ev; Vges'}.

si fe H”®"), onnote 7(f) 1'opérateur de To&plitz sur HZ(Dn) associé a

f; i.e.si P 2 désigne la projection orthogonale de _[,Z(Tn) sur HZ(Dn) ona:

Vhe M) ; rn@)h=p , f.h.
| 31

11 est facile de voir LS:I que 7(f) laisse Esnminvar-'iant,. et si on note Ws'(f) la
restrictionde w(f) a E.i, on a que [8] : Vte H°°(Dbn) : jn’s'(f) €a,.

puisque w est séparé de s ona: ViEN, HTieClé, t. q.:

;,Ti.‘ey =0 | |

: 1 il suffit de prendre T ,(f ) avec f €H (D ) et remphssant les

| Ti’e}y = Cw conditions corr‘espondantes ‘

Il
Mais e, s'écrit de maniére unique (les e, ; VCs formant base) : ey = % a.e. +h;
- - : - v €s -
2, ) . :

avec h€H (") ; hiE, et View; a,€C.

Montrons que h#0. Eneffet, si h était nul, on auréit en choisissant i tel que

_ - _ . e s ‘. _
Tie}y e}y j?i aj Tiej 3?1 3, T (v ). e, J ce qui contredit 1'unicité du développe

ment de e, Ssur la base {ey ; _1_/_€s}. Mais h non nul et orthogonal 2 ES, il vient :
e\.“_ é E..
Puisque 1'on a, par hypothése, EG’ = ES on en déduit donc :

"726'5_—.,—\@;/ GES':——-}ZGS} d'oll G c s.

Mais alors {eu s ve G } forme base pour E F comme sous-base de



9.
e, s LE ST, d'olu par le méme raisonnement sc ¢ ; ce qui prouve que s=0 et

achéve la preuve du lemme.

REMARQUE. Dans le cas | n=1, la kpr?ekuxkfe eét beaucbup p'ltukskksimple ﬂ suffit de
considérer le produit de Blaschke Bs qui s'annule sur s exa«ctemént,i puisque
{ev ; v€s} forment basé, céla impose que s sqit un zéro pour ‘HZ(D).‘ On a kalorks :
Yves | <Bs’ev> =k0 1

=> ewgi Eg.
(Bg ,ey? #0

3. ENSEMBLES DE TYPE s DANS D"
Le but de ce paragraphe est d'étudier des ensembies, asséz ;particuiiers de Dn,
dans lesquels le fait, pour une suite, d'étre d'interpolation, se traduit ksimplement.
On aura besoin des définitions suivantes.
1. On dit qu'une suite ¢ c D" est d"interpolkation pour ‘HOO(DH) si:

Ve ebl®m); 3t H”®") t.q.: Vnen; f(Zn)=Wn; z €o.

2. On dit qkuk' uhe suite o < D" est sépafée si il existe 5 >0, tel que :
Vg_ WEO 5 Z £ W dg(_z_ , }l’) =% ol dg désigne la distance de Gieéson dan_sk |
‘1'algdbre H°°(D“). EX .
3. Un enseumble We b est dit detype S si, pour toute Suitékk o d.e W ona

1'équivalence : o est d'interpolation pour Hoo(Dn) si et seulement si 0 est séparée.

Remarque. Utilisant [3 ] , i1 est clair qu'une union finie d'ensembles de type S

est de type - S.
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4, EXEMPLES D'ENSEMBLES DE TYPE S DANS D.
Le premier exemple étudié fut le rayon [0,1:] dans D [9] Plus

généralement, on dira que 1“Z est un cbne de sommet ZO€T etd'angle a>0 si:
0 .

T cDU{z } et Vzer , Arglz-z)e [—oc,+oc].
Zg o z o

Il est facile de voir que T 2 est un domaine de type S, et donc aussi une union finie de
; ; o

tels cOnes.
L.'exemple suivant généralise cette remarque :

soit = (6 n)

hen  une suite de réels positifs tendant vers 0 exponentiellement ;

par exemple 2 -1 < Gn <2 Soient I‘gx) une famille de cbénes d'angle «= 0

telle que Vn@N, 1“510‘) NT= {eie n} et L_;;Si)'ﬂ T = {T}H;_J]{eie n} - Posant

W= U 1‘(0{), on a alors :
n>1 "

PROPOSITION. W est un domaine de type S.

- Preuve. Soit ¢ une suite séparée dans W:0 = {Zk}keN' Pour montrer que
0 est une suite d'interpolation, il suffit de montrer que la mesure

p= 20- ]Zk ')6 , est une mesure de Carleson [10:[, i.e.:
k=1 2k

' Soit Kn={z€D,k Izl 5> 1-2 Apgze [o, g-g]}
-n

11 faut vérifier ;.'(Kn) <C?2 oli C est une constante.
Les données étant stables par une "homotéthie" de centre 1, il suffit de vérifier

que p est bornée sub D.

k

. Soitdonc C = JizéﬁD ; 1—251(5 lzl < 1-—2~k_1}, etpour 0<p< oK

posons
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_fpec . 20 %{f}
Ck,p“{zeck , Argz€[p.§€, (p+1) ZkJ .

La suite o étant séparée, il existe un entier A tel que chaque Ck b cdntienn'e

~auplus A pointsde o.

D'autre part, Tn N C, estinclus dans le domaine

k

o -n | -k .-n -K }
) = : ol 2 2 .
‘Rk,n {Z€Ck s Arg z € [2 tgax 2, +g o :]

Socit alors B unentiertelque B> tg«, ilya, auplus, 2AB points de o

B

dans Rk,n et on a Rk,n c sz_J_BC

k

ks B2 ;

\ : '-k -
desque 2 " +iga 2
k,p 5 q - g
i.e. desque n=k+ n, avec n indépendant de n et k.
- Donc U R contient au plus 2AB pointsde o.
e k,n e
; n2k+no ; ; ; ;

D'oli; dans la couronne C,, ily aura au plus 2AB(k+no) pointsde ¢. Onen

déduit enfin :

‘ e | o o Lo i
pD)=sZ 2 K L2AB(k+no)] <+ ; et o estbien une suite d'interpolation.

5. EXEMPLES D'ENSEMBLES DE TYPE S DANS D".

On va montrer le théoréme suivant :

THEOREME. Si, pour 1<i<n, Wi estdetype S pour H k(D), alors

W= WX Wy X . Xy ', estdetype S pour HO (D).

1 X W2 telle que

Preuve., On la ferapour n=2. Soit o une suite dans W
il existe >0 avec

Vz€o et Yweo ; z %_\y=>dg(_2_,}y).>.8k;

explicitement, si _z_‘=k(zﬁ],22) et w = (w] , w2), ona
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dg(g:,}_y) = max [dg(z1 ,W1) , dg(ZZ’Wz)] .

Pour KEN et 0sp< 2K on définit la cellule e p par
. ’ b4

C ={z€D : oK< Izl < 127K o Argz € E)ZW (p+ 1) D
k,p . : 2

On peut supposer, quitte & découper ¢ en une union finie, que § est tel que

z,w € C, _=>d (z,w)<$. On définit alors la sous-suite o ainsi
| k,p g kK,p
= 1 wEW k
Ck,p {we\\z t. q. ;(Z’W) €o et ‘z Eka,p}‘
Si z et w sont deux points distincts de Oy p on a donc : dg(z,w) > %. Donc,
b

pour tout (k,p), la suite oy D est séparée dans W, et donc d'interpolatidn_ pour

P :
une constante M uniformément majorée par un nombre M(S ).

k,p

La démonstration nécessite deux étapes.

a) Premigre étape.

On suppose que zZ,W)E o Z= i. e. 1a projection de ¢
ppose que Y (z,w) k,p =% = %, p’ projecti K.p
sur la premiere coordonnée est constante. La suite {Zk } (x,p) étant une suite séparde
dans W, est d'interpolation pour HO(D) de constante M(b). Soit {ek p} la
s

suite de fonctions de H7(D) réalisant 1'extension linéaire [4] , [Kﬂ , 1. e.:

= k',p!
jek:p(zk';p') 6

k,p
1\/260 > lek )] = N(D).
k,p <P | | |
Indiquons les points de o i o =<w, ();n€Jc N},k et soit w€ Eoo(NB).
k,p~ k,p k,p

Pour tout (k,p), il existe une fonctlon f (z) € HO(®) telle que

J ik, o, p™) =By pon

Lo o el

k,p
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Posons enfin  V(z,w) € D2 :f(z,w)= Z e (z) fk p(w),

; G k,p o : .
 Clairement f € HOO(D2) ; H f”oo < M(B)N(®) et f réalise bien 1'interpolation pour une

k,p

H

kconstkante M(S)N(B).

 b) Deuxieéme étape.

'Si, maintenant, la premiére coordonnée des points de o, o n'est plus constante

on subdivise chaque ¢ en 22N cellules, i. e. :

k,p

N

0<j<2 0<b< N

1. . ={zen; lzle [1-2”"&32"“1\1 , 127 % (i N [ et
R il | | ‘

Arg z € %I(WBTN) ; 2—{% (p + (Q+])2~N l:} |

On choisit N telque: Yz, Vwerl et Vge B (D), onait:

p,k,i,0

(*) o P Ig(z)-—-g(w)! < “g”oo ____L___‘ :
E ‘ | 2N(5) M(d)

 Soit alors S;i ) la sous-suite de o dont la premiere coordonnée de ses éléments
, ;

~appartient & I e
Sk Y he,p,i,0

On associe a s, la suite  s! ainsi construite :
3

o G,0) - T
on choisit xv? un point de 1 . et on pose
SO Rk,p pot k,psi,8 5 PO

i0) R R :
s ={X(J’ n t.g. Ix n)€b avec : :
: J’e ( H ’ yk’p(; )) q k,p( ) B i S
i X n n) € s. } -
G, p) ¥, p(m) € 55 9 |
La suite si_i 3 est du type de celle étudiée a la premiere étape, elle est donc d'intér‘pola-
tion. En utilisant (*) et un argkument ClassiQue de série [11] - L7] , on obtient Que
‘Sj y est d'interpolation.
v
La suite o est alors réunion kfinie‘ de suites d'interpolaﬁdn et est Séparée, on

‘peut donc ‘l‘ui appliquer le théoréme de N. Varopoulos LB]: o est d'interpolation.



2, 2z X
v >
4. INTERPOLATION DANS H™(®"). S ;gw)/

On s'intéresse maintenant aux suites ¢ ¢ DXW ol W est un ensemble de
type S dans p" 1,
Comme au § 3 onaaque: \‘/6 > 0, on peut partitionner W en cellules
{Ck ; kEN} tellesque : Yk; Yy, Vy' €C, ; dg(z , yN<%.
Soitalors ¢ c DXW. Onpose: VYkEN ; O’k = {(x,}) €o;t.q. ye€ Ck}
et oK- {x €D t.q.3ye€ p" 1 avec (x,y) € ok}; i.e. oK estla projection.

de O'k sur la premiere coordonnée complexe.

Reprenant alors exactement les arguments du § 3 on montre :

PROPOSITION. Soit ¢ ¢ DXW, _(3_‘11 W est un ensemble de type S dans

~1. pour que ¢ soit d'interpolation dans H™(D"), il faut et il suffit que :

i) o soit séparée

ii) T$>0 tel que les points de K forme une suite d'interpolation pour H° (D)

X - x!

de constante uniforme, i. e. Vk €EN; inf I =95 >o.

xc¥ x1es

k 1-x'x

Cette proposition donne une description "concrete" des suites d'interpolation dans
H™(D") situde dans DXW.

On va donner une description abstraite basde sur le théordme d'approximation

suivant di 3 E. P. Kronstadt | 2] .

THEORENME. [_2] Soit o = {Xk ; keN} une suite dans P. Pour tout ¢

positif, il existe €, Dositif tels que ¢ est d'interpolation pour HZ(D) si et seule-

ment si il existe une famille {fk ; kGN} de fonctions dans H‘CO(D) avec :
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) VYeen; el sec

2) Vk,k'en; !fk(xk,)— Sk " | < e .

(o)

Le théoréme abstrait sera le suivant.

THEOREME. Soit o.c DXW _qg_ W estdetype S dans Dn_1. Pour que

o soit d'interpolation dans Hm(Dn), il faut et i1 suffit que les idempotents élémentaires

soient uniformément bornés.

On rappelle que si 0 = {Zk ; KEN } , les idempotents élémentaires sont des fonc-
. . a1l ' 1 . =
tions {1, ; keN} de HZ®") telles que Vi, Vk'ew ; £(z,) =5,

La condition est clairement nécessaire.

Preuve de la suffisance. Ve 0, onpeutchoisir © >0 tel que Yk , V Y.y

€C, Vete H”®") on ait: lf(x,x) - f(x,y") |< z—:”f”oo, cap

d(y 5 y')< 5=%dg((x,y) s 0Ly )< 5.

Choisissons un point Xk dans C VKEN. 1l vient alors, si1'on note

k’

{fz ; Z € ok} les idempotents élémentaires associés a ck (”fZ”oo <c, VY z € O'k) :

Vzr =y €0 G,y -1, 9] < ec.

. k, . 7 -
Posons alors : V_z_ co*; VYoeb: fg_((p) = f:é(rp,xk).
Ona:1) f €H"(D) et “‘;_Hmf ¢ VYzeok

2) Vx'd}'k ; Vg_é:o*k : l’sz_(x') - Sxx' < ec ; (z=(x,y).

Comme on peut choisir S assez petit pour que eC soit inférieur au €, du

théoreme de E. P. Kronstadt, on an déduit que 'Ei'k est une suite d'interpolation dont 1a

constante est indépendante de k.



La proposition achcve alors la preuve du théoreme. 16.

I1 est clair que les ensemblgs DxW ou W estde fype S dans Dn_] sont

plus généraux que ceux inffoduits pab E. P. Kronstadt [2_] - |
| Dé plus il introduit la notion de suite ¢ < p" d'interpolati_oh géhéralé.

o est une suite d'interpolation générale si pour toute algébre uniforme A, 1la
suite o est d'inter‘poiation pour 1'algebre des fonctions analytiques a valeur dans A
et kbor"nées. En particulier toute suite ¢  d'interpolation générkalekest d'interpolation
habitﬁelle. |
| Le coroliaire kskuivant, du théoreme d'extenéion linéaire ‘dek A. Bernéfd [2] ,‘moknkir‘ek |
Qu‘ une suite d'interpolation habituelle est toujours une sﬁite d'interpolation générale,

ce qui généralise donc encore certains résultats de E. P. Kronstadt.

COROLLAIRE. Soit ¢ < D". Pour que o soit une suite d‘interpolation générale,

il faut et il suffit que © soit une suite d'interpolation pour H(D").

La nécessité est évidente. deons la suffisance : o = {Ek ; keN} est d'interpola-
tion de constante ¢ >0 pour Hoo(Dn). Utilisant alors L4] on sait qu'il existe une
suite {fk ; keN} de fonctions dans H ™ (®") telle que :

1) V_z_eﬂ)n D ¥ 'fk(_Z_)l < c?
k

2) Vi, Vkew; f(z)=5_ ..

Soit alors A une algébre uniforme (olt un espace de Banach...) et {al, ; RQN}

une suite d'éléments de A telle que sup ”akH < 1.

Il est alors clair que la fonction G(z) =& fk(_z_) kak est
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1) analytique a valeur dans A

2) réalise 1'interpolation: Vi € N ; Glz) =
L~ 2
3) [iG(Z)tEw’A < C .

Cela valant pour toute A, le corollaire est prouvé.

Remarque. L'étude des suites d'interpolation ¢ situdes dans D XW est tres
particuliere. En effet, pour ces suites on a

1) o est d'interpolation pour H™(D") si-et seulement si o est d'interpolation
hilbertienne dans HZ(Dn) comme on le montrera au §5 ; ce qui est faux pour une suite
quelconque dans D" [1 2] .

2) o estd'interpolation dans HO(D") s1 et seulement s1

i) o est séparde

ii) sila mesure d'interpolation associée & ¢ est de Carleson ES] , Ce qui est
facile a prouver.

Or L. Carleson a montré dans [16] 1'exemple d'une suite dans D" telle que la
mesure associée est de Carleson et ne vérifie pas les indgalités HP. Donc cette suite ne

peut étre une suite d'interpolation [:8 :I .

5. INTERPOLATION HILBERTIENNE ET BASES.

Soit o une suite dans Dn. On a le lemme :

LEMME. Si les conjugués de la famille T = {ez ;2 € 0} sont uniformément bornés

2
dans I—I“(Dn), alors la suite o est séparée.
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Preuve. 3¢>0, Vz,Vz'€o FTpec€ H2 (") t.q. :

1) §!p”25 c; (p,e =1 ;

2) (p,ez,> =0

1l est facile de voir que cela implique : | ¢ e, ;e M<1-% avec $>0 ne

dépendant que de c.

D'autre part, si g=(z1,...,zn) et z'=(z',...,2'), iiviem .

n
| |- n | 5|
(ez,ez,)=.H (e, ,e,pl.
- - i=1 i 1
Un calcul classique monire alors que :
" 2 .
Yie [1,. .,n]; I( ezi , ezi,>l =1 —dg(zi,zi') dans le disque,
et que : dg(g_ , 2') = . max dg(zi,zi’)
i=1,...,n
d'oli : 1-d(z,2')<1-d(z z‘)=l(e e >l2 Vie1 n
. gL /= ¢\ it Zi’ Z]{ e M
donc [1~dg(_7:,_z_')]ns l(ez ,eZ‘>Izs 1-9%.

—

On en déduit : dg(_z_,g_')?.T—(]—%)1/n=7>O, d'oll le lemme.

COROLLAIRE . Soit o c W, oi W estdetype S dans p". Alors

= {ez , g_eﬁ} forme base si, et seulement si, la suite ¢ est séparée. De plus, dans

ce cas, X forme base inconditionnelle.

En effet, si o est séparée, la définition de W permet d'affirmer que o est
d'interpolation pour Hoo(Dn). Or, on sait [8] que cela entraine que X est d'interpo-
lation hilbertienne dans Hz(Dn), i. e. forme base inconditionnelle.

Réciproquement, si 2 forme base alors les conjugués de ¥  sont uniformément

. 2,.n . . .
bornés dans H (D) et le lemme nous assiure que o est separde, donc en fait que X
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forme base inconditionnelle.

Soit maintenant une suite o dans . Ona:

THEOREME. La suite X = {ez ; z(—:c} forme base si, et seulement si :

ot
*) inf n |22 1=%¢>0
zCo z'€oc 1 -2z'z
Z'#z

Dans ce cas £ forme base inconditionnelle.

Preuve. Si X forme base, les conjugués sont uniformément bornés dans H2(D).
On a caractérisé ceux-ci dans [8] et 1'on a montré qu'alors cela entrafnait la condition (*).
Réciproquement, utilisant la caractérisation de L.. Carleson [133 on sait que (¥)
entraine que o0 est d'interpolation pour Hoo(i)) -et-donc-aussi-gue—i—est-dHinterpola—
tien-pour—HAD)- et donc aussi que Z est d'interpolation hilbertienne dans HZ(B))
[8] , 1. e. 2 forme base inconditionnelle.
1

Soit maintenant le cas mixte : ¢ c DXW ou W estde type S dans p"

On va montrer le théoreme suivant :

THEOREME. Soit ¢ ¢ DXW _q‘g_ W est un ensemble de type S dans Dn—1.

Pour que T = {ez ;z€ 0} forme base hilbertienne, il faut et il suffit que © soit une

suite d'interpolation pour Hoo(Dn). Dans ce cas Z forme base inconditionnelle.

Puisque interpolation hilbertienne est équivalent & base inconditionnelle donc entraine
base hilbertienne, ce théoréme montre que si ¢ c D X W, interpolation hilbertienne et
. . - O .. ~ .
interpolation pour H caracterisent les mémes suites.

D'autre part, o d'interpolation pour H (D") est décrit "concréatement! dans la



20.
proposition du  § 4, et "abstraitement” dans le théoréme du § 4.

Preuve du théoréme. Si o est d'interpolation pour H™(D"), alors ¥ forme
base inconditionnelle donc hilbertienne.

Réciproquement, puisque Z forme base, les conjugués de % sont uniformément
bornés dans Hz(é)n) et d'apres le lemme la suite ¢ est séparde.

Comme aux § 3 et 4, \7’5>O, on peut découper W en cellules {Ck ; keN}
telles que : YkeN ; Vy, y'€ . i dg(x , ¥')< 5. Avec les notations du § 4, le but
est de se ramener aux hypothéses de la proposition du § 3, i.e. de montrer que 'Ek
est une suite d'interpolation de constante indépendante de k dans HOO(D).

En reprenant la preuve du lemme, on montre aisément que :

n-1
2

17t.q. dg(erX')S%<:1 alors '(ex,ex,ﬂzﬁ—%) .

n...
(1 ) VXfX' €D
D'autre part, utilisant 1'hypothése de base hilbertienne, on sait qu'il existe ¢> 0

t.q.: Ynenioh), > |<h,eZ 52 < AllP,

zEo -
s . ' ' k. | l2 2
En particulier, si h=e , , z'€c¢", ilvient: 3 (ey,,e2> <c”.
—_ zCo pud =
-k
Ecrivant : z =(x,y) ; z'=(x' ;Y'), onaque y et y' sontdans ¢, » donc,

grace a (1), il vient :
n-1
2

<z I 1< ex,,ex>izl<e ,,ey)l2 2(1—6)—2_ z

2
Lo v o ’(ex, ,ex>l .

k
Les points de oK étant séparés on choisit o assez petit pour que K soit séparée,

et on a donc (on prend % < So ol SO est la constante de séparation de o)

~k 2 1 2
(2) | Vx' €75 ; ENk l(ex, , ex>l < n-t ¢,
XEo (1-5) 2

. =50 N ..
On sait alors 13 que (2) entraine que la mesure associce est de Carleson. Comme de plus
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'B'k est séparce, '5}{ est d'interpolation dans H (D), la constante ne dépendant que

de & etde c. Onestdonc ramené 2 la proposition du § 3 ce qui acheve la preuve

du thdoréeme.

Remarque. Pour ¢ CDXW ou W estdetype S dans Dn~1 , contrairement
au cas ol les idempotents élémentaires sont uniformément bornés dans Hm(Dn), nous ne
sommes pas arrivés a montrer que : conjugués pour I = {ez ; _2_60"} uniformément
bornés entraine ¥ interpolation hilbertienne.

En effet, pour utiliser une méthode analogue & celle pour H (D") il faudrait un
théoreme d'approximation du genre de celui de E. P. Kronstadt, mais pour H2(§)). Or,

un tel théoréme ne peut exister a cause du contre exemple suivant.

CONTRE-EXEMPLE. 3c >0 ; Vs > 0, 1l existe une suite ¢ = {Xi ; IEN+ dans

D qui n'est pas d'interpolation pour HZ(D) et une famille de fonctions { Py iei\}

bornées par ¢ dans HZ(D) tellesque: Vi, VieEN; l(pi,ex ) - Sij | <e.
J

Preuve. Soit n€N. Appelons o la suite constitudes de 2" points équirépar-
tis sur le cercle de rayon 127", On sait que la constante d'interpolation de CL est
un nombre ¢ indépendant de n. D'autre part, une union infinie de telles suites Oh
ne peut étre d'interpolation car la mesure associée ne serait pas une mesure de Carlesorn.
Nous allons montrer qu'une union infinie de crn vérifie les hypothéses du contre-exemple.

Partons de n, €EN. Onchoisit x € 0‘n et on pose :

l’lo [¢]
B, (o)

p (o) = e f0); Veoeb;
¥ oBloKx) X
X
n
B (0) est le produit de Blaschke ayant o AN {\} comme zEros exactement,
o
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- - N 2
et oli, comme toujours ex(@) est le noyau de Cauchy Szegs normalisé & 1 dans H (D).

1

11 est clair que ” pr 5 = < C car On est d'interpolation de constante C.

n
H !on(x)!
De plus : 1 si X =x!
VX,X‘E:O'H ’ <px’eX'> = )
o 0 sinon.

g> O étant donné, Hn} > ng tel que VYn= n, on ait :

£
Vx€cn . Vx' €o l(ex,ex,>!<a.

N Vi-[x [ V- Ix[2 <EW
X 1 -%x' | T Vit 2

et lx'l=1~2

En effet, on a I

-1l
et |xl=1-2©

Onendéduit Vxe o Vx' e o

0 1
BMo (x1)
<o, el [ e e sl
B (x)

On recommence évidemment de la méme maniére et 1'on obtient une suite {no, ny,.. }

telle que o et o vérifie encore les propriétés ci-dessus. Clairement
k k!
o= U o et {px ; X€O‘} constitue bien le contre exemple, puisque ¢ n'est pas
k k

d'interpolation mais 2 possede bien des conjugués approchés qui sont uniformément

bornés.

6. APPLICATION AUX BASES D'EXPONENTIELLES.
I1 ne reste plus qu'a utiliser la transformde de Laplace et 1'isométrie introduite au

début pour transcrire les résultats obtenus sur 1'interpolation en résultats sur les bases

d'exponentielles.
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-~ o g s 2 .
Puisque les noyaux de Cauchy Szeg0 etaient normalisés dans H™, on normalise

les exponentielles

\7'_2_ € P"; on pose d(z) = ! = !

= Tz
He —Z_—HLZ(R+n) ?I V2 Re z,

i=1

°
:I

IN
!
N

1) Cas olila suite o estdans P = {zee: ; Rez > O} . On obtient 1'amélioration

du théoréeme de J. M. Anderson LT__[ .

THEOREME 1. Soit une suite o dans P. Pour que l'espace Vcr engendré

par la suite {e—Zt ; z(—:a} dans LZ(R+) possede une base d'exponentielles il faut et

A A

il suffit que inf I =9 >0. Dans ce cas la suite normalisée

ZEo Z'Eo\ {z}

{e"Zt d(z) ; z(—:o} constitue 1'unique (& normalisation prés) base d'exponentielles de v,

zZ+ 7z

et celle-ci est inconditionnelle.

2)Casollasuite o estdans W, ol W estdetype S dans P" (voir §3).

On a alors :

THEOREME 2. Soit ¢ une suite dans W, oli W estunensemble de type S

dans P". Pour que l'espace V0 engendré par la suite {“—Z»'t— ; _7160} dans

b

2
LR possede une base d'exponentielles, il faut et il suffit que :

Z.-2]

. 17
inf { max } =% >o0.
z€o,z'€ o, i=1,...,nlz.+z!
T ol 11
2z
. . ’ "‘Z.t . - N . .
Dans ce cas, la suite normalisée {e - - d(_z_) ; g_(-lcr} constitue 1'unique (2 normali sation

prés) base d'exponentielles de vcr et celle-ci est inconditionnelle.
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Utilisant le fait que R est un ensemble de type S dans Pn, on en tire le

corollaire plus "parlant" suivant :

'COROLLAIRE. Soit o une suite dans R+nf Pour que l'espace V(T engendré

“par la suite {e-?-{—'ﬁ- ; Z(_EO} dans L2(R+n) posséde une base d'exponentielles, il
X X! 1y |
faut et il suffit que  inf { max e } =9 >0.
xEo;x'e€o Ti=1,...,n 7174

x.t

Dans ce cas la suite normalisée {e——-‘—- d(x) ; 560} constitue 1'unique (2 normalisation

prés) base d'exponentielles dans VU et celle-ci est inconditionnelle.

3)c c PXW, ol W estdetype S dans P

Dans ce cas ‘, on ne sait carac-

térisef que les bases hilbertiennes (§ 5) d'exponentielles.

THEOREME 3. Soit ¢ une suite dans P xW 9‘2 W est un ensemble de type

S ’dahs Pn—1. Pour que 1'espace Vcr engendré par la suite {e_-z—’:t- ; _2_:_60} pOsSSse=

~de une base hilbertienne d'exponentielles normalisées, il faut et il suffit que o soit

d'interpolation pour H™(P"). (Donc o est caractérisée par la proposition du § 3). ‘

~ Dans ce cas, la base unique (& normalisation prés) et inconditionnelle est la suite

5 {e-z‘:[— d(z) ; gﬁ:a} elle-méme.

-~ La question qui se pose alors est : est-ce que toute base d'exponentielles normalisées

2040 . £ ‘ .
dans L (R™) est inconditionnelle ? Les théorémes 1 et 2 répondent oui si le spectre de

la base est soit dans P  soit dans un ensemble de type S.
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