L. SCHWARTZ

Calcul infinitésimal stochastique
Analyse mathématique et applications, Montrouge: Gauthier-Villars, 1988, p. 445-463.

Extrait des (Euvres de Laurent Schwartz
publiées par la Société mathématique de France, 2011.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Reprinted from Analyse Mathématique et Applications, 1988
© Gauthier-Villas

CALCUL INFINITESIMAL STOCHASTIQUE
by
L. SCHWARTZ

Centre de Mathématiques, Ecole Polytechnique
Pqlaiseau, France

Dédié & Jacques-Louis Lions pour son soizantiéme anniversaire

Cet article ne contient presque pas de résultats nouveaux, mais donne, & partir de rien, et sans
démonstrations, de nombreux résultats personnels du calcul infinitésimal stochastique. Je suis trés
heureux de le dédier & Jacques—Louis Lions.

1. Processus(!)

La donnée initiale est toujours un ensemble Q (ensemble des échantillons), une
tribu F de parties de Q, une probabilité P (mesure > 0 de masse 1) sur (€2, F).
On se donne en outre une “filtration”, (Fi).cg,, de sous tribus de la tribu P-
mesurable, P-compléte, croissante, continue a droite (F; = Ny>¢Fy, pour t < +00).
On prend ici pour ensemble des temps t I’ensemble R, = R, U {400}, compact;
d’autres préferent prendre R ; c’est sans importance, puisque nous prendrons plus
loin (chapitre 8) des sous-ensembles A de R, comme ensembles des temps. Nous
ajouterons souvent un élément +00 > 400, i80lé, Frgg = Fyoo.

Une variable aléatoire, par exemple 4 valeurs dans un espace vectoriel E de
dimension finie N, est une application P-mesurable  — E. Un processus X
A valeurs dans E est une application Ry x Q@ — E; X; : w = X(t,w), letat
du processus & l'instant ¢, sera supposé F;-mesurable; X(w) : t — X(¢,w) est
la trajectoire du processus correspondant & P’échantillon w € Q. Un processus
est donc une trajectoire aléatoire. Puisque X, est F;-mesurable pour s < t, F;
apparait comme la tribu du passé (présent inclus !) de linstant t. Le processus
est dit continu, continu & droite, & variation finie, ..., si, pour P-presque tout w
{expression que nous ne répeterons plus), la trajectoire X (w) est continue, continue
4 droite, & variation finie, ...

2. Processus & variation finie et martingales

Un processus V sera dit " a variation finie s’il est continu 4 variation finie. Une
martingale M (voir Dellacherie-Meyer (1], volume 2, chapitre V) est un processus
continu intégrable (pour tout ¢, M; est intégrable), tel que, si s <tet A € Fy:

(1 est impossible de donner ici une liste des livres d’initiation aux probabilités. Nous renverrons
souvent & Dellacherie-Meyer [1], mais on pourrait aussi souvent renvoyer 4 lkeda-Watanabe [1]
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En probabilités, les intégrales s’écrivent en général E (espérance); (2.1) s’écrit alors
(2.2) E(1aM,) = E(14M,).

On écrit cela aussi en utilisant la notion trés féconde d’espérance conditionnelle,
mais le lecteur pourra s'en passer pour la suite. L’espérance conditionnelle d'une
variable aléatoire intégrable Y, par rapport 3 une tribu 7", P-mesurable, notée Y7
ou E(Y|T), est une variable aléatoire 7-mesurable, ayant mémes intégrales que Y
sur les ensembles de la tribu 77 elle n’est définie qu’a un ensemble T-mesurable
P-négligeable pres. Si T est toute la tribu P-mesurable, Y7 =Y si T est la tribu
triviale, 7 = {¢, 02}, Y7 est la constante égale & l'intégrale JqYdP = E(Y). Alors
M est une martingale si elle est intégrable et si, pour s < ¢:

(2-3) M, = E(Mtlfs)'

2°. Martingales locales et temps d’arré&t(?)

On a besoin en pratique de processus un peu plus généraux, les martingales
locales; local n’a pas ici le sens topologique habituel. Le processus M est une
martingale locale s’il est continu, et s’il existe une suite croissante (T, )nen de temps
aléatoires (T, est une variable aléatoire Q@ — [0, F00]) tendant stationnairement vers
Foo (pour presque tout w, il existe N(w) tel que, pour n > N(w), T,(w) = Foo;
on écrira T, 77 F00) et une suite de martingales (My)nen, tels que, dans [0, Tp[=
{(t,w); t < Tn(w)}, M = My; on ne met pas [0, T},], car cela imposerait que M, soit
intégrable, ce que l'on ne souhaite pas; M; n’est peut-é&tre intégrable pour aucun ¢.
Mais, par continuité, M = M, dans [0, T,]N(R+ x Q)N{T, > 0} = {(t,w); Tu(w) >
0,0 <t <T,(w) < +oo}.

Cela s’écrit aussi en utilisant les temps d’arrét (voir Dellacherie-Meyer [1], vol-
ume 1, chapitre IV, 49, page 184). Les temps d’arrét ont été introduits par Doob.
Nous ne les développerons pas ici, malgré leur réle fondamental, parce que nous
ne les utiliserons pas plus loin. Bornons-nous & dire qu’un temps d’arrét est une
variable aléatorie T :  — [0,F00], telle que, pour tout ¢ < +o0o, I'ensemble
{T < t} = {w;T(w) < t} soit Fr-mesurable. Un temps d’arrét sert & arréter des
processus; si X est un processus, le processus arrété au temps T', noté X T est le pro-
cessus pour lequel la trajectoire X7 (w) coincide avec X (w) aux temps < T'(w), mais
reste fixée 3 X (T'(w), w) aux temps > T'(w); on peut écrire XJ = Xra (voulant dire,
avec 'habitude des probabilités de ne jamais écrire w : X7 (w) = Xr@wyat(w)). Un
théoréme de Doob dit qu’un processus arrété d’'une martingale est encore une mar-
tingale (voir Dellacherie-Meyer [1], volume 2, chapitre VI, théoréme 10). Alors M

(2)Le lecteur pressé pourra passer ce chapitre
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est une martingale locale s'il existe (T,) 17 Foo tels que, pour tout 7, 1{7, >0y M ™"

soit une martingale. Dans la suite, nous abrégerons martingale locale par martin-
gale.

3. Semi-martingales

Une semi-martingale (voir Dellacherie-Meyer [1], volume 2, chapitre VII, 2) est
un processus continu qui peut s’écrire

(3.1) X=V+M,

V' & variation finie, M martingale (sous-entendu locale). On normalise part M,
(valeur initiale) = 0, alors la décomposition est unique, & un ensemble P-négligeable
pres (ce qui signifie qu'une martingale & variation finie est un processus constant,
M = M,). L'unicité de la décomposition est le théoréme de Doob-Meyer (voir
Dellacherie-Meyer [1], volume 2, chapitre VIII, 45). On écrit habituellement

(3.2) X=X+Xe
X s’appelle la caractéristique locale de X, X sa compensée.

4. Calcul intégral stochastique d’Ito

La tribu optionnelle Opt sur Ry x © est (voir Dellacheric-Meyer {1], volume 1,
chapitre IV, 61) la tribu engendrée par les processus réels continus a droite et les
parties P-négligeables (c.-a-d. dont la projection sur Q est P-négligeable). (Elle
est aussi engendrée par les intervalles stochastiques [S,T[= {(t,w); S(w) < t <
T(w)},S,T temps d’arrét, ou simplement les [S,+o00] = [S,F00|, et les parties
P-négligeables).

Si H est une fonction réelle optionnelle bornée sur R; x £, on peut définir
une intégrale H.V,

(4.1) (HV), = ] ]H, dVe, (HV),=0,
0,t

ol, comme toujours, w n’est pas marqué; cela veut dire
(4.2) (H.V)(t,w) = / H(s,w)dV(s,w) (d=dy).
10,¢]

Elle se calcule individuellement pour tout w (intégrale de Stieltjes); H.V est encore
un processus a variation finie.

Mais Ito a montré que, si H est optionnelle bornée, et si M est une martingale,
on peut encore définir une intégrale stochastique H.M (voir Dellacherie-Meyer [1],
volume 2, chapitre VIII); mais elle ne se calcule plus individuellement pour tout w,
elle n’a qu’un sens global, comme P-classe de processus (modulo les processus P-
presque partout nuls, c.-a-d. nuls pour P-presque tout w, pour tout ¢} un peu comme
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Vintégrale de Fourier d’une fonction de L2 est seulement une classe de Lebesgue de
fonctions de carré intégrable, sans valeur précise en chaque point; la méthode de
définition est d’ailleurs la méme, c’est un prolongement par continuité; c’est encore
une martingale (voulant dire, comme indiqué & la fin du chapitre 2’, une martingale
locale; méme si M est une martingale vraie, et si H est optionnelle bornée, H.M
n’est en général qu’une martingale locale).

Si alors X est une semi-martingale, et si H est optionnelle bornée, il y aura encore
une intégrale stochastique H.X, nulle au temps 0; et (H.X)~ = H. X, (HX) =
H.X°. Inversement un théoréme de Dellacherie (voir Dellacherie-Meyer [1], vol-
ume 2, chapitre VIII, 4) dit que les semi-martingales sont les seuls processus don-
nant lieu, dans un sens & préciser, 4 des intégrales stochastiques. De la, on passe
facilement & des H optionnelles non seulement bornées, mais X-intégrables. On
peut méme passer & des H optionnelles qui ne sont plus intégrables, et définir des
H.X qui sont seulement des semi-martingales formelles (voir Schwartz [1}), au sens
ou la dérivée d’une fonction sans dérivée est une distribution, ou fonction formelle;
d’ailleurs une semi-martingale formelle peut se définir comme une H.X, X semi-
martingale, H optionnelle, non nécessairement X-intégrable. On pourra désormais
écrire H.X, pour H optionnelle arbitraire, X semi-martingale formelle et ce sera
encore une semi-martingale formelle. Mais on ne pourra plus parler de sa valeur
X (t,w), comme une distribution n’a pas de valeur en un point. On a aussi des
processus & variation finie formels, et des martingales formelles, et on a toujours:

(4.3) (HX)”=XX,(HX)=HX,H(KX)=HKX.

Bien entendu, si X est & valeurs dans ’espace vectoriel E, H n’a pas besoin d’étre
réelle; si H est & valeurs dans L(E; F), alors H.X est & valeurs dans F. Notons que,
si S et T sont des temps d’arrét, 1jsr.X = XT — X5. Nous ne nous occuperons
pas des processus formels, mais nous négligerons les problémes d’intégrabilité.

5. Le crochet®

Si, dans (2.1), (2.2), (2.3), on remplace = par <, on a la notion de sous-
martingale; de 12 on passe aux sous-martingales locales, qu’on abrége encore par
sous-martingales.

Si M est une martingale réelle, son carré M? est une sous-martingale > 0; elle
est alors une semi-martingale et sa composante & variation finie se note [M, M}, qui
est un processus croissant. Si X est une semi-martingale quelconque, on pose

(5.1) [X,X] = [X°, X+ X2.

On peut Vinterpréter facilement. En effet, la trajectoire X (w) n’est pas en
général & variation finie (& cause de la composante martingale X ), mais elle a une

(3)Voir Dellacherie-Meyer [1], volume 2, chapitre VII, 42



L. Schwartz 37

variation quadratique finie, et justement [X, X];(w) est la variation quadratique de
X (w) de 0 & t (voir Dellacherie-Meyer [1], volume 2, chapitre VIII, théoréme 20):

(5-2) [X, X](w) = lim (X2(w) + Z(Xtm/\t = Xeat)2 (W),

lorsque le pas de la subdivision tend vers 0 (le pas est mesuré par rapport i une
distance sur R, compatible avec sa topologie compacte); lim. est une limite en pro-
babilité, uniformément en ¢. Par polarisation, si X,Y sont deux semi-martingales,
on définit leur crochet, & variation finie [X,Y]. Si X,Y sont & valeurs dans des
espaces vectoriels E, F, [X,Y] est & valeurs dans E ® F; pour F = F, on prend en
général [X,Y] & valeurs dans le produit tensoriel symétrique E ©® E, quotient de
E ® E. On a toujours

(5.3) [HX,KY]= HK.[X,Y].

Un théoréme, dii & Girsanov (voir Dellacherie-Meyer [1], volume 2, chapitre VII,
45), dit que, si Q est une probabilité équivalente & P sur (f2, F), un processus X est
une @-semi-martingale si et seulement s’il est une P-semi-martingale. Les processus
X, X°¢, ne sont pas les mémes pour P et Q, mais [X, X] est le méme d’aprés (5.2).

[X,Y] est 'unique processus & variation finie tel que XY — [X,Y] soit une
martingale nulle au temps 0.

6. Le mouvement brownien

La plus connue des martingales (vraie, pas seulement locale, mais sur R4 X §,
R4+ = {0, +00[) est le mouvement brownien. Dans un espace euclidien E de dimen-
sion N, on appelle mouvement brownien normal une martingale B vérifiant:

a) B, = 0 P-presque slirement;
b) Pour t > s, By — B, est indépendante de la tribu F;, et sa loi dans F (la mesure
image (B; — B;)(P)) est la loi de Gauss centrée de parametre +/t — s

N
(=) ottt e

L’existence d’une telle martingale a été démontrée par N. Wiener; elle n’est
évidemment pas unique (2, P,... peuvent varier), mais elle est unique “en loi”.
Les plus importants résultats sur le brownien ont été donnés par P. Lévy.

On montre qu’on peut aussi caractériser le brownien par le fait que c’est une
martingale dont le crochet [B, B], & valeur dans E @ E. est

N
[B,B]; = Z(e,c Oexlt, oulBi B, =6t
k=1
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si (ex) est une base orthonormée quelconque, ¢ le symbole de Kronecker; ou encore,
en omettant toujours w:

N

t— B;®B; — Z(ek © ex)t est une martingale.
k=1

(Voir Dellacherie-Meyer [1], volume 2, chapitre VIII, théoreme 5.9). Ce théoréme
est dii & Paul Lévy.

7. Le calcul différentiel stochastique vectoriel; la formule de
changement de variables d'Ito

Soient E, F des espaces vectoriels, I un ouvert de E, & une application C? :
U — F,X : Ry x Q - E une semi-martingale, a valeurs dans U. Alors ®(X )
est une semi-martingale & valeurs dans F, qui s’écrit (voir Dellacherie-Meyer [1],
volume 2, chapitre VIII, théoreme 27):

(7.1) B(X) = B(Xo) + &' (X).X + %tI)”(X).[X, X]

Comme X n’est pas & variation finie, mais a une variation quadratique [X, X], il
n’est pas étonnant qu’apparaisse le deuxiéme terme de la formule de Taylor, avec
®”. L’interprétation est immédiate: X est & valeurs dans E, ®(X) a valeurs dans
L(E; F), donc ®'(X).X & valeurs dans F; (X, X] est & valeurs dans E @ E, ®"(X)
a valeurs dans 'espace des applications bilinéaires symétriques de E x E dans F,
donc linéaires de £ © E dans F, et ®”(X).[X, X] est bien encore 4 valeurs dans F.
On en déduit:

(7.2) B(X) = B(X,) + (X)X + %@”(X).[x, x]
(7.3) (B(X))° = &'(X).X°
() 3[R(X), (X)) = 13(X,) 0 8(X.) + 5(¥'(X) © ¥(X)).[X, X].

Dans la derniére formule, & (X) est une application linéaire de E dans F, son carré
tensoriel symétrique &’ (X) ® &'(X) est linéaire de E® E dans FO F,[X, X] est &
valeurs dans E © E, donc (®'(X) ® ®'(X))[X, X] est bien a valeurs dans FO F.

8. Premitre extension: formules locales)

Soit A C R x £, optionnel. On dira que A est ouvert si, pour tout w, la section
A(w) = {t; (t,w) € A} est un ouvert de K.

On dira qu’un processus X est équivalent a 0 sur A, X0, si pour P-presque
tout w, X(w) est localement constant sur A(w) (localement, cette fois, au sens

(9)Voir Schwartz [2], chapitres 2 et 3, et Schwartz [1]
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topologique habituel: X(w) est constant sur tout intervalle de A(w)). On dira que
XzYsiX -Y;0.
On montre que, pour X,Y, semi-martingales:

(8.1) X704 X;0, X°;0,
(8.2) X7=[X,Y];0,
(8.3) Si H est optionnel borné, nul sur A, ou si X0, alors H.X70.

Alors
(84) XZX’, YZY’ = [X,Y};[X’,Y’]

(Noter que ce n’est pas vrai pour le produit multiplicatif ordinaire: les équivalences
de gauche n’entrainent pas X Yo X Y').

8.5 H=H', X;X'=HX H.X'.
A A A

On peut alors définir des semi-martingales sur des ouverts A de R, x Q. Un
processus X : A — E est une semi-martingale s’il existe une suite (A, )nen d’ouverts
de réunion A, et de semi-martingales (X, )nen sur Ry x Q tel que X X,.X"; de
méme pour les processus & variation finie et martingales. Si A = R, x Q, on
retrouve les objets définis antérieurement sur R, x Q (3 condition d’avoir introduit
les martingales locales du chapitre 2’). Si X est une semi-martingale formelle sur
A, on peut définir X , X% [X,X], e¢ HX pour H processus optionnel vrai sur A
(restriction & A d’un processus optionnel sur Ry x Q); mais ce ne sont que des
processus formels sur A, méme si X est une semi-martingale vraie sur A (une égalité
X=X+X ¢, ot X est vraie et X , X¢ seulement formelles, est & comparer & une
solution u de Vequation des ondes, ol %‘ti et Au sont seulement des distributions,
pour %% — Au = 0 fonction) et ils ne sont définis qu’a une équivalence prés sur A;
autrement dit ce sont des classes d’équivalence sur A de semi-martingales formelles;
et toutes les formules antérieures subsistent dans ce cadre.

La formule (7.1) d’Ito subsiste: si X est une semi-martingale sur A, et si & est C?,
®(X) est une semi-martingale sur A, mais les termes du deuxiéme membre ne sont
que des classes d’équivalence sur A de semi-martingales formelles, et (7.2), (7.3),
(7.4) subsistent aussi, ol méme les premiers membres sont des classes d’équivalence
sur A de semi-martingales formelles. On conviendra d’appeler différentielle semi-
martingale une telle classe d’équivalence; si X est une semi-martingale, sa classe se
notera dX. Alors d(H.X) = H dX; on a H(KdX) = H(d(K.X)) = d(H.(K.X)),
et (HK)dX = d(HK.X), donc I'égalité (4.3) donne H(K dX) = (H K)dX, ce qui
est une notation cohérente; les différentielles semi-martingales sur A (mais aussi les
différentielles & variation finie et les différentielles martingales) forment un module
sur ’anneau des fonctions optionnelles sur A, pour l'intégration stochastique.
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Par ailleurs il est aussi commode de remplacer d[X, X] par dX © dX ou méme
dX dX, puisque c’est une variation quadratique (chapitre 5), et alors les for-

mules d’Ito (chapitre 7) si X est une semi-martingale sur A, s'écrivent sous forme
différentielle:

(8.6) d(B(X)) = & (X)dX + %(P”(X)dX dx
(8.7) d(qT(\X/)) = ®'(X)dX + %@”(X)dX dx
(8.8) d(®(X)°) = &'(X)dX®

(8.9) %d((b(X))d(@(X)) = %(@'(x) © ®'(X))dX dX .

9. Deuxiéme extension: semi-martingales sur des variétés(®
de classe C?

Soit V' une telle variété, X : A C Ry x @ = V un processus. On dira que c’est
une V-semi-martingales si, pour toute fonction ¢ réelle C? sur V, ¢(X) est une
semi-martingale réelle. Par Ito, si V = E espace vectoriel, on retrouve la notion
antérieure. Si ® : V — V’ est une application C2, &(X) est ene V’'-semi-martingale.
Si maintement W est une sous-variété (non nécessairement fermée) de V et X une
V-semi-martingale prenant ses valeurs dans W, c’est une W-semi-martingale. Bien
entendu, on peut parler de V-processus 3 variation finie, mais pas de V-martingale;
X, X, [X, X] n’ont aucun sens, ni la notion d’équivalence sur A, car il n’y a pas
d’addition sur V. Mais nous allons donner un sens aux différentielles, en utilisant
les espaces vectoriels tangents a V.

D’aprés ce qui est dit ci-dessus, comme V peut (Whitney) étre plongée dans
un espace vectoriel E, un V-processus est une V-semi-martingale si et seulement si
c’est une E-semi-martingale.

10. Différentielles semi-martingales sections d’un fibré vectoriel
optionnel(®

Soient A C R x Q ouvert, et G4 un espace fibré optionnel au dessus de A, 3
fibres vectorielles de dimension finie, de fibre-type G; G(. ., est la fibre au dessus
de (t,w) € A. Il y a des cartes produits, Ga — A’ x G; la formule de transi-
tion d’une carte & une autre est optionnelle, ((¢,w), g) — ((t,w), a(t,w)g), ol a est
optionnelle sur A’ & valeurs dans £(G; G). Alors on appellera différentielle semi-
martingale section de G4 la donnée, pour chaque carte Gar — A’ x G, d'une G-
différentielle semi-martingale d X’ sur A’, avec la formule de transition dX’ — adX’,
pour la structure de module par intégration stochastique définie au chapitre 8.

(5)Voir Schwartz [2], [3]
(6)Voir Schwartz [4]
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Seule existe ici la différentielle semi-martingale section de Ga,dX, par le systéme
cohérent des dX’; X elle-méme n’existe pas; d’abord les différentielles sont des
classes d’équivalence de semi-martingales formelles; ensuite, si on peut écrire sym-
boliquement dX(t,w) € G w),dX(t,w) est un petit vecteur semi-martingale €
G(tw) (exactement par le méme abus de langage par lequel, si T’ est une section-
distribution d’un fibré vectoriel Gy au-dessus d’'une variété V, on se perment
d’écrire, en I'absence d’étudiants, pour v € V, T(v) € G,, alors que T n’a de
valeur en aucun point), les fibres G(; ) varient avec ¢,w, et ‘I'intégrale” X,(w) =
jio,t} dX,(w) n’est nulle part!

Mais la structure de module est trés riche. Si dX est une G4-différentielle
semi-martingale au dessus de A, 8 une section optionnelle d’un fibré £{Ga; H4) (de
fibre L(G(t,w); H(t,w)) au-dessus de (t,w)), le produit BdX (intégration stochas-
tique) est une H 4-différentielle semi-martingale. On a de méme des différentielles &
variation finie et martingales. Toute G 4-différentielle de semi-martingale dX a une
décomposition unique dX = dX + dXx c,d)~( G 4-différentielle & variation finie,
dX°¢ G 4-différentielle martingale; et d[X, X] ou dX dX est une différentielle & varia-
tion finie section de G4 © G4.

11. Différents espaces tangents 4 une variété C2()

L’espace m-tangent T™(V;v) & une variété V de classe C™, en un point v,
est Pespace vectoriel des formes linéaires sur C™(V;R) (C™ = espace vectoriel
des fonctions réelles de classe C™) qui s’annulent sur les fonctions m-plates en
v (une fonction est m-plate en v si ses dérivées d’ordre 1,2,...,m, sont nulles
en v; ceci a un sens par des cartes). Un élément de 7™(V;v) est la trace au
point v d’un opérateur différentiel d’ordre < m sur V, sans terme d’ordre 0; et
un tel opérateur différentiel d’ordre < m n’est autre qu'un champ de vecteurs
m-tangents, ou une section du fibré T™(V) m-tangent. Nous aurons besoin de
m = 1,2; TY(V;v) € T?(V;v). Le quotient T%(V;v)/T*(V;v) est canonique-
ment isomorphe au produit tensoriel symétrique 7 (V;v) @ T!(V;v). Soient &, €
TY(V;v). Ils se prolongent en €7, opérateurs différentiels d’ordre 1 sur V; le
composé &7 est un opérateur différentiel d’ordre 2; sa trace (f , M)y €n v est un
élément de T?(V;v). 1l dépend, bien entendu, des prolongements choisis; mais,
modulo T (V;v), il n’en dépend pas. On définit ainsi une application bilinéaire de
TY(V;v) x TY(V;v) dans T?(V;v)/T*(V;v). Elle est symétrique, car [£, 7] (crochet
de Lie) est un opérateur différentiel d’ordre 1. Donc elle définit une application
linéaire de T1(V;v) ©® TY(V;v) dans T%(V;v)/T*(V;v), qu'une carte montre étre
bijective. Si D est un opérateur différentiel d’ordre < 2 sans terme d’ordre 0, c.-
3-d. une section du fibré T2(V), son symbole principal, en théorie des équations
aux dérivées partielles, au point v, est son image dans T%(V;v)/T*(V;v), donc un
élément de T*(V;v) © T1(V;v), ou un polynéme homogene de degré 2 sur le fibré
cotangent T*(V;v).

(M Voir Schwartz [3], chapitres 1,2
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Dans une carte de V sur un ouvert d’un vectoriel E,T!(V;v) ~ E,T*(V;v) ~
E®(EGE), le quotient devient facteur direct. On peut d’aileurs identifier T™(V; v)
a l'espace des opérateurs différentiels * a coefficients constants d’ordre < m, sans
terme d’ordre 0. Si (ex), k = 1,2,..., N, est une base de E, on peut identifier ex 3
la dérivée partielle 9k, un élément de T!(V;v) ~ E est ZkN___l %0y, et un élément
de T2 (V;v) ~E® (EQE) est

N L
Y bR + 3 > a%8,8;,  ab =i

k=1 i,j=1

TY(V;v) est de dimension N,T%(V;v) de dimension N + N{N + 1)/2.
Si on passe d’une carte a une autre, par une application ¢ de classe C? d’'un

ouvert de E dans F, et si on représente les vecteure 2-tangents par la différentielle
d’ordre 2 de @,

wo () (e 2,)

ou
(¢ vrowm) (5)-

12. Formule d’Ito et espaces tangents

Soit X une V-semi-martingale. Dans une carte sur un ouvert U d’un vectoriel
E, ot nous ’écrirons encore X, introduisons la semi-martingale complete associée,
X, (E @ (E ® E))-semi-martingale qui n’a de sens que dans cette carte:

(12.1) X= (%[;(’X]) ,  dX= (%d?(XdX) '

Dans le changement de cartes E — F, les formules d’Ito (8.6), (8.7), (8.8), (8.9)
s'écrivent, si Y = ®(X):

@' (v) o"(v)
(12.2) ay = ( 0 ' (v)® ‘I)l(,v)) ax,
~ @' (v) o (v) ~
(12.3) aYy = ( 8(v) © q>'(v)) ax,
(124) dY® qu’on écrit dY° = &' (X)dX®,

(12.5) %deY =3'(X)0 @'(X)%dXdX.
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En comparant (12.2) et (11.1), on voit que l’on peut considérer dX, comme
un petit vecteur semi-martingale € T3(V;X;), dX(t,w) € T?(V;X(t,w)). Les
définitions du chapitre 10 montrent que, si X est une V-semi-martingale sur
AC Ry x9, on peut considérer sa différentielle dX (voir Schwartz [4], proposition
(2.7), p. 710) comme une différentielle semi-martingale section du fibré T2(V) au
dessus de V, le long de X, c.-a-d. une différentielle semi-martingale section du fibré
G a, olt G4 est le fibré image réciproque du fibré 72(V') par I’application X : AV
la fibre G4, est T%(V; X (t,w)). De méme sa composante & variation finie, X, est
une différentielle section du méme fibré. Mais la composante martingale dX°, par la
formule (12.4), est une différentielle martingale section du sous-fibré T1(V') le long
de X, tandis que 'image de dX dans le quotient T2(V)/T*(V) est une différentielle
4 variation finie section du quotient T (V)©T?(V); c’est 1dX dX. Ainsiiln’y a pas
de décomposition X = X + X¢, ni de crochet [X, X], mais il y a une décomposition
dX = dX +dX°, dX(t,w) € T2(V; X (t,w)), dX(t,w) € TAV; X (t,w)), dX°(t,w) €
T(V; X (t,w)), et un produit 3dX dX(t,w) € TYV;X(t,w)) © TH(V;X(t,w)),
1dX dX image de dX et de dX dans T%(V)/T(V).

13. Equations différentielles stochastiques (EDS)

Ii A =R, x Q. Une EDS sur un ouvert d'un espace vectoriel E de dimension
finie N est une équation de la forme

(13.1) dX = in(X)dZ" ,
k=1

ot Hy, est un champ de vecteurs, Z* une semi-martingale réelle. Il y a existence et
unicité de la solution, pour des Hj, localement lipschitziens (avec explosion ou temps
de mort), si on se donne la valeur initiale X,, variable aléatoire F,-mesurable. Si
on fait un changement de cartes, la formule d’Ito montre que les crochets [Z*, Z7]
interviendront; autant vaut les mettre tout de suite. Nous considérerons donc plutét
une EDS de la forme:

m m
1
(13.2) dX, = He(X,)d2E + 3 > H,,(X)d[z", 27,
k=1 1,7=1
ou les Hy et les H,, sont des champs de vecteurs, H,, = H, ;.
Si, dans une carte, les H, , sont nuls, c’est un accident, ils ne le seront pas dans
une autre. En passant 3 la semi-martingale compléte associée, on trouve:

1 1 &
(13.3) dXedX, = o 3" Hi(X:) © Hy(X:)d| 2", 27):
t,y=1
d’ou
m 1 m
(13.4) dX, =)  He(X.)dZf + 3 > H,,(X)d[Z", 2],

k=1 3,9=1
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ot les Hj sont des champs de E-vecteurs, les H; ; des champs de (E @ (E @ E))-
vecteurs, Hj; = H; j; la composante de H; ; dans E ® E étant H; © H;.

Mais alors ceci devient indépendant de toute carte. Une EDS sur une variété V
(voir Schwartz [3], chapitre 8) sera une équation de la forme (13.4); les Z* sont des
champs de vecteurs 1-tangents donnés; les H; ;, avec Hj,; = H; ;, sont des champs de
vecteurs 2-tangents donnés; ces champs doivent étre localement lipschitziens, donc V
doit &tre C2-lipschitz; et on a la condition de compatibilité suivante: la projection de
H;,; dans le quotient T2/T" = T*©T* doit étre H;® H; qui exprime que I'image du
deuxiéme membre dans le quotient T2(V; X,)/TY(V; X¢) = TH(V; X3) @ TH(V; X3)
est %dXtht. Une solution est une V-semi-martingale X, dont la différentielle dX
au sens du chapitre 12 doit étre égale au deuxiéme membre, différentielle semi-
martingale section de 72(V') le long de X.

On peut donc écrire globalement une EDS sur une variété. Et, pas plus diffi-
cilement sur une variété que sur un espace vectoriel, on montre I’existence et ’unicité
de la solution pour une condition initiable donnée X,, F,-mesurable, avec explosion
ou temps de mort.

14. Diffusion brownienne sur une variété

Ici on est sur Ry x ©, Ry = [0,+00[. Le mouvement brownien sur un espace
euclidien E vérifie 'EDS dX = dB, donc, compte tenu du chapitre 6:

dB,
ax, = (%Ef:’:l ek © ekdt) ’

on en déduit

~ 0
(14.1) ax, = (%Ek,v=1 6 ek) dt

L’opérateur différentiel du second ordre correspondant au champ de vecteurs
constant 1XN , ex © e est A, qu'on peut écrire comme champ 2-tangent: v
%A = %A(v). C’est cela qui traduit que son semi-groupe, de générateur infinitésimal
%A, est le semi-groupe de la chaleur, et que la loi de X; = B; est la gaussienne de
paramétre v/t.

Si alors L est un opérateur différentiel du second ordre semi-elliptique > 0 sans
terme d’ordre 0, sur une variété V', on appellera diffusion L-brownienne une solution
de I'EDS (voir Schwartz {5]):

R

(14.2) dX, = L(X,)dt.

On voit bien que L est un champ de vecteurs 2-tangents, sa valeur en X; est L(X;) €
T3(V; X,), et dX, , est un petit vecteur & variation finie € T?(V; X,), au sens du
chapitre 12, donc (14.2) est bien cohérent. Cette EDS n’est pas mise sous la forme
canonique (13.4), assurant I'existence et 'unicité de la solution, pour une condition
initiale donnée; on ne donne ici que dX,, il manque la composante martingale d X7,
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et la condition de compatibilité requise n’est donc pas la non plus. Mais, si L est
de range constant (cas strictement elliptique par exemple), la connaissance d’un
dX, proportionnel & dt permet (moyennant un élargissement de 2, P), de trouver
le terme dX§{; ou démontre qu il est nécessairement de la forme

m
(14.3) dX7 =" oi(X.)dB},
=1

ol (B‘);__.l,z,,,_,m est un brownien normal d’un espace R™, et oli, pour v € V,
o(v) € TY(V;v), et

%Za’l(v)@o;(v) = image de L(v) dans T%(V;v)/T}(V;v) = T*(V;v)0T (V;v).
I=1

Alors

(14.4) dX, =) oi(X.)dB} + L(X,)dt,

=1

donc dX, = L(X,)dt; c’est une EDS sous la forme canonique (13.4), a;(v) €
TY(V;v), L(v) € T?(V;v). La condition de compatibilité est vérifiée; 'image dans
le quotient T2(V;v)/T1(V;v) de L(v) est 3™, 01(v) ® 01(v), et il y a bien une
solution unique, pour une condition initiale donnée. Si V est riemannienne, son
brownien associé est son L-brownien, L = %A. Par des méthodes difficiles, on
peut montrer, pour L strictement elliptique > 0, l'existence et l'unicité lorsque
L a ses coefficients d’ordre 2 continus, et d’ordre 1 boréliens localement bornés:
c’est le théoréme de Stroock et Varadhan, voir Meyer-Priour—Spitzer [1], article de
Priouret, chapitre VL.

15. Mouvement brownien et probléme de Dirichlet

Montrons succinctement le role que joue le L-brownien pour la résolution d’un
probléme de Dirichlet pour L. Soit U un ouvert relativement compact de V,
de frontiere 8U. Soit X le L-brownien issu de a € U, X, = a. La formule
Q’Xt = L(X,)dt est une égalité entre petits vecteurs 2-tangents & V (en réalité
entre différentielles semi-martingales sections du fibré 72(V) le long de X). Si ¢
est une fonction réelle C? 3 support compact sur V, on peut calculer les valeurs de
ces petits vecteurs 2-tangents sur ; la valeur du premier est dp(X),, la valeur du
deuxiéme est Lp(X,)dt. Donc:

(15.1) dp(X), = Lo(X,)dt .

Désignons part T le temps d’entrée dans le complémentaire de U (ou dans 8U):

T =inf{t > 0; X, ¢ U};
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c’est un temps d’arrét (voir chapitre 2'); si on suppose V connexe non compacte,
on voit que T < 400 et que les intégrales qui vont suivre ont un sens. Calculons le
E [, des deux membres de (14.1), en se souvenant que X, = a:

T
(15.2) B(X)5 - v(0) = B [ (Lol

(siY = (p(X))™ est un processus, Yr est sa valeur en T, Yr(w) = Y (T'(w),w), Cest
une variable aléatoire, & ne pas confondre avec le processus arrété Y7T).

Mais ¢(X) et (Lp)}(X) sont bornés, donc (p(X))™ aussi aux temps bornés,
donc (p(X))° aussi, donc c’est une vraie martingale pas seulement locale, et nulle
au temps 0; E(¢(X))5 =0, et E(p(X)); = E(¢(X))r = Ep(Xr). Donc

(15.3) ola) = Blp(Xr)) - E [ " Loy x.

On définit ainsi deux mesures > 0:
Mas a(p) = E(p(XT)), de masse + 1,portée par U ;
Lo, Ta(y) = E/T P(X¢)dt, portée par U.

La deuxiéme est absolument continue par rapport aux mesures de Lebesgue de V.
Si en effet A est un ensemble Lebesgue-négligeable,

T +00 +00
E / 14(Xo)dt < E / 14(Xe)dt = / P{X, € A}dt;

mais on démontre que la loi de X, loi image X¢(P) de P par X, est toujours
absolument continue par rapport aux mesures de Lebesgue, donc P{z; € A} = 0.
Donc A Lebesgue-négligeable est I';-négligeable. Donc I'y = G(a,z)dz, si dx est
une mesure de Lebesgue sur V. Alors:

(15.4) 0(a) = palp) - /U Gla, z)Lo(z)dz :

o est la mesure L-harmonique sur OU relative & a € U, et G(a,z)dx est le L-
noyau de Green. (La formule (15.4) n’est démontrée que si la fonction ¢ sur U est
restriction d’une fonction C? sur V; il faut que AU soit assez régulier pour qu’on
puisse l’etendre 3 des données de Dirichlet plus générales).

16. Le flot d’une EDS (13.4)

Si les coefficients d’une EDS sont C* et en nous bornant au cas ol il n'y a
pas & considére de temps de mort (cas dit complétement conservatif), on peut
appeler ®,(w;z) la valeur en (t,w) de la solution correspondant & la valeur ini-
tiale z. Alors un théoréme trés remarquable dit que 'on peut choisir & tel que,
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pour P-presque tout w, &(w;.) soit C* en x, & dérivées continues en ¢, z; & est le
flot. (Ce qui est remarquable, c’est qu'on n’ait pas seulement: pour tout z, pour
presque tout w,®(w;x) est continue en ¢, mais: pour presque tout w,...). Pour
une donnée initiale X, F,-mesurable, la solution est ®(.,X,). Alors ®;(w;.) est un
C-difféomorphisme de V sur un ouvert de V, et sur V elle-méme moyennant des
hypotheses plus restrictives, par exemple si V est compacte, ou si V = R¥ et si les
champs Hj de (13.1) sont globalement lipschitziens.

On peut aller plus loin, et résoudre Péquation sans probabilité (voir Schwartz
(6], chapitre 4). L’ensemble (Z!(w), Z2(w), ..., 2™(w)) est une trajectoire uu €
C([0, +ool; R™)); (H:(v), H(v),. .., Hm(v)) est une application linéaire H(v) de
R™ dans T1(V;v), (Hi,j(v))'_j=1 5, une application linéaire de R™ ® R™ dans

T2%(V;v). On peut écrire Péquation avec des notations a une variable:
1
(16.1) dX, = H(X)dZ + ZH(X)dIZ 2,

I'image de H(v) € L(R™ © R™; T%(V;9)) dans L(R™ ® R™; T?*(V;v)/T(V;v))
étant H(v) © H(v) € LR™ @ R™; T} (V;v) © TY(V;v)).
Ecrivon 'EDS en termes de trajectoires:

dg, = H(g)dwe + 5 H(E)dhw,ule

(16.2) w € C(R4+; R™) donnée, £ € C(Ry; V) inconnue.

Cette équation a un sens si w est & variation finie, avec djw,w] = dwdw = 0;
sinon, pour un w donné, elle n’a pas de sens (pas seulement parce que [w,w] n'a
pas de sens, il peut en avoir si w a une variation quadratique, mais parce que
H(&)dw: n’en a pas). Mais il existe, indépendamment de toute probabilité, une
application de C(R4+;R™) x V dans C(Ry;V), appelée flot ®, ayant la propriété
suivante: si Z est une R™-semi-martingale sur un (2, F, (F;), P), X, une condition
initiale F,-mesurable, la solution de (15.1) avec la condition initiale X, est donnée
par X¢(w) = ®4(Z(w), Xo(w)). L'application unique & résout toutes les EDS pour
les champs H, H donnés, sans probabilité. En particulier, pour Q,F, (%), Z, X,
donnés, la solution est la méme pour toutes les probabilités P qui font de Z une
semi-martingale. En outre, 'ensemble W des w € C(R4; R™) pour lesquels ®(w, .)
est une fonction C™ en z, & dérivées continues en ¢, x, et pour lesquels ®;(w, .) est,
pour tout ¢, un C*-difféomorphisme de V' sur un ouvert de V, est “universellement
presque stir”: pour tout P qui fait de Z une semi-martingale, Z(w) € W P-presque
slirement.

17. Releévement d’une semi-martingale par une connexion(®

Soit Gy un fibré sur une variété V, de fibre G, en v € V. Soit ¢ une connexion;
si § € Gy, 0(d) € L(T(V;v); T(Gv;d)), mo = identité, si 7 est la projection de Gv

(8)Pour ce chapitre 17, voir Schwartz {3], chapitre 13
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sur V. On démontre que cette connexion définit automatiquement des connexions
d’ordre supérieur, o™, 0™ (%) € L(T™(V;v); T™(Gv;1)); 02 respecte les structures
de sous-espace et quotient du chapitre 11, c.-3-d. o2 induit g! = o sur T}(V;v), et
définit 0! © ¢! sur T?(V;v)/T(V;v) = T (V;v) @ THV;v).

On sait que les connexions définissent des transports paralléles le long de courbes
C! de V, ou relevements horizontaux de ces courbes. On peut prolonger ces
relévements aux semi-martingales. Soit X une V-semi-martingale; ses relevées X
sont des Gy-semi-martingales horizontales, vérifiant la relation différentielle

ar1) dX, = o*(X)dX,, dX.=m(X);
17.1
dX, e THV; X)), o*(X) € LT (V; X:); TX(Gv; X))

Le relévement s’obtient comme dans le cas d’une courbe C!. On montre d’abord que
toute semi-martingale X sur V est solution globale d’une EDS (13.4) sur V. Mais le
relévement d’une EDS est évident; on posera H(d) = o(8)H (v), H(%) = o2(3)H(v);
I'EDS relevée est

(17.2) iXt = E’(Xt)dzt + %E(Xt)d[Z, Z);.

Si VEDS de X satisfait & la condition de compatibilité, celle de X aussi; elle a donc
une solution unique (avec temps de mort), pour un révement initial donné X,, au
dessus de X,, F,-mesurable, et c’est le relevement de X.

1l y a méme un flot, comme au chapitre 16, indépendant de toute probabilité.
Ceci, & ma connaissance, n’est démontré nulle part, mais c’est une conséquence facile
du chapitre 16. 11 existe une application (w,%) — = ®(w,2), de C(R4+;V) x
Gy dans C(R,;Gy), définie seulement pour m& = w,, telle que, si X est une
(Q, F, (F:), P)-V-semi-martingale, son relevement, de valeur initiale X, au-dessus
de X,, soit la semi-martingale X = &(X, X,), Xi(w) = ®:(X(w),Xo(w)). En
particulier, si X est un V-processus sur (2, F, (Fi):), et si X, est un relevement
F,-mesurable de X,, X = &(X, Xo) est son relévement correspondant pour toutes
les probabilités P sur 2 qui font de X une semi-martingale.

Supposons que X soit une L-diffusion sur V, suivant le chapitre 14; L est un
opérateur différentiel du second ordre ou champ de vecteurs 2-tangents, donc il a un
relévement 021 = i, champe de vecteurs 2-tangents sur Gy ou opérateur différentiel
du second ordre, L(9) = ¢2(d)L(v). Ensuite X a un reléevement horizontal X (pour
une condition initiale donnée X,). De (16.1) on déduit:

(17.3) dX, = A(X)dX, = e*(Xe) L(Xy)dt = L(Xy)dt :

X est une L-diffusion sur Gy. On peut donc construire X comme relévement de
X ou comme f,-diffusion, ou encore construire les L-diffusions directement ou en
relevant les L-diffusions. On peut aussi construire une L-diffusion sur V en projetant
sur V une L-diffusion sur Gy.
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11 se trouve que, si V est riemannienne, si L = —A et si Gy est le fibré des reperes
orthonormés (fibré principal), muni de la connexion de Levi-Civita, L = -I-A est
facile & construire, parce que le fibré tangent de Gy est triviall Si (ek)k_l 2,...N
est la base canonique de R, un point o de G, au-dessus de v est un repére
R™ — T(V;v); d(ex) € T(V;v) a un relevement horizontal o(#)(#(ex)) € T(Gv; ),
soit 7x(9). Alors chaque 7 est un champ de vecteur 1-tangent ou opérateur
différentiel d’ordre 1 sur Gy, appelé champ basique associé & ex. On peut con-
struire les opérateurs différentiels du deuxieéme ordre 77,3 = 7% 0N sur Gy, ou champ

de vecteurs 2-tangents. Alors le relevement A de A est 2}:’___1 n#. On peut résoudre
su Gy 'EDS.

(17.4) dX; = an(Xt )dBf + A(X:)
k=1

qui admet une solution unique pour X, donné; c'est une 1 A—dlffusmn, si X, = 1rXo,
alors X = nX sera la 1A-dxffusxon ou mouvement browmen de valeur initiale X,
d’oll une construction du mouvement brownien sur V' A partir de son relevé sur
le fibré des reperes. Avec des notations différentes, et méme une conception assez
différente, c’est la méthode de Eels—Elworthy (voir Ikeda-Watanabe [1], chapitre
V, paragraphe 4). Ce sont ces jeux de relévements par connexion de mouvements
browniens qui ont permis 4 J.M. Bismut de donner une nouvelle démonstration du
théoreéme de V’indice d’Atiyah-Singer pour 'opérateur de Dirac.

18. Semi-martingales & valeurs dans des espaces de dimension
infinie(®

Soit 4 un Banach. On pourrait appeler H semi-martingale un processus somme
d’un processus & variation finie et d’une martingale. I1 y a cependant deux diffi-
cultés. L’une est qu’il y a d’autres processus que les semi-martingales qui
donnent lieu & des intégrales stochastiques suivant le chapitre 4, et cela quel que
soit H de dimension infinie. Ce n’est pas trop génant, mais ce qui l’est plus c’est
qu’en général, une semi-martingale ne donne pas lieu a des intégrales stochastiques.
C’est toutefois vrai si H est hilbertien séparable. C’est pourquoi, si G est un espace
vectoriel topologique localement convexe séparé, on dira que X, processus a valeurs
dans G, est une G-semi-martingale, s'il existe une suite de temps d’arrét (voir
chapitre 2’) (Tn)nen 1T F00, et une suite de sous-espaces hilbertiens séparables H,
de G, tels que 17,500 X Tn 50it une H,-semi-martingale. Un cas particuliérement
intéressant est celui des espace G de Fréchet nucléaires (Ustunel, voir Schwartz [7]);
si X est un G-processus, et si, pour tout { € G', < §, X > est une semi-martingale,
X est une G-semi-martingale; et méme il existe un méme H, sous-espace hilber-
tien séparable de G, tel que X soit une #-semi-martingale. Un cas intéressant est
celui de G = C®(E; F), ol E et F sont des espaces vectoriels de dimension finie,

(9 Voir Schwartz [7]
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ou plus généralement C°(U; F), oi U est une variété de dimension finie; c’est un
Fréchet nucléaire. Si maintenant V est une autre variété, C>®°(U; V) n’est plus un
espace vectoriel, ni méme une variété. On peut cependant dire que &, C®°(U;V)-
processus, est une C®(U; V')-semi-martingale, si, pour toute fonction ¢ réelle C*°
sur V, ¢ o ® est une C°(U;R)-semi-martingale. On a alors les trois théorémes
suivants, si U,V,W sont des variétés de dimension finie, ® une C°(U;V)-semi-
martingale, ¥ une C*°(V; W)-semi-martingale, X une U-semi-martingale:

(1) ®(X) est une V-semi-martingale;

(2) ¥o & est une C™°(U; W)-semi-martingale;

(3) si, pour presque tout w, pour tout ¢, ®(¢,w) est un difféomorphisme de U
sur V, d’inverse ®~1(t,w), ®~! est une C*®(V; U)-semi-martingale.

Par exemple, si ® est le flot d’'une EDS sur une variété V (chapitre 16), dans
le cas complétement conservatif (par exemple V compacte), ® est une C®°(V;V)-
semi-martingale.
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