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J'ai plaisir 4 publier cet article en I'honneur de I. M. Gelfand, qui est pour moi un ami,
et dont I’influence sur les mathématiques de son temps a été considérable

Abstract. (Q,F,(F)er,,P) has the usual meaning in probabilities. If G4 is
an optional vector bundle above A (optional subset of R, x Q ), one knowns the
notion of a differential of formal semi-martingale dX, cross section of G4 (sym-
bolically dX(t,w) € G:., fiber above (t,w) € A). We study here the differen-
tials of true semi-martingales, sections of G 4. It is necessary to work with particu-
lar vector bundles, the OB-vector bundles. Applications are given: differential of a
V -valued semi-martingale, V manifold, and covarinat derivative with respect to dX
of a section S of a vector bundle Gy above a manifold V with a linear connection:
Vg_& (S) € Gxy,.

Résumé. (Q,F,(Fier.,P) alasignification usuelle en probabilités. Si G4 est
un espace fibré vectoriel au-dessus de A (ensemble optionnel de R, xQ ), onconnait
la notion de différentielle de semi-martingale formelle, dX, section de G, (symbo-
liguement dX (t,w) € G, fibre au-dessus de (t,w) € A ). Nous étudicrons ici
les différentielles de semi-martingales vraies sections de G 4; cela nécessite de tra-
vailler sur des fibrés particuliers, les OB-fibrés. On donne quelques applications:
différentielles d’une semi-martingale X a valeurs dans une variété V, et dérivée co-
variante suivant dX d’une section S d’un fibré vectoriel Gy au-dessusde V, muni
d’une connexion linéaire: Vgx (S) € Gx,.

Key-Words: differential of a semi-martingale, optional vector bundle, linear connection on &
vector bundle over a manifold.
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0. RAPPELS

(0.1) © est un ensemble, F une tribu sur Q,(F),x (R, = [0,+00]) une fa-
mille de tribus C F, croissante et continue a droite; A sera un ensemble optionnel
C R, x Q. Avant le paragraphe 2, il n’y aura pas de probabilité sur Q. Un fibré op-
tionnel (ou O-fibré) G4 sur A, a fibres vectorielles (sur R ou C) de méme dimension
finie N, de fibre-type G, estla donnée d’unespace avec projection G4, — A, de struc-
tures vectorielles de dimension N sur les fibres G, ,,(t,w) € A, et d’une famille de
trivialisations G, — A; x G, A, optionnel C A (dites trivialisations optionnelles ou
O-trivialisations de G 4 ), telles que la formule de transition d’indices 1, j, soit une ap-
plication (4;N4;) xG — (4;N4;) X G, delaforme (t,w,g) — (t,w,a(t,w)g),c
optionelle sur A; N A; avaleurs dans £(G; G). On exigera que I'atlas soit complet.
Mais surtout on exige que A soit réunion d’une suite A = (J,cn A, de domaines de
trivialisations.

Tout ceci est classique et a été étudié en détail dans L. SCHWARTZ [1], paragraphe
1, (1.3) et paragraphe 2. L'originalit€ de ces fibrés est qu’ils ont des O-trivialisations
globales G4, — A x G. Un autre moyen de se donner un fibré optionnel est de se
donner I’ensemble O(G4) des sections dites optionnelles ; il est astreint a 1'unique
condition qu’il existe un isomorphisme d’espaces avec projection G4 — A x G, a
fibres vectorielles qui transforme O(G4) enl’ensemble usuel des sections optionnelles
de A x G, oul’ensemble des applications optionnelles de A dans G, O(A; G). Une
section au-dessus de A’ optionnel C A est alors optionnelle si et seulement si son
prolongement par O sur A\ A’ est optionnel sur A. Les O-trivialisations de G ,, sont
alors exactement celles qui transforment O(G ) en O(A4"; G).

(0.2) Soit G4 un fibré vectoriel de dimension finie, optionnel, au dessus d’un ensemble
optionnel A de R, xQ, de fibre type G. Nous avons défini et étudié dans SCHWARTZ
[1] 1a notion de différenticlle de semi-martingale (continue) formelle dX, section de
G4, avec la notation (abusive mais intuitive) dX (t,w) € G,lw. Nous voulons voir ici
quand on pourra dire que dX est différentielle de semi-martingale (continue) vraie, pas
seulement formelle, ce qui a un sens évident si G, est donné comme trivial, G, =
A x @G, etdans ce cas on peut I'intégrersi A =R, xQ, X,(w) = f(; dX,(w), X semi-
martingale (continue) vraie sur R, x Q,  valeurs dans G. Ce ne sera pas possible
avec la seule donnée de G4 et de dX dans les cas général, il faudra introduire pour
G4 une donnée supplémentaire, une OB-structure et, si G, n’est pas trivial, méme si
dX estune différentielle de semi-martingale vraie, A= R, x Q, X, = f; dX, n’aura
pas de sens si G, n’est pas donné comme trivial = A x G, parce que les dX, € G, ,
sont dans des fibres différentes.
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1. LES OB-STRUCTURES

Onpose A(w) = {t € R,;(t,w) € A} C R,. Si f est une foncuon sur A, sa
trajectoire relative & w est f(w) : t — f(t,w). Nous disons que f est trajectoires
bomées si chaque f(w) est bonée.

Les seuls A qui semblent devoir étre intéressants pour 1’étude des différentielles de
semi-martingales vraies sont ceux qui sont optionnelles et de la forme A =[S, T, Set
T temps d’artét, [S(w),T(w)| = [S(w),T(w)[ ou [S(w),T(w)], pas forcément
le méme pour tous les w.

DEFINITION (1.1). Une OB structure sur G 4 (O Iinitiale de optionnel, B de bomé)
au dessus de A = [S,T| est la donnée d’un ensemble B(G,) de sections de G 0
dit I’ensemble des sections a trajectoires localement bornées, astreint 3 la condition sui-
vante:

(1.1.1) 11 existe une trivialisation optionnelle globale p : G, — A x G, qui tran-
sforme B(G,) enl’ensemble B(A; G) des applications de A dans G, a trajectoires
localement bomées (i.e. bomées sur tout compact de tout [ S(w),T(w)|). Une telle
trivialisation est dite une QB-trivialisation de la O B-structure. On obtiendra toutes les
autres comme p' 1 G, - Ax G,pp™! i (t,w,g9) — (t,9,a(t,w)g),a application
de A dans L(G; G), optionnelle, a la trajectoires localement bornées ainsi que son in-

verse; OB(G,) désignera ’espace des sections optionnelles a trajectoires localement
bomées.

PROPOSITION (1.2). 1) Soit T untempsd’arrét, S < 1< T, et A' = [ A, 7| optionnel.
Une OB-structure sur A en induit une sur A', en convenant que toute OB-trivialisa-
tionde A enestune pour A'. Sic’est vrai pourune OB-trivialisation de A, c’est vrai
pour toutes les autres.

2) Soit B (resp. OB )I’ensemble des fonctions réelles sur A, a trajectoires locale-
ment bomées (resp. et optionnelles); B(G ,) est un B-module pour la multiplication,
OB(G,) un OB-module.

PROPOSITION (1.3). Soient G 4, H ,, deux OB-fibrés. Le fibré optionnel L(G ,; H 5)
(de définition triviale; la fibre au-dessus de (t,w) est L(G(t,)s Hsw)), 00 L est
I’espace des applications linéaires) admet une structures canonique de OB-fibré, ou
B(L(G,; Hy)) est’ensemble des sections de L(G 4; H,) qui envoient toute section
€ B(G,) surune section € B(H ).

Si p, o, sontdes OB-trivialisations de G4, H4, sur AxG, Ax H, une OB-trivia-
lisation L(G,; H,) — L(AX G Ax H) = Ax L(G: H) est urs 6up™.
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La notion de sous-fibré optionnel est bien connue, voir par exemple L. SCHWARTZ
(1], (2.1) page 704. On peut dire que le sous-espace avec projection H, de G4 est
sous-fibré optionnel si les sections optionnelles de H , sont exactement celles qui, con-
sidérées comme sections de G 4, sont optionnelles; ou bien si, pour toute O-trivialisati-
on Gy ~ A x G de Hy,(t,w) — H,, estune fonction optionnelle sur 4 a va-
leurs dans la grassmannienne Gr(G; n) des n-plans de G,n = dimension des fibres
de H,; oubiens’il existe des O-trivialisations «simultanées», G4, ~ A x G ou H,
vientsurun A x H, H sous-espace vectoriel fixe de G. Nous utiliserons tout cela a la
fois ici.

PROPOSITION (1.4). Si G4 est muni d’une OB-structure, etsi H, C G4 est un sous
fibré optionnell de G 4, H 4 et canoniquement muni d’une O B-structure dite induite, en
disant qu’une sectionde H , est € B(H ,) sietseculement si, considérée comme section
de G, elleest € B(G,). Hexiste des OB-trivialisation communes: G, — A X G,
ou H, vientsurun A x H, H sous-espace vectoriel de G.

DEMONSTRATION. On peut toujours supposer G, OB-trivialisé, G, = A x G. Mais
H , nel’est pas; il s’agit de trouver une nouvelle OB-trivialisation de G 4 qui trivialisc
en méme temps H ,.

Soit (e,,e,,...,ey) unebase de G, etsoit n la dimension des fibres de H .

Soit P l’ensemble des parties & n éléments de {1,2,...,N}; pours p € P,
soit G, le sous-espace vectoriel de base (ey)e, dans G. Soit 7la projection de
RY sur G, paralllement @ Gpy,. Si F est un sous-espace d¢ G, de dimension n,
supplémentaire de G’P\p, ce que nous écrirons F € Gr(G;n,p) (ou Gr(G; n) est
la grassmannienne des n-plans de G), la projection 7|, restrictionde 7 a F, est
une bijection linéaire de F' sur G, de bijection réciproque op; mop = IGp’ et opm
est la projection de G sur F, parall¢lement a Gp\p. On peut considérer 7 comme
€ L(G, Gp) et op comme € [.',(Gp; @) et, si on munit la grassmannienne de sa struc-
ture C* bien connue, F — o est C* de Gr(G;n p) dans L(G,; G). L'applica-
tion linéaire up de G dans lui-méme, égale & « sur F etal'identité sur Gpy,, estune
bijection linéaire, qui s’écrit 7 + (1 — opm); elle dépend C* de F € Gr(G;n p)
a valeurs dans L(G; G), et envoie bijectivement F sur G,. Son inverse u;’ est
donc aussi une fonction C* de Gr(G;n p) dans L(G; G); elle est une bijection
de G‘p sur F. Ensuite (t,w) — H(m) est une application optionnelle de A dans
Gr(G; n); soit 4, I'image réciproque de Gr(G; m p), c’est une partie optionnelle
de A, et A=J,cpA, Sur A,, onpeut réaliser une trivialisation simultanée u, de
GA» =A,xG etde HAp’ en posant u,(t,w,g) = (t,w,uH(Mg); elle est un morphi-
sme de fibrés optionnels de G4 = A, x G sur lui-méme, envoyant H A, Sur A, x G,
et inversible, c’est un isomorphisme dc fibrés optionnelles, réalisant une trivialisation
simultanée de (G4, H,) par (4, x G, A, x Gp). Clest ainsi qu’on passe de 1a 2&me
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définition ala 38me aprs (1.3). Mais ce n’est pas un morphisme bomé de A xG surlui-
méme, car une fonction C* surI’ouvert Gr(G; n;p) 2 valeurs dans C(G @) n’est
pas forcément bornée. Mais si K est un compactde Gr(G; n; p),u F €st bornée pour
F € K, et son inverse uFl aussi, puisqu’elle dépendent C* donc continuement de
F € K. Sialors Ag est’image réciproque de K par (t,w) — H.),u, restreinte
a Ag estune O-trivialisation simultanée G, +— Ay x G, Hy —AgxGp etu
estbomée de Ay alavaleurs dans £(G; G), ainsi que son inverse.

Les Gr(G;m p),p € P, forment un recouvrement ouvert de la grassmannienne
Gr(G; m), donc il admet un recouvrement subordonné ( K, ppepy Kp compact; donc les
A k, Tecouvrent A. On trouvera comme suit une trivialisation commune. On ordonne
P :py,p,-.-,p,- Onappellera a;, un automorphisme de G qui envoie G, surun
sous-espace vectoriel fixe H. Si alors « est I’application de A dans I’ensemble des
automorphismes de G qui vaut o, sur Ak,o""’am sur AK’\A K.,\AK,I‘_ yeee, O
est bornée a valeurs dans £(G; G) ainsi que a~!; (t,w,g) — (t,w,a(t,w)ug 9)
définit une nouvelle OB-trivialisation de G4, = A x G, mais qui envoie H, sur
A x H, d’oi le résultat. .

REMARQUE (1.4.1). Dans la pratique, il n’est pas nécessaire de rechercher une O B-tri-
vialisationde H 4, dés qu’il estsous fibré optionnel d’un G 4 dontonaune OB-triviali-
sation A x G : B(H,) est ’ensemble des sections de H 4, qui sont des applications
de A dans G a trajectoires localement bornées.

(1.5) Supposons que G, soit non seulement un fibré optionnel, mais un fibré continu
optionnel. On se donne une famille de trivialisation, dites continues (ou topologiques)
optionnelles, p,; : G4 — A; x G, A; ouverts optionnelles (parce que c’est une fibration
topologique) telles que p;p; (A NA4;) xG - (A;NA)) x G soit de ]a forme
(t,w,9) — (t,w, a(t, w))g, ol « est contmuc optionnelle sur A;NA; a valeurs dans
L(G; G). Onexige toujours en plus qu'il existe une suite de domaines dc trivialisations
optionnelles, (A,),cy, de réunion A. En général, il n’existe pas de trivialisation con-
tinue optionnelle globale G, — A x G. On a une notion de sous-fibré H, continu
optionnel de G4; il y a beaucoup de définitions équivalentes, 1'une d’elles étant que,
sur toute carte G, = A; x G,(t,w) — H,, soit continue optionnelle de A; dans la
grassmannnienne Gr(G; n), n dimension des fibres de H 4. Cela rejoint (1.3).

(1.5.1) Si G, est continu optionnel, il existe a priori une notion naturelle de I'ensem-
ble B(G,) des sections de G, a trajectories localement bomées. On peut en effet
mettre sur G, un champ continu de structures euclidiennes (de formes quadratiques
> 0) sur les fibres; on le fait au voisinage de chaque point de A(w), et on recolle par
partition de 1’unité du localement compact A(w). Deux de ces structures euclidiennes
sont équivalentes au dessus de chaque compact de A(w). 1l sera alors naturel d’appeler
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B(G,) I'ensemble des sections qui sont bornées (pour la norme euclidienne) au-dessus
de tout compact de tout A(w). Mais il n’y a aucune raison d’affimer qu’on ait 12 une
OB-structure, c’est a dire qu’il existe des O B-trivialisation correspondantes (elles ne
peuvent étre qu’optionnelles, il n’y a pas de trivialisations continues globales). Et s’il
n’en existe pas, il semble qu’on ne puisse pas s’en servir.

PROPOSITION (1.5.2). Supposons G , projectif, c’est 4 dire sous-fibré continu optionnel
d’un fibré trivial Ax E. Alors lastructure définie 4 (1.5.1) est une Q B-structure, induite
parcelle de A x E; elle est indépendante du plongement dans un fibr€ trivial.

DEMONSTRATION. La structure est évidemment celle qui est induite par A x E eton
applique (1.4). L'indépendance du plongement résulte de ce que la définition (1.5.1) est
intrinséque. Elle est aussi évidente directement: si G, C A x E et A x F, I’applica-
tion identique de G4 se prolonge en une fonction u sur A 2 valeurs dans L(E; F)
continue donc a trajectoires localement bornées: u sera I'identité sur G, et O sur
Iorthogonal de G4 dans E. ]

REMARQUE (1.5.3). Voir remarque (1.4.1):
B(G,) estl’ensemble des sections de G 4, applicationsde A dans E atrajectoires
localement bornées. C’est plus simple que de trivialiser H .

(1.6) Voici un cas fréquent dans la pratique probabiliste.

Soit Y une application optionnelle continue de A dans un espace topologique V,
et G, un fibré topologique sur V, a fibres vectorielles de dimension finie. On peut
prendre le fibré image réciproque G4 = G, oY, de fibres G,y = Gy(;,,- Cestun
fibré optionnel continu. Dans des cas trés généraux (par exemple si V' est compact ou
est une variété topologique), G, est sous fibré topologique d’un fibré trivial V x E
(voir L. SCHWARTZ [1], remarque (1.7) page 699); alors (G4 sera sous-fibré optionnel
continu du fibré trivial A x E,G,,, = Gy, C E. Il aura donc une OB-structure
naturelle définie a (1.5.2): une section s de G4 est dans B(G,) si et seulement si,
pour tout w, (t,w) — s(t,w) € Gy, C E estlocalement bornée sur A(w). On
dira volontiers section de G, lelong de X ou au-dessus de X, au lieu de section de
G,

2. DIFFERENTIELLES DE SEMI-MARTINGALES (SOUS-ENTENDU: CON-
TINUES) FORMELLES ET VRAIES

Rappelons une définition (ici il y a une probabilité P sur Q , F).

DEFINITION (2.1). Soit A optionnel C R, x Q,G, un fibré optionnel sur A. On



LES DIFFERENTIELLES DE SEMI-MARTINGALES VRAIES 143

appelle différentielle de semi-martingale formelle (en abrégé d.s.m.f,) section de G A
la donnée, pour toute trivialisation Gy ~ A x G, d’une différenticlle de s.m.f. i valeurs
dans G, de maniére que, si (t,w,g) — (t,w,a(t,w)g) estla formule de transition
AxG — AXQG desdeux trivialisations, la formule de transition pour des d.s.m.f. corre-

spondantes soit dX — adX (a estune application optionnelle de A dans L(G; G))
(voir L. SCHWARTZ [3])

DEFINITION (2.2). On dit qu’un processus X sur un ouvert relatif optionnel A de
[S,T1 a valeurs dans G est une semi-martingale vraie, s.m.v., s’il existe une suite

(A,)ncn d'ouverts optionnels de A, de réunion A, et de semi-martingales X, sur
R, x Q, telles que X;Xn.

Définition diie a P. A. MAYER [1], et ces semi-martingales sont étudiées systémati-
quement dans L. SCHWARTZ [2].

On va utiliser une définition meilleure spéciale au cas A = [S,T|. Soit T, =
Inf{t € [S,T];t¢ A, UA, U...UA,}, c’estuntemps d’arrét ; [S,T,[C A, U
AjU...UA,, et X estéquivalentdans AN[S,T[ a ¥, =1, KXo+ 14\4,-X,+
ot Lg\a\a,.04, , X s-m.sur Ry x Q. L'équivalence subsiste dans AN[S,T,]
par continuité. Enfin T, 11 T', c’est adire T, tend vers T pour = infini, stationnai-
rement sur {T'| = T']}. Les AN[S,T,[ sontdes ouverts optionnels de A, mais leur
réunion n’est peut étre pas A. Nous pouvons remplacer [S,T,[ par(S,T,] aux points
w ot T,(w) = T(w) € A(w), I’equivalence subsiste par continuité, mais pour les
[S,T,| ainsiobtenus, J,(AN[S,T,) = A et AN[S,T,|=[S,T,|=ANI[S,T,]
est ouvert dans A; nous retrouvons donc une propriété de la forme (2.1). Donc:

DEFINITION (2.3). Un processus X sur A = [S,T| a valeurs dans G est une s.m.v.
si et seulement si il existe une suite de temps d’arrét T, 11 T et une suite de s.m.v. Y,

sur R, x Q tels que X An[’;T]Y"' P A. MEYER - C. STRICKER [1].

DEFINITION (2.4). Une d.s.m.f. sectionde G 4, OB-fibré optionnel, est dite d.s.m.v. si
elle devient 1a différentielle d’une s.m.v. sur A avaleurs dans G, pourtoute OB-trivia-
lisation p de la OB-structure.

PROPOSITION (2.4.1). Si elle le devient pour une OB-trivialisation p, elle le devient
pour toute autre OB-trivialisation p'.

Eneffet, o'p~! estdelaforme (t,w,g) — (t,w,a(t,w)g) od a estune fonction
sur A 2 valeurs dans £(G; G), 2 trajectoire bomées sur tout compact de tout A(w).
Posons 7, = inf{t € [S, T} |lallze.er > n};7, 11 T a est bomnée par n sur
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ANI[S,7,[, donc aussi 2 trajectoires bornées sur AN [S,7,] (on ajoute au plus un
point par trajectoire). Si dX est1’expression de la d.s.m.f. pour p, différentielle d’une

sm.v. sur A avaleursdans G, donc dX m[';T]dY,,, alors son expression pour p

sera dX' = adX ANS ] al s, dY,, dsmv. sur R, xQ, parceque al g,

est a trajectoires bomées; donc adX est une d.s.m.v. =

DEFINITION (2.5). Mémes définition pour des d.v.f.v. (différentielles de processus a
variation localement finie vrais), d.m.v. (différentielles de martingales vraies, martingale
voulant dire martingale locale continue), différentielles de martingales conformes vraies
si G, estcomplexe (G complexe, L(G;G) = L¢(G;G)).

Si une d.s.m.v. est une d.m.f. elle est une d.m.v,, etc... Pour toute d.s.m.v. dX
section de G, on aura une décomposition dX = dX + dX¢, et un crochet }+dXdX,
d.v.fv. sectionde G4 O G,.

PROPOSITION (2.6). Soit G, un OB-fibré optionnel, H, un sous-fibré optionnel,
donc OB-fibré (1.4). Une d.s.m.f. section de H,, qui devient sectionde G, I'est
déja comme sectionde H 4.

DEMONSTRATION. Il y ades OB-trivialisation communes G, ~ AxG,H, ~ AxH
par (1.4). ™

PROPOSITION (2.6.1). Soient dX une d.s.m.v. section de G,, u une section €
OB(L(G4; Hy)), alors udX estuned.s.m.v. sectionde H ,. En particulicr, I’espace
des d.s.m.v. sections de G, est un OB-module pour la multiplication.

DEMONSTRATION. Evident par des OB-trivialisations de G, et H,, voir (1.3), et
une modification évidente de la démonstration de (2.4.1). ]

PROPOSITION (2.7). Soient OB I'anneau des fonctions réelles optionnelles a trajec-
toires localement bornées, d.s.m.v. le OB-module des d.s.m.v. réelles, OB(G,) Ie
OB-module de sections optionnelles a trajectoires localement bomées de G, d.s.m.v.
(G,) le OB-module des d.s.m.v. sections de G 4. Alors

@.1.1) dsm.y.(G,) = OB(Gy) Q) d.sm.v.
OB

2.7.2) dsm.v.(G,) = Hom(OB(G); d.s.m.v.)
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DEMONSTRATION. On OB:-trivialise G, donc G%. Ensuite on utilise des formules
un peu «bourbachiques» sur les produits tensoriels:

dsm.v.(Gy) =dsm.v. ®G= (dsmu. ®OB) ®G’=
R oB R
(2.7.1) =d.sm.v. ®(OB®G) =
oB R

=dsmv. R OBG,).
OB

dsm.v.(G,) =dsm.v. @G:Hgm(c';d.s.m.v.) =
2.7.2) = Hggl(OB@G‘;d.s.m.v.) =
= H&rgn(OB(G;); dsmuyv).

Plus simplement, pour éviter Bourbaki, on prend une base de G et tout devient
évident. Nous avions déja démontré ces formules pour les d.m.s.f., proposition (1.3)
page 677 de SCHWARTZ [2]. ]

2.8. Encore une fois, pourquoi dX etpas X ?

Sur une variété C*, on distingue les formes différentielles de divers degrés, sans
jamais les identifier; et de méme les courants. Prenons le cas de R, (plus simple pour y
voir clair, que R, ). On distinguera bien les fonctions sur R, 2 valeurs dans un espace
vectoriel G de dimension finie (qui sont des courants de degré 0), et les mesures (qui sont
des courants de degré 1). Si f estun courant de degré 0, il a une différentielle df = u,
courant de degré 1; en particuler, si f est une fonction a variation localement finie, p
est une mesure. Inversement, si u est un courant de degré 1, il a une primitive, produit
de convolution Y *u = f ( Y fonction d’Heaviside), courant de degré 0; en particulier,
si p est une mesure, f est la fonction a variation localement finie ¢ +— f[o,z] p(ds) =
u[0,t]. On a bien toujours u = df, parce que dY = §. Si maintenant GR’ est un
fibré vectoriel C* sur R,, on a aussi des courants de degré O et 1 sur R, , sections
de GR’; ils sont plus difficiles a définir, mais bien connus (voir L. SCHWARTZ, [1]).
On continuera a écrire f(t) € G,, bien que cela n’ait pas de sens pour un courant, et
u(dt) € G,, bien que cela n’ait pas non plus de sens (G, fibre au-dessusde t € R,).
Mais il n’y a plus ni différenticlle ni primitive, car u(ds) € G, pour s > t, etles G,
sont toutes différentes; si f existe, df n’existe plus; et si on note (imprudemment!) df
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unemesure, df existe, f n’existe pas (on ne peut pas écrire f, = f[o,u df, parce queles
df, sontdansdes fibres G, différentes, et n’ont méme qu’un sens symbolique!). C’estla
méme chose pour des semi-martingalessur A = [S,T| C R, xQ. On peut parlerd’une
semi-martingale X sectionde G4, eton a vraiment X(t,w) € G(t,w) [cela nécessite
que G, soit non seulement optionnel mais «espace fibré semi-martingale»; 1a formule
de transition entre deux cartes est (t,w,g9) — (t,w,a(t,w)g),a semi-martingale;
pour les sections, ce sera X — «aX]; alors dX n’existe pas. On étudie dans cet
article une section différentielle de semi-martingale pour G4 optionnel, dX,dX, ,, €
Gty Symboliquement; dans la formule de transition, o est optionnelle, et, pour les
sections, c’est dX +— adX;dX existe, X n’existe pas,donc dX,dX, ,, € G, est
doublement symbolique ou abusive parce qu’on ne devrait pas I’appcler dX et qu’elle
n’a pas de valeuren (t,w).

PROPOSITION (2.9). Soit X une s.m. sur A = [S,T| a valcurs dans une variét¢ V
de classe C*. Alors dX est une d.s.m.v. sectionde T?(V) au dessus de X, i)g
une d.v.fv. section du méme fibré, dX°¢ une d.m.v. section de T'(V) au dessus de
X, %dXdX une d.v.fv. sectionde T'(V) ® T (V) au dessus de X; toutes pour la
B-structure naturelle définie a (1.5.2).

DEMONSTRATION. Occupons nous seulement de la premiére, dX . Plongeons V com-

me sous-variété fermée d’un vectoriel E (Whitney); X devient une s.m. a valeurs dans

E; G 4 devient sous fibré continu optionnel de 1’'image réciproque par X du fibré trivial

Ex(E® (EGE)), c’estadirede AXx(E®(EQOE)), OB-fibré trivial (1.5.1)a (1.6).

Alors dX devientuned.s.m.f. sur A avaleursdans E®(EQFE),dX = ( 1 X ) ,
zdXdX

et (2.6) nous dit qu’on doit simplement voir que c’est une d.s.m.v.; c’est la différenticlle

de ( 1 X ), s.am.v. sur A avaleursdans E @ (E © E). On pourra consulter
11X, X)
SCHWARTZ [1], proposition (2.7) page 710. n

REMARQUE. Nous avons dit a (2.8): dX, existe € T2(V; X,), mais X, n’existe
pas; inversement X, existe € V,dX, n’existe pas. Dans E tout existe, mais dX, €
E, ¢ TY(V; X)), et dX, € E®(EQE) ou T?(V; X,), X, existedans E®( EOE),
nondans T2(V; X,).

Exemple 2.10

Cet exemple est abondamment trait¢ dans SCHWARTZ [1] et [2], mais pas toujours
avec la distinction nécessaire entre d.s.m.f. et d.s.m.v. EMERY [1] I’explique trs clai-

rement. Considérons $dXdX comme d.v.fv. sectionde T'(V) ©@ T'(V) au dessus
de X.
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Soit B unchamp sur V, borélien, bomé sur tout compactde V, de formes bilinéaires
sur T'(V) x T*(V) donc de formes linéaires sur T' (V) @ T (V) , donc une section,
borélienne bornée sur tout compact de V, de (T'(V)®T!(V))*, donc section option-
nellele long de X, a trajectoires localement bornées. Alors, d’apres (2.7.2), B %dX daX

est une d.v.f.v. réelle, on peut prendre la primitive ¢ — 3 [, ;. B,dX,dX, , processus a
variation localement finie réel vrai sur [S,TI.

Exemple 2.11 Sur les connexions linéaires de fibrés vectoriels sur une variété

Soit V une variéié C',G,, un fibré vectoriel (de dimension finie) C' sur V , muni
d’une connexion linéaire continue. Si S estune section C! de Gy, € unvecteurtangent
€ T'(V;v), on peut définir la dérivée covariante V¢S € G,. Ce qui est moins connu,
c’est que si L est un vecteur m-tangent, pour V de classe C™,L € T™(V;v), et
si la connexion est C™~! et la section S C™, on peut définir la dérivée covariante
suivant L, V;S € G, (R. S. PALAIS [1], section IV, théoreme 7, page 90). Un des
cas les plus connus est celui ol V' est une variété C?, riemannienne de classe C!,
donc ayant un laplacian A, A section continue de T?(V) au dessus de V, etsi S
est C? et la connexion de Gy C!, on peut calculer le «laplacien horizontal» A S,
section continue de Gy,; c’est exactement V, S. On voit aussiét que (L,S) — VS
est bilinéaire. Mais bien entendu la structure d’algeébre des opérateurs différentiels sur
V n’est pas conservée; si par exemple £,7, sont deux champs de vecteurs C' pour
m > 2, des opérateurs différentiels C! d’ordre 1, le composé €7 est un opérateur
différentiel continu d’ordre 2, V., # V,V,, sans quoi on aurait Vi, = V.V, —
V,V,, alors quela différence entre les deux est la courbure de la connexion de G,
Soit maintenant, avec m = 2,X une V-semi-martingale sur A = [S,T|. On
sait que, symboliquement, dX, est un petit vecteur 2-tangent au point X, dX, €
T?(V; X,). On doit donc pouvoir définir VQ‘ S€g, = G,, petit vecteurde G X, Ou
G,,G , image réciproque de Gy, par X,G 4 = Gy 0X,G,,, = Gx(y,,- Cecivaévidem-
ment se¢ régler en termes de d.s.m.f. sectionde G, audessusde X oude G, = Gy 0X.
En effef, dX est une d.s.m.f. sectionde T?(V;X), et a : L — V.S (pour S
fixé) est une section continue du fibré L(T?(V);Gy) sur V, donc aro X une section
continue optionnelle du fibré continu optionnel £( T>(V; X); Gy o X), ou du fibré
L(T%(V);G,) lelongde X. Donc VQS = (a0 X)dX estune d.s.m.f. section de
Gy lelongde X ouuned.s.m.f. sectionde Gy o0 X = G 4. Mais dX estuned.s.m.v.,
et «, continue, est une section de L(T?(V);Gy) bomée sur tout compact de V, donc
aoX € OB(L(T2(V; X): Gy 0 X) (le fibré vectoriel L(T?(V);Gy)) sur V est
projectif, voir (1.5.2)), et (o X)dX = Vyx S estune d.s.m.v. sectionde V le long
de X. Ceci donne un cas trés général: les d.s.m.f. usuelles des probabilités deviennent
desdsm.v. ,si A=[S,T|. Si £ estune sectionde G, borélienne bornée sur tout
compact de V, donc £ o X une section € OB(Gy, 0 X), onpeut, par (2.7.2), calculer
(2 0X)(VyxS), différenticlle d'une semi-martingale vraie, réelle, qu’on pourra écrire
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sous forme intégrée, en s.m.v. réelle: ¢t — f;. zx.(de S). (Excuses: les deux S de
cette formule n’ont pas le méme signification.) Sa composante martingale, par exemple,
sera t = f3 5x (Vaxs(S)).
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