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Probabilités/Probability Theory

Le théorème O 1 , et les semi-martingales à valeurs dans des
espaces d'applications C°° entre variétés (II)

Laurent SCHWARTZ

Résumé — Dans une Note précédente (I), nous avons énoncé trois théorèmes, et nous n'avons
démontré que les deux premiers. Nous démontrons ici le troisième, et nous étendons les trois au
cas où les espaces vectoriels E, F, G, sont remplacés par des variétés U, V, W.

The O~1 theorem, and the semi-martingales with values in spaces of maps between
manifolds

Abstract — In a previous Note (I), we stated three theorems, and proved only the twofirst ones. We
prove the third one here, and we extend the three theorems to the case where the vector spaces E, F,
G, are replaced by manifolds U, V, W.

I. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME (1.6.3) DE LA NOTE (I). — Par le théorème des
fonctions composées, O'(r, co) (x) est un élément inversible de if (E; F) pour xeE, et la
formule d'Ito montre que O/"1(x) : (f, ©) i-> (<ï>'(t, œ) (x))"1 est une semi-martingale; le
calcul des dérivées successives montre, par (1.4) de la Note (I), que O'"1 est une
C°°(E; <£(F; E))-semi-martingale. Mais ce qui nous intéresse ici est le processus O"1 :
(t9 o))h-*(<I>(r, co))"1, à valeurs dans C00 (F; E), continu par le théorème des fonctions
implicites. Autrement dit, le symbole de puissance — 1 n'a pas du tout la même significa-
tion dans O'"1 et dans O"1. Soit ysF, X=Q>~l(y); nous allons d'abord montrer que
c'est une E-semi-martingale.

Supposons que X soit une semi-martingale. Alors de O(X) —y on déduit, par (1.6.1.1)
de la Note (I) :

0 = d(<î>t(Xt)) = d<!>t(Xt) + Vt(Xt)dXt (Str).

En multipliant à gauche par OJ"1(Xr),

(1.1) d X ^ - O r W ^ C X , ) (Str).

Inversement, soit X une semi-martingale vérifiant (1.1); alors, par (1.6.1.1) de la Note
(I):

à{% (Xr)) = d<Df(Xt)-<D;(Xt)<I>;-1 (Xt)dd>t(Xt) (Str)=O;

donc <ï>r(Xf) sera un processus constant, et, si X0 = <Dô1 (y\ ^(X,) sera égale à y.
Donc, dès lors que X est une semi-martingale vérifiant (1.1) et X0=Oô1(y), ce sera

<!>~i(y). Mais (1.1) est, pour X, une EDS de Stratonovitch, dXt = Gt(Xt)d<t>p où
G(x, r, (o)=-0)'-1(x, r, ©)<8W . >; 8(JC)e(C°°(E))' donc 6JSf(C°°(E)®F; F) donc
e ^ ( H ; F), - f c - ^ x , r, co)e^(F; E), donc - O ' " 1 <8(>), . >: X K - O ' " 1 ^ ) <8(X), . >
est une C°°(E; J?(H; E))-semi-martingale, et O une H-semi-martingale, on a bien une
EDS de Stratonovitch. On peut passer de (1.1) à Ito par (II. 5) de la Note (I) :

(ito).

Note présentée par Laurent SCHWARTZ.
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Nous n'aurons pas besoin d'utiliser la formule donnant la dérivée (en x) ou la différentielle
(en t) d'un inverse. Si on sait que X est une semi-martingale vérifiant (1.1), elle vérifiera
donc

+ 1 ((<D;- 'y (x f) (o>; -1 (x,) do>t (x ,

+id>;-1 (xt)da>;WW-1 (xr)d<s>t(xt) (ito).

Inversement, supposons que X soit une E-semi-martingale vérifiant (1.3); alors, modulo
une différentielle à variation finie (les crochets), dXt = — Q>'t~

1(Xt)d<t>t(XtX donc elle vérifie
aussi (1.2) donc (1.1). Donc (1.1) ^(1.3), si X est une semi-martingale. Notons que (1.3)
ne dépend pas de y. Mais (1.4) est, par rapport à l'inconnue dXv une équation différen-
tielle stochastique (EDS) sur E dont les semi-martingales directrices (à valeurs hilbertien-
nes) sont successivement O, [O'" 1 , <D], [O, <D], [O', O], où les doubles crochets sont à
valeurs dans des produits tensoriels de Hilbert-Schmidt. Prenons par exemple le deuxième
terme. Il s'écrit

(1.4) (Ito) ~ < 5 W dVt~
1 ><ô(Xf), dd>t} = -l-<SiXt)®àiXt)>dl<I>'-\ *]„•

$ est une H-semi-martingale, H sous-espace hilbertien de C°°(E; F), O '" 1 une
K-semi-martingale, K sous-espace hilbertien de C°°(E; J^(F; E)), donc [O'" 1 , O]
une K(g)2H-semi-martingale (à variation finie), K(g)2H sous-espace hilbertien de
C00 (E; F)(g)CQ0(E; i? (F; E)); <5(X),. > <ô(X), . > est une semi-martingale à valeurs dans
l'espace des applications linéaires continues de cet espace dans F ® i f (F; E), dont il est
sous-entendu qu'elle est contractée à valeurs dans E. En simplifiant l'écriture de (1.3),
elle est de la forme

(1.5) dXt = F(Xvt,.)dZt (Ito),

où F a toutes les propriétés voulues. Donc il y a une solution unique X, de valeur
initiale X0 = Q>Ql(y). Cette solution est X = Q>~1(y)9 qui est donc bien une E-semi-
martingale. Elle a a priori un temps de mort Ç; mais comme c'est O " 1 0 ) , il n'y a pas
de temps de mort, Ç= + oo. En outre, en étudiant les dérivées successives, on voit que,
pour tout m, et tout compact K de F, les (O"1)0*0^) ont les mêmes propriétés,
et sont uniformément localement H00 pour yeK; donc, O" 1 est bien une
C°°(F; E)-semi-martingale, par la condition suffisante de (1.4) de la Note (I).

[Nous utilisons des temps d'arrêt (indépendants de m, mais) dépendant de K. En effet,
pour K donné, on devra faire intervenir des temps d'arrêt Sfc = S k f K î î + oo, dépendant
de K, tels que Q>'Sk(y), dans {S k >0}, reste dans un compact de l'ouvert des éléments
inversibles de i f (E; F), pour yeK, et que (<&~l)Sk(y) reste dans un compact de E.]

On peut toujours se ramener au cas où F = E et O0 = identité (en remplaçant O par
Q>Q XO). Dans ce cas, si O est une C°°(E; E)-semi-martingale partout inversible, O" 1 est
le flot d'une EDS, à semi-martingale directrice Z hilbertienne (de dimension infinie en
général), à coefficient F localement borné et lipschitzien, ainsi que toutes ses dérivées F(m)

en variable d'espace E. La réciproque n'est pas exacte, car si l'on part d'une EDS à
coefficient localement borné et lipschitzien, il y a en général un temps de mort Ç; mais
dans les conditions globales de (1.6.4) de la Note (I), la réciproque est vraie.
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Remarquons enfin que si <D est une C°°(E; F)-semi-martingale de difféomorphismes,
<bo = h <&~l est flot d'une EDS, où la semi-martingale directrice dérive de 0>; donc 4> est
aussi le flot d'une EDS, dont la semi-martingale directrice dérive de Œ"1.

IL DÉFINITION DES C°°(U; V) -SEMI-MARTINGALES, U, V VARIÉTÉS. - Nous allons démon-
trer les mêmes théorèmes lorsque les espaces vectoreils E, F, G, sont remplacés par des
variétés C00, U, V, W, de dimensions finies, paracompactes.

(II. 1) C°°(U; F). - Si F est un espace vectoriel de dimension finie, C°°(U; F) est
encore un espace de Fréchet nucléaire, et il n'y a rien à définir de nouveau pour la
notion de C°°(U; F)-semi-martingale. Une remarque sera néanmoins utile, c'est qu'on
peut localiser. Soit (U;) i eN un recouvrement dénombrable de U par des ouverts. Si
Q> est un processus à valeurs dans C°°(U; F), l'opération de restriction à
U,: C°°(U; F) -•C0O(UI; F) est linéaire continue, et <D a une image OIeC00(UI.; F). Si
chaque U, est isomorphe à un ouvert UJ d'un espace vectoriel E, on se ramène aussitôt
à la Note précédente, et, par exemple, les propositions (1.4) et (1.6.1) de la Note (I)
sont les mêmes pour C°° (E; F) ou pour C°°(UJ; F), en remplaçant partout les compacts
de E par les compacts de UJ. Or <I>i—•(OI-)I-6N est un isomorphisme de C°°(U; F) sur un
sous-espace vectoriel fermé de f ] C00 (Uf; F) ~ f ] C°° (UJ; F), donc la localisation

i e N i e N

conduit aussitôt du cas de E vectoriel au cas de U variété; les démonstrations directes
seraient d'ailleurs aussi simples.

Autrement dit, la proposition (1.4) de la Note (I) subsiste pour C°°(U; F), à condition
de remplacer des dérivées Q>im) à valeurs dans C°°(E; j*?m(Em; F)), par les DO à valeurs
dans C°°(U; F), D opérateurs différentiels à coefficients C00 sur U, les compacts K de E
par les K compacts de U; de même (1.6.1) de la Note (I) subsiste avec la même
modification.

Noter que, si ê est un ensemble de C00 (U; F)-semi-martingales, uniformément locale-
ment H00, chacune de ses images ê{ est uniformément localement H00(C00(U£; F)), mais
la réciproque n'est pas vraie, parce qu'on doit pouvoir trouver des T n î î +oo indépen-
dants de i.

(II.2) C°°(U; V). — Si maintenant F est remplacé par une variété V, on dira que O,
processus à valeurs dans C°°(U, V), est une semi-martingale, si, pour toute fonction
réelle q>, C00 sur V, (p(<î>) est une C°°(U; R)-semi-martingale; et de même pour un
ensemble uniformément localement H00. On peut plonger V comme sous-varié té fermée
d'un espace vectoriel F. Alors Q> est une C°°(U; V)-semi-martingale, si et seulement si
elle est une CCO(U; F)-semi-martingale; et de même pour un ensemble uniformément
localement H°°.

Mais il y a mieux. On peut aussi plonger U dans un espace vectoriel E. Par un
recouvrement de U par des ouverts de E, et en rajoutant E \ U , on a un recouvrement
ouvert de E, et on peut y associer une partition de l'unité. Cela définit une application
linéaire continue 0 de prolongement: C°°(U; F)->C°°(E; F), tandis qu'il existe une
restriction linéaire continue p : C°°(E; F) ->C°°(U; F); p°0 est l'identité, mais bien
entendu 9°p ne l'est pas. Alors <ï>, C00(U; V)-processus, est une
C°°(U; V)-semi-martingale, si et seulement si 0 (O) est une C°°(E; F)-semi-martingale, et
de même pour des ensembles uniformément localement H00.
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Les propriétés simples des semi-martingales à valeurs dans des variétés s'étendent aux
C00 (U; V)-semi-martingales. Par exemple :

(II.3) Si Q> est une C°°(U; V)-semi-martingale, et si elle prend ses valeurs dans
C00 (U; V), où V' est une sous-variété (non nécessairement fermée) de V, <D est une
C°°(U; V')-semi-martingale [1].

III. LES THÉORÈMES O(X) ET ¥ ( $ ) . — Si U, V, W sont des variétés, qu'on peut plonger
dans des espaces vectoriels E, F, G, X une U-semi-martingale donc une E-semi-martingale,
O une C00 (U; V)-semi-martingale, donc 9(<Ï>)=Ô une C°° (E; F)-semi-martingale, *F
une C00 (V; W)-semi-martingale, donc 9 (*F) = ¥ une C00 (F; G)-semi-martingale,
alors <D(X)=Ô(X) est une V-semi-martingale, et *F(O) = p(*F(Ö)) est une
C00 (U; W)-semi-martingale; de même pour des ensembles uniformément localement H00.
Donc le passage des espaces vectoriels aux variétés est trivial. Nous n'imposerons pas au
lecteur ni à nous-même le calcul intrinsèque des formules différentielles.

IV. LE THÉORÈME <b~l POUR C°°(U; V). — II s'agit de montrer que, si <I> est une
C°°(U; V)-semi-martingale, toujours inversible, Q>~1 est une C°°(V; U)-semi-martingale.
Cela ne peut pas être aussi simple que ce qui précède, parce que 9(<Ï>)=Ô est une
C00 (E; F)-semi-martingale, non inversible.

(IV. 1) Soient E, F des espaces vectoriels euclidiens, Gr(E), Gr(F) leurs grassmannien-
nes des sous-espaces vectoriels de dimensions respectives /?, q. Chaque grassmannienne a
un fibre tautologique TautGr : TautGr(E) est l'ensemble des couples d'un sous-espace
vectoriel AeGrE et d'un point de A; c'est un fibre C00 de base GrE, de fibre-type Rp; il
est sous-fibré du fibre trivial GrExE. On en déduit un fibre vectoriel i f (TautGrE;
TautGr F) d'applications linéaires, fibre de base GrExGrF; la fibre au-dessus de
(A, B) 6 GrExGrF est i f (A; B), espace des applications linéaires de Ac=E dans B c F .

(IV. 2) Soit (A, B, M) e Gr E x Gr F x <£ (E; F). Soit u' la restriction à A de pB ° u, où pB

est le projecteur orthogonal F->B, u'e i f (A; B). Alors P : (A, B, U)H-»(A, B, u') est un
morphismes de fibres Gr E x Gr F x S£ (E; F) -• S£ (Taut Gr E; Taut Gr F). L'ensemble <%
des (A, B, M) pour lesquels P(u) = (A, B, M'), U' inversible, est ouvert dans
Gr E x Gr F x i f (E; F) (ici p = q, faute de quoi cet ouvert est vide).

Alors on voit sans peine que J: (A, B, M)I—»(B, A, u'"1) est C00 de ^U dans
i f (TautGr F; TautGrE). Si maintenant, pour (B, A, t;) e i f (Taut Gr F; TautGrE), on
pose Q(B, A, v) = v, où v est le prolongé de i;eif (B, A) en û e i f (F; E), v = v sur B, 0
sur l'orthogonal B+ de B dans F, on voit aussi que Q est C00 de i f (TautGr F; TautGrE)
dans i f (F; E); alors QoJ :(A, B, M)I->(B, A, u'-^h+ÏT1 est C00 de % dans S£ (F; E)
e t t T ^ e i f (F; A).

(IV. 3) Soit O une C°°(U, V) semi-martingale, U plongée dans E, V plongée dans F.
On va en déduire une C°°(U; Gr E x Gr F x i f (E; F))-semi-martingale Q>. Sa première
composante, C00 (U; Gr E)-semi-martingale, est un processus constant, l'application
C00 canonique xi-*T(U; x) (espace tangent à U en x) de U dans GrE. Sa
deuxième composante, C00 (U; Gr F)-semi-martingale, est la composée de €>,
C00 (U; V)-semi-martingale, et du processus constant, l'application C00 canonique
>>i->T(V, y) de V dans GrF; la valeur en X G U de cette composée est T(V; <î>(x)).
Ensuite O admet un prolongement Ö, C°°(E; F)-semi-martingale, donc Ö' est une
C00 (E; ^£ (E; F))-semi-martingale, d'où par restriction une Cao(U; i f (E; F))-semi-
martingale, qui sera la troisième composante de <b. On peut écrire <î>(x) = (T(U; x),
T(V; <D(x)), $'(x)), pour x e U .
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Si O est inversible, OJ(x)eJ£?(T(U; x); T(V; Or(x))) est inversible, donc l'image par P
de 4>(x) est le processus r»-^(x«-^(T(U, x), T(V; <I>r(x)), O;(x))), <&;(x)eJ^(T(U; x);
T(V;O t (x)) inversible, donc Ô(x) est dans rouvert % de G r E x G r F x i ? (E; F)
signalé à (IV.2), donc <î> est une C ^ U ; ^)-semi-martingale par (II.3). Comme ensuite
QoJ de (IV. 1) est C°° de m dans J^(F; E), on en déduit (Q°J)($),
C°°(U; <£(F; E))-semi-martingale, qui, avec les notations précédentes, s'écrit:
t\-+ (x i-> <!>,' "* (x)). Nous appellerons <I>' "* cette semi-martingale (Q°J)(Ô). Notons que
<&'~l(t, x, tö)eif (F; T(U; x)), 9"l(x) est une J&?(F; T(U; x))-semi-martingale, et Q>'~l

une semi-martingale à valeurs dans l'espace r°°(U; J2\j(F; T(U))) des sections C°° du
fibre J2\,(F; T(U)) de base U dont la fibre au-dessus de x e U est J^(F; T(U; x)). A
fortiori O '" 1 est une C°°(U; 5£(F; E))-semi-martingale, et se prolonge en O ' ~ \
C°°(E; J^(F; E))-semi-martingale.

(IV.4) Reprenons alors la démonstration du théorème (1.6.3) de la Note (I). Suppo-
sons que <I> soit inversible, et posons X=<S>~i(y), >>eV. Supposons qu'elle soit une
U-semi-martingale. Alors <D(X) = y, donc Ô(X) =y9 donc, par (1.6.1.1) de la Note (I),
(IV.4.1) (Str) 0 = <*(*l(X,)) = d*,(X l) + * ; (XJdX r

Multiplions à gauche par Q>'t~
x(Xf). Pour x e U : ^ ' 1 (x)Ô^(x) est un opérateur de E

dans E, dont la restriction à T(U; x) est l'identité, et dX est une section semi-martingale
de T(U) (voir Schwartz [2]) le long de X, JX t eT(U; Xf)), donc

(Str) ^ ( X , ) Ô ; (

Donc (IV.4.1) s'écrit

(IV. 5) (Str) d X r = - Ô T T

C'est ce qui remplace la relation (1.1); X est un processus à valeurs dans U, donc dans
E. On a encore $ ; (X,) ̂  (X,) dÔ>t (Xt) = dÔ>t (X^, parce que dÖ>t (Xr) e T (V; <Df (X,)),
et que 0>t(x)<ï>t'~

x (x) est l'identité sur T(V; OJ(x)) pour xeU; donc une U-semi-
martingale X vérifiant (IV.5) et XO = <I>01(>;) est nécessairement <!>~l(y). Mais
(IV. 5) est, pour X, une EDS de Stratonovitch sur U, dXt = Gt(Xt)d$t;
G(x, t, <o)= - Ô ^ x , t, co)< S(JC), . >, 5 (x )eJ^(H; F), - ô 7 ^ (x, t , œ ) e J ? (F; T (U; x)),
et O " 1 < ô(. y, . > est une T00 (U; S£^ (H; T (U)))-semi-martingale, O une H-semi-
martingale. On peut prendre ensuite l'équivalent Ito de (IV. 5), analogue à (1.2), puis
l'analogue de (1.3), qui est une équation différentielle stochastique, sur E, à semi-
martingales directrices hilbertiennes, Ô, [O'" 1 , O], [O, O], [O', O], et la démonstration
du théorème O" 1 s'achève comme dans le cas de C°°(E; F).
Reçue le 16 mars 1987, acceptée le 2 avril 1987.
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