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B EXPOSE GÉNÉRAL DES TRAVAUX

Pendant mes années de lycée, je me suis intéressé d'abord au latin et au
grec, puis a la géométrie et a l'analyse, mais aussi a la physique, la chimie,
la biologie Je cherchais déjà a me faire de tout ce que je connaissais en
mathématiques des théories cohérentes ou des exposes cohérents de théories
existantes, a la fois pour des raisons d'esthétique mathématique et en vue
de créer des outils maniables dans les applications

A l'Ecole Normale, j'ai étudié l'intégrale de Lebesgue, les probabilités,
les fonctions d'une variable complexe, les équations aux dérivées partielles
elliptiques, la géométrie infinitésimale, mais aussi l'analyse fonctionnelle
(cours de J LERAY au Collège de France) P LEVY a eu des lors une grande



NOTICE SUR LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE LAURENT SCHWARTZ 3

influence sur moi, tant pour les probabilités que pour l'analyse classique.
J'ai réfléchi dès cette époque sur la fameuse fonction de Dirac, mais sans
aboutissement. On retrouve dans tous mes travaux ultérieurs les marques
de cette formation initiale.

Mes premières années de chercheur (1940-1942) se sont passées à
Clermont-Ferrand où était réfugiée la Faculté des Sciences de Strasbourg.
Là, il y avait grande concentration de mathématiciens: J. DIEUDONNÉ,

H. CARTAN, J. DE POSSEL, CH. EHRESMANN, J. DELSARTE, A. WEIL, S.

MANDELBROJT, A. LICHNEROWICZ. La rencontre de N. BOURBAKI m'a initié
à des idées toute nouvelles après ma formation d'analyste classique et m'a
orienté vers l'algèbre et la topologie, pas tellement pour elles-mêmes que
pour leurs applications à l'analyse. Le cours d'analyse fonctionnelle de
J. DIEUDONNÉ a été à l'origine de ma thèse ; celle-ci, consacrée â l'étude des
sommes d'exponentielles, utilise des méthodes d'analyse fonctionnelle d'une
manière nouvelle pour résoudre des problèmes d'approximation de type
classique.

A la fin de la guerre, travaillant tout seul, je me suis fait une théorie
complète de la dualité dans les espaces vectoriels topologiques généraux,
théorie qui m'a paru alors sans application et que j'ai gardée pour moi; elle
devait être la clef de la théorie des distributions. C'est cette formation
antérieure qui fait que la "découverte" des distributions fut en fait presque
instantanée au début de 1945. Trouver une théorie qui rendait toutes les
fonctions indéfiniment dérivables et permettait la dérivation terme à terme
des séries convergentes, c'était exactement le genre de recherche qui me
convenait: théorie cohérente, mais restant près des réalités et des applica-
tions. J'ignorais alors les travaux de S. BOCHNER, S. L. SOBOLEV, de tous
ceux qui avaient travaillé sur des objets analogues; par contre, je savais déjà
que les solutions d'une équation aux dérivées partielles elliptique pouvaient
se définir sans mettre de dérivées dans la définition et qu'elles étaient auto-
matiquement indéfiniment dérivables, et qu'au contraire, pour les équations
hyperboliques, il devait y avoir une définition n'utilisant pas de dérivées et
donnant des solutions effectivement non dérivables.

Mes travaux sur les distributions ont été ensuite constamment accom-
pagnés de travaux d'analyse fonctionnelle, chacun motivant l'autre. Dans
les dernières années, l'analyse fonctionnelle, l'intégration et mes souvenirs
de probabilités, en même temps que la difficulté de concilier les points de
vue hostiles des divers groupes de mathématiciens sur la théorie de la mesure,
m'ont naturellement conduit â une synthèse, qui est donc elle aussi une
théorie, celle des mesures de Radon sur les espaces topologiques arbitraires.
Il en est découlé très naturellement des recherches sur les probabilités
cylindriques, les applications radonifiantes, la désintégration des mesures et
ses applications aux processus stochastiques, qui sont le sujet de mes
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recherches actuelles, aujourd'hui complètement orientées vers les pro-
babilités.

C. EXPOSE DÉTAILLE DES TRAVAUX

I. Polynômes, sommes d'exponentielles, fonctions
moyenne-periodiques, analyse et synthèse harmoniques

(1) Polynomei, et sommei d'exponentielles réelles Ch. H. MUNTZ avait géné-
ralisé le théorème d'approximation de WEIERSTRASS comme suit. Soit A:
Xo = 0, Xi, X2,... Xn-,,.. une suite donnée de nombres réels > 0 . Alors toute
fonction continue sur [0 ,1] est limite uniforme de polynômes généralisés
(sommes finies ^anx

Xn, Xn e A) si et seulement si la série Y<n=?i 1/A,, diverge.
Si alors la série ^^=°°i 1/AB converge, quelles sont les fonctions continues qui
peuvent être approchées par les polynômes précédents? La réponse à cette
question fut l'objet de ma thèse. Les fonctions approchables sont exactement
les fonctions continues sur [0 ,1] , qui sont analytiques et développables en
série de Taylor (lacunaires) généralisées YJ\=O

 anx>'n, convergentes par groupe-
ment de termes pour |x| < 1.

Le changement de variables x = exp( — X) ramène à un problème plus
maniable sur des sommes d'exponentielles réelles £ an exp( — XnX) sur la
demi-droite U + . On trouve alors des théorèmes sur les séries de Dirichlet
lacunaires.

(2) Sommes d'exponentielles imaginau es Ce travail [5] fait suite aux précé-
dents et la substitution des sommes d'exponentielles aux polynômes lui donne
tout son intérêt, car il va concerner des séries de Fourier généralisées
Y, an exp{iXnX), où les Xn ne sont pas tous des multiples de l'un d'entre eux.
On se donne encore une suite A de nombres réels (de signe quelconque) et
un intervalle [a, £>] de la droite réelle. Ou bien les polynômes trigono-
métriques généralisés, c'est-à-dire les sommes finies £ an exp(;/nX), per-
mettent d'approcher toute fonction continue, ou bien on peut caractériser
les fonctions continues qui peuvent être approchées; ce sont exactement
celles qui ont un développement en série de Fourier généralisée, conver-
geant par groupement de termes et facteurs exponentiels d'Abel : F(.Y) =
lim,^0^fl,,exp((A,,AT — |An|r). Ainsi un procédé de sommation classique des
séries de Fourier, celui d'Abel, est valable, moyennant en plus des groupe-
ments de termes, pour toutes les séries d'exponentielles imaginaires. Les
groupements de termes sont ici inévitables, dans le cas où il y a des groupe-
ments de Xn très voisins les uns des autres [par exemple si l'on prend la suite
de couples n, n + l/nl, on sera obligé de faire des groupements de deux
termes pour qu'il y ait convergence].

Ces articles ont donné naissance à plusieurs travaux ultérieurs, d'autres
mathématiciens et de moi-même, sur les fonctions moyenne-périodiques et
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l'analyse ou synthèse harmonique Ils donnent une convergence de déve-
loppements suivant des harmoniques dont les fréquences sont distribuées
un peu n'importe comment, ce qui est le cas de tous les systèmes vibratoires
non périodiques, donc ils pourraient être susceptibles d'applications
physiques

(3) Thcoiw des funetwns moxenne peuoiliquis [9~\ Ces fonctions Ont ete intro-
duites par J DELSARTE (qui a d'ailleurs eu une très grande influence sur moi,
ainsi que J DIEUDONNE pendant mes 7 années a Nancy (1945-1952)) II
avait pose le problème en termes d'équations intégrales, dont il avait trouve
les solutions par des sommes d'exponentielles II avait eu des difficultés de
convergence, d'où la nécessite d'hypothèses simplificatrices, je me suis
aperçu qu'en fait la convergence avait lieu dans le cas le plus gênerai, pourvu
qu'on utilise a la fois les groupements de termes et les facteurs exponentiels
d'Abel du travail précèdent Mais en même temps, j'ai trouve une autre
définition des fonctions moyenne-périodiques, inspirée des idées nouvelles
sur la théorie des groupes (théorèmes taubenens de WIENER, livre d'A WEIL

sur les groupes topologiques, paru en 1940) II faut faire jouer un rôle fon-
damental au groupe des translations sur la droite Une fonction continue F
sera dite moyenne-périodique si l'ensemble des combinaisons linéaires
finies de ses translatées ne permet pas l'approximation, uniformément sur
tout compact, de toute fonction continue On définit alors un spectre de F
c'est l'ensemble des X (ici nombres complexes quelconques) tels que exp(/AT)
soit approchable par des combinaisons linéaires de translatées de F On est
oblige d'introduire des éléments multiples dans le spectre, et pour cela de
considérer non seulement des exponentielles exp(/UQ, mais des exponen-
tielles-polynômes exp(?X)P(X), P polynôme La recherche du spectre sera
l'analyse spectrale ou analyse harmonique, on montrera qu'il n'est jamais
vide si F / 0 Ensuite on cherchera la synthèse spectrale ou synthèse har-
monique F est-elle approchable par les combinaisons linéaires finies
d'exponentielles-polynômes de son spectre, est-elle une série £a,,exp(AnX)
P,,(X) formée des exponentielles polynômes de son spectre, avec un mode
de convergence convenable9 II se trouve que c'est vrai, et la convergence
cherchée est toujours par groupements de termes avec facteurs exponentiels
d'Abel

J'ai aussi donne une autre démonstration, indépendante de ce mode de
convergence, pour l'analyse et la synthèse spectrales J P KAHANE en a
donne ultérieurement une plus simple En termes physiques, on peut donner
de l'analyse et de la synthèse spectrales l'énonce simplifie suivant le spectre
d'une onde est l'ensemble des fréquences des ondes monochromatiques qui
peuvent être obtenues par combinaison de l'onde et de ses déphasées,
1 onde est une série des ondes monochromatiques correspondant a son
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spectre de fréquences. Mais cette image cache évidement les principales
difficultés mathématiques du problème.

Il n'est pas nécessaire de partir d'une fonction et on peut, plus générale-
ment, faire l'analyse et la synthèse harmonique d'un sous-espace fermé,
invariant par les translations, de l'espace des fonctions continues sur la
droite.

B. MALGRANGE, dans sa thèse (1955), a donné une généralisation partielle
du théorème précédent au cas de fonctions de plusieurs variables. Malgré
de nombreuses recherches depuis, la possibilité de généraliser à plusieurs
variables est longtemps restée un problème ouvert; Gurewitch a montré
récemment que le résultat était faux, il y a pour les dimensions > 2 des sous
espaces fermés invariants par translation, qui ne contiennent aucune ex-
ponentielle.

(4) Analyse et synthèse harmoniques dans divers espaces. La théorie précédente est
relative à l'espace des fonctions continues, pour la convergence uniforme
sur tout compact. En faisant varier l'espace fonctionnel et toujours intervenir
les translations, on obtient des problèmes très variés. L'un d'eux a longtemps
retenu l'attention: il est relatif aux espaces L1 et Lx; l'analyse harmonique,
consistant simplement à dire que le spectre n'est pas vide, est le célèbre
théorème taubérien de N. WIENER OU son équivalent dual, le théorème de
BEURLING. On a longtemps cherché si la synthèse harmonique était possible
aussi dans L1 et L00. J'ai donné le premier exemple montrant qu'elle n'était
pas possible dans Un> pour n > 3, dans [13]. Ce résultat était inattendu. Le
cas de M1 et de U2, beaucoup plus difficile, est resté longtemps non résolu.
C'est P. MALLIAVIN qui l'a résolu et généralisé.

J'ai étudié ensuite l'analyse et la synthèse harmoniques dans l'espace if"
des distributions tempérées sur W. La transformation de Fourier des
distributions tempérées, dont je parlerai plus loin, me permettait de ramener
ce problème à un problème d'algèbre différentielle: dans l'algèbre des fonc-
tions indéfiniment différentiables sur W, un idéal fermé est-il déterminé
par ses idéaux ponctuels? Je n'ai pas pu répondre à cette question et me
suis adressé à H. WHITNEY qui avait beaucoup étudié les fonctions différ-
entiables. Il a pu résoudre le problème, avec une réponse affirmative, ce qui
m'a permis de résoudre les problèmes harmoniques dans l'espace 9". Le
théorème de WITHNEY, ainsi né d'un problème d'analyse harmonique, a
donné liue à de nombreux travaux ultérieurs sur les fonctions différentiables,
notamment de B. MALGRANGE et J. C. TOUGERON.

II. Théorie des distributions

J'ai trouvé les principaux résultats sur les distributions vers 1945-1946,
mais mes deux livres [19] ne sont parus qu'en 1950 et 1951. C'est cette
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théorie qui m'a valu la Médaille Fields du Congrès International des Mathé-
maticiens en 1950. Beaucoup de mathématiciens ont pressenti les distribu-
tions; le calcul symbolique d'Heaviside, dès la fin du siècle dernier, était,
sous forme particulièrement incorrecte et qui fut très incomprise, un calcul
de distributions. N. WIENER, dès 1926, a "régularisé" par des fonctions
indéfiniment dérivables à support compact, pour définir des images de
Fourier qui n'existaient pas au sens usuel. J. LERAY, K. FRIEDRICHS, tous les
mathématiciens de l'école de R. COURANT ont utilisé des dérivées faibles, qui
sont en fait des dérivées au sens des distributions, lorsqu'elles sont elles-
mêmes des fonctions. Je crois qu'on peut particulièrement citer les travaux de
S. BOCHNER, T. CARLEMAN et S. L. SOBOLEV (dont en fait je n'avais pas
connaissance en 1945).

S. BOCHNER a introduit, dans son livre sur l'intégrale de Fourier en 1932,
sur la droite réelle, des "dérivées formelles de produits de polynômes par
des fonctions de L2"; ce sont mes futures distributions tempérées. Il en fait
la transformation de Fourier. C'est un appendice de quelques pages à son
livre; il ne semble pas lui-même y attacher beaucoup d'importance. Le
support n'y est pas, ni aucune topologie, ni les conditions de transformation
du produit multiplicatif en produit de convolution, et finalement la distri-
bution de Dirac ô n'y est pas nommée. L'effort de T. CARLEMAN va dans
le même sens que celui de S. BOCHNER: trouver un formalisme pour la
transformation de Fourier. Il prend des "différences formelles de fonctions
holomorphes à croissance lente dans le demi-plan complexe supérieur et
dans le demi-plan inférieur"; ce sont encore mes futures distributions
tempérées et T. CARLEMAN en fait la transformation de Fourier. En fait, ce
travail prépare plutôt les hyperfonctions de M. SATO, SOUS la forme exposée
par A. MARTINEAU, que les distributions. S. L. SOBOLEV a introduit ses

fonctionnelles de façon très conséquente, dans un long article en 1936, en
vue d'étudier les équations aux dérivées partielles. Les fonctions plusieurs
fois différentiables à support compact sont les fonctions tests nécessaires à
la définition: il y a une dérivée généralisée, donc on peut appliquer à ces
fonctionnelles des opérateurs différentiels ; et les problèmes aux limites sont
modifiés, en ramenant les conditions aux limites dans le second membre,
par l'intervention de couches portées par la surface limite. Il a introduit aussi
les espaces fonctionnels Hs qui portent son nom, encore pour étudier les
équations aux dérivées partielles. Mais ô n'y figure pas, ni la convolution
ni la transformation de Fourier, ni aucune des questions vectorielles
topologiques soulevées par les distributions. Le calcul des distributions le
plus audacieux a été incontestablement fait par les physiciens théoriciens.
La "fonction de Dirac" date de 1926; mais les physiciens ont été consi-
dérablement plus loin, bien avant que les mathématiciens n'aient commencé
à entrevoir une approche du problème. Par exemple, ni S. BOCHNER, ni
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T. CARLEMAN, ni S. L. SOBOLEV n'ont abordé les rapports avec la physique.
En 1950, quand mon livre sur les distributions est paru, les physiciens
avaient déjà introduit toutes les fameuses fonctions singulières de la physique
théorique relativiste; or ce sont-là des distributions malaisées â définir
mathématiquement de façon convenable et qui n'ont été approfondies
complètement qu'à partir de la thèse de P. D. METHEE en 1954.

Il a donc fallu construire une théorie complète, cohérente, avec tous les
outils d'analyse fonctionnelle nécessaires: définir correctement les distribu-
tions, leurs dérivées, le produit tensoriel, la convolution, la transformation
de Fourier, et surtout en fait donner le bon point de vue susceptible d'être
utilisé dans les domaines d'applications les plus divers, et qui a été univer-
sellement adopté immédiatement.

Je ne résumerai que très rapidement la théorie des distributions.

- Le chapitre I définit les distributions comme formes linéaires continues
sur l'espace Q) des fonctions indéfiniment dérivables à support compact. Il
apparait ainsi aussitôt que, d'une part les distributions généralisent les
fonctions un peu comme les nombres réels généralisent les nombres ration-
nels ou comme les nombres complexes généralisent les nombres réels, mais
aussi qu'elles donnent une définition mathématiquement correcte des
"distributions" de charges électriques ou de masses de la physique ou de la
mécanique, d'où leur nom.

- Le chapitre II définit les dérivées des distributions: toute distribution
est indéfiniment dérivable, et la dérivation est une opération continue, donc
on pourra désormais dériver terme à terme des séries convergentes, au sens
des distributions naturellement. Ce chapitre donne en outre de nombreux
exemples et on retrouve aussi les "parties finies" de J. HADAMARD. On
trouve aussi l'exemple qui servira de fondement aux formules de l'électro-
statique: A(l/r) = — 4nô, dans U3 (formule de Poisson pour les potentiels).

- Le chapitre III étudie les structures topologiques de l'espace 3) et de
l'espace Q>' des distributions. C'est là qu'il y avait à résoudre les plus grandes
difficultés, la théorie de la dualité dans les espaces vectoriels topologiques
localement convexes n'ayant pas encore à ce momentlà tous les outils
nécessaires.

- Le chapitre IV étudie la multiplication; elle n'est pas toujours possible
et c'est là que se trouvent certaines des plus grandes difficultés des calculs
de la théorie quantique des champs.

- Le chapitre V étudie le produit tensoriel.
- Le chapitre VI traite de la convolution, où de remarquables résultats

peuvent être obtenus. Les principales applications aux équations aux dé-
rivées partielles proviennent de la convolution; c'était visible pour les
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équations à coefficients constants, et j'ai donné au chapitre VI un grand
nombre d'applications (par exemple problème de Cauchy pour des équations
hyperboliques). Mais la découverte des opérateurs pseudo-différentiels en
1964 (A. UNTERBERGER et J. BOKOBZA-UNTERBERGER, L. NIRENBERG, L.

HÔRMANDER) a même montré qu'en fait la convolution intervenait aussi
fondamentalement dans les équations à coefficients variables.

- Le chapitre VII traite de la transformation de Fourier des distributions
tempérées, avec l'introduction des espaces Sf et S/", leurs propriétés topo-
logiques, la transformation de la multiplication en convolution et vice-versa,
avec les espaces &M et <5'c, les théorèmes de BOCHNER et de PALEY-WIENER

généralisés.

Dans l'édition de 1966 de mon livre, ont été ajoutés deux chapitres:

- le chapitre VIII sur la transformation de Laplace
- le chapitre IX sur les courants, ou formes différentielles-distributions

sur les variétés, étendant ainsi les distributions aux champs de tenseurs, aux
courants électriques, de ligne, surface ou volume tels qu'ils interviennent
dans les équations de Maxwell, etc . . . L'idée des courants avait été pres-
sentie par de RHAM qui, aussitôt paru mon article de 1945 sur les distributions,
en fit indépendamment de moi la théorie qu'il a ensuite remarquablement
appliquée à la théorie des formes harmoniques sur les variétés riemanniennes
et à la topologie algébrique sur les variétés.

J'ai publié quelques autres articles sur les distributions:

- [17], qui les applique aux équations d'évolution avec problème de
Cauchy (chaleur, ondes, etc...);

- [22], sur les multiplicateurs de #L P (étude qui a été poursuivie par de
nombreux auteurs);

- [24], qui résout les problèmes de Cousin sur une variété analytique
complexe par des méthodes explicites que ne fournit pas la théorie des
faisceaux et va dans le sens des premiers travaux de K. KODAIRA;

- [34], qui résout, dans un cas très particulier, le problème de la division
des distributions, problème que j'avais posé dans mon livre en vue des
équations de convolution tempérées et qui n'a été résolu que bien plus tard
par des méthodes très difficiles par L. HÔRMANDER et surtout par S.
]LOJASIEWICZ. (Ce dernier a d'ailleurs poursuivi très loin les méthodes qu'il
avait introduites pour résoudre le problème de la division);

- [37], qui introduit les distributions régulières et intégralement régulières
dans les changements de coordonnées;

- enfin [48] et [59] qui traitent de problèmes particuliers.
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Les distributions, et les méthodes introduites dans la théorie, ont eu des
applications dans les domaines les plus variés des mathématiques. En
analyse surtout: analyse de Fourier, groupes de Lie (avec F. BRUHAT et
HARISH-CHANDRA), fonctions analytiques mises en dualité avec les fonction-
nelles analytiques et hyperfonctions, théorie du potentiel (M. BRELOT et J.
DENY), théorie des semi-groupes distributions (J. L. LIONS et J. CHAZARAIN),

mais avant tout dans la théorie des équations aux dérivées partielles (et
équations de convolution ou pseudo-différentielles). Cette théorie, qui fait
la liaison des mathématiques avec la physique et la mécanique, eut depuis
toujours la faveur des plus grands mathématiciens. En France, H. POINCARÉ

et J. HADAMARD y consacrèrent une grande part de leur vie. Il serait trop
long, et d'ailleurs déplacé, d'en faire ici l'historique. Beaucoup d'articles
sur les équations aux dérivées partielles ont directement influencé ma
rédaction des distributions entre 1945 et 1950 (I. FREDHOLM, J. HADAMARD,

S. L. SOBOLEV, Marcel RIESZ, N. ZEILON et L. GARDING, J. LERAY, R.
COURANT, K. FRIEDRICHS, B. LEVI, etc. . .). Et je crois que ce sont en bonne
partie les distributions qui ont permis, ou pour le moins largement favorisé,
des travaux comme ceux de J. L. LIONS et B. MALGRANGE, L. NIRENBERG,

L. HÔRMANDER, G. STAMPACCHIA, E. MAGENES, etc. . . , et le très grand
développement mondial actuel des équations aux dérivées partielles qui
occupent une place essentielle dans les séminaires, colloques et publications
d'analyse.

Les distributions ont continué à être utilisées partout en physique
théorique; continué, puisque les physiciens, fort justement, n'avaient pas
attendu que les mathématiciens créent l'outil rigoureux dont ils avaient
besoin et s'en étaient heureusement déjà servi avant! De très difficiles
problèmes sur les distributions sont posés par la théorie quantique des
champs et beaucoup sont sans doute encore loin d'être résolus. Mais on
utilise aussi les distributions en électricité, ondes hertziennes (filtrage), en
diffraction, etc. . . Le fait que les distributions soient enseignées dans les
cours de 2ème cycle des universités pour les mathématiciens, et souvent
pour les physiciens, mérite d'être mentionné. Mon livre de "Méthodes
Mathématiques pour les Sciences Physiques", [46], est destiné à un cours
de licence pour mathématiciens et physiciens et a été traduit en anglais,
espagnol, russe et japonais.

Enfin, il faut signaler que bien d'autres êtres mathématiques nouveaux
sont nés à la suite des distributions: fonctionnelles analytiques et hyper-
fonctions (M. SATO-A. MARTINEAU), duals d'espaces de GEVREY et d'espaces
d'autres classes de MANDELBROJT (J. LERAY-Y. OHYA, CH. ROUMIEU, E.
MAGENES, J. L. LIONS, CH. GOULAOUIC, M. S. BAOUENDI), fonctions générali-
sées (I. M. GELFAND et G. E. CHILOV), distributions généralisées de N.
ARONSZAJN et M. S. BAOUENDI.
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III. Analyse fonctionelle, distributions a valeurs
vectorielles et théorème des noyaux

(1) Espaces vectoriels topologiques localement convexes. Les Outils d'analyse fonC-

tionelle nécessaires à la théorie des distributions étaient insuffisants et il a ete
nécessaire de les créer. Les remarquables travaux de S. BANACH, à part le
théorème de HAHN-BANACH, ne sortaient guère des espaces de BANACH

et de FRECHET. Or le dual d'un espace de FRECHET n'est pas un espace de
FRECHET. J. DIEUDONNE avait étendu bien des résultats aux espaces locale-
ment convexes arbitraires (et j'avais été fortement influencé par lui); G. W.
MACKEY avait fait de remarquables travaux, mais restés assez ignorés. Or
il était indispensable de développer correctement les parties topologiques
de la théorie des distributions. J'ai toujours été intéressé par les applications
de l'analyse fonctionnelle à l'analyse. Ma thèse [4] utilisait déjà largement
des méthodes d'analyse fonctionnelle. Que j'aie fait de l'analyse fonctionnelle
"pour elle-même" et qu'ensuite j 'en utilise les résultats, il n'y a rien là que
de très naturel.

Il fallait étendre les espaces de FRECHET et définir leurs limites inductives.
La notion de limite inductive, en algèbre ou en théorie des catégories, est
aujourd'hui universellement connue et considérée comme élémentaire, mais
elle était ignorée en 1945 (alors que les limites projectives avaient été
introduites dans le livre d' A. WEIL sur les groupes topologiques). C'est J.
DIEUDONNE qui en a eu l'idée, à la suite de ma description topologique de
l'espace S> des fonctions indéfiniment dérivables à support compact, et nous
avons dégagé dans [14] less principales propriétés des espaces de FRECHET et
de leurs limites inductives, que j'avais utilisées et démontrées directement
dans le cas particulier des espaces de distributions. C'est à partir de notre
travail que N. BOURBAKI a introduit les notions d'espace bornologique,
espace tonnelé, etc. . . A partir de ces années 50, et pendant une dizaine ou
une quinzaine d'années, les espaces vectoriels localement convexes généraux
ont remplacé partout les espaces de BANACH, et ont donné lieu à de nombreux
travaux, dont les plus importants furent ceux d'A. GROTHENDIECK sur les
produits tensoriels topologiques £ et n et les espaces nucléaires, qui ont
d'ailleurs été l'objet de mon séminaire 1953-1954. On doit même signaler
que beaucoup de maîtrises de mathématiques de nos Universités contiennent
un certificat sur les espaces vectoriels topologiques. A l'heure actuelle, on
abandonne un peu, à juste titre je pense, les espaces vectoriels topologiques
pour revenir aux espaces de Banach dont on étudie les propriétés géomé-
triques fines.

(2) Le théorème des noyaux et les distributions a valeurs vectorielles. La physicien
P. A. M.DIRAC avait senti intuitivement le théorème des noyaux, disant
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que toute application linéaire continue de 3iy dans 3>\ peut s'exprimer,
d'une manière unique, par un noyau-distribution, Kxy, sous la forme:
Tx = \KX q>(y)dy. Il ne pouvait l'exprimer qu'en termes extrêmement
vagues, c'est néanmoins lui qui m'en a donné l'idée et ma démonstration
dans [18], assez compliquée du point de vue de l'analyse fonctionnelle telle
qu'elle existait alors, fit l'object de mon exposé au Congrès International
des Mathématiciens de 1950. J'ai ensuite très longuement développé la
théorie des fonctions différentiables et des distributions à valeurs vectorielles
dans [30, 39, 42], généralisant ainsi considérablement le théorème des
noyaux et utilisant massivement les travaux précités de A. GROTHENDIECK.

(3) Perturbations d'homomorphismes pai des operuleuis compacts dans les espaces de

Frechet. Il s'agit là d'une Note aux Comptes-Rendus de l'Académie des
Sciences [23], qui étend aux espaces de FRECHET les théorèmes classiques
de Frédéric RIESZ sur les opérateurs compacts dans les espaces de BANACH.

Le but de cette note était de permettre à H. CARTAN et J. P. SERRE de montrer
que la cohomologie d'une variété analytique compacte, par rapport à un
faisceau analytique cohérent, est de dimension finie. L'extension aux espaces
analytiques et plusieurs autres théorèmes utilisent toujours [23].

(4) Sous-espaces hilbertiens d'espace", vectoriels topologiques et noyaux reproduisants-

[51] étend des résultats de S. BERGMAN et N. ARONSZAJN. Les meilleures
applications qu'il peut avoir sont relatives aux probabilités gaussiennes dans
les espaces vectoriels topologiques. Je n'ai vu ces applications que plus tard
et ne les ai jamais rédigées, mais elles se voient sans peine et sont implicite-
ment connues, et utilisées par tous les probabilistes. D'autre part, [52]
développe à partir de là une théorie des "points distributions" d' une repré-
sentation unitaire d'un groupe de Lie et montre, par exemple, que toute
distribution de type positif d 'un groupe de Lie semi-simple est intégrale de
distributions de type positif élémentaires (théorème de BOCHNER généralisé).

(5) Le Théorème du graphe ferjne BANACH, avait énoncé un théorème du
graphe fermé pour les espaces de FRECHET. A. GROTHENDIECK l'avait con-
sidérablement étendu, mais il restait inapplicable à certains espaces comme
l'espace &' des distributions. Cependant A. GROTHENDIECK avait émis
comme conjecture la validité du théorème du graphe fermé pour cet espace.
La conjecture est restée ouverte plus de 10 ans. D. RAIKOV, mathématicien
soviétique, a prouvé cette conjecture en 1966 et j ' en ai trouvé une démon-
stration beaucoup plus simple relative même à un graphe borélien, utilisant
la théorie de la mesure, quelques semains après lui. J'utilisais le fait que Q>'
est souslinien. Ma démonstration a encore été simplifiée par A. MARTINEAU
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qui l'a rendus indépendante de la théorie de l'intégration, et c'est M. de
WILDE qui a, semble-t-il, trouvé la forme définitive du théorème en intro-
duisant les espaces à réseau absorbant, qu'on appelle d'ailleurs espaces
de WILDE.

IV. Physique théorique.

Je m'étais intéressé depuis longtemps à la physique théorique. A la suite
d'un séminaire commun entre mathématiciens et physiciens, tenu par Mau-
rice LEVY et moi-même en 1956-57, j'ai essayé d'utiliser les distributions et
les noyaux reproduisants [51] pour étudier les particules élémentaires en
mécanique quantique relativiste. Je me suis borné aux particules sans
interaction. C'est là un problème physique d'un intérêt évidemment très
limité, mais je pense que la compréhension complète de ce cas est indispens-
able à toute étude du cas général avec interaction. On peut dire, si on veut,
que des travaux comme ceux de A. WIGHTMAN sur la théorie quantique des
champs doivent d'abord partir du cas sans interaction. Cela revient encore
à se demander quelles sont exactement les particules élémentaires et on sait
que ce problème devient de plus en plus compliqué! Il est lié à l'étude des
représentations unitaires irréductibles de groupes de Lie, ayant comme
quotient le groupe de Lorentz inhomogène ou groupe de Poincaré. Il se
trouve que les noyaux reproduisants des sous-espaces hilbertiens [51]
permettent une étude très complète et trouvent les "fonctions singulières"
de la mécanique quantique (qui sont des distributions et non des fonctions)
précisément comme des noyaux reproduisants ; on les définit en fait par leur
transformée de Fourier. On trouve aussi, de cette manière, une "densité de
probabilité de présence", déjà trouvée par E. WIGNER, et une "probabilité
de spin". Le livre que j'ai écrit à ce sujet est un "Lecture Notes" de séminaires
tenus, l'un à Buenos-Aires [43], l'autre à Berkeley [44]. Il a d'abord été
publié en U.R.S.S., avec une préface de N. N. BOGOLIUBOV, puis en français
et en anglais [70].

J'ai aussi publié un petit article [49], à la suite d'une conférence à un
séminaire de Physique à Rio de Janeiro. Les physiciens ont besoin, dans
le cas d'une dimension, d'utiliser les propriétés d'analyticité dans le demi-plan
supérieur de l'image de Fourier d'une distribution à support dans la demi-
droite positive, pour déduire des relations entre sa partie réelle et sa partie
imaginaire, dites relations de causalité. Ces relations utilisent la convolution
avec vp. (l/x) et exigent des conditions très strictes pour pouvoir être
appliquées; c'est ce que fournit cet article. Les cas importants pour la
physique sont pluridimensionnels, la demi-droite positive est remplacée
par le cône de Lorentz d'avenir, ce qui donne idée des difficultés de l'appli-
cation correcte des formules cherchées.
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V Théorie de l'intégration, probabilités, probabilités cylindriques et
applications radonifiantes

(1) Meswes de îadon sm îles espaces topologiquei aibitiaues J'ai été formé, pen-
dant mes années d'Ecole Normale Supérieure, à l 'étude de l 'intégration et
du calcul des probabilités par P LEVY a qui je dois énormément (voir mes
publications [ 1 , 2, 3]) J 'ai travaille ensuite dans d'autres directions, mais
je suis revenu à l 'intégration et aux probabilités à partir de 1964 En réalité,
les distributions, l 'analyse fonctionnelles, l ' intégration, devaient m'y
conduire normalement .

La théorie de l ' intégration a toujours été l'objet d 'un conflit assez aigu
entre deux tendances D 'une part , on peut faire une théorie abstraite de la
mesure, par tant d 'un ensemble muni d 'une tribu sur lequel une mesure est
une fonction dénombrablement additive D 'au t re par t , no tamment à la
suite des travaux de H CARTAN et A W E I L , N BOURBAKI a défini une

mesure de Radon comme une forme linéaire continue sur l'espace C(X) des
fonctions continues à support compact sur X, et l'espace X doit alors être
un espace topologique localement compact J 'ai introduit en 1964, [55] , une
notion de mesure de Radon sur des espaces topologiques séparés arbitraires,
qui peut servir d'unification entre les deux conceptions Si l'espace est
localement compact, on retrouve les mesures de Radon de BOURBAKI. Les
mesures abstraites restent plus générales, mais toutes les tendances actuelles
des probabilistes vont vers la recherche d 'un espace probabilisé des épreuves
(Ci, JX) particulier, qui est en fait équivalent à un espace topologique souslinien
muni d 'une mesure de Radon au sens que j ' a i défini Cette théorie des
mesures de Radon sur les espaces arbitraires est parue au "Ta ta Institute
of Fundamenta l Research" de Bombay [80] , rédigée en collaboration avec
J. CHOKSI , K. N . GOWRISANKARAN et J H O R V A T H Entre temps, les mêmes

idées étaient aussi adoptées par N . BOURBAKI et publiées en 1969. J 'ai
bénéficié pour cette recherche d'idées de P. A. MEYER et de P. CARTIER.

(2) Piobabililes c\hndnques et applications i adomfiantes Ces nouvelles mesures
de Radon que j'ai définie permettent d'avoir une bonne théorie des prob-
abilités cylindriques, introduites par I SEGAL, L GROSS et l'école soviétique,
J V PROHOROV, V V SAZONOV, I M GELFAND, R A MINLOS On peut
ainsi démontrer dans toute sa généralité le théorème de MINLOS [80], mais
surtout faire une théorie complètement nouvelle, celle des applications
/7-radonifiantes

Une probabilité cylindrique sur un espace vectoriel topologique locale-
ment covexe E, est un système projectif de probabilités de Radon relatif
aux projections de E sur ses quotients de dimension finie. Ainsi, sur un
espace hilbertien E, il existe une probabibilite cylindrique fondamentale,
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dite de Gauss, qui se projette orthogonalement sur tout sous-espace de
dimension finie F de E, suivant la probabilité canonique de Gauss de F.
Une probabilité cylindrique sur E définit aussi, non pas une variable aléatoire
â valeurs dans E, mais un système projectif de variables aléatoires ou encore
une application linéaire de E' dans un espace L°(Q, (S, n) de variables aléa-
toires réelles. Ainsi beaucoup de lois de probabilités classiques s'expriment
en termes de probabilités cylindriques; le système projectif de variables
aléatoires, associé â la probabilité cylindrique de Gauss de l'espace hilbertien
L2 sur K, s'appelle aussi le bruit blanc, qui est en quelque sorte un bruit
aléatoire aux fréquences également distribuées sur toute la droite.

Si X est une probabilité de Radon sur un espace de BANACH E, son p-ordre
(0 < p < + oo ; en fait, on doit aussi considérer des valeurs de p nulles et
même négatives) est (J||x||prfA(x))1/p = ||A||P. Si maintenant X est une proba-
bilité cylindrique sur E, son p-type est

Sup M >
M

On dit alors qu'une application linéaire continue u d'un BANACH E dans un
BANACH F est p-radonifiante si, pour toute probabilité cylindrique X de type
p sur E, u(X) est de Radon d'ordre p sur F.

On voit que cette notion est une généralisation de celle des applications
p-sommantes, introduite par S. KWAPIEN et étudiée par A. PIETSCH, A.
PELCZINSKY, A. PERSSON, à partir de 1963. Il est évident qu'une application
p-radonifiante est p-sommante, mais rien n'était connu sur la réciproque.
J'ai montré que u est p-sommante si et seulement si elle est approximative-
ment p-radonifiante de E dans le bidual de F. Pour 1 < p < + oo, u est
p-sommante si et seulement si elle est p-radonifiante. Plusieurs de ces
résultats ont été obtenus avec la collaboration de S. KWAPIEN.

Après avoir trouvé toutes les applications O-randonifiantes dans les espaces
de suite [75], j'ai systématiquement étudié les applications p-radonifiantes
dans mon séminaire de l'Ecole Polytechnique 1969-1970 [79], puis dans
un long article [31]. Un des principaux théorèmes de cet article est le
théorème de dualité, permettant de montrer que certaines applications sont
radonifiantes, et donnant en fait la plupart des exemples connus dans la
pratique. Il fait jouer un rôle fondamental aux probabilités de P. LEVY,

généralisant celle de Gauss, et dites lois stables. On peut, par le théorème
de dualité, trouver plusieurs des théorèmes sur les séries de Fourier aléatoires
connues antérieurement (énumérées par J. P. KAHANE dans son livre sur ce
sujet), mais aussi le théorème de MENCHOV sur les séries orthogonales et en
donner des généralisations (par exemple par A. NAHOUM et B. MAUREY).

Le fait que la fonction aléatoire du mouvement brownien, primitive du
bruit blanc, soit presque sûrement continue et même holdérienne de tout
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ordre <\, peut s'exprimer comme suit: l'injection canonique de l'espace H1

de SOBOLEV dans l'espace Cfi des fonctions holdériennes d'ordre fi est,
localement sur U, p-radonifiantes pour /? < \ — l/p. La théorie des applica-
tions radonifiantes a été appliquée par T. BENSOUSSAN au filtrage de systèmes
gouvernés par des équations aux dérivées partielles, et par Paul KREE et
Bernard LASCAR à l'étude des équations aux dérivées partielles et opérateurs
pseudo-différentiels en dimension infinie. Mais ce sont surtout les applica-
tions p-sommantes qui ont en fait connu un grand développement relative-
ment indépendant de celui des applications radonifiantes, dans les dernières
années, par les notions de type et de cotype des espaces de Banach, intro-
duites par Bernard MAUREY, et les travaux remarquables de nombreux
chercheurs français et étrangers, parmi lesquels je me bornerai à citer, au
Centre de Mathématiques de l'Ecole Polytechnique, MAUREY, puis Gilles
PISŒR et Bernard BEAUZAMY.

(3) Désintégrations régulières. Il y a longtemps que les probabilistes, voyant
que les probabilités conditionnelles n'existent pas toujours, ont introduit
les espérances conditionnelles, avec une utilisation systématique des temps
d'arrêt. Cependant M. JIRINA a montré que les probabilités conditionnelles
(désintégration d'une mesure) existent dans des conditions très générales.
J'ai étendu le théorème de JIRINA, en introduisant l'espérance conditionnelle
d'une fonction à valeurs mesures; la désintégration d'une probabilité X sur
une sous-tribu 3~ est alors l'espérance conditionnelle relative à 3T et X de la
fonction à valeurs mesures <x> i—» <5(co). Mais on peut aller beaucoup plus loin
et démontrer, pour les surmartingales à valeurs mesures, des propriétés
analogues à celles des surmartingales scalaires; ce qui permet de définir la
désintégration régulière d'une mesure par rapport à une famille de tribus
dépendant du paramètre temps, croissante et continue à droite comme on
en rencontre dans l'étude des processus stochastiques. Ces désintégrations
régulières ont des propriétés très remarquables, que j'ai dégagées dans [84],
avec un complément court mais intéressant dans [86]. Voici par exemple
un des théorèmes les plus difficiles de [84] : si (A'J(,iffl) est une désintégration
régulière de X pour la famille de tribus (^~')teu

 et si X est un processus op-
tionnel à valeurs dans un espace souslinien, alors, pour A-presque tout co,
pour tout t, X'w est porté par l'ensemble des co' dont la trajectoire coincide
avec celle de cojusqu'à l'instant t. Cet article introduit aussi la notion nouvelle
de tribus fortes. Si les ^"'sont des tribus fortes, ce qui est toujours le cas dans
les processus, alors, pour A-presque tout w, pour tout t, X'w admet comme
désintégration régulière, pour les temps >£, la même que X elle-même. Cela
permet de caractériser toutes les mesures qui ont une désintégration ou une
désintégration régulière donnée, comme intégrales des mesures extremales
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ayant cette propriété, quoiqu'on ne soit absolument pas dans les conditions
d'applications du théorème de CHOQUET sur les points extrémaux.

Les désintégrations régulières me paraissent susceptibles d'avoir de nom-
breuses et fécondes applications. On peut les appliquer aux martingales et
surmartingales régulières à valeurs scalaires ou mesures. Par exemple, si les
tribus sont fortes, on peut changer la probabilité de base d'une surmartingale
régulière en la remplaçant par une intégrale arbitraire de ses désintégrantes,
sans cesser d'avoir une surmartingale régulière; la même propriété est
valable pour un processus fortement markovien à la place d'une surmartin-
gale régulière. Les projections optionnelle, accessible, prévisible d'un pro-
cessus réel mesurable s'écrivent remarquablement bien à partir d'une
désintégration régulière (par exemple la projection optionnelle de X est
(t,(Ù)\—tX'J^X1)). La désintégration de X par rapport à la tribu du passé d'un
temps d'arrêt T s'exprime aussi très bien: c'est coi->X^K

(4) Applications des désintégrations régulières aux processus de Markov. Il est bien

connu que, si l'espace des états E est localement compact polonais, et si
(P , ) , E K + est un semi-groupe fortement continu d'opérateurs sur l'espace Co(£)
des fonctions continues sur E tendant vers 0 à l'infini, positif (Ptf > 0
pour / > 0), de norme < 1, il définit un processus de Markov, homogène
dans le temps, d'espace d'états E; l'espace Q est l'espace canonique des
trajectoires, et Px est la loi sur Q. pour laquelle le processus part à l'instant
0 de x e E. J'ai montré dans [100] qu'on pouvait, sans plus de difficulté,
supposer E souslinien complètement régulier quelconque, remplacer le semi
groupe des P, par un pseudo-groupe de P s , (avec Prs o Pst = Pr,), et rem-
placer la démonstration habituelle par une autre utilisant les désintégrations
régulières, (t,w)\-+X'm; par ailleurs Px est remplacé par P"1*, loi sur Q lorsque
le processus part de x e E à l'instant j e M. On exprime explicitement
P"-x et X'a à partir des Psl ; pour les temps > s, XI, coincide avec P5-*̂ ™1, ou
encore QSXS

(O = Ps-Xs(o>) ; c'est cette formule (vraie pour tout s et tout co) qui
remplace la propriété de Markov forte.

(5) Semi-martingales a valeurs dans une variété différentielle et martingales conformes a

valeurs dans une variété analytique complexe [105]. La formule d'ItÔ Sur l'intégrale
stochastique montre qu'une fonction C2 d'une semi-martingale est une
semi-martingale; il est donc raisonnable de penser qu'on peut étudier les
semi-martingales à valeurs dans les variétés différentielles de classe C2.
On dira simplement que X est une semi-martingale à valeurs dans V si,
pour toute fonction réelle <p de classe C2 sur V, <p(X) est une semi-martingale
réelle. On a les propriétés qu'on peut en attendre: par exemple la stabilité
par les applications C2 ; et, si V est un revêtement de V, X continue et qu'on
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relève X en X de manière que Xo soit ^"0-mesurable, X est une semi-
martingale à valeurs dans V On peut alors définir des intégrales stochastiques
remarquables, si X est continue, si J est un processus optionnel cotangent
(J(s, œ) cotangent à F au point X(s, eu)), on peut essayer de définir J]0 t](Js\dXs)
(Js est cotangent, dXs"à peu près" tangent) Cette intégrale n'est pas définie,
parce que dXs n'est pas vraiment tangent, mais sa partie martingale locale
continue est bien définie, on la note J.Xe. Par exemple, si cô est une forme
différentielle boréhenne sur V, de degré 1, on pourra définir son intégrale
co(X) Xe sur les trajectoires On en donne diverses propriétés intéressantes,
par exemple l'ensemble des J Xe, où J est "intégrable", est exactement
l'espace stable J/(X) de martingales locales continues engendre par les
((p(X)f, (p réelle C2 sur V; donc celui-ci admet un système de générateurs
formé de N = dim V martingales réelles orthogonales, ce qui est un peu
inattendu car V n'est plongeable que dans R2^, non dans UN Je traite
l'exemple particulièrement intéressant où X est une diffusion définie par un
opérateur différentiel

d'ordre 2, elliptique sur V On retrouve diverses formules liées â l'équation
différentielle stochastique définissant X, on trouve en particulier qu'il y a
correspondance bijective entre les systèmes de N mouvements browniens
indépendants (Bk)k=l N appartenant à l'espace canonique des trajec-
toires, et les champs optionnels de N vecteurs cotangents (Jk)k=i N
orthonormés (pour la forme quadratique des a1'1), précisément par Bk =
Jk ^.(C'est ce qui explique que la méthode des équations différentielles
stochastiques (qui exige des coefficients lipschitziens) soit impuissante à
traiter globalement le problème de la diffusion, parce qu'une variété neman-
nienne n'admet pas de champ lipschitzien de vecteurs orthonormes')

Les martingales conformes (complexes) sont celles dont le carre est encore
une martingale, elles sont stables par les applications holomorphes II est
donc naturel de penser qu'on peut définir des martingales conformes sur des
variétés analytiques complexes Mais il y a ici une difficulté considérable
qui ne se présentait pas dans le cas réel: si V n'est pas de Stem, elle a trop peu
de fonctions holomorphes. Il faut localiser le problème, en gros, X est une
martingale conforme à valeurs dans V analytique si, pour toute fonction
complexe C2 sur V (C2 au sens réel), cp(X) est une martingale conforme
"pendant sa vie" dans tout ouvert de F où (p est holomorphe On étend alors
à ce cas complexe les résultats précédents, notamment les intégrales sto-
chastiques J Xe Si L est le laplacien À d'une structure kahlenenne sur V,
le processus markovien associe est une martingale conforme.
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Je termine en ce moment deux articles. Le premier [112] est relatif aux
semi-martingales formelles. On sait que, si X est une semi-martingale réelle,
elle définit une mesure sur la tribu prévisible, à valeurs dans l'espace des
classes de fonctions mesurables, par l'intégrale stochastique,

J[0, + oo] s s '

DELLACHERIE a donné une caractérisation des semi-martingales par les
propriétés de ces mesures. Ces mesures sont l'équivalent d'une mesure
>0 finie, comme la mesure de Lebesgue sur le segment [0,1]. Mais on peut
introduire des semi-martingales formelles, qui sont l'analogue des mesures
>0 non finies, comme la mesure de Lebesgue sur M. Si alors X est une
semi-martingale formelle, H un processus prévisible non borné arbitraire,
on peut toujours définir son intégrale stochastique H.X, sans condition
d'intégrabilité, et c'est encore une semi-martingale formelle. On développe
ainsi un calcul intégral sur les semi-martingales formelles, qui est un peu au
calcul intégral sur les semi-martingales vraies ce qu'est le calcul des distribu-
tions par rapport au calcul des fonctions: tout existe toujours, pas comme
semi-martingale vraie, mais comme semi-martingale formelle. Il est alors
possible [113] de combiner les résultats indiqués à (5) et l'intégration sto-
chastique formelle pour faire une belle théorie des semi-martingales sur les
variétés et de l'intégrale stochastique des processus cotangents d'ordre 2.
La formule d'Ito montre en effet que les éléments du second ordre inter-
viennent inévitablement. Dans (5) a été défini J. Xe, mais pas J. X, pour J
processus optionnel cotangent; mais J.X est bien définie si J est un pro-
cessus optionnel cotangent d'ordre 2. On déduit de là des représentations
tangentielles d'ordre 2 des semi-martingales, la notion de sous-espace
vectoriel tangent d'ordre 2 en chaque point à une semi-martingale sur la
variété, et finalement une expression intrinsèque (sans cartes) des équations
différentielles stochastiques et des propriétés de leurs solutions, basées sur
la géométrie différentielle du second ordre sur une variété différentielle. Ce
travail rejoint des travaux de Paul-André MEYER, Jean-Michel BISMUT et
Paul MALLIAVIN. On démontre ainsi qu'on peut relever toute semi-martingale
continue, par une connexion d'un espace fibre.
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