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1. Introduccion : operadores diferenciales elipticos e hipoelipticos. En lo
que sigue utilizaremos las notaciones del libro **Théorie des Distributions’’ de
Laurent Schwartz, al cual nos vamos a referir con TD. En particular, x= ESTRRENY

sera un punto de RN ypara p=(p;,..., py) ., con P,'éo entero, pondremos

p1+ o.+pN
d
pPs—5 ?
1 N
5x1 (9xN

siendo |p| =p,+... +py elordende D?.

Consideremos un operador diferencial

D=3 o,x)Dp?
?
[l < m
de orden m, donde los coeficientes Otp(x) son funciones indefinidamente deriva-
bles. Se dice que D es eliptico si el (nico sistemareal {=(&;, ..., y) pa-

ra cual la forma homogénea de grado m ¢

z%mgp
|p|=m

se anulaes £ =0 ; es decir,la forma es “definida’. Aqui hemos puesto
Ep = §1p1 ce. prN (TD, I p.14) . La elipticidad de un operador D depende
Gnicamente de los términos de grado maximo.

Ejemplos : lo. A=X az/axf ya que 512 Y.+ ENZ es cero Unicamen-
tepara £=0. l

20. A® = k-ésimaiteradade A ,_de orden m=2k, yaque laforma



(51 +. Z)k es definida.

30. Sobre R? el operador

20/0z=9/dx+1id/dy
es eliptico, yaque &+ipn=0 Unicamentepara =75=0.
40. Un operador de orden impar con coeficientes reales no puede ser eliptico.
El operador D es hipoeliptico si cada vez que T es unadistribucion tal que DT
es una funcidn indefinidamente diferenciable en un abierto Q, resultaque T -es
también una funcién indefinidamente diferenciable en Q.

Demostraremos mas adelante (5 3) el teorema fundamental siguiente :

Todo operador eliptico es hipoeliptico.
El reciproco no es cierto, ya que el operador del calor D =9/dt-32/3x% no
es eliptico (- &2 seanulasi £=0, r cualquiera), pero se puede mostrar (Sé-

minaire Schwartz, 1954/55, exposé 10) que D es hipoeliptico.

2. Espacios HS. Para s=0 el espacio HO sera sencillamente el espacio
de Hilbert L2(RN). Para s entero positivo, HS es el espacio prehilbertiano
formado por los f tales que paratodo p con |p| < s se tiene DPf ¢ 12, don-
de las derivaciones se efectuan en el sentido de las distribuciones. EI producto

escalar sobre ¥ se define por
<fg>s=2 fui’f(x) DPg(x) dx
i< s &N

y la norma por

A= ( s ftDpf(x)lzdx}1/2

ol < s



Proposicion 2. 1. H® es completo (es decir, un espacio de Hilbert).

Demostracidn. Sea f;,...,f,,... unasucesion de Cauchy en K. En vir-
tud de ladefinicion de lanorma en H® paratodo p con |p| & s la sucesion D”fv
es una sucesién de Cauchy en L2 y porel teorema de Riesz-Fischer DPfV con-

verge en L2 hacia una funcién 8 L2

2

Tenemos que gy = pPg (g = g,)- Enefecto, / tiendea ¢ en L y enton-

ces con mas razon en D' . Puesto que laderivacion es unaoperacién continua de

2

D' en D', p?f, tiende a DPg en D'. Pero D?f, tiende a g, en L* y lue-

goen D', de donde se sigue que D?g = gp -

Puesto que DPg ¢ L2, tenemos ge HS y puesto que p?f, tiende a DPg en

L?, f, tiende a g en HS. ]

Se tiene HScL?cCS', luego para todo /e HS existe su transformada de
Fourier f En virtud de TD, férmula (VII, 7;1) la propiedad fe HS se traduce
en feS'y 2nié)? f(g) e L2 para todo p con |p| <s. Envirtud de! teorema
de Parseval-Plancherel y el hecho de que la transformada de Fourier de D27 es

(2mi&)P f(.f), obtenemos para 1a norma en HS la expresion

- 2
S | @ai&? [(&) I, 2

i
S |pl<s

:f S |@aid?|? j©)2de .

RN |p<s

Ahora bien, poniendo p2=|f\2=§§+---+§£, existen 0<c<C talesque

c-3|2aie?Pca+pdss C- L 2rie?)?.

h)
2l< s [pl< s



Por consiguiente, podemos definir sobre H® unanueva norma, equivalente a la pri-

mera, 1a cual designaremos con el mismo simbolo,

2 - 2
111 =[(1+P2)S|f(f)l ¢,
S RN

0 sea, .
s/2 Al ’

Al =11 aep® g

y el producto escalar correspondiente es

/2 ~ 2.5/2
<fg> =<+p) " F L p) T 8> 2

Ahora se puede definir HS para todo s real, no necesariamente entero :

Y, - Y . S -
.
Definicion. Sea s un nimeroreal cualquiera. El espacio HS estd formado

2.s/2 5 2

por todas las distribuciones T tales que T e¢3' y (1 +p°) Tel”, provisto

del producto escalar

<. T> =<(1+p2)%%5, a+p?2 1>
s L

=] (1+p)SSOTOAE .

rN

El espacio HS es separado, ya que si

2 -~ . 2
|T|| =f(1+p2)slT(«f)l A¢
S RN

es cero, entonces T =0 y T =0,
Proposicion 2.2. HS es completo (es decir, un espacio de Hilbert).

Demostracion. Sea T;,...,T una sucesion de Cauchy en HS. En-

proe



-

s/2 L.
tonces (I + pz) T, esunasucesion de Cauchy en L

2)s/2 T, tiende haciauna funcién fe 1?2 en 2.

2 y por consiguiente

(1+p Pongamos ¢= (1+p2)'5/.2/.
Puesto que (I + pz)-S/ZG Vy » setiene ge D' entonces g = T con TeS'.
Como ademas f= (1+p2)5/2g= (1+p2)5/2fe 12, setiene T eHS y T, tien-

de hacia T en HS, ]

Un espacio de distribuciones AC D' se llamanormal .si DC ACD', lasin-
yecciones Do A5 D' soncontinuasy D esdensoen A. Los espacios H® son

normales ; en efecto, se tiene el resultado mas fuerte :

Proposicion 2.3, Se tiene SCHSC 3'; las inyecciones S HS 53" son con-

tinuas y S es denso en HS |

Demostracion. lo. H® C 3' figura en la definicion de HS .

20. Supongamos que T tiende a cero en HS ; entonces (I +p2)5/2f tiende

acero en L2 2

esta contenido en S' con una topologia mas fina,
2)- 5/2

y, puesto que L

(1+p tiende a cero en S'. Ahora bien, (I +p e Vy v, puesto que
la multiplicacion por un elemento de V, es una aplicacién continua de S' en &'
(TD, I, p.102, Théoréme X.), T tiende a cero en S , pero (TD,li, p. 107) enton-

ces T mismo tiende a cero en ' .

S/Ze V

30. Sea 9¢S ; entonces cBeS y puesto que (I +p2) 'y - también

(1 +p2)5/2 C(;e S(TD. II, p. 99), lo que significaque @eH®, yaque SC L2 .

40. Supongamos que ¢ tiende aceroen 5; entonces ¢ tiende aceroen 3

y puesto que (1 + p2) s/2 Vy » también (14 p2) s/2 c'p; tiende aceroen S y

con mas razén en L?, de donde siguese que ¢ tiende a cero en HS.

50. Sea T ¢ HS; entonces (1 +p?) s/2T¢12. Puesto que S es denso
P



2

en L existe unasucesion Y, eS talque o, -1+ pz) S/2p en L2. Se tie-

ne ¢, =(1 +p2)5/2 9, , con @ ¢35, entonces @, eS tiende hacia T en HS
.
Proposicion 2.4. Si s<s', emtonces HS s’ y la inyeccion HS', HS es
continua .
Demostracion. Setiene (I + p2) s/2 <+ pz) 5'/2, luego (1+ p2) /2712

implica (1+p2)%2Tc1? yademds ||T|| <||T||,. =
S S

En virtud de las dos ultimas proposiciones se tiene la cadena infinita de espa -

cios :
s’z s

Dc SCHS cHScS'c D

’

cada inyeccion es continuay D es denso en cada espacio para la topologia induci-
da.

E! hecho de que HS sea normal implica que su dual (HS)* es un espacio de
distribuciones, es decir, (H®)’ cD". Es muy importante observar que, a pesar de
que HS esun espacio de Hilbert, no lo identificamos con su dual, sine considera-
mos (HS) comoeldual de H® para su estructura de espacio de Banach. Mas ge-

neralmente se tiene :
Proposicion 2.5. (HS) CS'.
1 , . .
la. demostracion. Sea T ¢ H (para mas comodidad de escritura pondremos
Hy H' envezde HS y (HS)y, sinohay peligro de confusion). La aplicacién
©w T(p) es entonces una forma lineal continua sobre H, y puestoque SCH y

la topologia de S es mas fina que la de H, la aplicacion ¢ » T(p) es una for-

ma lineal continua sobre S y define una distribucion T, e S'. Tenemos que



mostrar que la aplicacion T » T, de H' en S' es inyectiva, es decir, si
T, =0, entonces . T=0. En efecto, si T, =0, entonces T se anulasobre S,

pero como S es denso en H, T seanulasobre H , esdecir T =0. n

2a. demostracion. Puesto que S es densoen H vy lainyeccion S H escan-
tinua, se sigue ( Bourbaki, EVT, Chap. IV, s 4,prop.3 y prop. 6) por transposicion

gue la aplicacion H'> S' esinyectiva. m

Proposicion 2.6. Eldual (HS) de HS es isomorfoa H'S, para su estructu-

ra de espacio de Banach .

Demostracion . Sea T e (H®)' | Puesto que por la proposicion precedente se
tiene (HS)'c S', se verifica T &', Ahora una distribucién pertenece a L2, si es con-

tinua sobre D para la topologia inducida por L? . Consideremos entonces el mximo

de -
<+pd 2Ty 5,

cuando e D recorre el conjunto ||| 2_<_ 1 ; este maximo es igual a
' L

I(L4p2 /2T =) .
L2 -s
Puesto que (1+p2)'5/2€ VM, se puede escribir 1/12(1+p2)s/26?-, con

®eS ylacondicion ||| 251 equivale a ||o|| < I. Porconsiguiente,
L S

<1 +p2)'5/27:. > =

I

<+p 2T, (1499525 >

~

= <T,05=<T,T>=T(@) ,

donde hemos utilizado el teorema de Parseval (TD, |, férmula (VII, 6;6) ). Ahora

bien ,



T@ < [Tl < elf < T

Hsy s (H%)’

de donde se sigue que (I+ pz)'S/z TeL? , esdecir, que TeHS ,yque

L]

Tl < 1Tl )

Sea inversamente T ¢ H S . Tenemos que buscar una acotacién para
ST, F>=<+pD) 2T ,14pH52F >

si. peD recorre ||| <1, vyaque
S

Ty , = max |<T,T> | .
@) Jlojt <1

Ahora bien,

[<T,®>|=|< 1 +p2)'5/2 T, (1+p2)5/2$> !Lz

<N @ep® 2T N a+pP20) _=)T) - |0l .
L2 L2 -5 s

de donde T ¢ (HS)' y ademés

T gy s T

Por consiguiente (HS) =H™S y ||T|| . =|T|] .
sy - s
Proposicion 2.7. Sea s un entero positivo. Entonces T ¢ H™® siy sélo si

es de la forma T =X Dpfp. con /pe L?.

|p|< s

Demostracion. Sea T ¢ H'S. Entonces (I + p2)'5/2 Te L?. Puesto que

1 1
(1+p"',)s/2 B (1+§%+---+§IZV)S/2




>C :
1€ e [E

1
L€ T rr [E 15

.. ~ 2 2
tenemos también T=feL", feL". Por consiguiente

._.N ~ - N lfi[s‘_“ N s r dond
T—f+i§1l'fi|5/=f+i§1§z_5(_é?_ f) = f+i=>:1'fi /; , onde

= &5 &1 7eL? . De aqui resulta (TD, 11, férmula (VII, 7; 1))

z

-

N
= LS9 )\
T f+]-=21 (27”') (5_,57) /i

El inverso sigue del lema siguiente :

Lema. La derivacién DP define una aplicacion continua Tw DPT de H® en
Hs'll’l.

Demostracion. Sea T ¢H®, Puesto que T eS', también se tiene DPT ¢S'.
Por otro lado (0?T) “= (znig)”f y |2ri€é)|< ca +p2)|[’| /2, luego

g el
(1+]&1°) 2 (DT)IS

s -]
2 . .

de donde sigue que

s-{p

(1+p% 2 0Ppcer?

pl.

es decir, DPT Hs'l La desigualdad (2.1) implica ||DPT|IS |$ € 0Tl »

‘|2
lo que equivale a la continuidad de T»D?T. =

Ahora podemos temminar la demostracién de la proposicion 2.7.  Sea



T = pls. 2. Ho
sV ek

Ehtonces DpPfe y- 12l c H™S (Proposicién 2.4, p.b) y T« S -

Proposicion 2.8. Si 0e¢d, Te HS entonces o *TeHS ylaaplicacion

TwoxT de HS en HS es continua

Observacin. ax T existeyaque ScViy y HcS' (TD, I, p.103).

Demostracion. Se tiene axT ¢S' (loc.cit.). (ax T) "= 4T es una funcion,
yaque deS y T loes porhipotesis. (1 + ,:)2)5/2 &”fe L2 ya que (1 +p2)5/2f

2

e L° por hipotesis y o esuna funcion acotada. Luego a=*TeHS . Finalmente

laxT)| = [j@+p?)¥?at] 52

< max | o) (g2 IT || = w1 TY
S
lo que equivale a la continuidadde T o a =T .

Observacisn. De exactamente la misma manera se puede demostrar que si p
es una medida de masa total finita ( [|du|<~) y TeHS, entonces
u*T eH®, ylaaplicacion TeopuxT de HS en H® escontinua. pxT

existe ya que p ¢ D’Ll y TeHSC D'L2 (TD, 11, p.59) .

En realidad se puede demostrar un teorema un poco mas fuerte. Antes de enun -
ciarlo introduzcamos los espacios H® y H->, Elespacio H* es laintersec-

cion de todos los espacios HS

H = NHS

S

Los elementos de H™ son las funciones f cuyas derivadas en el sentido de las



distribuciones sonpara todo orden furnciones de L2, es decir (TD,ll, Chap. VI,

Théoréme X1X), las f son funciones indefinidamente derivables en el sentido usual
y tales que DPf¢ L2 para todo p. Sobre H™ se pone la topologia “‘limite pro-
yectivo’’, es decir la menos fina para la cual las aplicaciones [+ D?f de H*

en L2 son continuas; o, que es lo mismo, la topologia menos‘fina para la cual las
inyecciones H™ 5 H® soncontinuas. (En TD, Il el espacio H™ se designa por
DL2). Claro estda que Sc H™ c HS, que las inyecciones son continuas y que S

esdensoen H™, Enparticular H™ es unespacio de distribuciones normal(p.5).

Elespacio H™ es lareunién de los espacios HS :

H”=u B®
S

provisto de la topologia limite inductivo de las topologias de los HS (Bourbaki ,

EVT, Chap. Il, §2,n° 4). Las inyecciones HS 5 H™ son continuas por defini -
cion, se tiene H™°c ' (puesto que HSc S') vy la inyecciéon H™% S' es conti-
nua en virtud de Bourbaki, EVT, Chap. Il, § 2, Cor. de la Prop. 1 y de que las in -
yecciones H® - S' lo son (Proposicién 2.3). Tenemos entonces la cadena de in -

clusiones (cf. p. 5).

DCSCH cHSCHSCH™cS'cD! s> s

siendo cada inyeccion continuay D denso en cada espacio.

Demostrémos ahora que el dual de H* es H ™ y vice versa (es decir, que
H® = D’Lz , con la notacién de TD,I). En primer lugar, puesto que el dual de

H® es H°S, el dual del limite proyectivode las HS es algebraicamente igual al

limite inductivo de las H™S. (Bourbaki, EVT , Chap. IV, s 2, Cor. de la Prop. 10),

11



esdecira H™™, Latopologiade H™™ es mas fina que la topologia fuerte sobre
(17°) . Enefecto las aplicaciones H™ - H® son continuas, de donde sigue por
transposicion que las aplicaciones H°- (H™)* son continuas y, en virtud del teo-

rema ya citado, H™> (H*)" es continua.

Los conjuntos acotados para las dos topologias son los mismos. Claramente si
A es acotado para H™™, loes para (H ). Sea,inversamente, A acotado para
™). Puesto que H™ esun espacio de Fréchet,A es equicontinuo (Rourbaki ,
EVT, Chap. IV § 3, Prop. 2) es decir AC Vv®, donde V es unavecindad cerra-
dade 0 en H™ (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 2, prop. 1).Existe una s tal que V sea
una vecindad de 0 en H™ para latopologia inducida sobre H™ por HS y sea
V, la adherenciade V en H®, esdecir, vcv; nH™. Puestoque H™ es
denso en H® , toda forma lineal continua sobre H™ que pertenece a A se puede
extender por continuidad en una forma lineal continua sobre H® y también por con-
tinuidad se ve que AC VP . Esto significaque AC H™S y que A es equiconti-
nuo, y con mas razén (Bourbaki, EVT, Chap. [V § 3, n® 2) acotado en H®. Por

consiguiente (Bowbaki, EVT, Chap. Ill, 52 , prop. 6) A es acotado en H™ ™ .

H™ es semi-reflexivo como limite proyectivo de espacios reflexivos (Rourbaki,
EVT, Chap. IV, § 3, exerc. 18). Con mas razon H™ distinguido (loc. cit., exerc. 10
b) v por consiguiente (Grothendieck, Sur les espaces ( F)et (D F), Summa Brasilien-
sis Math.,vol. 3, fasc. 6, Théoréme 7, p. 73) ( H”) es bomoldgico. Por otro lado

H* también es bomoldgico (Bourbaki, EVT, Chap. Ill, § 2, exerc. 17a), de donde

resulta que las topologias de (H“)' y H™™ coinciden (loc. cit., exerc. 13).

o - -
Finalmente H es reflexivo puesto que es tonelado, luego la aplicacion ca -

nénica de H™ sobre (H ™)' es un isomorfismo (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 3,



Théoréme 2). =

Proposicion 2.9. Si eSS, T e HS, entonces axTe¢H™ ylaaplicacin

(>
TooxT de HS en H es continud.

Demastracion. Cebemos mostrar que cualquiera que sea s’ , se tiene
4 . .z . J
axT ¢HS yaquelaaplicacion Two a*T es continuade HS en HS . En efec-
to se tiene

2)s'/2 - /25 2
10ep 2ty = )14p2)s 257 -
L

=|(14p25/2F, (1, p2) (s~ 5)/2; S
T (1 p%) ol S mx|(1ep?) V2 G| (1,p2)5/27
L 2’
L

y (14 p2) (s*-s)/2 5 es acotada segin la definicionde S (TD, I, p. 90). =

Proposicion 2.10. Sea @ ¢ D unasacesion de funciones tal que a,>0,
fo,dx=1 yelsoporte de 0, tiende a 0. Entonces para T € H® la sucesion

A, *T tiende a T en HS .

Demostracién. El conjunto de las aplicaciones T~ a *T de HS en Hf
es equicontinuo. En efecto basta (Bourbaki, EVT, Chap. I, s 3, Théoréme 2) mos-

trar que para T fijo el conjunto (0, *T), N €S acotado, lo que sigue de

o T || <mde | o [IITH < ITII
yaque |a|<fla|de= 1.

Siahora T =¢eD, entonces (TD, Il, p. 22) a *¢ tiendea ¢ en D y
con mas razén en HS. Puestoque D esdensoen HS ylas aplicaciones

T-a, T forman un conjunto equicontinuo, resulta (Boutb aki, EVT, Chap. ll], 3.

13



Cor. du Th. 4) que a,*T tiendea T-paratodo Te HS. «

Proposicion 2.11. Sea 0e S, T e HS, entonces oT e HS la aplicacion
14 y 14

" T w»dT de HS en HS es continua.

Observacion. El teorema es trivial si s es entero >0 y para este caso basta
que ae B, Enefecto,la formula de Leibniz p?(aT) =3 D9q, D'T muestra

que DP(aT)eL? yque ||a T < coms. || T,
Demostracion. Se tiene o T ¢ S' ya que 3DC VM‘ Ademas
(1 +p2)5/2(oc T) "= (! +p2)5/2 (0+T)
(2,2)
=‘f(1+1f|2)5/2oc(n)ﬂf-n)dn
RN

Demostremos ahora la desigualdad

(2,3)
1+ 1€D2 < ctsinP) 19120 416 07) 2

Sea primero s> 0 ; se tiene
PEl<tnl+l&-n 1.
St [ml21&-n|, entonces [£]<2]q] y

1+ 1€2)2<cav)q|ys?

tcaviEqPY?
ysi [n]l<|&-n| .entonces [£[<2]&é-n] ¥

1+1€1D52< cav|é-71H2

7

14



Siahora s=-0,0>0, entonces (2.3) se escribe en la forma

1 ¢ 2,0/2
T (1 )
G P2 S Tz

’
que es equivalente a

(1+[§—T][2)U/2 -<.(~(1+Ié-l2)0/2 (1+(7] 12)0/2

y éste a(2,3) en el caso ya demostrado.  Por otro lado se tiene :

fRNu DSV e €A T(E ) | dn

2,4) X i
=+ D2 G a1 T |

De(2,2),(2,3) y (2,4) resulta (TD, ll, formula(VI, 1,2) )
leT]|_<clla+pd 2 a@ s+ oD 2 T@ ||,
S

ccllus S22 0@ || e DY@,
L L

=clla+pd V2 a@f -l TH < UTH, - w
L S S
De lapropasicion anterior y del lema de lap.9 sigue [a

Proposicion 2. 12. Sea

lplsm ?

15



un operador diferencial de grado m con los coeficientes Ocpe S. Entonces la apli-

cacion T w» DT es continua de HS en HS™

Esta dltima proposicidn se puede reemplazar por otra, donde Ia condicién sobre
T tiene caracter local. Sea KS el subespacio de HS formado por las distribu -
ciones de H*® con soporte compacto, es decir K$=H® n E'. Paratodo compac-
to KCRN sea KSK el subespacio de H® formado por las distribuciones de
HS cuyo soporte esta contenido en K. Entonces X5 =U K; . Sobre KSK’ se
pone la topologia inducida por HS ysobre K° Ia topolc’)<gia limite inductivo de
las topologias de los KSK . Esta topologia sobre KS es mas fina que la topolo -

gia inducida por HS .
Proposicion 2.13. Sea

p= 3 a,p?
lpl<m 2

un operador diferencial de grado m con los coeficientes ¢ BE. Entonces la apli-

o
?
cacion Tw DT es comtinuade K° en KS°™,
Demostracion. Basta demostrar que para cada compacto K la aplicacion
. s . .
T+ DT escontinuade Ky en Kf( . Sea BeD con B=1 en unavecindad

de K. Entonces B D tiene coeficientes en DC S 'y la proposicion resulta de

la proposicion anterior, ya que para T ¢ Kf( se'tiene (BD)T=DT. =

Sea 15 el espacio formado por las distribuciones 7, tales que oT ¢ H® pa-
ratodo aeD . Sobre 1° se pone la topologia limite proyectivo, Ia menos fina
para la cual las aplicaciones T 0T de I’ en H® son continuas. Con otras

palabras, T]. tiende a ceroen L°, siparatodo aeD la sucesion ocT’. tien-
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deaceroen H®.LS es unespaciode Fréchet. En efecto sea (Uk) un sistema
fundamental enumerable de abiertos de RN ysea (a,) una particion indefinidamen-
te diferenciable, localmente finita de la unidad, subordenada a (Up). Entonces la fa-

milia enumerable de seminormas  |Ja, T |}  define la topologia de L°.
S

Veremos en el § 7 que el dual fuertede K° es L°S vy viceversa. Se tiene

entonces el diagrama de inclusiones:

E c ' c - cl® ¢ D
U U v
H® ¢ H® ¢ 2 cHS ¢ ™
v U U v
D ¢ K° c cK® ¢ &

Dos espacios que ocupan lugares simétricos con respecto a L? son duales entre

e

St.

Propos icion 2.14. Sea

D= 3 a,D?
|p|< m

un operador diferencial de grado m con los coeficientes ¢ k. Entonces la apli-

cacin T w DT es continuade L° en L7,

Demostracion. Supongamos que T i 0 en Ls‘ , teremos que mostrar que pa-
ratodo aeD Ia sucesion aDT; » 0 en H*™. Sea BeD igualauncen la
vecindad del soporte de « ; entonces /ST]. tiende a cero en H®. El operador
aD tiene sus coeficientes con soporte compacto y con mas razén en S; luego por

la propesicién 2,12 (pag. 15) aDT;= aDBT, tiende a cero en H™ . m

17



Supongamos que T e H. Entonces para A >0 se tiene la desigualdad

- - 1/2
2,5 ||(1+p2)5/2 Tll, 22 c(A,s)(ﬁzslT(tf)lzdf
p2A

con c(A,s)>0. Si s>0, sepuedetomar c(4,s) =1 vy ademds intercalar la ex-

presion ||p® I:HLZ entre los dos miembros de la desigualdad.

s
Teorema 2.1, Sea K un compacto de RN . Entonces sobre KK las cantida -

des H(1+p2)5/2’1‘:HL2=HTHS y

(fp,zsl T(¢))? dg)l/z

p2A
son normas equivalentes, es decir’ existe un C(K,A,s) tal que
- - 1/2
(1 +p2)5/2THL2_<_ C(K,A,s) - (prSIT(f)lz d¢
psA

p K
ara t()d() 1 -
€

Observaciones . lo. C(K,A,s) tiende ainfinitocon K y A.

20. La razén profunda del teorema es el hecho de que T es una funcién analiti-
ca entera de tipo exponencial determinado y por consiguiente una mayoracion de T

fuera de labola p-< A implica una mayoracion en todas partes.
30. Del Teoremaresulta que para s> 0 lanorma .| PSTHLZ es equivalen-

tea [IT||, sobre K

Lema 1, Si Tel' |, entonces T es una funcion analitica, prolongable en una

funcion bolomorfa sobre todo cN,

Demostracion. Caso muy particular de la parte trivial del teorema de Paley-Wie-



ner generalizado (TD, I, Chap. VII, Théordme XVI).

Lema 2. Si T]. converge a cero en RK' entonces las funciones analiticas

T].(cf) convergen a cero, uniformemente sobre cada conjunto compacto de RN,

Demostracion. Puesto que T]. es de soporte compacto, se tiene fj(f) =
= (T].)x'e'z’”"‘f(TD, I, pp.112-113). Cuando & recorre un compacto de RN
entonces ¢27*€ recorre una parte acotada de (L), , luego (T]-)x‘ &2mix ¢ tien-
de a cero uniformemente sobre esta parte acotada de (E), por la definicién de la

topologia fuerte sobre ET . .

Demostracion del Teorema 2.1. Supongamos por el absurdo que no exista tal
constante C(K,A,s). Entonces para todo entero » >0 existe un T, e HSK tal
que

(2,6) ]|1+p2)5/2fV|1L22V[fpzs|fv(§) % a¢
pzA

]1/2

Puesto que al multiplicar T, porun factor A, los dos miembros de (2,6) se mul-

tiplican por | x|, se puede también tomar una sucesién S, € H; tal que
25 ~ 2 1
= d —
1S, 11 1.[;» |5, €)1" 46 < =
p2A

La sucesion s, esta situada sobre la interseccion de la esfera unidad de H® con
KSK - Existe (Bourbaki, Top. gén, Chap. |, § 5, Théoréme 2) una base de ultrafiltro

B sobre esta interseccién, mas fina que (s,) vy tal que la integral
2s - 2
p ISP ag
p2A

tienda a cero segiin B (loc.cit., § 6, N2 4). Puesto que H*® es un espacio de Hil -
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bert, su bola unidad es débilmente compacta (Bourbaki, EVT, Chap. V, § 1, Théoré-
me 4) y B converge hacia un elemento §_ ¢ KSK con |[[S,lis< 1. Ahorabien,
la topologiade H® es mas fina que la topologia de D' (p.6) y por lo tanto la topo-
logia de KSK es mas fina que la inducida por E' y la topologia débil de KSK es
mas fina que |a topologia débil de E'. Luego B es una base de ultrafiltro en E’,
. acotada y débilmente convergente hacia S, . Puestoque E' esunespaciode
Montel, sobre un conjunto acotado de E' las topologias débil y fuerte coinciden -
(Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 3, prop. 6) y por consiguiente B tiende fuertemente a
S, en E'. Pero entonces segin el lema 2 | §(§) tiende a §O(§) uniformemente
sobre cada conjunto comp acto segin B y,por lo tanto,para todo conjunto compacto

HC RN setiene

zé'mfpzsls“(f)lzdg =fp25130(§) 124¢ .

H H

fp251 s’ ae

H

Por hipétesis

tiende a cero cada vez que H esta situado en el complementario de la bola p < 4;

luego para tal H

fp25l 5,8 1246=0

H

y §o (£) =0 en casitodo H, obien, puesto que Eo(.f) es analitica, Eo(?f) =0
en H. Se sigue entonces que Eo(‘f) =0 para |&|>A, dedonde, otra vez por

fa analiticidad de Eo(f), que §O(§) =0 sobre RN, esdecir , §O= 0. Tene -
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mos entonces una base de ultrafiltro B sobre la esfera unidad de H® que tiende

aceroen E' fuertemente y tal que

fpzﬂf@ 2 a¢

p2A-

tiende a cero segin B. Puesto que

2,7 f(1+p2)51§(§)|24§<cfp25| SE) |2

P>A p>A

(siporejemplo A> 1, sepuede tomr C =25) yque

2,8 ,f(1+p2')51s'(§) 12 d¢

psA

tiende a cero, yaque S§(£) tiende a cero uniformemente sobre cada conjunto com-

pacto, obtenemos sumando las expresiones (2,7) y (2,8) que
- 1/2
(f(npz)s[s(f) 12d¢ = Isll,
RN

tiende a cero, lo que contradice al hecho de que ||s|| = 1. Esta contradiccion

demuestra el teorema. =

En el curso de 1a demostracion anterior hemos demostrado el resultado siguiente:

S
K »

Lema. Si T, es acotadoy converge débilmente hacia cero en K enton -

7

ces las funciones analiticas T]-(cf) convergen a cero, uniformemente sobre cada

21



conjunto compacto de RN,

Sea » una aplicacién lineal continua de un espacio de Banach E en otro espa-
cio de Banach F. Se dice que # es compacta (antigua terminologia : *‘completa -

mente continua’’) si se cumple la condicion siguiente :

lo. Laimagenpor = de la bolaunidad de E es relativamente compactaen F.

Si E es reflexivo, entonces esta condicion es equivalente a :

20. Si F esuna base de filtro contenida en la bola unidad de E y débilmen-

te convergente, entonces #(JF) es fuertemente convergente en F.

lo. == 20, Si F converge débilmente sobre la bola unidad B de E, enton-
ces u(F) converge débilmente sobre «(B) (Bourbaki, Top. gén., Chap. 1, §6,
N°5). Pero »(B) siendo relativamente compacto para |a topologia fuerte, la topolo-
gia débil coincide con la fuerte sobre »(B) (Bourbaki, Top. gén., Chap. |, 5 10,n%).

20, ==5 Jo, Sea (' unabase de ultrafiltro sobre «(B). Entonces
O =41(T") es unabase de filtro sobre B. Puesto que E es reflexivo, B es dé-
bilmente compacto (Bourbaki, EVT, Chap. 1V, § 5, prop. 6) y por lo tanto existe so-
bre B un ultrafiltro © mas fino que {§ y débilmente convergente. Pero enton -

ces #(@®) =0' es fuertemente convergente y #(B) es relativamente compacto. m

Enrealidad si E es reflexivo, #(B) es compactoy no sélo relativamente com-
pacto. En efecto B es débilmente compacto, luego «(B) es débilmente compacto
y en particular débilmente cerrado y con mas razén fuertemente cerrado.

L s s- b
Teorema 2, 2. Para b>0 lainyeccion idénticade K-K en KK es com-

pacta.
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Demostracion. Supongamos que

(2,9 IEAES

yque T, converge débilmente hacia cero en KSK . En virtud del Teorema 2.1 ne-
cesitamos demostrar que para todo &> 0 existe un conjunto E del filtro T]. tal

que

2s5-2h) ~ 2
(2,10) [ps I Tw&)|” ag < 2,

px1

paratodo T ¢ E. Se descompone esta integral en dos partes :

I<p 1<p<B p>B
Ahora bien

2s-2h - 2 2s - 2 2
(2,11) fp 1Ta6) "aé<s L[ o) dec £
g2b
p>B p>1
para B suficientemente grande, en virtud de (2,5) y (2,9). Por otra parte segtin
el lema(p.21) T].(f) tiende uniformemente hacia cero sobre p < B, luego exis-

te E talque

s-2b = 2 &2
p |IT()| d&<—— paa TcE.
I<p<B

De (2,11} y (2,12) sigue (2,10). g

Proposicion 2.15. Sea s>-N/2,bh>0. Entonces la norma Cy(K,s,h)=C;
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B s s-h .
de la inyeccion KK > KK tiende a cero cuando el didmetro de K tiende a cero,

. s L.
Demostracion. Puesto que la normasobre K K no cambia si se hace una trans-
lacion sobre K, basta considerar las bolas B, con centro en el origen y radio €
. S
en RN Tenemos que demostrar que la imagen de la bola unidad de Kg  en
€

s-b .
KB tiende a 0 cuando € tiende a cero.
€

Las bolas unidad de los K;e forman una familia decreciente de conjuntos dé-
bilmente cerrados en K;I . Puesto que la bola unidad de K;I es débilmente
compacta, las bolas unidad de los K;Etendemfn débilmente a cero si demostramos
que su interseccion se reduce a {0} (Bourbaki, Top. gén., Chap. | s 10, Cor. du
Th. 1). Pero esto implica en virtud del Teorema 2.2 que las imagenes de estas bo-

-b
las en KSK tienden fuertemente a cero cuando €> 0.

Falta entonces demostrar que para s >=N/2 no hay en H® distribucidn cuyo
soporte sea el origen. En efecto,si el soporte de T sereduce a {0}, entonces
T es un polinomio cuyo grado sea m. T ¢ H® significa (1 + p2) s/2 fe L2 y
puesto que hay por lo menos un dominio angular en que T p™ , se tiene

2m + 2s <-N, es decir, s<-—2’— —m o0sSea s<-=-N/2. =

Observacion. Para s> 0 lailtimaparte de la demostracion es trivial. En
efecto en este caso H c H® (p6) y lainica funcion de H? = L2 con soporte

en {0} es lafuncion cero.

Sea f(x) una funcién localmente integrabley & #0. Se pone
f(k) (x) = [(x/k)

Para ¢e¢D setiene
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ff(k)(x) P (x)dx = [f(x/k) ¢ (x)dx= |k,N [0 @ (k) dx
Por analogia se pone la definicion siguiente :

Definicion. Para T ¢D' se define T por la formula

<T(k) ,CP>=|k|N<T,Cp(kx)> , CPGD .

Por abuso de lenguaje escribiremos a veces T(x/k) envez de T -

Ejemplo.

N N
<5(k).q>>=1k] <8,Q(kx)>=|k| <8,0> ,

es decir,

5 =5(/b)= k] B
w2 L&l 5 .

La aplicacién T T, es continuade D' en D' yde S' en S'. Para

funciones f se tiene la relacién
. N - N -
Uy "= Lkl [ E) = k] (D) (1)

(TN, férmula(Vil, 6; 16) ) y por continuidad se tiene la férmula andloga
T )= (kD
(k) | (1/k)

para TeS' .

s s
Y .
Lema 1 i s>0 y Te KBE , entonces T(1/e,-‘ KBI y se tiene

_ N/2-s
i = o,

Hemos puesto {[|T[[[s =|1pST ||L2 que, como sabemos (Observacién 3¢, p.18)
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N
es unanormaequivalentea |[T || sobre K, para s>0.
S

Demostracion . Puesto que

T(x) = Tp¢)(x/5) ,

se tiene

TE)=c (T )~(c&)
(1/¢€) ’

y por consiguiente

e* T, = fpzﬂr‘(fuz a¢

L

2
ki

2N{[ 2s

2 ’
T - d =
€ fp 1((1/8)) (€&)| 4¢& (e€=¢)

L 23 L
= emj/‘lles | (T )‘(f')lz ¢

e (1/¢) eN

N-2s » 2s ] 2 ’
T . d
© f"’cl [Ty (01 48

N-2s

el

- 2
Wl

Observacion. DLe este lema se podria deducir otra vez el teorema anterior, pot

lo menos en el casode s>0.

Lema2. Sea s> 0. Entonces lanorma C, = C,(e, s) de la aplicacion

s s
T xl.T de KB en KB tiende a cero cuando €- 0.,
€ €

Observaciones. lo. Sabemos por la proposicion 2.11(pag.14 ) que la aplica -
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cibn Te x;T es continua, ya que no importa que xiet S, puesto que T tiene

soporte compacto.

. S
20. El lema no es ciertopaa s<-N/2-1, ya que entonces 93 € KB s
€

*4

S -
deKp paratodo €-0,ylaaplicacion T x;T transforma

00
< 98 _
% en x"ax = =35 .

Demostracion. Se tiene

(xiT)(I/F)(x) = (xiT) (ex)= (¢ xi) T(ex)= ExiT(l/F) (x)

y por consiguiente en virtud del lema 1

. _ - N/2-s
T = e e
=e e e

N/2-s -
<o T, il

= C,(1,s). el[lTlllg ,

de donde siguese

Cy(e,s)LECy(1,s) ,
lo que demuestra el lema. =

Proposicion 2.16 (Whitney). Sea 0(x) una funcion indefinidamente diferen -
ciable que se anula en el origen de RN, Existen entonces funciones indefinida -

N
mente diferenciales o (x) (i=1,2,..., N), tales que a(x) =,__21 x;0;(x)
=
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Demostraremos la proposicion en varias etapas.

S
lo. Sea 0 (x) una funcion indefinidamente diferenciable sobre R con valores
en un es pacio vectorial topolégico locadmente convexo E, es decir, d(x) e ER(E)

- >
Si 0 (x) se anula en el origen, entonces 0. (x)/x también es indefinidamente di-

ferenciable.

Tenemos que demostrar que cualquiera que sea el nimero entero positivo %, la

funcion
L JETC) R T (x#0)
dxk * x

tiende a un limite cuando x tiende a cero. Se tiene

X

> m -
im=s 2L3@g) J_[ (x-£)" 3 D)y ag
p=1 P m!
0
es decir |
> m el s (p) * (m+1)
0w - oy 22 5P L1 5" " eyae .
x p=1 p! m! x
0

Sea k<m-1. Parademostrarla afirmacion, basta demostrar que

X
(2,13) Dk(—i-f (x-&)" 3 m+l (g)dg)
. ,

tiende a un limite cuando x tiende a cero. Ahora (2,13) es combinacion lineal de

términos del tipo

X
, s - 1
pki(1/x) DJU )" 3 )(f)df) :

0
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los asales, a menos de un factor constante, son iguales a

X

1 [ m-j » (m+1)
—_— (x - &)™ -
wenl ICRUSE R TIPT
0
¥ i (m+1)
- m - >
=xmk._f_[ (x - &) Fa ™t £)daé
xm-]+1

0

y esta expresion tiende a cero, ya que por hipotesis m-&> 1.

20. Sea Q(xy,...,xyN) una funcion numérica indefinidamente diferenciable, de-
., N s . =
finida sobre R", es decir, OC(xI....,xN)e ERN . St OL(O,xz,...,xN) =0, enton -

ces OL(xI,...,xN)/xleERN .

Cada funcién a(x;,..., xy) de ERN se puede considerar como una funcion

indefinidamente diferenciable

x1 » Ot(xl,xz,...,xN)

de la variable real x; con valores en ERN'1 y viceversa, es decir ERN =

Egp( ERN-I) . Basta entonces aplicar lo. con E = ERN-I

30. Supongamos que & (x) = Qfx;,x,..., xy) verifica las hipétesis de la

proposicion 2.16 . Pongamos
Ol(xl,xz,...,xN) = { “(xl"‘z""'xN) - O’,(O, x2"°"xN) } +

+1 000, xp, 000, xp) - (0,0, .., xp) b+ ceer @(0,0,...,0,x5)
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Aplicando 20. a cada término de esta suma, queda demostrada la proposicion 2.16. =

Teorema 2.3. Sea

D= a, (x) D?
pfm?®

un operador diferencial de orden m con los coeficientes indefinidamente diferencia-

les y sea Oﬁp(0)= 0 para |p| = m. Sea s3>0. Entonceslanorma C3=C3(€,s)

3 s s-m
de la aplicacién continua (prposicion 2.13) Tw» DT de Kg en Kp = tiende
€

£
a cero cuando E€- 0,

Demostracion. En virtud de la proposicidn 2.16 para cada |p| = m existen fun-
ciones indefinidamente diferenciables otp ;0 (=12 ..., N talesque

N
Otp(x) =i=21 x; Otp’i(x).

Se tiene entonces

N

‘21 x’.(xpv'i(x)Dp + 3 a,D?

D= 3
Ip|=m i= lpi<m 2

Ahora bien en virtud de 1a formula de Leibniz

br = » D

donde D es un operador diferencial de orden < m-1. Se puede escribir enton -

ces
N

(2.14) DT= X D.x,T) + D_ T ,
1 1 1 /]

.

z=

donde las D; son operadores diferenciales de orden m y D, es un operador
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de grado < m-1.

Ahora bien, con la notacién del lema 2 y utilizando la proposicién 2.13, se tiene

D, T) g, < D sm % THg <
B, ' B,
2,15)
<G, s) ol (s Tl s
K8, "8,

Por otro lado, otra vez en virtud de la proposicion 2.13 y con la notacién de la propo-

sicion 2.15 se tiene

NPT Msem S NP ot sem T sz S
B, KB,

2,16)

<CI(B€, s, 1) ”rDo[“ s-1 s-m”lT[”s
BI‘ Bl

De (2.14), (2,15) y (2,16) resuita el teorema, puesto que en virtud de 1a proposicion
2.15 ydel lema2 las cantidades C;(Bgs,1) y C,(g,s) tienden acero cuando

€E>0. s

Sea T ¢H®, deS, entonces aT ¢ y° (proposicion 2.11). Sea B, unasu-
cesion de funciones con BoeD , B> 0, [Begdx =1 vy tal que el soporte de
Be esté contenidoen B.. Entonces B.*TeH™ y B .*T tiendea T en
H® cuando £- 0 (propasicién 2.10). Por consiguiente , OL(BE*T)eHw y

, S
o (B:*T) tiende en H® hacia aT, ya que la aplicacion Two T de H
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en HS es continua (proposicion 2. 11). De la misma manera Be*(a T)e H™ y
Be* (o T)e H™ y Be* (0 T) tiendea o T en q° , puestoque aTe H® . Re-

sulta entonces que
WB*T) - Be*(aT)

. S - . - -
pertenece a H™ ytiende aceroen H . Si imponemosa B. condiciones un po-

co mas restrictivas, se puede demostrar un poco mas :

Lema (Friedrichs). Si suponemos que

B.< M . aﬂ(-: M
&= N 9 %; eN+1
stl1
entonces (B _*T)-Bex(AT) tiende a cero en H cuando €5 0.

Obseracion. Existen funciones B, que satisfacen a las condiciones del le-

ma. Enefectosea B>0,( B8 7x=1 ysoporte (B)CB;. Entonces poniendo

(x) = —Lg(x) ,
Bel) = —L B ¢

se tiene B> 0, soporte (8. JC B, ,

_fﬁa(x)dx=f/3(x/e)A;. =[B(x)dx =1,
€

< mixf 9B | 9 B (x/e)
Belx) < N Ix; = N+¥I axiﬁ ¥
d
Bel‘ 1 ma,x\a,s‘ .
axi EN+1 axi

32



Demostracion. Consideremos las funciones (&> 0)

-~

(1+p2)(s+1)/2‘&* (éeT)_BE(& % f) | =
(2,17) ;
2 52 ~ ~
(1+]€]9) () B (E=n) T (£=n) —
~Be(E) A () Tte~y) ) dy
En virtud de la desigualdad (2,3) esta funcién esta mayorada por

C[(‘ Bl Emn )= Bul€) |(14] 512)1/2)'('%_,,) 1 a] E=n 12

(i a (n)l(1+lnlz)‘s|/2) dn

(C designara una constante numérica, no la misma en cada férmula). Supongamos

demostrada por un instante la desigualdad
(2,18) |B (& -n)-B&) 1+ ED < caaq/? .

Entonces (2,17) esta mayorado por

s|+1

cf(;f(g-r,) 1(1+|§-7,|2)5/2(| sl +(n2) 2 Jdg

2,19

s|+1
Ty
ls +1

2

=c+p)2 T(E)]

Ahorabien (1+p2) /2| T(€) | eL? y (1 +p2) cjacé)jescrl y,
por consiguiente , (2,19) estd en L2 (TD, I, formula (VI,1;2)). Desde

luego (2, 17) esta mayorando independientemente de € por una funcién

33



fija de ?, lo que significa que las funciones

OL(IBe*T)—/SE*(OLT)

. . st+1,
tienen las normas uniformemente acotadas en H

Demostremos ahora las desigualdades (2,18). Puesto que

N
1+ EHY2¢ cas 2 €D
]:

y que
|Bel €-m)=Belé) | < 2mix | B (&) |<2[Bewde = 2,

basta demostrar que

@20 |Bom=B (). |2niE | <cie|n D2
Ahora
(B,(£-m)=Be(&)) 2 i)

es la transformada de Foutrier de

2,21 (}_3_[(e-2"i<x'ﬂ> —1) Be)]
X.
] A

y para demostrar (2,20) basta mostrar que 1a norma de (2,21) en L1 es inferior a

c(l + [niz) /2, (2,21) esigual a

. , d Bl
(2,22) -27ri7]].e'2m<x‘ "> Bs(") + (e-27rz<x,17>_1) Tﬁ;s—x-)
]

Puesto que l-277i7]]-[§(1+]11{2)1/2, | e2Mi<xm>) 1y [Bedx=1 ,
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la integral del valor absoluto del primer término de (2,22) es inferior a C(1+|17|2)1/2.

Por otro lado,en virtud de la desigualdad

e'iu—llSCIu[ ,

se tiene
(2,23) | e27E<5> 1< Cl<xn>]| .

. . ! d
Ahora es suficiente considerar los valores de x que varian en el soporte de Pe ,

X .
es deciren B y luego !

2 cl<xm> | <Clxll. lnlls ce(r+|n?) V2
d .
Puesto que Be | < M y que el volumen de B, es proporcional a
d x; eN+
eN, en virtud de (2,23) y (2,24) la integral del valor absoluto del segundo término

de (2,22) es también menor que C (I +|7]| 2)1/2

Pl s TR
Podemos ahora concluir la demostracion. Paratodo T ¢H la familia de ele -

+1 .. .
S™1 tiene sus normas acotadas. Por consi -

mentos a(Bg xT)—B *(aT) de H
guiente las aplicac iones Tp. a(Bg*T)-Beg* (aT) forman un conjunto equicon-
tinuo de aplicaciones de H® en HS* ! (Bourbaki, EVT, Chap. 11, §3, Th. 2) .
Basta entonces demostrar que (B *T)- B+ (aT) tiende acero cuando €-0
y T recorre una parte densa de Hs+1 (Bourbaki, EVT, Chap. 1ll, § 3, Cor. 1 du
Th.4). Perosi T ¢S, entonces (B *T)=Bex (¢ T) tiende a aT-aT

. , s+1
en S ycomas razénen H

Teorema 2. 4. Sea
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D = 5 0ty p?
|p1< m
un operador diferencial de orden m con o€ S . Sea BEeD » Beg20, fBedx =1,
soporte (Bg) CB:

M
eN+1

<

188< M ‘IaBE

N 9 x,

s
Entonces para T ¢ H

Be* DT—D(,BE* T )

. s-m+1
tiende a cero cuando €+ 0 en

Demostracion. Es claramente suficiente demostrar el teore ma para un monomio

diferencial de la forma ochP envez de D. Ahora bien

Be* (@,PPT) - a DP(BHT) = Bxo, 0PT)-a,(B + ®PT ))
y el teorema sigue del lema aplicado a D ?T ¢ g (proposicion 2.12) . o

Observacion. El teorema sigue siendo cierto si se supone T e¢E', Ope E ,vya
que las ocp se pueden reemplazar por y ocp con yeD, y=1 sobre el sopor-

tede T.

Ejercicio. a) Para s>0, €>0 pongamos

nrns,e=(f1§1“~|T“(f)lz-dé 1/2
|&l>e

Sabemos(Teorema2.1) que ||T||; . esunanorma equivalente a |[T|[|; sobre
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s
K .
BE

Seaahora s=-0<0 y €>0. Pongamos

I Tllge=sup |<T. 4>

donde el supremo se toma con respecto a s oue recorre la bola ||y lly 2e< 1 de
g
KBZe. Demostrar que || T||; o es unanoma equivalente a ||T|], sobre

H;E (utilizar la dualidad entre HS y HY ).

b) Sea Telp ,ent T Ky, (25-26 ). D Srmu-
«Hp, gn onces T(j/g¢ Kp, 25-26 ). Demostrar la férmu

la
N/2-s
(2,25) T|lse=¢ Tl s

(Para s> 0 seguir el mismo método que en la deimostracién del lema 1 de la p.

25.Para s =-0<0 reemplazaren la definicion de || T|| . la expresion

<T,y> por

N
£ T ,
<T1/¢) ‘/[(1/5) >

. ag
y tomar en cuenta que si ¢ recorre labola ||yl , <1 de KBZ o enton-
ces i (j/g) recorre exactamente la bola de radio e N/2%0 ge KZZ en vir-

tud de la formula (2,25) ya demostrada para o > 0 ).

c) Sesabe que 8¢H® para s<-N/2. Demostrar que [|8]ls,¢ tiende a

cero con € . (Utilizando la formula 5(1/8)=€—N5 (p.25), laformula(2,25) da

N81ls, e = V27518 1 ) 1s; = N2 S)18)l 1 v N/2-5>0),
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d) Sea D? de orden |p| =m (p.1). Demostrar que para todo T ¢ K; se tie-
€

ne

b4
(2,26) HD T“ S=-m, € - H DP(T(I/S)) H s—m,1
- T, e Nr

(1/e)ll s,1

(Utilizar (2,25) y larelacién DI’(T(I/E)) = s-:”’(DPT(l/E) ) . En particular la

norma del operador D? de K; en K;: es independiente de ¢ .

, s
e) Sea a¢E. Demostrar que lanoma de a aplicacion Tw»a T de Kp
€
S
en KBe es acotada independientemente de € para €< 1. (Puesto que €<,

se puede suponer o eD. Poner

- 2~ -
NaTllg o= eM 25 0 9T e s S eV 2 oy g e Il s

Luego utilizar la mayoracién

Il eg1/e) Tea/ells < C211 (2 + p 1SV oy )™l L1 1] T/ 11
obtenida en 1a demostracion de {a proposicion 2.11 (pp.14-15). Ahora

NTaepllsS C3 W Tasglls, 1 Y

Na+e21V2 @ 90 711 =fu+|flz) [s172) ag/e) | e Nag -
L

=f(1+1 e€|2)lsV2)acg) | a¢

se puede mayorar independientemente de € para €< 1. Finalmente se Ilega a



Natlly sCae™2 1| Tiye)ll 51 = ColI Tl loque demuestra la afir-

mac ion).

f) Demostrar que para 5 >0 setiene ||T|| ., < C ab[[THs donde

€
C = C(s,h) es una constante independiente de € . (Utilizar (2,25) para s vy

s-b, yladesigualdad ||T;/¢)l| s-b,1< C||T g/ lls,7 - Porconsiguientela
norma de la inyeccidn de KZE en K;.: tiende a cero cuando €-0. Con las
normas utilizadas en la proposicion 2.15(p.20) esto no era cierto sino para > -N/2.

2l < o

. .. S S-m .
tonces la norma de la aplicacion T .»DT de K B en KB es acotada inde -
€ €

g) Sea D= 3a,DP un operador diferencial de orden = con OLPeE. En-

pendientemente de ¢ para e < 1. (Utilizar d), e), f)).

h) Demostrar que || x; T1] C e||T||g, ¢ » donde la constante C=C(s)

<
s,€e=
es independiente de & . (Utilizar el método de la demostracion del lema 2, p.23),

i) Demostrar el andlogo del Teorema 2.3 (p.30) para las normas T lls,e ¥

”DTHs-m, g

3. Sistemas elipticos e b'ipoe liptic os. Demo stracion del teorema fundamental .
(p.2). Sea E un espacio vectorial complejo de dimension finita ! con base
€;.. ., €5 . Se designa por D'(E) el espacio de las distribuciones con valores
en E (TD,l, p.30). Unelemento T ¢D'(E) es por definicién una aplicacion li-
neal continua de D en E. Si T D', entonces T & es el elemento de D'(E)
definido por @ » T(p) & siendo &¢ E. Con esta notacion todo 7 ¢ D'(E) se
puede escribir en |a forma T = T;& ++---+T;&; . Se puede demostrar facilmen-

teque D'(E)=D'@® E.
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De manera analoga se pueden definir los espacios E'(E), S'(E) y en general
si A es un espacio de distribuciones, es decir, ACD' vy latopologiade A por

D', entonces se puede definir el espacio A(E)=A @ E.

Consideremos en particular el espacic H (E) = HS ® E. Una distribucién
; € HS(E) tiene la norma
> _ 2,8/2 ¢
HTHg =1l 2 +p*) HT(E)HEHLZ .
donde ||e llg eslanorma en E. Es evidente que todas las propiedades demos -

tradas para H® enel §2 son ciertas para HS(E) .

Sea ahora F otro espacio vectorial complejo de dimensién finita 2 con base
-

froeees 7k . Consideraremos operadores diferenciales de la forma

D= 3 ocp(x)DP,
|pl< m

donde las ocp(x) son funciones indefinidamente diferenciables que toman sus va-
lores en el espacio L (E,F), esdecir, (Xp(x) eE(L(E,F)) para xe RN
Cada 0,(x) esunamatriz (@,
Alg., Chap. Il, § 6, n® 3) y se tiene

(x)) con k filasy ! columnas (Bourbaki ,

k
OLp(x) . :1’: .§

Para 7T e D' (E) se tiene

DT = S S a,. (T [

40



es decir

- l
DT)= % 3 o ;(x) OPT;) (=1, k).

D sellamard eliptica en ae RN, siparatodo &e RN diferente de cero la
aplicacion lineal

3,1 I oa,@¢?
|p|=m

de E en F es de rango igual a la dimensién de E , es decir una inyeccién de E
en F (Bourbaki, Alg., Chap. Il, § 3, prop. 11) . Para que esto pueda ser el caso

senecesitaque dimE < dim F. Si D es elipticoentodo ae RN, entonces se
dice que D es eliptico. En el caso particular de que dim E = dimF , D sera

eliptico si paratodo & #0 real, la matriz cuadrada (3,1) es inversible, es decir,

det 3 ap(a)gl’ #0
lp|=m

Estas definiciones generalizan claramente la de lap. 1.

S§i dimE = dimF vy si D es eliptico, entonces 'D  también lo es. En efec-

to el transpuesto ’p de D esta definido por

T~ s (nltlo?ta. 7).
plgm ?

|

Ahora, en virtud de la férmula de Leibniz, la diferencia
W DDty )t p
T DE( otp) aPD T

. Por consiguiente el caracter eliptico

es un operador diferencial de grado < |p
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de ’p esta determinado por los términos

s (nltltapt=cnm s tqpb
12 1=m lp]=m

(-n” 3 ’ocp(a)gp
|p|=m

es inversible si(3,1) loes .

Ejemplo : El operador grad definido por

oT
axN

N 7

es eliptico. Aqui /=1, k=N ysetiene

1 ()]
[ 0
0 1
graa' = ) -(—9—(2—-1. ’ + _a —F s et
. xI . axz
\OJ \»OJ

La matriz (3,1) correspondiente es
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1 0 ) (0 ré:s

1

0 1 0 .fz
£+ | - +§2+---+ . §N=

0J 0 L 1] [ &y

( \
T,
T,
N
.S I T,
. =1 c?xi
Ty
\ J

eyidentemente no es eliptico .

Demostraremos en este parrafo el teorema fundamental siguiente, que generaliza

para sistemas el teorema enunciado en la pagina 2

Teorema fundamental. Sea dimE < dimF ,

D=3 o) p?
1< m

un operador diferencial con coeficientes OLp(x) e B(L(E,F)) y ) un abierto de

RN, Sea D eliptico. Si TeD'Q(E) y DT(EQ(F), entonces TeEQ(E).

Este teorema serd consecuencia de varios teoremas auxiliares.

Teorema 3.1. Sea D un operador eliptico con los coeficientes ocps L(E,F)
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constantes., Sea K un compacto de RN. Entonces la aplicaciocn T y» DT de

s s-m
KK (E) en KK (F) es un monomorfismo . (s arbitrario real) .

Demostracion . Ya sabemos que !a aplicacion es continua (proposicién 2.13), en-

tonces basta demostrar que existe <(K) tal que

NTllg< e® || DT g,

Sea D= D, +D;, donde D, es un operador homogéneo de grado m y D; un
operador de grado < m-1. Pongamos (D &) "= P(§), (D,8) "= P (£) 'y

(b;8) "= Py(£) . entonces

P() =P, (E)+P(£)

puesto que las otp son constantes, estas tres expresiones son polinomios en ¢
con valores en L(E,F), P (£) es homogéneo de grado m y P(£) es de grado

< m-1. Puesto que

)

P)= 3 o,niff=@ni)” I a, £?
|p|=m |p|=m
de la elipticidad de D se sigue que P_(£) es una inyeccion de E en F pa-
ratodo £#0. Consideremos ahora la expresion P () . €eF, cuando & re-
corre |¢]=1y & recore || ||p=1. Lanorma ||P,(£).%]||p esuna
funcién continuade & yde & yno toma el valor cero; por consiguiente tiene un

minimo positivo .

1|Po(§).2np>c>o, si [El=1, 18 =1 .
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Puesto que P (£).e es homogéneo de grado 1 con respectoa ¢ yde
o F

grado m con respectoa £ , se tiene

Py eellp2cl &l™I2]lg

paratodo £« RN y eeE. Porotro lado, puesto que P (¢) esde grado

< m-1, se tiene

P €) 2 llp<er 1™ 20,

para |£|>1. Porconsiguiente existe una A>1 tal que se cumpla la desigual-
dad

B2 {IP@ -2l > c|&1™ R - g 18™ 2lg 2 o 1EI™I ¢ 11 g

para |£|>A ytodo ¢eE . Consideremos las normas sobre KSK(E) y Ksl;m(F)
definidas en el Teorema 2.1 (p. 18 ), con el valor de A definido hace un momento.
Poniendo ¢ = T (£) se tiene entonces

2s
l

. | T’ de<
2k 4 BRI

<2 [ e ee . tonl ee- Zion, .
2

Observacion. Si P(£) esunainyeccidn paratodo ¢ (ainpara £=0),en-
S S-m
tonces T » DT es un monomorfismode H (E) en H (F), yaqueeneste

caso la desigualdad (3,2) se puede reemplazar por
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P& 2l > el eD™12,

paratodo £¢ RN, e ¢E y por consiguiente
2 s/2 -
ITl =l + €07 NT @05 <

.1 2 (s-m)/2 . .1
Sella+lél) D ") gl 2= 2" IPTl5.y
Teorema 3.2, Supongamos que el operador diferencial

D= I 0yx) p?
|p]<m

con coeficientes Oép(x) e E(L(E,F)) sea elipticoen ac RN. Sea s >0. En-
tonces existe una vecindad compacta K de a tal que la aplicacion T +» DT sea

s s-m
un monomorfismo de K K(E) en K Kk (F).
Demostracion. Pongamos

(3,3 D=D, + D,

con
Dy= 3 ay@d?, Dy= 3 (ax)-a,@) D?.
ol < m l#|<m

Puesto que D es eliptico, en virtud del Teorema 3.1, si K es una vecindad com-

pacta de «, entonces

(3,4) HT g <ClID,Tlls.,

Por otro lado los coeficientes de D; se anulanen x=a y en particular los coe-
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ficientes con |[p]| = m. Se sigue del Teorema 2.3 (p.30) que dado &> 0 exis-

te una vecindad compacta K de a tal que

(3,5) HD T]ls.,<ell T llg

si el soporte de T esta contenido en K. Resulta de (3,3), (3,4) y (3,5) que
HTlls< CUPGTgyS CHUPT|lgpy + CHIP Tl ClIDT g pp+ €C|[ T|s-

Se toma luego € tan pequefio que €C <1 para obtener finalmente

(1-eC) [|T|lg<C||DT||s.,, - ®

Observaciones. 1o. La demostracién anterior muestra en realidad la validez del
teorema siguiente : Sean B; y B, dos espacios de Banach. Entonces [os mono-
morfismos forman un conjunto abierto en el espacio L(B,,B,) de las aplicaciones
lineales continuas de B, en B,. Por transposicién se puede mostrar que los mis-

mo es cierto para los epimorfismos.

20. El Teorema es también cierto para s <0, ver Ejercicio.

Sea Q un abierto de RN, KB sera el espacio de las distribuciones definidas
sobre , cuyo soporte esta contenido en un compacto K CQ vy tales que su pro-
longacion por cero fuera de Q pertenezca a H. LB es el espacio de las dis-
tribuciones T sobre Q, tales que si «e¢ D tiene su soporte en el compacto

KCQ , entonces {adistribucién que vale o T en K yceroen CK esté

S
en H .
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Qtra manera de definir LSQ es decir que una distribucion pertenece a LS'Q

si en la vecindad de cada punto a4 ¢Q coincide con una distribucion de Hs . En
efecto la primera definicion implica la sequnda, tomando o igual a uno en una ve-
cindad del punto 2¢Q . Inversamente sea K uncompactode Q y aeD
con soporte en K. Podemos recubrir K ( Bourbaki, Top. gén., Chap. I, 2% éd, s 10,
prop. 3) con un nidmero finito de vecindades abiertas U; (1 <i< &) tales que en
U; ladistribucion T coincidacon T 5°. Poniendo U,= CQ K obtene -
mos un recubrimiento abierto (U)o ;. de Q ; sea (&g ;cp una par-
ticion de la unidad sobre Q , subordenada a (U)o« ; <& (TD, 1, Chap. I, Théo-

réme 11). Entonces

k k
OLT=.2 OCOL,T= S aa.T,cHs
i=o =1 it

puestoque 00 =0. =

Lema . Sea
D= 3 o) p?
|pl< m
un operador diferencial eliptico con coeficientes ocp(x) eE(L(E,F)), s real caal
s-1 s-m
quieray ) un abierto de RN. si Te LQ (E) y DT e L q (F), entonces
s
T € LQ (E) B

Demostracion. Supongamos primeroque s> 0. Sea a¢Q entonces en virtud
del Teorema 3.2 existe una vecindad compacta K=K(aD,s) de a tal que la
aplicacion T DT de KSK (E) en KSI;m (F) seaun monomorfismo. Sea K;
un compacto contenido en el interiorde K y a(x)eD con soporteen K; ,

a(x) =1 sobre unavecindad de . Pongamos § = o T ; el soporte de S esta
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contenidoen K; y Se Lsg-ll (E). Ademds DS =D(aT)=0aDT+ D,;T, donde
D; esun operador diferencial de grado < m-1. Se tiene a DT ¢ Lsém (F) por
hipétesisy D ;T ¢ Lssilm(F) en virtud de la proposicion 2.14 (p. 17 ) . Resulta
entonces DS ¢ Lsém(F) . Evidentemente basta demostrar que S ¢ LSQ (E) yaque
Te¢ LSQ (E) sien lavecindad de cada punto de Q la distribuciéon T coincide con

, s
una distribucion de H (E).

Consideremos la sucesién B, definida en el Teorema 2.4 (p.35). Puesto que

-1
Sel’ (E), en virtud de ese Teorema
(3,6 D(Bgx S)=~ B * DS -

tiende a cero en Hs'm(F) cuando € » 0. Si € esbastante pequefio B +S y
Be* DS tienen sus soportes en K. Puestoque DSe Hs-m(F) , envirtud de la
proposicion 2.10 (p. 13 ), B.* DS tiendea DS en Hs'm(F) y por diferencia
con (3,8, D(B, +S) tiendea DS en Hs'm(F) cuando € - 0. Ahora bien
Be*Se H () C 1°(e) (proposicién 2.9) y puesto que B.* § tiene su soporte
en K, tenemos B .*Se K;(E) . Como la aplicacion T « DT de KSK(E)
en Ks,;m(F) es un monomorfismo y como D(BE*S) converge en Hs-m(F) ,
también B.* s converge en H°(E) cuando € » 0. Peroen D'E) ladistri-
bucién Bg xS converge hacia S, luego el limite de B¢* S en i@  tam-

bién debe ser §, dedonde S HS(E) y Se IfQ(E) .

Sea ahora s cualquiera. Como antes, basta demostrar que si § tiene soporte
] s-1 s-m s
compacto, contenidoen Q ,SeH (E),DSeH (F), entonces Sel (E), es

+2b-1
decir, Se LSQ(E) . Sea k>0 entero. Existe Ue Hs (E) tal que
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AV .
1- U ='s,
( 4772)

donde en realidad el operador diferencial es una matriz diagonal de orden dimE

con todos los elementos de la diagonal principal iguales a

b
-2’
417
En efecto basta poner
fe) = _f(_i_ ,
(1+p 2)b
ya que
(8- Ad ) _ 1+P2
41r2
Se tiene
(s+2b-1)/2 9 (s-1)/2 -
a+pH"" UE) =+p2 " 7S (€) € L2,
Claro esta que
D(l - __A_)b
4n?

es un operador eliptico de grado m+2h y ademas

D|l — — U=DS§ H
( 4772) ¢ ()

Para » suficientemente grande s+ 2b es positivo y podemos utilizar el teorema
s+2h
ya demostrado para exponentes positivos . De esto sigue U ¢ LQ (E), es decir,

Se LSQ (E) (proposicion 2.14). m
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Teorema 3.3. Sea

es un operador diferencial eliptico con coeficientes Olp(x) e B(L(E,F)), s un
s-
nimero real arbitrario y () un abierto de RN. Si Te D'Q(E) y DT ¢ L m(F),

entonces T ¢ LSQ(E) .

Demostracion. Sea o un subconjunto abierto, relativamente compacto de Q.
En o ladistribucion T es de orden finito (TD,I, p. 85), es decir, existe un
o=0(w) realtalque Te Law(E) . Al mismo tiempo tenemos DT ¢ stm (F) .

Demostremos que T ¢ Lsm(E).

lo. Si o >s, entonces fw(E) C st(E) y no hay nada que demostrar ;

20. si o <s-1, entonces en virtud del Lema y de que.

(c+1)-1 (c+1)-m

Tel (E) , DT ¢ Ls(;m(F)C L, (F),

o+1 g+7
se sigue T ¢ Lw (E) . Podemos seguir de esta manera hasta llegara T ¢ Lw (E)

con s-I1<o+7<s.

o s-1 s-1
30. si s-1<o0< s, entonces TeLw(E)CLw (E) yde Tel (E) y

s-m . , s
DT ¢ L (F) sigue,segin el lemaque T ¢ L (E).

Finalmente si T ¢ st(E) para todo abierto relativamente compacto » CQ,

entonces T ¢ LSQ(E) A

s-2 .
Ejemplo. Sea una distribucién T talque A TeL , entonces en virtud

del Tearema 3.3 se tiene T ¢ i y por consiguiente las segundas derivadas
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.. P s-2
(ain mixtas) estan individualmente en L

2 s-2 2 s-2
°T v, _9°T .
3 x2 dx; dx;
En particular si A T esta localmente en L? (s=2), entonces todas las deriva -

das de orden 2 estan localmente en 2.

Demostracion del Teorema Fundamental (p.43 ). Sea T ¢ D'Q(E) y
DT ¢ EQ(F) . Entonces DT Lsg'lm(F) paratodo s realyen virtud del Teore-
ma33 Te LSQ (E) paratodo s real, es decir, T e rsl LSQ (E) . Por consi-
guiente, T esta localmente en L? junto con sus derivadas de todos los ordenes.
De aqui sigue (TD,Il, Chap. VI, Théoréme XIX) que T es una funcién indefinida-

mente derivable, es decir, TeEq (E). =

Ejercicio. Demostrar el Teorema 3.2 (p. 46 ) paratodo s real. (Considerar

primero @=0. Poner D, = X ocp(O)DP. En virtud del Teorema 3.1 existe
Ipl=m

S
una constante C; tal que |[|T|| ;< C;||D,T]|.,,; paratodo T‘KBI

De (2,260 resulta entonces :

T, e ClUPT s, eS C LT g, et CII(P-D) T ([, ¢

Observar luego que D -D, verifica las condiciones del punto i) del Ejercicio del
§2(p.39), dedonde ||[(D-D)Tllg ,, ¢<Co®)||T]|lg ¢,y Cp(e) tien-
deacerosi € » 0. Tomando € tan pequefio que sea C;C,(e)<1, se tie-

ne finalmente (1-C; C,(€)). [|T|lg ¢<C;|[DT| .(El caso de a #0

s-m, €

se obtiene por translacion).

Con este resultado |a sequnda parte de la demostracion del lema (p.48) es inu-
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til, porque la primera es valida para todos los valores reales de s .

4. Secciones distribuciones de espacios fibrados con fibra vectorial. Sea

V=V,p,F, (r;) ) un espacio fibrado indefinidamente diferenciable, con base

X = xN  de dimensién real N, con proyeccién p, fibratipo F = c! y familia
de funciones de referencia (r;); cy (parala definicion de un espacio fibrado dife-
renciable de clase C > ver el curso de Madame Marie - Héléne Schwartz : Espacios
fibrados, Monografias Matematicas, No. 1, Suplemento Revista de Matematicas Ele-
mentales, Bogota, 1963, s 3). Recordamos que cada r; estad definida en un abier-
to U,CXx, las U; (iel) cubren X ypara xeU; elvalorde r;(x) es

una biyeccion de F sobre F_ .

Supongamos ademas que el grupo estructural G de V sea un subgrupo del
grupo lineal GL;(C). Entonces la referencia r,(x) define sobre F, unaes-
tructura de espacio vectorial isomorfo a F = c!. En efecto para 4’1 ,{y e F se
pone rix) {y+r;(x) £y = r;(x) ({;+£y) ypara {eF,AeC sepone
Alrx){l=r(x) W) ST xeU; N U;, entonces r;(x) y r;(x) definen
la misma estructura de espacio vectorial sobre F, . En efecto sea ri(x)é'l"—'rj(x)él‘,
r,(x) (= ri(x) 4'2 , entonces {; =g;(%) {; , 6y = g;(x) 4'2 y por consiguien-

te

r) Ly +rfx) &y = i) (L) + (5) =
= 1y (x) (g5 (%) {'y + g (0) {3) = 1;(x) gyi(x) (&+ ¢y ) =
=ri0) (4] + 50 = i) {pvri0 &

ya que gij(x) = r;.I(x) rj(x) € GLI(C) . De la misma manera se ve que
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Mrx) {V=alrm 1,

Un espacio fibrado V(X,p, C ! (r;) ) con las propiedades ahora explicadas se

llamard un espacio fibrado con fibra vectorial.

Llamemos E,(V) el espacio vectorial de las secciones globales indefinida-
mente diferenciables de V. Sobre E, (V) se define unatopologia de la manera
siguiente. Sea r; una funcion de referenciade V con dominio U;CX, ysea
p;t U;xF » p'I(U,.) el mapa local correspondiente a r,, definido por
pi(x,g) =r;(x){ (xeU; , {eF). Seaahora f unasecciénde V ysea f;
su restriccion a U, . Entonces p'l-IO f; esunaseccién del espacio producto
U;x F, esdecir p‘il of; esunafuncién indefinidamente diferenciable con valo
res en F. Con otras palabras p'fofi pertenece al espacio Eui(F) = EUiGF .
Se dice entonces que fe Ey(V) tiende a cero si p‘fo f; tiende a cero en

E,®F paratodo iel.

Dy(V) sera el espacio de las secciones globales indefinidamente diferencia-
bles con soporte compacto de V. Sobre Dy (V) se pone latopologia limite in-

ductivo usual.

Sean V (X, p; Fy.(r Py Vo(X, p,, Fp, (ry, ]-) ) dos espacioslfibrados
de clase C™ conlamismabase X vy con fibras vectoriales F;=¢C 1
Fy= Cl2 . Definimos el producto tensorial W= Vl(g) V, de V; y V, dela
manera siguiente : Un elemento de W serd un elemento de (F;) @ (F,), , es
decir la fibra de W porencimade xeX es el producto tensarial de las fibras
(Fy) .y (Fy,. Laproyeccion p de W es laaplicacién (Fj), ® (Fp), » x,
lafibratipode W es F; ® F,. Paradefinir las funciones de referencia de

W, sea r;; una funcion de referenciade V; con dominio Up i €S decir,
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para xeU; , la aplicacién r; .(x) es unabiyeccion lineal de F; sobre

(Fy), , de lamisma manera sea r, una funcién de referenciade V, con

2]
dominio UZ’]. siendo para x e Uz, ; la aplicacion rzlj(x) una biyeccion Ii-
neal de F, sobre (Fy),. Sea U;=U;;n Uy, ypara xe U sea

rij(x) la biyeccidn lineal r1,;(x) @ rzlj-(x) de F;® F, sobre (F;) @®(F))..
Las funciones SRR Y (x) obtenidas de esta manera, con dominios Usi o
seran las funciones de referenciade W (x, p, F; @ Fp, (ri]-) ). Los deslizamien-
tos de W sonde laforma (g, i) (%) @ (gz']-]-') (x), lo que muestra de una par-
te que W es también un espacio fibrado diferenciable de clase c” y por otra
parte que el grupo estructural de es un subgrupo de GL(F; ® F,), es decir,

W es un espacio fibrado con fibra vectorial .

De manera analoga si  V(X, p,F, (r;) ) esun espacio fibrado indefinidamente
diferenciable con fibra vectorial, entonces se puede definir la p-ésima potencia
exterior R (x)V de V sobrelabase X. Labasede A (4 V estambién
X, sufibra por encimade xeﬂX es /Z\’ Fxp, su fibra tipo es /{, F ysus
funciones de referencia son Ii\ ;0 x e /;r’-(x) ;Bourbaki, Alg., Chap. lll,s 5,
7, esdecir, N ) V= Ay V(X,p, AN F,( A 7;)). También se puede
definir el espacio fibrado V¥, dual de V. La fibra de v* por encima de x es
F‘: , la fibra tipo es F*(la cual es canénicamente isomorfaa c¢’), y la referencia
r:f(x) es la contragrediente de r;(x) . Por consiguiente el grupo estructural G *
de V¥ esel grupo contragrediente del grupo estructural G de V. Luego G*

es también un subgrupo de Gl;(C), es decir, v* esun espacio fibrado vectorial.

Sobre los espacios fibrados introducidos ahora se pueden definir numerosas ope-
p .
raciones. Sea por ejemplo « unaseccionde A x)V ¥y o una seccion de

/\(X)V. Se tiene :
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Entonces la aplicacion

4
p/\qF

4 ?
wax/\a")'xe(/\Fx)A('/\Fx)= x

-~

. n+ -
define una seccion de /\g()V que escribiremos m(/\)m . Si ® Yy o son
X

indefinidamente diferenciables, entonces a)()/(\) o lo es también .

Si » esunaseccién del espacio fibrado V ysi « es una seccién del
espacio dual V*, entonces la aplicacion x » <o, a;x > define una funcién
numérica sobre X que designaremos por < o , c;>(x) . Silas secciones « vy
© son indefinidamente derivables, entonces < o, o >x) €s una funcién numéri-

ca indefinidamente derivable sobre X.

Sea ahora V un espacio fibrado indefinidamente diferenciable con fibra vecto-
rial y base X. Sea /l\, T (X) el espacio fibrado de los covectores tangentes
complejos de grado p alavariedad X ; lafibrade A ™ (x) por encima de un
punto xe X es el complefijicado (ver Variedades Analiticas Complejas (VAC),
§ 1) /fT: {X) del espacio /lt\> T: (X) de los p-cov%ctores tangentes rea -

les. La fibra tipo del espacio fibrado A T (x) es Ac!

p
Consideremos el espacio fibrado V &)/\ T* (X) que es el espacio de los
p- covectores tangentes de X con valores en V , ya que las fibras de este espa-
ro, 4
. .z @ % ,
cioson F, @ (A Tx(X)C) . Una seccion de V(x) AT (x) sellamara una
seccion- forma diferencial de grado p de V. Si V=X x C, entonces el con-

cepto introducido ahora se reduce a la de forma diferencial de grado p usual sobre
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la variedad X. Unaseccibnde V es una seccibn-funcidn (seccidn-forma dife-
: 0«
rencial de grado 0) de V yaque AT (Xx) tienefibra C vy por lo tanto

0
V(g} AN T (X) es candnicamente isomorfoa V.

Podemos introducir los espacios ﬁx(\/) de las secciones-formas giferencia—
les de grado p indefinidamente diferenciables de V y los espacios Dy (V) de
las secciones-formas diferenciales de grado p indefinidamente diferenciables
con soporte compacto de V. Sobre Ex (V) y gX(V) se pueden definir las

topologias usuales .

Supongamos a partir de ahora que la base X del espacio fibrado V, que es
una variedad indefinidamente diferenéiabie por definicion, sea ademas orientada y
enumerable en el infinito (es decir, reunion de una familia enumerable de conjuntos
compactos, Bourbaki, Top. gén., Chap. |, 2% éd, s 10 n® 11). Para motivar la defi-
nicién de las secciones-distribuciones de V, que generalizan las distribuciones
y las corrientes (VAC, § 6), consideremos una seccion-funcién f localmente in-
tegrable de V y busquemos cuales son las funciones ® sobre las que f opera

como una forma lineal continua.

Sea o una seccion del espacio fibrado V*&) IX ¥ (X), que, en lo que
sigue, llamaremos espacio adjunto de V vy designaremos por V' . Para xe X
se tiene f(x)e F,, CD(x)fF:Q I/S\IT:(X)C.Se puede considerar entonces el producto
contractado (Bourbaki, Alg., Chap. lll, § 4, n? 3) de f(x) yde o@(x) que desig-
naremos por f(x) L © (x) y que sera un elemento de N Tx* (X)- . Porconsi-
guiente fL @:x & f(x)L ©(x) esunaseccion del espacio fibrado /1\\J T*(X)

y su integral sera el producto escalar buscado entre f y ¢ es decir,

<f,<p>=&f_1.cp
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Esta integral existe si ¢ es de soporte compacto y en particular f define una

forma lineal continua sobre DX(V‘) .

Definicion. Sea V(X,p,F,(r;)) un espacio fibrado indefinidamente diferen-

) N
ciable con fibra vectorial F = C! y sea V'=V*(§) N T*(X) el espacio fibra-
do adjunto. Designaremos por D‘X (V) el espacio vectorial dual fuerte del espa-

cio DX(V') . Un elemento de D)E(V) se llamard una seccion distribucion de V.

Acabamos de ver que cada seccidn-funcion localmente integrable de V define

una seccion-distribucion de V.

e la misma manera el dualde Ey (V') eselespacio E'y (V) de las sec-

ciones-distribuciones con soporte compacto de V.

Los espacios E'yx (V) y D' (V) tienen todas las propiedades demostradas
en TD para los espacios E' y D' sobre RN. En particular estos espacios
son completos, tonelados, bomoldgicos, reflexivos, de Montel, nucleares (Grothen-
dieck, Produits tensoriels topologique et espaces nucléaires, Memoirs Amer. Math.
Soc. N2 16, Chap. 2, p. 55) , y de Schwartz (Grothendieck , Sur les espaces (F) et
(DF), Summa Brasiliensis Math. vol. 3, Fasc. 6 p. 117 ).

Sea U el dominio de un mapa local de V, entonces p'I(U) es homeomorfo
- -
a UxF. Sea fioeees f; una base del espacio vectorial F = cl. Una
seccidn - distribucion por encimade U se puede escribir en la forma

T, '/'1 +eeet Ty -f.l , donde las T;(1<j< 1) son distribuciones escalares so-

bre U.

Demostremos ahora que el adjunto dei espacio V' es candnicamente isomor--

N
fo al espacio original V. Enefecto V''= V'*(g) A T*(X) ; ahorabien,
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N N
V= v* (% N T*(X), de donde V'*= Vg A T(x) y por consiguiente
. N N
VP=V ® A TH*x) ® N T*(x)
(x) (X)

A N N L. .

hora A Tx(x)CG A T.*(X)o es candnicamente isomorfo a C ya que

zQ 2 = <z,z'> define una aplicacion lineal no nula de un espacio vectorial
de dimension uno sobre el espacio C también de dimensién uno. Por consiguiente

IX T(X)&)IX T*(X) esisomorfoa Xxxc V' a V.,

Se tiene entonces que D'y (V') eseldual de D, (V) y E' (V') es el
dual de E, (V) .

Sea ahora X una variedad diferenciable de clase c”, orientada, enumerable
en el infinito. Una forma diferencial de grado p es, por definicién, una seccion
del espacio fibrado V= /{ T*(X) de los p-covectores tangentes a la variedad
X . Existen dos marieras distintas de generalizar el concepto de forma diferencial
de grado p. La primera es introducir el concepto de corriente ; sabemos que, por

definicion, una corriente es una forma lineal continua sobre el espacio

N-p
4,1 Dy ( A T*(X))

(VAC, s 6). Por otro lado podemos generalizar Jas formas diferenciales de grado p,
?
que, como dijimos, son secciones de A T *(X), en secciones distribuciones de

este espacio, las cuales son, por definicién, formas lineales continuas sobre

b N
4,2 Dy(ATX) ® AN T*X)),
X (X)

? ?
vaque (AT*(X))*= A T(X). La segunda generalizacién es candnica, mientras
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la primera es arbitraria, ya que por ejemplo la forma diferencial « define una co-

rriente mediante la formula

<o, 9> = [oAQ
1%

y no la férmula

<w,?>= [ 0Ao .
14

Mostremos que la definicién adoptada de las corrientes las permite identificar con
4
las secciones distribuciones de A T*(X) .

? N N p N
Sea xeX,§,e AT (X)g, de NTX(X)o. Sobre (AT, (X)) x (NT}(x)e)

la aplicacién

N
(§P,oc) » aLé

N-
(Bourbaki, Alg., Chap. Ill, s 8, Def. 2) es bilineal con imagen en /\PT;‘*(X)C . Por
consiguiente tenemos una aplicacion lineal de
» N
AT (X)e @ N TEHX) ¢

N-
en /\PT;(X)C. definida por

N
4,3) fpg a oL €

(Bourbaki, Alg., Chap. Il1, § 1, n? 2, Scholie). Esta aplicacion lineal transforma

cada seccion indefinidamente diferenciable con soporte compacto del espacio fi -

p N ’ - - -
brado ATX) @ /P\JT*(X) en una seccion del mismo tipo del espacio

N- (X) )
AP TXX), como se ve inmediatamente considerando mapas locales. Obtenemos
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asi una aplicacién lineal continua de (4,2) en (4,1), ya que si una seccidn de
4 N-
ANT(X) @ /\pT*(X) tiende a cero, entonces su imagen por la aplicacion definida

(X)
hace un momento, también tendera a cero.

Ahora bien, esta aplicacion lineal continua es un isomorfismo. En efecto, pues-
to que &’ es de grado N, si EP ® IoY # 0, entonces. a L & # 0, es decir
la aplicacion (4,3) es una biyeccién. Como ambos espacios fienen la misma dimen-
sién (:) , esta inyeccion es un isomorfismo, de donde sigue que la aplicacién co-
rrespondiente de (4,2) en (4,1) es un isomorfismo algebraico continuo y se ve facil-

mente con la ayuda de un mapa local, que 1a aplicacion inversa también es continua.

p b
Sea 5 e Ex=Ex (AT*(X)) y miremos de qué manera opera ({)) como forma

lineal continua sobre el espacio (4,2). Puesto que X es orientada, existe una sec-
cion g de IXT*(X) que nunca se anula, y, puesto que IXTx*(X)C es de dimen-
sion 1, toda seccion de /{T(X) ® KT*(X) se puede escribir en fa forma
.fp ) 'Iel , siendo fp una secci(éxn) de /{.’T(x) . Entonces (p.57 cg opera so-
bre (4.2) mediante la formula

/4

N ‘
<. @ T> = [ <o, 6> T,
v

N . .
Por otro lado a fp @ T le corresponde mediante la aplicacion lineal continua
, N N-
definidaen (4,3) laseccién T L fp de /\pT*(X) y sobre (4,1) (g opera
de acuerdo con la férmuta
N
T

fw,

L & = [ oh( =) .
> {/ T L €

Para demostrar que o define la misma forma lineal sobre los dos espacios iso-
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morfos (4,1) y (4,2) , basta demostrar la identidad algebraica
N
<co,<’fp>'f=£/\ (t pr)

Estas dos expresiones son trilineales, luego basta demostrar su igualdad para los

elementos de una base. Sea e, ..., ey unabasede T,(X)-, entonces pode-
?
mos tomar §p= eg  H=(bp, oo, by), &= ex K= (kp, ..., ky) Y

N
’L’=e;/\e;/\.../\ e; . Se tiene

N

TL§p=(e1*/\.../\e7V)Le"=aeC*H ,
donde o esla signaturade la permutacion
H (u
1, 2, , N ’
y
0, si K#ZH ,

N
£A(TL§p)=ae";</\ = N
t" €1 /\.../\2;=T15i K=H,
Por otro lado
0 si K#¥H ,

?
<o, §p>=<e""(,eH>= ‘
1, st K=H. ]

Sea més generalmente V un espacio fibrado indefinidamente diferenciable

con fibra vectorial. El espacio Dy (V) se puede aeneralizar en el espacio

D (V) =Dx (V. @ AT'X)) de las secciones-formas diferenciales de grado
(X)
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¢ (p.57) yenelespacio D'y (\117) de las secciones distribuciones de V
?
(p. 57) . Ahora bien, el espacio D, (V) de las secciones de V @ AT*(X) se
4 (X)
puede generalizar en el espacio D'X (V) de las secciones-distribuciones de

14
V(?) A T*(X), que por definicion (p.57) es el dual de

p N
Dy (VF@ ATx) ® AT%)).
(X) (X)

Los elementos del espacio D'X (V) se llaman las secciones- corrientes de grado

b
p de V. D;( (V) se puede considerar también como el dual del espacio

N-p N « N2
Dx (V7) =DX (Ve A T*X))
(X)
de las secciones- formas diferenciales de grado N-p de V*, Tenemos enton -

ces el diagrama conmutativo

secciones =  secciones - formas

J

secciones - distribuciones ———o———a» secciones - corrientes .

0 N
N
En particular D'y (V) = D'X(V) eseldualde Dy (V¥) =Dy (V¥*® A T7X)=
(X)
= Dy (V') como sabemos .

Observemos finalmente que D'y (V) es el completado de E, (V) para
la topologia inducida sobre Ex (V) por D'y (V) vyaque D'y (V) es com-
pletoy Ey (V) esdenso. Perolamencionada topologiade Ey (V) se pue-
de definir, sin hacer referencia al espacio D'X (V) , de la manera siguiente :

Un filtro f;¢ Ex (V) tiende a cero si para todo mapa local @ ¢ U~ u(lc RN,



UvCXx) delabase X, las imagenes de /]. por &, es decir, las funciones
fj o® definidas en U con valores en F convergen a cero coma distribuciones
sobre U convalores en F. Ahora se pueden definir las secciones-distribucio-

nes de V como elementos del completado de E, (V) para la topologia indicada.

5. Operadores diferenciales sobre espacios fibrados. Sean
Vi=ViX,p1,Fy,0r1,9) y Vy = Vy(X,p,5 Fyp, (r5,;)) dos espacios fibra-
dos indefinidamente diferenciables con la mismabase X y con fibras vectoria -
les F;=¢C g , Fy= Clz . Un operador lineal continuo D de Ex (VI) en
x (Vp)  sellama un operador diferencial con coeficientes indefinidamente di-
ferenciables siparatoda feEy(V;) elsoportede Df esta contenido en el
soporte de /. De esta definicion resulta que si Q es un abierto de la base X
y si conocemos la seccion f en Q, entonces conocemos Df en Q. En efec-
tosi f; =/, en Q, entonces el soporte de /; -/, esta contenido en CQ
y por ladefinicionde D el soporte de D(f;-/,) esta también contenido en
CQ , es decir, Df; =Df, en Q. Porconsiguiente D se puede generali-
zar en un operador de &g (V) en Eq(V,) , yaque paraconocer Df en
la vecindad de un punto xe¢Q , basta conocer f en lavecindad de x. Claro
estd que el operador D de Eq(V;) en Eg (V,) también es lineal, conti-

nuo y disminuye los soportes.

Inversamente, si conocemos el operador D sobre cada E U.(VI) donde
1

(U,-),-e ; esun recubrimiento abierto de X , entonces conocemos D sobre

By (V) .

Demostremos ahora que si D es un operador diferencial con coeficientes in-

definidamente diferenciables, en el sentido de la definicion dada mas arriba, en -
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tonces sobre cada dominio U de mapa local de labase X el operador D se pue-

de escribir en la forma

5,1 D= 5 ax) p?
lp|<m

donde las ocp(x) son funciones indefinidamente diferenciables de x, que toman

sus valoresen L(F;, F,).

Sea el abierto Q C X a lavez un dominio de una funcién de teferencia
7,4, de una funcién de referencia 2,i Y de un mapa local de la base X. En-
. . -1 . i -1
tonces p; ; identifica $7(@) con Q x F;, p, ; identifica p,° (@) con
Q x F, y Q sepuede considerar como un abierto de RN . Ademis el espacio
EQ (Q\x Fi) es sencillamente el espacio kg @ F; de las funciones indefi-
nidamente diferenciables definidas sobre 'y convaloresen F; ;yde manera
analoga Eqg(QxFy=Eq @ F,. En virtud de la observacion hecha hace un

momento, D es una aplicacion lineal continua de EQ @ F; en EQ @ F, .

Sea x,€Q y consideremos la aplicacion lineal L, : f » (Df) (x,) de
K

EQ @ F; en F,. L, escontinua, es decir, un elemento del espacio
(/]

E'Q Q Fl* ® F, o seauna seccién-distribucion del espacio Q @ F; con
valoresen F,. Ademdspaa fe Eq® F; ., cuando «x, recorre un compac-

to K de Q ,elconjunto {(Df)(x,)}

x ek = { on(/) }"o‘ x ©s acotado en

F,, esdecir, el conjunto {L, } de secciones-distribuciones es débil-
o

Xp€ K
mente acotado y por lo tanto , fuertemente acotado (Bourbaki, EVT, Chap. Ili, § 3,

n® 6). Por otro lado el soportede L, eselpunto x, y resulta(TD,I,Chap.
o

o

1, Théoréme XXXV) que podemos escribir
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L = 3 (_1)1111

a,(x ) DP S
° lpl<m preT

donde m depende de K, Otp(xo)e F; ® F, y &, eslamasa +1, pues-
o

ta en el punto x,. Para fe EQ @ F; se tiene entonces

Df (x) =<L,, [>=< I ol g (x)DP5, , [ > =
(4]

0 ol <m ?

=<0, . 3 ax)DPf>= 3 aylx,) 0P)) (x,)
lpl<m lpl<m

En particularsi (&) (1<.i<!) esunabasede F,, poniendo

f(x) = (x - xo)p 'e‘i / pt se tiene
Df(xo)]- = Ocp;z',]'(xo) (1<j<iy) ,

lo que muestra que ocp(x) es una funcion indefinidamente diferenciable de x. w

Si D tiene la forma (5,1) sobre un dominio de mapa local, entonces tiene la
misma forma sobre cualquier otro mapa con el mismo dominia El mas pequefio ni-
mero m que se puede tomar en (5,1), si existe, se |lama el orden de D sobre el
mapa local. Si D es de orden < m sobre todo dominio de mapa local, entonces

sediceque D es deorden < m sobretoda lavariedad X .

El operador diferencial D es también una aplicacion lineal continua de
Ex(V;) en Ex (V,) paralas topologias indicadas al final del s 4 (p.63) .

Puesto que para estas topologias Ey (V;) esdensoen D'y (V;) 'y
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Ex(V,) esdensoen D' (V,), D se puede prolongar en una aplicacién lineal
continuade D'y (V,) en D'y (V,) y mas generalmente de D'g (V;) en
D'q (V,) , donde Q@ esunabiertode X. Si Te D'q(V;) ., entonces el so-

porte de DT esta contenidoenelde T.

Esta prolongacion de D se puede efectuar también por transposicion . Sobre
cada dominio  de mapa local se pone para Q¢ DQ(V'Z) . TeD'g (v;) .

<DT,9>=<T,Do>=<T, 3 (-1)“)l

Dp(tdp(x) 9 (x))>
[pl<m

=< 3 ocp(x)DPT, v > .

[p|<m

Ejemplos. Si X es unavariedad indefinidamente diferenciable, 4 es un ope-
b4 + 1
rador diferencial que aplica Ey(AT*(X)) en Ex(pA T*(X) ). Con este
ejemplo se puede convencer de la necesidad de introducir los operadores diferen-

ciales como aplicaciones de espacios de secciones de espacios fibrados.

De la misma manera los operadores 9 (VAC, §7), A(VAC, s 8) y sobre una
variedad analitica compleja los operadores d, y d, (VAC, s 4) son operado-

res diferenciales.

Definicion . Un operador diferencial D : EX(VI) - EX (VZ) de
orden m se dice eliptico en el punto a ¢ X, siparatoda funcion [ numérica,
definida e inde finidamente diferenciable en una vecindad U de a , tal que f(a)=0,
(df), # 0 y para toda seccidn inde finidamente diferenciable ¢ de V;, definida

enen U ytal que g(a) # 0, se tiene (D(f™g))(a)#0.
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Si D eseliptico en todo punto @ e X, entonces se dice que D es eliptico.

Mostremos que si D es eliptico en el sentido de esta definicién, entonces so-
bre cada dominio de mapa local, donde D se esctibe en laforma (5,1), D es

eliptico en el sentido de la definicion de la pagina 34 . Tomemos

f(x) = ‘51 xq +---+§NXN y E(x) sz(a). Luego

(F78)(x) = (€ xp + vt by xy)T € (@)

DIf"g)@ = 3 o@D’ (f"Z) (@ =
lol<m '

=l 3 o EP .2 (a) .
|o|=m

Por hipdtesis este elemento de F, es diferente de cero cada vez que E(a) #0

en F; , loque significaquel {2 ocp(a) &P es una inyeccién de F; en F,.
p{=m

Inversamente supongamos que para un mapa local, D es eliptico en el sentido
de la pagina 34 y demostremos que lo es en el sentido de la definicion anterior .
- . . . . -’
Sean fy g dos funciones que satisfacen las condiciones de 1a definicion. En

la vecindad de a se puede escribir

f(x) = &Epxp+eee €y XN +O(Ix[2)

con £#0 y
2x) = g@ + Ol=|).

Luego :
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(fm'g’) (x) = (flxl oo .+§N xN)m;(a) +O(‘x‘m+1).

En la expresién D(f" g)(a) = S Otp(a) D2(™ #)(a) todas las derivadas de
1p1<

orden < m-1 valen cero, mientra§:1”ue para |p| = m se tiene Dp(fmg')(a) =

m! €2 (@), de donde

D) (@) =m I o ,(a) El. g * 0,
|o|=m

ya que por hipétesis E(a);éo y 3 o (a) &P esunainyeccion de F,
[p]|=m

en F, . =

Del caracter intrinseco de la definicién de la elipticidad sigue en particular que
si D es eliptico en el sentido de la pagina 41 sobre el dominio de un mapa, enton-
ces lo es para cualquier otro mapa con el mismo dominio. Se puede decir entonces
que D es eliptico si sobre todo dominio de mapa local su expresién (5,1) es elipti-
caen el sentido de la pagina 41.

_ ».0 p.1
Ejemplo. El operador diferencial ds de Ey en ky(VAC, 56)eselipti-

co. En efecto, sobre cada dominio de mapa local se tiene
N N
dyw = 3 dza/\iﬁ_’-=%2 dz, N dw 4+ ; o
oa=1 dZy a=1 dxy d ¥y

y la matriz

4 R 1
‘f1 + “71

LgN * anJ
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=.o.n —0,

se anula tnicamente para .51 =
1 N

...=§N=7I

6. Ejemplo : El operador de Laplace y su cardcter eliptico. %n el curso de
Variedades Analiticas Complejas (§8) hemos definido el operador de Laplace A

sobre una variedad de Riemann orientada, mediante la férmula

-A=dod + 0 d.

N
Demostremos primero que sobre RN con la métrica euclidea 3 dx. @ dx
a=1 ¢ @

usual el operador A asi definido se reduce al laplaciano comin:

Introduzcamos el operador e, , que serd la multiplicacién exterior a la izquierda

por dx, , es decir

€’ @ » dxa/\m .

El operador i, serd el adjunto de - e, para ladualidad riemanniana(VAC, s 7),

es decir,
((4T)0)=(T|ey®).

Calculemos i,T si T esdegrado p, se tiene
4 -1
(z'aT\cp)= (T @) =<+ T, deL/\ P> =

-1 N-p .
=<*T/\d"<x,cp>=('“ <dxa/\ T,0 > =

N- - N- -1
=(-1) P<ea*1T,(D>=(-1) P(*ea* T| o),
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es decir
N-p -1
ig= (1 " xey %

Si ponemos H = (by, ...,bp) y dxy = dbe A dxbp , entonces

iadxH =0 |, Si OL' H,
61
ia(dxa/\ dx]‘) =‘dx] ]=(j1,... jp-l) .

-1
En efecto * dxy = dx y ofH implica « eCH es decir,
(n

-1
ey* dxy = 0. Por otro lado

-1
@, J)

donde o es la signaturade la permutacion

(e, o,y

1,2,... N

Por consiguiente

-1
ea*(dxa/\dx])= odxy N dx
: C(a.j)

-1
*ey * (dx(x/\dx])=01 adx] ,

donde o; es lasignaturadela pemutacion
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a, (.p.J

1,2,...,N

N-
Ahora bien (-1) 2 o,0=1, lo que demuestra (6,1) .

Pongamos ahora

ysea d, el adjuntode 4, paraladualidad riemanniana. De
-1
(0gT|®) =(T|dy®)=<x%T,d o> =

-1 -1
=-<dgy* T,cp>=-(*da* T|o) ,

resulta .1
Ag==*dyx =-dy .
Se tiene
N
d =OL§1 eada

y por transposicion

N
a=—2 d 2
4= 1 ata
de donde
(6,2) dod=— 3 e, dydgi , 0d= —=3 dpige,d
aﬁaaﬁﬁ a,ﬁﬁﬁoca
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Demostremos las relaciones

6,3) eOLiB + iB eq=0 si “EB
6,4) eqiy * iyeq = identidad .

Enefecto,si ae H 6 B¢ H, entonces eqig dxy = 0 , igegdxy = 0.

Si afH y PBeH , pongamos dxy = de A dx] y entonces
(eotiﬁ"‘iﬁ ea)(de A dx]) = dxa/\ dx]-dxa/\ dx]= 0,
lo que demuestra (6,3). Por otro ladosi o ¢H,
eaiadxﬂ =0 , iaeadxH = dxH ;

si Oe H

ey iy dxH = dxH , iy ey dx”= o ,
y queda demostrado (6,4) .

Puesto que 4 conmuta con g e iy , se tiene en virtud de (6,2)

=-dgd =93d= I (eai + ¢ ea) dad ,
A 8

y en virtud de (6,3) y (64) obtenemos finalmente
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En particular para una forma o« =23 wdx; degrado p setiene

Ao = 3 —m a'xl = 3 (Awl)dxl
a, I ax(f 1

En esta demostracion se consideran Gnicamente formas y corrientes reales sobre la

variedad.

Demostremos ahora que el operador A sobre una variedad de Riemann orienta-
da es eliptico. Sea & un punto de la variedad y supongamos que en a« la forma
cuadratica que define la estructura de Riemann sea X dx; @ dx, , es decir,

£ag (@) =8y, « ‘Sea w=3 wy dx; una forma diferencial de grado p. Se tiene

(dx o, A dx’)
En virtud de la féormula

-1
dol = (-1 % dx b

se tiene

1-1
6,5) ddo=(-0' L dxdw)
Ahora

d
sw)= 3 =L (4(@dxy N dx;))
a1 9%y

donde « (dx A dx;) esuna forma diferencial de grado N-p-1. Por consi -

guiente d#* (dw ) esiguala
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820)1
2 — e
o,B,1 axoca"ﬁ

?

de A (*(dxd/\ dx, ))

mas una suma que contiene derivadas de primer orden de las wy yenvirtud de

(65) ddw esigual a

2
p+l %@y .1
(6,6) (-1) b ————[*(dxﬁ/\ (x(dxyNdxp))) ],
(XHB,' 8xa8xB

mas una suma que contiene solo derivadas de primer orden de las Wy - De la mis-

ma manera
-1
daw = (-1)pd* d % a[:
es igual a
92 -1
61 (0 5 2L [ A (x g A (xdep)))]

o,8,1 9%ad%g

mas una suma que contiene sélo derivadas de orden uno y cero de las «; . Pues-
to que en el caso de una métrica euclidea el operador A se reduce al laplaciano
comin, resulta de (6,0 y (6,7) que en el punto « la suma de los términos de mas al-

toordende Aw es

(6,8) ? (Awp) dx’

Si consideramos «_, como el vector

a
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p
del espacio A Ta*(V) . entonces (68) sera el vector

(1 0 ... 0) ()
0 1 ... 0 5 )
e X% “1
= .
0 0 1
\ < ] /
y puesto que la matriz cuadrada
\
(1 o 0 (162 o ... o]
0 1 ... 0 o &% ... o
. f§=
a
0 o .1 0o o0 1&2
\ L4

tiene un determinante diferente de cero para ¢ # 0 , queda demostrado que A

es eliptico.

7. Elteorema de casi-monomorfismo. Sean VI = VI(X.pI,FI, (1'1 i)) y

!
Vo= V5 (X, py, Fp, (3,7 ) dos espacios fibrados con fibras vectoriales Fy=cC L
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Fy=¢C 2. Un operador diferencial D de EX(VI) en EX(VZ\; se [lama
hipoeliptico si, cualquiera que sea el abierto QC X, de TeD' (V;) y

DT ¢ B¢ {(V,) resulta Te Eq (V;) . Del teorema fundamental del § 3 (p. 43)
resulta que si D es eliptico entonces es bipoeliptico, ya que por el caracter lo-

cal del teorema basta considerar las Q que son dominios de mapas locales.

Para generalizar al caso de espacios fibrados del Teorema 3.3 (p. 51 ), se ne-
S
cesita primero introducir los espacios Ly {V), que generalizan los espacios

Lf (E) de aquel teorema.

Mas generalmente se podra definir sobre V el andlogo de todo espacio de
distribuciones que se define en términos puramente locales ; por ejemplo no pode -
mos esperar de generalizar el espacio S' en un espacio sobre V. Introduzca -

mos |a definicion siguiente :

Definicion. Un espacio M de distribuciones definidas sobre RN (es de-
cir Mc D’RN y la topologiade M es mas fina que la inducida por el espacio

D‘RN) se Ilama de tipo local si se cumplen las condiciones siguientes :

lo. Si TeM y aek, entonces aT e¢M ylaaplicacion T » T de

M en M es continua.

20. Si T eD' yexiste unaparticion indefinidamente derivable de la unidad
(cxi) , tal que paratodo i ladistribucién o T pertenecea M y o,T tien-

deaceroen M, entonces TeM y T tiendeaceroen M.

30. Sitenemos un difeomorfismo (homeomorfismo indefinidamente diferencia -

ble en ambos sentidos) de un abierto Q de RY sobre otro abierto Q' de
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RN entonces la aplicacion correspondiente de MQ en MQ: es un isomorfismo
vectorial - topologico donde MQ es el espacio de las distribuciones T sobre
Q, tales que si aeD tiene su soporte enel compacto KCQ, entonces la dis-

tribucion que vale oT en K ycer en CK estien M.

40. Si B es localmente integrable y con soporte compactoy si TeM , en-

tonces 8*TeM ylaaplicacion T »B8+T de M es continua.

Observemos que estas condiciones son los analogos topolégicos de las condi -

ciones que definen un espacio de tipo local en VAC (5 9) .

A cada espacio de tipo local M definido sobre RN se puede asociz* cand-
nicamente un espacio M X (V) de secciones -distribuciones del espacio i srado
V(X,p F, (r;)) . Una seccién-distribucién T ¢ D'y (V) pertenecea My (V),
si para todo dominio de mapa local U la restriccion T, de T a U perte-
nece a MU (UxF)= M v®F. Un cambio de mapa local con el mismo dominio
corresponde a un difeomorfismo de U sobre si mismo y a un deslizamiento de
cadafibra T w a(x) T, a(x)eE ( L(F,F)). En virtud de las condiciones lo.
y3o.si TyeMy @ F paraunmapalocal, entonces T pertenece al mis-
mo espacio para cualquier otro mapa local con el mismo dominio. La topologia de
Mx (V) se define diciendoque T tiende a cero si sus restricciones Ty,

tienden a cero en MU @ F, como corresponde a la condicion 2o.

Sea finalmente X My (V) el espacio de las secciones -distribuciones
T e My (V)  con soporte compacto. Para todo compacto K C X consideremos
el subespacio KyM, (V) de My (V) , formadopor las T con soporte con-

tenido en K. Sobre K My (V) se puede poner la topologia inducida por
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My (V) yentonces sobre KM, (V) se pone la topologia limite inductivo de

las topologias de los KKMX(V) .

El espacio LS (p. 15) es claramente de tipo local sobre RN si s esun
entero, y por consiguiente podemos introducir »l espacio LSX(V) . El espacio
K LSX (V) ., correspondiente se Ilamara sencillamente KSX (V) , cual, en el ca-
sode que V es el espacio producto rN x C, se reduce a Ks(p. 16). Tam -
bién en vez de K LSX (V) escribiremos KSK (V) ; este espacio es un espa-
cio de Banach, ya que el compacto K se puede recubrit por un nimero finito de
compactos K;, dominios de mapas locales. Siendo entonces |[|T|]; Ianorma
sobre KSKi(V) = KSKi ® F, y 0; unaparticion indefinidamente diferencia-
ble de la unidad, subordenada a K; , la expresion ):1[{ a; T ||; seraunanor-

ma sobre KSK V)

El dual fuerte de KSX (V) es LSX (V) e inversamente . En primer lugar ,
por el caracter local de los espacios, basta demostrar que el dual de K;(V) =
KB ® F es L-B(V’) = L-SQ @ F*, donde Q es un dominio de mapa local
de V yde X, que se puede identificar con un abierto de RN. Considerando

-S

componentes, el problema se reduce a demostrar que el dual de KB es LQ

(pp. 47-48) y viceversa .

Puesto que HB es un espacio de distribuciones normal (p.6), se tiene
(KB Y'cD'. Sea Te (KQS) ', entonces para todo compacto KCQ ladis-
tribucion T es una forma lineal continua sobre KSK (Bourbaki, EVT, Chap. I,
§2,Cor. de laprop. 1). Sea aeD con soporte en un compacte KCQ ysea

S s .z
SeH . Entonces aSel, ydelarelacion <aT, §>=<T,a§> resulta,
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con la ayuda de la proposicion 2.11 (p. 14 ), que o T es una forma lineal con -

tinua sobre Hs , es decir, (proposicion 2.6, p.7) oT e H® , lo que significa que
-s s - -

Telig . Setiene entonces (KQ) 'c L;Z y la topologia de L&s-l es menos

. S -S

fina que la de (KQ J'. Inversamente sea T e L Q Ysea K uncompacto de

Q. Sea aeD iguala I sobre K y con soporte contenido en ur compacto de

Q. Se tiene entonces T ¢ H'S y paratodo Se KSK

<T,$§>=<T,a8>=<0aT,S>

s

de donde resulta que T es una forma lineal continua sobre K; , es decir,

-s , . -

Lgc (KS) ' y latopologia de (K;) ' es menos fina que la de LB . Final-
mente KSK es reflexivo como subespacio de g (Bourbaki, EVT, Chap. IV, 55,

prop. 11) y por lo tanto (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 3, exerc. 17) KSQ también

es reflexivo. =

Con estas definiciones el Teorema 3.3 (p. 51) se puede generalizar de la ma-

nera siguiente :

Teorema 7.1. Sea D:EX(VI) » Ey :V2> un operador eliptico. Sea s

.S-m S ’ \
entero. Si T e D’Q (V1> y DT el <V2> , entonces Telg iV, .
Podemos enunciar ahora el resultado principal de esta seccién :

Teorema7.2. Sea D un operador diferencial del tipo eliptico de D'y (VI)
en D% (V,) sea s un ndmero entero positivo. Para todo compacto K de X
X\ Vo2, Yy 14
s L, s-m
la aplicacion Te DT de K k\Vp, en Kg <V2> es un homomorfismo cuyo_

niicleo es de dimension finita (un tal homomorfismo se Ilamara un casi-monomorfismo).
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Observaciones . lo. Si V; y V, son los espacios fibrados triviales
RN F, y RN« F,, entonces enlos Teoremas 7.1y 7.2 no es necesario que

s seaentero.

2. El Teorema7.2 es también cierto para s negativo, como se puede ver de

la demostracion, si en vez del Teorema 3.2 utilizamos el Ejercicio de la pagina 52.

Demostremos primero un resultado de L. Schwartz (Comptes rendus Acad. Sci.
Paris, 236 (1953) 2472-2473). Una aplicacidn lineal continua de un espacio de Ba-
nach E en otro espacio de Banach F es compacta, si la imagen de la bola uni-

dad de E es relativamente compacta en F (p. 22).

Proposicion 7.1. Sean E y F dos espacios de Banach. Sea u un monomor-
fismode E en F y v una aplicacion compactade E en F. Entonces u+v

es un casi-monomorfismo de E en F,

Demostracion. Sea B labolaunidad de E ysea N el nicleode u+v ;
pongamos W =B N N. Setiene «(W)=-»(W) y este conjunto es precompacto ,
puesto que v(B) es relativamente compacto por hipétesis. Ahora « es un isomor-
fismo de E sobre «(E) y por consiguiente W es precompactoy N de dimen -

sion finita (Bourbaki, EVT, Chap. I, § 2, n? 4, Remarque 1).

N tiene un suplementario topoldgico M en E (Bourbaki, EVT, Chap. |, § 2,
n® 3) y larestriccionde z+v a M es biunivoca. Debemos demostrar que si U
es un ultrafiltro sobre M tal que (x+v) (U) convergeen F, entonces U con-

vergeen M.

Sea a ellimite de || x|| segin U. Supongamos primero que a<+e. En

este caso (a+1) B eU, por consiguiente v (U) converge en F y por diferen-
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cia « (U) convergeen F. Puestoque « es un isomorfismo de M sobre w(M)
y u(M) es cerradoen F (Bourbaki, EVT, Chap. IV, s 4, exerc. 5), U converge

en M.

Mostremos finalmente que a=+ « es imposible. En el caso contrario
(v+v) (x/||x|]) tenderia a cero segin U, wv(x/]|x|[) tendria un limite y por
diferencia a(x/|[x||) también. Entonces x/||x|| tendriaunlimite y_¢ M tal
que |y il =1, (w+v)(y,)=0 encontradiccién con el hecho de que u«+v es

biunivoca sobre M. =m

Demostracion del Teorema 7.2. £l compacto K se puede recubrir con un ni-
mero finito de conjuntos abiertos W(<i<k), tales que cada Wz- sea conteni-
do y compacto en un dominio U; de mapa local y que las aplicaciones T w~ DT
de K ® F; en K @ F, sean monomorfismos, lo que es posible en virtud
del Teorema 3.2 (p. 46) Sea (O")1< ick una particién de la unidad suborde-
nadaa (W;). Consideremos la aplicacion lineal continua w T w (0 DT)1<1< %
del espacio de Banach KK(V ) enel espacio de Banach II K—. Q@ F, . De-
mostremos que w se puede escribir en la forma w=u+v, donde £ » €S un mono

morfismoy v una aplicacion compacta. Fn efecto sea « la aplicacion

u: T (D(OtiT))IS,-Sk
y v laaplicacion

viT w (@, DT-D(T))] ¢ y
Esta claro que w=u+v. Porotro lado « es el compuesto de la aplicacion
(7,) T o (0,T)

i<i<k
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k
S
de  Kg (V) en illl szig F; yde laaplicacién

k koosem
de iHI KW @ F; en ,1_11 KW ® F,. (1,1) es evidentemente un monomorfis:
= i=

)
mo y (7,2) lo es en virtud de la construccion de los W,. Por consiguiente « es un monomorfismo.

Por la regla de Leibniz el operador v es de orden m-1 y por consiguiente
(proposicién 2.13, p. 16 )| T« o;DT—D(a; T) es unaaplicacion lineal conti-

s s-mt1
nuade K, (V;) en K-m ® F,. Como por otro lado la inyeccién de

-m+1
szm ® F, en KW' @ F, escompacta (Teorema 2.2 p. 22 ), resulta que

v es uha aplicacion compacta

S
Fn virtud de fa proposicion 7.1, w es un casi-monomorfismo de K K (V;) en
k . k

s . . .’ —
ll'l KW ® F,. Ahorabien, la aplicacién (o, S)1<,<,e ».Z 0;5=S esun

lsomorflsmo topoldgico del subespacio de 11 K 7 e F, , formado por los ele-
l

mentos de la forma (a;S$); i<k sobre K’K ™ (V,) . Puesto que

ul( KSK (V;) ) esta contenido en este subespacio, el teorema queda completamente

demostrado. =

Teorema7.3. Si D es eliptico, entonces para todo compacto KC X la apli-

cacion T w» DT es un casi-monomorfismo de DK(VI) en Dy (VZ) .

Demostracion. Si T pertenece al niicleo de la aplicacion T« DT, esto
quiere decir que DT = 0 y, por la hipoelipticidad de D (p.77), que T es inde-
finidamente diferenciable. EIl nicleo es entonces el mismo espacio para la aplica-
cionde Dy(V;) en Dg (V) que paralaaplicacién de KSK (V;) en

Ks,;m (V,) yenpaticular de dimensién finita .
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Para demostrar que la aplicacién es un homomorfismo basta mostrar que la ima-
gen es cerrada en Dy (V,) (Bourbaki, EVT, Chap.IV, s 4, exerc.5). Sea entonces
¢; una sucesion en DK(VI) tal que Dcp]. converja hacia un elemento ¢ en
Dk (V). Tenemos que demostrar que =D o con 9e Dy (V;) . Las o; estan
en K; (V;), cualquiera que sea s. Por el Teorema 7.2, las Do, estan en
K:m (Vz) y tienden en este espacio hacia . Otra vez por el Teorema 7.2, la
imagen de la aplicacion T » DT es cerrada en KsI;m (V,), y por consiguiente
Y=D® con Qe KSK (V7) . Anora bien e Dy (V,) , luego por la hipoeliptici-
dadde D(p.77), 9eDg(V;) . m

8. Las ecuaciones A-elipticas.

Definicion. Un operador diferencial D : Ey (VI ) s Ex (Vz) se llama A-elip-
tico si se cumplen las dos condiciones siguientes :

a) D es eliptico;

b) cualquiera que sea el abierto () de X, si f=0 es un abierto @ CQ vy

si Df=0 en () , entonces f=0 entoda la componente conexa de « con res-

pectoa Q.

Ejemplo. Si V; y V, sondos espacios fibrados analiticos-reales y si los
coeficientes dél operador diferencial eliptico D son analiticos, entonces se sigue
de un teorema de Petrowski (Mat. Sbornik, 5 (1938) pp. 3-68) que si DT esuna
seccion analiticade V, por encima de un abierto QC X, entonces T esuna
seccion analiticade V; por encima de Q. Estapropiedad se puede expresar
diciendo que D es analitico-hipoeliptico. Claro esta que un operador analitico-hi-

poeliptico y eliptico es también A-eliptico.
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Sila variedad X es conexay no compacta, y si D es un operador A-eliptico,
entonces para s entero >0 y todo compacto KC X laaplicacion T v DT de
KSK (V;) en KS,;m (Vy) es un monomorfismo. En efecto, sabemos que la aplica
cion es un homomorfismo. Si T pertenece al niicieo de la aplicacién, entonces
DT =0 sobre X y el soporte de T esta contenido en K, esdecir, T=0 en
el abierto CK. Por la condicion b) se tiene entonces T =0, es decir, el
nicleode T DT sereducea {0}, Veremos (prop.8.9) que este resultado

es también ciertopara s<0.

Introduzcamos ahora la definicién siguiente :

Definicion . Sea X una variedad comexay A un subconjunto de X. Llamare-
mos la envolvente llena de A, y designaremos por A, lareunion de A y de las
componentes conexas, relativamente compactas de CA. Si A=2 sedwd que

A es un conjunto lleno.

Lema l, $i A es cerrado, A lo es también .

Demostracion. CA es un abierto. Siendo X una variedad, es en particular
localmente conexo y por lo tarto (Bourbaki, Top. gén., Chap. I, 28, éd. s 11, prop.
11) toda componente conexa de CA es abierta. En particular, las componentes
conexas no relativamente compactas de Ga son abiertas, y también lo es su

reunion Cﬁ. Luego A escerado. m

Lema 2, Si A es compacto, 2 lo es también.

Demostracién. Siendo X una variedad, es en particular localmente compacto
y por lo tanto (Bourbaki, Top. gén. Chap. 1, 2€ éd, s 10, prop. 10) existe una vecin-

dad compacta V de A. Sea V lafronterade V ypongamos F = nv.
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Sean B) el las componentes conexas, relativamente compactas de CA, es
decir, A=AU (iEIB" ). Puesto que A escerrado, los B; son abiertos. Por
otro lado los B, forman un recubrimiento de F ; en efecto, todo punto de F
pertenece a N pefono a A, yaque pertenece a V, y por consiguiente debe per-
tenecer a uno de los B;. Ahora bien, F es compacto, ya que es cerradoy V
es compacto, entonces hay un ntimero finito de conjuntos B;,sea B;,B,...,B,
que cubren F 'y, como los conjuntos B, son disyuntos de dos en dos, son sélo

estos conjuntos B;,...,B, queencuentran F. Demostremos entonces que

AcB;UB,U...UB, UV.

Como ya sabemos (lema 1) que & es cerrado y que el segundo miembro es compac-

to, el enunciado resultara inmediatamente.

Sea xe¢A ;Si xecA,entonces xeV . si xeB; (I1<i<n), entonces
x € B;. Supongamos entonces que x e A pero xtA, xd B; (1<i<n). En-
tonces x pertenece auna componente conexa, relativamente compacta de CA ,
que no encuentra F, sea B]. . Setiene B]. N F=¢ yporlotanto ‘
B]. nv = ¢ . Puesto que B]- es conexa, debe ser (Bowbaki, Top. gén, Chap. I,
2¢ éd, 5 11, prop. 3) contenido o bien en el exterior o bien en el interiorde v .
Ahora bien, B; es adherente a A . En efecto, puesto que X es conexa, B].atE].
y como B]. es una componente conexa de CA, se tiene Bj NA+¢. Pero

o] .’
entonces B]. CV vylademostracion queda completa. =

Lema 3, Si A es abierto, 2 lo es también .

Demostracién. Sea A’ lareunion de A vy de los conjuntos abiertos y com-
pactos de CA. Demostraremos que A’ = A, de donde resultara el lema, puesto

que la reunién de los subconjuntos de CA que son a la vez abiertos y compactos
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es un conjunto abierto U de CA. Luego U = CA Nnv, donde Vv esun

abietode X yfinalmente A'=AUU=AUV es abierto.

Faltamostrar que A’ = 2. En primer lugar, A'C @, yaquesi xed’ ,
x¢ A, entonces x esta contenido en un abierto compacto de CA y por con-
siguiente !a componente conexa de x en CA es compacta, es decir, x¢ 4 .
Mostremos que inversamente ZcA . Sea K una camponente conexa compacta
de CA , mostremos que KC A’. Puestoque X es localmente compacta, tam-
bién lo es CA , siendo CA cerradoen X. K tiene entonces (Bourbaki,
Top. gén. Chap. 1, 28 éd, 5 10, prop. 10) en CA una vecindad compacta W.K
es también una componente conexa de W, puesto que K es conexay ningin con-
junto mas grande que K puede existiren W, ya que en el caso contrario este
conjunto mas grande seria conexo en CA y K no seria componente conexa de

CA . Ahora bien, en un compacto W toda componente conexa K tiene un sis-
tema fundamental de vecindades a la vez abiertas y compactas (Bourbaki, Top. gén,
Chap. 11 2% éd. 5 4. Cor. de la prop. 3, prop. 4, exerc. 23). Existe entonces L
abierto, compacto en W, conteniendo K, sin punto comin con la frontera de W,
es decir, contenido en el interiorde W en CA . Lpyego L es abierto y com-

pacto en CA y KCL, dedonde KCA’'. =

La demostracion del lema 3 reemplaza una demostracion insuficiente de la tesis

de Malgrange (Chap. lll, § 2, n?2, lema 2) y nos fue comunicada por este autor.

Lema 4. Si A CB, entonces X
Demostracion. Sea xe A.Si xe¢ B, entonces x e B. Supongamos que x ¢B.

4
Entonces x¢A y por lo tanto 1a componente conexa K. de x con respecto a
B
A es relativamente compacta. La componente conexa K, de x con respecto a
. \ A B .z .
B esta contenido en K, y por lotanto K es tambien relativamente compacta

es decir, xeB. m
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Lema 5. Si A es un abierto relativamente‘compacto, entonces A lo es tam-
biéy.

Demostracion, En virtud del lema 3, A es abierto. Puesto que A es compacto,
en virtud del fema 2, A lo es también. De AC A sigue en virtud del lema 4,

ACA, loquemuestraque A es relativamente compacto. m
o)
Lema6 ., A = A,

Demostracién. Las componentes conexas de CT son las componentes cone-

xas no relativamente compactas de CA . a

Este lema muestra en particular la existencia de conjuntos llenos : cada conjun-

N

to de laforma A loes.

Volvemos ahora a los operadores A-elipticos. Supondremos de ahora en adelan-
te que la variedad X es conexay no compactay que D es un operador diferen -

cial A-eliptico de orden m de E, (V;) en Ey(V,) .
Proposicicn 8.1. Sea K un compacto llenode X. Entonces
DE (V,) N E'(V,) =D EY (V)
y mds generalmente
DK (V) N K (V,) =p K (V) ,
cualquiera que sea s.

Demostracion. Es evidente que los segundos miembros estan contenidos en los
primeros (proposicién 2.13, p. 16) Supongamos que T = DS, T tiene su soporte
en K y S tiene soporte compacto. En CK la distribucién s es solucidn de

la ecuacién homogénea DS = 0. Por otro lado § es de soporte compacto, es de-
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cir, igual a cero fuera de un compacto de X. Resulta entonces del cardcter A-elip-
ticode D que S$=0 sobre cada componente coneka, no relativamente compacta
de CK. Pero como K es lleno, todas las componentes conexas de CK son
relativamente compactas, es decir, §=0 en CK, o sea que el soporte de §

estd contenidoen K. m

s s-m
Proposicion 8.2. El subespacio D KX (VI) n KK (Vz) es cerrado en

s-m
KK (Vz) para s> 0 y K lleno.

Demostracién. Puesto que D es un monomorfismo de KSK (V;)  sobre
S -
DK, (V) =pKy (V) n K¢ (V) (pro.8.1), resulta (Bourbaki, EVT, Chap.

I, §3, Cor. 3 du Th. 1) que este Gltimo espacio es cetrado en KSI;m (VZ) . m

s s-m
Proposicion 8.3. D Ky (VI) es cerradoen K y (Vz) para s>0 .

Demostracion. st (V) esel dual del espacio L;Sx (V"), que es un espacio
de Fréchet. Sabemos (Bourbaki, EVT, Chap. IV, s 2, Théoréme 5) que un eonjunto
convexo en el dual de un espacio de Fréchet es débilmente cerrado si y sélo si sus
intersecciones con los conjuntos -acotados son débilmente cerrados. Sea entonces
B un conjunto acotado de K;m(\lz) . El conjunto D KSX(VI) N B es también
acotado y por lo tanto (Bourbaki, EVT, Chap. 1ll, § 2, prop. 6) D st (V;) n B
esta contenido en un conjunto KSI;M(VZ) , donde K es un compacto lleno. En
virtud de la prop. 8.2, el subespacio DKSK (V) n K;m (V,) es fuertemente
cerrado en Ksl.(m(Vz) y, puesto que KSI;m(VZ) es reflexivo (p.80), también dé-
“bilmente cerrado (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 3, n® 3, Remarque 1). Por consiguien-
te D KSX(VI) N B es débilmente cerrado en B, es decir, D KSK (V;) esdé
bilmente cerrado en B, es decir, D st (V) es débilmente cerrado y con mas

razon fuertemente cetrado. =
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Proposicion 8.4, El transpuesto 'p el operador D es un epimorfismo del

-s+m -
espacio L X (V'Z) sobre el espacio LSX (V’I) para s>0.

Demostracion. Si u es una aplicacién lineal continua de un espacio vectorial
topoldgico E enotro F tal que «(E) seacerradoen F, entonces ‘ux es
un homomorfismo de F* en E°* para las topologias o (E’, E), o(F’, F) (Bourba-
ki, EVT, Chap. IV, 5 4, prop. 4). Si ademds E y F son espacios de Fréchet re-
flexivos, entonces o (E*,E) = o(E*,E”) y o(F’,F)=g(F,F*") de donde si-

gue que ¢

u es también un homomorfismo fuerte de F’ en E’ (Bourbaki, EVT,
Chap. IV, s 4, exerc. 5) y que ’u#(F’) escerradoen E’. De laprop. 8.3 re-
sulta entonces que ‘D es un homomorfismo de L-s; m(V'z) en L.sX (V) y
que p (I:.s;m(V'z) ) es cerrado en Lsx (V',) . Puesto que los dos espacios

son reflexivos, ‘D (L—s;m(V'Z) )} es también débilmente cerrado en L-; (Vi)

s.

Por otro lado, D es una inyeccién de KSX(VI) en K Xm(Vz) ya que si
DT =0 en X y T es de soporte compacto, entonces se sigue, puesto que D es
A-elipticoy X conexo, que T =0. Por consiguiente (Bourbaki, EVT, Chap. IV,

-s+m

s4,prop.3) *p(Ly "(V',) ) es débilmente denso en ]:.sx (V',) . Anora

bien, un conjunto cerrado y denso es todo el espacio. =

Supongamos a partir de abora que ‘D sea ekiptico, lo que equivale a decir ,
(p.41 ) que las fibras tipo de los espacios V; y V, tienen la misma dimension,

es decit, dim F; = dim F, .

Proposicion.8.5. El transpuesto ‘D del operador D es un epimorfismo de

- + -
Lsxm(V'z) sobre L; (V'I) para s cualquiera,

0
Demostacion. Pongamos ¢ = -s> 0 ; entonces L; (V}) cLiy (V) .
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D esun epimorfismo de L"; (V',)  sobre L-Sx (V';) (prop. 8.4) y con mds

razén una epiyeccion de un subespacio conveniente de me (V'Z) sobre

m o

Ly (V') sobre Ly (V';) . De Te me (V') , 'pT e Lax (V') ydela

elipticidad de ’p  sigue (Teorema 7.1, p.80) que T e f;m(\/’z) . Comoin-
. + .

versamente ‘D aplica Laxm(\/’z) en LUX (V',) (proposicién 2.14, p.17) y

como estos espacios son de Fréchet, la proposicion queda demostrada (Bourbaki ,

EVT, Chap. I, § 3, Théoreme 1) . w

Proposicion 8.6, 'D es un epimorfismo de EX<V’2> sobre by (V'I) .

Demostracisn. Estoresultade que E, (V) = wa (V) =n LSX (V) yde
S

la prop. 8.5.

s
Proposicion 8.7. D E,X (V1> es cerrado en E'X (Vz) , D KX (\VI) es ce-

s-m .
rrado en K y (V2> para s cualquiera, DDy (VI) es cerrado en DX(VZ) .

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones resultan de las prop. 8.5 y 8.6
(Bourbaki, EVT, Chap. 1V, § 4, prop. 9 y prop. 4). La dltima resulta de que
DDy (V;) vaes cerrada para la topologia menos fina inducida por Ks)-(sz)

sobre Dy (V,) . =

Proposicion 8.8. Si K es un compacto lleno, entonces D E'p <V1) es ce -
s s-m
rrado en E’K (V2> DK (VI) es cerradoen K ¢ (Vz) para s cualquiera,

D DK (VI) es cerrado en DK(VZ) .

Demostracion. Consecuencia de las prop. 8.1 y 8.7. =

Proposicion 8.9. Sea K C X un compacto cualquieray s un nimero entero
cualquiera (resp. un numero real cualquiera si V1 y V, son triviales, cf.p.81).

) s
Entonces la aplicacion T e DT es un monomorfismo de K K (VI) en
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S-m

K (V)

Demostracion. Sabemos que D es una inyeccidn de K%\( (V;) en Ks’;.(m[\fz)
(dem. de la prop. 8.4). Por otro lado, puesto que K es compacto (lema 2),
D Ks;(\ (V;) es cerrado en stlém (V,) (proposicién 8.8), es decir, D es un mo-
nomorfismo de Ks;(; (V;) en Ksl;(m (V,) 'y loes también del subespacio

S S-m
KK(VI) en el subespacio K (V2> . a

Podemos resumir los resultados obtenidos en el teorema siguiente

Teorema8.1. Sea X una variedad indefinidamente diferenciable, conexa y no
compacta. Sean V; y V, dos espacios fibrados con fibra vectorial, con base X
y cuyas fibras tipo tienen la misma dimension. Sea D un operador diferencial A -
eliptico de D'X (Vljl en D'X (V2> . Entonces :

s
lo. D E'X (V1> es cerrado en E'X(Vz) . DKy (VI) es cerrado en

S-m

Ky (VZ) , cualquiera que sea el nimero entero s (si V; =V, =X xC L, enton-

ces s puede ser cualquier numero real ),

D DX(VI) es cerrado en DX(Vz) .

20. Laaplicacion T v DT es un epimorfismo de By (V) sobre By )

s s-m .
yde Ly (V'z) sobre I”X (V'I) , cualquiera que sea s (véase lo.).

3o0. Cualquiera que sea el compacto KCX vy elnimero s (véase lo.), la apli-
s .
cacion T w» DT es un monomorfismo de K K (V'I) en KSKm (VZ) y de
Dk (V) en Dy (V) .

De las prop. 8.1y 8.7 resulta también (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 4, exerc.5)

que T » DT es un monomorfismo débil de B’y (V;) en E'y (V,) . Pero
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como estos espacios son de Fréchet-Schwartz, 1a aplicacion es también un monomor-
fismo fuerte (Grothendieck, Sur les espaces (F) et (DF) , Summa Brasiliensis

Math. vol. 3, fasc. 6, Théoréme 12, p. 119).

Este teorema muestra en particular la existencia de soluciones de ecuaciones
diferenciales. Sea por ejemplo D un operador eliptico tal que D sea A-eliptico.

Entonces, en virtud del punto 20. del Teorema 8.1, |a ecuacion

DT = §

- . * . S
tiene una solucién T, cualquiera que sea el segundo miembro S e Ly (V,) o
seEy (V;) . En particular sabemos que sobre RN la distribucién de Dirac &

S .7
pertenece a L para s <-N/2, entonces laecuacion

DE = 01

tiene una solucion, donde & 1 es la matriz diagonal con filas y columnas, cuyos
elementos diagonales valen todos &, Con otras palabras : el operador D tiene

- S+m
una solucidn elemental que pertenecea L con s<-N/2,

Para terminar, demostremos el resultado siguiente :

Teorema 8.2, En las mismas hipotesis que para el Teorema 8.1 'p aplica
D'X(V'z) sobre DYX(V’I) .

Demostracion. Sea HE, (V',) elhazde los gérmenes de secciones f de

V') que pertenecen a Eg (V’z) , es decir, el haz definido por el prehaz (“Gar-
bendatum’’) { Bq (V,) 1, Q abiertode X. (Para los elementos de la teoria
de los haces ver F. Hirzebruch,Neue topologische Methoden in der algebraischen

Geometrie, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1956, § 2). Sea HN el
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subhaz de HE, (V') formado por los gérmenes de soluciones de Ia ecuacion

'pf=0. Consideremos la sucesién de homomorfismos de haces

t
(8,1) 0 — HN 4 KB (V) — @ — o0

’

donde i eslainyeccion idénticay 2 es el haz cociente. Esta sucesion
es exacta, yaque HN es, por su definicién, el nicleode ‘0. 2 eselhaz
de los gérmenes de secciones indefinidamente diferenciables de V;, de la forma

'Dg con ge Eq (VS) . Podemos escribir. 2 ='p HE 5 (Vi) CHE, (V')

La sucesion exacta (8,1) implica la sucesién exacta de cohomologia (Hirzebruch,

op. cit,, Satz 2.10.1)

) tD
0 — B, }N) 5 B0, HE, (V) ) —F

(8,2 .
— HOx, D HEy (VY) ) — mloGHN) —55 mlox, HEy (V) ) .

Ahora bien, el haz H Ey (V') es fino como se comprueba inmediatamente con ia
ayuda de una descomposicion indefinidamente derivable de la unidad (Hirzebruch ,
op. cit., Satz 2.11.3), de donde resulta que HI(x, HEy (V';)) =0 (Hirzebruch,
op. cit., 2.11.1). Por consiguiente la exactitud de la sucesidn (8,2) implica que
HUX,HN) es isomorfo al cociente de  H%(x, D HEy (V%)) por laimagen de
%x, | Ex (V%)) conrespecto a 'p. . Pero HOX, K Ex (V%)) essencilla-

mente E, (V') (Hirzebruch, op. cit., Satz 2.62), de donde resulta finalmente :
®,3) HIX ) = #Ox, D HE L (VY))/ D By (V')

El espacipvectorial #o%x,'p }(EX(V'Z)) es el espacio de las secciones indefi-
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nidamente diferenciables de V', que son localmente de la forma 'Dg ; se puede
decir entonces que Hlx, HN) es isomorfo al cociente del espacio de las seccio-
nes indefinidamente diferenciables que son localmente *‘segundos miembros‘’ de
una ecuacién ’Dg = f, por el espacio de las secciones indefinidamente diferen-

ciables, que fo son globalmente.

De exactamente la misma manera, podemos escribir la sucesion exacta

(8,4) 0 — HN' ——i' HD'X(V'Z) "'—t'D" tD }(D'X (V'Z) - 0,

HN' es ahora el haz de los gérmenes de secciones-distribuciones T soluciones
de DT = 0. Puesto que ‘D es eliptico, estos gérmenes T pertenecen a
HE, (V',) ypor consiguiente J}N'= J}N. De la sucesion exacta (8.4) se dedu-

ce entonces la,sucesion exacta de cohomologia

. tp
0 —Hx, ) 2 w0, KDYy (V) —

—H0x, D HD'y (V') — mlx, ) = wlox, (D' (V1,)) .

Puesto que el haz HD'y (V',) esfino, obtenemos exactamente como en el caso

anterior que
(8,5) HLox, }) = #Ox, 'p D' (V1) ) /"D Dy (V)

es decir que HY(x, KN) es isomorfo al cociente del espacio de las secciones -
distribuciones que son localmente sequndos miembros por el espacio de las seccio-

nes-distribuciones que lo son globalmente.

Comparando (8,3) y (8,5) obtenemos el resultado debido a Malgrange (Thése ,
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Chap. 111, Théorém 3)

8,6 #%x, 'p HEx (V'5)) /' By (V1) = #%x, 'p KDy (V1)) /' DYy (V7).

(Observemos que esta formula se demostré bajo la tinica hipétesis de que ‘D es

hipoeliptico).

Puesto que D es A-eliptico, resulta del 20..del Teorema 8.1 (p. 93) que
p Ex (V') =E,(V';) vy también que o, 'p HEx (V1)) =By (VT)
Ahora bien, cada T e D'y (V'y) pertenece locaimente a un espacio Lsx (v,)
y resulta entonces del mismo Teorema que HY(x, ‘D KDY, (V4) ) =D% (V') .

Luego 1a formula (8,6) da

DY (V) /' DY (V) =to},

es decir ‘D D'y (V') =D' (V';) lo que demuestra el teorema. w

9. Problemas no resueltos.

lo. Generalizar {ateoria de los espacios fibrados con fibra vectorial
V(X,p, F, (r;) ) yde los operadores diferenciales D :D'y(V;) = D'y (V,)

al caso de fibras F vectoriales-topologicos de dimension infinita.

20. ;Puede existir sobre una variedad indefinidamente diferenciable, no anali-
tica, conexa y no compacta una forma armonica no idénticamente nulay con soporte

compacto ?

30. Sea X una variedad conexa, no compacta. Sabemos (p.91) que si D es
A-eliptico, entonces para todo compacto K<C X laaplicacion T » DT de

S S-m , . .
Kk (V;) en Ky (V) esunmonomorfismo y no sélo un casi-monomorfismo .
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iEs cierta esta proposicion suponiendo sélo que D sea eliptico y no A-eliptico ?
40. (Todo operador eliptico es también A-eliptico ?
Claro esta que el problema 4o. contiene 30. y 30. contiene 20.

50. Dar una demostracion simplificada de! teorema de Petrowski citado al ptin-

cipio del §8 (p. 84).

6a. Si D es A-elipticoy ‘D eliptico, jentonces ’p es también A-elipti-

co?
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