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h Introducción : operadores diferenciales elipticos e hipoelipticos» En lo

que sigue utilizaremos las notaciones del libro "Théorie des Distributions" de

Laurent Schwartz, al cual nos vamos a referir con TD. En particular, x = (xlt... ,xN)

sera un punt o de RN y para p = (p1,..., pN), con p.> 0 entero, pondremos

« Pi + • - • + P N

siendo |/>| « p j + . . . + ? # el orden de

Consideremos un operador diferencial

0=1 ajx)

de orden w, donde los coeficientes a (x) son funciones indefinidamente deriva-

bles. Se dice que D es eliptico si el ûnico sistema real £ = (^ . , • . . , ^ N J pa-

ra cual la forma homogénea de grado m :

1 a(x) f ?

se anula es f = 0 ; es decirja forma es "definida". Aquî hemos puesto

ÇP = •£ j . . . ^ N
 N (TD , ƒ. p. 1 4 ) . La eli

unicamente de los terminos de grado maximo.

ÇP = •£ j . . . ^ N
 N (TD , ƒ. p. 1 4 ) . La elipticidad de un operador D dépende

Efemplos : lo. A = 2 d2/dx? ya que £ j + • . . + £JV es cero unicamen-

te para f = o .

2o. A^ = £-ésima iteradade A , de orden m-2kf ya que la forma



f ;p esdefinida.

3o. Sobre R2 el operador

es eliptico, ya que £+*7? = 0 ünicamente para £=77 = 0 .

4o. Un operador de orden impar con coeficientes reales no puede ser elfptico.

El operador D es hipoeliptico si cada vez que T es una distribución tal que DT

es una función indefinidamente diferenciable en un abierto fi , résulta que T es

también una función indefinidamente diferenciable en O .

Demostraremos mas adelante (§ 3) el teorema fundamental siguiente :

Todo operador eliptico es hipoeliptico.

El recfproco no es cierto, ya que el operador del calor D = d/dt-d2/dx2 no

es eliptico ( - £2 se anula si g=o , r cualquiera), pero se puede mostrar (Sé-

minaire Schwartz, 1954/55, exposé 10) que D es hipoelïptico.

2. Espacios Hs . Para s = 0 el espacio Hö sera sencillamente el espacio

de Hilbert L2(RN). Para s entero positivo, H s es el espacio prehilbertiano

formado por los / tal es que para todo p con |?| < s se tiene DPfeL2, don-

de las derivaciones se efectuan en el sentido de las distribuciones. El producto

escalar sobre Hs se def ine por

< f,g>s = 1 ! üPf(x) DP£M dx ,

y la norma por

= 1 2



Proposición 2. l. H s es completo (es decir, un espacio de Hilbert).

Demostración. Sea f1,..., fv , . . . una suces ión de Cauchy en Hs . En vir-

tud de Ia définit ion de la norma en H s para todo p con \p\ < s la sucesión üPf

es una sucesión de Cauchy en L2 y porel teoremade Riesz-Fischer üPf con-

verge en L2 hacia una función g € L2.

Tenemos que g. = üPg (g = g0). En efecto, fv tiende a g en L2 y enton -

ces con mas razón en D1 . Puesto que la derivacion es una operación continua de

DT en D' , DP(V tiende a üPg en D' . Pero üPfv tiende a g. en L2 y lue-

go en D ! , de d onde se sigue que üPg = g .

Puesto que D^geL2, tenemos ^ f H s y puesto que D?fv tiende a D?g en

L2, fv tiende a g en H s . •

Se tiene H s c L2 c S f , luego para todo / f H s existe su transformada de

Fourier ƒ. En virtud de TD, formula (VII , 7 ;1) la propiedad / f H 5 se traduce

en / e S ' y (2 n i t;)P f (O € L2 para todo p con \p\ < s. En virtud del teorema

de Parseval-Plancherel y el hecho de que la transformada de Fourier de üPf es

f (&> obtenemos para la norma en H s la expres ión

H & \ \ 2
\P\<s L

= 1 \(27Ti0P\2\f(&\2dt .

J
RN\p\<s

A h o r a b i e n , p o n i e n d o p 2 = | f | 2 = f ^ + « « « + £ , e x i s t e n 0 < c < c t a i e s q u e
c . 2 \(2ni0P \2 < (l+p2)5 < C • 2 | (2rriOP\2 •



Por consiguiente, podemo s définir sobre H5 una nueva norma, equivalente a la pri-

mera, la cual designaremos con el mismo sîmbolo,

= / (l+P
2)s\f(O\

7 /9 -

y el producto escalar correspond i en te es

2 s/2 ~ 2 s/2
<Ug>s = <d+P ) f Al+p ) £> L2-

Ahora se puede définir Hs para todo s real, no necesariamente entero :

Definictón. Sea s un numero re al cualquiera. El espacio Hs esta forma do

por todas las distribuciones T taies que T e ST y (1 + p ) T £ L , provisto

del producto escalar

<S,T> =<(l+p2)s/2S, (l+p2)s/2 T> 2

i
El espacio Hs es separado, ya que si

T 2 - f <1+ V

es cero, entonces T(0 = 0 y T = 0 .

Proposición 2.2. Hs es completo (es decïr, un espacio de Hubert).

Demostración. Sea Tl,..., T^ , . . . una sucesión de Cauchy en H5 . En -



tonces (l + p2) Tv es una suces ion de Cauchy en L2 y por consiguiente

(l + p2)s'2Tv tiende haci a una función f e L2 en L2 „ Pongamos g = (l+p2ys/?f.

Puesto que (2 -f p2)~s/2€ VM , se tiene ^ S 1 ; entonces g = T con 7> ST .

Como ademas f= (l+p2)s/2g = (l + p2)s/2Te L2 , se tiene T ^ H S y T^ tien-

de hacia T en Hs
0 •

Un espacio de distribuciones Ac DT se Mama normal .si D c A c D ' , las in -

yecciones D->A->D ! son continuas y D es denso en A . Los espacios H s son

normales ; en efecto, se tiene el resultado mas fuerte :

Proposition 2.3, Se tiene S e HSC ST ; las inyecciones S-> Hs -» S' son con-

tinuas y S es denso en H s „

Demostración. l o . H s c ST figura en la definición de H 5 .

2o. Supongamos que T tiende a cero en H s ; entonces (l + p2)s'2T tiende

a cero en L y, puesto que L esta contenido en ST con una topologîa mas fina,

(1 + p2)sj/2 T tiende a ce no en ST . Ahora bien, (1. + p2)' s^2e V^ y , puesto que

la multiplicacion por un elemento de VM es una aplicación continua de ST en ST

(TD, I I , P-102, Théorème X.) , T tiende a cero en ST , pero (TDJI , p. 107) enton-

ces T misiuo tiende a cero en ST .

3o. Sea cp ̂  S ; entonces cp^S y puesto que (1 + p ) s e VM , también

(l +p2)s/2 cpe S(TD, I I , p. 99), lo que significa que cpeH 5 , ya que S C L 2 .

4o. Supongamos que cp tiende a cero en S ; entonces cp tiende aceroen S

y puesto que (l + p2)S//2e VM , también (1 + p2)s'2 cp tiende a cero en S y

con mas razón en L2 , de donde sfguese que cp tiende a cero en Hs .

5o. Sea T e H s ; entonces (l + P
2)s/2 fe L2 . Puesto que S es denso



en L existe una sucesión 0- € S tal qlie \\J ~> (l + p2)S'2T en L 2 . Se tie-

ne \fjv= (1 +p2)s/2 9^ , con <PveS; entonces q^e S tiende hacia T en Hs.

•

Proposition 2A. Si s < s' , entonces HSZ> H s' y la inyección Hs'-> Hs es

continua ,

Demostración. Set iene fi + p 2 ) s / 2 < fi + p 2 ) s ' / 2 , luego fi + p2) S'/2T€L
2

implica fi + p 2 ) s / 2 f <r L 2 y ademas | | T | | < | | T | | # . •
s s

En virtud de las dos ultimas proposiciones se tiene la cadena infinita de espa -

cios :
s>> s

D c S c H s # c H s c S f c D1 .;

cada inyección es continua y D es denso en cada espacio para la topologîa induei-

da.

El hecho de que Hs sea normal implica que su dual fHsJ* es un espacio de

distribuciones, es decir, fHs)' c D1 . Es muy importante observar que, a pesar de

que Hs es un espacio de Hubert, no lo identificamos con su dual, sino considera-

mos fHsZ comoel dual de Hs para su estructurà de espacio de Banach. Mas ge-

neralmente se tiene :

Proposition 2M fHs)' C S f .

la. demostración . Sea T f H (para mas comodidad de escritura pondremos

H y H' en vez de Hs y f H s / , si no hay peligro de confusion). La aplicación

cp^Tfcp; es entonces una forma lineal continua sobre H,ypuestoque Se H y

la topologîa de S es mas fina que la de H, la aplicación q> * 7Yq>) es una for-

ma lineal continua sobre S y define una distribución Tof S1 . Tenemos que



mostrar que la aplicación T ^ TQ de HT en ST es inyectiva, es decir, si

TQ = 0, entonces ^T = o . En efecto, si TQ= o , entonces T se anula sobre S,

pero como S es denso en H, T se anula sobre H , es decir T = 0 . •

2a. demostración. Puesto que S es denso en H y la inyección S-. H escon-

tinua, se sigue (Bourbaki, ËVT, Chap. IV, § 4,propJ03 y prop„ 6) por transposición

que la aplicación HT -• ST es inyectiva. •

Proposición 2.6. El dual fH s / de Hs es isomorfo a H"s, para su e structu-

ra de espacio de Banach .

Demostración . Sea T e ( H 5 / . Puesto que por la proposición précédente se

tiene f H s / c S \ se verifica T( ST. Ahora una distribución pertenece a L2, si es con-

tinua sobre D para la topologîa inducida por L2 . Consideremos entonces el mâximo

de

< (1 + / 9 V s / 2 T ,ifr > ,

L2'
cuando ^ D recorre el conjunto |[^r|| ^< 1 ; este mâximo es igual a

L2

Puesto que (l+p2)~s/2
€ YM , se puede escribir i// = (l+P

2)sj/2 cp* , con

cpeS ylacondición ||^r|| <l équivale a ||çp|| < L Por consiguiente,
L2

< (1 +p2)'s/2 f , ifr> =

= < (1 +pz)mS/z T, (1+pl) X Cp >

donde hemos utilizado el teorema de Parseval (TD, I I , formula (VII, 6; 6) ). Ahora

bien ,



de donde se sigue que (1 + p2)~s/2 Te L2 , es decir, que r f H " 5 , y que

Sea inversamente T e H " s . Tenemos que buscar una acotación para

<T, ^> = <Ci+p2r s / 2r . (1 +p2)s/2^> 2
i-t

si cpeD recorre ||cp|| < l , ya que
s

| |T | | = max \<T . $ > | .
(tts ) ||<p|| < J

Ahora bien;

|<T,^>| = | < f l + p 2 r s / 2 T , <l+p2)s/2$> | 2
La

< l l « + p 2 r a / 2 f | | • || n + p 2 ) s / 2 9 | | = | | T | | . | | ( P | |
L2 LZ 's s

de donde T e ( H s / y ademas

Por consiguiente (H5;1 = H' s y | | r | | # = || T\\ . •
(il / "S

Proposition 2.1'. Sea s un entero positivo. Entonces Te H"s si y solo si

es de la forma T - 2 D^ft» con ftt L2 .
\P\<S

 V P

Demostración. Sea T e H"s. Entonces fl + p2)'s^2 Te L2 . Puesto que

a+p2)s/2 " (n.ei+-'. + €l>M/2 *



> c

2 f Ltenemos también - - — - - ^ _ i _ r = / f L2, f e L . Por consiguiente

- . N « « N N

/ -
donde

/,- = £ / 5 - | it | Sh L2 . De aquf résulta (TD,II, formula (VII, 7; 1) )

N

El inverso sigue del lema siguiente :

Lema. La derivación D? de fine una aplicación continua T *-* D^T de H en

Demostración. Sea T <? Hs . Puesto que T * S ' , también se tiene D^r * S ' .

Porotrolado (DPT) "= (2ni0pT y | f 2 f f / ^ / | < c a + p 2 ) l ? l / 2 , luego

<C \(l+p2)

s-\P\

2

de donde sigue que

>-\p\

(l+p2) 2

esdecir, DpTtti
s'^ . La desigualdad (2.1) implica

lo que équivale a la continuidad de T » DpT . m

Ahora podemos terminar la demostración de la proposicion 2.7. Sea

.i/,i<cimU'



E n t o n c e s D ^ / f H " l ^ l c H " s ( P r o p o s i c i ó n 2 .4 , p.6) y T f H " 5 » .

Proposition 2.8. Si de S , Te Hs entonces a *T€ Hs y la aplicación

T»QL*T de Hs en Hs es continua.

o b s e r v a c i ó n . o u r e x i s t e y a q u e S c V T
C y H s c S T ( T D , I I , p . 1 0 3 ) .

Demostratión. Se tiene a * T f S ' (loccit.). fa* T) "= a T es una función,

ya que a€ S y T lo es por hipótesis. (i + p2f^2 OL Te L2 yaque (l+p2)S//2T

e L2 por hipótesis y a es una función acotada» Luego a*7V Hs . Finalmente

|| ot*T|| = | | f i + p 2 j s / 2 a f || 2 <

< max\a\.\\(l +p2)s/2 f || 2 = mâx \ ó t | . | | T | |
L-i S

lo que équivale a la continuidad de T * a * T .

Observación. De exactamente la misma manera se puede demostrar que si ^

es una med ida de masa total fin ita (f\d^\<^) y T £ H s , entonces

/ i * T f H s , y la aplicación T » 11 * T de H s en H s es continua. / x * T

existe yaque ^ D ^ y T e H s c D r
2 (TD, I I , p.59) .

En realidad se puede demostrar un teorema un poco mas fuerte. Antes de enun -

ciarlo introduzcamos los espacios H°° y H"°° . El espacio H°° es la intersec-

ción de todos los espacios H s

Los elementos de H°° son las funciones / cuyas derivadas en el sentido de las

10



distribuciones soriparatodo orden fundones de L2 , es decir (TD,I I , Chap. VI,

Théorème X IX ) , las / son funciones indefinidamente derivables en el sentido usual

y taies que oPf e L2 para todo p. Sobre H°° se pone la topolögïa "limite pro-

yectivo", es decir la menos fina para la cual las aplicaciones f^üPf de H°*

en L2 son continuas; o, que es lo misrno, la topolögïa menos'fina para la cual las

inyecciones H°° -+H s son continuas. (En TD, II el espacio H°° se désigna por

D 2 i » Claro esta que Se H^ c H 5 , que las inyecciones son continuas y que S

es denso en H°°. En particular ti°° es un espacio de distribuciones normal(p5).

El espacio H"°° es la réunion de los espacios H 5 ;

H'°°=U HS

s

provisto de latopologra Ifmîte inductivo de las topolog-fas de los H s (Bourbaki ,

EVTy Chap. I l , § 2, n9 4). Las inyecciones H s -• H"°° son continuas por défini -

ción,setiene H'°°c ST (puesto que H s c S f J y la inyección H "*% ST es conti-

nua en virtud de Bourbaki, EVT, Chap. Il, § 2, Cor. de la Prop. 1 y de que las in -

yecciones Hs -* Sf lo son (Proposición 2.3). Tenemos entonces la cadena de in -

clusiones (cf. p. 5).

D c S c H c H s c H s c H ' o ° c S t c D f s*>s

siendo cada inyección continua y D denso en cada espacio.

Demostremos ahora que el dual de H°° es H"°° y vice versa (es decir, que

H'°° = D T
2 , con la notación de TD,II). En primer lugar, puesto que eI dual de

Hs es H ' s , el dual del limite proyeetivode las H s es algebraicamente igual al

limite inductivo de las H'5 . (Bourbaki, EVT , Chap. IV, § 2, Cor. de la Prop. 10),

11



es decir a H"00-. La topologia de H"°° es mas fina que la topologîa fuerte sobre

(K °)' . En efecto las aplicaciones H00-* Hs son continuas, de donde sigue por

transposición que las aplicaciones H s - f H00)' son continuas y, en virtud del teo-

rema ya citado, H"00-» (H00)' es continua.

Los conjuntos acotados para las dos topologîas son los mismos. Claramente si

A es acotado para H"°°, lo es para (H ) ' . Seajnversamente, A acotado para

(H00)'. Puesto que H°° es un espacio de Fréchet,A es equicontinuo (Bourbaki ,

EVT, Chap. IV § 3, Prop, 2) es decir A c V° , donde V es una vecindad cerra-

da de 0 en H°° (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 2, prop. D.Existe una s tal que V sea

una vecindad de 0 en H°° para la topologia inducida sobre H°° por Hs y sea

v1 la adherenciade V en Hs , es decir, V c V1 n H°° . Puesto que H°° es

densoen H s , toda forma lineal continua sobre H°° que pertenece a A se puede

extender por continuidad en una forma lineal continua sobre H s y también por con-

tinuidad se ve que A c Vf . Esto significa que A c H"s y que A es equiconti -

nuo, y con mas razón (Bourbaki, EVT, Chap. IV § 3, n9 2) acotado en H . Por

consiguiente (Bourbaki, EVT, Chap. III, §2 , prop. 6) A es acotado en H'°° .

H°° es semi-reflexivo como limite proyectivo de espacios reflex ivos (Oourbaki,

EVX Chap. IV, § 3, exerc. 18). Con mas razón H°° distinguido (loc. c i t , exerc.10

b) y por consiguiente (Grothendieck, Sur les espaces ( F)et (D F), Summa Brasilien-

sis Math.,vol. 3, fasc. 6, Théorème 7, p. 73) ( H ° V es bomológico. Por otro lado

H"°° también es bornoiógico (Bourbaki, EVT, Chap. III, § 2, exerc. 17a), de donde

résulta que las topologîas de (H ) y H"°° coinciden (loc. cit., exerc. 13).

Finalmente H* es ref lexivo puesto que es tonelado, luego la aplicación ca -

nónica de H~ sobre ( H " " ) f es un isomorfismo (Bourbaki, EVT, Chap. !V, § 3,

12



Théorème 2). •

Proposición 2.9. Si OLe S , T € H s , entonces a * T e H°° y /* aplicación

Ti-»a*T */e H s en W es continua.

Demœtracion. Debemos mostrar que cualquiera que sea s' , se tiene

a * r * H 5 y que la aplicación r - > a * r es continua de H s en H s ' . En efec-

to se tiene

Ilfi + p 2 ; 5 ' / 2 f a * r r | | =\\(i+P
2)st/2af\\ -

2 /2* 2 L' L 2

= \\d + p ) * T.(l+p )(ss)/2al{ 2<mdx[(Up2)(s'-s)/2 a\.\\(l + p2)S/2f {]

L L2

y (i + p V s ' " s > / 2 a es acotada segûn la definición de S (TD, II, p. 90). •

Proposición 2.10. Sea a^€ D una sucesion de funciones tal que &y > 0,

fOL^dx = 1 y el soporte de <X tiende a 0. Entonces para T e H5 la sucesion

Ot^*T tiende a T en H s .

Demostración. El conjunto de las aplicaciones T ^ a ^ * T de Hs en H5

es equicontinuo. En efecto/basta (Bourbaki, EVT, Chap. III, § 3, Théorème 2) mos-

trar que para T fijo el conjunto ( oty* T) N es acotado, lo que sigue de

â j - tm i < I IT I

Si ahora T = cpe D , entonces <TD, II, p. 22) av*<p tiende a qp en D y

con mas razón en Hs . Puesto que D es densoen H s y las aplicaciones

T-*av*T f or m an un conjunto equicontinuo, résulta (Bouibaki, EVT, Chap. III, §3.

13



Cor. du Th. 4) que QLV * T tiende a T • para todo T * Hs . 9

Proposicion 2.11. Sea OLç S , T f H s , enfonces OiT e H s y 7ö aplicación

T »0LT de H5 c?« H s es continua.

Obsewación. El teorema es trivial si s es entera > 0 y para este caso basta

que o t fB . En efectoja formula de Leibniz DP(OLT) = 2 D^a , DrT muestra

que DP(aT)eL2 y que || a T | | s < cons. \\ T \\s .

Demostración, Se tiene a T € Sf ya que Se VM . Ademâs

(1 + pZ)s/Z (OLT) = f i + ^ ) 5 / ( 0 6 * 7 )

(2,2)

Demostremos ahora la desigualdad

(2,3)

Sea primero s > o ; se tiene

S i \ l \ > \ € - l i / entonces | f | < 2 j 77 | y

< a + I ç • v I >

y s ' h l S l ^ ' 1 ? ! . entonces | ^ l < i | f - r j | y

(l + \Ç\2)s/2< C(l + \Ç-r,\2)s/2

14



\l \2)s/2

Si ahora s = - a , o > o , entonces (2.3) se escribe en la forma

que es equivalente a

+ u | 2 ; a / 2
| n 1 c a + |

y este a (2,3) en el caso ya demostrado. Por otro lado se tiene

J (1 + \r,\2) • r,\2)s/2\

(2,4)

De (2,2), (2,3) y (2,4) résulta (TD, II, formula (VI, 1,2) )

f|0T|| < C | | d + p 2 ; l s l / 2 | â(O\*(l+P
2)s/2\

— I l \ I ^ 1 1 1 ^
• H (1 +p2)S/2\ T(O

L1

c || ri + p2; i* i / 2 | â ^ | | | . , [ | T | | < c , || T
L- s" s

De la proposición anterior y del lema de la p. 9 sigue la

Proposition 2. 12. Sea

D =
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un operador diferencial de grado m con los coeficientes OL.e S. Enfonces la apli-

cación T » DT es continua de Hs en Hs'm .

Esta ultimaproposición se pu ede reemplazar por otra, donde la condición sobre

T tiene caracter local. Sea Ks el subespacio de Hs formado por las distribu -

ciones de H s con soporte compacte, es decir Ks = Hs n Ef . Para todo compac-

to K c RN sea K^ el subespacio de Hs formado por las distribuciones de

Hs cuyo soporte esta contenido en K. Entonces Ks = U K^ . Sobre K K se

pone la topoiogîa inducida por H s y sobre Ks la topologia lîmite inductivo de

las topologîas de los K^ . Esta topologia sobre Ks es mas fina que la topolo -

gia inducida por Hs .

Proposition 2.13. Sea

D = 2 aj>P
\p\<m P

un operador diferenctal de grado m con los coeficientes CL . € E . Entonces la apli-

cacion T » DT es continua de KS en Ks " m .

Demostración. Basta demostrar que para cada compacto K la aplicación

T»DT es continua de K^ en K.sK'm. Sea /8 e D con j8 = 1 en una vecindad

de K. Entonces j8 D tiene coeficientes en De S y la proposición résulta de

la proposición anterior, ya que para T f K ^ setiene (p D) T = DT . m

Sea If elespacio formado por las distribuciones T, taies que a r € H
5 pa-

ra todo a€ D . Sobre Ls se pone la topoiogîa lîmite proyectivo, la menos fina

para la cual las aplicaciones T ^ a r de Ls en H s son continuas. Con otras

palabras, T . tiende a cero en Ls , si para todo a* D la sucesión otï\ tien-



de a cero en H s . Ls es un espacio de Fréchet . En efecto sea (Uk) un sistema

fundamental enumerable de abiertos de RN y sea (ak) una partición indefin idamen-

te diferenciable, localmente f inita de la unidad, subordenada a (uk). Entonces la fa-

mi lia enumerable de seminormas H ^ T || define la topologîa de L s .

Veremos en el § 7 que el dual fuerte de K5 es L"s y viceversa . Se tiene

entonces el diagrama de inclusiones :

E

u

H"

U

D

C

c

c

L5

u

Hs

u

Ks

c

c

c

L2

C

c

c

Ls

u

H"s

U

C

c

c

D1

u

H"

u

E1

Dos espacios que ocupan lugares simétricos con respecto a L2 son duales entre

s i .

Propos tctón 2.14. Sea

D = 2 a DP

IPI<

un operador diferencial de grado m con los coef icientes QLe E • Entonces la apli-

carton T » DT es continua de if en lf~m .

Demos trac ion. Supongamos que T.+o en Ls , te ne mos que most rar que pa-

ra to do <%€ D lasucesión CLDT. -* o en H s m . Sea j3?D igual a uno en la

vecindad del soporte de a ; entonces /8T. tiende a cero en H s . El operador

QLD tiene sus coef icientes con soporte compacto y con mas razón en S; luego por

la proposición 2.12 (pâg. 15 ) aDTj- aDfïT. tiende a cero en tis~m . •
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Supongamos que T e H . Entonces para A > o se tiene la desigualdad

(2,5) \\(i+p2)s/2f\\L2>c(A,s)(jP
2s\f(o\2Jty2

p>A

con c(A,s) > 0a Si s >O, se puede tornar c(A,s) = 1 y ademâs intercalar la ex-

presión | |p s T\\ 2 entre los dos miembros de la desigualdad.
i-j

Teorema 2.1. Sea K un compacte de R . Entonces sobre K^ las cantida-

des | | a + p V / 2 T | | , = | |T | | S y

p>A

son normas équivalentes, es decir existe un C(K,A,s) tal que

i/o* I C « » « \l/2
\\d +pZ)sUT\\ 2< C(K,A,s)

p~<A

para todo T e K

observaciones . io. C(K,A,s) tiende a inf inito con K y A .

2o. La razón profunda del teorema es el hecho de que T es una función analiti-

ca entera de tipo exponencial determinado y por consiguiente una mayoración de T

fuera de la bola p< A implica una mayoración en todas partes.

3o. Del Teorema résulta que para s>0 la norma | | p s T | | 2 es equivalen-
L-t

te a ! | T | | S sobre K^ .

Le ma 1. Si Tf E1 , entonces T es una función analitica, prolongable en una

zión holomorfa sobre todo C .

Demostración. Caso muy particular de la parte trivial del teorema de Paley-Wie-

18



ner generalizado (TD,II , Chap. VU, Théorème XVI).

Lema 2. Si T. converge a cero en ET entonces las funciones analiticas

T.(£) convergen a cero, uniformemente sobre cada conjunto compacto de R .

Demostración. Puesto que T . es de soporte compacta, se tiene T.(g) =

= (T.)x'e-
27Tix£(T0, II, pp. 112-113). Cuando £ recorre un compacto de RN ,

entonces é~2nix€ recorre una parte acotada de (E) , luego (T.) '<r2TTix£ tien-
X ƒ X

de a cero uniformemente sobre esta parte acotada de f E) por la definición de la

topologîa fuerte sobre ET . •

Demostración del T'eorema 2.1. Supongamos por el absurdo que no exista tal

constante C(K,A,s)o Entonces para todo entero v > o existe un T e Hs tal

que

(2,6) \\l+P
2f/2Tv\\L2>v[jp

2s\iv(O\2dt)
p>A

Puesto que al multiplicar Ty por un factor À , los dosmiembros de (2,6) se mul-

tiplican por | A| , se puede también tornar una sucesión S^ehs tal que

p> A

La sucesión S esta situada sobre la intersección de la esfera unidad de Hs con

K K • Existe (Bourbaki, Top. gén, Chap. I, § 5, Théorème 2) una base de ultrafiltro

S sobre esta intersección, mas fina que (Sv) y tal que la intégral

P>A

tienda a cero segun îB (loc.cit., § 6, H°- 4). Puesto que H5 es un espacio de Hil -
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bert, su bola unidad es débilmente compacta (Bourbaki, EVT, Chap. V, § 1, Théorè-

me 4) y S converge hacia un elemento 5O f KS
K con | | s o | | s < i . Ahora bien ,

la topologîa de H s es mas fina que la topologîa de DT (p.6) y por lo tanto la topo-

logiade KK es mas fina que la indueida por ET y la topologîa débil de KS
K es

mas fina que la topologîa débil de ET . Luego S es una base de ultrafiItro en ET,

acotada y débilmente convergente hacia so . Puesto que E ! es un espacio de

Monte!, sobre un conjunto acotado de ET las topologîas débil y fuerte coinciden

(Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 3, prop. 6) y por consiguiente S tiende fuertemente a

SQ en ET . Pero entonces segun el lema 2 , S(Ç) tiende a SQ(£) uniformemente

sobre cada conjunto compacto segun $ y,por lo tanto,para todo conjunto compacto

H c RN se tiene

^ H H

Por hipótesis ;

r
2

P2s\s(O\

tiende a cero cada vez que H esta situado en el complementario de la bola p < A;

luego para tal H

f.P2s\ SJO \2
O

H

y so(éj) = 0 en casi todo H, o bien, puesto que SQ(Ç) es analîtica, SQ(0 =0

en H. Se sigue entonces que SQ(Ç) = 0 para | £ | > A , de donde, otra vez por

la analiticidad de SQ(g), que so((;) = 0 sobre RN , es decir , 5"0= 0 . Tene-

20



mos entonces una base de ultrafiltro $ sobre la esfera unidad de Hs que tiende

a cero en Er fuertemente y tal que

Jp2s\s(&\2 *

p>A.

tiende a cero segün $ . Puesto que

<2,7) f ( i + p 2 ) s \ S (O \2 d £ < C JP
2s\ S'(O \2

P>A p>A

(si por ejemplo A > l , se puede tornar c = 2S) y que

(2,8) f(l+p2)s\S(O\2 df;

P <A

tiende a cero, ya que s(£) tiende a cero uniformemente sobre cada conjunto com-

pacto, obtenemos sumando las expresiones (2,7) y (2,8) que

= 11*11.

tiende a cero, lo que contradice al hecho de que | | s | | s
 = ^ • Esta contradicción

de mues tra el teorema. •

En el curso de la demostración anterior hemos demostrado el resultado siguiente:

Lema. Si T> es acotado y converge débilmente bac ia cero en K , enton -

ces las funciones analiticas T-(£) convergen a cero, uniformemente sobre cada

21



conjunto compacta de R" .

Sea u una aplicacion lineal continua de un espacio de Banach E en otro espa-

cio de Banach F . Se dice que u es compacta (antigua terminologfa : "compléta -

mente continua'') si se cumple la condición siguiente :

l o . La imagen por u de la bola unidad de E es relativamente compacta en F.

Si E es reflexivo, entonces esta condición es equivalente a :

2o. Si ï es una base de filtro contenida en la bola unidad d^ E y débilmen-

te convergente, entonces «(?) es fuertemente convergente en F .

lo. ***> 2o. Si ï converge débilmente sobre la bola unidad B de E, enton-

ces u{3) converge débilmente sobre u(B) (Bourbaki, Top. gén., Chap. I, § 6 ,

N9 5 ). Pero u(B) siendo relativamente compacto para la topologfa fuerte, la topolo-

gîa débil coïncide con la fuerte sobre u(B) (Bourbaki, Top. gén., Chap. I, § 10,nQ4).

2o. —¥ lo. Sea ÖT una base de ultraf iltro sobre u(B). Entonces

Ü'= i f Y ö l f ) es una base de f i l t ro sobre B. Puesto que E es reflexivo, B es dé-

bilmente compacto (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 5, prop. 6) y por lo tanto existe so-

bre B un ultraf iltro ffî "mas fino que Ö y débilmente convergente. Pero enton-

ces «(ffi) =ö f es fuertemente convergente y u(B) es relativamente compacto. •

En realidad si E es reflexivo, u(B) es compacto y no solo relativamente com-

pacto. En efecto B es débilmente compacto, luego u(B) es débilmente compacto

y en particular débilmente cerrado y con mas razón fuertemente cerrado.

S S - h
Teorema 2. 2. Para h>0 la inyección idéntica de K en K es corn-

pact a.

11



Demostracwn. Supongamos que

(2,9) \\Tj\\ <

y que T. converge débilmente hacia cero en K „ . En virtud del Teorema 2.1 ne-
7 /C

cesitamos demostrar que para todo e> 0 existe un conjunto E del fi ltro T. tal

que

ƒ'(2,10)

Pi1

para todo T e E . Se descompone esta intégral en dos partes

I-I -I
l<p<B p>B

Ahora bien

(2,11)

para B suficientemente grande, en virtud de (2,5) y (2,9). Por otra parte segün

el lema(p.21) T.(g) tiende uniformemente hacia cero sobre p <B , luego exis-

te E tal que

I p S \ f ( O \ d % < - ^ 2 ~ para T e £ -
l<p<B

De (2,11) y (2,12) sigue (2,10) . g

Proposición 2.15. Sea s > -N/2 , h > 0. Enfonces la norma C^(K,sth)-Cj

23



de la inyección K -* K tiende a cero cuando el diâmetro de K tiende a cero>
K K

Demostración. Puesto que la norma sobre K no cambia si se hace una trans-
IV

lación sobre K, basta considerar las bolas BE con centro en el origen y radio e

Br
en RN . Tenemos que demostrar que la imagen de la bola unidad de KR en

s-h
K tiende a 0 cuando H tiende a cero.

S

Las bolas unidad de los K B forman una familia decreciente de conjuntos dé-

bilmente cerrados en KB . Puesto que la bola unidad de K B es débilmente

compacta, las bolas unidad de los KR tenderân débilmente a cero si demostramos

que su intersección se reduce a \0\ (Bourbaki, Top. gén., Chap. I § 10, Cor. du

Th. 1). Pero esto implica en virtud del Teorema 2.2 que las imâgenes de estas bo-
s-h

las en K K tienden fuertemente a cero cuando e> o .

Falta entonces demostrar que para s >-N/2 no hay en H s distribución cuyo

soporte sea el origen. En efecto,si el soporte de T se reduce a \0 \, entonces

f es un polinomio cuyo grado sea m, T f H s significa (l + p2)s'2 T€ L2 y

puesto que hay por lo menos un dominio angular en que T » pm , se tiene

2w2 + 2 s < - N , es decir, s < — — — m o sea s<->N/2. m

Observación. Para s>0 la ûltima parte de la demostración es trivial. En

efecto en este caso H s c H ° ( p . 6 ) y la unica función de H ° = L 2 con soporte

en l o i es la función cero.

Sea f(x) una función localmente integrable y k t 0. Se pone

f(k) M = f(x/k) .

Para cp^D se tiene
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ff(x) Cp (x) dx = ff(x/k) CP M </* = \k\N ff(x) cp ( £ * ) <** .
(AS/

Poranalogïa se pone la definicion siguiente :

Defmición. Para T f D ' se define T„. por la formula

< T W , q>>- \k\N<Tt y(kx)> t cp^D

Por abuso de lenguaje escribiremos a veces T(x/k) en vez de

Ejemplo,

N N
| <8 , (k) | &|

es decir

8 = 8 (x/k) = I & I 1 8 •

Laaplicación T ^ r ^ es continua de Df en Df y de Sf en Sf . Para

funciones / se tiene la relacrón

(TDJI, formula (Vil, 6; 16)) y por continuidad se tiene la formula anâloga

(T ) ~= \k\ (f)
(k) ' ' (l/k)

para T € S 1 .

s s
Lema 1. Si s>0 y T f Kg , entonces ^(1/t^ B ^ se

Hemos puesto | [ |T| | | = || ps T \\ 2 que/ c o m o sabemos (Observación 3Q
y p.18)

5 LJ

25



es u n a n o r m a e q u i v a l e n t e a | | T | | s o b r e K ^ p a r a s > 0

Demostración . Puesto que

™ = T(l/e)(x/e> '

se tiene

y porconsiguiente

"ƒ,-2N("2s

a/e/

N-2s f . 2s

N-2se III T
111

Observación. De este lema se podrîa deducir otra vez el teorema anterior, por

lo menos en el caso de s> o .

Lema 2. Sea s>0. Entonces la norma C2 = ^ f e , s) de la aplicación

XjT de K^ en K g tiende a cero cuando 6 - » 0 ,

Observaciones. l o . S a b e m o s por l a p r o p o s i c i ó n 2 . 1 1 ( p a g . 1 4 ) que l a a p l i c a -
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ción Ti+XjT es continua, ya que no importa que x f . ^ S , puesto que T tiene

soporte compacto.

2o. El lema no es cierto para s < -N/2-l , ya que entonces JUL e KB

5 r K f î para todo e-» 0 t y la aplicación T»x{T transforma

1 1 d 8

Demostración* Se tiene

y por consigulente en virtud del lema 1

N/2-s

N/2-

N/2-s

= C2(l,s) . e H 1 X Hl ̂  ,

de donde sfguese

C 2 ( e , s ) < e c 2 ( l , s ) ,

lo que demuestra el lema . m

Propos ición 2.16, (Whitney). Se a OL(x) una función indefinidamente diferen-

ciable que se anula en elorigen de R . Existen entonces funciones indefinida -
N

mente diferenciales QL {(x) (i= 1, 2. . . . . N), tales que a(x) = 2 x.QL-M »
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Demostraremos la proposición en varias etapas.

loo Sea Oi (x) una función indefinidamente diferenciable sobre R con valores

en un espacio vectorial topologico localmente convexo E, es decir, QL(x) e En f E) .

Si öi (x) se a nul a en el origen, entonces OL (x)/x también es indefinidamente di-

ferenciable,

Tenemos que demostrar que cualquiera que sea el numero entero positivo k, la

función

a(x)
X

(x ¥ o )

tiende a un limite cuando x tiende a cero. Se tiene

= 2
P

es decir

X

1 P- m!Jo

m „p-l

x p=l pi

-* (p)
a F (0) +

X

1 1 r

JL. J - /
mi x J

Sea k<m-1 . Para demostrar la af irmación, basta demostrar que

(2,13) Dk

tiende a un limite cuando x tiende a cero. Ahora (2,13) es combinación lineal de

términos del tipo

. DA
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los eu aies, a menos de un factor constante, son iguales a

^f
y e s t a e x p r e s i o n t i e n d e a c e r o , y a q u e p o r h i p ó t e s i s m - k > l .

2o. Sea 0L(x* , . . . , x^) una función numérica indefinidamente diferenciable, de-

fin id a sobre RN, es decir, a(x1,...,x j f E M . Si QL(O, xo,...,x ) = 0 t enton -
1 N R™ z N

Cadafunción a(x1f...,xK) de E M se puede considerar como una función
1 N R™

indefinidamente diferenciable

Xj^ *-* Ot f-X"j f X2 , , , . , ATjy ,)

de la variable real x2 con valores en E Nml y viceversa, es decir E N =

E™f E xj i) . Basta entonces aplicar l o . con E = E *, , .

3o. Supongamos que a(x) = a f ^ , x 2 ' • • • * X N ^ verifica las hipótesis de la

proposición 2.16 . Pongamos

a ( x 2 , x 2 , . . . , x N ) = { a ( x 2 , x 2 , . . . , x N ) - a ( o , x 2 , . . , t x N ) 1 +

+ \ a ( o , x 2 , . . . , x N ) - a ( 0 , o , . . . . X t f ) } + . . . + a ( O , o , . . . , o , x N )
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Aplicando 2o. a cada término de esta suma, queda demostrada la proposición 2.16.

Teorema 23. Sea

D = 2 Ot.
\p\<m P

(x)

un operador diferencial de orden m con los coeficientes indefinidamente diferencia-

les y sea 01 (0) = 0 para \p\ = m. Sea s > 0. Entonces la norma C^ - C^(Sts)

de la aplicación continua (pioposición 2.13) T » DT de Kfî en K f i tiende

a cero cuando E-+ 0 .

Demostración. E n virtud de l a proposic ión 2 . 1 6 p a r a cada \p\ = m ex is ten fun-

c iones indef in idamente d i f e r e n c i a b l e s a {(x) (i = l, 2, . . . , N ) t a i e s que

N

Se tiene entonces

N

Ahora bien en virtüd de la formula de Leibniz

xiap,i(x)DpT = ap,iDp(xiT) + ^ T

donde D e s un operador d i f e r e n c i a l de orden <m-l. Se puede escr ib i r enton

ces

N
(2.14) DT = 2 Djfx.T) + DOT

donde las Di son operadores diferenciales de orden m y DQ es un operador
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de grado < m-l .

Ahorabien, con la notación del Iema2 y utilizando la proposición 2 . B , se tiene

\ D i ( x i ^ \ \ \ s . m < \ \ \ D i \ w v s . . „ i i i * * n u . <
Bl Bl

(2,15)

<C2(e.s)\\\Di\\\ \\\T\\\S

K f i l Bl

Por otro lado, otra vez en virtud de la proposición 2.13 y con la notación de la propo-

sicion 2.15 se tiene

\ \ \ D o T \ U s - m < III D o l l l „ * - 2 „ s - m \ \ \ T W \ s . l <

(2,16)

B1

< C 1 ( B e s , 1 ) \ \ \ D O\\\

De (2.14), (2,15) y (2,16) résulta el teorema, puesto que en virtud de la proposición

2.15 ydel lema2 las cantidades Cj^iB^s.l) y C2(£,s) tienden a cero cuando

e •+ o . m

Sea T £ H 5 , a é S , entonces oiT € H (proposición 2.11). Sea /8g unasu-

cesión de funciones con pE€ D , /8e> 0 , ƒ $zdx = i y tal que el soporte de

j8e esté contenido en Be . Entonces ^ e * T e H°° y /3 e * T tiende a T en

HS cuando e-*o (proposición 2.10). Por consi gui ente , a ^ e * T ) f H ° ° y

a ( / 8 8 * T ) tiendeen HS hacia a T, ya que la aplicación T^aT de H
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en H es continua (propos ic ion 2. 11). De la misma manera fi e * ( a T) e H°* y

j 8 e * f a T) e H°* y fiE*(aT) tiende a a r en HS , puesto que a T > H S . Ré-

sulta entonces que

a(£e* T) - fiz*(0LT)

pertenece a H°° y tiende a cero en H . Si imponemos a

co mas restrictivas, se puede demostrar un poco mas :

Lema (Friedrichs). Si suponemos que

condiciones un po-

M

entonces a(fi * T) - fie* ((X TJ tiende a cero en H cuando 6-* O .

Observación. Existen funciones j8e que satisfacen a las condiciones del le-

ma. En efecto sea fi >0 , I fi Jx = 1 y soporte (fi) c B} . Entonces poniendo

set iene /?e> 0, soporte (fiE)CBE ,

j fis(x) dx = jfi (x/e) -&- = / fi (x) dx = 1

fijx) <

dfil
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Demostración. Cotisideremos las funciones C s> 0)

(1 +p2)(s + 1)/2\ â * (p\.T) —/Sgfâ * T) |

—n) ) d

En virtud de la desigualdad (2,3) esta funcion esta mayorada por

1/2 s/2

(C designarâ una constante numérica, no la misma en cada formula). Supongamos

demostrada por un instante la desigualdad

(2,18)

Entonces (2,17) esta mayorado por

\r,\2)1/2

2 ) 2 '

(2,19)

= ca + p2)s/2\ i+p'

â(£)\t SCL1 y,1Ahora bien (l + p2) s/2\ f (O \ f L
2 y [l + p2) 2

por consiguiente , (2,19) esta en l2 (TD, I I , formula (VI, 1 ; 2 ) ). Desde

luego (2,17) esta mayorando indeoendientemente de e por una función
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fija de L2 , lo que significa que las funciones

s+l.
tienen las normas uniformemente acotadas en H

Demostremos ahora las desigualdades (2,18). Puesto que

N

y q u e

| j 8 g f £ - 7 / ) — j S g f ^ j | < 2 wMïx | j 8 g ( £ ) 1 ^ 2 / j S g W dx - 2 ,

basta de mostrar que

(2.20) | j8 e (£-77>- /3 e (£) | . | 2 7 7 / £ ; . | < a i + |7/| V / 2 .

Ahora

es la transformada de Fourier de

(2.21) J_[(e-277i<xtrj> _ i ) | 8 e ( x ) ]

y para demostrar(2,20) basta mostrar que la norma de (2,21) en L1 es inferior a

c a + |77 |V / 2 . (2,21) esigual a

Puesto que |.2ir/iy;.| < f i + | i y | V / 2 . | « " 2 l r / < X | 7 / > | = ^ V
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la intégral del valor absoluto del primer termino de (2,22) es inferior a C(l+ \r]\2)1//2.

Por otro lado,en virtud de la desigualdad

\emiu -1 \<C\u\

se tiene

(2,23) ! | ? |

ri /R
Ahora es suf iciente considerar los valores de x que varfan en el soporte de ———

d

\ r , \ 2 ) 1 / 2

I f) f\ I
£1 < H— y que el volumen de Be es proporcional a

eN , en virtud de (2,23) y (2,24) la intégral del valor absoluto del segundo termino

de (2,22) es tamb ién menor que c (l +1 r /1 2 ) 1 / 2 .

s

Podemos ahora concluir la demostración. Para todo T € H la familia de ele -

mentos afj8g *TJ—jS e* (aT) de H s tiene sus normas acotadas. Por consi-

esdeciren Be y luego

guiente las aplicaciones T ^ a (/3e * T) - £ e * (a T) forman un conjunto equicon-

tinuo de aplicaciones de Hs en H 5 + 1 (Bourbaki, EVT, Chap. III, § 3, Th. 2) .

Basta entonces demostrar que a ( £ e * T , ) - / 3 g * ( oc T) tiende a cero cuando e-> 0

y T recorre una parte densa de H (Bourbaki, EVT, Chap. III, § 3, Cor. 1 du

Th. 4). Per o si T € S , entonces afj8 * T) - 0 e * (a T) tiende a a T - a r
s +1 £

en S y coi mas razón en H

Teorema 2. 4. Sea
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S a (x)
\P\<m P

un operador diferencial de orden m con Ot . e S . Sea )3 € D , j8£> 0, = I,

M

Entonces para T € H

tiende a cero cuando £-> 0 e« H

* T >

s-m+1

ON+1

Demostración. Es claramente suficiente demostrar el teoremapara un monomio

diferencial de la forma a D ? en vez de D. Ahora bien

•h s ' m

y el teorema sigue del lema aplicado a D ?T e H (proposición 2.12) . m

Observación. El teorema sigue siendo cierto si se supone T e E * , a.e E , ya

que las a se pueden reemplazar por y a. con y e D, y = i sobre el sopor-

te de T.

Ejercicio. a) Para s > 0 , e> 0 pongamos

\
1/2!lTI *••(ƒ'

Sabemos(Teorema2.1) que | |T . | | S e es unanorma equivalente a | | T | | S sobre
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Sea ahora s=-a<0 y e> o . Pongamos

donde el supremo se toma con respecto a i// cue recorre la bola | | ^ | | a 2 e < ] d

KB • Demostrar que | | T [ | s ^ e es una norma equivalente a | | T | | s sobre

H^ (uti l izar la dualidad entre H y Vi° ) .

b) Sea T ^ H p , entonces Tn /P><r KR ( 2 5 - 2 6 ). Demostrar lafórmu-

la

(Para s > 0 seguir el mismo método que en la defnostracion del lema 1 de la p.

25.Para s = - o < o reemplazar en la definición de || T\\s e la expresión

< T ,\f;> por

y tomar en cuenta que si i// recorre la bola | | ^ | L 9 P < 1 de KR , enton-

ces tyn/Z) recorre exactamente la bola de radio e " ^ / 2 + ^ de K^ en vir-

tud de la formula (2,25) ya demostrada para a>0).

c) Se sabe que S e H s para s<-N/2. Demostrar que | | S | | e tiende a

cero con e . (Util izando la formula 8(1/efe~N8 (p.25), la formula (2,25) da

S II 8 I N / M - N / 2 - s > 0 ) .
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d) Sea DP de orden |p| = w(p . l ) . Demostrar que para todo T e Kfi se tie-

ne

ll»»ll~..

(Utilizar (2,25) y la relación Dp(T(1/e)) = e7n(DpT(i/e) > • En particular la

norma del operador D? de K D en KB es independiente de e .
'e

s
e) Sea a * E . Demostrar que la norma de la aplicacion T»aT de K f i

en KB es acotada independientemente de e para ç< 2. (Puesto que e<

se puede suponer ouD. Poner

a T l l s , e"" e II a(l/$T(l/e) II s,i ̂  c r e II a(l/e)T(l/e) II s •

Luego utilizar la mayoración

obtenida en la demostración de la proposition 2.11 (pp.14-15). Ahora

\\T(l/e)\\s$c3\\T<l/e)Ws.l y

\\(l+P
2)\sV2 (a(1/0) -|| = \<i+\t\2)

se puede mayorar independientemente de e para e< 1 . Finalmente se Ilega a
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H a TWs,e$ C4 eN/2 ' 1 II T(l/e) 11 s,l = C4 11 T lls,e l o ^u e ^emuestra la afir-

mación).

f) Demostrar que para h>0 se t iene |.| T | | s _ ^ e < c e * | j T\\s ^ , donde

C = C(s,h) es una constante independiente de e . ( U t i l i z a r (2 ,25) para s y

s-h , y l a d e s i g u a l d a d \ \ T ( 1 / E ) \ \ s - b , i < C || T(1/e) \\Sgl ) . P o r c o n s i g u i e n t e l a

normade la inyección de K R en K R tiende a ceno cuando e-*0. Con las

normas utilizadas en la proposición 2.15(p.2O) esto no era cierto sino para > -N/2 .

g) Sea D = La.DP un operador diferencial de orden m con a . f E . En-

\P\<J PJ
s s_m

tonces la norma de la aplicación T^DT de K R en K R es acotada inde-

pendientemente de e para e < l . (Utilizar d ) , e ) , f) ) .

h) Demostrar que H * /T | . | e < c e | | T | | e , donde la constante C

es independiente de e . (Utilizar el método de lademostración del Iema2, p.23).

i) Demostrar el anâlogo del Teorema 2.3 (p.,30) para las normas | |T | | S e y

3. Sist e mas elipticos e hipoelipticos. Demostractón del teorema ftmdamental .

(p.2). Sea E un espacio vectorial complejo de dimension finita / con base

ê*ît. , , el . Sedesignapor D}(E) el espacio de las distribuciones con valores

en E (TD,!, p.30). Un elemento f € D V E J es por definición una aplicación l i -

neal continua de D en E. Si T 6 D ' , en tonces T ? es el elemento de DT (E)

definido por cp *-» Tfcp) e siendo ?e E . Con esta notacFón todo T e DVEJ se

puede escribir en la forma f = 7^ ê̂  + . . . + T11^ . Se puede demostrar facilmen-

te que D1 (E) = Df ® E.
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De manera anâloga se pueden définir los espacios E*(E) , S1 (E) y en gênerai

si A es un espacio de distribuciones, es decir, A c Df y la topologîa de A por

D1 , entonces se puede définir el espacio k(E) = A ® E .

Consideremos en particular el espacio H (E) = H s $ E. Una distribución

T e H (E) tiene la norma

b L1

donde ||~e \\E es la norma en E. Es evidente que todas las propiedades démos

tradas para Hs en el § 2 son ciertas para lf(E) .

Sea ahora F otro espacio vectorial complejo de dimension finita k con base

f 1 " ' • ' T k - Consideraremos operadores diferenciales de la forma

D = S a (x)

donde las a (x) son funciones indefinidamente diferenciables que toman sus va-

lores en el espacio L(E,F). esdecir, a (x) e E (L(E,F) ) para x <• RN .

Cada a (x) es una matriz fot^. f.fx)) con k filas y / columnas (Bourbaki ,

Alg#/ Chap. I l , § 6, nQ 3) y se tiene

Para f f D' (E> se tiene

DT = 2 2 a
P;j,iM<DpTi>

\p\< m i.j ' '
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es decir

l
(DT)= 2 2 a , . ( X ) ( D P T . ) ( j = l . . . . , k ) .

? \ p \ < m i * l v>1 ' l f

D se llamara eliptica en a e RN , si para todo Ce RN diferente de cero la

aplicación lineal

(3,1) 2 up(*)Çp

\p\=m

de E en F es de rango Igual a la dimension de E , es decir una inyección de E

en F (Bourbaki, Alg.y Chap. I l , § 3, prop. 11) . Para que esto pueda ser el caso

se necesita que dim E < dim F . Si D es elîptico en todo a e RN , entonces se

dice que D es elîptico. En el caso particular de que dim E = dim F , D sera

eliptico si para todo £ ¥o real, la matriz cuadrada (3,1) es inversible, es decir,

det 2 aja)ÇP 4 0 .
\P\ = mV

Estas definiciones gênerai izan claramente la de la p. 1.

Si dim E - dim F y si D es eliptico, entonces *D también lo es. En efec-

to el transpuesto *D de D esta definido por

' D T - 2 (-1) \ P \ D P ( Ê < X 1 , . f ) .
\ P \ < ™ p

Ahora, en virtud de la formula de Leibniz, la diferencia

T *+ D ^ f ^ J - *QL J>P T

es un operador d i f e r e n c i a l de grado < \p\ . Por cons igu ien te el carac te r e l î p t i c o
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de fD esta determinado por los terminos

\p\-m
*> ( - D

\p\

es inversible si (3,1) lo es .

Ejemplo: El operador grad défini do por

il

d xN

es elîptico. Aquf / - i , k= N y se tiene

grad =

1

0

0

d
dxl

0

1

•

0

d Xn

La matriz (3,1) correspond lente es

0

0

d
d x ,
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1

0

s 0 *

1

' 0 *

1

0

0 ï

o

la cuàl es de rango 1 para todo Ç¥o. El transpuestó tgrad=div, definido por

N IL.

eyidentemente no es elîptico .

Demostraremos en este pârrafo el teorema fundamental siguiente, que generaliza

para sistemas el teorema enunciado en la pagina 2 :

Teotema fundamental. Sea dim E < dim F ,

D

\P\<
ctpM

m

un opetador diferencial con coeficientes 0L(#) ( Ef L (E, F) ) y fl un abierto de

RN . Sea D elîptico. Si Ted'^fE) y DT<RQ(F), enfonces T e E Q (E) .

Este teorema sera consecuencia de varios teoremas auxiliares.

T e o r e m a 3 . 1 . S e a D u n o p e r a d o r e l i p t i c o c o n l o s c o e f i c i e n t e s QLpt L ( E , F )
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constantes. Sea K un compacte de RN . Entonces la aplicacion T r* DT de
s s-m

rv^(E) en K^ (F) es un monomorfismo . (s arbitrario real ) .

Demostración . Ya sabemos que la aplicacion es continua (proposicion 2.13), en-

tonces basta demostrar que existe c(K) tal que

11 T Hs <cfJO H DT 1 } ^ .

Sea D = Do+ D j , donde D0 es un operador homogéneo de grado m y D1 un

operador de grado < m-i . Pongamos (D 8 ) ~= P(0 , (DQ8) "= P0(Ç) y

(D18)"^ P^) ; entonces

puesto que las a . son constantes, estas tres expres iones son polinomios en £

con valores en L(E,F), Po(£) es homogéneo de grado m y P j ( £ ) es de grado

<m-l . Puesto que

0Lp

de la elipticidad de D se sigueque Po(£) es una inyección de E en F pa-

ra todo £ ̂  o . Consideremos ahora la expresión PQ(£ ) • e e F , cuando ^ re-

corre | f | = i y e recorre | |<?| |E = l . La norma \\PO(O *~e\\p es una

función continua de £ y de e y no toma el valor cero ; por consiguiente tiene un

mmimo positivo .

\ \ P O ( O ' ' \ \ P > C > 0 , si \€]-i.\\1\\B-i •
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Puesto que |[ PO(Ç) • e | | F es homogéneo de grado 1 con respecto a ? y de

grado m con respecto a Ç , se tiene

Ç\

para todo £ e RN y c f £ , Por otro lado, puesto que Pfë) es de grado

< m-l , se tiene

para |^| > 1 . Por consiguiente existe una A > l tal que se cumpla la desigual-

dad

0,2) | |P® • % > c | f I- 11*11* - -i l ^ r ' i m i E > c2 \{\ m\\ e ||E

para | £ | > A y todo 'e e E . Consideremos las normas sobre KK(E) y KK (F)

definidas en el Teorema 2.1 (p. 18 ), con el valor de A definido hace un momento.

Poniendo «? = T(g) se tiene entonces

i m i 2
= i \t\2s\\T<{>\\2

A D

4 ] m \ \ \ \ \ \ P l \ \ \ \ s m

Observacion. Si p(g) es una inyeccion para todo f (aün para Ç = 0), en-

tonces T ** DT es un monomorf ismo de H (E) en H (F), ya que en este

caso la desigualdad (3,2) se puede reemplazar por
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\\P(O-e\\p> c2(l +

para todo £ e RN, e j f i y por consiguiente

Teorema 3,2. Supongamos que el operador diferencial

D =

cow coeficientes OLp(x) e E(L(E, F) ) sea eliptico en a € R . $ea s>0. En-

fances existe una vecindad compacta K de a tal que la aplicaciân T ** DT sea

un monomorfismo de K ̂  (E) en K ̂  (F) .

Demos tración. PongaiTIOS

(3,3) D = Do + Dl '

D = 2 ap(a) DP , P i = 2 (ap(x)-ap(a))
|P|< |P|<

con

Puesto que D es elïptico, en virtud del Teorema 3.17 si K es una vecindad com-

pacta de 0, entonces

(3,4) Wr\\s<c\\D0T\\Smm .

Por otro lado los coeficientes de D i se anulan en x= a y en particular los coe-

46



ficientes con \p\-m. Se sigue del Teorema 2.3 (p.30) que dado e> o exis

te una vecindad compacta K de a tal que

si el soporte de T esta contenido en K. Résulta de (3,3), (3,4) y (3,5) que

Se toma luego e tan pequeno que ec < l para obtener finalmente

(l-eC) \\T\\s<C\\DT\\s_m . .

Observactones. lo. La demostración anterior muestra en realidad.la validez del

teorema siguiente : Sean B1 y B2 dos espacios de Banach. Entonces los mono-

morfismos forman un conjunto abierto en el espacio h(BltB2) de las aplicaciones

lineales continuas de B1 en B7. Por transposición se puede mostrar que los mis-

mo es cierto para los epimorfismos.

2o. El Teorema es también cierto para s < o , ver Ejercicio.

Sea O un abierto de RN
 9 K Q sera el espacio de las distribuciones definidas

sobre ft , cuyo soporte esta contenido en un compacte KCQ y taies que su pro-

longación por cero fuera de û pertenezca a H . LJJ es el espacio de las dis-

tribuciones T sobre ft , taies que si a* D tiene su soporte en el compacto

K C f l , entonces Ia distribución que vale a T en K y cero en QK esté

en Hs
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Otra man era de définir L ^ es decir que una distribución pertenece a L"Q

si en la vecindad de cada punto a * Q coïncide con una distribución de H . En

efecto la primera définieión implica la segunda, tomando ot igual a uno en una ve-

cindad del punto a t fi 4 Inversamente sea K un compacte de Q y ou D

con soporte en K. Podemos recubrir K ( Bourbaki, Top. gén., Chap. I, 2 e éd, § 10,

prop. 3) con un numero finito de vecindades abiertas Vi (1 < i< k) taies que en

U; la distribución T coïncida con T .e H . Poniendo £/ = Ç K obtene -

mos un recubrimiento abierto (ui^o<i<k c'e ^ ' s e a * ai*O< i< k u n a Par"

tición de la unidad sobre Q , subordenada a (U*)Q K i <s k (TD7 I, Chap. I, Théo-

rème II). Entonces

k k

puesto que a a o « 0 . •

Le ma . Sea
D *> 2 a(x)DP

\p\<m

un operador diferencial eltptico con coeficientes Oi Jx) € E (h (E,F) ) , s real cual-
M is'l s-m

q u i e r a y Çl u n a b i e r t o d e R i y . S i T f L n ( E j y D T f L n ( F ) , e n t o n c e s

T € L S
Q ( E ) .

Demostración. Supongamos primero que s > 0 . Sea a eü entonces en virtud

del Teorema3.2 existe una vecindad compacta K = K(a,D,s) de a tal que la

aplicación T *• DT de KK(E) en K K (F) sea un monomorfismo. Sea K1

un compacte contenido en el interior de K y a W f D con soporte en K1 ,

a(x) = l sobre una vecindad de a. Pongamos 5 = a T ; e I soporte de s esta



s-1
contenido en K1 y Seh^fE). Ademâs DS = D (QLT) = aDT + D 1 T , donde

D} es un operador diferencial de grado < m-l . Se tiene a DT e L Q fF) por

hipótesis y Dfl * LQ (F) en virtud de la proposición 2.14 (p. 17 ) . Résulta
s-m s

entönces DS e L Q (F) . Evidentemente basta demostrar que s ç L Q (E) ya que

T € L Q(E) si en la vecindad de cada punto de 12 la distribución T coïncide con

una distribución de H (E) .

Consideremos la sucesión j3e definida en el Teorema2.4 (p.35). Puesto que
s-l

S ( H f E ) , en virtud de ese Teorema

(3,6) 0(j3e* s>~Pe* DS

tiende a cero en H fF) cuando e -> o. Si e es bastante pequeno j8e*5 y

j3 e *D5 tienen sus soportes en K. Puesto que D5 f H f F ) , en virtud de la

proposición 2.10 (p. 13 ), pe.* DS tiende a DS en H (F) y por diferencia

con(3,tt, D f j 3 e * 5 ) tiende a DS en H fF) cuando e -> 0 . Ahora bien

0 e * $ € H°°fE)cH fE) (proposición 2.9) y puesto que /3e* 5 tiene su soporte

en K, tenemos j 8 e * 5 f K ^ f E ) . Como la aplicación T ^ DT de KK fE)

en Kjç fF) es un monomorfismo y como Df j8 £ *s) converge en H fF) ,

también j8e* s converge en H fE) cuando e -* 0 . Pero en DTfE) la distri-

bución j8E * 5 converge hacia 5 , luego el Ifmite de j 8 e * S en H (E) tam-

bién debe ser s , de donde s ( HSfE) y 5 € L fl f E ) .

Sea ahora s cualquiera. Como antes, basta demostrar que si S tiene soporte

compacto, contenido en fi , s € HS" (E), DS f H S m(F), entonces s € H f E ) , es
s s + 2h-l

decir, 5 * L Q(E) . S e a ^ > O entero. Existe U ( H fE) tal que
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(' -

h
V

donde en realidad el operador diferencial es una matriz diagonal de orden dimE

con todos los elementos de la diagonal principal iguales a

En efecto basta poner

P2>h

ya que

Se tien e

4n2

2 (s + 2b-l)/2 - ^ 2 (s-D/2- M 2

(1+p2) U(£) = (1+p2) S (O ( L2

Claro esta que

4»2

es un operador eliptico de grado m+2h y ademâs

4TT

Para /> suficientemente grande s+2£ es positivo y podemos utilizar el teorema

ya demostrado para exponentes positivos . De esto sigue v € L ^ (E), es decir,

^e l f ^ f jB ; (proposición 2.14). n
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Teorema 3.3. Sea

D = 1 a (X)DP

\p\<">

es un operadar diferencial e lip He o con coeficientes OLJx) e E ( h(E, F) ) , s un

numero real arbitrario y ü un abierto de RN . S i T f D W E ) y DT e L (F),

entonces T e L Q(E) .

Demostración. Sea CÜ un subconjunto abierto, relativamente compacte de fi.

En o la distribución T es de orden f inito (TD, I , p. 85), es decir, existe un
a . s-m

O~O(CÛ) real tal que TeL^fE). A| mismo tiempo tenemos DT f L ^ (F).

Demostremos que T * L ^(E).

io. Si a > s , entonces L^fEJ c L JiE) y no hay nada que demostrar ;

2o. si o < s-i , entonces en yirtud del Lema y de que.

-1 s-m (a+l)m
^ (E)fDT€h(o (F)Chco (F).

se s i g u e T e L w (E) . P o d e m o s s e g u i r d e e s t a m a n e r a h a s t a I l e g a r a TeL^fE

con s-l <<r+r < s .

3o. si s -1 < a < s , entonces T € ^(E) C L ^ (E) y de T € L^ (E) y

DT € L w (F) sigue^egün el lema7que T f L ^ f E j .

Finalmente si T f L^ fE j para todo abierto relativamente compacto co c fi ,

entonces T e L ^ f E J . •

s-2

Ejemplo. Sea una distribución T tal que A T f L , entonces en virtud

del Teorema 3.3 se tiene T € if y por consiguiente las segundas derivadas
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(aün mixtas) estân individualmente en L :

d2r € h
s'2 t d2T

dx? aXiaXj

En particular si A T esta localmente en L2 (s = 2), entonces todas las dériva -

das de orden 2 estân localmente en L2 .

Demostracion del Teorema Fundamental (p. 43 ). Sea Te DV f̂fiJ y
s- m

DT e EQCF) . Entonces DT € L ^ (F) para todo s real y en virtud del Teore-
s s

ma 3,3 T € L o (E) para todo s real, es decir, T f fl L o (E) . Por consi -

guiente, T esta localmente en L2 junto con sus derivadas de todos los órdenes.

De aquï sigue (TD,I I , Chap. VI , Théorème XIX) que T es unafunción indefinida-

mente derivable, es decir, T e E Q (E) . m

Ejercicio. Demostrar el Teorema3.2 (p. 46 ) para todo s real. (Considerar

primero a = 0 . Poner DQ= S &p(0)DP . En virtud del Teorema 3.1 existe

una constante C2 talque ||T|| s x < C i || DQT \\Smmi para todo Te K B .

De (2,26) résulta entonces :

Observar luego que D-DQ verifica las condiciones del punto i) del Ejercicio del

§ 2 ( p . 3 9 ) , d e d o n d e \\<D-D0}T\\s.mm§ e < C2(e) \\ T \\s§ e . y C2( e) t i e n -

de a cero si s -• 0 . Tomando e tan pequefio que s e a C i C2(e)< l , se t i e -

ne f ina lmente (l-C1 C2( e) ) . \\T\\S e < c 2 | | ^^ | | S . O T e - ( E ' c a s o de a¥o

se obt iene por t r a n s l a c i ó n ) .

Con e s t e resul tado l a s e g u n d a parte de la demostrac ion d e l l e m a ( p . 4 8 ) es inu-

52



til, paque la primera es valida para todos los valores reaies de s .

4. Secciones distribuciones de espacios fibrados con fibra vectorial, Sea

V= V(xtp,F, (r.) ) un espacio fibrado indefinidamente diferenciable, con base

X = XN de dimension real N , con proyección p, fibra tipo F = cl y familia

de funciones de referencia (ri)i€ l (para la definición de un espacio fibrado dife-

renciable de clase c°° ver el curso de Madame Marie-Hélène Schwartz : Espacios

fibrados, Monografïas Matemâticas, No. 1, Suplemento Revista de Matemâticas Ele-

mentales, Bogota, 1963, § 3). Recordamos que cada ri esta definida en un abier-

to l / . c x , las Uj (tel) cubren X y para xeVi el valor de r^(x) es

una biyección de F sobre Fx .

Supongamos adernas que el grupo estructural G de V sea un subgrupo del

grupo lineal GL^C) . Entonces la referencia r{(x) define sobre Fx una es-

tructura de espacio vectorial isomorfo a F = Cl. En efecto para d >£>2 € F s e

pone T.(X) d + rd(x) C2
 = ri(x) (Ci + Ci) V Para £ € F ' k * c s e P°n e

XlfjMQ^r.M (KÇ). Si x€üd PI Uj, entonces r{(x) y r.(x) definen

la misma estructura de espacio vectorial sobre Fx. En efecto sea rj.MÇ^rMÇ

T.(X) C2
 = r.(x) £2 , entonces Ci = ̂ W Ci > C2 = ii/*> £2 V Por consiguien-

te

r.(x)

= r.(x) g.f(x)

que ^ y W = r j - 'w r. W f GL (c; . De la misma manera se ve que
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Un espacio fibrado N(x,p, cl, (r.) ) con las propiedades ahora explicadas se

Ham arâ un espacio fibrado con fibra vee tor tal.

Llamemos EX(Y) el espacio vectorial de las secciones globales indefinida-

mente diferenciables de V . Sobre E x (V) se define una topologia de la manera

siguiente. Sea rf. unafunción de referencia de V condominio l / . C X , y sea

?i: v i x F •* pml(u^ e ' m a P a local correspondiente a ri$ definido por

?lx»O = ri(x) C (x € Vj , Ce F ) . Sea ahora / una sección de V y sea f.

su restricción a u i . Entonces p}° fj es una sección del espacio producto

UjX F , es decir pj° f{ es unafunción indefinidamente diferenciable con valo-

res en F. Con otras palabras p\°fi pertenece al espacio E ^ / F J = E^

Se dice entonces que f e E x f V) tiende a cero si p\ o .f. tiende a cero en

para tod o i t l .

Dx(V) sera el espacio de las secciones globales indefinidamente diferencia-

bles con soporte compacto de V. Sobre D^fV) se pone la topologîa limite in-

ductivo usual.

Sean V1(X,p1,F1,(r1 {) ) y N2(x,p2,F2,(r2 .) ) dos espacios fibrados

de clase C°° con la misma base X y con fibras vectoriales F^ = c \

F2 = c 2 . Definimos el producto tensorial W= V7 ® V2 de Y1 y V2 de la
(X)

manera siguiente : Un elemento de W sera un elemento de (F^^. 9 (F2)x , es

decir la fibra de W por encimade x e x es el producto tensorial de las fibras

(F1)x y {F2)x. La proyección p de W es la aplicación (Fi>x 9 (F2)x » x>

la fibra tipo de W es F} ® F2 . Para définir las funciones de referencia de

W , sea rx . una función de referencia de V2 con dominio u 1 { , es decir,
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para x(Viti la aplicación rlfi(x) es una biyección lineal de Fj sobre

(F})x ; de la misma manera sea r2 . una función de referenciade V2 con

dominio U2- siendo para x€U2> la aplicación r2 Ax) una biyección li-

neal de F2 sobre (F2) x . Sea u^ = U1{ ç\ u2^ y para x € u{j sea

r , y W la b i y e c c i ó n l i n e a l rlfi(x) ^ r2^(x) de F1®F2 sobre ( F i ) x 9 ( F 2 ) x

Las funciones r - : * •-> r^-M obtenidas de esta manera, con dominios v i- ,

serân las funciones de referencia de W (x, p, F i 9 F2, (r^) ) . Los deslizamien-

tos de W son de la forma (gx ^ u>) (x) ® (g2 ..*) (x), lo que muestra de una par-

te que W es también un espacio fibrado diferenciable de clase c°° y por otra

parte que el grupo estructural de es un subgrupo de GL(F1 ® F2), es decir,

W es un espacio fibrado con fibra vectorial .

De manera analoga si V(x,p,F, (r^) ) es un espacio fibrado indefinidamente

diferenciable con fibra vectorial, entonces se puede définir la p-ésima potencia

P p

exterior A (x) V de V sobre la base X. La base de A (X) V es también

X, su fibra por encimade x^x es À F , su fibra tipo es A F y sus
P P

funciones de referencia son A r. : x » A r,{x) (Bourbaki, A | g v Chap. III,§ 5,
P P P P

n*7) , es decir, A ^ V = A ^ V f x , p , A F , f A r{)). También se puede

définir eI espacio fibrado V * , dual de V . La fibra de V*por encima de x es

F * , la fibra tipo es F* ( lacua l es canónicamente isomorfa a cl)t y la referencia

r^(x) es la contragrediente de r.(x) . Por consiguiente el grupo estructural G *

de V* es el grupo contragrediente del grupo estructural G de V . Luego G *

es también un subgrupo de Gl^c) , es decir, V* es un espacio fibrado vectorial.

Sobre los espacios fibrados introducidos ahora se pueden définir numerosas ope-
P

raciones. Sea por ejemplo co unasecciónde A / ^ V y co una sección de

A^ x yy. Setiene :
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co : x K* co e A F
x

p
(o : x >-* & ( h F

Entonces la aplicación

P P p+q
x ~ coY hSx ( ( A F ) A ( /\F ) = A F v

X A. A, » A, X

n + a » m.
define una sección de A / v j V que escribiremos co A o> . Si co y Û> son

indefinidamente diferenciables, entonces <Ù f\ <Û lo es también .

(X)

Si «a es una sección del espacio fibrado V y si œ es una sección del

espaciodual V , entonces la aplicación x » <CÛX,COX> define una función

numérica sobre x que designaremos por <co , o»rx\ . Si las secciones co y

<Ù son indefinidamente derivables, entonces <<*>,&> >/xv es una función numéri-

ca indefinidamente derivable sobre X.

Sea ahora V un espacio fibrado indefinidamente diferenciable con fibra vecto-
P

rial y base X. Sea A T (X) el espacio fibrado de los covectores tangentes
p *

complejos de grado p a la variedad x ; la fibra de A j (x) por encimade un

punto x f x es el complefijicado (ver Variedades AnaÏÏticas Complejas (VAC),
p * P *

§1) AT 0 0 del espacio f\Tv (x) de los p-covectores tangentes rea -
p * p i

l e s . L a f i b r a t i p o d e l e s p a c i o f i b r a d o A T f x j e s A c ' ,

P
Consideremos el espacio fibrado V • A T * (X) que es el espacio de los

(X)
p' covectores tangentes de x con valores en V , ya que las fibras de este espa-

P P
cio son Fx 9 ( A Txtx)c) . Una sección de V ^ A T (x) se llamarâ una

s e c c t o n - f o r m a diferencial de grado p de V . S i V = X x C , e n t o n c e s e l COn- .

cepto introducido ahora se reduce a la de forma diferencial de grado p usual sobre
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la variedad X. Una section de V es una sección-función (sección-forma dife-
0 *

rencial de grado 0) de V ya que A T (X) tiene fibra C y por lo tanto
0

V© A T f x ) es canónicamente isomorfo a V .
(X)

P

Podemos introducir los espacios EX(VJ de las secciones-formas diferencia-

les de grado p indefinidamente diferenciables de V y los espacios DxfV) de

las secciones-formas diferenciales de grado p indefinidamente diferenciables
P P

con soporte compacto de V. Sobre E x ( V j y DX(Y) se pueden définir las
topologîas usuales .

Supongamos a partir de ahora que la base x del espacio fibrado V, que es

una variedad indefinidamente diferenciable por definición, sea ademâs orientada y

enumerable en el infinito (es decir, réunion de una familia enumerable de conjuntos

compactas, Bourbaki, Top. gén., Chap. I, 2e éd, § 10 h9 11). Para motivar la defi-

nición de las secciones-distribuciones de V, que generalizan las dîstribuciones

y las corrientes (VAC, § 6), consideremos una sección-función / localmente in-

tegrable de V y busquemos cuâles son las funciones cp sobre las que / opera

como una forma lineal continua.

Sea cp una sección del espacio fibrado V ® A T (X) , que, en lo que
(X/

sigue, llamaremos espacio adjunto de V y designaremos por V1
 o Para x€x

* N *
se tiene f(x)eFx, <V(x)eFx® AT^ fX) c .Se puede considerar entonces el producto

contractado (Bourbaki, Alg., Chap. I I I , § 4, nQ 3) de f(x) y de cpfo> que desig-
N *

naremos por f(x) ± qp (x) y que sera un elemento de A Tx (X)c . Por consi-
N *

guiente / X cp .• x » /(x) J . q>(x) es una sección del espacio fibrado A T (x)

y su intégral sera el producto escalar buscado entre / y cp es decir ,
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Esta intégral existe si cp es de soporte compacto y en particular / define una

forma lineal continua sobre D x (V f ) .

D e finición. Sea VfX , p, F, (r.) ) un espacio fibrado inde finidamente diferen-

1 * N

ciable con fibra vectorial F = Cl y sea VT= V ® A T*(X) el espacio fibra-
(X) *

do adjunto. Designaremos por DJ^(Y) el espacio vectorial dual fuerte del espa-

cio D^fV1,) . Un elemento de DX(V) se llamard una sección distribución de V.

Acabamos de ver que cada sección-f une ión localmente integrable de V define

una sección-distribución de V .

De la misma manera el dual de E X ( V T ; es eI espacio E f
x ( V ; de las sec-

ciones-distribuciones con soporte compacto de V .

Los espacios E f
x (V> y D T

x fVj tienen todas las propiedades demostradas

en TD para los espacios ET y DT sobre RN. En particular estos espacios

son completos, tonelados, bomológicos, reflexivos, de Montely nucleares (Grothen-

dieck, Produits tensoriels topologique et espaces nucléaires, Memoirs Amer. Math.

Soc. fi°- 16, Chap. 2, p. 55) , y de Schwartz (Grothendieck , Sur les espaces (F) et

(D P ) , Summa Brasiliensis Math. vol. 3, Fasc. 6, p. 117 ).

Sea u el dominio de un mapa local de V , entonces pml(U) es homeomorfo

a u x F. Sea fj , . . . , / j una base del espacio vectorial F * Cl. Una

sección-distribución por encima de U se puede escribir en la forma

Tj 7 I + . . . + Tl Jl , donde las T. (l < ƒ < / ; son distribuciones escalares so-

bre u .

Demostremos ahora que el adjunto del espacio V1 es canónicamente isomor--

fo al espacio original V . En efecto VTT = V 1 * ® A T*(X) ; ahora bien ,
(X)
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V ' = V * f?; A T*(x) ' d e d o n d e V ' * - V • A T(x) y'P° r consiguiente
Jv

N N
Vn!= V ® A T * fX j® A T*fXJ

(X) (X)

N N

Ahora A TX(X)CQ A T^(x)c es canónicamente isomorfo a C ya que

z o z' •-• < z, z*> define una aplicación lineal no nula de un espacio vectorial

de dimension uno sobre el espacio C también de dimension uno. Por consiguiente
ft T(X)® ^ r * f x ; es isomorfo a x x c VM a V .

(X)

Se tiene entonces que DT
X (V*) es el dual de D X ( V ) y E f

x ( V T ) es el

dual de E X ( V ) .

Sea ahora x una variedad diferenciable de clase C°° , orientada, enumerable

en el infinito. Una forma diferencial de grado p es, por definición, una sección
P

del espacio fibrado V = A T*(x) de los />-covectores tangentes a la variedad

X . Existen dos marieras distintas de generalizar el concepto de forma diferencial

de grado p. La primera es introducir el concepto de corriente ; sabemos que, por

definición, una corriente es una forma lineal continua sobre el espacio

N-p
(4.1) Dxf A T*(X) )

(VAC, § 6). Por otro lado podemos generalizar Jas formas diferenciales de grado p,
P

que, como dijimos, son secciones de A T*(X), en secciones distribuciones de

este espacio, las cuales son, por definición, formas lineales continuas sobre

P N
(4.2) Dxf A T(X) 9 A r*(XJ ) ,

P P
ya qwe f A T*(X) ) * ~ A T(x). La segunda gêneraiización es canónica, mientràs
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la primera es arbitraria, ya que por ejemplo la forma diferencial CÛ define una co-

rriente mediante la formula

<co , cp> « ƒ
V

y no la formula

Mostremos que la definicion adoptada de las corrientes las permite identificar con
P

las secciones distribuciones de A T*(x) .

P N N p N

Sea x(x , gp€ A Tx(x)c , a € A T* (X)c . Sobre f A Tx(X)c) x (/\T*(X)C)

la aplicación

(Bourbaki, Alg., Chap. II I , § 8, Def. 2) es bilineal con imagen en ^PT*(x)c • Por

consiguiente te ne mos una aplicación lineal de

P N
AT^XJC o A

N-p
en N T*fX)c , definidapor

(473) f ? o a ^ a L f

(Bourbaki, A|g v Chap. I I I , § 1, n? 2, Scholie). Esta aplicación lineal transforma

cada sección indefinidamente diferenciable con soporte compacto del espacio fi -
P N

brado A T(x) ® A T*(X) en una sección del mismo tipo del espacio
N-p (x)

A T*(x), como se ve inmediatamente considerando mapas locales. Obtenemos

60



asf una aplicacïón lineal continua de (4,2) en (4,1), ya que si una sección de
p N-p
A T(x) ® A T*(X) tiende a cero, entonces su imagen por Ia aplicación definida

(X)
hace un momento, también tenderâ a cero.

Ahora bien, esta aplicación lineal continua es un isomorfismo. En efecto, pues-
N N

to que a es de grado N, si £p ® a ¥ o , entonces - a L_ £ ¥ 0 , es decir

la aplicación (4,3) es una biyección. Como ambos espacios tienen la misma dimen-

( N \
, esta inyección es un isomorfismo, de donde sigue que la aplicación co-

P I
rrespondiente de (4,2) en (4,1) es un isomorfismo algebrâico continuo y se ve fâcil-

mente con la ayuda de un mapa local, que la aplicación inversa también es continua.

pP P p

Sea cü e E x = Ex ( A T* (X ) ) y miremos de que manera opera co como forma

lineal continua sobre el espacio (4,2). Puesto que X es orientada, existe una sec-

ción T de A T*(X) que nunca se anula, y, puesto que A T*(X)r es de dimen-
P N

sión X toda sección de A T(X) ® A T*(X) se puede escribir en la forma
N (X) P p

€p ® T * siendo £p una sección de A T(x) . Entonces (p.57) co opera so-

bre (4.2) mediante la formula
p N

< Cü , £p ® T > = ƒ < <ox , £x > 1X .
V

Por otro lado a £ ® T le corresponde mediante la aplicación lineal continua

definida en (4,3) la sección x L (p de Nf\pT*(X) y sobre (4,1) t opera

de acuerdo con la formula

< Û T L

Para demostrar que co define la misma forma lineal sobre los dos espacios iso-
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morfos (4,1) y (4,2) , basta demostrar la identidad algebraica

T = co A ( T

Estas dos expresiones son trilineales, luego basta demostrar su igualdad para los

elementos de una base. Sea ev . . . , e N una base de TX(X)C , entonces pode-

mos tomar ^ = eR , H = (hv „ . . y , Û ) S 4 , K = (klt ... , kp) y

T = e i A e2 A . . . A eN . Se tiene

L £ = (ef A . . . A e*N; L e H = a e£ = (ef e*N; L e H = a e*

donde a es la signatura de la permutación

il, 2, . . . t N

£>(?
ej A . . . A e^ = T , Si K = H .

Por otro lado

p I ô si K ¥ H ,

[ 1 , si K = H . •

Sea mas generalmente V un espacio fibrado indefinidamente diferenciable

con fibra vectorial. El espacio D x (V) se puede qeneralizar en el espacio
P P
Dx (V) = D x (V o A T*(X) ) de las secciones-formas diferenciales de grado

(X)
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P (p. 57) y en el espacio D\(Y) de las secciones distribuciones de V
P P

( p . 5 7 ) . A h o r a b i e n , e l e s p a c i o D X ( V ) d e l a s s e c c i o n e s d e V G A T*(X) s e
P (x)

puede generalizar en el espacio D T
y (V) de las secciones-distribuciones de

P
V ® A T * ( X ; , que por definición (p.57) es el dual de

(X)
p N

DY (V*® A T(X) ® A T*(X) ) .
X (X) (X)

Los elementos del espacio DT
X (V) se llaman las secciones- corrientes de grado

P t
p de V , D x (V ) se puéde considerartambién como el dual del espacio

N-p N-p
J)x (V*) =DV (V*® A T*(X))

(X)

de las secciones- formas diferenciales de grado N-p de V* # Tenemos enton-

ces el diagrama conmutativo

secciones ^ secciones - formas

secciones - distribuciones ^ secciones - corrientes .

0 N N

Enparticular D ' x (V) = D f
x (V) es el dual de D x (V*) = E^ (V* ® A T*(XjJ=

= D X ( V T ) comosabemos.

Observemos finalmente que D !
x (V) es el completado de E x (V) para

la topologîa inducida sobre E X ( V ) por D f
x (V) ya que D f

x (V) es com-

pleto y E x (V) es denso. Pero la mencionada topologîa de E x (V) se pue-

de définir, sin hacer referencia al espacio D f
x (V) , de la manera siguiente :

Un filtro / . e E x (V) tiende a cero si para todo mapa local O : U - t/fljc RN ,



u ex) de la base x , las imâgenes de ƒ. por O , es decir, las funciones

/. o O definidas en U con valores en F convergen a cero como distribuciones

sobre U con valores en F. Ahora se pueden définir las secciones-distribucio-

nes de V como elementos del completado de E x (V) para la topologîa indicada.

5. Operadores diferenciales sobre espacios fibrados. S e an

V i = V i (xtpî,F1, (rlf i) ) y V2 = V2 (x, p2/ F 2 , (r2 .) ) dos espacios fibra-

dos indefinidamente diferenciables con la misma base x y con fibras vectoria -
11 h , v

les F1 = cI,F2 = c*. Un operador l ineal continuo D de E x ( V j ) en

E X ( V 2 ) se llama un operador diferencial con coeficientes indefinidamente di~

ferenciables si para toda f € E x ( V j ) el soporte de Df esta contenido en el

soporte de /. De esta definicion résulta que si fi es un abierto de la base X

y si conocemos la sección / en fi , entonces conocemos Df en fi . En efec-

to si f2 = f2 en fi , entonces el soporte de f2 ~f2 esta contenido en f fi

y por la definicion de D el soporte de ^ ( / j - / 2 ) esta también contenido en

£ f i , es decir, D/^ = Df2 en fi . Por consiguiente D se puede generali-

zar en un operador de £ Q (VJ ) en E^ (V2 ) , ya que para conocer Df en

la vecindad de un punto x e fi , basta conocer / en lavecindad de x . Claro

esta que el operador D de E Q ( V i ) en E f i (V 2 ) también es lineal, conti-

nuo y disminuye los soportes.

Inversamente, si conocemos el operador D sobre cada E | / . ( V j ) donde

(Vj) • € j es un recubrimiento abierto de X , entonces conocemos D sobre

Demostremos ahora que si D es un operador diferencial con coeficientes in-

definidamente diferenciables, en el sentido de la definicion dada mas arriba, en -
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tonces sobre cada dominio u de mapa local de la base x el operador D se pue-

de escribir en la forma

(5,1) D = 2 %(x) DP

\p\<m V

donde las a.(x) son funciones indefinidamente diferenciables de x, que toman

sus valores en L(FltF2).

Sea el abierto ÎÎ C X a la vez un dominio de una función de referencia

r1, i , de una función de referencia r2 : y de un mapa local de la base X. En-

tonces p l i identifica p\(ü) con Q, x Fi>P2j identifica pm* (W con

fi x F2 y ÎÎ se puede considerar como un abierto de RN . Adernas el espacio

E J J (ti^xfj) es sencillamente el espacio E f l Q F2 de las funciones indefi-

nidamente diferenciables definidas sobre ÎÎ y con valores en Fj ; y de manera

anâloga ^Qf(^l^F2)
sz E f i ® F2. En virtud de la observación hecha hace un

momento, D es una aplicacion lineal continua de E Q Q FJ en E J J ® F2 *

Sea xo(Q, y consideremos la aplicación lineal Lx : f *+ (Oftfx^ de

Eo Q F1 en F2 . Lx es continua, es decir, un elemento del espacio

E T Q Q F * Q F2 o sea una sección-dïstribución del espacio O ® F1 con

valores en F2 . Adernas para f € E Q ® F J , cuando * 0 recorre un compac-

te K de ÎÎ , el conjunto } (Dj) (x) L ^ S U ¥ f / J L . es acotado en

F 2 , es decir, el conjunto 1 L v } * • * * - de secciones-distribuciones es débiI-
o o€

mente acotado y por lo tante , fuertemente acotado (Bouitoaki, EVT, Chap. l l l y § 3,

nQ 6). Por otro lado el soporte de Lv es el punto x„ y résulta (TDJ.Chap.
*o °

I I I , Théorème XXXV) que podemos escribir :
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donde m dépende de K . a+tx ) * F\ ® F2 y Sx es la masa + 1, pues-

ta en el punto xQ . Para / f E ^ ^ se tiene entonces

X ) = < L / > < 2 r i ) V

a (x)DPf>= 1 a (x )(DPf)(x )

E n p a r t i c u l a T s i ( ? { ) ( l < i < l ) e s u n a b a s e d e F J t p o n i e n d o

f(x) = CA: - xQ)P ti / p f se tiene

Df<*o>f = *p;i.1<*o> <*<i<*2> >

lo que muestra que a Jx) es una función indefin idamente diferenciable de x. m

Si D tiene la forma (5,1) sobre un dominio de mapa local, entonces tiene la

misma forma sobre cualquier otro mapa con el mismo dominia El mas pequefio nu-

mero m que se puede tornar en (5,1), si existe, se Mama el orden de D sobre el

mapa local. Si D es de orden < m sobre todo dominio de mapa local, entonces

se dice que D es de orden < m sobre toda la variedad x .

El operador diferencial D es también una aplicación lineal continua de

Ex(V?) e n E X ( V 2 ) para las topologfas indicadas al final del §4(p„63) .

Puesto que para estas topoiogfas EX(Y1) es denso en D T x ( V j ) y
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E x ( V 2 ) es denso en D f
x ( V 2 ) , D se puede prolongar en una aplicación lineal

continua de D T
x ( V i ) en D f

x ( V 2 ) y mas generalmente de D ' Q C V J ) en

D'JJ ( V 2 ) , donde iî es un abierto de x . Si T € D
1^ ( V i ) , entonces el so-

porte de DT esta conte ni do en el de T .

Esta prolongación de D se puede efectuar también por transposición . Sobre

cadadominio fl de mapa local se pone para cP^Do(VT
2 ) . ^ ^ D ' o C V ^ ) ,

T, 2 (-l}^ D?(*ap(x) y (x)

\P\<™

a (x) DPT t cp > ..

Ejemplos. Si x es una variedad indefinidamente diferenciable, </ es un ope-

rador diferencial que aplica E x C A T * f x ; ; en E x f A T*(X) ) . Con este

ejemplo se puede convencer de la necesidad de introducir los operadores diferen-

ciales como aplicaciones de espacios de secciones de espacios fibrados.

De la misma manera los operadores d (VAC, § 7), À (VAC, § 8) y sobre una

variedad analîtica compleja los operadores dz y dz (VAC, § 4) son operado-

res diferenciales.

Definición . Dn operador diferencial D : E fVJ -• E ( V ) de

orden m Se die e eliptico en el punt o a e X , si para toda función f numérica,

definida e indefinidamente diferenciable en una vecindad V de a , talque f(a) = 0,

(df)a ¥ 0 y para toda s e cc ion indefinidamente diferenciable $ de Vj , definida

en en U y tal que g(a) t 0 , se tiene (D (fm g ) ) (a) A 0 .
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Si D es elîptico en todo punto a tX , entonces se dice que D es elîptico.

Mostremos que si D es elîptico en el sentido de esta definicion, entonces so-

bre cada dominio de mapa local, donde D se escribe en la forma (5,1) , D es

eIfptico en el sentido de la definicion de la pagina 34 . Tomemos

/ W = £ixi +~- + £NXN y 8(x) s g (a). Luego

D(f m g) (a) = S a (a) DP (fmg) (a)
\p\<m P '

a (a) £P . | (a) .

Por hipótesis este elemento de F 2 es diferente de cero cada vez que ~g(a)¥ 0

en F2 , lo que significa que S &p(a)€p es una inyección de F^ en F 2 .
\p\ = m

Inversamente supongamos que para un mapa local, D es elîptico en el sentido

de la pagina 34 y demostremos que lo es en el sentido de la definicion anterior.

Sean / y g dos funciones que satisfacen las condiciones de la definicion. En

lavecindadde a se puede escribir

f(x) = £ i * j + - - - + £ N * N

con £ A 0 y

~gM ** g (a) + o n •

Luego :
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En la expresión D(fmg)(a) = £ ap(a) DP(fm£)(a) todas las derivadas de

orden < m-l valen cero, mi entras" que para \p\ - m se tiene D^(fmg)(a) =

(a), de donde

D (fm g) (a) = m! P
\p\

a Ja) g(a) + 0 ,

ya que por hipótesis g (a) A o y 2 a (a) £? es una inyección de F i

en F2
\P\'

Del caracter intrfnseco de la definición de la elipticidad sigue en particular que

si D es elîptico en el sentido de la pagina 41 sobre el dominio de un mapa, enton-

ces lo es para cualquier otro mapa con el mismo dominio. Se puede decir entonces

que D es elfptico si sobre todo dominio de mapa local su expresión (5,1) es elîpti-

ca en el sentido de la pagina 41-

Pfi p.i

Ejemplo. El operador diferencial d^ de E x en E x (VAC, § 6) es elîpti-

co. En efecto, sobre cada domînio de mapa local se tiene

- ah SI f • SI Si
y la matriz
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se anula ünicamente para £
1

6. Ejemplo : El operador de Laplace y su cardcter eliptico. En el CUrSO de

Variedades Analiticas Complejas (§8) hemos definido el operador de Laplace A

sobre una variedad de Riemam orientada, mediante la formula

- A = </d + d d.

N

Demostremos primero que sobre RN con la métrica euclîdea S dxaQ dxa

usual el operador A asf definido se reduce al laplaciano comün:

N 2

a = 1 dx2a

Introduzcamos el operador ea , que sera la multiplicacion exterior a la izquierda

por dxa , es decir

El operador ia sera el adjunto de ea para ladualidad riemanniana(VAC, § 7),

es decir,

dar\ cp; = (T\ e a c p ; .

Calculemos iaT si T es de grado p; se tiene

P .1
( *aT | cp; = (T\ eay) « <* T, i/x^A cp > =

'1 N-p '1
< * r A ^ > f l j < / A * T q p >

N-p i N'p -1
(-1) ' <eaVT , cp> = (-1) f * ê a * T | c p J ,

70



es decïr
N-p '1

* ** * a *

Si ponemos H = (h1, . . . , h ) y dx„ = dxh A • • • A ^ , entonces

(6,1)

ia(dxaA dxj) = dxj ƒ = ^ jpmî ) .

En efecto * dxH = dx~ y a | n implica a*fn esdecir,

P * 'ac '0

-2
* (dxaA dxj) = a dx

donde a es la signatura de la permutacion

'(ƒ<*, J) , oc, j

1,2 , . .„ N

Por consiguiente

-2
~ a dx ̂  A

-J

donde a^ es la signatura de la permutacion
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, Ç(<*.J). J

1,2 , . . . , N

Ahora bien (-l) a a = l , lo que demuestra (6,1)

Pongamos ahora

y sea da el adjunto de da para la dualidad riemanniana. De

r 5aT | cp ) = ( T\ day) = <* T#i/acp> =

-1 '1
* T , c p > = - f * * / a * T

résulta ml

Se tiene
N

y por transposicïón

N

de donde

<b,2)
OL.P
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Demostremos las re lac i ones

(6.3) eaip + ip e a = O si

(6.4) e a * a + f*Oteot = identidad.

En efecto, si a* // ó jö { H , entonces eaio dxH = O , io eadxH = o

Si a | t f y j 8 f / / , pongamos dxH = dxa A afe, y entonces

*aA i/x, - dxaf\ dxj = O ,

l o q u e d e m u e s t r a ( 6 , 3 ) . P o r o t r o l a d o s i u \ H .

eaiadxH = ° ' laeadxH = dxH

si a* H

ea{adxH = dxH • iaeadxH= ° >

y quedademostrado (6,4) .

Puesto que da conmuta con ea e i , se tiene en virtud de (6,2)

a,j8

y en virtud de (6,3) y (6,4) obtenemos final mente

a - J dx2

a
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F-n parti cul ar para una forma co = 1coldxI de grado p setiene

A co = 2 — dx.

En esta demostración se consideran ûnicamente formas y corrientes reaies sobre la

variedad.

Demostremos ahora que el operador A sobre una variedad de Riemann orienta-

da es eliptico. Sea a un punto de la variedad y supongamos que en a la forma

cuadratica que define la estructura de Riemann sea 2 dxa Q dxa , es decir,

(a) = 8a(o . Sea CÛ = S o>i dxj una forma diferencial de grado p. Se tiene

d eût
d a) a 2 (dx », A dx, ) .

a,i d xa
 a /

En virtud de la formula

da>P = (-l)p l d * &* &

se tiene

(6,5) d do> = (~î) * </ *

A h o r a dco,
*(dco)= 2 L (*(dxaf\ dX]))

OL.I
 d xa

donde * (dxa A ^ ; ) es una forma diferencial de grado N-p-1 . Por consi

gui ente d * (d a> ) es igual a
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d2a>,

S ZXZX
 dXV A ( * (dXa A dXl } )

mas una suma que contiene derivadas de primer orden de las co j y en virtud de

(6.5) d do) es igual a

2

(6.6) (-l/* 2 [ * (dxB A (* (dxa/\ dxj ))) ] ,

mas una suma que contiene solo derivadas de primer orden de las CÜ; . De la mis-

ma manera

p -l p
d d = (-1) d * d * (o

es igual a

2 -j
(6,7/ (-1) 2 — — ^ — [ rfjfo A ( * (dx Q f\ ( * dx , ) ) ) J

mas una suma que contiene solo derivadas de orden uno y cero de las coj . Pues-

to que en el caso de una métrica euclidea el operador A se reduce al laplaciano

comün, résulta de (6,0 y (6,7) que en el punto a la suma de los términos de mas al-

to orden de A co es

(6,8) 2 (Ao)J dx .

Si consideramos coa como el vector
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del espacio A T (v) t entonces (6,8) sera el vector

1 O . . . O

O 1 . . . O

O O . . . 1

-4

y puesto que la matriz cuadrada

i o

O 1

. o

. o

O O . . . 1

|£l o . . . o
o |£[2 . . . o

O O . . . \W

tiene un déterminante diferente de cero para £ ^ ° » queda demostrado que A

es elfptico.

7. El teorema de casi-monomorfismo. Sean Vj = Yj(X,pp Fj, 0^ ^ ) y

V2 = V2(X, p2, F2» (r2 j) ) d° s e s P a c | o s fibrados con fibras vectoriales F^c1
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F2 = c2. Un operador diferencial D de E x T V i ) en E X ' ( V 2 ) se Mama

hipoeliptico si, cualquiera que sea el abierto l l c x , de Te DT^ (V^ ) y

D T f E f l ( V 2 ) résulta T f E j ^ V j ) . Del teorema fundamental del § 3 (p. 43 )

résulta que si D es eliptico ent onces es hipoeliptico, y a que por el carâcter lo-

cal del teorema basta considerar las 11 que son dominios de mapas locales.

Para gênerai izar al caso de espacios fibrados del Teorema 3.3 (p. 51 ) , se ne-
s .

cesita primero introducir los espacios L x ^V) , que generalizan los espacios
s

L (E) de aquel teorema.

Mas generalmente se podrâ définir sobre V el anâlogo de todo espacio de

distribueiones que se define en términos puramente locales ; por ejemplo no pode-

mos esperar de generalizar el espacio S ! en un espacio sobre V . Introduzca-

mos la définieión siguiente :

Definkfón. Un espacïo M de distribuciones definidas sobre RN ( e s d e -

cir M c D1
 N y la topologîa de M es mas fina que la inducida por el espacio

D1
 N) se Mama de tipo local si se cumplen las condiciones siguientes :

lo. Si T f M y a * E , entonces a r e M y la aplicación . T n a T de

M en M es continua.

2o. Si T € DT y existe una partición indefinidamente derivable de la unidad

(ax0 , tal que para todo i la distribución a.T pertenece a M y a.T tien-

de a cero en M , entonces T f M y T tiende a cero en M .

3o. Si tenemos un difeomorfismo (homeomorfismo indefinidamente diferencia -

ble en ambos sentidos) de un abierto O de rP sobre otro abierto 12 ! de
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RN , entonces la aplicación correspondiente de M^ en MQ# es un isomorfismo

vectorial-topológico donde M f l es el espacio de las distribuciones T sobre

O , taies que si ouD tien e su s oporte en el compacte K C Q , entonces la dis-

tribución que vale ar en K y cero en CK esta en M .

4o. Si j8 es localmente integrable y con soporte compacto y si Te M , en-

tonces j S * T e M y la aplicación T « j 3 * T de M es continua.

Observemos que estas condiciones son los anâlogos topológicos de las condi -

ciones que definen un espacîo de tipo local en VAC (§ 9) .

A cada espacio de tipo local M definido sobre RN se puede asoci;r canó-

nicamente un espacio M X ( V ) de secciones-distribuciones del espacio ï orado

V(x, p, F, (T.) ) . Una sección-distribución T € DT
X (V) pertenece a M x ( V ) ,

si para todo dominio de mapa local u la restricción Tv de T a u perte-

nece a M^ ((/ x F) = M v © F . Un cambio de mapa local con el mismo dominio

corresponde a un difeomorfismo de u sobre sî mismo y a un deslizamiento de

cada fibra T » a (x) Tfa(x) eE ( h (F, F) ) . En virtud de las condiciones lo.

y 3o. si Ty € Wv ® F para un mapa local, entonces Tv pertenece al mis-

mo espacio para cualquier otro mapa local con el mismo dominio. La topologîa de

M X ( V ) se define diciendo que T tiende a cero si sus restricciones Tv

tienden a cero en M ^ ® F , como corresponde a la condición 2o.

Sea finalmente K M X (V ) el espacio de las secciones-distribuciones

T e M x (V) con soporte compacto. Para todo compacto K c X consideremos

el subespacio K / C M X ( V ) de M X ( V ) , formado por las T con soporte con-

tenldo en K . Sobre K^M X (V) se puede poner la topologia inducida por
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M x (V) y entonces sobre K M X ( V ) se pone la topologîa limite inductivo de

las topologias de los K ^ M (

El espacio L (p. 15) es claramente de tipo local sobre R si s es un

entero, y por consiguiente podemos introducir M espacio L X ( V ) . El espacio

K L x ( V ) , correspondiente se llamarâ sencillamente K x (V) , cual, en el ca-

so de que V es el espacio producto RN x C se reduce a K (p. 16) . Tarn-

bien en vez de K ^ L X ( V ) escribiremos KK (V) ; este espacio es un espa-

cio de Banach, ya que e f compacto K se puede recubrir por un numero finito de

compactos K{, dominios de mapas locales. Siendo entonces | | T | | f . lanorma

sobre K^#(V) = K ^ ® F , y af. una partición indefinidamente diferencia-

ble de la unidad, subordenada a Ki , la expresión 2 | j oLj.T \\i sera una nor-

ma sobre K K (V) .

-s
El dual fuerte de K x (V) es L x (V) e inversamente . En primer lugar,

por el carâcter local de los espacios, basta demostrar que el dual de K Q ( V ) =
o " S " S :fc

K Q ® F e s ^ î i ^ T ) = ^ n ® F ' c'onc'e ^ es un dominio de mapa local

de V y de x , que se puede identificar con un abierto de RN. Considerando
s -s

componentes, el problema se reduce a demostrar que el dual de K^ es L^

(pp. 47-48) y viceversa .

HPuesto que H Q es un espacio de distribuciones normal (p.6 ), se tiene
Ç S

( K î î ) 1 c D î . Sea T € (KQ ) T , entonces para todo compacto K C f l la dis-

tribución T es una forma lineal continua sobre K^ (Bourbaki, EVT, Chap. Il,

§ 2 , Cor. de la prop. 1). Sea ou D con soporte en un compacto K c îî y sea

5 e H s . Entonces as € H^ y de la relación <ar, 5> = < r , a 5 > résulta,
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con la ayudade la proposición 2.11 (p. 14 ) , que aT es una forma lineal con-

tinua sobre H , es decir, (proposición 2.6, p j ) a T e H , lo que significa que

T f L j | . Se tiene entonces ( K Q ) ' C L ^ y la topologîa de L^ es menos

fina que la de ( K ^ ) T . Inversamente sea T e L ^ y sea K un compacto de

Q . Sea ou D igual a l sobre K y con soporte contenido en un compacto de

Q . Se tiene entonces aT <? H y para todo ^ f K K

de donde résulta que T es una forma lineal continua sobre K^ , es decir,

L Q C ( K J J ) 1 y la topologîa de (K Q ) f es menos fina que la de L Q . Final -

mente K^ es reflex ivo como subespacio de H (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 5,

prop. 11) y por lo tanto (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 3, exerc. 17) K^ también

es reflexivo. •

Con estas definiciones el Teorema 3.3 (p. 51) se puede generalizar de la ma-

nera siguiente :

Teorema 7. 1. Sea D / E ^ ( V j ) -• E^ (V2) un ope rad or e lipt ie o. Sea s

entero . Si T e D ' Q (V i) y DT * L JJ (V2 ) , entonces T e LQ ( V̂  ) .

Podemos enunciar ahora el resultado principal de esta sección :

Teorema 7,29 Sea D un operador diferencial del tipo eliptico de D1^ (Vj j

en DTv \Y2 j y sea s un numero entero positivo. Para todo compacto K de X

la aplicaciân T •-» DT de K ĵ - (̂  Vj y
! en K ^ \^2 ^ es un homomorfismo cuyo

nûcleo es de dimension finita (uw tal homomorfismo se llamara un casi-monomorfismoX
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obsewaciones . lo. Si V̂  y V2 son los espacios fibrados triviales

R N x F ] y RNx F2 , entonces en los Teoremas 7.1 y 7.2 no es necesario que

s sea entero .

2o. El Teorema7.2 es también cierto para s negativo, como se puede ver de

la demostracïón, si en vez del Teorema3.2 utilizamos el Ejercicio de la pagina 52.

Demostremos primero un resultado de L Schwartz (Comptes rendus Acad. Sci.

Paris, 236 (1953) 2472-2473). Una aplicacion lineal continua de un espacio de Ba-

nach E en otro espacio de Banach F es compacta, si la imagen de la bola uni-

dad de E es relativamente compacta en F (p. 22).

Proposición 7.1, Sean E y F dos espacios de Banach, Sea u un monomor-

fismo de E en F y v una aplicacion compacta de E en F. Entonces u + v

es un casi-monomorfismo de E en F,

Demostración, Sea B la bol a uni dad de E y sea N el nûcleode u + v ;

pongamos w = B fl N. Se tiene u(W)=-v(w) y este conjunto es precompacto ,

puesto que v(B) es relativamente compacto por hipotesis. Ahora u es un isomor-

fismo de E sobre u(E) y por consiguiente w es precompacto y N de dimen-

sión finita (Bourbaki, EVT, Chap. I, § 1, n9 4, Remarque 1).

N tiene un suplementario topológico M en E (Bourbaki, EVT, Chap. I, § 2,

n-3) y la restricción de u+v a M es biunivoca . Debemos demostrar que si U

es unultrafiltro sobre M talque (u+v)(\J) converge en F, entonces U con-

verge en M ,

Sea a el limite de [|*|| segûn U. Supongamos primero que a< + «,. En

este c aso (a+DBtU, por consiguiente v (U) converge en F ypordiferen-
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cia u (U) converge en F. Puesto que u es un isomorfismo de M sobre u(M)

y u(M) es cerrado en F (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 4, exerc, 5), U converge

en M.

Mostremos finalmente que a = + oo es imposible, En el caso contrario

(u+v) (x/\\x\\) tenderîa a cero segün U , v(x/\\ x\\) tendria un Ifmite y por

diferencia « ( * / | . [ x | | ) también. Entonces x/]\x\\ tendria un limite yoe M ,la\

c l u e I-I yo\\ = !>(" + v) (yo) = 0 en contradiccion con el hecho de que u+v es

biunivoca sobre M . •

Demostración del Teorema7.2. El compacto K se puede recubrir con un nu-

mero finito de conjuntos abiertos .̂ (l < i < k), tales que cada Wj sea conteni-

do y compacto en un dominio ui de mapa local y que las aplicaciones T ** DT
s s

de K_ ® Fj en K_ ® F2 sean monomorfismos, lo que es posible en virtud
wi wi

del Teorema 3.2 (p. 46 ) . Sea (a.) 7 ̂  . , h una particion de la unidad suborde-
nada a 0^.) . Consideremos laaplicacion lineal continua w:T •-> (aiDT)1<i<: k

S Sm7ïl

del espacio de Banach K ^ f V J en el espacio de Banach I I Krr ® F2 . De-

mostremos que w se puede escribir en la forma w=u+vt donde u es un mono-

morfismoy v una aplicación compacta. Fn efecto sea u laaplicacion

u:T » (D(a.T))1^.^k

y f la aplicación

v : T » (a j D T - D ( a . T) )j < i < k

Esta claro que w= u + v. Por otro lado u es el compuesto de la aplicación

(7,1) T H . (^T)i<i<k
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* s
de K / c ( V i ) en n K ^ o F1 y de la aplicación

( 7 ' 2 ) " <DSih<i<k

de n Kj^ © F i en n K^ © F2 . (7,1) es evldentemente un monomorfisi

mo y (7,2) lo es en virtud de la construcción de los w^ Por consiguiente u es un monomorfismo.

Por la regfa de Leibniz el operador v es de orden m-l y por consiguiente

(proposition 2.13, p. 16 )y T -* OLJDT-D(OLJT) es una aplicación lineal conti-

nua de K J Ç ( V J ) en K— © F2. Como por otro lado la inyección de

K-. © F 2 en K— © F 2 es compacta (Teorema 2.2, p. 22 ), résulta que

v es uhâ aplicación compacta.

k s-

F-n virtud de la proposición 7.1, w es un casi-monomorfismo de K v (V7 ) en
s-m • *

I I K © F2 . Ahora bien, la aplicación (a.S)2 < ^ k « ,S OLjS = s es un
1 * S-7W

isomorfismo topologico del subespacio de n K^ © F2 , formado por los-ele-
i=l ^ /

mentos de la forma ( ais)i < i< k * so'3re Ks*OT (V2) . Puesto que

u( K K (Vj) ) esta contenido en este subespacio, el teorema queda completamente

de mos trad o . •

Teorema7.3. Si D es eliptico, entonces para todo compacto KCX la apli-

cación T * DT es un casi-monomorfismo de D^(Vj) en Djç(V2) .

Demostración. Si T pertenece al nûcleo de la aplicación T»DT , esto

quiere decir que DT = 0 y, por la hipoelipticidad de D (p.77), que T es inde-

finidamente diferenciable. El nûcleo es entonces el mismo espacio para la aplica-

ción de D K ( V 2 ) en D / C (V 2 ) que para la aplicación de K x (V| ) en

K K
W ( V 2 ) yen particularde dimension finita .
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Para demostrar que la aplicacion es un homomorfismo basta mostrar que la ima-

gen es cerrada en D K (V 2 ) (Sourbaki, EVT, Chap.IV, § 4, exerc.5). Sea entonces

cpy una sucesión en D / c (V i ) talque Dcp. converja hacia un elemento i/r en

D^ ( V 2 ) . Tenemos que demostrar que ^=Dqp con cpeD^CVj) .Las cp. estân

en KK ( V 2 ) , cualquiera que sea s. Por el Teorema7.2, las Dcp. estân en

K x (V 2 ) y tienden en este espacio hacia if/. Otra vez por el Teorema7.2, la

imagen de la aplicacion T + DT es cerrada en KK ( V 2 ) , y por consiguiente

^r=Dcp con c p e K ^ ( V i ) . Ahora bien i/redK{Y2) , luego por la hipoeliptici-

dad de D (p. 77), cp̂  D K ( V i ) . M

8. Las ecuaciones A-elipticas.

De finie ion. Un operador diferencial D ; E ^ ( V j ) -> ^^(^2) se liant a A-e lip-

tico si se cumplen las dos condiciones siguientes :

a) D es eliptico-

b) cualquiera que sea el abierto iî de X, si f=0 es un abierto 0 C Q y

si Df ~ 0 en Q , entonces f— 0 en toda la componente conexa de co con res-

pecto a Çl „

Ejemplo. Si Vj y V2 son dos espacios fibrados analîticos-reales y si los

coeficientes del operador diferencial eliptico D son analîticos, entonces se sîgue

de un teorema de Petrowski (Mat Sbornik, 5 (1938) pp. 3-68) que si DT es una

sección analîtica de V2 por encima de un abierto î î c x , entonces T es una

sección analîtica de V i por encima de fi . Esta propiedad se puede expresar

diciendo que D es analîtico-hipoelîptico. Claro esta qje un operador analîtico-hi-

poelîptico y elfptico es también A-eliptico .
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Si la variedad X es conexa y no compacta, y si D es un operador A-eliptico,

enfonces para s entero > 0 y todo compacto K C X la aplicaciôn T i+ DT de

KJÇCVJ) en KK (V 2 ) es un monomorfismo. En efecto,sabemos que la aplica-

ciôn es un homomorfismo. Si T pertenece al nûcleo de la aplicación, entonces

DT = 0 sobre X y el soporte de T esta contenido en K, esdecir, T = 0 en

el abierto QK, Por la condición b) se tiene entonces T = 0 , es decir, el

nûcleo de T <-* DT se reduce a j 0 \ .m Veremos (prop. 8.9) que este resultado

es también cierto para s < 0 .

Introduzcamos ahora la definicion siguiente :

Definicion . Se a X una variedad conexa y A un subconjunto de X. Llamare-

mos la envolvente lien a de A, y de s ignare m os por A, la reunion de A y de las

comporientes conexas, relativamente compactas de [A. Si A = A se dira que

A es un conjunto Ile no.

Lema 1. Si A es cerrado, A lo es también .

DemosPración. QA es un abierto. Siendo X una variedad, es en particular

localmente conexo y por lo tarto (Bourbaki, Top. gén., Chap. I, 2e , éd. § 11, prop.

11) toda componente conexa de ÇA es abierta. En particular, las componentes

conexas no relativamente compactas de ÇA son ablertas, y también lo es su

reunion fâ. Luego i? es cerrado. •

Lema 2. Si A es compacto, A lo es también,

Demostración. Siendo X una variedad, es en particular localmente compacto

y por lo tanto (Bourbaki, Top. gén. Chap. I, 2 e éd, § 10, prop. 10) existe una vecin-

dad compacta V de A . Sea V la frontera de V y pongamos F = ff n v .
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Sean (B{) . e l las componentes conexas, relativamente compactas de ÇA, es

decir, î = A U CtU Bi ) . Puesto que A es cerrado, los Bi son abiertos. Por

otro lado los B. forman un recubrimiento de F ; en efecto, todo punto de F

pertenece a A pero no a A, ya que pertenece a v, y por consiguiente debe per-

tenecer a uno de los Bi. Ahora bien, F es compacto, ya que es cerrado y V

es compacto, entonces hay un numero finito de conjuntos Bi, sea BltB2,..*,Bn,

que cubren F y, como los conjuntos B. son disyuntos de dos en dos, son solo

estos conjuntos Blt...,Bn que encuentran F. Demostremos entonces que

ficB} U B 2 U .. , U Bn\i V .

Como ya sabemos (lema 1) que î? es cerrado y que el segundo miembro es compac-

to, el enunciado resultara inmediatamente.

Sea x € A* ; si x e A , entonces xeV ; si x^Bi (i<i<n), entonces

x f B . . Supongamos entonces que xe% pero x\A, x<\B; (l<i<n)0 En -

tonces x pertenece a una componente conexa, relativamente compacta de ÇA ,

que no encuentra F, sea B .. Se tiene B . n F = <f> y por lo tanto

S- n V = <f>. Puesto que B. es conexa, debe ser (Bourbaki, Top. gén, Chap. I ,

2 e éd, § 1 1 , prop. 3) contenido o bien en el exterior o bien en el interior de V .

Ahora bien, B . es adhérente a A . En efecto, puesto que x es conexa, B-^ïï.

y como B. es una componente conexa de Qi, se tiene B . fl A=*=0 . Pero

entonces B . c v y la demostración queda compléta. •

Lema 3. Si A es abierto, A lo es también .

Demostración. Sea A9 la reunion de A y de los conjuntos abiertos y com-

pactos de ÇA. Demostraremos que A' = 2 , de donde resultara el lema, puesto

que la reunion de los subconjuntos de ÇA que son a la vez abiertos y compactos
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es un conjunto abierto u de ÇA . Luego u = ÇA f] v , donde v es un

abierto de X yfinalmente A'= A U t/ = A U V es abierto .

Falta mostrar que A ' = ! Î . En primer lugar, A ' c î , ya que si x e A' ,

x\ A , entonces x esta contenido en un abierto compacto de ÇA y por con-

siguiente la componente conexa de x en ÇA es compacta, es decir, x(2.

Mostremos que inversamente Î ÎC A' . Sea K una componente conexa compacta

de ÇA , mostremos que KC A'. Puesto que X es localmente compacta, tam-

bién lo es ÇA , siendo ÇA cerrado en x. K tiene entonces (Bourbaki ,

Top. gén. Chap. I, 2 e éd, § 10, prop. 10) en ÇA una vecindad compacta w. K

es también una componente conexa de w , puesto que K es conexa y ningûn con-

junto mas grande que K puede existir en w, ya que en el caso contrario este

conjunto mas grande séria conexo en ÇA y K no serîa componente conexa de

ÇA . Ahora bien, en un compacto w toda componente conexa K tiene un sis-

tema fundamental de vecindades a la vez abiertas y compactas (Bourbaki, Top. gén,

Chap. Il 2 e éd. § 4. Cor. de la prop. 3, prop. 4, exerc. 23). Existe entonces L

abierto, compacto en w, conteniendo K, sin punto comün con la frontera de w,

es decir, contenido en e I interior de w en ÇA. Lgego L es abierto y com-

pacto en ÇA y KCL, de donde KCA*. m

La demostración del lema 3 reemplaza una demostración insuficiente de la tesis

de Malgrange (Chap. III, § 2, n9 2, lema 2) y nosfue comunicadapor este autor.

Lema 4. Si ACB, entonces A C B .

Demostración. S e a x € A . S i x e B , e n t o n c e s x e B . S u p o n g a m o s q u e x \ B .

Entonces x\A y por lo tanto la componente conexa Kxde x con respecto a
B

A es relativamente compacta. La componente conexa Kx de x con respecto a

B esta contenido en Kx y por lo tanto Kx es también relativamente compacta

es decir, x e B . m
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Lema 5. Si A es un abierto relativamente compacto, enfonces A lo es tam-

bien,

Demostración. En virtud del lema 3, A es abierto. Puesto que A es compacte,

en virtud del lema 2, A lo es también. De A c A sigue en virtud del lema 4 ,

AC A , lo que muestra que A es relativamente compacto. •

Lema 6 . A = A .

Demostración. Las componentes conexas de \J£ son las componentes cône -

xas no relativamente compactas de ÇA . •

Este lema muestra en parti eu lar la existencia de conjuntos Menos : cada conjun-

to de la forma 2 lo es .

Volvemos ahora a los operadores A-elipticos. Supondremos de ahora en adelan-

te que la variedad X es conexa y no compacta y que D es un operador diferen -

cial A-elîptico de orden m de E x ( V i ) en E X ( V 2 ) .

Proposicioln 8.1. Sea K un compacto lleno de X. Enfonces

DE»X(V2) n E'K(V2) -DE'KCV,)

y mas generaImente

D K ^ V , ) n Ksi"(v2) =DK S
K (V ; ) ,

cualquiera que sea s.

Demostración. Es evidente que los segundos miembros estan contenidos en los

primeras (proposición 2.13, p. 16) Supongamos que T = DS, T tiene su soporte

en K y s tiene soporte compacto. En QK ladïstribución s es solución de

la ecuación homogénea DS = o . Por otro Iado s es de soporte compacto, es de-
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cir, igual a cero fuera de un compacte de x. Résulta entonces del carâcter A-elîp-

tico de D que 5 = 0 sobre cada componente conexa, no relativamente compacta

de QK. Pero como K es lleno, todas las componentes conexas de CK son

relativamente compactas, es decir, 5 = 0 en CK, o sea que el soporte de 5

esta contenido en K . •

Proposition 8.2. El subespacio D K ^ ( V j ) f] K ^ ( V 2 ) es cerrado en

K K ( V 2 ) para s>0 y K l l e n o .

Demostración. Puesto que D es un monomorfismo de K ^ ( V i ) sobre

D K ^ V J ) = 0 ^ ^ ) n K S ^ ( V 2 ) (pro. 8.1), résulta (Bourbaki, EVT, Chap.

I, § 3, Cor. 3 du Th. 1) que este ultimo espacio es cerrado en K^ (V2 ) . •

Proposition 8.3. ö K ^ ( V J ) e s cerrado en K ̂  ( V2 ) /»örö s > O .

Demostración. K^ (V) es el dual del espacio Lx (VT ) , que es un espacio

de Fréchet. Sabemos(Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 2, Théorème 5) que un conjunto

convexo en el dual de un espacio de Fréchet es débilmente cerrado si y solo si sus

intersecciones con los conjuntos acotados son débilmente cerrados. Sea entonces

B un conjunto acotado de K x (V2 ) . El conjunto DKX(M1) n B es también

acotado y por lo tanto (Bourbaki, EVT, Chap. III, § 2, prop. 6) D K X ( V J ) n B

esta contenido en un conjunto K^ (V 2 ) , don de K es un compacto lleno. En

virtud de la prop. 8.2, el subespacio D K S
K (V2 ) fi K K

W ( V 2 ) es fuertemente

cerrado en K S ^ ( V 2 ) y, puesto que K5
/C

7W(V2) es reflexivo (p.80), también dé-

bilmente cerrado (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 3, n9 3, Remarque 1). Por consiguien-

te D K X ( V J ) n # es débilmente cerrado en B, es decir, DKK(Y1) es dé-

bilmente cerrado en B, es decir, D K X (V2 ) es débilmente cerrado y con mas

razón fuertemente cerrado. •
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Proposición 8.4. El transpuesto D del operador D es un epimorfismo del

espacio L x (Vf
2 ) sobre el espacio h x (VT^ ) para s > O ,

Demostración. Si u es una aplicación lineal continua de un espacio vectorial

topológico E en otro F talque u(E) sea cerrado en F, entonces *u es

un homomorfismo de F' en E9 para las topologïas a(E\ E), a(F',F) (Bourba-

ki, EVT, Chap. IV, § 4, prop. 4). Si adernas E y F son espacios de Fréchet re-

flexivos, entonces a (E9, E) = a (E9, E") y o (F* ,F) =a(F'fF") de donde si-

gue que lu es también un homomorfismo fuerte de F' en E9 (Bourbaki, EVT ,

Chap. IV, § 4, exerc. 5) y que *u(F9) es cerrado en E9 . De la prop. 8.3 ré-

sulta entonces que lD es un homomorfismo de L x ( VT
2 ) en L x {Y\ ) y

que tD{hx ( V f
2 ) ) es cerrado en L x (V f

2 ) . Puesto que los dos espacios

son reflexivos, *D(LX (V2) ) es también débilmente cerrado en ^ ^ ( V 1 ^ ) .

Por otro ladoy D es una inyección de K x (Y1 ) en K x (V 2 ) ya que si

DT - o en x y T es de soporte compacto, entonces se sigue, puesto que D es

A-elïpticoy X conexo, que T = 0 . Por consiguiente (Bourbaki, EVT, Chap. IV,

§ 4, prop. 3) *D(^X ^ 2 ^ es débilmente denso en L x (V 1
r ) . Ahora

bien, un conjunto cerrado y denso es todo el espacio . •

Supongamos a partir de ahora que *D sea eUptico» lo que équivale a decir ,

(p. 41 ) que las fibras tipo de los espacios Vj y V2 tienen la misma dimension,

es dec ir, dim F2 = dim F2 •

Proposition 8.5. El transpuesto *D del operador D es un epimorfismo de

X (y%l) sobre L ^ (V^) para s cualquiera.

Demos tración. Pongamos a = -s>0 ; entonces Lx (VT
2 ) c L x (V'j ) .
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fD es un epimorfismo de ^x^2^ S0'Dre ^ ( V ^ ) (prop. 8.4) y con mas

razón una epiyeccion de un subespacio conveniente de L x (VT
2) sobre

LW
X(VT

2) sobre fx(V1).De T < \?x (VT
2 ) , *DT € I?x (V ' j ) y de la

elipticidad de *D sigue (Teorema 7.1, p. 80) que T f L x (V r
2 ) . Como in -

versamente *D aplica L x (VT
2) en ^ ( V ^ ) (proposición 2.14, p. 17 ) y

como estas espacios son de Fréchet, la proposición queda demostrada (Bourbaki ,

EVT, Chap. I, §3, Théorème 1) . •

Proposición 8.6. *D es un epimorfismo de E x (VT
2 ) sobre E x (VT

1 ) .

Demostación. Esta résulta de que E X ( V ) = L x (V) = fl L x (V) y de

la prop. 8.5.

Proposición 8.7. D E ' x (Vj) es cerrado en ET
X (V2 ) , D K x (Vj ) es ce-

rrado en K x (V2) para s cualquiera, D D x (Vj ) es cerrado en D X ( V 2 ) .

Demostración. Las dos primeras afirmaciones resultan de las prop. 8.5 y 8.6

(Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 4, prop. 9 y prop. 4). La ultima résulta de que

D Dx (y j ) ya es cerrada para la topologia menos f ina inducida por K x ( V2 )

sobre Dx (V2) . •

Proposición 8.8. Si K es un compacto lleno, entonces D E 1^ (Vj ) es ce -

rrado en E r ^ (V2 ) , D K ̂  (V^ ) es cerrado en K ^ (V2) para s cualquiera,

D dK (Y2 ) es cerrado en dK (V2 ) .

Demostración. Consecuencia de las prop. 8.1 y 8.7. •

Proposición 8.9. Sea K C X un compacto cualquiera y s un numero entero

cualquiera fresp. un numero real cualquiera si Vi y V2 son triviales, cf.p.81).

Enfonces la aplicación T •+ DT es un monomorfismo de K ̂  (Vj ) en
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s-m
K (V2) .

s-mDemostración. Sabemos que D es una inyección de K £ (Vj) en K £ (V2)

(dem. de la prop. 8.4). Por otro lado, puesto que K es compacto (Iema2),

D K<j> ( V j ) es cerrado en K ^ (V 2 ) (proposición 8.8), es decir, D es un mo-

nomorfismo de K £ {Y1 ) en K £ (V2) y lo es también del subespacio

K / c ( V i ) en el subespacio K K (V2) . •

Podemos resumir los resul tados obtenidos en el teorema siguiente :

Teorema 8,1, Sea X una variedad indefinidamente diferenciable, conexa y no

compacta, Sean Vj y V2 dos espacios fibrados con fibra vectorialt con base X

y cuyas fibras tipo tienen la mi s ma dimension, Sea D un operador diferencial A-

elipticode D l
x ( V i ) en D !

X ( V 2 ) . Entonces :

lo. D E ' x (Vj ) es cerrado en ET
X(V2) , DK X (V^) es cerrado en

K^ (V2) , cualquiera que sea el numero entero s (si Vj = V2 = X x C , enton-

ces s puede ser cualquier numero real ),

D D x (Vi ) es cerrado en D x (V2 ) .

2o, La aplicación T •-+ tDT es un epimorfismo de Ex (V 2 ) sobre Ex (V^

y de L x (VT
2) sobre L x (V1^) , cualquiera que sea s (véase lo.).

3o. Cualquiera que sea el compacto K C X y el numero s (véase lo.), la apli-

cación T •-* DT es un monomorfismo de K ̂  (V^ ) en K ̂  (V2) y </«

DJÇCVJ) en D X ( V 2 ) .

De las prop. 8.1 y 8.7 résulta también (Bourbaki, EVT, Chap. IV, § 4, exerc.5)

que T ** DT es un monomorfismo débil de E ' x ( V i ) en E ' x (V 2 ) . Pero
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como estos espacios son de Fréchet-Schwartz, la aplicación es también un monomor-

fismo fuerte (Grothendieck, Sur les espaces (F) et (DF) , Summa Brasiliensis

Math. vol. 3, fase. 6, Théorème 12, p. 119).

Este teorema muestra en particular la existenciade soluciones deecuaciones

diferenciales. Sea por ejemplo D un operador eliptico tal que *D sea A-elïptico.

Entonces, en virtud del punto 2o. del Teorema 8.1, la ecuación

DT = S

tiene una soluciôn T, cualquiera que sea el segundo miembro s e L x (V2) o

S*EX (V 2* ) . En particular sabemos que sobre RN la distribución de Dirac 8

pertenece a L para s < - N/2 , entonces la ecuación

DE = 8 1

tiene una solución, donde S ƒ es la matriz diagonal con filas y columnas, cuyos

elementos diagonales valen todos 8. Con otras palabras : el operador D tiene

una solution elemental q u e p e r t e n e c e a L c o n s < - N / 2 .

Para terminar, demostremos el resultado siguiente :

Teorema 8.2. En las mismas hipótesis que para el Teorema 8.1 D aplica

DT
X(V!

2) sobre D ^ V ' j ) .

Demostración. Sea KE X (V 7
2 ) el haz de los gérmenes de secciones / de

VT
2 que pertenecen a E Q ( V T

2 ) , es decir, el haz definido por el prehaz ("Gar-

bendatum") { E Q ( V T
2 ) } , n abierto de X. (Para los elementos de la teorf a

de los haces ver F. Hirzebruch,Neue topologische Methoden in der algebràischen

Geometrie, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg/1956, §2). Sea KN el
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subhaz de K E X (V f
2 ) formado por los gérmenes de soluciones de la ecuación

tDf = 0 . Consideremos la sucesión de homomorfismos de haces

(8,1) o _ > KN -L mx (VT
2) > 2 — o ,

donde i es la inyección idéntica y 2 es el haz cociente. Esta sucesión

es exacta, ya que KN es, por su definición, el nücleo de *D . 2 es el haz

de los gérmenes de secciones indefin idamente diferenciables de Vj de la forma

*Dg con SÉEJJ ( V 2
T ) . Podemos escribir. 2 = %D K E X (VT

2) c K E X ( V ^ ) .

La sucesión exacta (8,1) implica la sucesión exacta de cohomologfa (Hirzebruch,

op. cit„ Satz 2.10.1)

• t

o — H°(X,W) - ^ f/°fx,KEx(V'2) ) •*

(8,2)
— H0(x,lDKEy (VU ) — ^fx.HN) -Jï H^x.KEy (V'2) ) .

Ahorabien, el haz K E X (VT
2) es fino como se comprueba inmediatamente con la

ayuda de una descomposición indefin idamente derivable de la unidad (Hirzebruch ,

op. cit., Satz 2.11.3) , de donde résulta que HHX , K E X (VT
2) ) = O (Hirzebruch,

op. cit., 2.11.1). Por consiguiente la exactitud de la sucesión (8,2) implica que

tf^XjKN) es isomorf o al cociente de H°(X^ *D K E X ( V !
2 ) ) por la imagen de

H°(X, K E x ( V
f
2 ) ) con respecto a *D* . Pero H°(X, K E x (VT

2 ) ) es sencilla-

mente E X ( V !
2 ) (Hirzebruch, op. cit., Satz 2.6L2), de donde résulta finalmente :

(8,3) HifX,KN) = H°(X, / D H E X ( V Ï
2 ) ) / ' D E X (Vf

2) .

El espaciovectorial H°(xt *D K E x ( V f
2 ) ) es el espacio de las secciones indefi-

94



nidamente diferenciables de V 2 que son localmente de la forma *Dg ; se puede

decir entonces que HHX, KM) es isomorfo al cociente del espacio de las seccio-

nes indefinidamente diferenciables que son localmente "segundos miembros" de

una ecuación lDg = / , por el espacio de las secciones indefinidamente diferen-

ciables, que lo son globalmente.

De exactamente la misma manera, podemos escribir la sucesión exacta

(8,4) o _ KN! - i HDf
x(V2) -X ^ H D Î

X ( V 2 ) ^ o ,

HNT es ahora el haz de los gérmenes de secciones-distribuciones T soluciones

de *DT = O . Puesto que *D es elfptico, estos gërmenes T pertenecen a

KE X (V ?
2 ) y por consiguiente HNT = HN . De la sucesïón exacta (8.4) se dedu-

ce entonces la^sucesión exacta de cohomologîa

*-^ n°« fHD f
x(V f

2))

f / 0 f x / i > K D T
x ( V î

2 ) ) — H^

Puesto que el haz HDT
X (VT

2 ) es fino, obtenemos exactamente como en el caso

anterior que

(8,5) / / i a , K N ; = / / 0 f x / D } { D î
x ( V î

2 ) ) / / Z ) D T
x ( V 2 ) ,

es decir que H1(x, KNj es isomorfo al cociente del espacio de las secciones-

distribuciones que son localmente segundos miembros por el espacio de las seccio-

nes-distribuciones que lo son globalmente.

Comparando (8,3) y (8,5) obtenemos el resultado debido a Malgrange (Thèse ,
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Chap. III, Théorèm 3)

(8,6) H°(X.'D KEX {V2))/'D E X (Vf
2) = HO(X,*DKV\ (V?

2) ) / ' D D T
X (VT

2) ,

(Observemos que esta formula se demostró bajo la unica hipótesis de que *D es

hipoeliptico).

Puesto que D es A-elîptico, résulta del 2o. del Teorema8.1 (p. 93) que

'D E x ( V f
2 ) = E X ( V 1 ) ytambiénque n ° « . 'D H E X ( V ' 2 ) ) = E x ( V ^ ) .

Ahora bien, cada T * D f
x ( V T

2 ) pertenece localmente a un espacio L x (V f
2 )

y résulta entonces del mismo Teorema que H°(Xt *D KD f
x (VT

2) ) = DT
X (V ! j ) .

Luego la formula (8,6) da

D ^ O ^ ) / / D D ' X ( V Ï
2 ) = 1 0 ! ,

es decir *D DT
X (V f

2 ) = D !
x (V1 j ) lo que demuestra el teorema . •

9. Problemas no resueltos.

lo. Generalizar la teoria de los espacios fibrados con fibra vectorial

V(X,p, F, (r.) ) y de los operadores diferenciales D : D !
X(V2 ) - D !

x (V2)

al casode fibras F vectoriales-topológicos de dimension infinita.

2o. ^Puede existir sobre una variedad indefinidamente diferenciable, no analî-

tica, conexa y no compacta una forma armónica no idénticamente nula y con soporte

comp acto ?

3o. Sea X una variedad conexa, no compacta. Sabemos(p.91) que si D es

A-elfptico, ent onces para todocompacto K C X laaplicación T » DT de

K K (Vj ) en K K
m(V2 ) es un monomorfismo y no solo un casi-monomorfismo .
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iEs clerta esta proposición suponiendo solo que D sea eliptico y no A-elîptico ?

4o. iTodo operador eliptico es también A-elfptico ?

Claro esta que el problema 4o. contiene 3o. y 3o. contiene 2o.

5o» Dar una demo strac ión simplificada del teorema de Petrowski citado al prin-

cipio del § 8 (p. 84 ) .

6a. Si D es A-elîptico y fD elïptico, ^entonces *D es también A-elïpti-

co ?
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