LLAURENT SCHWARTZ

Surmartingales régulieres a valeurs mesures et désintégrations

réguliéres d’une mesure
J. Analyse Math., 26 (1973), p. 1-168.

Extrait des Euvres de Laurent Schwartz
publiées par la Société mathématique de France, 2011.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SURMARTINGALES REGULIERES A VALEURS MESURES ET
DESINTEGRATIONS REGULIERES D’UNE MESURE

par
LAURENT SCHWARTZ

a Paris, France

en hommage au Professeur B. Amird
Introduction

L’introduction des espérances conditionnelles a ét¢é un de plus grands
succés des probabilités dans les derniéres décennies. Pratiquement tous les
problémes qui se posaient dans la théorie des martingales ou des processus
de Markov peuvent se traiter avec les espérances conditionnelles. Du coup
on a presque perdu de vue ce qui était ’outil initialement souhaité: la loi de
probabilité conditionnelle, dont d’ailleurs toutes les espérances conditionnelles
se déduisent. Au stade actuel, il peut sembler qu’on n’ait rien perdu. Comme
malgré tout la connaissance de lois conditionnelles est beaucoup plus forte
que celle des espérances conditionnelles, il y a fort a parier qu’elles pourraient
donner beaucoup plus. Tout cet article est une étude systématique des lois
de probabilités conditionnelles, c’est-d-dire des désintégrations d’une pro-
babilité, soit par rapport & une tribu, soit par rapport & une famille de sous-
tribus, croissante et continue i droite, comme on en rencontre dans les pro-
cessus. 11 s’avére qu’on peut obtenir des résultats d’une grande richesse, peu
soupgonnés a priori. Nous publierons dans un article ultérieur de applica-
tions aux processus de Markov.

L’article commence par des rappels: tribus, mesures, etc... Les lemmes A,
A’, B, BEis, C, Cbis, D, E, F, G, sont tous bien connus ou implicitement
connus; nous les réénongons seulement pour pouvoir y référer de fagon
précise.

Le §1 traite de I'intégration des mesures. Si x A, est une fonction sur X
a valeurs dans l’espace des mesures sur (Y, %), on en définit 1‘intégrale
A = [ A.dp(x) par rapport 3 une mesure p sur X ; A est elle-mé&me une mesure
sur (Y,%). Les résultats de ce §1 sont aussi couramment utilissé; je ne suis
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pas sir cependant qu’il en existe d’exposé systématique indiquant tous les
résultats dont nous aurons constamment besoin; c’est pourquoi nous les
exposons complétement ici. Les propriétés essentielles sont récapitulées dans
le théoréme (1,9). Il contient la formule de Fubini des intégrales superposées;
elle se généralise pour I'intégration d’une fonction a valeurs mesures, a la
proposition (1,17).

Le §2 traite des espérances conditionnelles. L’espérance conditionnelle
d’une fonction sur (Q,0, 1), est couramment définie si f est & valeurs réelles
> 0 (finies ou non) et A-mesurable, ou & valeurs dans un espace de Banach
et A-intégrable. Nous en rappelons les propriétés au théoréme (2.3). Le but
du § est de définir I’espérance conditionnelle lorsque f est remplacée par une
fonction & valeurs mesures sur (Y, %). La définition est la méme, donnée
a (2.4). Mais, contrairement, & ce qui se passe pour des fonctions = 0,iln’y a
nécessairement ni existence ni unicité de cette espérance conditionnelle.
L’unicité est vraie (théoréme (2.7)), moyennant des conditions de finitude
et de dénombrabilité relativement simples. Au coatraire, 1’existence (thé-
oréme (2.8)) exige des conditions beaucoup plus strictes, pratiquement on
doit étre en présence de mesures de Radon sur un espace topologique a parties
compactes métrisables. Bien que des contre-exemples soient donnés au §8,
quand certaines de ces conditions ne sont pas réalisées, elles sont sans doute
trop restrictives. La proposition (2.9), comparant les désintégrations par
rapport & deux tribus presque égales, sera souvent utilisé. (2.10) traite alors
de la désintégration des mesures. C’est ce que nous avions annoncé au début:
si 4 est une probabilité sur (Q,0), une désintégration x+>A% par rapport
a une application p de Q dans un ensemble X muni d’une tribu Z, est Ia donnée
des espérances conditionnelles, A, étant la probabilité conditionnelle (déduite
de 1), lorsqu’on a l’information fournie par p(w) = x, et la tribu £'. 11 est
préférable de prendre comme définition: x+ 1% est ’espérance conditionnelle,
par rapport & p, %, de la fonction & valeur mesures sur (Q,0): w9 ,,.
Le théoréme (2.11) en donne la caractérisation, et (2.13) & (2.15) des propriétés
fondamentales. Le théoréme d’unicité est (2.16), le théoréme d’existence est
(2.17) (donné, pratiquement sous la méme forme, par Jirina). Ici ils sont
des conséquences directes des théorémes (2.7) et (2.8). La proposition (2.18)
donne une autre caractérisation. Le théoréme (2.19) aura dans la suite de
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trés nombreuses applications; on en déduit déja tout de suite (2,20 & 23), qui
relient la désintégration & d’autres définitions, données dans des cas parti-
culiers divers. De (2.24) 4 (2.29), on développe des résultats techniques. Ce
sont les théorémes (2.30) et (2.31) qui donnent la relation fondamentale entre
désintégrations et espérances conditionnelles, en sens inverse de la définition
la désintégration était une espérance conditionnelle particuliére, mais elle
joue le role de noyau, elle donne a son tour toutes les espérances condition-
nelles, pour des fonctions intégrables a valeurs banachiques, ou des fonctions
> 0 a valeurs réelles ou a valeurs mesures.

Le §3 traite de la transitivité des désintégrations de mesures. En style naif,
il s’agit de ceci: si ’on se donne une premitre information, définie par w
et une sous-tribu & de la tribu A-mesurable, puis une deuxiéme information-
définie par ’ et une sous-tribu 7, et si la deuxi¢me est plus précise que Ia
premiére, ce qui se traduit par&¥ = J , alors tout se passe comme si on s’était
donné la seconde seule (moyennant une condition de dénombrabilité sur 7).
En termes précis: pour A-presque tout w, AZ est désintégrée sur 7 comme
A elle-méme, par w’—1... On étudie pour cela d’abord la situation la plus
générale, qui fait I'objet du théoréme (3, 3), puis on passe au cas signalé ici,
des sous-tribus de la tribu A-mesurable, a partir de (3,5). On est amené 3
introduire une notion nouvelle: la tribu J est dite A-plus forte que & si la
propriété précédente est réalisée. Une tribu A-dénombrablement engendrée
est A-forte, c’est-d-dire plus forte qu’elle-méme et que toutes ses sous-tribus
(théoréme (3,8), (3,9), (3,10). (3,10bis), (3,11) (3,13), (3,14)); tous ces
théorémes joueront un roéle important dans la suite. O.a peut regretter que
certaines conditions soient nécessaires pour qu’une tribu soit A-forte; le (8, 5)
donnera des contre-exemples simples montrant qu’une tribu, méme borélienne,
n’est pas toujours A-forte. Ces propriétés des tribus fortes nous semblent
parmi les plus intéressantes de la théorie.

Le §4 étudie les surmartingales. La théorie des surmartingales a valeurs
réelles est supposée connue (rappels au théoréme (4, 3)), et nous étudions ici
les surmartingales a valeurs mesures sur (Y,%). Une surmartingale 4 valeurs
réelles est dite réguliére si elle est presque sirement réglée et continue a droite.
Il faut trouver une définition des surmartingales réguli¢res 4 valeurs mesures;
c’est la définition (4,6), d’olt on tire quelques conséquences élémentaires
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4,7 4 (4,9). Le théoréme (4,10bis) est une conséquence moins simple. On
va ensuite se poser la question de I’existence et de 1’unicité des modifications
réguliéres d’une surmartingale & valeurs mesures: unicité corollaire (4,10 quarto),
existence (théoréme (4, 16)). Il est nécessaire pour cela d’introduire des outils
techniques, qui reviendront constamment (systémes J-determinants, hypothése
J-dénombrable ou J-compacte; la deuxiéme hypothése est plus forte que la
premiére, elle semble plus ou moins indispensable a I’existence, alors que la
premiére suffit pour 'unicité). A (4,19) on étudie les limites & gauche. Quand
une fonction numérique est réglée, par définition elle posséde en tout point
une limite & gauche. Mais, pour une surmartingale réguliére 4 valeurs mesures,
I’existence de limites 4 gauche n’est pas assurée, et méme la definition demande
quelques précautions. La définition est (4, 19), le théoréme d’unicité (4, 21 bis),
dans I’hypothése J-dénombrable, le théoréme d’existence (4,22), dans I’hypo-
thése J-compacte. On en déduit les deux décompositions de Riesz, théorémes
(4,24 et 25).

Le §5 étudie les désintégrations réguliéres a partir des surmartingales ré-
guliéres a valeurs mesures, et inversement applique les désintégrations régulicres
aux surmartingales. Une désintégration réguliére d’une mesure A sur (Q,0),
par rapport & la famille (7°),.x de tribus croissante et continue i

droite, est défine a (5,0); c’est une martingale réguliére d’espérances con-
ditionnelles de w+>d,,. Les théorémes (5,1) et (5,1 bis) en -donnent les

propriétés immédiatement déduites de celles des surmartingales réguliéres.
A partir de 13, on va trouver une série de propriétés, toutes du méme type:
quand une propriété est vraie, pour une désintégration, pour A-presque tout
o, elle est aussi vraie, pour une désintégration réguliére, pour A-presque
®, pour tout . Mais c’est souvent difficile & démontrer. La proposition
(5,2) est typique de ces propriétés. Toutes les suivantes, (5,3) 4 (5,6) sont
aussi intéressantes. La proposition (5,7) ne donne que des résultats incomplets,
qui ne pourront étre complétés que beaucoup plus loin (proposition (5, 18)).
A partir de 13, on peut appliquer les désintégrations réguliéres aux martingales
et surmartingales. De méme qu’une désintégration donne toutes les espérances
conditionnelles, théorémes (2,30 et 31), une désintégration régulicre donne
toutes les espérances conditionnelles réguliéres, proposition (5,9). On passe
ensuite aux surmartingales. La proposition (5,10) donne de remarquables
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formules intégrales. C’est alors la proposition (5,12) qui donne, 4 partir
d’une désintégration réguliére, les modifications réguliéres de toutes les sur-
martingales; c’est un résultat qui nous semble trés remarquable, bien que
tout-a-fait attendu; sa démonstration compléte est difficile. De 13 on passe,
en plusieurs étapes, a partir de (5, 14), a la proposition (5, 18), qui est une des
plus intéressantes. En termes de processus, elle s’exprimerait naivement ainsi:
Pinformation donnée par un point @ et la tribu I~ devrait donner toute la
trajectoire aux instants ¢ < s. C’est intuitivement évident. Si on I’écrit: pour
tout s, pour A-presque tout w, c’est trés simple. Mais nous voulons: pour
A-presque tout w, pour tout s, A, est portée par I’ensemble des trajectoires
coincidant avec celle d’w jusqu’a I’instant s. Ce résultat, qui est donc trés
intuitif, est un des plus difficiles 3 démontrer; je ne I’ai trouvé que trés tradive-
ment, et il nécessite, comme on le constatera, une quantité de résultats anté-
rieurs. On pourrait d’ailleurs aussi naivement imaginer qu’on a plus, a cause
de Ia continuité & droite de la famille de tribus: A, est portée par 1’ensemble
des trajectoires coincidant avec w jusqu 3 un instant > s. Ceci est faux, comme
le montre le contre-exemple (8,4.3).

Le §6 traite des désintégrations réguliéres et de la transitivité; il est au
§5 ce que le §3 est au §2. Les tribus A-fortes donnent d’excellentes applications
aux désintégrations et surmartingales réguliéres. Tout d’abord les propo-
sitions (6,2) et (6,3) donnent une application des désintégrations réguliéres
aux tribus A-fortes, et montrent que certaines tribus non A-dénombrablement
engendrées sont A-fortes. Le théoréme (6, 6) est le plus important ; il est complété
a (6,8). Les théorémes (6,9) et (6,11) étendent aux surmartingales le résultat
démontré antérieurement pour les désintégrations réguliéres. La récapitula-
tion de tous ces résultats dans le théoréme (6,12) donne une bonne idée de
I’ensemble des résultats obtenus dans ce chapitre. Ce qu’il y a d’essentiel
dans tous ces théorémes, c’est la possibilité, pour les désintégrations ou les
surmartingales réguliéres, de remplacer la mesure de base A par 1’'une quel-
conque des mesures A7, de la désintégration réguliére de A, pourvu que I’on
se borne aux temps ¢t = s. Ainsi: si (f),.g est une surmartingale réguliére
par rapport & 4, alors, pour A-presque tout @, pour tout s, (f*),», est une
surmartingale réguliére par rapport 4 A, (théoréme (6,9)). Le méme résultat
serait vrai pour des Markov, nous le publierons ultérieurement.
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Le §7 traite des temps d’arrét. Le résultat le plus important est le théoréme
(7,2): si (A0 €St une désintégration (¢, Z)-réguliére de A pour la famille
des tribus (7),.r, alors une désintégration de A pour la tribu I T définie
par le temps d’arrét T est donnée par > AL®. Ainsi une désintégration
réguliére donne des désintégrations pour tous les temps d’arrét. Les théorémes
(7,6), (7,7). (7,8) sont de belles applications des paragraphes antérieurs, et
leur intérét dans les processus ne saurait échapper.

Le §8 donne une liste de contre-exemples. Nous les avons rassemblés pour
ne pas alourdir le texte antérieur, car un contre-exemple est toujours assez
lourd & construire. Ces contre-exemples montrent que, vraisemblablement,
les hypothéses faites au cours des différents théorémes ne sont pas trop loin
du strict nécessaire.

Nous nous excusons si cet article est parfois difficile & lire. Les énoncés
sont obligatoirement compliqués, a cause des ‘‘presque partout” en chaine,
dans un ordre impératif’; c’est cela qui fait la force et I’intérét de ces théorémes.
Les désintégrations réguliéres permettent de voir sous un jour nouveau les
processus de Markov; nous publierons ultérieurement un article sur ce sujet.

Définitions diverses:

Il est entendu, sans que ce soit jamais mentionné, que tous les espaces
topologiques considérés sont séparés.

Ces définitions sont des rappels.

Sur un ensemble Y, une tribu & est un ensemble de parties (¥ € PPY),
Ge¥, Yed, stable par complémentation (4% implique (Ae%) et par
réunions et intersections dénombrables.

Si (Y,%) et (Z,%) sont deux ensembles munis de tribus, une application f
de Y dans Z est dite (%, Z)-mesurable, si, pour tout Be &, f~!(B)e®. Si
Z estR, est & sa tribu borélienne, il suffit pour cela que, pour tout a € R, ’en-
semble {yeY; f(y) < a} (ou ’ensemble {y € Y; f(y) < a}) soit dans #. On
dit aussi alors que f appartient a la tribu %, et on écrit encore. par abus de
langage, fe%.

La tribu image directe /(%) de % par f est I’ensemble des B = Z tels que
fTU(B)e%. La tribu f~1(2), image réciproque de Z par f, est ’ensembie
des f~'(B), Be Z . Alors f est (¥, Z)-mesurable, si et seulement si @& >Z
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ou si et seulement si ¥ > f-1(Z). Si Y’ < Y, nous appellerons Y'N ¥ la
tribudes BN Y', Be%; c’est ’'image réciproque de % par ’injection Y’ — Y.

La tribu engendrée par un ensemble de parties de Y est la plus petite tribu
qui le contienne. La tribu engendrée par une famille de tribus (%));.; se

notera \/ %;. Onemploiera des notations analogues pour des tribus engendrées
iel

analogues; par exemple, si % est une tribu et (4;);.; une famille de parties,
T V (V {4;}) désignera la tribu engendrée par % et les A4;. Une tribu est

iel
dite dénombrablement engendrée s’il existe un ensemble dénombrable de
parties qui I’engendre. Elle est dite dénombrablement séparante s’il existe un
ensemble dénombrable # de parties éléments de %/, tel que tout point de %
soit intersection d’éléments de Z. L’atome § de y € Y relatif & % est D’inter-
section des parties €% qui contiennent y (noter que I’on n’a pas nécessaire-
ment je¥). La tribu est dite Q-dénombrablement séparante (Q = quotient),
§’il existe 4 dénombrable = %, tel que tout atome de % soit intersection
d’¢éléments de &, alors tout atome est élément de #.

Une tribu dénombrablement engendrée est Q-denombrablement séparante.
Une mesure v sur (¥, %) est uns application de % dans R* (ensemble [0, + 0]

des nombres réels = 0 et de + o0), dénombrablement additive: si B = U B,,
neN

B,e€% , les B, étant disjoints, on a v(B) = X v(B,). Nous supposerons presque

neN
toujours que v est o-finie; Y est réunion d’une suite (Y,,),,.y de parties €%,

de v-mesures finies. Nous supposerons connue la théorie de I’intégration par
rapport & une mesure; rappelons que, dans cette théorie, 0 x (4 o0) = 0.
Si alors f est une application définie v-presque partout, de Y dans Z, Y muni
d’une tribu # et d’une mesure v, Z d’une tribu &, on dit que fest (v, Z)-
mesurable (ou simplement v-mesurable s’il n’y a aucune ambiguité), si, pour
tout BeZ, f—1(B) est v-mesurable. On définit alors une mesure image f(v)
sur &, par (f(W)(B) = v(f~'(B)), B€Z . Si f est & valeurs dans R, il sera
sous-entendu que & est la tribu borélienne. La tribu v-mesurable se notera
277‘, ou @‘,; si A, est la tribu des parties v-négligeables ou v-conégligeables (de
complémentaire v-négligeable), et si v est o-finie, %, est la tribu ¥ \/ A,
engendrée par ¥ et A”,. Alors fest (v, Z)-mesurable, si et seulement si elle est

(@v, %)-mesurable. Elle est alors aussi (#,, Z 7(vy)-mesurable, si f(v) est o-finie.
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@ est dite v-dénombrablement engendrée, s’il existe Y’ €%, portant v (i.e.
v(QY’) = 0), telle que la tribu intersection Y’ N% soit dénombrablement
engendrée [1]. Elle sera dite v-Q-dénombrablement séparante, §’il existe
Y’ €%, portant v, telle que Y’ N ¥ soit Q-dénombrablement séparante; cela
revient & dire qu’il existe une partie dénombrable & < (Y'N %) telle que
toute atome de %, contenu dans Y’, soit intersection des éléments de # qui
le contiennent.

L’application f: Y — Z (définie v-presque partout) est dite v-presque (%, £)-
mesurable, s’il existe Y’ e %, portant v, tel que ['application fy., restriction
de f£a Y’, soit définie partout et (Y'N %, Z)-mesurable.

Cela équivaut a dire que f est v-presque partout égale & une application
f:Y > 2Z, définie partout et (#,Z)-mesurable (f= f sur Y’ et constante
sur (Y’). Cela implique que f soit (v, Z)-mesurable; nous verrons au lemme
A’ une certaine réciproque.

Deux tribus %, %, sur Y sont dites v-presque égales, §’il existe Y' ¥,
portant v, tel que , "Y' et #, N Y’ coincident. Par exemple, si Y est un
espace topologique, % sa tribu borélienne, %, sera dite étre v-presque borélienne,
s’il existe Y'e%, portant v, tel que %, NY’ soit contenue dans la tribu
borélienne de Y’. Et %, sera dite &tre v-presque universellement mesurable,
s’il existe Y' €%, portant v, tel que ¥, NY’ soit contenue dans la tribu
universellement mesurable de Y’. ‘

Soit P une propriété relative aux éléments de Y. On dit que P est vérifiée
v-presque partout, si I’ensemble des y tels que P(y) ne soit pas vraie est v-négli-
geable. On écrira encore: pour v-presque tout y, P(y). Mais il ne faudrait
pas oublier que, malgré les apparences, il y a 13 un quantificateur 3. Pour
v-presque tout y, P(y), devrait s’écrire: (AY’ < Y)(Vye Y"): P(y) et v((Y") =0.'
C’est pourquoi les ‘“‘presque’ ne peuvent pas etre intervertis avec les autres
quantificateurs qui sont de vrais “‘quel que soit’’. Nous emploierons une
manipulation facile et rapide des symboles *“presque”’, mais il faudra se garder
de les intervertir. Par exemple, aux §§4 et suivants une phrase telle que:

Pour 2-presque tout w, pour tout s, on a P(w,s), est beaucoup plus forte
que la phrase:
Pour tout s, pour A-presque tout ®, on a P(w,s).

[1] Voir & (8,0) un exemple de tribu non »-dénombrablement engendrée.
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La deuxi¢me veut dire que, pour tout s, il existe un Q; = Q portant 1 (dé-
pendant de s), tel que P(w,s) pour w<Q.. La premiére veut dire qu’il existe
un Q' = Q (indépendant de s), portant 1, tel que, pour tout w eQ et tout s,
on ait P(w,s).

Prenons par exemple le lemme D, page 12. Dans la propriété 3 dess hypo-
théses: ‘‘pour tout Be %, P(B, x) est vérifiée pour u-presque tout x’’, on veut
exprimer que, pour tout B, il existe X, = X, portant 1, dépendant donc de B,
tel que P(B, x) pour x € X5 . Dans la conclusion du lemme au contraire: ‘‘pour
p-presque tout x, on a P(B,x) pour tout Be%”’, il y a un X’ X fixe, portant
U, tel que P(B,x) pour tout Be% et tout xe X'.

Lemme A. Soit £ un ensemble de parties d’un ensemble Y, stable par
passage a la réunion des suites croissantes, et stable par complémentation
ou par passage a Dintersection des suites décrcissantes. Si & contient un
ensemble & de parties, stable par complémentation et par réunions et inter-
sections finies, @ et YA, alors { contient toute la tribu de parties engendrée
par #.

Démonstration. Soit &’ le plus petit ensemble de parties contenant %,
et stable par réunions des suites croissantes et intersections des suites dé-
croissantes; montrons que ' contient la tribu engendrée par %, alors
£ o ' aura la méme propriété. Soit A e . Soit £, I’ensemble des parties B
telles que 4 U Be {'; il est stable par réunions des suites croissantes et inter-
sections des suites décroissantes, et contient 4, donc &'; donc 4%, Bel’,
implique 4 U Be{'. Alors, pour Be{’, soit ;@' ’ensemble des A telles que
AUBeQ': il a aussi la méme stabilité et contient #, donc L', donc
Ael’, Be{' implique AU Be®’; de méme A N Bef'. Considérons enfin
Pensemble des parties A telles que (4 c®’; il est encore stable par réunions
des suites croissantes et intersections des suites décroissantes, et contient 4,
donc 2'. Donc £’ est maintenant stable par réunions et intersections dé-
nombrables et complémentation, donc c’est une tribu qui contient %, cqfd.

Corollaire A’. Soient Y, Z, deux ensembles munis de tribus ¥, %.
Soit v une mesure o-finie sur (Y, %). Soit fune application définie v-presque
partout et (v, %) mesurable de Y dans Z. Supposons qu’il existe Z' < Z
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tel que f~Y(Z") portev et que &' = & N Z' soit dénombrablement engendrée
(ceci se produira toujours si f(v) est g-finie et & f(v)-dénombrablement en-
gendrée; car, si Z' porte f(v) et si Z'N\Z est dénombrablement engendrée,
f~Y(Z") porte v). Alors f est v-presque (¥,Z)-mesurable.

Démonstration. Soit # un ensemble dénombrable générateur deZ”’, 9
et Z' € 8, siable par complémentation et par réunions et intersections finies.
Pour tout Be®#, B=Z'NB,Bc%; f-(B) est v-mesurable, f~!(Z’) porte v,
donc f-1(B) est v-mesurable. Comme v est o-finie, il existe Yz €%, portant
v, tel que £ soit définie partout sur Y, et que £~ 1(B)N Yj soit dans #. Posons

Y' = ﬂ Ys; d’une part Y' €% et porte v, d’autre part, pour tout Be %,
Be R

(f~Y(B)N Y e%. Soit Q ’ensemble des Be Z’ tels que (f~(B)NY")e¥;
il est stable par réunions de suites croissantes et intersections de suites dé-
croissantes, et contient #, donc, par le lemme A, c’est &’. Posons alors
Y = Y'Nnf-YZ');ilest dans ¥, et il porte v puisque Y” et f ~1(Z") portent v.
Soit fy. la restriction de f & Y’, partout définie. Pour tout Be %, fy.'(B)
=(f"Y(BNZYNY")e¥, donc fy est (FNY',Z)-mesurable.

Voici des extensions (voir le lemme C) relatives aux tribus de fonctions.

Lemme B. Soit Y un ensemble, et soit & un ensemble de fonctions
réelles = 0 bornées sur Y, ayant les propriétés suivantes:

a) si f est limite d’une suite simplement convergente de fonctions f,c &,
bornées dans leur ensemble, alors fe .

b) & est un Rt-semi-espace vectoriel: fe®, ge&, keR*, implique
f+gel, kfel;

c) 1€8, et & est stable par complémentation: fef, f < 1, implique
1—fel.

d) £ est stable par Sup et Inf: feR, geQ implique Sup(f,g) e, Inf
(f,9)el.

Alors L est exactement I’ensemble des fonctions bornées = 0 appartenant

@ une tribu 7 ; 7 est I'ensemble des parties dont la fonction caractéristique
est élément de L.

Démonstration. Soit 7 I’ensemble des parties dont la fonction carac-
téristique est dans £. 7 contient @ et il est stable par complémentation, puis
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par réunions et intersections finies, enfin par réunion d’une suite croissante
et intersection d’une suite décroissante, donc  est une tribu de parties sur Y,

Soit fune fonction bornée appartenant a la tribu 7. Elle est limite uniforme
d’un: suite de combinaisons linéaires 3 cozfficients = 0 de fonctions carac-
téristiques d’éléments de 7, qui donc appartiennent & €, donc elle est aussi
élément de L. Inversement, soit fe . Pour tout a >0, g = Inf(f/a, 1) est
une fonction de £, comprise entre O et 1, et qui prend une valeur # 1 exacte-
ment 13 ol fest < a. Alors Inf(1, n(1 —g)), neN, est encore dans £, comprise
entre O et 1, #0 14 oll f< a, et tend, pour » infini, vers la fonction carac-
téristique de ’ensemble F, des points ol f < a; celle-ci est donc dans £, donc
F, est dans 7, et fest dans J, cqfd.

Lemme B bis. On a le méme énoncé que B, en remplacant partout
“bornée’> =0 par “comprise entre 0 et 1”°, kf par Inf(kf,1), f+ g par Inf
(f+9,1).

La démonstration est la méme. Voici maintenant une version fonctionnelle
du lemme ensembliste A.

Lemme C. Soit @ unensemble de fonctions bornées = 0 sur un ensemble
Y, ayant les propriétés suivantes:

1) La limite d’une suite croissante de fonctions de { est encore dans Q;

2') Sice R+, la constante c est dans 8, et, si fe &, f < ¢, alors c—feg;
ou 2") la limite d’une suite décroissante de fonctions de & est encore dans &;

3) 8 contient un ensemble # de fonctions, stable par Sup et Inf,
Q+*-semi-espace vectoriel; 1 € B et & est stable par complémentation (si f <1,

feRB, alors 1 — feB). Alors & contient la tribu de fonctions bornées = 0
engendrée par % .

Démonstration. Comme 1 et 2’ impliquent 2” il suffit de montrer le
résultat avec les hypothéses 1, 2”, 3.

Appelons &' le plus petit ensemble de fonctions bornées = 0 contenant %
et qui soit stable par passage a la limite des suites croissantes et des suites
décroissantes.

Soit fe#. L’ensemble des g = 0 bornées telles que f+ g € £’ est stable
par passage a la limite des suites croissantes et décroissantes, et contient &,
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donc '; donc, si fe &, ge L', f+ g est dans L’. Soit alors g € ®'. Considérons
I’ensemble des f telles que f+ g€ ®’; il est stable par limites croissantes et
décroissantes et contient &, donc il contient £’. Donc fe ', g€ ', entraine
f+ gef’.On montrera de la méme maniére que &’ est stable par Sup et Inf
et est un Q+-semi-espace vectoriel, donc R+-semi-espace vectoriel par passage
A la limite; stable par Sup et Inf et limites croissantes ou décroissantes, il est
stable par passage a la limite simple de suites bornées. Ensuite 1€8’. Con-

- sidérons ’ensemble des f bornées = 0O telles que (1—f)* €L'; il est stable par
limites croissantes et décroissantes, et contient # (si fe4#, Inf(f,1) =%,
donc 1—1Inf(f;1) = (1 —f)* €AB); donc il contient L’. Ainsi 1€8’, et
fel’', f<1, entraine 1 — f€L’. Donc £ a toutes les propriétés indiquées
dans le lemme B, donc contient toute la tribu engendrée par #, et & la
contient aussi.

Remarque. Soient Y compact métrisable, D un ensemble dénombrable
total de C+(Y) (on sait que de tels ensembles existent), ayant toutes les pro-
priétés de stabilité de 2. Alors D engendre la tribu borélienne de Y [1]. Ainsi
pour 4 = D ou C+(Y), & contient la tribu des fonctions boréliennes = 0
bornées sur Y.

Lemme C bis. On a le méme énoncé que C, en remplacant partout
““borné =0’ par ‘“‘compris entre0 et 1°°, kf par Inf(kf,1), f + g par Inf(f+g4,1)
(dans la définition des semi-espaces vectoriels), et ¢ par 1 dans 2'.

Méme démonstration.

Lemme D. Soit Y un ensemble muni d’une tribu % et d’une mesure v
o-finie sur ¥ ; on suppose ¥ v-dénombrablement engendrée. Soit X un en-
semble muni d’une tribu Z et d’une mesure p sur . Soit P une propriété
relative aux Be¥ et aux x€ X, ayant les 5 propriétés suivantes:

1) Si By et B,e% sont disjointes, P(B,,x) et P(B,,x) entrainent
P(B, U B,, x);

2) Si B, est une suite croissante de parties éléments de % , et x un point,
si P(B,,x) pour tout n, alors P(U B,,x);

n

[1] Ceest classique; c’est un cas particulier du théoréme de Fernique, SCHWARTZ [1], page
108, lemme 18.
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3) Pour tout Be%, P(B,x) est verifiée pour p-presque tout xeX;
4) Si N est v-négligeable, alors, pour p-presque tout xe X, on a P(B,x)

pour tout Be%¥ , contenu dans N;

5) Soit Ce¥, tel que v(C) < + co. Alors, pour u-presque tout x, et
tout Be¥ N C, P(B,x) entraine P(C\ B, x), ou

5" Soit Ce¥, tel que v(C) < + o©o. Pour u-presque tout x, pour toute

suite décroissante (B,),.n 4 élements de % N C, P(B,,x) pour tout n implique

P([)B,,x).

Alors, pour p-presque tout x, on a P(B,x) pour tout Be¥ .

Démonstration. Comme 2 et 5’ entrainent 5”, il suffit de montrer le
résultat avec les hypothéses 1, 2, 3, 4 et 5”.

Puisque % est v-dénombrablement engendrée, il exist Y/ = Y, Y' €%,
poriant v, tel que Y'N% = %’ soit dénombrablement engendrée. Ensuite v
est o-finie; on peut donc écrire Y’ = U Y,., réunion d’une suite de parties

m

disjointes, Y,,€%, et v(Y,) < 4+ oo. Soit alors #Z un ensemble dénombrable
d’éléments de %, tel que Z N Y’ engendre #’; on peut toujours supposer &
stable par complémentation et par réunions et intersections finies, et Y'e4%,
Y,.€% pour tout m.

Soit alors X3 I’ensemble des x tels que P(B,x) pour tout Be#; comme
2 est dénombrable, X3 porte u, d’aprés la propriété 3. Ensuite il existe un
X" < Xg, portant u, tel que, pour tout x€X”, on ait P(B,x) pour tout
Be# n (Y’, d’aprés la propriété 4. Ensuite, pour tout m, il existe X,, = X”,
portant u, tel que, pour x € X,,, la propriété P(B,x), relativea Be% NY,,,
soit stable par intersections des suites décroissantes, d’aprés 5”.

Alors X = () X, porte u. Nous choisirons désormais x € X, et montrerons
m

que ’on a P(B,x) pour tout Be¥,

Soit &, ,, '’ensemble des Be Y,, N ¥ tels que P(B, x). Cet ensemble contient
2 N'Y,,, par hypothese. Puis £, ,, est stable par passage a la réunion des suites
croissantes, par la propriété 2, et par intersections des suites décroissantes,
puisque x €X,,. Donc, par le lemme 4,8, , contient toute la tribu de Y,
engendrée par # NY,,, ca. d. ¥ NY,,. Par les propriétés 1 et 2, on a aussi
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P(B,x) pour tout Be®' = Y' N% et comme on a déja P(B,x) pour
Be (Y' N%#, on a aussi P(B,x) pour tout Be%, par la propriété 1, cqfd.

Définition E. Soit Y un ensemble muni d’une tribu #. On appelle
ensemble déterminant la donnée: d’un élément Y’ €%, d’une suite (Y, )nen
d’éléments de %, disjoints, de réunion Y', et d’un ensemble # dénombrable
d’éléments de %, stable par réunions et intersections finies et par complé.
mentation, Y,,€ % pour tout m, Y’' €%, et tel que # N Y’ engendre la tribu
% NY’'. On l’abrégera trés abusivement par £, au lieu de (Y', (Y,)mens %)-

On notera par M 4 I’ensemble des mesures sur (Y, %), portées par Y', pour
lesquelles W(Y,) < + oo pour tout m. On appellera #-mesures des éléments
de Mg4z. On appellera ensemble v-déterminant un ensemble déterminant %
tel que ve M,; il existe un ensemble v-déterminant, si et seulement si v est
o-finie et # est v-dénombrablement engendrée. On munira M 4 de la structure
uniforme la moins fine rendant uniformément continues les fonctions numé-
riques v - v(B), pour Be BNY,,, me N: on I’appellera la structure uniforme
A-étroite.

Lemme F. Soient Y un ensemble muni d’une tribu %, v et ,v deux
mesures o-finies sur (Y, %), telles que % soit ;v-dénombrablement engendrée.
Soit B un ensemble ;v-déterminant. Si pour tout Be %, on a \v(B) = ,v(B),
alors v = ,v.

Démonstration. L’ensemble des B Y,, N % pour lesquels ;v(B) = ,v(B)
est stable par passage a la réunion des suites croissantes, et par passage 3
I'intersection des suites décroissantes parce que les mesures des Y,, sont finies
(pour ;v donc pour ,v), et il contient Z NY,,, donc % NY,, par le lemme A .
On a donc ;¥(B) = ,¥(B) pour tout Be Y, "%, donc pour tout Be Y N¥
par addition dénombrable, donc pour tout Be% puisque ;w((Y’) = ,»(0Y")
= 0, cqgfd.

Remarque. % est aussi ,v-déterminant. Inversement, si ’on sait que
(Y',(Ymens #) est a la fois (v-déterminant et ,v-déterminant, il suffit de
supposer (v(B) = ,v(B) pour tout BeZNY,, meN , pour avoir la méme
conclusion (v = ,v.
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Proposition G. Soient Y un ensemble muni d’une tribu %, # un en-
semble déterminant. Alors Mg est métrisable séparable. L’ensemble
des (yv,,v) pour lesquelles v = ,v, est fermé dans Mg x Mg. Une
application s - v,, d’un ensemble S muni d’une tribu &, dans Mg,
appartient a la tribu &, si et seulement si, pour tout m, pour tout
Be# NY,,s — v(B) appartient @ &; ou si et seulement si, pour tout Be ¥,
s — v(B) appartient a . En d’autres termes, la tribu borélienne # 5 de
Mg est la tribu engendrée par les fonctions v - v(B), Be# NY,, meN;
ou par les fonctions v — v(B), BE¥ . Cette derniére génération montre que,
si B, et B, sont deux ensembles déterminants pour lesquels les ensembles
Mg, et Mg, coincident, les topologies Mg, et M 4, sont en général distinctes,
mais les tribus boréliennes correspondantes coincident.

Démonstration. Les applications v - v(B), Be# NY,, meN, défi-
nissent une application de M4 dans un espace RN, métrisable séparable. Cette
application est injective d’apres le lemme F, donc permet d’identifier M4
3 un sous-ensemble de RY, et la structure uniforme est justement la structure
induite, par définition, donc elle est métrisable séparable. Et le lemme F
montre aussi que (v = ,v est entralné par ,w(B) = ,v(B) pour tout
Be#NY,, meN, donc I’ensemble des (;v,,v) € Mz x My, vérifiant ;v = ,v
est fermé. Une application s — v, de S dans M est alors bien dans &, si et
seulement si, pour tout Be ZNY,, meN, s - v(B) est dans & .

Mais alors ’ensemble £, des Be% N'Y,, pour lesquels s — v(B) est dans
&, est stable par passage 4 la limite des suites croissantes et complémentation
i Y,, et contient Z NY,, donc c’est # N Y, par le lemme A; donc s — v(B)
est encore dans .% pour tout Be#% NY,,,meN,donc pour tout Be# NY’,
donc pour tout Be#, cqfd.

§1. Intégration des mesures

Définition (1,1). Soit Q un ensemble muni d’une tribu @. Soit X un
ensemble muni d’une tribu &', et soit u une mesure = 0 sur 2. Une famille
(A)xe x de mesures = 0 sur Q, indexée par X, est dite appartenir 3 la tribu

&, si, pour tout Be0, la fonction = 0: x —» A,(B), appartient & Z"; elle est
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dite u-mesurable, si elle appartient & la tribu p-mesurable £ > complétée de
Z par rapport a p, et, dans ce cas, on peut se contenter de supposer 4, définie
pour pu-presque tout x. Supposons désormais x — A, définie p-presque
partout et u-mesurable, et posons:

AB) = f 1B du();

X

on voit aussitdt que A: B — A(B) est dénombrablement additive sur 0, car

si B=|J B,, réunion disjointe, on a:
neN

* *
A(B) = f LB = T f 2.(B)AUG) = T A(B,),
X X

le deuxiéme signe égal résultant de ce que les fonctions x — A,(B,) sont u-me-
surables. On appelle A I’intégrale des A, par rapport & u, et on pose

A= Jlxdu(x).

Proposition (1, 1 bis). Si A est o-finie, A, est o-finie pour u-presque
tout x; si O est A-dénombrablement engendrée, O est A.-dénombrablement
engendrée pour u-presque tout x; si # est un ensemble A-déterminant de
parties de Q, il est A,-déterminant pour u-presque tout x. 2) Si # est un en-
semble déterminant, et si A,€ Mg pour tout x, il revient au méme de dire
que x — A, appartient a Z , au sens de la définition (1,1), ou en tant qu’ap-
plication de X dans I’espace topologique Mg.

Démonstration. 1) résulte immédiatement de ce que, si Be ¢, A(B) =0
entraine A,(B) =0 pour p-presque tout x, et A(B) < + oo entraine
2(B) < + co pour p-presque tout x. 2) résulte de la proposition G.

Dans toute la suite, sans que ce soit mentionné explicitement, A sera sup-
posée o-finie.
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Lemme (1.2). Pour toute fonction f=0 (d valeurs finies ou non),

()2 f P du(x).

X

Démonstration. C’est évident si f est dénombrablement @-étagée, avec
= au lieu de =, d’ou le résultat pour farbitraire en se rappelant que l’inté-
grale supérieure de f est la borne inférieure de celle des fonctions dénombrable-
ment étagées qui la majorent,

Lemme (1,3). Sif = 0 est A-négligeable (resp. mesurable), alors, pour
u-presque tout x € X , elle est A .-négligeable (resp. mesurable).

Démonstration. La premidre affirmation résulte directement du lemme
précédent; la deuxiéme de ce que, si f est A-mesurable et A o-finie, f est la
somme d’une fonction f* appartenant a ¢, et d’une fonction f” A-négligeable,
donc A, -négligeable pour p-presque tout x.

Lemme (1,4). Si f= 0 est A-mesurable, ’inégalité du lemme (1,2)
devient une égalité, et x— XX(f) est u-mesurable.

SifestdansO, et si (A,),cx est dans ', x — X5(f) est dans X .

Si f = 0 est universellement presque borélienne (resp. si f est universelle-
ment mesurable et si toutes les A, sont de masse <M fixe), et si x> A,
est dans %, alors x »A%(f) est universellement presque borélienne (resp.
universellement mesurable).

Démonstration. La deuxie¢me affirmation résulte de ce que f est limite
d’une suite croissante de fonctions dénombrablement @-étagées, et de I’appli-
cation du théoréme de Fatou.

Ce résultat, bien entendu, ne suppose pas A o-finie, et d’ailleurs ni A ni g
n’y interviennent,

Pour la premiere partie, on écrit encore f = f' + f”, comme dans le lemme
précédent; x — A5(f”) est u-mesurable, par application du résultat antérieur
a & , au lieu de Z, et x —» AJ(f") est p-négligeable d’aprs le lemme (1, 3);
donc x b AF(f) est pu-mesurable.
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L’égalité (1,2), au lieu de I’inégalité, est vraie, nous ’avons dit, pour une
fonction dénombrablement étagée, donc, par Fatou, pour f’ dans ¢, donc
pour f A-mesurable, puisqu’alors x — AJ(f”) est u-négligeable.

La fonction f est dite universellement presque borélienne, si, quelle que
soit la mesure A sur (Q,0), il existe Q' = Q, Q' 0, portant 4, tel que la
restriction de /4 Q' soit dans Q' N@. Cela entraine que f soit universellement
mesurable; la réciproque n’est pas nécessairement vraie, sauf relativement
a des mesures A o-finies.

Supposons donc f universellement presque borilienne et x+ A, dans Z.

*
Soit u une mesure quelconque sur (X,Z), et considérons A = f <gz(x).
X

(Notons que A n’est pas nécessairement o-finie, donc le lemme (1,3) est in-
applicable). Alors f est A-presque borélienne, donc il existe Q' €0 portant A
tel que la restriction de f a Q' soit dans Q' NO; pour u-presque tout x,
2,0Q) = 0, donc 2(f) = A(xa:f); or x> Ai(xa-f) est dans Z, donc
x b LX(f) est p-presque partout égale & une fonction de &, donc est u-presque
borélienne; donc elle est bien universellement presque borélienne. Si maintenant
on a une majoration A,(1) £ M pour tout x, et si f est universellement mesu-

%
rable, on voit que, si p est une mesure finie, 1 = f A du(x) est aussi une
X

mesure finie, donc on peut appliquer le lemme (1, 3); alors, f étant A-mesurable,
x & 2X(f) est u-mesurable. Si maintenant p est quelconque, de toute fagon
x & AX(f) est mesurable pour y,u, oi A4 est quelconque p-intégrable, et
cela signifie qu’elle est y-mesurable; elle est donc universellement mesurable

Lemme (1,5). Soit f une fonction sur Q, d valeurs dans un Banach F,
et A-intégrable. Alors, pour p-presque tout x, elle est A -intégrable, x — A (f) est
u-intégrable, et on a la formule d’intégration de Fubini:

M) = | ANdux) = |dux) | flo)d2 ().
J o = Jon ]

Démonstration. On peut trouver une suite (f,),.n de fonctions sur Q
a valeurs dans F, simplement étagées 4 étages de A-mesures finie, convergeant
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vers f pour n infini sur un ensemble Q' portant 4, et vérifiant une majoration
15l < 9.2%9) < + 0.

Pour p-presque tout x, les étages de f sont de 1 .-mesure finie, et la formule
de Fubini est vraie pour tout f,, par définition méme de 1. Mais, pour u-presque
tout x, Q' porte A, (lemme (1, 3)) et A¥(g) < + oo (lemme (1,2)), donc, par
Lebesgue, f est A-intégrable; et Lim A,(f,) = A(f). Comme ensuite

n->o

*
1406 | £ 4(9), et que (lemme (1,2)) J 2X(g)du(x) < + 00, de nouveau
bs
le théoréme de Lebesgue permet d’affirmer que x — A,(f) est p-intégrable,

et queJ- A (f)du(x) est la limite def A(f)du(x) pour n infini. Comme
X X

aussi A(f) est la limite des A(f,), de Fubini pour f, on déduit Fubini pour f,
cqfd.

Lemme (1,6). Soit Y un ensemble muni d’une tribu % . Soit f une ap-
plication de Q dans Y, A-presque siirement (0 ,%)-mesurable; pour u-presque
tout x, elle est A -presque sirement (0,%)-mesurable.

Démonstration. Soit Q' €@, portant A, tel que la restriction de 3 Q'
soit (0 NQ',%)-mesurable. Comme Q' porte A, pour u-presque tout x, le
résultat est évident.

(1,77 Cas de mesures de Radon

Supposons que Q soit un espace topologique, et que les mesures abstraites
A, sur O soient de Radon, c. & d. localement finies et intérieurement réguliéres.
Méme dans des cas simples et avec des hypothéses trés fortes, A n’est pas
nécessairement de Radon [1].

Si on le désire, on devra le mettre dans les hypothéses: on supposera A
de Radon o-finie. La mesure A sur O est, on le sait, A°; mais alors, comme elle
est o-finie, on sait que la fonction (1°)* associée sur PQ est aussi A° [2]. Donc

[1] Voir un contre-exemple a (8, 1).
[2] Voir ScHwARTZ [1], pages 16 et 17.
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tout ce qui a été dit avec A*, A%, subsiste en remplagant 1*,A¥, par 1°. 1} (mais
sans changer les expressions: intégrable, négligeable, etc..., qui, pour une mesure
de Radon, s’appliquent justement aux A°,1}). On a de plus la propriété
triviale suivante:

Lemme (1,8). Soit Y un espace topologique, et f une application A-
mesurable-Lusin de Q dans Y. Alors, pour p-presque tout x, fest A .-mesurable-
Lusin de Q dans Y.

Démonstration. Q est réunion d’une suite de compacts K,, tels que
la restricticn de f & chaque K, soit continue, et d’une partie N A-négligeable
(A°(N) = 0). Mais alors N est A,-négligeable pour u-presque tout x(A,(N) = 0),
d’ol le résultat.

Supposons maintenant ¢ de Radon sur un espace topologique X. On peut
alors, a aprtir des A,, définir deux intégrales de mesures:

J*Axdy(x) = f A du(x) (elles sont égales si u est modérée). La premidre
X X

possédera toutes les propriétés antérieures, en utilisant partout u* (et en
remplagant alors u-négligeable, p-intégrable, par u-strictement négligeable,
u-strictement intégrable).

Mais la deuxi¢me aura aussi toutes les mémes propriétés, en remplagant
partout u* par pu* (et en gardant les mémes expressions qu’avant); il n’y a,
pour s’en convaincre, qu’a refaire toutes les mémes démonstrations, en se
rappelant que p* verifie Fatou comme p et qu’il y a un théoréme de Lebesgue
aussi bien pour I’intégrabilité que pour I’intégrabilité stricte. Voici un exemple
de deux énoncés valables (le deuxieme étant le plus intéressant pour nous):

* \
si f est (fixdy(x)) -négligeable, elle est A .-négligeable pour p-strictement
X

presque tout x; si elle est (Jlxdy(x)) -négligeable, elle est 1,-négligeable pour
X
p-presque tout x.
Bien entendu, on pourra supposer a la fois A et u de Radon, sans modifi-
cations nouvelles.
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On peut résumer tout ce qui précéde en un théoréme:

Théoréme (1,9). Soient Q,X deux ensembles, munis de tribus 0, %,
et soit u une mesure =0 sur Z. Soit (A )..x une famille de mesures =0
sur 0, indexée par X, p-mesurable (i.e. pour tout Be 0, x - A (B) est y-me-

surable). On suppose de plus que Q est réunion d’une suite de parties Q,

%
telle que J- A)du(x) < + .
X
On appelle intégrale des X, par rapport a p la mesure

A= f*lxdu(x), AMB) = f*/lx(B)du(x) pour Be0.

X X

Elle est o-finie, et A, est o-finie pour u-presque tout x.
Si f est une fonction = 0 sur Q, on a

) 2 f 2 () du(x),
X

I’inégalité devenant une égalité si f est A-mesurable, et alors x — AX(f)
est p-mesurable.

Si A*(f) =0 (resp. < + ), alors 2¥(f) =0 (resp. < + ) pour p-presque
tout x.

Si f est une fonction sur Q a valeurs dans un Banach F, A-intégrable, alors
elle est A.-intégrable pour u-presque tout x,x — A (f) est u-intégrable, et
Pon a la formule de Fubini

X

1) = [ 1dutsy, ou [ s = [ au [ sein.
Q Q

X

Si f est une fonction sur Q valeurs dans un ensemble Y muni d’une tribu ¥.
A-presque siirement (0,%)-mesurable, elle est A -presque sirement (0,%)-

mesurable pour u-presque tout x. Tout ceci subsiste sans modification si Q
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est un espace topologique et les A,, A, toutes de Radon, en replagant partout
2% 0%, par 1;,A%; en outre, si f est une application de Q dans un espace
topologique, Y, -mesurable-Lusin, f est A -mesurable-Lusin pour u-presque
tout x. Tout ceci subsiste également si u est une mesure de Radon sur un
espace topologique X en conservant partout u* ou en le remplagant partout
par i,

Corollaire (1,10). Soit (f,),cn une suite de fonctions de I}(Q,1;F),
convergeant dans cet espace vers une limite f. On peut en extraire une suite
partielle, qui converge en norme L' et presque partout, relativement @ A
et d u-presque toute A .

Démonstration. On peut extraire une suite partielle f,, qui converge
vers f sur un Q' portant 1, et vérifie | £,| £ g, A*(g9) < + 0. Alors Q' porte
A, pour u-presque tout x, et 1,(g) < + o0 pour u-presque tout x.

Transformations usuelles

*
Proposition (1,11). (évidente). Soit A = flxdu(x), A o-finie.
X
1) Soit Q' une partie A-mesurable de Q. Elle est alors A.-mesurable

pour u-presque tout x, et on a, pour les mesures induites sur Q’, la formule
(ot 2q. est o-finie):

hr = j Ao du(x).
X

2) Soit p une fonction 2 0 sur Q, A-mesurable; elle est alors A-mesurable
pour p-presque tout x, et on a la formule de multiplication des mesures
par p:

*
ph = j (oA du(x).
X
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3) Soit h une application A-presque (0,%)-mesurable de Q dans un
ensemble Y muni d’une tribu %; alors elle est A,-presque (0,%)-mesurable

pour p-presque tout x, et on a la formule suivante pour les mesures images:
%*
by = [ Baducs.
X

Remarque. Si ’on désire des propriétés particuliéres, il faudra géné-
ralement les ajouter dans les hypothéses. Par exemple on sait que p A n’a
aucune raison d’étre o-finie; si on le suppose, alors pA, sera o-finie pour
u-presque tout x. De méme h(1) n’est pas forcément o-finie. Si A4 et les A,
sont de Radon sur Q topologique, et h A-propre, on sait que h est A.-mesurable
pour u-presque tout x, mais pas forcément J.-propre; il faudra le mettre
dans les hypothéses si ’on désire que h(1) soit l'intégrale des mesures de
Radon h(2,); d’ailleurs, dans ce cas, si p est localement A-intégrable, il n’est
pas sir qu’elle soit localement A -intégrable pour u-presque tout x, et il
faudra aussi le mettre dans les hypohtéses si I’on désire que la mesure de
Radon p4 soit 'intégrale des mesures de Radon pA,[1].

(1,12) Intégrales superposées. Soit maintenant w -» v, une fonction
sur Q, 3 valeurs dans I’espace des mesures = 0 sur un ensemble Y muni d’une
tribu %. Supposons 13 A-mesurable, de sorte qu’on peut considérer ’intégrale

*
v = J vo,dMw), mesure = 0 sur %, que nous supposerons o-finie. Il est
Q
alors naturel de se demander si w — v, est A .-mesurable pour u-presque

tout x, et si I’on a une formule d’interversion de Fubini analogue a celle du
lemme (1, 5):

vy = J v dA@) = J du(x) }[ V,dA (@) .

Lemme (1,12 bis). Soit u une mesure sur X. Soit w — v, une fonction
sur (Q,0) a valeurs mesures sur (Y, %), définie A-presque partout et A-mesura-

[1] On trouvera tout cela dans ScHArTZ [1], part I,
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ble. Siv = f v,dA(w) est o-finie, et si ¥ est v-dénombrablement engendrée,
Q

® — v, est A-presque partout égale @ une fonction ®w — v,, partout définie

et appartenant @ la tribu 0.

Démonstration. Soit # un ensemble v-déterminant. L’application w—v,,
de Q dans My, est définie A-presque partout, et elle est (4,.#)-mesurable,
ol ./ est la tribu borélienne de My, (proposition G). Comme .# est dénom-
brablement engendrée, puisque M, est métrisable séparable, on sait (corol-
laire A’) qu’alors w — v, est A-presque (0,.#)-mesurable, c.ad. A-presque
partout égale a une application w — v, partout définie, et (¢,.#)-mesurable,
c. a d. appartenant & @ encore en vertu de la prop. G.

Lemme (1,13). Si % est v-dénombrablement engendrée, w — v, est
A,-mesurable pour p-presque tout xeX.

Démonstration. Soit w — v,, A-presque partout égale 3 @ — v, et
appartenant a @, d’aprés le lemme précédent; alors, pour p-presque tout x,
®— v, et o v,, sont 1 -presque partout égales, la premiére est dans @, donc
la deuxi¢me est A,-mesurable, cqfd.

Lemme (1,14). Supposons que @ — v,, soit A-mesurable et A,.-mesurable

pour p-presque tout x. Alors 0, = J* vodA(w) est une mesure sur (Y, %),
X

o-finie pour u-presque tout x; la fonction a valeurs mesures sur (Y, %):

x — 0,, est u-mesurable, et on a la formule de Fubini

V= Xf 0.du(x) ou f v, dAw) = f du(x)‘! v,dA(®).

Q X
%
Démonstration. Le fait que x — 0, soit y-mesurable et que v = f 0.du(x)
X

*
s’écrit: pour tout Be %, x — f v,(B) d2 () est u-mesurable et
Q
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f trw(B)dl(a)) = f *du(x) J'* vo(B)dA(®).

Q X Q

Or ceci n’est autre que le lemme (1,4), appliqué a la fonction A-mesurable
fio > v, (B). Si on prend B=Y,c% avec Y = U Y, (Ym) < + 00, On

en déduit que 0,(Y,,) < + oo pour u-presque tout x, donc 8, est o-finie pour
p-presque tout x.

Lemme (1,15). Dans les conditions du lemme (1, 14), soit f une fonction
sur Y, a valeurs dans un Banach F, v-intégrable; alors, pour p-presque
tout x, pour A.-presque tout o, f est v,-intégrable, la fonction g: ® — v,(f)
est A.-intégrable, la fonction x — A(g) est p-intégrable, et on a la for-
mule de Fubini:

W) = f FO) ) = f i) f 41, () f £0) dvo(9).
Y X Q Y

Le méme résultat subsiste pour f = 0, en remplagant partout intégrable par
*
mesurable, f par f .

Démonstration. C’est évident, il n’y a que la difficulté de 1’écrire!
Il existe Q’, portant A tel que f soit v,-intégrable pour tout weQ’, que
g: o — v, (f) soit A intégrable, et:

* *
W) = f Vo) dA(@) = f 4(@)dA©) = A(g).

Q Q

Mais alors il existe X’ = X, portant u, tel que, pour xe X', Q' porte 4.,
que g soit A,intégrable, que x — A(g) soit p-intégrable, et que

* *
Mg) = fdu(x) f g(w)di (), ce qui est la formule cherchée.
X Q
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Lemme (1,16). Plagons-nous dans les conditions du lemme (1,14). Si
fest une application de Y dans un ensemble Z muni d’une tribu &, v-presque
@, Z)-mesurable, alors, pour p-presque tout x, pour A.-presque tout @,
f est v,-presque (%, Z)-mesurable.

Si Y et Z sont des espaces topologiques, v et les v, de Radon et si f est une
application v-mesurable-Lusin de Y dans Z, alors, pour u-presque tout X,
pour A.-presque tout w, f est v,-mesurable-Lusin de Y dans Z. Evident.

Tout ceci peut se résumer en un théoréme unique (en évitant de repéter
inutilement le lemme (1,16)):

Proposition (1,17). Plagons-nous dans les conditions du théoréme (1,9).

Soient Y un ensemble muni d’une tribu %, (v,),cq Une famille de mesures
£

sur (Y,%), A-mesurable, d'intégrale v =J v dA(@) o-finie.
Q
Si, pour p-presque tout x, (V,)pcq est A-mesurable (ce qui se produira

toujours si % est v-dénombrablement engendrée, ou si (v,),eq appartient @
*

0), alors 6, =f vodA () est une mesure sur (Y,%), o-finie pour p-presque
Q
tout x, et on a la formule d’intégrales superposées

Q

* * *
v = f v, dAdw) = deu(x) 6[ VodA ().

Si en outre f est une fonction sur Y, a valeurs dans un Banach F et v-intégrable,
ou = 0 et v-mesurable, on a la formule d’intégrales superposées:

W = f FOIDG) = f dux) nf d,() Yf SO dv,(0).

Toutes les fois que les mesures considérées sont de Radon (v et les v,, ou

Aet les A, ou p) les résultats sont valables sans changer la terminologie, en

* .
remplagant J parj .
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2. Espérance conditionnelle d’une fonction 3 valeurs mesures
et désintégration d’une mesure

Définition (2,0). Dans ce paragraphe, Q sera un ensemble muni d’une
tribu @ et d’une mesure A sur @, X sera un ensemble muni d’une tribu Z,
et p sera une application de Q dans X, définie A-presque partout et (1, Z)-
mesurable. La mesure image u = p(4) sera supposée o-finie, donc A sera
aussi o-finie sur Q.

Soit f une fonction definie A-presque partout sur Q, & valeurs dans un Banach
F et J-intégrable, ou & valeurs = 0 et i-mesurable. Une fonction f (1]
sur X, 4 valeurs dans F et p-intégrable ou & valeurs = 0 et p-measurable,
partout définie, sera appelée une espérance conditionnelle de f relativement &
D, %, A, si elle a les propriétés suivantes:

1) Elle appartient a la tribu & (si & est u-compléte, on pourra supposer
que f¥ est seulement définie p-presque partout, f* devant alors étre seulement
p-mesurable);

2) Elle vérifie I’égalité des espérances conditionnelles: pour toute partie
AeZ, on a:

@1 f f@)di@) = f FEdue) 2]
A

p=1(A)

Lemme (2,1). Si f est A-mesurable =0, et si f* est une espérance

conditionnelle de f pour p,Z,A, alors, pour toute fonction g u-mesurable
20,0na

22 f S (@)g(p(w))dMw) = jf H(x)g (x)dp(x).
Q X

Si en outre g est = 0 et gu o-finie, f* est encore espérance conditionnelle
de f relativement a p, &, et a la mesure (g - p)A.

[1] L’ecriture f gest abusive; on devrait ecrire ff’p, et nous aurons parfois 3 le faire.
Ces definitions, sont bien connues. Toutefois, en calcul des probabilités, 4 est toujours de
masse 1; c’est en fait absolument inutile.

[2] f est & remplacer par f * dans le cas ol f est A-mesurable = 0.
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Démonstration. La premiére affirmation est évidente si g est une com-
binaison linéaire finie a coefficients = 0 de fonctions caractéristiques de parties
appartenant 3 &'; par passage a la limite croissante (Fatou), c’est vrai pour
geX; si ensuite g est u-mesurable, elle peut s’écrire, p étant o-finie,
g=g +9g", 9 €%, et g’ u-négligeable, donc g” - p A-négligeable, d’ou le
résultat.

La seconde affirmation est évidente. Comme f¥ est dans la tribu %, il reste
a vérifier que, pour toute g’ = 0 y-mesurable, on a:

ff(w)g'(p(w))(g(P(w)) dMw)) = J Hx) 9" ()(g(x) du(x)),
Q

X

ce qui est (2.2) pour la fonction gg’.

L’égalité des espérances conditionnelles signifie exactement, pour f = 0,
que /% u est la mesure image p(f4). Ceci permet de voir immédiatement qu’il
existe des espérances conditionnelles, et que deux d’entre elles sont u-presque
partout égales. [En effet p(fA) est une mesure sur %', dont on voit immédiate-
ment qu’elle est de base u (i.e. tout ensemble u-négligeable est p(fA)-négligeable),
donc elle est bien de la forme f%u, ot f* peut étre choisie dans la tribu &, par
Lebesgue-Nikodym,et d’une maniére unique, a une fonction p-négligeable prés].
La u-classe des espérances conditionnelles est donc bien déterminée; on ’appelle
la classe espérance conditionnelle ou I’espérance conditionnelle de f pour
p, Z; elle ne dépend que de la A-classe de f. Le cas ol f est banachique s’en
déduit aisément, et on démontre facilement pour les espérances conditionnelles
un ensemble de propriétés, qui sont classiques; nous les admettrons et nous
contenterons de les résumer en un théoréme:

Théoréme (2,3). Toute fonction f sur Q, définie A-presque partout,
a valeurs dans un Banach F et A-intégrable, ou = 0 et A-mesurable, a des
espérances conditionnelles f ¥ pour p, X, A, et deux d’entre elles sont p-presque
partout égales. Si f est A-intégrable, f* est p-intégrable, et f — f* est li-
néaire continue de L'(Q, A; F) dans [}(X,u; F). de norme < 1:

7% s S [/ Tovier
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On a toujours I’inégalité de la norme: || £ |z < (| f||)¥ A-presque partout.

Si g est y-mesurableréelle, et si(g o p)fest A-intégrableou g f* p-intégrable
ces deux propriétés sont vraies; dans ce cas (et dans tous les cas pour f et
g=0), on a:

f £(@) g(p()) difw) = f FEIUCo.
Q

X

Si g =0 et si gu est o-finie, (g o p) A a pour image p((g - p)A) = gu, et
f¥ est encore espérance conditionnelle de f pour p, &, relativement a la
mesure (g o p)A.

Si g est une application de X dans un ensemble Z muni d’une tribu &,
u-presque partout définie et (1, &)-mesurable, et si v = q(u) = (q - p)(4) est
o-finie, (fH)¥). espérance conditionnelle de f* par rapport a q, &, u, est
aussi espérance conditionnelle de f par rapport a q op, &, A.

(2,4) Cas d’une fonction a valeurs mesures

Q0,2 X, %, u, ayant la méme signification que précédemment, soit main-
tenant Y un ensemble muni d’une tribu %, et soit @ — v, une fonction sur Q,

a valeurs mesures sur (Y,%). On la supposera définie A-presque partout et
*
A-mesurable, et on posera v = J v,dA(w). On appelle alors espérance con-

Q
ditionnelle, de cette fonction pour p,&,A, une fonction x — v a valeurs

mesures sur (Y,%), ayant les propriétés suivantes;
1) Elle appartient a la tribu &, i.e., pour tout B0, x — v%(B) appartient
A % (si Z est u-compléte, elle doit donc étre simplement pu-mesurable, et on

pourra supposer x — v¥ définie seulement p-presque partout);

2) Pour tout A€ Z', on a I’égalité des espérances conditionnelles

* *
v dMw) = J vidu(x).

P~ (4) A
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Ici I’existence et I"unicité ne sont plus du tout aussi évidentes. Nous suppo-

*
serons toujours, sans le mentionner explicitement, v = f v, dA(w) o-finie.

Q

Lemme (2,5) Soit x - v: une espérance conditionnelle de @ - v,,.
Si g est p-mesurable = 0, on a:

* %*
[ otw@pradie) =J GeNEdu(x).

Q X

Si en outre gu est o-finie, x — v¥ est encore espérance conditionnelle de
o — v, pour p, Z, relativement a la mesure (g o p)A.

Démonstration. Comme le lemme (2,1).

Lemme (2,6). Soit w —v, une fonction sur Q d valeurs mesures sur
Y,%), et x >v> une fonction sur X a valeurs mesures sur (Y,%). Pour
que la deuxiéme soit espérance conditionnelle de la premiére relativement a
p, %, A, il faut et il suffit que, pour toute f = O appartenant a %, ou pour
toute fonction f caractéristique d’un Be¥, x — vZ(f) soit espérance con-
ditionnelle de & — v, (f) pour p, &, . Si en outre % est v-dénombrablement
engendrée, et si B est un ensemble v-déterminant, il suffit, pour avoir la méme
conclusion, que x — v¥ soit dans & ou que v e Mgz pour tout x, et que,
pour tout Be #NY,, meN, x - v¥(B) soit espérance conditionnelle de
o — v,(B) pour p,%,A.

.Démonstration. La premiére partie revient exactment & dire que, pour
tout Bc®, x — vI(B) est dans &, et que, pour tout 4%,

" (B)A@) = | "V B)du.

p~Y4) 4

Pour la deuxiéme partie, on remarque que I’ensemble &, des Be# NY,
pour lesquels x — v¥(B) est espérance conditionnelle de @ — v(B) est stable
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a

par réunions des suites croissantes et complémentation 3 Y,, et contient
#NY,, donc est  NY,, par le lemme A; par addition dénombrable, c’est
donc encore vrai pour Be% N Y', mais aussi pour tout Be% N(Y’, donc
pour tout Be%¥, cqfd.

Remarque. Si f> 0 est seulement A-mesurable, x — (v2)*(f) est seule-
ment p-mesurable, donc est une espérance conditionnelle de ® — (v )*(f)
pour p, .”;‘,'\'u,/l et non pour p, &, 4. 3

Théoréme (2,7) (Unicité). Si ¥ est v-dénombrablement engendrée,
deux espérances conditionnelles de w — v,, sont p-presque partout égales.

Démonstration. I suffit d’appliquer la deuxiéme partie du lemme (2,6).
Comme 4% est dénombrable, on voit que, si x - v7 et x — ,vY sont deux
espérances conditionnelles, on a, pour u-presque tout x, v*(B) = ,vI(B)
pour tout Be# NY,, meN, Mais on sait que, pour u-presque tout Xx,
B est ;vZ-déterminant et ,v%-déterminant; donc le lemme F, appliqué a
vZ et ,v¥, montre que pour p-presque tout x, ;v¥ = ,v% cqfd.

On pourrait aussi utiliser un autre lemme, qui nous sera utile ailleurs:

Lemme (2,7 bis). Soient x —» v¥, x - ,v%, deux fonctions a valeurs

* *

mesures sur (Y,%), u-mesurables v = f Mdux), v = J VEdu(x) on
X X

vV + v est o-finie, et ¥ est (\v + ,v)-dénombrablement engendrée.

1) Si, pour tout Be¥, on a vi(B) = ,vi(B) pour p-presque tout x
alors v¥ = ,v¥ pour p-presque tout x.

* *
2) Sien outre f vux) = f VEdu(x), alors vE = ,v¥ pour p-presque
X X
tout x.

Démonstration. 1) Soit # un ensemble (;v + ,v)-déterminant. Comme il
est dénombrable, pour p-presque tout x, on a ;v¥(B) = ,v¥(B) pour tout
Be#; d’autre part, la propriété (1,1 bis) dit que, pour u-presque tout x, &
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by

est (;v7 + ,v5)-déterminant; le lemme F, appliqué a v¥ et ,v¥, donne la
conclusion.
2) Pourtout Be¥ NY,,, lesinégalités: ,vZ(B) =,v¥(B) pour u-presque tout

x, et + oo > f VEBYu(x) = f V2 (B)du(x) , montrent que ;v*(B) = ,v5(B)
X

pour p-presque tout x. La méme méthode que pour 1) montre alors que

¥ = ¥ pour p-presque tout x.

Théoréme (2,8) (Existence). Si % est la tribu borélienne d’un espace
topologique Y, et si v est portée par une réunion dénombrable Y’ de com-
pacts métrisables de v-mesures finies, alors w — v,, admet des espérances
conditionnelles, et deux d’entre elles sont p-presque partout égales. Il existe
des espérances conditionnelles pour lesquelles toutes les v¥ sont portées par
Y’, et intérieurement réguliéres (mais peut-étre pas de Radon, méme si v

et les v, sont de Radon, parce que non nécessairement localement finies).

Démonstration. Comme v est o-finie et que # est v-dénombrablement
engendrée (la tribu borélienne d’une réunion dénombrable de compacts
" métrisables est dénombrablement engendrée), le théoréme d’unicité précédent
est applicable, et seule I’existence est & démontrer.
Soit Y’ portant v, Y’ = U K,,, réunion dénombrable de compacts métri-

meN
sables, qu’on peut supposer disjoints (concassage)[1], et de v-mesures finies.
Pour tout m, considérons les mesures induites sur K,,, ® — (v,)g,,; pour
A-presque tout w, et tout m, v, est portée par Y’ et v (K,,) fini, donc la mesure
induite (v,)¢_ est de Radon sur K,,;; si on trouve des espérances conditionnelles
de ces fonctions A valeurs mesures de Radon sur les K,,, x —vZ,, il suffira
de prendre V=3 j,,,(vf m)s OU j,, est I'injection K,, —» Y, et le probléme sera

meN

résolu.

On est donc ramené au cas ol Y = K,, est un compact métrisable, v de
Radon sur Y, ce que nous supposerons désormais. La fonction w — v,(1)
est alors A-intégrable (d’intégrale v (1)); soit p une espérance conditionnelle de

[1] Concassage. Voir Bourbaki [1], page 18; ScuwarTz [1], page 46.
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cette fonction, donc une fonction = 0 partout finie, u-intégrable sur X.
Soit C*(Y) P’espace des fonctions = O continues sur Y. Pour ¢ C*(Y),
@ - v,(¢) est A-intégrable = 0, majorée par ® — | ¢ |cpva(l): elle a
donc une espérance conditionnelle ¢*, majorée par ”gb”c(y,p. Appelons-
1a ¢p, ot @ est prise nulle 1a ou p est nulle; ¢ — ¢ est R+-semi-linéaire de
C*(Y) dans L*(X,p), | leoctwy S | @] lc+xy- Ensuite on sait (théorsme
de Maharam)[1] qu’il existe un relévement r de L°(X, u) dans 'espace %(X)
des fonctions réelles bornées, avec “ r(f) “ a) (... Sug] o(f ))(x)]) = [l f f[ LOX )
xe

Nous poserons alors 0.(¢) = (r(¢))(x), pour peC*(Y), xeX. Pour x
fixé, 0,: ¢ — 0,(¢) est une forme R*-semi-lindaire = O sur C*(Y): c’est donc
une mesure de Radon = 0 sur Y, de norme <1. Posons ¥ = p(x)d,. Vérifions
d’abord I’égalité des espérances conditionnelles.

Soit € Pensemble des fonctions f = 0 boréliennes bornées sur Y telles que
x = 7% (f) = p(x)0(f) soit u-mesurable et que ’on ait, pour toute A%,

Pégalité f vo(f)dAw) = f 72 (f)du(x). Cet ensemble est stable par pas-
p~H4)

sage & la limite simple de suites croissantes, par Fatou; mais il contient les

fonctions constantes, puisque p est une espérance conditionnelle de la fonction

@ — v, (1); et, s’il contient f = ¢, il contient ¢c—f, parce que @ —» v (1) est

A-intégrable et que p est p-intégrable. Ensuite il contient C*(Y), car, pour

¢cC*(Y), on a:

f V(@A) = f T du(x) = f FIp(du(x) = f (BN (D))
A A

%) 4
- f 0.() () di(x) = f W (S)du(x).
A A

Donc, en vertu du lemme C, € est ’ensemble de toutes les fonctions boré-
liennes bornées >0 sur Y; donc, pourtout Be @, x —» ¥ (B) est y-mesurable,

et, pour tout AeZ, f v,(B)dA(w) = fﬁf du(x), donc, pour toute

p~1(4) 4

[1] Voir Dorothy MaHARAM [1], et ScHWARTZ [1], page 130.
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* *
AeZ, J. v, dA(w) = J- ¥%  du(x). Mais la fonction x —» 7% est seulement
r~U4) A
u-mesurable, et n’appartient pas nécessairement a . Si toutefois on la change
sur une partie p-négligeable de X, de maniére qu’elle appartienne a &, elle
vérifiera toujours la méme égalité des espérances conditionnelles, et on aura

gagné. Or le lemme (1, 12 bis) permet de le faire, % étant v-dénombrablement
engendrée.

Proposition (2,9). Soient Z,%’, deux tribus sur X; supposons p a
la fois (A, ¥)-mesurable et (A,Z")-mesurable, de mesures images pu et '
o-finies. Soient x — v¥ ,x - v¥', deux familles de mesures sur (Y, %), indexées
par X, ayant les 4 propriétés suivantes:

1) x > v? est une espérance conditionnelle de » — v,, relativement &
%,

2 X'V p(H;

3) x —v% appartient & la tribu &';

4) pour A-presque tout w, vff(m) = vf('w).

Alors x —» vZ est une espérance conditionnelle de w — v, relativement &
p,X'sA. En particulier, toute espérance conditionnelle pour p,&,%, Dest
aussi pour p,Z", A, si &' est intermédiaire entre & et X \/ p(AN)).

Démonstration. A cause de 3, il suffit de démontrer 1’égalité fondamen-
tale des espérances conditionnelles. Soit donc A’ € Z”; par 2, il existe A e %,
tel que la différence entre p=!(4) et p—1(4’) soit A-négligeable.

* * *
VpdMw) = f o= Jvfdu(x) = f Vi ayd M)
p~1(4") p~1(4) 4 p~1(4)
* * *
= f = f vf(,c.)d)'(w) = J Vf' d[l(X),
p=1(4") p~1(4") A’

cqfd.
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(2,10) Désintégration des mesures

Définition. Soient Q, 0, A, X, Z, u, comme précédemment.

On appelle désintégration de A relativement a p, Z, une espérance condi-
tionnelle de la fonction w — (), & valeurs mesures sur (Q, 0), relativement
a p, %, M0, est la masse de Dirac du point w; J,(B) = 1 ou 0 selon que
w eB ou w¢B).

Théoréme (2,11). Une désintégration de A pour p, X, est une famille
x — A, de mesures sur-(Q,0), indexée par X, vérifiant les propriétés sui-
vantes:

1) x — A, appartient & la tribu ¥,

2) pour toute AcZ, on a I'égalité de la désintégration:

*
2,12) Lo-1a) 4+ = flxdu(x); ou, pour tout Be 0:
4

*
Mp-'(4) N B) = f 3.(B) du(x)
A

Démonstration. Il suffit de traduire la définition des espérances con-

*
ditionnelles, compte tenu de ce que f O(y(B) dA(w) = A(p~'(4) N B).

p~1(4)

Corollaire (2,13). Si x — A, est une désintégration de A pour p,&,
on a légalité (2,12) aussi pour B A-mesurable et pour A u-mesurable. Plus
généralement, pour f = 0 A-mesurable sur Q et g =2 0 u-mesurable sur
X, on a:

* *
f F@)g(p(o)di) = f 2 (Ng(uCs).
Q X

En outre, x — A, est encore une désintégration de la mesure (g - p)A relative-
ment a p, %, si son image gu = p((g - p)A) est o-finie sur ¥ .
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Démonstration. C’est le lemme (2,5) appliqué 4 v, = J4)-

Corollaire (2,14). Les désintégrantes 1, de A sont u-indépendantes, au
sens suivant:

Si g,,9,, sont deux fonctions u-mesurables =0, telles que g1 et g,u

* *
soient o-finies, et siJ Ag () du(x) = J A.g,(x)du(x), alors g, = g, u-presque
X X
partout.

*
Démonstration. D’aprés le corollaire précédent, (g, - p) A = f gi(x)
X

du(x), donc (g; o p)A = (g, o p)A, donc leurs images sont aussi égales,
g = gu, donc g, = g, p-presque partout. '

Proposition (2,15). Si x — A, est une désintégration de A pour p, &,
A a la masse 1 pour p-presque tout x.

Démonstration. w — J,,(1) est la constante 1; donc son espérance
conditionnelle est la constante 1; or elle doit étre p-presque partout égale
(lemme, (2,6)) & x — A,(1).

Théoréme (2,16) (Unicité de la désintégration)

Si O est A-dénombrablement engendrée, deux désintégrations de A pour p,
&, sont p-presque partout égales.

C’est le théoréme (2,7) appliqué & v, = d,,.

On pourra donc parler, si elle existe, de la u-classe désintégration de A
pour p, &.

Théoréme (2,17) de Jirina [1] (Existence de désintégrations) [2]

Si Q est un espace topologique, O sa tribu borélienne, L une mesure sur
Q, portée par une réunion dénombrable de compacts métrisables de A-me-
sures finies, elle posséde des désintégrations pour p, X, et deux d’entre

[1] Voir Jirina [1].
[2] Voir a (8,2) un contre-exemple lorsque les conditions de I'énoncé ne sont pas réalisées.
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elles sont p-presque partout égales. On peut trouver des désintégrations
pour lesquelles toutes les A, sont de Radon de masse 1.

Démonstration. C’est le théoréme (2,8) appliqué a v, = J,-
Soit Q' = U K, une réunion dénombrable de compacts métrisables,

portant A. Il existe alors X' = X, X’ e X portant u, tel que, pour FeX’,
A, soit de masse 1 (propriété (2,15)) et portée par Q’, donc image par I’in-
jection Q' — X d’une mesure sur Q' (4 savoir la mesure induite (1,)q.); mais Q'
est souslinien, et une mesure de masse 1 sur Q' est de Radon, donc, pour x e X',
A, est de Radon de masse 1 sur Q. En remplagant 1, par é,,, a fixe €eQ,
pour x ¢ X’, on a une nouvelle désintégration pour laquelle toutes les A,
sont de Radon de masse 1.

Proposition (2,18). Soit (1), x une désintégration de ) pour p,%¥.
Soit A < X, u-mesurable. Pour p-presque tout x, 1. est portée par p=1(A)
si xe A, par p~*((A) si xe QA. Inversement, soit x — A, une famille de
mesures sur (Q,0), indexée par X, ayant les propriétés suivantes:

1) x - A, appartient a &
*
D i= [ Adue;
X

3) Pour tout AcX, pour u-presque tout x € A, A, est portée par p~1(A).
Alors c’est une désintégration de A pour p, & .

Démonstration. Montrons d’abord la partie directe. I suffit d’écrire
I’égalité de la désintégration:

*
0 = M*p~'(4) N C-'(4)) =f 2(Gp=* () du(x);

A

donc 4,(0p~1(4)) = 0 pour p-presque tout xe 4.
Prenons maintenant la réciproque.
Il suffit de montrer I’égalité de la désintégration.
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*
Tomsp & = J Oy rcarke) du(0);
X

mais, pour p-presque tout xe A, A, est portée par p~1(4), donc x,-104)As .
= A,; et, pour p-presque tout xe (A4, A, est portée par p—'((4), donc

*
Xp-1ayAx = 0, d’olt le résultat J. A du(x).
A

Théoréme (2,19). Soit (A,)..x une désintégration de A pour p, Z. Soit
f une application, p-presque partout définie et u-mesurable, de X dans un
ensemble Z muni d’une tribu &, et supposons que & soit f(u)-dénombrable-
ment séparante. Alors, pour pu-presque tout x€ X , f o p est A,-presque partout
égale a la constante f(x).

Démonstration. Soit Z'€%, portant f(u), tel que Z NZ’ soit dé-
nombrablement séparante. Soit donc (Z,),.n une suite de parties de Z, appar-
tenant 3 la tribu &, telle que tout z de Z’ soit intersection des Z, qui le con-
tiennent. Soit 4, = f~1(Z,). La proposition (2, 18) nous dit que, pour u-presque
tout x € A4,, A, est portée par p—(4,), donc, pour A,-presque tout w, f(p(w))e Z,.
Donc il existe X’ < X, portant yu, tel que, pour x€X’, pour A,-presque
tout o, f(p(w)) soit élément de tous les Z, pour lesquels f(x) € Z,. Mais, si
xe€f~'(Z"), lintersection des Z, pour lesquels f(x)eZ, est {f(x)}. Donc,
pour xeX'Nf-YZ"), f o p est A-presque partout égale A la constante
J(x), cqfd.

Exemple d’application

Considérons par exemple une intégrale de la forme J = flll(p(a)), w)dA(w),
Q

ol ¥ est une fonction sur X x Q 2 valeurs dans un Banach, et supposons
que lintégrale écrite ait un sens.

On voudrait effectuer le calcul en deux temps, d’abord en fixant p(w) = x,
ensuite en intégrant par rapport 3 x. On a touwjours, si (4,),.x est une dés-
intégration de A pour p,&:
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J = | du(x) | ¥Y(p(0), 0)di (o).
Joo]

Si ensuite Z est yu-dénombrablement séparante, on saura que, pour u-presque
tout x, p est A,-presque siirement égale 4 x, et on pourra écrire:

J = | dux) | ¥(x, 0)dA(w),
Joor]

ce qui est le résultat cherché.

Par exemple on peut étendre la derniére formule (2,3) & des fonctions 2
valeurs vectorielles. Si f est une fonction sur Q i valeurs dans un Banach F,
g une fonction sur X 3 valeurs dans un Banach séparable G, et si @ est une
application bilinéaire de F x G dans un Banach E, si enfin ®(f,g - p) est

J-intégrable, on peut appliquer le théordgme (2, 19) puisque la tribu borélienne
de G est dénombrablement séparante, et écrire:

f O(f (@), g(P@N)A®) = f d(x) f O/ (@), 9(x) dA(@).
Q Q

X

Théoréme (2,20). Soit (A,),.x une famille de mesures sur Q, indexée
par X, ayant les propriétés suivantes:
1) x — A, appartient ¢ X;

2) A= | A.du(x);
J

3) Pour p-presque tout x, A, est portée par p~'(X), ou % est I’atome de
x dans la tribu & (intersection de toutes les parties de la tribu contenant x).

Alors x — A, est une désintégration de A pour p,% .

Inversement, si & est u-Q-dénombrablement séparante (il existe X'e %',
portant i, et une suite (A,)yen. 4,€ X', telle que 'atome X de tout xeZ’
soit intersection des A, contenant x), alors toute désintégration a les pro-
priétés précédentes; en outre, pour p-presque tout x, p est (., Z)-mesurable,
et p(d,) = 5(3)'
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Démonstration. Supposons que x — A, ait les propriétés 1-2-3. Pour
tout AeZ, on a:

*
Xp'l(A)A' = J.(Xp‘*(A))'x)dﬂ(x)’
x

*
d’aprés 2 et le point 2 de la proposition (1,11); mais ceci vaut f A, du(x)
A

d’aprés 3, donc on a I’égalité de la désintégration, et 1 permet de conclure.

Inversement, soit (1,),.x une désintégration.

Appelons Z le quotient de X par la relation d’équivalence ol les classes
sont les atomes de &, et & la surjection canonique de X sur Z. Soient n(Z)
la tribu image et n(x) la mesure image. Si & est u-Q-dénombrablement sé-
parante, n(%) est m(u)-dénombrablement séparante. Alors, d’aprés le théo-
réme (2,19), pour u-presque tout x, m o p est A,-presque partout égale a
n(x) = %, autrement dit 1, est portée par p~1(%).

Soit alors x un point tel que 1, soit portée par p~1(%) et de masse 1. Pour
tout AeZ, p~1(A) est A -mesurable, et de mesure 1 ou O selon que x4
ou x ¢ A; donc p est (1,,%)-mesurable, et I'image p(1,) est la mesure sur X,
qui vaut 1 ou O sur 4, selon que xe 4 ou x¢ 4, c. a d. J,,, cqfd.

Remarque. 1) Une tribu p-dénombrablement engendrée est évidemment
u-Q-dénombrablement séparante.

2) La mesure de Dirac d,, n’est pas portée par x, mais par I’atome X%
de x.

Corollaire (2,21). Soient Q, X deux espaces topologiques, A une mesure
de Radon 2 0 sur Q, portée par une réunion dénombrable de compacts
métrisables, p une application A-propre de Q dans X, p= p(l) sa
mesure de Radon image. Alors A posséde une désintégration relativement
a p, ou toutes les A, sont de Radon de masse 1, et deux désintégrations sont
p-presque partout égales. Une désintégration est une famille(l,), . x satisfai-
sant aux propriétés 1,2, ou 1, 3, 4:

1) pour tout B borélien de Q, x — 1.(B) est borélienne;

2) pour tout A borélien de X,
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Xp=1(h = flxdu(x);
A

3 = [ adueo;
]

4) pour p-presque tout x€ X, A, est portée par p~'({x}).

Démonstration. Ici 0,4, sont les tribus boréliennes de Q, X. Comme
A est de Radon o-finie sur €, on doit toujours employer A° au lieu de A* (voir
(1,7)). La mesure image est de Radon, également o-finie (si A est portée par U

n

K,, K, compacts métrisables, la restriction de p & K, &tant continue, p est portée
par U p(K,), p(K,)compact); il est entendu qu’ici nous employons partout, pour
n

I’égalité de la désintégration, u* au lieu de pu*, car c’est bien la mesure abstraite
p* qui est 'image de la mesure abstraite A°, avec la formule correcte u*(4) =
)y*(p~1(4)) = X’ (p~1(A4)). Alors 1, 2, est la définition des désintégrations.
D’autre part, on sait que I'image d’un compact métrisable par une applica-
tion continue est encore compacte métrisable [1], donc p(K,) est compact
métrisable, donc la tribu borélienne de X est u-dénombrablement engendrée
et u-dénombrablement séparante. On peut donc appliquer le théoréme (2,20),
donc la désintégration peut se définir aussi par 1, 3 et 4.

On a un résultat analogue a (2,19) pour une fonction 4 valeurs mesures:

Corollaire (2,22). Soit (A,)..x une désintégration de A pour p, % .

Soit x —» v, une fonction sur X, a valeurs dans I’espace des mesures sur
*
un ensemble Y muni d’une tribu % et u-mesurable. On suppose que v= fvx

X
du(x) est o-finie, et que ¥ est v-dénombrablement engendrée. Alors, pour

u-presque tout x, la fonction @ — v, est A-presque partout égale a la
constante v.

Démonstration. Si on remplace la fonction x — v, par une autre, qui

[1] Voir Schwartz [1], page 111, théoréme 6; I’image continue d’un compact sousli-
nien et un compact est souslinien si et seulement si’l est métrisable.
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lui est u-presque partout égale, cela ne change rien, car @ — v, est remplacée
par une fonction qui lui est A-presque partout égale, donc qui, pour p-presque
tout x, lui est 1 -presque partout égale. Or, si £ est un ensemble v-déterminant,
ve Mg, on sait que v, € M4 pour p-presque tout x, et on peut donc supposer
que c’est vrai pour tout x. Comme alors M 4 est un espace topologique a tribu
borélienne dénombrablement engendrée donc dénombrablement séparante,
le corollaire résulte du théoréme (2,19), compte tenu de la proposition G.

Corollaire (2,23). Soit (1,)..x une désintégration de A pour p,%.
Supposons que O soit A-dénombrablement engendrée. Alors, pour p-presque
tout x, A, est portée par p‘l(:?), ou X est ensemble des x’ de X pour lesquels
A = Ay (f > X évidemment).

Démonstration. Il suffit, de prendre v, = A, et d’appliquer le corollaire
précédent: il dit que, pour pu-presque tout x, @ — A, €st A.-presque par-
tout égale a A, , autrement dit A, est portée par I’ensemble des w pour lesquels
Aoty = As ©. & d. par p~1(%).

Désintégrations et mesures induites

Lemme (2,24). Soit (A,)..x une désintégration de A pour p,%. Soit
Q' une partie de Q, A-mesurable. L’image par p de la mesure induite Ag,
est la mesure ayant pour densité par rapport @ p la fonction x — 2 (Q’).

Démonstration. Savaleur sur AeZ doit &tre Aq.(p~1(A))=A(p~1(A) N Q"),
*
c. ad J 2Q)du(x), d’olt le résultat.
A

Proposition (2,25). Soit (1,),.x une désintégration de A pour p,&.
Soit Q' = Q, A-mesurable, et Q' = Q', Q" 0, (Q'\Q") A-négligeable. Alors
X = Yo (Ao lA(Q") (remplacé par 0 lorsque le dénominateur est nul) est une

désintégration de la mesure induite Aq., pour p', & (p’ = restriction de p
a Q.
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Démonstration. Tout d’abord x — ¥qo.(1,)o appartient 3 &'; si en effet
Be0NQ', (o-(A)a)(B) = 1,(Q"NB), et Q"N Be?; il en est de méme
de x — A,(Q"), donc du quotient, remplacé par O sur 1 ’ensemble, appartenant
3 &, ou le dénominateur est nul. Ensuite, pour AeZ:

*
Xpr-1yre = Up-1Par = f (Aoq-du(x) (point 1 de la prop. (1, 11))
A

* *
= J' %ﬁ“ (A(Q)du(x)) = f X—‘;;%ﬁ(lx(ﬂ')du(x))

A A4

(parce que A,(Q") = 4,(Q") pour p-presque tout x, et que Q" porte (A)q
pour u-presque tout x); c’est I’égalité de la désintégration, compte tenu du
lemme (2,24).

Remarque. Si Q' porte 4, 1, (Q") = 1 pour u-presque tout x. Alors
X = xg(A)q- est aussi une désintégration de Aq. pour p,&.

Désintégrations et produits par des fonctions

Lemme (2,26). Soit (A,)..x une désintégration de 1 pour p,%. Soit
f = 0 une fonction A-mesurable sur Q; la mesure image de fA par p est la
mesure dont la densité par rapport & p est la fonction f:x — A (f).

Démonstration. Soit g = 0 une fonction sur X, appartenant a3 & .
Alors

UG = (DG o p) =A*(fg-p) = J. A2 (Ng(x)du(x) .
X

Proposition (2,27). Soit (A,),.x une désintégration de A pour p,%&.
Soit f une fonction = 0 A-mesurable sur Q, et soit f' = 0, appartenant a
0, A-presque partout égale a f. Supoosons que ’image fu de fJ. soit o-finie.
Une désintégration de fA pour p,Z, est donnée par x — f'AJAX(f),
remplacée par 0 la ou le dénominateur est nul.
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Démonstration. Soit Bc0O; x — (f'A) (B) = A (f'xg) est dans &
parce que f' xp est dans 0; de méme x — A,(f”) est dans &', donc aussi le quo-
tient remplacé par O sur 1’ensemble, appartenant 4 £, ol le dénominateur
est nul. Soit ensuite g une fonction = 0 sur X, appartenant a Z:

@ DU =1 f hg () du(x) = j () 9()d()
X X

(point 2 de la proposition (1,11))

*(fA)

J zgryee CE(AC)

i

[* i o0z aue
}‘:( f/)g X 1

X

(parce que fi, = f'A, et AX(f) = A (f’) pour p-presque tout x), ce qui est
I’égalité de la désintégration, compte tenu du théoréme 26.

Désintégrations et mesures images

Proposition (2,28). Soient Q' un ensemble, O’ une tribu sur Q', 1’
une mesure sur(Q', 0’). Soit q une application de Q" dans Q, (A, O)-mesurable
avec q(A') = A. Soit (X)), x une désintégration de ' pour q - p, % .

1) Sigq est (0',0)-mesurablz, allors x — A, = q(A.) est une désintégration
de A pour p,%.

2) Si q est A'-presque (0',0)-mesurable, elle est ()., O)-mesurable pour
u-presque tout x; il existe une désintégration x — A, de A pour p, Z, qui
vérifie A, = q(},) pour u-presque tout x;

3) Si, pour p-presque tout x, q est (A;,0)-mesurable, alors x — q(A3)
est une désintégration de A pour p,b’?’u.

Démonstration

1) Ona(poq)l)=p)=u.



SURMARTINGALES REGULIERES . . . 45

Puisque g est (@', O)-mesurable, 1, = q(4’,) existe toujours. En outre x — 4,
est dans &'; en effet, pour Be0, 1(B) = A (q~'(B)), et ¢~ '(B)€0’. Reste a
voir I’égalité de la désintégration. Pour A&,

* %
Toetcoh = q0la-1p-1ak) = 4 ( f A;du(x)) - f Adi(x),
A

A

d’ol le résultat.

2) Supposons maintenant que g soit seulement A’-presque (¢’, 0)-mesurable.
Alors, pour p-presque tout x, elle est A-presque (¢’,0)-mesurable (lemme
(1,6)), et q(4;) existe. Il existe une application g’, A’-presque partout égale
a4 g, qui est (¢',0)-mesurable; pour u-presque tout x, g’ est A\-presque partout
égale A g, et ¢’ (4;) = q(1;). On vient de voir que (¢'(4;))..x est une dés-
intégration de A pour p,%’; donc elle est bien une désintégration qui est u-
presque partout égale a (¢(A ), cx-

3) Si, pour u-presque tout x, g est (A, O)-mesurable, alors x —» A, = g(4;)
est définie u-presque partout; elle est u-mesurable, c. a d. appartient 3 3 s
car, pour Be0, x - A (B) = A.(q~'(B)) est u-mesurable, g—1(B) étant A’-
mesurable (lemme (1, 4)). L’égalité de la désintégration se fait comme pour 1

4) S’il n’y a aucune hypothése, g(2,) peut ne jamais exister.

Changement de p sur une partie négligeable

Comme nous ’avons vu a la définition, les désintégrations de A pour p, &
supposent seulement p définie A-presque partout, et ne changent donc pas si

on change p sur une partie A-négligeable. Mais alors on peut aussi changer
X, Zx:

Proposition (2,29). Soit (1,),..x une désintégration de A pour p,Z.
Soit X' une partie de X, telle que p~1(X") porte A. Alors p' = p: Q - X'
est toujours A-presque partout définiz de Q dans X', et (A, Z')-mesurable, si
X' =X'"NZ. Limage p' = p'(A) est la mesure définie sur X' par
w ) = p*(A") = w(4), A’ eZ’, A étant n’importe quelle partie € X telle
que A’ = ANX'; et (A),cx est une désintégration de A pour p’,&'.
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Démonstration. Soient 4’ %', AeZ, A’ =ANX'. Alors p'(4") =
@'A)A) = Mp'~1(4) = A(p~1(4) = u(4), d’ou le résultat sur I’image.

La fonction x — 4., de X’ dans I’espace des mesures sur Q, est évidemment

P
dans &' = X' N&. Et, pour A’ €Z": Yp-14nk = Xp-1(y = f Adu(x) =
A

*
J Adp'(x), ce qui est ’égalité de la désintégration.

A’

Relation entre espérances conditionnelles et désintégrations
des mesures

Théoréme (2,30). Supposons que A ait une désintégration pour p, &,
soit x — A,. Pour toute f A-intégrable a valeurs dans un Banach, ou =0
A-mesurable, alors x — A(f) est définie p-presque partout et u-presque
partout égale aux espérances conditionnelles de f pour p, ¥, ; si fest 20
et dans O, x — A (f) est elle-méme une espérance conditionnelle,

Démonstration. La fonction x — A,(f) satisfait A 1’égalité des espérances

conditionnelles, car, si AeZ, f fdl = p-1(f) = f A (du(x);
P4 A
mais elle est seulement py-mesurable, et n’appartient pas nécessairement 3 %,

Mais alors elle est une espérance conditionnelle de f pour p,%,,A; toute
espérance conditionnelle de f pour p,Z,1 l’est aussi pour p, Z w4, donc
p-presque partout égale 4 la précédente. Si f = 0 est dans 0, x — A1 (f) est
dans Z et est donc exactement une espérance conditionnelle de f pour p, &, A.

Ainsi la possession d’une désintégration donne des espérances conditionnelles
pour toutes les fonctions, d’oli son avantage; mais ’espérance conditionnelle
existe toujours, alors que la désintégration suppose des conditions particuliéres
sur Q,0, 4. Il est normal de dire que A, est la loi de probabilité conditionnelle
associée 4 la loi de probabilité 1, lorsque 'on a P’information p(w) = x,
relativement a la tribu & sur X .

La désintégration de A a été obtenue comme cas particulier d’une espérance



SURMARTINGALES REGULIERES . . . 47

conditionnelle d’une fonction a valeurs mesures; mais inversement elle donne
toutes les espérances conditionnelles des fonctions a valeurs mesures:

Désintégrations et espérances conditionnelles d’une fonction
a valeurs mesures.

Proposition (2,31). Soient w — v, une fonction sur Q a valeurs mesures

*
sur (Y, %), A-mesurable, v = J‘ v,dA(®) o-finie, et x — A, une désintégration
Q

de A pour p,%.

N

1) Si w-—v, appartient @ 0, la fonction a valeurs mesures

x oW = v, dA () est une espérance conditionnelle de w — v, pour
x (/] X (]
Q

P, Z,A.
2) Si ¥ est v-dénombrablement engendrée, w — v, a des espérances
conditionnelles pour p, , 1; toutes sont u-presque partout égales a la fonction

x - f Vo, d A ().
Q

*
Démonstration. 1) La fonction x —» v¥ =J v,dA(w) est bien définie

Q

partout; si Be#, on a vZ(B) = f vo(B)dA(w), donc = A.(g), ol g est
Q
la fonction @ — v (B), g€0. Donc d’aprés (2,30), x —» v*(B) = A,(g) est
une espérance conditionnelle de w — g(w) = v, (B), et le lemme (2,6) dit
bien que x — vZ est espérance conditionnelle de ® — v,
2) Si w— v, est seulement A-mesurable, mais % v-dénombrablement
engendrée, le lemme (1,12bis) dit que w — v, est A-presque partout égale

2

4 w+7¥,, appartenant & O; celle-ci a une espérance conditionnelle

*
x> = f V,dA (), donc la premitre aussi. Pour A-presque tout w,

Q
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v, = ¥,; donc, pour u-presque tout x, pour A,-presque tout w, v, = ¥, et

<
]

*
g J v,dA(®). Le fait que toutes les espérances conditionnelles aient la
0]
méme propriété est le théoréme d’unicité (2.7).

Remarque. On a donc deux théorémes d’existence trés différents pour
les espérances conditionnelles des fonctions a valeurs mesures. Au théoréme
(2,8), aucune désintégration de A n’est supposée; on fait sur (Y,%,v) une
hypothése trés forte de type ‘‘compact métrisable”. Ici au contraire on devra
faire sur (Q, 0, 1) le méme type d’hypothése tres forte, pour avoir une désinté-
gration de A; mais ensuite on ne fait sur (Y, %,v) qu’une hypothése relative-
ment faible. Dans la partie 1 de la proposition (2,31), il n’y a aucune hypo-
thése sur (Y, %, v) (sauf, comme toujours, la g-finitude de v). On trouve une
espérance conditionnelle, pourvu que @ — v, appartienne a @; cette espérance
n’est pas forcément unique & un ensemble y-négligeable prés, on n’est pas dans
le cas d’unicité (2.7). Dans la partie 2, w — v,, est seulement A-mesurable, mais
alors % doit étre v-dénombrablement engendrée; et on est dans le cas d’unicité.

§3 Transitivité des désintégrations de mesures

Décrivons d’abord la situation qui sera étudiée dans le reste du chapitre.

(3,0): Les théorémes qui suivent vont jouer un rdle essentiel dans la suite;
il importe, quitte & se donner du mal, de les énoncer dans les conditions les
plus générales. Soient (Q,0), (X,%), (Z,%) des ensembles munis de tribus,
A une mesure sur Q, p une application (1, Z)-mesurable de Q dans X, u = p(4)
sa mesure image, g une application (u, &)-mesurable de X dans Z, v = q(u)
sa mesure image; on suppose v, donc A et u, o-finies. Alors q o p est (1, Z)-
mesurable, et (¢ - p)A = v. On peut alors avoir des désintégrations du type
1-2, c. 4 d. de A pour p,Z’; du type 1-3, c. 3 d. de A pour q - p, Z; du type
2-3,c. ad. de upour g, Z. Le théoréme qui suit indique comment, de certaines
désintégrations, on en déduit d’autres. Moyennant certaines conditions, d’une
désintégration 1-3 on déduit une désintégration 2-3; tandis que, sans aucune
condition (autre que la o-finitude de A, u, v), de désintégrations 1-2 et 2-3,
on déduit une désintégration 1-3. Si ’on ne se trouve pas dans les conditions



SURMARTINGALES REGULIERES. . . 49

d’unicité des désintégrations, on pourra alors en former beaucoup d’autres,
pas forcément égales. Partons par exemple de désintégrations 1-2 et 2-3;
on forme d’abord une désintégration 1-3; mais celle-ci en donne une, que
nous appellerons 2°-3’, pas forcément égale a la désintégration 2-3 de départ;
mais avec 1-2 et 2’-3’, on formera 1'-3’, peut-&tre différente de 1-3; de 1'-3’
on déduit (2”-3"), et ainsi de suite. Si @ est A-dénombrablement engendrée,
le théoréme d’unicité (2,7) affirme que 1'-3" est identique (aux ensembles
v-négligeables prés) & 1-3, et on n’obtiendra pas plus que 1-2, 2-3, 1-3, 2'-3';
en outre, si I’on part de 1-2, 2’-3’, on obtiendra 1-3, et plus rien d’autre.
Si maintenant c’est £ qui est u-dénombrablement engendrée, on saura que
2'-3’" est 2-3; a partir de 1-2 et 2-3, on obtiendra 1-3 et plus rien d’autre.

Dans la pratique, Q sera un espace topologique, A une mesure de Radon
sur Q portée par une réunion dénombrable de compacts métrisables; donc
0 sera J-dénombrablement engendrée.

Mais (X, Z) et (Z, %) seront arbitraires; par exemple p et q seront I’identité,
Z et & seront des sous-tribus de la tribu A-mesurable. Des hypothéses trop
étroites sur (X, Z’) sont donc génantes. Nous donnerons d’abord un résultat,
classique pour les espérances conditionnelles des fonctions scalaires ou bana-
chiques, que nous étendrons aux fonctions & valeurs masures.

Théoréme (3,0). Soit f une fonction sur Q, A-intégrable a valeurs dans
un Banach F, ou A-mesurable = 0. Si f* est une espérance conditionnelle
de f pour p, &, 2, et si (f*)%) est une espérance conditionnelle de f* pour
q,%, u, alors c’est aussi une espérance conditionnelle de f pour q o p, %, A.

Soit  — v, une fonction sur Q a valeurs mesures sur (Y,%), A-mesurable,

*

V= f v, dA(w) o-finie. Si x — vf est une espérance conditionnelle de cette
Q

fonction pour p,Z,A, et si z — v5)Z est une espérance conditionnelle de

X —»vf pour q,Z,u, c’est aussi une espérance conditionnelle de w — v,
pour q o p,Z,A.

Démonstration. La premiére partie étant classique et évidente (et déja
énoncée au théoréme (2,3)), nous ne démontrerons que la deuxiéme, qui
est d’ailleurs aussi évidente. Par hypothése, z - (v¥)Z appartient & Z; il
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Y

reste 3 montrer I’égalité des espérances conditionnelles. Or, si 4eZ:
* *

VpdA(@) = f vidu(x) = J.*(v’)f dv(z), cqfd.
A

(gop)~(4) q-1(4)

Théoréme (3,1). 1) Soit (AF),., une désintégration de A pour q o p, Z.
Si p est A-presque (0, %)-mesurable, la mesure u a une désintégration pour
q,%, qui est v-presque partout égale @ z — p(A%).

2) Soient (A%), . x une desintégration de J. pour p, %, et (u%),, une désin-

*
tégration de u pour q,%. Si ’on pose 12 = f AZduZ(x), alors (A7), ., estune
X
désintégration de A pour q - p, % .

Démonstration. Le point 1 n’est autre que la proposition (2,28), ol
Q.0 X,0,0,%,q,p, A, A, u,sontremplacésparQ, X, Z, 0, %, %, p, q, A, lL,v.
Démontrons le point 2. Nous cherchons une désintégration de A pour g o p,
Z, c. a d. une espérance conditionnelle de @ — d,, pour g - p, Z, A. Pour

cela nous en prenons d’abord, d’aprés le théoréme précédent, une espérance
conditionnelle pour p, Z, 4, c. a d. une désintégration de J pour p, %,

oux — A% . Ensuite nous devrons prendre une espérance conditionnelle de
cette fonction relativement & g, &, u; or, d’aprés la proposition (2,31), on

pourra prendre z — J‘ 22duZ (x), ce qui est le résultat cherché.

(3,2) Désintégrations cohérentes. Soient (A7), x,(AT), 2, (4%), 2, des
désintégrations respectives de A pour p, %, de A pour g.p,Z, de u pour q,Z.
On dit qu’elles sont cohérentes, si, pour v-presque tout z, uZ = p(i¥),

: 3
et AT = j At ().

X

Théoréme (3,3). 1) Si Q est un espace topologique, A une mesure de

Radon sur Q, portée par une réunion dénombrable de compacts métrisables,
et si p est A-presque (0, X)-mesurable, il existe des désintegrations co-
hérentes.
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2) Dans les mémes conditions, si en outre p~*(Z) est A-dénombrablement
engendrée, alors, pour v-presque tout z€Z, AZ est encore désintégrée sur
p, %, par x - AT . En particulier, pour u-presque tout x, A, est désintégrée,
pour p, %, par la méme désintégration que A, c. d d. x' - A%., mais aussi

par la fonction constante x' — 1.

Démonstration. 1) Par le théoréme (2,17), il existe des désintégrations
AD,ex €t (AF),.z de A pour p,Z, et pour g o p, Z. Par le 1 du théoréme
(3,1), on en déduit une désintégration (), .z de p pour ¢, % , qui est v-presque

*
partout égale 3 z —» p(A7). Ensuite z - f AZduZ(x) est une désintégration
X

de Apour q o p, %, d’aprés le 2 du théoreéme (3, 1), mais elle est nécessairement
v-presque partout égale & z — AZ d’aprés I’unicité du théoréme (2,17).

2) Soient (A%),.x une désintégration de A pour p, &, et (AF), ., une
désintégration de A pour g - p, Z. Quitte & les modifier sur des parties négli-
geables, ce qui ne change pas le résultat, on peut supposer A% et 17 toutes
de masse 1. On peut leur adjoindre une désintégration (u7),., de p pour
q.Z, et les 3 sont cohérentes comme nous venons de le voir. Nous allons
maintenant en fait démontrer la partie 2 présente sans aucune hypothése sur
Q,0, en supposant seulement que nous partons de 3 désintégrations cohérentes,
au moins pour la partie 2a). Comme x — A% est déja dans Z, il suffit de
montrer 1’égalité des désintégrations.

2a) Supposons d’abord & u-dénombrablement engendrée. Nous utiliserons

*
la proposition (2,18). Pour v-presque tout z, on a A7 = f AduZ(x) et
X

pZ est I'image p(A7), par I’hypothése de cohérence, et ceci est I’hypothése 2
de (2, 18). C’est I’hypothése 3 de (2, 18) qui est a rechercher. Soit A%,z Z;
appelons P(4,z) la propriété: pour uZ-presque tout xeA (resp. xe(A),
A% est portée par p~*(4) (resp. p~*((A)). Nous allons montrer qu’on a les
5 propriétés du lemme D, pour (X, Z, ). Les propriétés 1 et 2 du lemme D
sont évidentes, et méme plus: pour z donné, P(A, z) est une propriété relative
a A, qui est stable par complémentation et réunions et intersections dénom-
brables; I’ensemble des 4 qui vérifient P(4, z) est une tribu.
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Montrons la propriété 3. Soit A donnée. Puisque x — A% est une dés.
intégration de A pour p, &, il est vrai que, pour u-presque tout x, A% est
portée par p~'(A) ou p~((A) selon que xe A4 ou xe (4; donc, puisque

u= J*yf dv(z), ou voit que, pour v-presque tout z, ceci est vrai pour
V4

uZ-presque tout x, autrement dit on a bien P(4,z) pour v-presque tout z.

Montrons la propriété 4. Soit N u-négligeable.

Alors, pour v-presque tout z, N est uZ -négligeable; en outre, p~1(N) est
J-négligeable, donc, pour p-presque tout x, p~(N) est A7 -négligeable; donc,
pour v-presque tout z, p~'(N) est AZ-négligeable pour uZ-presque tout x.
Choisissons un z ayant ces propriétés. Alors, pour uZ-presque tout x, 2% est
portée par p~*(GN), a fortiori par p~!((A) pour 4 = N, donc on a P(4,2)
pour tout A « N. Montrons enfin 5. Il n’est méme pas nécessaire de supposer
u(C) fini. Pour CeZ quelconque, pour tout z tel que P(C,z), c. a d. pour
v-presque tout z, pour tout A<= C, P(4,z) entraine P(C\A,z) puisque
I’ensemble des A vérifiant P(4, z) est une tribu. Le lemme D nous dit alors
que, pour v-presque tout z, on a P(4,z) pour tout AeZ, autrement dit la
propriété 3 de (2,18) car, pour v-presque tout z,u; = p(1Z), et alors A7 est
désintégrée relativement 3 p,Z, par x —» A¥, ce qui est le résultat cherché.

2b) Supposons enfin, ce qui est moins que de supposer Zu-dénombrable-
ment engendrée, que c’est seulement p~*(Z) qui est A-dénombrablement
engendrée. Il existe Q" portant A tel que la tribu p~*(Z) N Q’ soit engendrée
par p~{(B)NQ’, ot B <= Z dénombrable [1]. Sidonc Cep-1(Z), il existe
C’, élément de la tribu engendrée par p~!(%), tel que la différence entre C
et C’ soit dans (Q’; mais cette différence est saturée par rapport & p, donc
elle est en fait contenue dans ((p~'(p(Q’)). Donc on peut remplacer Q' par
p~'(p(Q"), et alors cela signifie que p~'(p(Q")) N p~1(#) engendre p-'p(Q")
Np~ %), ou que p(Q’) N & engendre p(Q') N %.

Appelons £ la tribu engendrée par Z et {p(Q")}.

[1] L’expression “A-dénombrablement engendrée” est donc ici entendue dans un sens

un peu plus général qu’auparavant; en effet, A est une mesure sur la tribu (@ et non sur la
A

tribu p-1(Z), sous-tribu de 0, . Cela veut exactement dire ce qui est &crit ici: I’ensemble Q’

porte A, il peut etre pris dans @ si I’on veut, mais non dans p~1(Z). Sans quoi & serait u-dé-
nombrablement engendrée.
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Alors p est encore A-presque (@, Z’)-mesurable (et I'image u’ est un prolonge-
ment de u; p(Q") n’est peut-etre pas p-mesurable, alors qu’il est u’-mesurable
et porte u'); g est encore (u’, Z)-mesurable, de méme image q(u’) = v; et
&' est maintenant u’dénombrablement engendrée.

En outre, x —» JX est encore désintégration de A pour p,%’, puisque
&' <= & \/ p(/) (proposition (2,9)), et rien n’est changé pour les A7. Alors
on en déduit que, pour v-presque tout z, A% est désintégrée pour p, &, par
x — A¥; mais comme cette fonction appartient 3 & < %", c’est une désin-
tégration pour p, % .

2c) En prenant Z = X, & =%, q = Idg, on trouve bien que, pour
p-presque tout x, A¥ admet la désintégration x’ — A%. Mais le corollaire
(2,22) dit que, pour u-presque tout x, la fonction w — lff(m, est AZ-presque
partout égale A la constante A%; et la proposition (2,9), appliquée aux dés-
intégrations (c. 2 d. 3 v, = §,,)), avec &’ = %, et pour la mesure A7, dit que
x’ — AT est aussi une désintégration de 1.

Remarque. Si p~}Z) est A-dénombrablement engendrée, alors auto-
matiquement p est A-presque (@, )-mesurable (dés qu’elle est (4,Z)-mesu-
rable). En effet, en reprenant les notations de la partie 2b) de la démonstration,
si on pose X’ = p(Q’), on a vu que X' N & est (engendrée par X’ N 4%, donc)
denombrablement engendrée, et p~1(X’) = p~1p(Q") o Q' porte 1; il suffit
donc d’appliquer le corollaire A4’.

Corollaire (3,4). Placons-nous dans les conditions du théoréme (3,3).
Soit f une fonction sur Q, A-intégrable @ valeurs dans un Banach F, ou
A-mesurable = 0, et soit f* une espérance conditionnelle de f relativement
@ p, &, 1. Pour v-presque tout z, f est encore AZ-intégrable ou mesurable,
et f* est encore une espérance conditionnelle de f relativement & p, %, A7 .

Démonstration. La premiére affirmation est le lemme (1,5) ou (1,4).
Ensuite, pour u-presque tout x,f*(x) est égale & AX(f); alors, pour v-presque
tout z, pour p’-presque tout x,f*(x) = A¥(f); et en méme temps, pour
v-presque tout z,4.% est désintégrée pour p, &, par x —» A%, et u¥ = p(1%);
donc, pour de tels z,f* est une espérance conditionnelle de f pour p, %, 17,
puisqu’elle appartient a la tribu &, cqfd.
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Corollaire (3,4) bis). Plagons-nous dans les conditions du théoréme
(3,3). Soit w — p,, une fonction a valeurs mesures sur (Y,%), A-mesurable,

avec p =f P dM(®) o-finie; supposons % p-dénombrablement engendrée.
Q

Soit x - p* une espérance conditionnelle de w — v, pour p,%, A (proposi-

tion (2,31)). Alors, pour v-presque tout z, ® — v, est encore A-mesurable,

et x — p¥ est encore une espérance conditionnelle de w — v, pour p, %, .

Démonstration. C’est la méme que celle du corollaire précédent, en
s’appuyant sur le fait que, pour p-presque tout x, donc aussi pour v-presque

tout z, pour u’-presque tout x,p¥ = f Pod AT (®).

Q

Cas des sous-tribus de Ia tribu mesurable et d’une mesure
de Radon

Nous allons améliorer notablement ces résultats, en affaiblissant les con-
ditions sur la tribu Z (ou p~!(%)). Bien qu’on puisse le faire dans cette situa-
tion générale, c’est assez lourd, et sans doute inutile pour les applications
aux processeus stochastiques.

Nous allons désormais toujours nous placer dans la situation qui est celle
des processus. Q sera une espace topologique, @ sa tribu borélienne; A sera
une mesure de Radon portée par une réunion dénombrable de compacts
métrisables, de sorte qu’on a le théoréme d’existence et d’unicité (2,17).
On étudiera précisément les désintégrations pour X = Q, p = identité, et
on prendra sur X = Q diverses sous-tribus de la tribu A-mesurable, sur les-
quelles A sera supposée o-finie. Si I (au lieu de &, nous changerons les nota-
tions) est une telle sous-tribu, une désintégration (17),.q relative 3 I est
une famille de mesures sur Q, indexée par Q, telle que:

1) ® — A7 appartienne 3 7;

2) pourtoute Ae S,y = f A dMw).
A
Nous écrivons dA(w) au lieu de dA7 (), A7 étant la restriction de la mesure

A a9 ou son prolongement de Lebesgue; on trouve la méme chose, puisque
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o — 17 appartient 3 . Rappelons aussi que, pour toute fonction f > 0
J-mesurable sur Q, et toute fonction g = 0 sur Q, 7 -mesurable ou méme

appartenant a la tribu I \/A",, on a A'(gf) = f .(lZ)'(f)g(w)dl(w); en
Q

effet, la proposition (2,9) dit que w — A7 est encore désintégration de A pour
la tribu 7 \/A4/,.

La situation particuliére se relie d’ailleurs aisément a la situation générale:

Proposition (3,5). 1) Soit (A,)..x une désintégration de A pour p, ;
alors (Apyw)weq est une désintégration de A pour la sous-tribu T = Y%
de la tribu A-mesurable. /

2) Inversement, soit (1,),cq une désintégration de A pour 7 = p~N%).
Alors 1, prend une valeur constante en tous les points @ de p~'({x}), soit
A, (en prenant A, = 0 pour p=*({x}) = 8), et (1) cx est une désintégration
de ) pour p,& = (Z N p(Q) {p(Q)}, et sur X si p(Q) X, en particulier
si p est surjective.

Démonstration. Par définition de p~!(%), si x - 4, est dans %,
® = Ay est dans p~1(Z). Inversement, supposons w — 1, dans p~'(%);
pour x € p(Q), 1, est constante sur p~ !({x}), soit A,; prenons A, = 0 pour
x ¢ p(Q). Alors x — A, est, sur p(Q), dans la tribu des parties de p(2) dont
Pimage réciproque est dans p—(%), soit & N p(Q); et elle est constante sur
Gp(Q), donc elle est bien dans la tribu & = ( N p(Q)) \/ {p(}. Si pQ e
(en particulier si p est surjective), cette tribu est contenue dans Z'. Soit main-
tenant Cep-1(%), soit C = p~1(4), AeZ. Alors, si x - A, est une désin-
tégration de A pour p, % :

*
1 = tyrscad = [ mdi = [ Lydi@)
A [of

ce qui est I’egalité de la désintégration pour Idg, p~! (%), ce qui démontre 1),

L’application p est encorel(4, F )-mesurable; soit jI la mesure image de A
sur (X ,.‘%‘) (fi est différente de u; par exemple p(Q) n’est peut-&tre pas yu-mesu-
rable (catastrophe de la mesure image!) alors qu’elle porte f). Soit alors
Aed = (T npQ)V {p@Q)}; soit A e X, tel que 4 N p(Q) = 4 N p(Q). Alors,
si on suppose que  —» A, est une désintegration de A pour Idg, p~1(Z):
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Toiid = et = | Al@) = [ dodieo = [ 40,
4

p-(4) r~1(4)

ce qui est 1’égalité de la désintégration pour p,.@" , et démontre 2).
Si pQeZ,ona FcXck \/ p(A;), et x - A, est alors une désinté-
gration pour p,Z.

Proposition (3,6). Soient 9,7, deux sous-tribus de la tribu A-me-
surable, sur lesquelles ). est o-finie. On suppose que (A)pcar (A2 Voens sont
deux sous-familles de mesures sur Q, indexées par Q, ayant les propriétés
suivantes:

1) (A))yeq est une désintégration de A pour T

2) Pour tout A'e T, il existe AcT tel que la différence entre A et A’
soit A-négligeable (i,e. 7' est continue dans I \J N ,, ou N, est la tribu des
parties A-négligeable ou conégligeables).

3) o —> 1) appartient @ T';

4) Pour A-presque tout o, AT = 17",

Alors (A7), cq est une désintégration de A pour T'; en particulier, (1,)pea
est une désintégration pour toute tribu comprise entre I et 7 \/N,.

Inversement, si (12),.q est une désintegration de A pour I et (lz'),,,en
pour T, et si T\ N, =T'\J N, alors 17 = 2 pour A-presque tout o.

Démonstration. La premiére partie n’est autre que la proposition (2,9),
adaptée A X =Q, p = Id.
La deuxi¢me résulte de la premiére et du théoréme d’unicité (2, 16); en effet,

AD)wen et (A2),eq sont toutes deux des désintégrations pour I \/ AN =
TN,

Définition (3,7). Soient &,7, deux sous-tribus de la tribu A-mesurable,
sur lesquelles A est o-finie. Soient (12), cq» (A7)0 ca’» des désintégrations de A
pour &, J, respectivement. On dit que J est A-plus forte que &, si, pour
A-presque tout m, 7 est dans la tribu A% mesurable, et 17 est désintégrée sur 7
par (22.)o ca (c. 2 d. comme A-elle-méme).

Remarquons que la définition ne dépend pas des désintégrations (4%), cq»
et (A7), eq considérées. Soient en effet ('Y, .q, (A'7),.q d’autres désinté-
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grations. Pour A-presque tout w, A = A’S,, donc la propriété trouvée pour
les 27 est vraie pour les 4’7 . Ensuite, pour A-presque tout @’, A2, = 17,; donc,
pour A-presque tout @, pour A7-presque tout w’, 15, = '2.; et alors la prop.
(3,6) montre que, si (12.), .o est une désintégration de 2 ,(A'7), car» qui
appartient 3 J et lui est A-presque partout égale, en est une aussi.

Lemme (3,7 bis). Soient &, 9, deux sous-tribus de la tribu A-mesu-
rable, sur lesquelles A est a-finie. Soit u une mesure de Radon sur Q, de base
A, o-finie sur &L et . Si T est A-plus forte que L, elle est u-plus forte que & .

Démonstration. Soit u = f1, f = 0 localement A-intégrable, Comme A
est o-finie, on peut supposer f borélienne; u est o-finie sur Q. Une désinté-
gration de fA pour & est alors @ — p, = (fA%)/A5(f) (propsition (2,27)).
I~ étant AZ-mesurable pour A-presque tout o, est aussi u,-mesurable pour
u-presque tout . Pour A-presque tout w, donc pour u-presque tout @, /lf,: est
désintégrée pour J par o' — A2, puisque J est A-plus forte que &; alors
FAZ122(f) est désintégrée par o’ — f12./22.(f), toujours par (2,27); et ceci
est précisément une désintégration de u pour 7, cqfd.

Conséquence. Nous pouvons maintenant nous abstraire, dans tous les
problémes de force des sous-tribus, de la condition de o-finitude:

Définition (3,7 ter). Soient &,7, deux sous-tribus de la tribu A—me-)‘
surable. On dit que I est A-plus forte que &, si, pour toute mesure de Radon
u sur Q, de base 1, o-finie sur &, 7, T est u-plus forte que ¥ ; ceci subsiste
alors méme si p n’est pas o-finie sur &, . Il existe toujours une mesure
de Radon p sur Q, équivalente @ A (i.e. u est de base A, A est de base p), et
finie[1]; alors I~ est A-plus forte que &, si et seulement si elle est p-plus
Sforte que . On peut donc toujours se ramener aux mesures finies.

Une ennui constant est le suivant: il est difficile ou fastidieux de vérifier
que, pour A-presque tout w, J est dans la tribu A7 -mesurable. On introduit
pour cela la définition suivante:

[1] Supposons A portée par la reunion | J, K.. de compacts disjoints de A-mesure
> 0: il suffit de prendre u = X, . %g, AAUK2™
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Définition (3,7 quarto). Onditque la tribu J est A-presque borélienne
(resp. A-presque universellement mesurable), s’il existe Q’'e@, portant A,
tel que 7 N Q' soit dans la tribu borélienne de Q’ (resp. dans la tribu univer-
sellement Radon-mesurable de Q’). Cela veut dire que ’application identique
de (Q, 0) (resp. (Q, 0), ou O est la tribu universellement Radon-mesurable
de Q) dans (Q,9), est A-presque (0, 7) (resp. (0,7 ))-mesurable. Il résulte du
corollaire A’ que, si 7 est A-dénombrablement engendrée, c. a d. s’il existe
Q' el, portant 1, tel que J N Q' soit dénombrablement engendrée, alors 7
est A-presque borélienne.

Si 7 est A-presque universellement mesurable, alors, quelle que soit la tribu
&,77 porte Q' pour A-presque tout w, donc I est A%-presque universelle-
ment mesurable et a fortiori A5 -mesurable pour A-presque tout w.

On dit que T est A-forte, si elle est A-presque universellement mesurable
et A-plus forte qu’elle-méme. [1]

Théoréme (3,8). Une tribu F A-dénombrablement engendrée est A-forte.

Démeonstration. D’abord J est A-presque borélienne, donc I’applica-
tion identique de Q est A-presque (0,7 )-mesurable. Alors le théoréme est
conséquence du 2 du théoréme (3, 3) (en se ramenant 3 4 finie).

Proposition (3,9). Pour toute tribu % sur Q et toute mesure pu sur Q,
posons @7,, = UYU\/ N, tribu engendrée par U et les parties u-négligeables

ou conégligeables, et posons % = (') %,, intersection pour toutes les mesures
n

de Radon p sur Q.[2]

Soient &, &', T, T, quatre sous-tribus de la tribu A-mesurable. Supposons
qu’elles vérifient les propriétés suivantes:

) SNy = SNH;

2) TNN,=T'\VAN,, et, pour A-presque tout o, T' =T \|N,;¥;
ceci se produira sirement si I et I' sont A-presque égales, c. a d. s’il existe
Q' < Q portant A tel que T NQ =T'NQ,ousi T T ' <T.

Alors, si T est A-plus forte que &, 7' est aussi A-plus forte que &'.

[1] Voir un exemple de tribu non Ai-forte, & (8.5).
(2] Si 7 est 1a tribu borélienne, % est la tribu universellement mesurable,
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Démonstration. On peut supposer A finie.

Tout d’abord des désintégrations de A pour & et &' sont A-presque partout
égales d’aprés la fin de (3, 6); donc, si I est A-plus forte que &, elle est A-plus
forte que #’. Nous pouvons donc nous contenter maintenant de prendre
S =,

Puisque 7 \/ A", = T ' \/A7;, la fin de (3,6), montre que, pour A-presque
tout w’,A7, = 17/; donc, pour A-presque tout w, pour A%-presque tout
w’,25, = 23, . Bt pour J-presque tout @, on suppose que J'c T \/ AN 2.

Donc, pour A-presque tout w, on est dans la situation suivante;

1) (A2), cq est une désintégration de A5 pour J (7 est A-plus forte
que &);

) T e T\NE;

3) o' - A2, appartient &3 J';

4) pour AJ-presque tout w’,AJ. = 17, .

Alors la proposition (3,6) dit bien que, pour ces valeurs de o,
(A2))orcq €st une désintégration de 15 pour J.

Ceci démontre le théoréme dans le cas général. II reste & montrer que les
deux conditions particuliéres indiquées dans 2) entrainent la condition générale.
Supposons qu’il existe Q' = Q portant A, tel que 7 NQ' = I ' NQ’. Alors
T NN, =T '\/AN,. En outre, pour A-presque tout w, Q’ porte 12, donc
T' T \NZ.

Si maintenant nous supposons que J <9’ < J, d’une part I \/ AN,
cT' NN, et T'\VN,c T AN, =T \/N,, et d’autre part, pour tout
, F’cicﬂ'\/ﬂﬁ, cqfd.

Corollaire (3,9 bis). Supposons 7 A-forte.
Si I’ est A-presque universellement mesurable et A-presque égale @ 7,
ousiT cT' T, alors T’ est aussi A-forte.

Démonstration. Il suffit de faire & = 7, ¥’ = J ' dans la proposition
qui précéde (compte tenu de ce que, dans la définition de ‘‘A-forte’”, on doit
supposer que la tribu est A-presque universellement mesurable; ceci est auto-
matiquement vérifié si I < I’ < ).
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Proposition (3,10). Soit J une sous-tribu de la tribu A-mesurable,
sur laquelle A soit o-finie. Supposons que, pour l—presque tout w, I soit
dans la tribu 12 -mesurable.

La tribu J est 2-plus forte qu’elle-méme, si et seulement si, pour A-presque
tout @, pour toute 4:.—‘;7,,1;3— est portée par A ou (A (i.e., pour A-presque
tout w, A2 donne a tous les éléments de T la mesure O ou 1. -

Démonstration. On sait (corollaire (2,22)) que, pour A-presque tout
o, la fonction @' — A7+ est AJ-presque partout égale 3 A2 . Considérons
seulement ces valeurs de w. Dire que 17 est désintégrée sur 7 par (A7) ca»
c’est dire que, pour toute A€ .7, on a

*
1add = f 22415 @)

A

qui vaut 1742 (A4); c’est donc dire que, pour toute A, y A2 = A7(4)27,
ce qui équivaut 3 17(4) =0 ou 1.

Proposition (3,10 bis). Soient & <9 deux sous-tribus de la tribu
A-mesurable, sur lesquelles A est o-finie. Soient (A2),cq, (A)peq, des dés-
intégrations de A pour &£, .

1) Pour A-presque tout w, on a:

- f WA @)
Q

2) Pour )-presque tout o, o' — A2, est A2 -presque partout égale a la
mesure constante 25 , donc

3 = f % i @)
Q

Démonstration. 1) Si Z était A-presque borélienne, donc I’identité
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A-presque (0,7 )-mesurable, cela résulterait du 2 théoréme (3,3). Mais nous
n’avons ici aucune hypothése sur 7.

Utilisons le théoréme (1,17) en y remplagant ¥, Q, X, %, 0, &, v,, 4., i, par
Q,9,9,0,0,%,37 72,47 (testriction de A a3 &). Nous avons d’une part

A= f A2 di(w"), et d’autre part A = f 22427 (w); comme @ est A-dénom-
Q Q
brablement engendrée, nous en déduisons que, pour A-presque tout w,

o’ — A2, est A7 -mesurable, et que, si 1’on pose 0, f/l"dl ("), alors
o — 0, est A¥-mesurable donc appartient 3 & \/ A", et que 1 = f 0,d2% ()

= f 0,dA(w). Si donc nous montrons que, pour toute A€ S \/A,,0, est

portée par A pour A-presque tout w € A, nous saurons que w — 0, est une
désintégration de A pour la tribu & \/#", (proposition (2,18)). Or, o'~ A2,
étant une désintégration de A pour , on sait que, pour A-presque tout
'€ A,A7 est portée par A; donc, pour A-presque tout @, pour A7 -presque
tout o’ € 4,27, est portée par A. Ensuite, pour A-presque tout w, (A est

0,,-mesurable, donc on a la formule intégrale 0,( (A4) = f A2(0A4)dA2 (") =0,

d’oll le résultat.

Ceci nous prouve que w — 0, est une désintégration de A pour la tribu
P \/AN;; donc elle est A-presque partout égale & w —» AZ, qui est une dés-
intégration de A pour % donc pour & \/A;.

2) La mesure A se désintégre pour 7, suivant o — AJ. Ensuite
® — A2 est une fonction sur Q i valeurs mesures sur Q, appartenant 3 la tribu
& donc a la tribu J; I’application du corollaire (2,22) (valable parce que @

est v-dénombrablement engendrée, v = f 12 d)(w) = A) donne le résultat.
Q

Corollaire (3,11). Plagons-nous dans les conditions de la proposition
(3,10 bis). Si T est A-forte, pour A-presque tout w, A2 est désintégrée pour
& par la fonction constante o' — A7,
& e & Ve . sk a%}, A f)\?bdxspu w6 =5\ e
d,c\\)clre i ‘ow\ IM——;X Nows wo ondove Love ==, toohona
= .w, €((§ \Cmp \&QQA NSl da ! e D oL NAare
()&i;n_i. 0, ,j We éd? Qw2 A ﬁ‘“‘ ‘3{2\ é/, )o\'&‘q"od.ﬁ\}l
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by

Démonstration. Une constante appartient 3 %. Il reste i vérifier
1’égalité de la désintégration. On doit avoir, pour A-presque w, pour tout
AeZ:

12 = f i) = AAL(A);
A

la proposition (3,10) ’affirme méme pour A€, cqfd.

Proposition (3,13). Soient Q,0, X, &, p, comme dans (3,0). Soit A
une mesure sur (Q,0), telle que p soit (1, Z)-mesurable et que p = p(1) soit

*
o-finie. On suppose que A est une intégrale A = J Adv(s) de mesures, par
S

rapport @ une mesure v sur un ensemble S muni d’une tribu % ; on suppose
que, pour v-presque tout s€ S, p est (A, )-mesurable, u, = p(l,) est o-finie,
et A, admet, relativement & p, & , toujours la méme désintégration, (A3)ccx
indépendante de s. Alors A admet, par rapport & p,Z, encore la méme
désintégration (Ay)cx-

Remarque. On utilisera le plus souvent ce résultat pour X = Q, p = iden-
tité, J = & sous-tribu de la tribu A-mesurable, et de la tribu i,-mesurable

pour v-presque tout se<&.

Démonstration. Comme (1)), .y appartient &4 &, il suffit de démontrer
I’égalité de la désintégration. Soit donc AeX:

* * %* *
Yo-rcarh = f G- h)dv(s) = f dv(s) f Audix) = f Adu(x),
S S A A

%*
car u = f dv(s), cqfd.
S

Théoréme (3,14). Soient F', T, deux sous-tribus de la tribu A-mesurable.
Si J est A-presque universellement mesurable et A-plus forte que &,
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elle est A-plus forte que toute sous-tribu & de S'. Si T est A-forte, elle est
A-plus forte que toutes ses sous-tribus.

Démonstration. On peut supposer A finie.
D’aprés la proposition (3,10 bis), pour A-presque tout w, 12 est égal i

I'intégrale de mesures f 2.2 (o).
Q

Or,  étant A-plus forte que &%’, pour A-presque tout w’, 7 est dans la tribu
22, -mesurable, et 15, est désintégrée pour J par une désintégration fixe de
2, disons (A2.),.cq. Donc, pour A-presque tout w, pour AZ-presque tout
', est dans la tribu A%, -mesurable, et A%, est désintégrée sur Z par
(A7) cq- Par ailleurs, puisque 7 est A-presque universellement mesurable,
pour A-presque tout w, elle est dans la tribu A7-mesurable ((3,7) quarto).
On déduit alors de la proposition (3,13) appliquée & 17, intégrale des A2,
que, pour A-presque tout @, 12 est aussi désintégrée pour J~ par A2) o e
c. ad. que J est A-plus forte que .

Remarque. On pourrait retrouver d’une autre maniére le théoréme (3.8).

Si 7 est A-dénombrablement engendrée, elle est A-presque borélienne. Ensuite
elle est A-Q-dénombrablement séparante, donc, pour A-presque tout w, A7 est
portée par I’atome de @ dans J (théoréme (2,20)); donc nécessairement,
dans ce cas, A7 donne  tout A€ la mesure 0 ou 1; d’aprés la proposition
(3,10), 7 est A-plus forte qu’elle méme, et alors, par le présent théoréme,
elle est A-plus forte que toutes ses sous-tribus.

Proposition (3,15). Soient ¥, , deux sous-tribus de la tribu A-mesu-
rable, C une partie A-mesurable de Q. Si I est A-plus forte que &, T NC
est Ac-plus forte que & N C. Si T est Aforte, T N C est A-forte.

Démonstration. On peut supposer A finie.

Soit .7 A-plus forte que & . Une désintégration de A. pour & N C est donnée
par @ - xc(A5)c/25(C), ot C' = C est borélien A-équivalent &3 C (propo-
sition (2,25)). Par hypothése, pour A-presque tout w, donc pour A.-presque
tout we C, 12 est désintégrée pour I par o’ — A7,; donc (A2)c est désin-
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tégrée pour T NC par @ — yxc(A2)/A2(C"); et alors, par (2,27),
1A c/AZ(C) est désintégrée sur I N C par

PR 2 Co0 R O v 2 G0 O ]-1
Y54 (o WV (o8] [AZJ(C') (Ai;(co)

= Xc'(/li')c/ /‘Li'(c D,

ce qui est précisément une désintégration de A pour J NC; donc T NC
est Ac-plus forte que ¥ N C.
La seconde conclusion résulte aussit6t de la premiére.

Lemme (3,16). Soient (C,);.une partition de Q en parties A-mesurables,
et (7 ,);c 1 une famille de tribus, 7, tribu Ac-mesurable sur C;, sur laquelle
Ac, est o-finie; 'ensemble d’indices I est fini ou dénombrable. Soit w — A,
une désintégration de Ac, pour ;. Alors une désintégration de A pour la

tribu I = \/ J; engendrée par les T; sur Q, est w - A, = A, pour
iel

weC;, ou A est Pimage de A, par injection C, » Q.

Démonstration. Puisque o — A, appartient 3 7, 0 - JiL appartient
aussi 3 J,; une fonction sur Q, qui, sur chaque C;, appartient & 7, ap-
partient bien & J . Il reste a vérifier I’égalité de la désintégration, et il suffit
évidemment de la vérifier pour A=< C;, AcJ,. On a

Xh = Xahe, = f Adic(w) = fl_g,dl(w) =f AodA(), cqfd.
4 4 A

Proposition (3,17). Soient (C,);.; une partition de Q en parties i-mesu-
rables, (LDicrs (T Dic1> deux familles de tribus, &; et 7 ; sur C;; I fini ou
dénombrable.

1) Si, pour tout iel, T ; est Ac-plus forte que &;, T = \/ T; est A-plus

iel
forte que & =\ &;.
iel

2) Si, pour tout iel, T est Ac-forte, T = \/ T, est A-forte.
iel
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Démonstration. On peut supposer A-finie.

1) Soit w — 12 une désintégration de i, pour &;. Une désintégration
de 1 pour & est donnée par w — A, , suivant le lemme précédent, 4%, = 17!
pour w € C;. Pour i.-presque tout @, donc pour A-presque tout w € C;, A
est désintégrée pour J; par 0’ - AZ.‘.__ Montrons que, dans ce cas, 1" est
désintégrée pour J par o’ — AJ, = A2/ pour 0’ €C;, jel, ce qui sera le
résultat cherché: 7 est A-plus forte que . Comme w — 12, appartient a 7,
il suffit de montrer 1’égalité de la désintégration; et il suffit de le faire pour
AcC;, AeT,.

Soit d’abord j = i. Alors

Taha' = Xah' = f MGG ") = f Wi o) = f 22415 ().
A A

4

Soit ensuite j # i. Alors

XA =0, et f AJ.dA% w") = 0 puisque A5’ est portée par C;.
A

2) résulte aussitdt de 1).
Nous allons maintenant chercher & caractériser les mesures ayant une
désintégration donnée,

Théoréme (3,18). Soient Q un espace topologique, @ sa tribu borélien-
ne, X un ensemble muni d’une tribu X, p une application de Q dans X, avec
pQ)eX. Soit (A)..x une famille de mesures de Radon sur Q, telle que
p soit (A, X)-mesurable pour tout x, et que chaque p, = p(l,) soit o-finie
sur Z.[1]

Soit X' ensemble des points x’ de X' tels que 1, soit désintégrée, relative-
ment @ p, &, par x+ A, (X' est éventuellement vide); soit Q' = p-1(X").

Soit A une mesure de Radon sur Q, portée par une réunion dénombrable
de compacts métrisables, telle que p soit (1, Z)-mesurable, et que p = p(1)
soit o-finie sur . On suppose en outre que p~*(Z) est A-forte. Pour que A

[1] On pourrait en fait supposer les 4, toutes de masse < 1.
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admette x> ), comme désintégration relativement a p, %, il faut et il
*
suffit qu’elle soit une intégrale 1 = J Ap)@v(®), ou v est une mesure sur

Q
(Q,0), portée par Q'; dans ce cas v = A* répond aussi @ la question, et A
est portée par Q.

Démonstration. Il résulte de la proposition (3,5) que 4 admet x — 4,
pour désintégration relativement & p, &', si et seulement si elle admet @ — 4,4y
comme désintégration relativement 4 la sous-tribu p~1(&) de 0 (3 cause de
I’hypothése p(Q) e Z). De méme, si Q' = p~1(X’), Q' est exactement I’en-
semble des w’ tels que 4,y admette @ — 1
ment 3 p~(%).

»(0) COmme désintégration relative-

*
1) Supposons que A = f Apondv(®’), v portée par Q’; alors, pour
Q

v-presque tout o’, A, admet @ — 1,,,, comme désintégration relativement
a la tribu p~(%); donc, par la prop. (3,13), A admet la méme désintégration
(sans aucune hypothése de force pour p~(%)).

2) Supposons inversement que A admette la désintégration w — 4,y
relativement 3 p~'(%). Puisque p~(Z) est A-forte, pour A-presque tout
@'y Apen admet la méme désintégration w — 1,,, que A, relativement a
p~1(%); donc A est portée par Q'. On a alors la formule intégrale, résultant

E3
de la désintégration, A = J ApwnydM(@’), donc une représentation intégrale
o

du type voulu avec v = A°.

Remarque. Si A est une intégrale 1 = J*}Lxdv(x), v mesure sur X

X
portée par X', la prop. (3, 13) dit que A admet la désintégration x — A, relative-
ment & p,%Z . Inversement, si A admet cette désintégration, on sait seulement

que A est portée par Q’, et 1 = f Apony AM@") = f A du(x); mais, du fait
Q X

que A est portée par Q' = p~!(X’), on ne peut pas déduire que u est portée
par X' (catastrophe de la mesure image). Si toutefois X est un espace topo-



SURMARTINGALES REGULIERES . .. 67

logique, & sa tribu borélienne, et si p est universellement mesurable-Lusin,
(ce qui aura siirement licu, puisqu’elle est (&, %)-mesurable, si X est sous-
linien [1]), u = p(4) est intérieurement réguliére [2], il n’y a pas de catastrophe
de la mesure image, et, du fait que A est portée par Q’, on peut déduire que p
est portée par X'. Donc, la condition nécessaire et suffisante de 1’énoncé peut,
dans ce cas, étre remplacée par la suivante:

*
A est une intégrale 1 = f A dv(x), ol v est une mesure sur (X, %), portée
X

par X’; dans ce cas, on peut prendre v = u* = p(1’).

Il y a un autre cas out I’on peut conclure de la méme maniere: si X' e&
(par exemple si X’ = X). Car alors, de ce que 1 est portée par p~'(X’), on
peut déduire que u est portée par X’.

Y

§ 4. Surmartingales a valeurs mesures

(4,1) Rappels sur les surmartingales. Dans tout ce paragraphe, R sera
un sous-ensemble de la droite achevée R, et Q un ensemble muni d’une tribu
0 et d’une mesure A sur @, g-finie,

D’autre part (7 ), x sera une famille de sous-tribus de la tribu A-mesurable,
indexée par R; on la suppose croissante, I °= J ‘pour s < ¢, et continue

a droite: "' = ﬂf * si t est non isolé a droite dans R. On suppose en

t'>t

outre que A est o-finie sur toutes les T.

Remarque. On peut en fait toujours supposer que R est un intervalle
[a, + 0] ou Ja, + o] . Partons en effet de R quelconque. Pour ¢ € R, adhérent
a RN[t,+ ], on appellera I I'intersection des ™, ue RN [t, + wo];
on aura ainsi prolongé la famille de tribus en une famille indexée par un
certain ensemble S < [a,b], a = InfR, b = SupR. Le complémentaire de
S est une réunion d’intervalles [a,, 8, [ou] «,, 8, [et en outre de [b, + 0]
ou ]b,+ oo]. Pour les t d’un intervalle [a,, B, [, on posera I* = g,
pour les points d’un] «,,B, [on posera ‘= J*; pour les t de [b, + o],

[1] Schwartz [1], théoreme 14, page 129.
[2] Schwartz [1], page 31.
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on prend pour J‘ n’importe quelle tribu contenant U g, et contenue dans
ueR

la tribu J-mesurable; s’il s’agit de ]b, + o], on prendra 7' = J°. On aura
ainsi une famille de sous-tribus de la tribu A-mesurable, indexée par R, crois-
sante et continue a droite. Le seul obstacle est que peut-étre 1 ne sera pas
o-finie sur les 7, t < a; on se limitera alors 4 ] a, + o] si a ¢ R.

Une surmartingale réelle relative & (J),.x et & A est une fonction f sur
R x Q 2 valeurs dans R, ou encore une famille de fonctions ("), g, f(®)=
= f(t,w), ayant les propriétés suivantes:

1) pour tout teR, f' appartient a3 T

pour tout te R, la fonction (f9)~ = Sup(—f",0) est i-intégrable, de sorte
que f* a une intégrale, finie ou égale & + o0;

2) pours £ t, f°= ((f)°) A-presque partout, ol ((f*)°) est une espérance
conditionnelle de f* pour la tribu J° et la mesure A. On peut écrire cela

sans invoquer d’espérances conditionnelles; pour tout 4e7°, f fidA =z

A
f fdA; et c’est alors vrai aussi pour tout 4 €7 °\/A4";. Deux surmartingales
A

f,g, sont A-équivalentes, si, pour tout teR, f et g' sont égales A-presque
partout. Une modification d’une surmartingale est une surmartingale équi-
valente.

Une surmartingale est dite réguliére, si, pour A-presque tout w, la fonction
t — f'(w) est réglée et continue & droite, A valeurs finies ou égales 3 + oo.

Remarque (4,1 bis). Soit f une surmartingale sur R x Q, relativement
2 la famille de tribus (J*\/A4",),.r- Elle est trivialement équivalente a une
surmartingale f par rapport & (77),.x; en effet, pour tout ¢, f* est
J-presque partout égale & f*, appartenant a J .

(4,2) La suite d’approximation décroissante dans R

Nous supposerons choisic une fois pour toutes une suite croissante
Z = (R,),en de parties de R; chacune, R,, est I’ensemble des points d’une
suite finie ou infinie croissante cofinale 4 R, et la réunion R’ des R est
dense a droite dans R (i.e. tout te R est limite de points t'eR’, t' = t; cela
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revient exactement a dire que R’ est dense et contient les points de R isolés
a droite). Une telle suite existe toujours. On peut en effet trouver un sous-
ensemble dénombrable R’ dense & droite dans R. Construisons ensuite une
suite croissante (r,),.n de points de R, ro = —oco, cofinale & R, telle que
chaque intervalle [r,,r,,] rencontre R’. Si R a un plus grand élément, r,
sera égale 2 ce plus grand élément pour n = 1. Chaque ensemble R’ N [r,, 7+ 1]
est non vide, et est fini ou dénombrable; soit p, une surjection de N sur cet
ensemble. Il suffit alors de prendre pour R, I’ensemble des p;(k), pour jeN
et 0 < k < n. La suite des R, est bien croissante; la réunion des R, est ’en-
semble des p;(k), jeN, keN, soit R’.

Ensuite R, contient au moins un point, p;(0), dans chaque intervalle
[rjsr;+1], donc il est cofinal & R; et il en contient au plus n + 3, & savoir les
pj(k), 0 < k < n, et éventuellement en plus r; et r;,; donc il est I’ensemble
des points d’une suite, finie ou infinie, croissante. Nous appellerons alors ¢,
le plus petit élément de R, majorant t; pour tout t€R, (,),.n €5t une suite
décroissante, de limite ¢; en outre, si t e R’, ¢, est égal & ¢ pour n assez grand.
Enfin, pour s et teR, on a s < ¢ si et seulement si on a s, < ¢, pour tout
neN. La suite des ¢, sera la suite d’approximation décroissante de ¢ définie
par la suite Z = (R,),.n- Si R = R, on prend habituellement pour R, 1'en-
semble des k/2", keZ, et alors R’ est ’ensemble des nombres dyadiques.

Une surmartingale f est dite R-réquliére, si elle est partout finie, ef' toutes les

intégrales f f'dA sont finies et borndes skpérieurement, si elle est réguliére, )u
Q

et si, poult tout t et tout , f'(w) est la limite de f*(w) pour n infini, si cette

limite existe et est finie, 0 dans le cas contraire.

Théoréme (4,3) des surmartingales

1) Si f est une surmartingale, la fonction (& valeurs finies ou + o0):

t-J = ff’dl est décroissante; si f est réguliére, ou admet une modifica-
Q

tion réguliére, cette fonction est continue & droite. Inversement, si
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t-J' = ff'd/l est finie et continue 4 droite, f admet des modifications
Q
finies et réguliéres, et elle est elle-méme réguliére si R est dénombrable.

2) Une surmartingale f' sur R’ x Q, partout finie, réguliére, pour
g p

laquelle J!, = fr,dl est majorée par un nombre < + o© ﬁxe, admet un
J
Q

prolongement unique en une surmartingale Z-réguliére sur R x Q, juste-
ment en posant f{(w) = lim f*(w) si cette limite existe et est finie, O dans

as+oo
le cas contraire.

3) Deux modifications réguliéres d’une surmartingale sont A-presque
partout égales (si . f, ,f, sont ces modifications, alors, pour A-presque tout w,
S(@) = ,f(w) pour tout teR);

4) Pour qu’une fonction f sur R X Q soit une surmartingale réguliére,
(il faut ef) il suffit qu’elle ait les ptopriétés suivantes: f'€ I pour tout te R;
pour s',t'€R’, s’ < t',(f)~ et (f)~ sont A-intégrables, et on a I’inégalité

des surmartingales, ff”dl > ff"dl pour tout A€ T, pour A-presque
4 A

tout o, t — f'(w) est continue a droite;

5) Pour qu’une fonction f sur R x Q soit une surmartingale #-réguliére,
(il faut et) il suffit que, d’une part, sa restriction @ R’ x Q soit une surmartin-

Y

gale finie a integrale t' - J* = Jf"dl bornée supérieurement et continue
Q
a droite, et que, d’autre part, pour tout t et pour tout o, f'(w) soit la limite

de f*"() pour n infini si cette limite existe et est finie, 0 dans le cas contraire.
p

6) Si f est une surmartingale réguliére = 0, et si O' est ’ensemble des
o tels que f'(@) = 0, il existe Q' = Q, portant 1, tel que la suite (Q' N 0", r
soit croissante et continue a droite (0' = ﬂ 0" si t est non isolé & droite
dans R); e

T) Si f est une surmartingale réguliére, et si F' est I’ensemble des
pour lesquels f{(w) < + oo, il existe Q' < Q, portant A, tel que la suite
(F'NQ'), g soit croissante;
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8) Toute limite d’une suite croissante de surmartingales réguliéres est
une surmartingale réguliére.

Commentaires. La plupart de ces résultats sont classiques, nous ne les
redémontrerons pas[1]. Les points 1,2, 3,6, 7, 8, sont classiquement énoncés
sous cette forme (souvent toutefois on suppose que toutes les 7 contiennent
la tribu 4", des parties A-négligeables ou conégligeables de Q. Mais, si I’on
choisit justement le prolongement, pour ¢t € R, en posant f(w) = lim, , , f*(®)
si cette limite existe et O si elle n’existe pas, comme f'"eJ ‘", f ! appartient
a toutes les 7', donc a ' = ﬂﬁ“ ‘= et non seulement 4 T \/A")).

neN

Voyons le point 4. On sait que la fonction f, restriction de fa R’ x Q,
est une surmartingale réguliére; donc elle admet un prolongement régulier
f par 2; mais, puisque, pour A-presque tout w, t » f¥(w) et t —» f(w) sont
continues a droite et coincident sur R’, elles coincident sur R, donc, puisque
f'eT" pour tout te R, f est bien une surmartingale réguliére. Pour 5: les con-
ditions énoncées disent que la restriction /' de f4 R’ x Qest une surmartingale
réguliére; et alors f est exactement son prolongement suivant 2, donc est une
surmartingale Z-réguliére sur R x Q.

Remarque. Nous avons vu 3 (4,1) qu’on peut toujours prolonger la
famille de tribus en une famille plus grande, indexée par R si a = InfR
est dans R, sinon par ]a, + c]. On peut de méme toujours prolonger une
surmartingale réguliére fdonnée sur R x Q. Sit € R est adhérent 3 RN[t,+ 0],
on prendra pour f'(w) la limite de f*(w) lorsque u € R N [t, + o] tend vers t,
si cette limite existe, et O si elle n’existe pas. On aura ainsi une surmartingale
réguliére sur S x Q. La complémentaire de S est réunion d’intervalles [o,,8,[
ou Ja,, B,[, et de [b, + o] ou 1b, + o], b = SupR. Pour les ¢t d’un [a, B,[
on prendra f*= f%v, pour les ¢ d’un Je,s B,[» on prendra f'= f*. Si beR,
on pourra, pour t = b, prendre f* = f°. Par contre, si b¢ R, la surmartin-
gale ne pourra peut-étre pas étre prolongée jusqu’a b. Dans tous les cas on
aura une famille (7°),., et une surmartingale réguliére (f*),; sur I x Q, ou
I est un intervalle | a,bl , avec ou sans I'une ou l’autre de ses extrémités.

[1} On les trouvera par exemple dans P. A, Mever [1].
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by

(4,4) Surmartingales A valeurs mesures. Soient toujours Q un en-
semble, @ une tribu sur Q, 1 une mesure sur (Q,0), et (7°),. g une famille de
sous-tribus de la tribu A-mesurable, indexée par R c R, croissante et con-
tinue 3 droite, 1 o-finie sur toutes les J°.

Soient ensuite Y un ensemble, % une tribu sur Y. Une surmartingale de
mesures sur (Y, %), relative & (77),.g €t & A, est une famille de mesures
(v ).0r¢ Rx @ indexée par R x Q, ayant les propriétés suivantes:

Y

1) Pour tout teR,w — v! appartient 3 J' (autrement dit, pour tout

Y

Be%, w —» v'(B) appartient 3 J). Alors on peut considérer I'intégrale

de mesures J*' = f v,,dA(w); on la supposera toujours o-finie.

Q
2) Pours,teR,s < t, et tout AeJ°, on a 'inégalité des surmartingales:

* *
f Vv, dA(w) = J v, d)(®) (en particulier, J* = J).

A A

Si Y est réduit 4 un point, il y a identité entre ’ensemble des mesures = 0
sur Y et ’ensemble des nombres réels = 0, et les surmartningales de mesures
sur Y sont simplement les surmartingales réelles = 0.

Rappelons que, si (v,),.y est une suite croissante de mesures sur (Y,%),
la limite v existe toujours, elle est définie par v(B) = lim,_ . v,(B) pour tout
Be%. Supposons v g-finie. On a alors v*(f)=lim,_, ., v}(f) pour toute £ =0.[1]
En particulier, f est v-négligeable si et seulement si elle est v,-négligeable pour
tout n. Soit f une fonction sur Y a valeurs dans un ensemble Z muni d’une tribu
Z ; f est v-presque (%, Z)-mesurable si et seulement si elle est v,-presque (¥, Z)-
mesurable pour tout n. Il est évident que la premiére propriété implique la
seconde. Supposons inversement f v,-presque (%, Z)-mesurable pour tout n;
il existe une suite croissante (Y,),.n, Y, €% portant v,, tel que la restriction
de fa Y, soit (Y, N¥,Z)-mesurable; alors, si Y’ = U Y,,Y' porte toutes

P

les v, donc v, et la restriction de fa Y’ est (Y’ N %, Z)-mesurable. En par-
ticulier, si 2 est v-dénombrablement engendrée (donc v,-dénombrablement

[1] En utilisant Lebesgue-Nikodym, on pose v, =p,v, ol p, croit avec n et tend vers
1 pour 7 infini, et c’est alors le lemme de Fatou.
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engendrée pour tout n), f est (v, Z)-mesurable si et seulement si elle est
(v,,Z)-mesurable pour tout n.
Appelons alorsJ™® la borne supérieure de toutes les J', t € R; c’est la limite

d’une suite croissante. Supposons la g-finie. Alors f = Osur Ysera J~ ®-néglige-
able si et seulement si elle est J -négligeable pour tout ¢, et f: Y-»Z seraJ ™~ *-

presque (%, Z)-mesurable si et seulement si elle est J'-presque (%, Z)-mesurable
pour tout ¢; si 2 est J” “-dénombrablement engendrée, f sera (J ™, Z)-
mesurable, si et seulement si elle est (J', Z)-mesurable pour tout ¢.

Nous avons supposé toutes les J'o-finies; cela n’entraine évidemment pas
que J ~ ®soit o-finie. I n’y a néanmoins aucun inconvénient grave a le supposer,
car c’est en tout cas vrai si on se limite aux ¢ = t, R fixé, puisqu’alors la
mesure J~® est remplacée par J°. Et, dans la plupart des énoncés, on
verra aisément qu’une propriété vraie pour R N[t,, + 0], quelque soit t,,
est aussi vraie pour R. Nous supposerons donc généralement J~ “o-finie, et le
lecteur rétablira de lui-méme les énoncés si cette hypothése n’est pas réalisée.
Plus généralement, J étant une mesure sur (Y, %), on appellera J-surmar-
tingale, une surmartingale de mesures pour laquelle J = J* pour tout t,
et, sans le mentionner explicitement, nous supposerons J a-finie.

Proposition (4,5). 1) Soit (V). une famille de mesures sur (Y,%),

o - V., appartenant ¢ la tribu T J = J' = f*v,; dMw) une mesure o-finie
o
sur (Y,%). Alors (V). est une surmartingale, si et seulement si, pour
toute f =20 de ¥, (vVy(/Ni.0) €St une surmartingale; et alors, pour toute
f 2 0 J-mesurable, (v,)*(f))¢,0) €St une surmartingale pour la famille de
tribus (7'\/ A Dicr-
2) Soient (V). une famille de mesures sur (Y,%), o — v, dans I,

*

JzJ'= f vidA(®) o-finie; et supposons que ¥ soit J-dénombrablement
Q

engendrée. Si, pour s, t, fixés, s < t, la fonction @ — v!, admet une espérance

conditionnelle w — pi)* relativement a J°, alors 'inégalité des surmar-

* *
tingales: jv:,dl(w) = J.v:,,dl(w) pour toute AT °, est équivalente a:

A A
S 1sS

pour A-presque tout w,vs, = pu°.
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3) Si (Vo)w.0) est une surmartingale pour la famille de tribus T 3
(on g 1 est la complétée de Lebesgue de T pour la mesure A*, restriction

de . a J"), elle est A-équivalente @ une surmartingale pour la famille de
tribus J°.

Démonstration. 1) Il est équivalent de dire que w — v}, est dans 7,
ou que, pour toute £ = 0 de %, w — v.(f) est dans J; et il est équivalent

d’écrire que, pour s < ¢, f v, dA(w) = f vi,dA(w) ou que, pour toute f = 0
A A

de %, f vi(N di(w) = j v (f)dl(w).
4

A
Si toutes ces propriétés sont réalisées, et si £ = 0 est J-mesurable, elle est
somme f’ +f",f'e¥, f” J-négligeable, f’ et f” = 0; alors, pour ¢t fixé,
® = vi(f") est dans T, — v (f") est A-négligeable, donc w — v (f) est
dans '\/ A",; pour s £ 1, on a encore

- T (e e |
! 0D ) = ( Af k(@) (= f vmdA(a») 0 Af H*(NdNw)

donc (t,w) - (v,,)*(f) est encore une surmartingale.
2) La deuxiéme condition entraine trivialement la premiére car

j " v, A (o) = J* prdNw).

A A

Inversement, si la premiére est réalisée, on saura que, pour s,t, fixés,s S ¢,
pour tout B €%, on a I’inégalité des surmartingales

[r@ae = [ @ o

A A
pour AeJ % donc I'inégalité des espérances conditionnelles: vi(B) = p5%B)
pour A-presque tout w. Alors la proposition (2,7 bis) donne le résultat.

3) résulte du lemme (1, 12 bis), appliqué a chaque fonction w — v, t fixé
dans R,
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(4,6) Surmartingale de mesures réguli¢re. On dit qu’une sur-
martingale de mesures (v,)., est réguliére, si, pour toute fonction f > 0
de %, la surmartingale (v,(f))(:.o) st réguliere. D’aprés le point 8 du théo-
réme (4.3), la limite d’une suite croissante de surmartingales réguliéres est
une surmartingale réguliére.

Proposition (4,7). Soit (V)¢ une J-surmartingale (J o-finie).

1) Si la surmartingale est réguliére, la fonction t - J' = J =“v:,,d,l(cu),
Q
qui est décroissante, est continue a droite; la réciproque est vraie si R est
dénombrable;

2) Si la surmartingale est réguliére, alors: pour toute f = 0 J-négligeable,
pour J-presque tout @, pour tout t, f est vi-négligeable; si f = 0 est J-me-
surable, pour A-presque tout w, pour tout t, f est v.-mesurable, et, pour
A-presquz tout w, t— (vVi)*(f) est réglée et continue a droite; si f = 0 est
J-intégrable, pour J-presque tout w, pour tout t, f est Vi -intégrable; si
2 est un ensemble J-déterminant, pour A-presque tout @, pour tout t, il est
v!,-déterminant; et, pour A-presque tout w, t — v, est continue a droite de
R dans M g4 (mais non nécessairement réglée). Enfin la surmartingale admet

des modifications réguliéres pour lesquelles toutes les mesures appartiennent
a Mg.

Démonstration. Pourf > Odans #,si (vy,(f ),y €St une surmartingale

*
réguliére, t —» J. Vi(NAMw) = J(f) (qui est décroissante) est continue a
Q

droite, ce qui veut exactement dire que ¢ — J* est décroissante et continue
a droite.

Inversement, supposons ¢ — J' continue a droite et R dénombrable. Soit
Y= U Y, J(Y,) < + . Pour toute fonction f = 0, dans %, bornée,

meN
portée par Y, (v4(f))y,«) €St une surmartingale, et t — J'(f) = fvé,(f YdA(w)

Q
est continue & droite et finie, donc c’est une surmartingale réguliére, par le

point 1 de (4,3). Comme une limite d’une suite croissante de surmartingales
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réguliéres est réguliere (point 8 de (4,3)), on voit que, pour toute fonction
f = O0sur Y, appartenant a4 % (qui est donc limite croissante de combinaisons

linéaires finies de fonctions de % portées par les Y, et bornées), (v,(/))q,«) €St
encore réguliére, donc (v,).) est réguliére.

Supposons désormais (v,)).., réguliére. Supposons f J-négligeable. Elle est
majorée par une fonction g de %, J-négligeable. Pour ¢’ €R’, g est J*-négli-
geable, donc, pour A-presque tout , elle est v/, -négligeable. Donc, R’ étant
dénombrable, pour A-presque tout w, g est v..,-négligeable pour tout ¢’ €R’.
Mais, la surmartingale étant supposée réguliére, pour A-presque tout m, t — vi(g)
est continue a droite, et nulle sur R’, donc nulle sur R. On voit bien que,
pour A-presque tout @, pour tout teR, f est Vi -négligeable.

Supposons maintenant f = 0 J-mesurable. On a f=f'+f", f'e¥,
f" J-négligeable, ' et f” = 0; alors (v;,(f"))y,) €st une surmartingale réguliére,
et pour A-presque tout w, t — (v,)*(f") est nulle, donc ((vy)*(f))ir,0)» qui
est une surmartingale pour (7 *\/ A" )),.r par la proposition précédente, est
réguliere. Comme vi,(f”) = 0, f est v'-mesurable. Si f est J-intégrable, pour
A-presque tout o, pour tout t, (v,)*(f) est fini (théoréme (4, 3), points 1 et 3),
donc f est v,-intégrable.

Soit enfin # J-déterminant. Puisque J({Y’) = 0, pour A-presque tout w,
pour tout t, v',(§ Y’) = 0, D’autre part, pour tout m, Y, est J-intégrable;
donc, pour A-presque tout w, t — vi(Y,,) est finie (réglée et continue 2 droite);
donc & est bien v|-déterminant. Alors pour A-presque tout w, puisque
t — vi(B) est continue A droite pour tout Be#NY,, meN, t > est
continue a droite de R dans Mg. (Mais elle n’est pas nécessairement réglée;
pour t, € R, le fait que, lorsque ¢ < t, tend vers t,, v',(B) ait une limite, pour
Be#NY,, meN, ne prouve pas qu’il existe une mesure v,° € Mg, telle
que v),(B) ait la limite v°~(B), pour BeZNY,,meN).

Soit U I’ensemble des (¢,w) pour lesquels v. e M4; nous venons de voir
que, pour A-presque tout w, pour tout ¢, (t,w) € U; d’autre part, pour tout ¢,
I’ensemble des w tels que (f,w) € U appartient 3 I, car il est défini par les
inégalités v,(GY’) = 0, v,(Y,,) < + oo pour tout m. Si donc on remplace
v}, par 0 pour (¢,w)¢ U, on obtient une modification A-presque partout égale
a la surmartingale donnée, donc encore réguliére, mais pour laquelle toutes
les mesures sont dans Mg.
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Proposition (4,8). Soit (v,),,,) une J-surmartingale réguliére. Soit
f une application de Y dans un ensemble Z muni d’une tribu %, J-presque

(¥, Z)-mesurable. Pour A-presque tout w, pour tout teR, f est v',-presque
(%, Z)-mesurable.

Démeonstration. Il existe Y’ €%, portant J, tel que la restriction de
fa Y soit (Y N%¥,Z)-mesurable. La proposition précédente dit que, pour
A-presque tout w, pour tout t, Y’ porte v, d’ou le résultat.

Proposition (4,8 bis). Soit (v,),) une J-surmartingale réguliére.
Soit y — p, une fonction a valeurs mesures dans un ensemble Z muni d’une

*
tribu %, J-mesurable, p = J.pde(y) o-finie, & p-dénombrablement en-

Y
gendrée. Pour A-presque tout w, pour tout t, y — p, est V-mesurable; la

*
fonction @ —»f p, v, (y) appartient @ T*\/ N ;, et
Y

Yj pds0) = [ di@ Yf o) -

Q

Démonstration. Quand il n’y a qu’une seule valeur de ¢, c’est la pro-
position (1,17) (la tribu p-mesurable & , de cette proposition étant méme
remplacée par la tribu plus grande J*\/ A7), la fin résulte donc entiérement
de cette proposition.

Montrons le début. D’aprés (1,12 bis), il existe y — /f , J-presque partout
égale 4 y — p,, mais appartenant & %; alors y — E, et y - p,, pour A-
presque tout o, pour tout ¢, sont v)-presque partout égales; la premiére
étant dans %, la deuxiéme est v!,-mesurable.

Proposition (4,9). Soit (V). une J-surmartingale réguliére. Si
Y'e¥, les mesures induites ((V,)y)e.a) forment une Jy~-surmartingale
réguliiére. Si f est une fonction = 0 de ¥, et si fJ est o-finie, les mesures

(fVe),wy Jorment une (fJ)-surmartingale réguliére. Si h est une application
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(#, %)-mesurable de Y dans un ensemble Z muni d’une tribu &, et si h(J)
est o-finie, les mesures images (h(v},)).) forment une h(J)-surmartingale ré-
guliére de mesures sur (Z,%).

Evident.

On peut maintenant donner une propriété relative aux fonctions a valeurs
dans un Banach.

Lemme (4,10). Soit J une mesure sur (Y, %), et soit (f,),en une suite
de fonctions sur Y, J-intégrables, a valeurs dans un Banach F, qui converge
vers f dans L\(Y,%,J; F). On peut en extraire une suite partielle (f,,),ens
et trouver une fonction h = 0 J-intégrable, telle que, pour tout p, on ait

Vs lle < b et | f=fo, e < /220

Démonstration. Il suffit de prendre f,, telle que “f f,,p"u(, < 1/222%1
Alors on a ” N “ LGRS < 1/2*?, donc, si nous posons

h = §02p "f;l;n-x _f;'P i!F + ” f;'O "F’

h est une fonction = 0 (finie ou non) sur Y, J-mesurable, et J-intégrable,
car

+

0

1
Jh) = E 3% " Jro "L‘(J :F) < + 005

et 'on a: || f;,||r < k, puis

"f;:,.”"F é "f;'o "F + kEO "f;lk+x —-/;lk "F § h:
et

' +o0
"f_f;’p "F = k——'zp “f;lkn —Jon "F

1 +

= 2— 2 ”f;'kﬂ f;'k" = 5,7
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Proposition (4,10 bis). Soit (V). une J-surmartingale réguliére.
Soit f une fonction sur Y, & valeurs dans un Banach F,J-intégrable. Pour
A-presque tout @, pour tout t, f est v,,-intégrable, et, pour A-presque tout @,
la fonction t — v')(f) est réglée et continue a droite.

Démonstration. Il existe une suite de fonctions f,, combinaisons
lindaires finies, A coefficients dans F, de fonctions réelles = O appartenant
% et J-intégrables, qui converge vers f dans L!(Y,J; F). Déterminons une
fonction h et une suite partielle (f,,),n comme dans le lemme précédent.
Grace 4 la forme particuliére des f, ,, pour i-presque tout w, chaque f,  est
v!,-intégrable pour tout ¢, et chaque fonction ¢ — vio(f,,p) est réglée et continue
A droite (proposition (4,7)). Pour A-presque tout w, pour tout t, h est
v\ -intégrable, et t — v!,(h) est finie, réglée, et continue a droite, donc locale-
ment bornée sur R. Mais, si f, est v -intégrable pour tout p et si h est

Vi -intégrable, I'inégalité lf —fnp”F = 2% h prouve que f est v} -intégrable, et que

vi,(f,,) converge pour p infini vers v;,(f). En outre, pour i-presque tout o,
Pinégalité “ Vo) = Vo) ,lF < %;vz,(h) montre que la suite de fonctions

t — v,(f,,) converge vers la fonction t — vi,(f) localement uniformément
sur R; et une limite localement uniforme de fonctions réglées et continues a
droite, 4 valeurs dans un espace métrique complet, est réglée et continue a
droite, cqfd.

Proposition (4,10 ter). Soit J une mesure sur (Y,%), o-finie, ¥
J-dénombrablement engendrée, et soit 8 un ensemble J-déterminant. Soit
(Ve(e, ) unie famille de mesures sur (Y, %), o — v, appartenantd J* pour tout

E ]
t, avec J = J* = J. Vodi(w). Si la famille (v4(B))(,«) est une surmartingale
Q

(resp. une surmartingale réguliére) pour tout Be B, alors (V). est une
surmartingale (resp. une surmartingale réguliére).

Démonstration. 1) Faisons la démonstration avec ‘‘surmartingale
réguliére’’, on en déduira le cas ‘‘surmartingale’” en réduisant R i deux élé-
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ments. Appelons &, ’ensemble des Be%' NY,, telles que (v,',,(B))(,,,,,, et
(0§ Y.\ B))¢,.) SOient des surmartingales réguliéres. C’est un ensemble stable

par complémentation 3 Y,,. Il est stable par réunion des suites croissantes.

Soit en effet (B,),cn une suite d’éléments de &,,, croissante, | J B, = B.
neN

D’une part (v,,(B)).., €st une surmartingale réguliére, comme limite d’une
suite croissante de surmartingales réguli¢res. Ensuite (v;,(Y,\B))(.) €5t une
surmartingale, comme limite décroissante d’une suite de surmartingales = 0
3 intégrales finies; pour A-presque tout @, t —» v (Y, \B)) est réglée et continue
a droite, comme différence de deux fonctions finies réglées et continues a
droite, t - v;,(Y,,) et t — v,(B); donc (v;,(Y/B)).«, est aussi une surmartingale
réguliére, ce qui prouve bien la stabilité affirmé. Comme ensuite £, contient
Y, N4, il contient Y,, "% par le lemme A. Donc, pour tout Be# NY,,
(vfo(B))(,‘w) est une surmartingale réguli¢re; par addition dénombrable (c. a d.
par addition finie et passage a la limite des suites croissantes), il en est encore
ainsi pour Be# NY’'.

Comme ensuite (prop. (4,7)), pour A-presque tout w, pour tout ¢, v.({Y") =0,
il en est encore ainsi pour tout Be%, et (v,).,) est une surmartingale
réguliére.

Corollaire (4,10 quarto) (Unicité des modifications réguliéres)

Si J est une mesure (o-finie) sur (Y, %), et si % est J-dénombrablement en-
gendrée, deux modifications réguliéres d’une J-surmartingale sont A-presque
partout égales. Plus généralement, deux surmartingales réguliéres sur
R x Q, qui sont A-presque partout égales sur R’ x Q, sont A-presque partout
égales sur R x Q.

Démonstration. Soit # un ensemble J-déterminant; pour A-presque
tout w, pour tout ¢, il est ,v!-déterminant et ,v’-déterminant. Les deux sur-
martingales régulires (;vo,(B)wy> Vo(B)@wy» BEBNY,, meN, sont
A-presque partout égales sur R’ x Q, donc aussi sur R x Q; comm:z alors
% est dénombrable, on voit que, pour A-presque tout w, pour tout ¢, pour
tout Be#NY,, meN, v, (B) = ,v,(B), donc v}, = ,V, par le lemme F.
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(4.11) Surmartingales J -régulié¢res, (X ,%)-régulidres

Supposons que Y soit un espace topologique, # sa tribu borélienne. Sup-
posons donnée une suite de compacts métrisables disjoints K,,, me N, de Y,
de réunion Y’. On introduira 1'espace ¥, somme topologique des K,,, donc
espace localement compact polonais, & injection continue dans Y. On notera
par X" I’espace C’'*+(¥’) des mesures de Radon > 0sur ¥’, qu’on munira de
la topologie vague. Si I’on convient d’identifier une fonction sur Y’ & sa pro-
longée par 0 sur (Y’, et une mesure de Radon sur ¥’ & son image par I’in-
jection ¥’ - Y, on voit qu’il y a identité entre X" = C'*+(Y’) et I’espace des
mesures = 0 sur Y, portées par Y’ et donnant & chaque K,, une mesure finie.

Si J est une mesure sur (Y,%), portée par une réunion dénombrable de
compacts métrisables de J-mesures finies, on pourra, par concassage [1]
choisir ces compacts disjoints, donc trouver un % tel que JeX* . En parti-
culier, si J est une mesure de Radon sur Y, et s1 les parties compactes de Y
sont métrisables (par exemple si Y est souslinien ou métrisable), ce sera possible.

Pour /#” donné, on appellera #"-surmartingale de mesures sur (Y, %), une
surmartingale pour laquelle foutes les v, appartiennent a.¢ , ainsi que les
J'= j*vf‘,dit(w) et J°® = Sup J'. Si JeX, toute J-surmartingale admet

2 teR

une modification qui est une .#-surmartingale. Une surmartingale (V:,,)(:.w)
est dite S -réguliere, si, pour A-presque tout ,t — v, est une fonction
réglée et continue a droite de R dans.#". Soit Z =(R,),.y une suite de parties
de R comme 3 (4,2); (V,)uo, €St dite 2 -surmartingale (¢, %)-réguliére, si
elle est une ¢ -surmartingale #"-réguli¢re, et si en outre, pour tout ¢ et tout
w, v, est la limite des vz dansf" si cette limite existe, et O si elle n’existe
pas.

Convention de langage (4,11 bis). Nous conviendrons d’employer
les abrévations suivantes:

1) Si nous ne faisons sur (Y, %, J) aucune autre hypothése que la o-finitude
de J, nous ne le mentionnerons méme pas, comme convenu antérieurement.

[1]1 Voir BourBakr [1], page 18, ScHwARTZ [1] page 46.
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2) Si en outre @ est J-dénombrablement engendrée, nous écrirons au
début de 1’énoncé: Hypothése J-dénombrable.

3) Si Y est un espace topologique, # sa tribu borélienne, (K,)nn UNE
suite croissante de compacts métrisables disjoints définissant un espace X
indiqué antérieurement, et si J est portée par Y’ = U,,, K,, et donne aux
K,, des mesures finies, nous écrirons au début de I’énoncé: Hypothése J-com-
pacte.

Lemme (4,12). Soit D,, un ensemble total dans C*(K,), 1€D,. Soit
(y)n e une suite de mesures de Radon = 0 sur K,, (ou un filtre quelconque).
Pour que les u, aient une limite dans C'+(K,,) pour n infini (resp. aient une

limite p), il faut et il suffit que, pour toute ¢ € D,,, les u,(P) aient une limite
(resp. convergent vers u(¢)).

Démonstration. Si pu, converge vers u, bien évidemment u,(4) converge
vers u(¢) pour toute ¢p€D,,.

Inversement, supposons que p,(¢) ait une limite pour toute ¢ €D,,; alors
les u, sont dans une méme boule de C'(K,) (car les p,(1) sont bornées);
celle-ci est compacte; donc la convergence des p, vers une limite est assurée
si I’on sait qu’elle n’a pas plus d’une valeur d’adhérence; or deux valeurs
d’adhérence sont deux mesures qui ont la méme valeur sur toute ¢eD,
total, donc coincident.

Si maintenant les p,(¢) tendent vers u(¢) pour toute ¢ €D,,, les u, ont une
limite, qui coincide avec u sur D,, donc partout.

Lemme (4,13). Soient S un ensemble, & une tribu de parties sur S,
(4y)se s une familie de mesures =0 sur K,, indexée par S, et D,, une partie
totale dans C*(K,,). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) L’application s — pu, de S dans I’espace topologique C’'*(K,,) est
dans la tribu & (autrement dit l'image réciproque de tout ensemble borélien
de C'*(K,,) est dans &);

b) s — u,, en tant qu’application de S dans I’espace des mesures > 0
sur K, , est dans & (autrement dit, pour toute fonction f = 0 borélienne
sur K,,, s - u(f) appartient @ &);
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¢) Pour toute p € C*(K,), s —» u¢p) appartient @ &;
d) Pour toute p€D,,, s - u(P) appartient a & .

Démonstration. On peut se borner & démontrer le lemme pour D,
dénombrable, car toute partie totale contient une partie totale dénombrable.
Tout d’abord a et d sont équivalentes. En effet, p — (u(¢)),.p_ est une in-
jection de C'+(K,,) dans R, qui est continue; comme C’*(K,,) est lusinien,
elle est borélienne de C’*(K,) sur son image, ainsi que I’application
réciprogue. Donc, pour que s —» g, soit dans &, il faut et il suffit que
s = (4@ yep_ > application de S dans R2=, soit dans &, autrement dit
que chaque composante, s — p(d), soit dans <. Ensuite b = ¢, c = d, et
il reste donc & montrer que a implique b.

Soit £,, ’ensemble des fonctions f bornées = 0 sur K, telles que s — u(f)
appartienne 4 .. Le théoréme de Lebesgue montre que la limite d’une suite
simplement convergente de fonctions de &,,, bornées dans leur ensemble,
est encore dans £,. Par ailleurs £, contient, par I’hypothése a, I’ensemble
C*(K,) des fonctions continues = 0 sur K,. Donc, par le lemme C, £,
contient toutes les fonctions boréliennes bornées = 0 sur K,. Mais, si f
est borélienne = O sur K,,, elle est limite de la suite croissante des Inf (f, k),
keN, boréliennes bornées, donc, par Fatou, s — uf) est encore dans la
tribu &, cqfd.

Théoréme (4,15). Hypothése J-compacte.
Soit (V) une famille de mesures sur (Y,%), - v, appartenant a J*

pour tout t, et J 2 J = J‘:L,dl(w).
Q

1) Si (v)q,) st une surmartingale, elle est A -réguliére, si et seulement
si elle est réguliére.

2) Pour tout m, soit D,, un ensemble dénombrable total de C*(K,,) formé
de fonctions comprises entre O et 1, stable par Sup et Inf, tel que ¢ €D,
entraine 1,, — ¢ €D,,, et que feD,,, geD,,, ke Q, entraine Inf(kf,1,) e D,,
Inf(f+ g,1,) € D,, (nous identifions chaque fonction sur K,, @ sa prolongée
par 0 en dehors, donc la fonction 1,,, égale a 1 sur K,,, a une fonction sur Y,
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la fonction caractéristique de K,,). Soit D = U D,,. Si, pour toute peD,

(Vo)) €5t une surmartingale réguliére, (V) ) est une surmartingale
réguliére et A -réguliére.

Démonstration. Démontrons d’abord le point 2. La démonstration est
trés analogue a celle de la prop. (4,10 ter). Soit &, I’ensemble des fonctions
boréliennes f sur K,, (identifiées & leur prolongement par 0 en dehors de K,,),
telles que 0 < f < 1, et que (Vy(f)wy €t (Vo(lw —))(e.0) SOient des surmar-
tingales réguliéres. Bien évidemment, si fe&,, alors 1, —feQ,. Ensuite
L, est stable par passage 4 la limite des suites croissantes. Soit en effet (f,),en
une suite croissante de fonctions de £,,, de limite £. D’abord (v,,(f))¢r,) €St
une limite d’une suite croissante de surmartingales réguliéres, donc elle est
aussi une surmartingale réguli¢re. Ensuite (v;,(1,, — f))¢:,0) €st limite A-presque
partout d’une suite décroissante de surmartingales intégrables (par hypothése,
1,,€D,), donc elle est une surmartingale; comme (vy(/).0)y € Vollm)it,op
sont réguliéres & valeurs A-presque partout finies, (v;,(1,, — f))(,0) €st aussi régu-
liere, donc fe &,,. Comme £, contient D,,, le lemme C bis dit que £, contient
toutes les fonctions boréliennes sur K,,, comprises entre 0 et 1. Si alors f

est une fonction borélienne sur Y’ = U K., , elle est limite croissante d’une
m

suite de combinaisons linéaires 4 coefficients >0 de fonctions boréliennes
portées par les K,,, comprises entre 0 et 1, donc (v.,(f )t,0) €St encore une
surmartingale réguliére par le point 8 du théoréme (4, 3); et finalement c’est
encore vrai pour f borélienne = 0 sur Y, puisque pour A-presque tout w,
pour tout ¢, v, est portée par Y'. Cela prouve que (v.,),,, €st une surmartingale
réguliére. Mais ensuite le lemme (4,12) dit aussi, puisque, pour A-presque
tout w, t—v,(¢) est réglée et continue A droite pour toute ¢ € D, que t—v',
est réglée et continue & droite comme fonction de R dans £, et (v;,),«) St
A -réguliére. Le point 1 est alors évident. Car,que (v,),q) Soit réguliére ou
A -réguliere, elle vérifie les conditions de 2.

Théoréme (4,16). Hypothése J-compacte

.
1) Soit (vV)¢,0) une J-surmartingale, t - J' = J v, dA(w) continue &

o
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droite. Il existe des modifications (v,)q,.)» J-H -surmartingales (A", %)-
réguliéres.

2) Si (v:',)(,,,m) est une J- -surmartingale sur R’ x Q, et si t' > J' est
continue d droite, il existe un prolongement unique en une J-4 -surmartingale
(A, R)-réguliére sur R x Q.

3) Pour que (V.) . s0it une J-A -surmartingale (A", R)-réguliére, (il faut
et) il suffit que, d’une part, sa restriction @ R’ x Q soit une J-A -surmartingale
& intégrale t' — J' continue a droite, et que, d’autre part, pour tout t et
tout w, v, soit la limite de v’ dansA" pour n infini, si cette limite existe,
et 0 dans le cas contraire.

Démonstration. A) démontrons d’abord le point 2. Soit D,, un ensemble
dénombrable total dans C+(K,), 1,,€D,, (1,, s’identifie aussi & une fonction
sur Y, la fonction caractéristique de K,,), vérifiant les conditions de stabilité
de I’énoncé du théoréme (4, 15), et soit D = U D,,. On sait, pour ¢€D,

que (t',@) » v\, (¢) = ¢ () est une surmartingale finie réguliére sur R’ x Q,

*
avec I ¢" (0)dMw) £ J(¢) < + o; elle admet donc un prolongement en une
Q

surmartingale %-réguliére sur R x Q, en posant ¢'(w) = lim ¢™(w) si cette

n—w
limite existe et est finie, 0 dans le cas contraire (théoréme (4,3), point 2).
Appelons Q, , I’ensemble des w pour lesquels la limite précédente existe et est
finie. Alors Q, ;€7 et il porte A. En outre, il existe un ensemble Qj qui
porte 4, tel que, pour weQj, t — ¢'(w) soit finie, réglée et continue & droite.
TouslesQ, , contiennent Q. Appelons Q, 'intersection de tousles Q, , pour ¢eD,
et Q" l'intersection des Q. Pour tout te R, Q,€ .77, et tous les Q, contiennent
Q" qui porte 1. Soit weQ,; alors la suite v{"(¢) a une limite finie pour n
infini, pour toute ¢eD. Soit au contraire w¢Q,; pour au moins une
¢eD, vy($) n’a pas de limite finie. Tout cela veut exactement dire,
d’aprés le lemme (4,12), que (vi}), a une limite dans C'*(K,), donc v
a une limite dans 2" pour n infini, si @ €Q,, et n’en a pas, si o ¢Q,. Nous
appellerons v}, la limite des v» dans 27", si elle existe, et O dans le cas con-
traire. Si donc nous montrons que (V). €St une S -surmartingale ¢ -ré-
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gulitre, elle sera (X, #)-réguli¢re. Pour ¢ €D,,, comme Q, , > Q,, la fonction
® — v\ ,($) n’est autre que la fonction w — ¢'(w), remplacée par O sur le
complémentaire de Q, € 7; donc elle est dans J*. Ceci étant vrai pour toute
¢eD,, le lemme (4,13) dit que, pour toute f borélienne =0 sur K,,
t — v',(f) est dans J; c’est donc encore vrai pour f borélienne > 0 sur Y’,
puis sur Y puisque toutes les v, sont portées par Y’. Donc, pour tout t, » — v,
est dans 7. Ensuite, pour A-presque tout @, 4 savoir pour @ € Q°, v!,(¢) = ¢'(w)
donc (v,,(¢))..) st une surmartingale réguli¢re, pour ¢ e€D. Enfin, pour

*
weQ’, pC*(K,), v.,(¢) est 1a limite des v.*(¢), donc J(¢) = f v, (P) dA ()
Q
par Fatou. Mais alors, par application du lemme C, on voit que

*
J(f) = J v,,(f) dA(w), pour f borélienne = 0 bornée sur K,,, puis par Fatou
Q
pour £ = 0 borélienne sur Y’, puis sur Y puisque toutes les v}, sont portées

par Y'; donc J = J*v,',, dM(w). Le théoréme (4,15) dit alors que (v},).q) €St
Q

une J-surmartingale S -réguliére, donc elle est bien une J->¢-surmartingale

(1, #)-réguliére.

B) démontrons maintenant le point 3. Si (V). satisfait aux propriétés
indiquées, la premiére condition dit que sa restriction (v))y.,) 2 R’ X Q
satisfait aux conditions de 2, donc il en existe un prolongement unique (v;)),)
en une J-# -surmartingale (¢, %)-réguliére et qui, 4 cause de la deuxiéme
condition, est précisément (v},)); o)

C) démontrons enfin 1. ngt d’abord, pour t fixé, pour A-presque tout

o, v,(0Y’) est nul, et w — v, (K,,) est fini. Donc ’ensemble Q, des @ pour
lesquels ces deux conditions sont réalisées appegt_ient i J* (parce que (Y’
et K,, sont boréliens) et porte 1; en remplagant v, par 0 sur (Q,, on obtient
donc une modification de @ — v, qui maintenant est formée de mesures
appartenant toutes 3 J¢ . Il existe donc trivialement une modification de la
surmartingale donnée, qui est une X -surmartingale. Nous supposerons cette
modification faite. Alors la restriction 3 R’ xQ vérifie les conditions de 2,
donc elle admet un prolongement (V,)¢.), J-# -surmartingale (X, Z-)ré-
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guli¢re par B. Il nous reste 3 montrer que (V). est une modification de
%)(M,). Fixons donc teR. L’ensemble (R’U{t}) étant dénombrable,
(Vo)a.0y €St régulitre sur (R U {t}) x Q par le lemme (4,7); alors (V)0
et (Vo)) SONt deux surmartingales régulidres sur (R’ U {t}) x Q, A-presque

partout égales sur R’ x Q, donc aussi sur (R’ U {t}) x Q par (4,10 quarto),
et il s’agit bien d’une modification, cqfd.

Remarque (4,16 bis). On aurait pu partout remplacer la droite par la
gauche, considérer une famille de tribus (#"),., croissante et continue 3

gauche (¥* = \/ %" pour t non isolé 2 gauche dans R), les surmartingales
<t

réglées et continues a4 gauche, les intégrales f — J' continues a gauche,
et remplacer R’ par un ensemble dense contenant tous les points isolés a
gauche, donc construire une suite (R,),.n €t une suite d’approximation ¢,
croissante de te R (¢, < t pour tout n). Il y a toutefois deux importantes
modifications, quand on passe de la droite & la gauche (indépendamment du

fait que la condition f f'dA £ M < + oo est a remplacer par

f (f"dA S M < + o0):

1) Si f est une surmartingale sur R x Q, réglée et continue i gauche,
I’intégrale ¢ —»f f'd n’est pas nécessairement continue a gauche. Ainsi, dans
les cas de surmartingales fonctions f ou mesures (1)), 12 continuité
a gauche de t—»f f'dA, A valeurs finies ou de t — J* < J, sera une condi-
dition suffisante d’existence de modifications continues & gauche, mais non

nécessaire.

2) La limite d’une suite croissante de surmartingales réglées et continue
a gauche n’est plus nécessairement continue & gauche (point 8 de (4,3)).

Il en résulte que, dans les surmartingales de mesures, bien des résultats
disparaissent. La notion méme de surmartingale réguliére a gauche n’est
plus la méme. Toutefois le théoréme précédent (4,16) subsiste, avec des
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modifications mineures: dans le point 3, on doit supprimer le ““(il faut et)”’
car la condition de continuité & gauche de t — J* est suffisante mais non
nécessaire. Nous abandonnerons ici ces considérations. Nous en reparlerons

a la remarque (4,22 bis).

(4,19) Etude des limites 3 gauche. Quand nous avons obtenu des
surmartingales J -réguliéres, nous avons, pour tout t non isolé a gauche dans
R (pour abréger, nous dirons toujours: pour tout t) des mesures limites

V.. = lim v, dans . Il est important d’étudier la signification in-

t'<tit' >t
trinséque de ces limites, car a priori elles dépendent du choix de la suite de
compacts K,,; or, si J est portée par une réunion dénombrable de compacts
métrisables disjoints de J-mesures finies, il existe une infinité de choix possibles
de ces compacts.

Définition (4,19). 1) Soit ()., une A -surmartingale .#’-réguli¢re.

On appelle systtme de ¢ -limites & gauche, une famille (v} )., (définie
uniquement pour ¢ non isolé gauche) de mesures sur Y, telle que:

pour tout t, @ — v, appartienne a la tribu '~ =\/ J*; pour tout ¢
t'<t

et tout w, v, eX;

pour A-presque tout w, pour tout ¢, v, est la limite de v, dans ", quand
t'eR, t'<t, tend vers t,

Comme deux modifications ¢ -réguliéres d’une surmartingale sont A-presque
partout égales, deux familles de  -limites & gauche, méme correspondant
a des modifications o -réguliéres distinctes, sont A-presque partout égales.

2) En supposant simplement Y ensemble muni d’une tribu %, et J mesure
o-finie sur (Y,%), (v,).., une J-surmartingale réguliére, on appelle famille
de limites 4 gauche une famille (V') , de mesures sur (Y, %), ayant les
propriétés suivantes:

pour tout f,w — v~ appartient 3 la tribu J°;

pour toute £ = 0 sur Y, appartenant & % et J-intégrable, pour A-presque

tout w, pour tout ¢, fest v/, -intégrable, et v (f) = Hm vg4 (f). Si (o)

t'<tt’'—t
est une J-surmartingale, on 2, pour toute f = 0, appartenant 3 ¥ et J-inté-
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*
grable, J(f) = fvﬁ,," (f) dM(w); ceci est alors vrai pour f = 0, fe %, et donne

Q

J = J :f;dzl(a)).
Q
On remarquera que nous supposons f J-intégrable, ce que nous n’avions pas
fait pour la définition des surmartingales réguliéres 3 (4,6); une hypothése
de ce genre est ici indispensable.[1]

Lemme (4,19 bis). Soit (V). une J-surmartingale réguliére. Soit
(f)nen une suite de fonctions sur Y, @ valeurs dans un Banach F, J-inté-
grables, et convergeant vers une limite f dans LNY,J;F). Soit d’autre

(Vo)) une famille de mesures sur (Y,%). Supposons que, pour tout n,
pour JA-presque tout , pour tout t, f, soit Vi -intégrable, et que

lim vy (f) = V,(f,). Alors, pour A-presque tout w, pour tout t, f est

t'<t,t’'—>t

v,-intégrable, et lim v, (f) = V,(f), dans chacun des deux cas suivants:
t'<t,t’'—>t

a) (f)nen est une suite croissante de fonctions = 0;

b) (Vo)) €t un systéme de limites & gauche.

Démonstration. Quitte 3 extraire une suite partielle, nous pouvons
supposer, d’aprés le lemme (4,10), qu’il existe une fonction h = 0, J-in-

tégrable, telle que “ f —X, “ F= —;;h. Comme alors, pour A-presque tout w,

t — Vi (h) est finie, réglée et continue A droite, donc localement bornée, nous
en déduisons ceci: d’une part, pour tous t, w, tels que v,,(h) < + o0, f est

v -intégrable, et lim v/,(f,) = v.(f); d’autre part, pour A-presque tout w,

n—+w
la suite de fonctions réglées et continues & droite ¢ — v (f,), neN,
converge localement uniformément vers la fonction réglée et continue a droite

[1] Prenons par exemple Q réduit & un seul point. Alors toutes les tribus 7 ! sont triviales.
On asimplement une famille décroissante (v?),. de mesures sur (Y, %/). Supposons par exem-

ple que R = N, et que v®~ = O et lim v*=0. Il se peut alors que f = 0 borélienne soit non
n—+0

vi-intégrable pour tout n, danc v(f)= +o0; on aura cependant v® ~(f) = 0. Il suffira de

prendre Y=R, et v*= (1/n) dx, dx mesure de Lebesgue, avec f borélienne non dx-intégrable.
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t - v, (f) (voir proposition (4,10 bis) et on peut intervertir les limites, F
étant complet; donc

lim vi(f) = HLm lim vi(f}) = lim lim ,(f,) = lim v'(f)).

t'<t,t’'—t t'<t,t'>t n—ow n—+o t'<tt’'—t n—w

Supposons d’abord que (f,),.n SOit une _sEite croissante de fonctions = 0.
Alors la derniére quantité est, par Fatou, ve(f). Comme il s’agit d’une limite
finie, cela prouve que f est vf“-intégrabli et donne le résultat relatif & I’hypo-
thése a. Supposons maintenant que (v.)¢,o) = (Vi) )r.0) SOit Un systéme de
limites 3 gauche. Comme alors, pour A-presque tout w, t — v,,(h) est finie et
réglée, v (k) = lim ., (h) < + o, donc lim v.(f,) = v\, (f), d’ou la

t'<t,t’-t B+
méme conclusion.

Proposition (4,20). Soient (V) une surmartingale réguliére, (V) )it,m)
un systéme de limites & gauche.

Si f= 0 est J-négligeable, pour A-presque tout w, pour tout t, f est
v, -négligeable.

Si f est une fonction sur Y, a valeurs dans un ensemble Z muni d’une
tribu Z, et J-presque (%,%)-mesurable, alors, pour A-presque tout w,
pour tout t, f est v, -presque (¥,%)-mesurable.

Si f est une fonction sur Y, a valeurs dans un Banach F, et J-intégrable,
pour A-presque tout w, pour tout t, f est v, -intégrable, et v, (f) est la
limite de vi(f) dans F, quand t' <t tend vers t; en particulier t — v.(f)
est réglée et continue d gauche. Si # est un systéme J-déterminant, pour
A-presque tout ®, pour tout t, & est v'w" -déterminant.

Démonstration. Si f= 0 est J-négligeable, on sait d’une part que,
A-presque tout w, t — v',(f) est identiquement nulle (proposition (4,7)),
d’autre part que vi(f) = lim v.,(f), donc t — V' (f) est aussi identique-

t'<t,t'>t
ment nulle. De 13 on déduit la propriété relative a f: Y - Z comme la pro-
position (4,8). L’énoncé de la fin relatif 3 # est trivial: si J(QY’) = 0 et
J(Y,) < +00, pour A-presque tout w, pour tout ¢, v, (GY") = 0 et v}, (¥,)
< + .
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Soit maintenant f J-intégrable 3 valeurs dans un Banach F. Par le lemme
(4, 10) on peut trouver une fonction h > 0, J-intégrable et qu’on peut supposer
dans ¥ puisque J est o-finie, et une suite de fonctions £, , combinaisons linéaires
finies A coefficients dans F de fonctions > 0 appartenant & % et J-intégrables,
convergeant vers f dans I!(Y,J; F). Comme, pour tout n, on sait que pour
A-presque tout w, pour tout ¢, f, est V. -intégrable, et que

lim v5(f)) = v, (f.), le b du lemme précédent donne la conclusion.
<ttt

Proposition (4,21). Soit (V). une surmartingale réguliére, (v, )ir.m)
un systéme de limites g gauche. Alors (v3)w, (Ve o (V) > POUr s < t, forment
une surmartingale pour les tribus 7°,9"'~,7".

Démonstration. C’est connu pour les surmartingales scalaires. Alors,
si fest =0 dans ¥ et J-intégrable, (V(Nw> Ve (Mo (Vo)) » forment
une surmartingale pour 75,77 ,7°. C’est vrai par passage a la limite
croissante pour tout f = 0 de %, d’ol le résultat par (4,5).

Théoréme (4,21 bis) (Unicité des limites & gauche). Hypothése
J-dénombrable.

Soit (V)0 une J-surmartingale réguliére, soit B un ensemble J-déter-
minant.

1) Soit (v\)..) une famille de mesures sur (Y,%), telle que & — v, soit
ol(t,0) —

dans I~ pour tout t, et que, pour A-presque tout w,v:, soit portée par Y’
pour tout t.

Si, pour tout BeBNY,, meN, (,(B)wn st un systéme de limites &
gauche de la surmartingale réguliére (V,(B))r,o)» alors (Vi)i.o) €st un
systéme de limites a gauche de (V)¢

2) Deux systémes de limites a gauche sont A-presque partout égaux.

Démonstration. 1) Soit £, ’ensemble des Be # N Y,, tels que (v‘f,(B))(,_,,,)
soit un systéme de limites 4 gauche de la surmartingale réguli¢re (v;,(B))(,_a,).
L,, est stable par complémentation 3 Y,,. Ensuite €, est stable par réunion
des suites croissantes, par application du point a du lemme (4,19 bis). Alors
£, > Y, N par le lemme C. Si maintenant f est une fonction = 0 sur Y’,
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appartenant & % et J-intégrable, elle est limite d’une suite croissante de fonc-
tions étagées, A étages dans les Y,,, et encore une application du point a du
lemme (4,19 bis) montre que, pour A-presque tout w, pour tout t, f est

v! -intégrable, et v(f) = lim . (f). La méme conclusion subsiste pour
t'<tit’'—t

f = 0 borélienne J-intégrable sur Y, puisque, pour A-presque tout w, v}, est
portée par Y’ pour tout ¢.

2) Soient (;v, )irwy> (3Ve )ruay» deux systémes de limites & gauche. Pour
tout Be# N Y,,, meN, pour A-presque tout w, pour tout ¢, ;v!, (B) = ,vi, (B),
puisqu’il s’agit de deux systémes de limites 3 gauche d’une surmartingale
réguliére (B est J-intégrable). Alors, pour A-presque tout w, pour tout ¢,
# est V., -déterminant et v, -déterminant d’aprés (4,20), et le lemme F dit

t— t—
que v, = ,V, , cqfd.

Théoréme (4,22) (Existence des limites 3 gauche). Hypothése J-com-
pacte.

Soit  (V.)u,»y une J-A'-surmartingale, A '-réguliére. Pour tout
(t,w)eR x Q, appellons v la mesure égale a la limite dans A de
Vo, t' <t, quand t’' tend vers t, si cette limite existe, et O si elle n’existe pas.

Alors (v, )0y €St un systéme de A -limites & gauche et de limites a gauche.

Démonstration. Pour ¢ fixé (comme toujours non isolé & gauche), soit
Q, I’ensemble des w pour lesquels v, a une limite dans 2" lorsque ¢’ < ¢t tend
vers t. Q, est dans J'7; car, d’aprés le lemme (4,12), w €, revient 4 écrire
que, si D, est dénombrable dense dans C+(K,), 1,,€D,,, v.(¢) a une limite
pour t' <t t' - t, pour toute ¢&D,, meN. Si alors nous appelons v,
cette limite, quand elle existe, et 0 quand elle n’existe pas, pour toute ¢ € D,,,
o — v, (¢) appartiendra 3 7 '~, donc aussi @ — v, par (4.13). Par définition,
la famille (v;, )., ainsi construite est une famille de ¢ -limites & gauche. Il
faut alors démontrer que, pour toute f = 0 de #, J-intégrable, pour A-presque

tout @, pour tout ¢, f est v\, -intégrable, et v,y (f) = lim v (f); onle
t'<t,t’' >t

sait seulement pour fe ", c. & d. f = 0 continue i support compact sur
Y. Soit £,, I’ensemble des fonctions f boréliennes > 0 bornées sur K,,, pour
lesquelles, pour A-presque tout w, pour tout t, f est v., -intégrable, et

V() = lim vi(f). Alors £, est stable par passage 2 la limite des suites
t'<tt’'—t
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croissantes, par le point a du lemme (4,19 bis), et par complémentation
aux fonctions constantes sur K,,, donc vérifie les propriétés 1 et 2’ du lemme C;
comme &, contient C*(K,,), il contient toutes les fonctions boréliennes bornées
= 0 sur K,,, par le lemme C. Ensuite, toute fonction f borélienne = 0 J-in-
tégrable sur Y’ est limite d’une suite croissante de fonctions étagées, a étages
contenus dans des K,,, donc encore le point a du lemme (4,19 bis) montre

que la méme conclusion subsiste pour f. On peut ensuite trivialement remplacer
Y’ par Y, cqfd.

Remarque (4,22 bis). Hyhothése J-compacte.
Soit maintenant ('), .z une famille de tribus, indexée par R, croissante
et continue & gauche (voir (4,16 bis)). Construisons les J° = ﬂ &, pour

t'>t
t non isolé a droite, en prenant I = &* si t est isolé & droite. La famille des
T est continue A droite. Soit (uf,).,, une J-surmartingale relative a ('),
a intégrale ¢ —» J* continue 4 gauche. On peut en trouver une modification,
que nous appellerons encore (i,)(,s)» £ -réguliére & gauche, par le théoréme
(4,16) ou droite est remplacée par gauche. Celle-ci poss¢de alors des
vi, = pbt associées, en posant u," = u, pour t isolé a droite, et (V). st
une surmartingale réguliére A droite pour les tribus (77),.z. A partir de 1

on pourra former les J*~ = \/ Z "pour les ¢ non isolés a gauche, 7'~ = &
t'<t

pour ¢ isolé & gauche. Alors on trouvera des v),”, qui ne seront autres que les
i, initiaux pour ¢t non isolé & gauche, de sorte qu’on pourra poser
Vi, = i, pour t isolé & gauche, et retrouver partout les u, initiaux. Ainsi
le cas des surmartingales réguliéres a gauche (U,)q.,) peut s’étudier a
partir des Vi, d’une surmartingale (v}).y réguliére a droite. En parti-
culier, on voit que la définition d’une surmartingale réguliére a gauche doit
étre la suivante, A la place de (4,6): si (45) ) €St Une J-surmartingale relative
a une famille de tribus croissante et continue a gauche, elle est dite régulidre
a gauche, si, pour tout f, J-intégrable > 0 (et non seulement J-mesurable),
la surmartingale (u},(f)).) st réguliére a gauche, c. a d. A-presque siirement
réglée et continue A gauche.

(4,23) Limites d’une surmartingale réguli¢re a I’infini

i

Le seul cas intéressant est celui ol a = InfR et b = SupR ne sont pas
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dans R. Soit (V) une J-surmartingale réguliére. J portée par U K K,

métrisables compacts, J(K,)< +o0. Alors nous pouvons poser
R = Ru{a} U {b}. Nous poserons 7** = (| 7*, et supposerons que A

teR

est o-finie sur °; puis 7°~ = \/ J". Le point b devenant isolé a droite,
teR

nous remplacerons R’ par R’ = R’ U {b}. Et nous pourrons toujours prendre
v = 0. On aura alors sur R’ x Q une surmartingale réguliére. Elle admet
donc un prolongement en une surmartingale réguliére sur R x Q, par (4, 16),
et c’est la surmartingale donnée sur R x Q. On voit donc qu’il existe une
famille de mesures (v2*),.q ¢t une famille (*27),.q, appartenant respective-
ment aux tribus %% et J°7, et ayant les propriétés suivantes, d’aprés
les théorémes (4,16), (4,21), (4,22).

Proposition (4,23). Hypothése J-compacte.

Si (V\)a.0) €st une J-surmartingale réguliére sur R x Q, a = InfR et
b = SupR n’appartenant pas @ R, alors il existe des familles (vVi),cq,
("X )weq> appartenant @ T°* et T~ respectivement, ayant les propriétés,
suivantes:

1) Si fest une fonction sur Y, a valeurs dans un Banach F, J-intégrable,
pour A-presque tout o, f est vi'-intégrable et v’ -intégrable, et

VR = Lm Vi), V(N = lim V().
t>at—a t<b,t—b
2) Si f est une fonction = 0 sur Y, J-mesurable, pour A-presque tout o,
f est vit-mesurable, et V3 (f) = lim v,(f).
t>a,t—a

3) Pour A-presque tout w,Vv., tend vers v&' , pour t tendant vers a, et vers
V2", pour t tendant vers b, dans ’espace A" (muni, comme toujours, de la
topologie vague).

L’une quelconque de ces trois propriétés caractérise ces familles de mesures,
d un changement prés sur un ensemble A-négligeable.

Proposition (4,24). Premiére décomposition de Riesz[1]. Hypo-
thése J-compacte.
[1] On trouvera les deux decompositions de Riesz & Paul-André MEvYER [1], page 132.

Nous supposons b ¢ R, faute de quoi c’est encore vrai mais légérement différent dans la
formulation, et pratiquement trivial.
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Soit b = SupR, b ¢ R. Toute J-surmartingale réguliére (v;,),q) est somme
de 2 J-surmartingales réguliéres, v;, = pi, + 0.,, 0 (p5)¢.0) €St Une martin-

*
gale a intégrale constante jusqu’a b inclusivement, (i.e. t - f P, dA(w)
Q
*
est constante, mais j ph” dAMw) est égale a cette constante) et (CAT

Q
tend vers O pour t tendant vers b (i.e. (65~ = 0)(wy st un systéme de limites

en b pour (65)¢.0)-)
Une telle décomposition est unique a un ensemble A-négligeable prés.
(Bien entendu, on peut prendre comme systéme de limites en b pour
v, les v = ptT 462 = pl.

Démonstration. Montrons d’abord I'unicité. Partons de deux décom-
positions

t
(1p:n))(t,o))’ (2P:u)(z,w) et (10'20)(:,03), (2°'m)(:,m)-

On sait que (1%)w €t (4 pfo")(,,,, forment une surmartingale par rapport aux
tribus 74,7 °~ (prop. (4,21)), donc pour AeJ "

f L dA@) 2 f P di@)
GA cA

* E 3
f o di@) 2 j P dA()
A A
* *
f ohdi() = f %" dA(@) (par hypothise);
Q Q

comme toutes ces intégrales sont des mesures o-finies sur (Y, %), puisque
majorées par J, les signes = des 2 premiéres formules sont en fait des signes =.
Donc (yp%)¢. est une famille régulire d’espérances conditionnelles de
(12 oy = (2P% Ny = (V5 )w) (A-Presque partout). On se trouve dans le cas
d’unicité des espérances conditionnelles (théoréme (2,7)), donc (,05)r.a €t
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(2P5)(t.0y Sont modification I'une de I’autre; étant toutes les d:ux réguliéres,
elles sont A-presque partout égales par (4,10 quarto). Soit alors % un ensemble
J-déterminant; pour A-presque tout w, pour tout ¢, il est ,0}-déterminant et
,0%,-déterminant. Mais, pour A-presque tout w, pour tout t, pour tout
Be#NY,, meN,v,(B) — p.(B) = 165,(B) et vi(B) — ,p4(B) = ,0*, donc
1058 = ,0, B, donc o, = ,0;, par le lemme F; (;0%)¢.0) €t (30%) o) SONt
elles aussi A-presque partout égales.

Passons & lexistence. Pour ¢ donné, I’ensemble des w pour lesquels
vi(BY") = 0, v/,(K,) < + oo pour tout m, est dans % si on pose v} = V',
lorsqu’il en ait ainsi, v; = 0 autrement, on a une modification (v}, )., avec
vl e pour tous t,w; pour A-presque tout w, pour tout ¢, v\, = v% . Si alors
nous trouvons une décomposition de Riesz pour (V) ).w)s Vs = Pl + 0l ,
on en aura une pour (v,),, €0 posant pi, = p, , o, = o, si v, =v,,
et p, = V., o', = 0 autrement. On peut donc directement supposer que toutes
les v}, sont dans ",

Alors @ — v2 est une fonction sur Q, 2 valeurs mesures sur (Y, %), d’inté-

grale J*~ = f *vz,' dMw) £ J. On est dans le cas d’existence d’espérances
Q

conditionnelles (théoréme (2,8)). Donc @ — v% admet, pour tout te R, une

espérance conditionnelle (p,), o relativement a la tribu . On définit ainsi

une martingale de mesures (5;,),); €lle admet, d’aprés le théoréme (4.16),

une modification, #"-martingale % -réguliére, (5,,)) o). La différence &%, = v, — p',

est bien définie en tant que mesure de Radon sur Y’. Fixons ¢. Pour toute

peC*(K,), et toute AeJ % on a f *vfo(qb)dl(w); J *v,',’,'(qﬁ)dl(w) =

A A

J *ﬁ:,,(qf))dl(w); donc &,(¢) = 0 A-presque partout, puisque w — vj,(¢) et
A

w — p',(¢) sont toutes deux dans la tribu J*. Si donc D,, est un ensemble
dénombrable dense dans C*(K,,), pour A-presque tout w, on aura &.,(¢) = 0
pour toute ¢ €D,,, donc &}, = 0. Ceci montre seulement que, pour tout ¢,
pour A-presque tout w, &, = 0. Donc, pour A-presque tout w, pour tout
t' €R’ dénombrable, 6, = 0. Mais on sait que, pour A-presque tout o,
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t -, et t - p., sont continues & droite de R dans 2" donc dans C’(Y) muni
de la topologie vague, donc aussi t — &.,, donc &, est = 0 pour te R. Pour
nous ramener aux schémas antérieurs, il faut que ¢, = 0 pour tout w et
tout ¢t. On remarquera alors que, pour t fixé, @ — (v)x et ® - (PL)x ap-
partiennent 3 J ', en tant que fonctions sur Q 2 valeurs dans C'(K,,) (lemme
(4,13)) donc aussi @ — (&,)k,,; or’ensemble des mesures > 0 est borélien dans
C'(K,,), donc I’ensemble des @ pour lesquels &5, = 0 est dans 7. En remplagant
P parv, et &, par 0 quand celle-ci n’est pas 20, on obtient des pg, et g, et on voit
que, pour A-presque tout w, pour tout ¢, pf, = pi,, et ¢}, = of, et les familles
obtenues (0;,)(,a) - (F0).0y» Vérifient toujours partout v;, = p, + o},; pour tout
t, o = p',w — ¢, appartiennent toujours & J*. L’inégalité des surmartin-

* *
gales pour (65,).a) est évidente: pours < ¢, 47 %, f o dMw) + f PadA(w)

A4 A

* *
= Ja,,',dl(co) + Jp,’,,dl(co), et, comme toutes ces intégrales sont majorées
4 4 .
* *
par J o-finie, on a aussi f oodMw) = f o, dA(w). Alors (o%,) ., est une sur-
A 4
martingale de mesures pour les t ibus 7, o -réguliére. Soit £ = 0 J-intégrable.

Comme (p});.) €St une martingale réguliére d’espérances conditionnelles, on
sait que, (05,(f )r.oy €St Une martingale uniformiment intsgrable, et pi(f)
tend vers p2~(f) = v%"(f) pour A-presque tout w, lorsque t tend vers b,
de sort: que o,,(f) tend vers O; ce qui, d’aprés (4,23), veut exactement dire
que ¢°~ = 0 pour A-presque tout . )

Proposition (4,25). (Deuxi¢me décomposition de Riesz)[1] Hypo-
thése J-dénombrable.

Soit b =SupR, b¢ R. Soit (vi,)¢.o) uUne J-surmartingale réguliére. Sup-
posons que toute fonction sur Q, d valeurs mesures sur (Y,%) et a intégrale
o-finie, admette des espérances conditionnelles par rapport aux 7", et que
toute J-surmartingale admette des modifications réguliéres (ceci se produira

f1] Pour b € R, I’énoncé subsiste, mais la démonstration est bien plus simple, et nous
n’en parlons pas. Dans ce cas, les 2 décompositions de Riesz coincident.
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toujours dans I’hypothése J-compacte). Alors (Vy).) est somme d’une mar-
tingale réguliére (py),) €t d’un potentiel régulier (0%,)¢ o) €. d. d. d’une

*
surmartingale réguliére, dont Uintégrale X' = fa;dl(w) tend vers 0
Q
pour t tendant vers b, et admettant 0 comme systéme de valeurs limites a

gauche en b.

Démonstration. Rappelons que, si (67,)(,) €St une surmartingale régu-

* *

litre & valeurs réelles = 0 (¢}, e RY), lim f oLdNw) = f o*"di(w), de
Q Q

sorte que la convergence de l'intégrale vers O entraine que O soit systéme

de valeurs limites & gauche; si (o},),,,, est une J-surmartingale a valeurs
mesures, en prenant les valeurs sur une fonction f = 0 borélienne J-inté-
grable, on en déduit la méme conclusion, desorte que nousdevons simplement
montrer que X tend vers 0, et les valeurs limites 0 s’en déduisent. Montrons
Iunicité. Soit # un ensemble J-déterminant. Si on a deux décompositions,
v, = 1P + 105 = 20, + 205, on aura, pour tout Be 2 NY,, meN, deux
décompositions de Riesz vi(B) = ;pl(B) +,05(B), i = 1,2, qui sont donc
A-presque partout égales; comme, pour A-presque tout w, & est vi,-détermi-
nant, donc déterminant pour ;pj, %, 104,205, le lemme F montre que,
pour A-presque tout w, pour t, on a ,p, = ,p,, et ;0% = ,0,,. La méme
démonstration aurait d’ailleurs été valable pour démontrer I’unicité dans (4, 24)
mais n’est pas plus simple que celle que nous avons donnée. Montrons main-
tenant ’existence.

Choisissons une fois pour toutes une suite 6, croissante, cofinale & R. Pour
t donné, et 0, = t, ® - v’* a une espérance conditionnelle relativement a

tribu J*; choisissons-en une arbitrairement, soit w — pf;‘". Le théoréme

(3,0), l'unicité des espérances conditionnelles (2,7), et ’inégalité du point 2
de la proposition (4,5) montrent que p®' < v!, A-presque partout. Il existe

donc un ensemble Q,, portant 4, tel que, pour @ €Q,, la suite de mesures

05t

Po
o -V, o > p%"* sont dans J, la proposition G montre que I’ensemble

soit < v}, et décroissante; elle a une limite p!, < v),; en outre, comme

Q, des points o pour lesquels ces propriétés ont lieu est dans 7, et w — p5,
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est dans J*NQ,; donc elle est définie A-presque partout et dans J 7,

complétée de Lebesgue de 7 *pour la restriction A de L3 J*. Sit = s, et si
— *

*
AeT?, f podA(w) = lim P2l (w) (1= passage A la limite décroissante

4 nre A
* *
est possible parce que J Pridi(w) = J vidi(w) £J est o-finie) =
a @
* * *—— -
lim vordl(w) = lim pimt dMw) = J' Pl dA(w). Donc (p).a)» dé-
B> Yl n—+o0 1
finiesur S = (J {t} x Q,, est une martinga’e pour les tribus ., majorée
teR

par la surmartingale (v;,)¢,) Sur son ensemble de définition.

Définissons la différence ¢}, = v, — p!, comme suit. Soit # un systéme
J-déterminant. Pour A-presque tout w, pour tout ¢, vi(Y,) < + oo pour tout

m, et v,((Y’) = 0. Alors on peut définir la restriction de o, & Y,, comme
différence de deux mesures finies, et par la on la définit sur Y. Ainsi on a défini
é%, sur un ensemble S’ = S, mais dont la section par {t} x Q porte toujours 4,

pour tout ¢, etw> ¢, est dans 7. Bien évidemment pour tout ¢, w — ¢, ap-
partient 3 7., comme on le voit en prenant sa valeur sur lesBe% N Y,,meN
(proposition G). Ensuite (67,),) €st une surmartingale pour les tribus Tt
si en effet s < ¢,

*— * *— *—
AeJ 3., on a f o dMw) + f podi(w) = f o, dMw) + f P dA(w)
A A A A4

*— *
d’ou j ohdMw) = J o,,dA(w) par différence, possible puisque les intégrales
A

représentent des mesures < J o-finie. D’autre part c’est un potentiel, autre-
.« —

ment dit 'intégrale X =J oi,dA(w) tend vers O pour t tendant vers b. En effet,

Q
* * *—
pour t fixé, ig lim f oo dMw) = lim f Verdi(w) — J pidMw) =
n—+ow n—+ow 3
* *—
lim Pt dl(w) — J podMw) = 0, puisque, pour A-presque tout
B+

Q
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*
o, pir'décroit quand n croit et tend vers p!, avec f pardi(w) £ J o-finie.

Q

Le fait que p;, o5, pour tout ¢ fixé, ne soient définies que A-presque partout,
est sans importance, puisque seule g % intervenait. On a ainsi décomposé
toute J-surmartingale en somme d’une martingale et d’un potentiel. Mais
maintenant il existe une modification réguliére (p)q0) de (0%)¢.0p €t une
modification réguliére (67;,)¢,0) de (05)(,0y> pOUr Izs tribus I elles-mémes.
(On trouve d’abord des modifications pour lesquelles 7 %, est remplacée par
7", lemme (1,12 bis), ensuite 1’énoncé suppose 1’existence de modifications
réguliéres). 1l est vrai que I'on n’a plus nécessairement v}, = p¥f + g7 .
Appelons U Densemble des (f,w) tels que: vi(B) = p% (B) »>1: t ut
Be®; vi(BY") = pg (BY') = 0; V(Y,) < + 0 et pi(¥,) < + oo pour tout
m. Le lemme F dit que, pour tout (t,w)e U, on a v}, = p’% . Mais en outre,
pour teR, I’ensemble Q, des w pour lesquels (t,w)eU est dans I~ ', et,
pour A-presque tout @, pour tout ¢, (t,w) e U (pour Be %, on sait que, pour
tout ¢'€R’, pour A-presque tout w, vi,(B) = p’L(B); donc, pour A-presque
tout w, t — v,(B) et t — p’s(B) sont continues A droite, et la premiére majore
la deuxi¢me sur R’, donc sur R). En prenant alors pf, = p! et of, = p!f si
(t,w)e U, p, = v, et o, = 0sinon, on a la martingale réguliére et le potentiel
régulier répondant a la question; elles sont partout définies sur R x Q,
Vo = P + 0, partout, @ — p;, et ® — o}, appartiennent 3 I parce que
Q,eJ7, et, pour A-presque tout @, pour tout ¢, pi, = p, o', = ¢, cqfd.

* * *

§5. Désintégrations réguli¢res et surmartingales

Définition (5,0). Dans tout ce paragraphe, Q est un espace topologique,
0 sa tribu borélienne, A une mesure de Radon sur Q, portée par une réunion
dénombrable de compacts me’trisableg{ Q = U H,; nous appellerons Q'

la somme topologique des H,, et nous appelerons # (ce qui s’appelait X
au § précédent sur I’espace Y, c. 4 d.) I’espace C’'+(Q'). (77), . x sera une famille

de sous-tribus de la tribu A-mesurable, indexée par R = R, croissante et con-
tinue & droite; 4 sera supposée g-finie sur toutes les 7. Alors A posséde une
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désintégration relativement 3 toute J, qui est une espérance conditionnelle
de w — &, relativement a3 7, A (voir (2,10)). Si on choisit ainsi, pour chaque ¢,
une désintégration, on aura une martingale de mesures sur (Q2,0) lui-mé&me,
relative aux J°. La mesure qui remplace ici la mesure J du paragraphe

*
précédent n’est autre que 1 elle-méme, J. O(mydMw) = A. On est alors dans
Q

les conditions d’application du théoréme (4,16), (ici J* = 1 pour tout ¢,
donc t — J* est continu & droite!) de sorte qu’il existe des modifications ré-
guli¢res de cette martingale, et que deux d’entre elles sont A-presque partout
égales. Une telle modification réguliére s’appellera une désintégration
réguliére de A pour la famille de tribus (7°),.g. On définira de méme les
désintégrations S -réguliéres, (57, Z)-réguliéres. Nous n’allons pas répéter tous
les résultats du § précédent, mais résumerons les principaux (essentiellement
(4,10 bis), (4,16), (4,22)) en un théoréme:

Théordme (5,1). 1) Il existe des désintegrations réguliéres de A pour
(T Ner> . a d. des familles (X)) de mesures sur Q, indexées par R x Q,
ayant les propriétés suivantes: pour tout t, w — A, est une désintégration
de ) pour I*; pour toute f =0 A-mesurable, pour A-presque tout , t = (25,)*(f)
est réglée et continue a droite. Deux désintégrations réguliéres sont A-presque
partout égales.

2) Si A est portée par Q', réunion dénombrable de compacts métrisables
disjoints H,,, toute désintégration réguliére est #-réguliére: pour A-presque
tout w, t — A, est réglée et continue a droite de R dans #.

Il existe alors des désint’grations (3¢,%)-réguliéres, c. a d. des désinté-
grations pour lesquelles toutes les A, sont dans #, qui sont H#-réguliéres,
et pour lesquelles, pour tout t et tout w, A, est la limite de Ar dans # pour
n infini, si cette limite existe, et 0 si elle n’existe pas.

Pour que (X)) soit une désintégration (#,%R)-réguliére, il faut et il
suffit que toutes les X, soient dans #, que, sur R’ x Q, (). S0it une
famille de désintégrations de A pour les I, t' €R’, et que, pour tout t
et tout w,2, soit la limite dans 3 de A" si cette limite existe et O si elle
n’existe pas.
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3) Posons 2 = lim A, limite dans 5#; pour A-presque tout o,
t'<tt'—t

AL existe pour tout t non isolé @ gauche dans R. Alors, pour toute fonction f,
a valeurs dans un Banach et )-intégrable, pour A-presque tout w, pour tout t,
fest X -intégrable et X -intégrable; t> Al (f) est réglée et continue a droite
et 2°(f) = lim 25(/).
t'<t,t’'—t
Proposition (5,1 bis). Si (X)) est une désintégration réguliére de A
pour (7°),.x et si (A) est un systéme de limites @ gauche, pour tout t,
@ — X, est une désintégration de A pour T ‘et w — X, est une désintégra-
tion de A pour T*~.

Démonstration. La premiére affirmation est dans la définition. Pour
la deuxiéme, on prendra d’abord f = 0, appartenant 3 @, et A-intégrable;
la théorie des martingales réelless montre alors que ® — A, (f) est une
espérance conditionnelle de f pour -, 1; par passage 3 la limite de suites
croissantes, ceci reste vrai pour f > 0 dans @ quelconque; donc @ — A/~ est
une espérance conditionnelle de @ — §,) pour J*~, A, donc une désintégra-
tion de A pour I"".

Nous allons maintenant étudier les propriétés des martingales régulieres
particuliéres que sont les désintégrations réguliéres.

Proposition (5,2). Soit (X,),.,) une désintégration réguliére de A pour
(T )ser- Soit se R et AcT™. Pour A-presque tout w, pour tout t = s, A,
est portée par A ou (A selon que we A ou we QA, et, pour tout t > s, Xy
est portée par Aou 04 selon que we A ou w € (A.

Démonstration. Pour t'eR’, ' = s, pour A-presque tout we A, Ay
est portée par A (proposition (2, 18)). Donc, pour A-presque tout w € A, pour
tout t’€R’, t' = s, A est portée par A, autrement dit A’ ((A4) = 0. Mais,
pour JA-presque tout w € 4, ¢ — A’ ,([A4) est continue 2 droite, donc A5,((4) = 0
pour tout teR, t = s, donc A, est portée par A. On ne peut pas immédiate-
ment dire la méme chose pour les ', . Mais on peut écrire {4 comme réunion
d’une suite de parties C, de J°, de A-mesures finies, puisque A est o-finie
sur . Alors, d’aprés le théoréme (5,1), point 3, pour A-presque tout w€ 4,
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pour tout t>s, A5 (C,)= lim 25(C,) =0, donc on a encore

t'<t,t’—t

27(6A) =0 et X, est portée par 4, cqfd.

Proposition (5,3). Soit (1)), une désintégration réguliére de A pour
(T ), r- Soit f une fonction sur Q, a valeurs dans un Banach F, J-mesurable-
Lusin, et telle que la mesure ”fnp/l soit o-finie sur toutes les T*. Alors,
pour J-presque tout @, pour tout t, f est Al-intégrable et 1. -intégrable,
t = X,(f) est réglée et continue a droite, et A, (f) = lim AN

t'<t,t’'—t

Démonstration. Soit t,€R. Puisque “f" A est o-finie sur J7°, Q est
réunion d’une suite de parties Q, .7, sur lesquelles f est A-intégrable. Pour
A-presque tout w €Q,, et tout t > ¢t,, A, est portée par Q,, donc fest A} -presque
partout égale & y,, f A-intégrable; de méme, pour t>t,, A, est portée
par Q,, et f est A, -presque partout égale & yq_f, A-intégrable. Alors I’appli-
cation du point 3 de (5,1) montre que le résultat est valable, pour A-presque
tout w €Q, et tout t = t; ou > t,; ceci étant vrai pour tout Q, et tout ¢, le
résultat cherché s’en déduit.

Proposition (5,4). Soit (1), une désintégration réguliére de A pour
(7" cr- Pour J-presque tout w, pour tout t, A, et A sont des mesures de
Radon de masse 1, t — X, est réglée et continue a droite de R dans l'espace
P(Q) des probabilités de Radon sur Q, muni de la topologie étroite, et

Ao = lim A}, limite dans P(Q). Inversement, si (A%,)q,«) est une famille
t'<tt’'—t

de mesures sH_Q, si, pour tout t, ® — 1, appartient a I, si, pour tout
t'eR’, o = 1., est une désintégration de A pour T*, et si, pour A-presque

tout w, t —» A, est continue a droite de R dans P(Q), (A),.) est une dé-
sintégration réguliére de A pour (77),.x.

Démonstration. Soit (1}),, une désintégration réguli¢re Pour t'€R’,
pour A-presque tout w, A, est de masse 1 (proposition (2,15)). Donc, pour
A-presque tout w, pour tout t'€R’, A est de masse 1. Mais comme, pour
A-presque tout w, t — A;,(1) est continue i droite, 1%, est de masse 1 pour
tout 7, Ensuite, 1 étant o-finie sur toutes les 7, la proposition précédente
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montre que A5 (1) = lm A1) =1, donc A, aussi est de masse 1.
t'<tst’' >t

Comme toutes ces mesures sont de Radon sur ', si elles sont de masse 1,
elles sont de Radon sur Q. La fonction t — A, est continue 4 droite de R
dans 5, c. a d. pour la topologie vague sur Q’, mais toutes les masses sont
égales & 1, donc il y a aussi continuité a droite pour la topologie étroite sur

~

Q’. De méme, la formule Xy = lim ., étant valable dans 5, avec
1 <t,*’-t

des mesured de masse 1, est valable pour la topologie étroite sur {3’. Et comme

Q' - Q est continue, la convergence étroite sur (' entraine la convergence
étroite sur Q.

Inversement, soit (A})),, une famille de mesuresayant les propriétés dela
deuxiémz partie de I’énoncé, etsoit (4;,)¢.,, une désintégration réguliére. Pour
tout t'eR’, pour A-presque tout w, on a AL = AY; donc, pour A-presque
tout @, pour tout t'€R’, 4, = A5. Comme ensuite, pour A-presque tout o,
t— 2, et t - A, sont continues & droite de R dans #(Q) et coincident sur
R’, elles coincident sur R. Comme ensuite, pour tout te R, w — A, est
dans 7 et A-presque partout égale 3 w — 'l_f,,, qui est une désintégration, elle
est elle-méme une désintégration, donc (1)), est bien une désintégration
réguliére.

Nous allons maintenant étendre la proposition (2,19) au cas d’une désinté-
gration réguliére,

Proposition (5,5). Soit (1)), une désintégration réguliére de A pour
(7"),cr- Soit f une application de Q dans un ensemble Z muni d’une tribu
%, définie A-presque partout et (7 \/ N 3, Z)-mesurable pour tout t. Alors,
si & est f()-dénombrablement séparante, pour A-presque tour ®, pour tout
teR, f est A,-presque et A, -presque partout égale a la constante f(w).

Démonstration. La démonstration est identique a celle de (2,19)[1].,
Soit 2’ € Z, portant f(1) (de sorte que f~1(Z’) porte 1), telque Z’N Z = &’
soit dénombrablement séparante, et soit (Z,),.n Une suite de parties appar-
tenant 3 2, telle que tout point z’ de Z’ soit I’intersection des Z, qui le con-

[1] appliquée a (A%, ) désintégration régulidre de A pour la famile (F* VA )¢eg-
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tiennent. Soit 4, = f~(Z,). On sait alors que 4, J°\/.4", pour tout t;
d’aprés la proposition (5,2), pour A-presque tout we A4,, AL est portée par
A, et A, aussi. Donc, pour A-presque tout wef-1(Z’), pour tout ¢, A, et
X, sont portées par Pintersection des A, contenant w, c. & d. I’image réci-
proque de I’intersection des Z, contenant f(w), c. & d. par {f(w)}, cqfd.

Nous donnerons de méme, sans démonstration car c’est toujours la méme,
I’extension du corollaire (2,22):

Proposition (5,6). Soit (1)) une désintégration réguliére de A pour
(T ),er- Soit ® — v, une application de Q dans I’espace des mesures sur
un ensemble Y muni d’une tribu %, appartenant a toutes les tribus 7* \/ N,.

On suppose que ¥ est v-dénombrablement engendrée, o v = f v,dMw).

Q
Alors, pour A-presque tout w, pour tout t, @' — v, est A\ -presque et A, -

presque partout égale a la constante v,,.
Passons maintenant au cas d’une application f elle-méme variable avec t,
ce qui suppose une topologie sur Z.

Proposition (5,7). Soit (1)) une désintégration réguliére de A sur
(T er- Soit Z un espace topologique, & une tribu quelconque sur Z. Soit
f une application de R x Q dans Z, définissant une famille (f*),.r d’appli-
cations de Q dans Z, f{(w) = f(t,w). On suppose que:

1) Pour tout teR, f* est (7' \/ N'), Z)-mesurable;

2) Il existe un ensemble R' dénombrable dense dans R, contenant tous
ses points isolés a droite (resp. a gauche), tel que, pour tout t' € R’, la tribu
% soit f*'(A)-dénombrablement séparante;

3) Pour A-presque tout w, la fonction t — f(w) est continue & droite
(resp. @ gauche).

Alors, pour A-presque w, pour tout s, pour X,-presque tout o', la ‘‘tra-
Jectoire”: t fHw'), t<s (resp. t £s), coincide avec la trajectoire:
t- fi(w), t<s (resp. t < 5).

La fin de I’énoncé veut aussi dire que, pour )-presque tout w, pour tout s,
A;, est portée par Pensemble des o’ pour lesquels la trajectoire, pour les
temps < s (resp. < s) est la méme que cellede ».
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Démonstration. Il résulte de la proposition (5,5) que, pour t' fixé
dans R’, pour A-presque tout w, pour tout s = t’, f* est A%,-presque partout
égale A f*(w). Comme R’ est dénombrable, on voit que, pour A-presque tout
o, pour tout s, pour A:-presque tout o, la trajectoire t'+ f*(w’) coincide
avec la trajectoire t'+ f*(®), sur R’ N[— oo,s]. Le résultat subsiste pour
2, en remplagant [ —o0,s] par [—oo,s[. Ceci régle le cas ot R = R’ est
dénombrable, et il n’y a pas besoin de topologie sur Z.

Supposons maintenant R quelconque, Z topologique et la continuité a
droite. La conclusion précédente pour R’ est valable; en outre, pour A-presque
tout w’, t+ f'(w') est continue a droite; donc, pour A-presque tout @, pour
tout s, pour A-presque et A, -presque tout w’, elle est continue a droite.
Mais, si t+ f(w’) et te f(w) sont toutes les deux continues & droite et
coincidentsur R’ N[ —o00,s] ou R’ N[ — 00, s[, elles coincidentsur RN [ — oo, s[.
Dans le cas de la continuité a gauche, si t+ f{(w’) et t+ f'(w) coincident
sur R’ N[—o0,s] ou R"N[—o0,s[, et sont toutes deux continues a gauche,
en choisissant R’ de maniére qu’il contienne tous les points de R isolés a
gauche, on voit qu’elles coincideront sur R N[ —oo,s].

Remarque. 1. En général & est la tribu borélienne de Z. Elle est dé-
nombrablement engendrée toutes les fois que Z est souslinien ou sous-espace
d’un souslinien. Si maintenant Z est topologique quelconque et si les f*
sont A-mesurables-Lusin pour t'€R’, f*'(1) est portée par une réunion dé-
nombrable de compacts métrisables (parce que A a cette propriété, et que
I’'image d’un compact métrisable par une application continue est un compact

métrisable), donc Z est f(1)-dénombrablement séparante,donc la proposition
s’applique encore.

Remarque. 2. Dans le cas de la continuité 4 droite, on a évidemment
I’énoncé suivant: pour tout s, pour A-presque tout w, pour A -presque tout
o', tefi(w) et t f(w) coincident sur R N[ —o0,s]; il suffit en effet de
remplacer R’ par R’ U{s}. Mais je ne sais pas si I’on peut intervertir ‘‘pour
tout s’ et ‘““pour A-presque tout w”’. Nous verrons cependant un cas trés
général ol c’est possible, mais la démonstration est considérablement plus
difficile. Voir proposition (518).
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Corollaire (5,7 bis). Soit (1), une désintégration réguliére de 1.
Soit F un ensemble de R x Q, F* sa section par teR, c. a d. I’ensemble des
o tels que (t,w) € F. On suppose que, pour tout teR, F'e T*\/ N, et que,
pour A-presque tout weQ, la section F, a une fonction caractéristique
continue a droite (resp. @ gauche). Alors, pour A-presque tout w, pour touts,
pour A -presque et A,-presque tout w’, pour tout t<s, (resp. t <), ©'
est dans F* ou dans (F' selon que w est dans F* ou dans (F".

11 suffit d’appliquer la proposition précédente a la fonction caractéristque
de F.

(5,8) Application des désintégrations réguliéres aux martingales

Nous avons démontré des propriétés trés fortes des surmartingales régu-
litres au § précédent, en faisant sur (Y,%) des hypothéses de compacité et
métrisabilité. Maintenant, nous allons montrer & peu prés les mémes résultats,
en supposant seulement que (v,)q,,) €st une J-martingale ou surmartingale
sur (Y, %), J o-finie, mais nous supposerons sur (Q,?) les hypothéses indiquées
au début de ce §, impliquant I’existence de désintégrations réguliéres de A
pour (), r (on comparera au théoréme (2, 31)).

Proposition (5,9). Soit @ — v, une fonction sur Q, a valeurs mesures

*
sur (Y,%), appartenant a 0, J = j VodA(®) o-finie. Soit (M), une dés-
Q
intégration réguliére de 1 pour (7"), g . Alors (V) .cy» 0% Ve = f VprdAy(w'),
Q

est une martingale réguliére d’espérances conditionnelles de w — v, pour
les tribus .

En outre, si (X, )0y est une famille de limites & gauche associée a la

désintégration réguliére, alors les v!, = f v, dA (©") forment un systéme
Q

de limites a gauche pour la martingale (v,)q..), et ® — v, est une espé-

rance conditionnelle de ® — v,, pour la tribu 7"~ et 1.

Remarque. Si w — ¥, est seulement A-mesurable, on sait, par le lemme
(1,12 bis), si ¥ est J-dénombrablement engendrée, qu’il existe une fonction
@ - v, qui lui est A-presque partout égale donc a les mémes espérances
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conditionnelles, mais appartient & la tribu ¢. On se raméne donc aisément
au cas traité ici, qui a le mérite de ne faire aucune autre hypothése sur J que
la o-finitude. Par contre, nous avons vu au théoréme (2,16) que cette seule
condition de o-finitude n’entraine peut-étre pas 1’unicité de 1’espérance con-
ditionnelle; la famille des v!,” n’est pas forcément unique non plus, si % n’est
pas J-dénombrablement engendrée.

Démonstration. Le théoréme (2,31) dit justement que, pour tout ¢,
o — V., (resp. Vi, ) est une espérance conditionnelle de w — v, relativement &
T (resp. 7).

Soit fune fonction = 0 sur Y, appartenant 3 % . Alors la fonction g sur Q,
définie par g(w’) = v,(f), est dans O, et I’on a exactement vi,(f) = 2,(9),
Vo (f) = X, (9). Le fait que (), soit une désintégration réguliére entraine
alors que, pour A-presque tout w, t — A (g) soit réglée et continue a droite,
donc aussi ¢ — v;,(f), donc (V;))(,e) est une martingale réguli¢re. Ensuite, si
f est en outre J-intégrable, alors g est A-intégrable (et J(f) = A(g)), de sorte
que, pour A-presque tout w, g est A, -intégrable donc f V|, -intégrable, et
Vo () =45 (@) = flim  #,(9) = lim v(f), cqfd.

t'<t,t’'>t t’<t.t’'->t
Nous allons maintenant faire la méme étude pour des surnﬁrtingales mais
elle est notablement plus délicate.

Lemme (5,10). Soit (1)t une désintégration réguliére de A pour
(T)ser et s0it (A )¢,0) Un systéme de limites a gauche. Pour A-presque
tout w, pour tout s, pour tout t, on a les formules intégrales:

W [ i) = s
Q

® J XeydAy (') = 23, pour t 2 s, A, pour t<s;
Q

(€)) f Xy dAi(w") = A% pour t>s, Al pour t < s;
Q

@ [ i) = gen-
4]



SURMARTINGALES REGULIERES . . . 109

(On peut I’écrire en une seule formule: sit =tout—, o =5 ou s—, c’est
toujours AMin(=9)

Démonstration. Fixonst. Soit R’ dense dans R, contenant tous les points
isolés a droite de R N [—o0,t]. Pour s’ € R’, pour A-presque tout w, on a les
formules intégrales, d’aprés la proposition (3,10 bis) (avec I = I, & = J°
ou J°7). Donc, pour A-presque tout w on a ces formules pour tout s"€R .

Utilisons alors la proposition (5,9). Elle nous dit que (s, w) —» f A, dA (")
Q

est une martingale réguli¢re (d’espérances conditionnelles de la fonction
o’ = X,., pour s < t). Mais (s,w) — 4, est aussi une martingale réguliére.
Elles sont A-presque partout égales sur R’ x Q, d’aprés ce que nous venons
de voir, donc sur (R N[ —0,t]) x Q par le corollaire (4,10 quarto). Ensuite
(A5 )(s,0) €St un systéme de limites & gauche de la deuxiéme et encore la pro-

position (5,9) nous dit que (s,w) — f A,.d2% (") est un systéme de limites
Q

a gauche de la premitre, donc elles sont bien A-presque partout égales.

Nous avons donc démontré que, pour tout ¢, pour A-presque tout w, pour
tout s < t, on a les deux premiéres formules intégrales; il nous faut main-
tenant intervertir ‘‘pour tout ¢’ et ‘‘pour A-presque tout ”’’. On remarquera
d’abord qu’on peut toujours remplacer la désintégration réguliére par une
autre; en effet, pour A-presque tout w, pour tout s, 4], et A, sont inchaﬂgées
et d’autre part, pour A-presque tout @', pour tout ¢, les 1. sont inchangées,
donc, pour A-presque tout w, pour tout s, pour tout ¢, la fonction '+ A:,,,
est remplacée par une fonction Aj-presque et A5 -presque partout égale, ce
qui ne change rien non plus aux seconds membres des formules. On peut
donc supposer toutes les A, et 1, dans un méme espace Mg, # systéme
A-déterminant, et toutes de masse < 1. Alors, d’une part, pour A-presque
tout w, pour tout s, pour toutt'e R’, t’ < s, on a les deux premiéres formules
intégrales; d’autre part, la désintégration étant réguliére, pour A-presque tout
, pour tout s, pour tout Be %, pour A;-presque et A, -presque tout w’,
la fonction t+ A} .(B) est continue 2 droite. Choisissons un tel . Lorsque
t'eR’, t' = t, tend vers t, la fonction '+ 1..(B) converge alors vers la
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fonction '+ A).(B), AS-presque partout et Al -presque partout: alors
'+ A,(B) sera i-mesurable et A5 -mesurable, pour tout Be#; d’aprés
la proposition G,w’+> A est aussi A -mesurable et A}, -mesurable, en tant
que fonction a valeurs mesures sur (Q,0). Donc toutes les intégrales écrites
ont un sens. Ensuite, par le théoréme de convergence de Lebesgue, applicable
parce que 4,(B) < 1:

5@ = lin [ @) - [ LG

Q

257°(B) = lim | AL.(B)dI (@) = J 2 AB)A ().
t'>t
Q

Q
Enfaisant B = (JY’, ontrouve 0 partout, doncf A A (@) et f AddAi (@),
Q Q

mesures de masse < 1, appartiennent encore 3 M4; elles sont égales respec-
tivement 3 A et & AJ” sur tout Be #, donc elles sont exactement A5, et 13, ,
ce qui achéve la démonstration pour les deux premiéres formules, pour s < ¢t.
Mais les deux derniéres s’en déduisent aussitét, pour s <t. En effet, pour
A-presque tout w’, pour tout Be#, lorsque t' € R’ tend vers ¢t par valeurs
<t, 2,.(B) tend vers A7 (B); donc, pour A-presque tout @, pour tout s, la
fonction o'+ A%.(B) tend vers la fonction o’ — A (B), A% -presque partout
et A5 -presque partout, en restant bornée par 1, lorsque ¢’ <t tend vers ¢.
La méme méthode que ci-dessus montre que, si @ satisfait & toutes ces pro-
priétés, on a, par le théoréme de convergence de Lebesgue, pour s < t:

A =lim | ALdi(e) = f Ay (")
Q

t'-¢
t'<t Q

Ay

t'-t
t’'<t Q

lim AL () = f ALdi (),
Q
la limite étant prise dans Mg.
Nous avons donc démontré les deux premiéres formules pour s < ¢, les deux

derni¢res pour s < t.
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Considérons maintenant la fonction (t,w)+ A,, 3 valeurs dans M,; pour
tout ¢, w+ A, appartient & 7, et, pour A-presque tout w, t+- A, est con-
tinue & droite. L’espace M4 est métrisable séparable, sa tribu borélienne est
donc dénombrablement séparante. La proposition (5,7) dit alors que, pour
J-presque tout w, pour tout s, pour tout t <s, la fonction w’+> A}, est A3-
presque partout et A5, -presque partout égale A la constante A); cela donne
immédiatement les deux premiéres formules intégrales pour s > ¢t. En utili-
sant la fonction (t,w) - 1, , et la continuité & gauche de t — !, pour
A-presque tout w, la méme proposition (5,7) dit que, pour A-presque tout w,
pour tout s, pour tout ¢ < s, @'+ A5, est A} -presque partout et 1 -presque
partout égale 3 la constante A, , ce qui donne les deux dernidéres formules
intégrales cherchées pour s = t.

Lemme (5,11). Hypothése J-dénombrable.
Soient (v:;)(,,,m), sur R’ x Q, une J-surmartingale de mesures et (Ay),z)
une désintégration réguliére de A pour (7). g.

1) Pour A-presque tout «, pour tout seR,v,)* = fvzfdl‘f;(w’) est
Q
défini pour tout t'eR’, et t' — v,'® est une fonction décroissante sur
R' N [s, + ©].
2) Sit-»J'= fv:,;dl(a)) est continue a droite sur R’, alors pour
Q
J-presque tout @, pour tout s,t’ — v, *est continue a droite sur R’ N [s, +0].

3) Les mémes résultats sont valables avec v.,”* = f vadIE (@)

Q

Démonstration. 1) Puisque ¥ est J-dénombrablement engendrée, la
proposition (4,8 bis) (appliquée aux (1)) montre que, pour A-presque
tout w, pour tout s, pour tout ¢’ € R’, la fonction i valeurs mesures o’ — v',.,
A-mesurable (elle appartient 3 J7), est A% -mesurable. Donc v',"* est bien
définie, pour A-presque tout w, pour s, pour tout #’€R’. Bien entendu,
d’aprés (2,31), @ — v.,”* est une espérance conditionnelle de @’ — Vo, pour
la tribu F;5.
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Mais ce n’est pas ici une valeur de s qui nous intéresse, c’est le: “pour
A-presque tout @, pour tout s>.

Le lemme précédent indique aussi que, si '€R’, t"eR’, t' £ t", pour

A-presque tout w, pour tout s <t', A5, = f A..dA(w"). Choisissons @
Q
avec toutes les propriétés précédentes: la proposition (1,17) dit qu’alors

VoS = f Vo dAS (") = f dA (") f Voodll (") = f Vi AR ('),
Q Q Q Q
Mais, (vi;)(,.,w) étant une surmartingale sur R’ x Q, le point 2 de la pro-
position (4,5) dit que, pour A-presque tout w’, v:" < vi. (ceci, pour t’, ¢

fixés, ou variables, puisque R’ est dénombrable); donc, pour A-presque tout @,

pour tout s, pour AS-presque tout ', vi:" < V.., et alors f Vol dA (")
Q
= f ve.dAS (') = v'*, ce qui montre la propriété de décroissance.
Q
2) Pour A-presque tout w’,t" — v, < v\, est donc décroissante, et a
donc une limite #,, £ v&,, quand ¢’ tend vers ¢ par valeurs strictement

supérieures.

Par Fatou, f Vo dMw") tend vers J 7.dA(w').
Q Q

Mais jv;:,"d).(w’) = f vo.dA(w") = J¥, la limite est donc J'', si I’on
Q Q

suppose la continuité 3 droite des intégrales; donc f 7.dMw’) = f v dA ("),
o o
avec 7., < v, A-presque partout. On a donc égalité A-presque partout (point 2

de (2,7 bis)): donc, pour A-presque tout ', pour tout t',t", t' £¢”,
#, = lim . =,,. Donc, pour A-presque ‘out @, pour tout s,
t">t't"—=t’

’
"st

pour A-presque tout w’, v.,: tend vers v.,, pour t" — t', et par suite, par

L] L]
. " . ” g7 ’ I,
Fatou, lim v)*= lim J Vi dAl(w) = J. vo.diy(w") = v,
>, -t >ttt
Q Q

ce qui achéve la démonstration.
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3) Les mémes résultats sont valables avec les A, , en remplagant J° par
T~

Proposition (5,12). Hypothése J-dénombrable.

Soit (A,)¢.«) une désintégration réguliére de A pour T, re

1) Toutz J-surmartingale de mesures (vz',)(,.,m, sur (Y,%), définie sur

R' x Q, a intégrale t' - J' = f v, dA(w) continue @ droite, admet un pro-
Q
longement en une J-surmartingale réguliére (v,); ) sur R x Q; pour A-

presque tout w, pour tout s, v, = lim j v, dAS(@").
t'eR’t'2s,t"' s

2) Toute J-surmartingale de mesures (v)) o, @ intégrale t — J* continue

d droite, admet des modifications réguliéres. Deux d’entre elles sont A-presque
partout égales. Pour toute modification réguliére (vy)).0)> pOUr A-presque

tout @, pour tout s, on a v, = lim f vh.dAS(w’).

t'eR"t'Zs,t' s
3) Si (vf,,)(,.,‘,) est une J-surmartingale réguliére, pour A-presque tout w,

pour tout s, la fonction t f v,,-dA5 (") est définie sur R N\ [[s, + o], et est
Q

décroissante et continue d droite; sa valeur pour t =s est f v, dis (@) = v,

Q
Le méme résultat est valable pour A;,” au lieu de 1., sauf en ce qui concerne la

valeur pour t = s. Toutefois, si la martingale donnée a un systéme de limites a

gauche (v, )1, alors, pour A-presque tout w, pour tout s, vi, = f Vo, dA, (w).

Q
4) Soit (vf,,)(,,w) une famille de mesures sur (Y,¥), telle que, pour tout

t, o+ v, appartienne d 7' et que J = J' = f vi,dA(»). Pour que ce soit

0
une surmartingale (resp. une surmartingale réguliére), il faut et el suffit que

pour tout s, pour tout t = s, pour A-presque tout @, on ait v, = f Vi d A3, (")

Q
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(resp. que, pour A-presque tout w, pour tout s, pour tout t = s, on ait la
méme inégalité, et que le 2éme membre soit une fonction décroissante de t,
tendant vers le premier quand t = s tend vers s).

Démonstration. 1)A)Puisque o’ — v.. est dans 7, elle est A-mesurable;
d’apres le lemme (1,12 bis), il en existe une modification, w’ — vf,;, ,
A-presque partout égale, et qui est dans @ (naturellement, elle n’est plus dans

I, mais dans I \/ A",). Posons alors v\, = f vo.dA ("), qui existe
Q

toujours; en outre, @ — v\, appartient 3 J°, et w — v.,’* est une espérance

conditionnelle de w — v, pour J %A. Maintenant introduisons la suite

(s,)scn d’approximation de s définie par Z = (R,),.n. Modifions-1a comme

suit: Pour tout s, au lieu d’utiliser s,, nous utiliserons s,, égal & s,sis # R,

ou si seR, est isolé A droite dans R; sinon, s, sera le premier point de R,

qui majore strictement s,; les raisons de ce choix apparaitront plus loin.
Soit # un systéme J-déterminant,

_ Nous appellerons alors U [’ensemble des (s,w)eR x Q pour lesquels

ve(GY") = O pour tout n, vi*(Y,) < + oo pour tout n et tout m, et la suite

(" ), en st croissante. Nous appellerons 7, la limite de vir'*, pour n infini,
si(s,w)eU.

B) Pour tout s, I’ensemble Q des__w_ pour lesquels (s,w) e U appartient

A J°. En effet, d’aprés le lemme F, si v3»"*e Mg, la croissance de la suite des

s s’écrit:vS(#) < vir+4Sn pour tout n et tout Be # N 'Y,,, meN; et toutes

les fonctions w — v™* appartiennent a3 7 °. En outre, o — 7,(B) appartient
alors 3 7 *NQ,, pour tout Be% doncaussi @ — ¥;,. Si donc on pose 7 ;= 0.
pour (s,w) ¢ U, maintenant ¥, est défini pour tout s et tout w, et, pour tout
s, w » 7, est dans J°,

C) Pour A-presque tout w, (_st)eU pour tout s. En effet, pour tout
t' €eR’, pour A-presque tout o', v,.((Y’) = 0; donc, pour A-presque tout w,

pour AS-presque tout w’, pour tout t'e€R’, v,.(0Y") =0, et v,"(0Y’) =

f v (0Y")d% (") = 0. Ensuite, la fonction o’ — v5.(Y,,) est A-intégrable;
K. .



SURMARTINGALES REGULIERES . .. 115

donc, pour A-presque tout @, pour tout s, elle est A} -intégrable, et vir*
(Y,) est alors fini pour tout n et tout m. Enfin le lemme précédent

dit que, pour A-presque tout w, pour tout s, t' — f vi.d23(w") est
Q

décroissante sur R’, donc (v%),n Sera croissante. Il est donc bien montré
que, pour A-presque tout w, pour tout s, (s,w)eU.
D) La famille (7)) €st a intégrale continue a droite sur R. En effet,

pour seR, J*= f PidA(w) = lim,_, f vi"Sd)(w) (limite A-presque partout

Q Q
d’une suite croissante, Fatou) = lim vir dM(w) (propriété des espé-
n-*ow

rances conditionnelles). Or la fonction t’ — f vEdA(w) = J* est supposée
Q

décroissante et continue a droite sur R’, donc la fonction s » J*= lim J*

n—o

= lim J¥ est décroissante et continue 3 droite sur R. En outre J* < J.

t'28t'—s

E) Montrons que, pour tout n, (vy'¥),,) €St une surmartingale régu-
lire; comme (¥,)s.0) €St A-presque partout la limite de la suite, A-presque
partout croissante, de ces surmartingales, elle sera aussi une surmartingale

réguliére. Soit s < ¢, donc 5, < 7,. Pour 4eJ~, f VS di(w) = f vir dM(w)
A 4

(égalité des espérances conditionnelles) = f W, dA(w) (ingalité des surmar-

A

tingales) = I vi» ' d)(w) (égalité des espérances conditionnelles).

A

Donc (v&%)(s,0) €St bien une surmartingale. Elle est réguliére, et c’est 13
qu’intervient le choix particulier des 3,.

Soient en effet «, B, deux points consécutifs de R,. Pour tout se[e,f[,
s, = opours = a,ets, = fpours # a; mais alors §, = B pour tout s € [o, B[,
si x€ R, n’est pas isolé & droite dans R; si « est isol¢ 4 droite dans R, on a
encore E,,— = o, pour s = a, mais ce sera sans importance pour la continuité
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A droite, puisque a« est isolé & droite dans R. Alors s — v¥™* n’est autre,

dans [a, B[, que s — j vE.dA(w"), si « n’est pas isolé & droite dans R, et
Q

la méme fonction, sauf au point & ou c’est f vg-dAi(w), si o est isolé A droite
Q

dans R. Dans chaque cas, la proposition (5,9) dit justement que cette fonction

es: continue a droite dans [a, B[, et la surmartinga'e (v*).., est bien

réguli¢re. Donc maintenant (7)) €St une surmartingale réguliére. Mais elle

ne prolonge pas nécessairement la surmartingale donnée (v,f,')(s,,w) sur R’ x Q.

Cependalnt_,le lemme précédent dit que, pour A-presque tout w, pour tout

s’eR’, v>~%"va en croissant et tend vers v5'* pour n infini. Comme ensuite

vf;""_=_v:; pour A-presque tout o (unicité des espérances conditionnelles), et
que v& = VS, pour A-presque tout w, on voit que, pour s'€R’, ¥ =5
A-presque partout. Si donc nous appelons vy la mesure égale i ¥, pour

s¢ R’ et & v, pour seR’, (V3);.0) @ toutes les propriétis vouluss.

2) Soit maintenant (v;,)),, une surmartingale sur Rx Q, a intégrale t — J*
continue & droite. On peut prendre sa restriction 2 R’ x Q, puis trouver un pro-
longement & R x Q, régulier d’aprés la partie 1), soit (Vo)wwy- 1l nous reste &
montrer que %)(,,w) est une modification de (vfo)(,,a,) , autrement dit que, pour
t€R donné, v, = v}, pour A-presque tout . On refait la démonstfation C
du théoréme (4,16). R" U {t} est encore dénombrable, donc la proposition
4,7) dit que (v, est réguliere sur (R’ U {t}) x Q. La proposition (4,10
quarto) dit alors que (vi)(a) €t (Vo)wwy, surmartingales réguliéres qui co-

incident A-presque partout sur R’, coincident A-presque partout sur
(R"U{t}) x Q.

3) Sila J-surmartingale (V})¢,q est réguliére, elle admet une modifica-
tion également réguliére, ol toutes les mesures sont dans un méme Mg,
# systéme J-déterminant (proposition (4,7)); et il est visible qu’une telle
modification ne change rien, car elle est A-presque partout égale a la sur-
martingale donnée, de sorte que, pour A-presque tout w, pour tout s, pour
tout ¢ = s, la fonction '+ v), est remplacée par une fonction A-presque
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et X, -presque partout égale. Faisons donc I’hypohtése que toutes les v, sont
dans M4. En répétant mot pour mot la démonstration de la fin de la proposi-
tion (5,10), (en gardant A, et A, maisenremplagant A%, par v.,), on voit que
toutes les intégrales écrites ont un sens: pour A-presque tout w, pour tout s,
pour tout t = s, la fonction w’+ v, est A,-mesurable et définit donc des
mesures f vh,dAE(0’) et f Vi, dAS (w"). En appliquant la partie 2, et la pro-
Q Q
position (5,10), on voit que, pour A-presque tout w, pour tout s:
a) pour tout t = s, o’ V., est A5 -mesurable;

b) t's f ve.dA3(w") estdécroissante et continue A droitesur R’ N [s, + 0],
Q
et sa valeur limite en s est vj,;

b") pour A -presque tout w”, pour tout t=s, t'+> fvf,,',dl:,ﬂ(a)’) est
Q
définie et décroissante sur R’ N[t, + o], et sa valeur limite en ¢ est Vs

c) pour tout t = s, A = fl;,ndlfo(w”).
Q

Choisissons un o ayant toutes ces propriétés, et s < ¢t < t’. Appliquons la
proposition (1,17) d’intégrales superposées, a partir de c):

f vi.dAi(w") = J‘ dAs (") J' vEdX ().
Q Q"

Q

Cette proposition (1,17) est applicable, parce que I’intégrale du ler membre,
majorée par v, est o-finie, et que % est v; dénombrablement engendrée,
puisque v, € M 4. Faisons alors tendre ¢’ vers t; la derniére intégrale é&crite,
d’aprés b’), croit et tend vers v},», pour A, -presque tout »”; donc le deuxidme

membre, par Fatou, tend en croissant vers f vi.dli(w”). Ceci prouve que,

Q

pour ¢’ = t tendant vers ¢, f vi.dA3(w") tend en croissant vers f v dAs (o).
a2 a
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On déduit alors de b) que t+ f v, dA>(w") est une fonction décroissante
Q
et continue & droite sur R N [s, + o], et que sa valeur en s est v;,. Ceci régle

la partie 3 de I’énoncé en ce qui concerne les intégrales par rapport i 4;,. Pour
les intégrales par rapport & A3, , on peut faire le méme raisonnement; toute-
fois, en général, la surmartingale n’admettra pas de limites & gauche (nous
sommes seulement dans le cas de I’hypohtése J-dénombrable). On fera des
hypothéses analogues 3 a, b, b’, ¢ en remplagant partout 1; par A, , mais en

gardant 1}, et en écrivant pour ¢: 1)~ = J- 2,.dA, ("), et sans rien supposer
Q
pour les valeurs limites en s ou en ¢. Soit ¢’ fixé dans R’. On sait, par la pro-

position (5,9), que (s,0)+ fvg.dl;(w’) est une martingale réguliére d’es-
Q

pérances conditionnelles de w+ v..., pour les tribus 7° \/ A, (car o’ -,

appartient 3 ", donc est A-mesurable, mais n’appartient pas i 0). Et cette

proposition en donne aussi un systéme de limites 3 gauche, les (s,w) - pS*

= f vL.d2E (@"); et la proposition (4,20) dit alors que, pour A-presque tout
Q
o, pour tout s, cette limite 3 gauche p%' est dans Mg; elle est donc o-finie
et ¥ est p5"-dénombrablement engendrée.
On choisira w vérifiant, outre a, b, b’, c, cette propriété pour tout t'eR’,
et on aura la formule intégrale de (1,17):

f VoA () = f A2 (") f yEdI ("),
Q Q Q

En faisant encore tendre ¢’ vers ¢, on trouvera quef ve.d2 (") tend en

0

croissant vers f vl dx, ("), donc que t+ f v, d2, (') est décroissante
L
Q

et continue 3 droite sur R N[s, + «].

On ne peut rien de plus si la surmartingale donnée n’a pas de limites a
gauche (dont, rappelons-le, I’existence n’est pas assurée dans I’hypothése
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J-dénombrable). Mais la martingale réguliére (s,)+ f v, dAi(w') est
Q

A-presque partout majorée, pour s <t’, par la surmartingale réguliére
(s,w) + v;,. Si donc cette derniére admet des limites & gauche, il y aura la
méme majoration: pour A-presque tout w, pour tout s, pour tout t' = s:

f vi.dA (@) v . En passant i la limite pour t' tendant vers s:
Q

fv;,d,l,’,,‘(a)’) < v}, ce qui achéve de démontrer 3).
Q

4) Le casdela surmartingale se déduit de celui de la surmartingale réguliére
en prenant un ensemble R réduit & 2 éléments, {s,t}. Si la famille (v)) o)
est une J-surmartingale, nous venons démontrer & 3) qu’elle a les propriétés
indiquées. Supposons inversement ces propriétés réalisées. Pour tout s, pour
tout t = s, ’inégalité est celle des surmartingales, donc on a en tout cas une
J-surmartingale.

Elle est & intégrales continues a droite; en effet, de la formule intégrale

A= f AdMw), on peut déduire, pour s et t fixés: J' = j v dMw') =
Q

Q

J dA(w) 1 Vo dA(0").

La proposition (1,17) est en effet applicable, parce que J* est o-finie et
% J'-dénombrablement engendrée. Mais, pour A-presque tout w, pour tout s,

f vi,dAi(w') tend par hypothése en croissant vers v3 lorsque ¢ tend vers s;
Q

par Fatou, on en déduit que le dernier membre tend vers f vidM(w), c’est-

Q
a-dire que J* tend vers J° quand ¢ tend vers s. On sait alors par 2), que la sur-

martingale donnée admet des modifications réguli¢res, et en outre que toute
modification réguliére est donnée, pour A-presque tout @, pour tout s, par

la limite, pour ¢’ = s, t' € R’, tendant vers s, de f v:,,',d/l;(w’), c’est-a-dire

Q

v,. cqfd.
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Remarque. Il existe naturellement un énoncé analogue pour une sur-
martingale de fonctions 3 valeurs réelles, au lien d’une surmartingale de fonc-
tions a valeurs mesures (c’en est un cas particulier pour des fonctions = 0,en
prenant Y réduit & un point); la démonstration est la méme, en plus simple.

Remarque. Par contreje ne vois aucun moyen d’obtenir par des procédés
de ce genre les limites & gauche (v}, ),,.,,, et sans doute n’existent-elles pas sans
les hypothéses trés fortes de J-compacité. Donc je ne vois pas de possibilité
d’une premiére décomposition de Riesz (proposition (4,24)), qui utilise les
v2 . Par contre la deuxiéme décomposition de Riesz ne les utilise pas et sub-
siste.

Proposition (5,13). Hypothése J-dénonbrable.

Soit b = SupR, b ¢ R.[1] Soient (A,,).,») une désintégration réguliére de A
pour (7)cr et (Vi) o) une J-surmartingale réguliére sur (Y,%). Alors on
peut écrire Vi, = p, + 0%y, ot (P4) ) €St une martingale réguliére, et
(0%, €St un potentiel régulier, c. a d. une surmartingale réguliére dont

Pintégrale X' = f o', dM(w) tend vers O pour t tendant vers b. Cette dé-
Q
composition est unique @ des ensembles A-négligeables prés. En outre, on

a, pour A-presque tout ®, pour tout t, p', = lim | v2.dl (o).
60—+b

Démonstration. On se trouve dans les conditions d’application de
(4,25): les espérances conditionnelles existent par (2,31), ainsi que les modi-
fications réguli‘res des surmartingales par (5,12). La seule chose nouvelle
est ’expression explicite de la martingale (o)., . Reprenons la construction

On,t

de (4,25); pour p®', nous pouvons, par (4,22), prendre por* = f vindal (o).

Q
Mais alors, une suite étant dénombrable, le lemme (5.11) dit justement que,

pour A-presque tout w, pour tout ¢, la suite (pf,,"")(,‘m) ainsi définie est dé-
croissante; donc sa limite existe (toutes ces mesures étant og-finies), soit

{11 Voir note [1], page (97).
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P, = lim pJ»'. Ensuite, pour n fixé, (o), > POUr t <6,, est une mar-

n—*c0

tingale réguliere pour les tribus J*\/ .4, par la proposition (5,9). Alors

(Po)t.0) €St limite A-presque partout d’une suite décroissante de martingales
réguli¢res, donc elle est, elle aussi, une martingale réguli¢re (il suffit de rai-

sonner par différence: @"— Py €St A-presque partout limite de la suite
croissante des (p%" — p%"), ), martingales régulidres). Mais alors la martin-
gale finale, (p))..), modification réguliére d’une surmartingale réguliére pour
T\ N, lui est A-presque partout égale. Comme enfin, d’aprés le point 3
de la proposition (5,12), pour A-presque tout w, pour tout f¢,

0 Jvz,dl;(w’) est décroissante, on peut remplacer la limite pour 6,
Q
tendant vers b par la limite pour 0 tendant vers b.

Propesition (5,14). Soit (,l'w)(,,o,) une désintégration réguliére de A pour
(T)er €t (A )t un systéme de limites a gauche. Soit (f*); g une sur-
martingaleréguliére d valeursréelles, (f*~), . g son systéme de limites a gauche.
Pour A-presque tout w, pour tout s: pour X,-presque tout ', la trajectoire
tofi(w), t <5, est égale a la trajectoire t f'(w); pour A, -presque
tout @', tof'@), t<s, est égale a tvf'(w); pour A -presque et
A -presque tout o', t+> fi-(w'), t £ s, est égale a t+ [~ (w).

Démonstration. Ilsuffit d’appliquer la proposition (5,7), la continuité a
droite pourles f* etla continuité & gauche pour les f*~, pour obtenir tous les
résutats, sauf un: on trouve seulement que, pour A-presque tout w, pour tout s,
pour A -presque tout o’, t > f!(w’) est égale a t > f'(w) pour ¢t < s et non pour
t < s. Il nous faut donc démontrer en plus que, pour A-presque tout @, pour
tout s, pour Aj-presque tout ', f(w’) =f'(w), autrement dit f* est
A5-presque partout égale 3 f°(w). Nous le ferons en plusieures étapes.

1) Supposons qu’on ait une inégalité f(t,w) < M < + co. Montrons que,
pour J-presque tout w, pour tout s tel que f(s,w) = M, f* est A -presque
partout égale 3 M. On peut supposer 4, de masse 1. Nous savons que
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2o(f®) = f(w) = M, par le point 3 dela proposition (5,12); alors A5,(M —f*) =0
avec M —f* 2 0, donc M — f* est bien A -presque partout nulle.

2) Sans hypothése sur f, posons f,; = Inf(f M); on obtient une sur-
martingale, partout majorée par M. On peut lui appliquer le résultat 1; donc,
pour J-presque tout w, pour tout s tel que f'(w) = M, on a, A)-presque
partout, f* =2 M.

3) Ceci est encore vrai pour A-presque tout w, tout s, et pour tout M
rationnel. Considérons un w ayant cette propriété, et vérifiant en outre
25(f%) = f°(w) pour tout s. Pour un tel w, pour tout s, pour A,-presque
tout w’, on a f°(w’) = M pour tout M rationnel tel que f*(w) = M, donc
(@) = f(@). On a donc f* = f'(w) A,-presque partout; mais en méme
temps A(f') =f%(w). On peut en conclure A, (f° —f*(w)) =0 avec
f* — f(w) %;,-presque partout = 0, donc f* = f*(w) A,-presque partout, toutes
les fois que f*(w) est fini, Mais, si f*(w)= + 00, f* = f%(w) donne encore = f*(w).
D’autre part, les f* formant une surmartingale réguliére, pour A-presque
tout w, pour tout s, f°(w) > — oo (en effet, les Inf(f30) forment une sur-
martingale réguliére, & intégrales finies et continues a droite, donc elle admet
d’aprés le point 1 du théoréme (4,3), une modification réguliére partout
finie; et celle-ci est égale & f A-presque partout sur {(s,w);f*(w) =< 0}). Ceci
achéve la démonstration.

Proposition (5,15) Soit (Ae)(r, o) une désintégration réguliére de A pour
(I ser> (l:,,")(,,a,) un systéme de limites a gauche; soit (v:,)(,’m) une
J-surmartingale réguliére, éventuellement (v'w—)(,,m) un systéme de limites @
gauche; hypothése J-dénombrable. Pour A-presque tout o, pour tout s:
pour ). -presque tout o', la trajectoire t—v,,, t < s, est égale a la trajec-
toire t- v,,; pour X, -presque tout ', t— V.., t<s, est égale a tovl;

pour Aw"-presque et )5 -presque tout ', t > v, t < 5, est égale a t v, .

Démonstration. On voit comme toujours qu’on peut remplacer la sur-
martingale donnée par une modification réguliére, de sorte qu’on peut
supposer toutes les v, dans un méme espace M,, # systéme J-déter-
minant, 11 suffira alors de prendre les valeurs des v,,, v,, , v, Vi, dans 1%é-
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noncé, sur Be # (# est dénombrable), pour obtenir le résultat en appliquant
le lemme F.

Nous allons maintenant étendre la proposition (5,7), au cas continu a
droite, pour t < s.

Corollaire (5,15 bis). Dans les conditions de la précédente propo-

sition, on a, pour A-presque tout w, pour tout s, pour tout t, les formules
intégrales:

J Vo dA(w') = Vi, pour t < s;

Q

J vhdAL (') = v, pour t<s;
[e]

J v dig(w) = J‘ Vo dAy (@) = v, pour t S's.
a o

Lemme (5,16) Soit f une fonction sur R x Q, a valeurs réelles; on
suppose que pour tout t, f'€ J*, et que, pour tout w, f,: t+ f(w) est réglée
et continue & droite. On suppose en outre que R U {b}, ot b = SupR, est
fermé dans R. On definit une fonction M sur R x Q, comme suit: o(t,w)
étant le saut de f,, au point t, o(t,») = f'(w) — f*~(w), et p un nombre >0,

M(t,w) est le nombre des s <t pour lesquels o(s,w) = p. Alors, pour
tout w, t-> M(t,w), a valeurs dans N, est croissante et continue a droite
et, pour tout t, M': o+ M(t,w) est dans la tribu T, intersection des com-
plétées de T pour toutes les mesures abstraites sur J*.

Démonstration. Une fonction réglée et continue a droite a ses points
de saut = p isolés (parce que R U {b} est formé dans R), donc ou bienil y en
a un nombre fini, ou bien éventuellement une suite infinie croissante tendant
vers b, si b¢ R. Alors M prend des valeurs entiéres = O finies. Trivialement
t+ M(t,w) est continue i droite et croissante. Pour montrer que M* est dans
J*, nous pouvons une fois pour toutes fixer ¢, donc on peut supposer que
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R £t, et que I’ensemble dense R’ contient alors t. Appelons # la tribu
borélienne de cet R. Pour tout n, la foanction (s,w)+ f™(w) appartient
alors 3 £ x J*, donc aussi, par passage i la limite, f elle-méme; il est de
méme de f~ et de o. Considérons alors le sous-ensemble de R" x Q:
{ty<t, <--<t, St,0; o(t;,w) = p,-+,0(t,,w) = p}; il est dans la tribu
X" x T*. D’aprés le théoréme de Choquet, sa projection sur Q est donc
J-analytique et par suite appartient & J[*], cqfd.

Lemme (5,17). Soit RU {b} fermé dans R, et soit (A6 ).y une désin-
tégration réguliére de A pour (T*),.g. Soit f une fonction sur R x Q,
telle que, pour tout t, f'e T, et que, pour A-presque tout w, f,: t+ fi(w)
soit réglée et continue @ droite. Pour A-presque tout w, pour tout s, pour
A,-presque tout @', la trajectoire t — f*(0’), t <s, est égale a la trajectoire

t - f{w).

Démonstration. Nous savons déja, par la proposition (5,7), que c’est
vrai pour t <s, et, par la proposition (5,14) que c’est vrai pour t < s si f
est une surmartingale réguliére: en particulier si, pour A presque tout ®,
Jfo: t fi(w) est décroissante et continue & droite. Comme c’est vrai pour
t < s pour une constante, c’est vrai par différence, pour t < s, si f est crois-
sante, continue a droite, bornée par un nombre fini; également si f n’est pas
bornée, puisqu’elle est la limite des Inf (f,n) pour n tendant vers + oo.

Soit Q, un ensemble portant A tel que f, soit réglée et continue & droite pour
weQ. On peut remplacer f par 0 sur (Q\Q.) X R, et il est visible que cela
ne change rien au résultat, car, pour A-presque tout w, pour tout s, pour
2% -presque tout @', w et w’ sont dans Q.. Toutefois la nouvelle fonction f*
n’est plus dans J*, mais dans 7/ {Q.}, donc de toute facon dans 7*\/ A" ;
et on sait que (lf,,)(,,w) est aussi une désintégration réguliére pour les tribus
T*\/ A ;. Pour la nouvelle fonction, f,, est réglée et continue a droite pour
tout w, ce que nous supposerons désormais.

Pour tout p rationnel > 0, construisons la fonction °M définie au lemme
précédent. Pour tout ¢, °M* appartient aussi 4 7*'\/ 4", d’aprés ce lemme;
mais maintenant toutes les M, sont croissantes et continues 3 droite, donc

[*] Voir par exemple P. A. Meyer [1], chap. IV, t. 52, page 102.
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nous avons pour *M un résultat relatif aux trajectoires pour ¢ < s. Et cecirestera
vrai pour A-presque tout w, pour tout s, pour tout p rationnel > 0. Donc,
pour A-presque tout @, pour tout s, pour tout p rationnel >0, pour A}-presque
tout w’, les trajectoires ¢+ M (w’), et t+ M*(w) coincident pour t < s.
Il en résulte que, si le saut de 1’une des fonctions f,,., f,,, au point s, est > 0,
1e saut de l’autre lui est égal. Comme on peut faire le méme raisonnement
pour —f, on voit que, si I’'un des sauts est # 0, ’autre lui est égal; donc aussi
si ’un des deux est nul. On sait déja que les trajectoires ¢+ f(@’), t = f'(w),
coincident pour t <s, on sait maintenant en plus que leurs sauts au point
s coincident, donc les trejectcires coincident pour t < s.
Voici maintenant le résultat définitif qui étend la proposition (5,7):

Proposition (5,18). Soit ()., une désintégration réguliére de A pour
(T, er. On suppose R U {b}, b = SupR, fermé dans R. Soit f une fonction
sur R x Q, a valeurs dans un espace topologique Y souslinien complétement
régulier; on suppose que, pour tout t, f*€ I, et que, pour A-presque tout @,
Joite> (@) est réglée et continue a droite. Alors, pour A-presque tout w,

pour tout s, pour Al -presque tout o', les trajectoires f,., f,, coincident sur
RN[—oo0,s].

Démonstration. Quitte & remplacer la topologie de Y par une plus
faible, on peut supposer qu’il est un sous-espace topologique de R™. [1]

Chacune des projections de f répond alors aux conditions du lemme précédent,
d’ol le résultat.

Remarques. 1) Il n’est donc pas nécessaire de faire une hypothése
aussi stricte; il suffit qu’il existe une injection continue j de Y dans RY (ou
dans [0,1]"%), telle que, pour A-presque tout , j o f,, soit réglée et continue
4 droite. Il sera en fait rare que f, ne soit pas elle-méme continue a droite,
et en tout cas elle le devient par affaiblissement de la topologie, en identifiant
Y 4 j(Y); mais il se peut que jof, ait des limites & gauche dans R™ et non
dans j(Y), donc, pour I’hypothése réglée, cela peut étre intéressant.

2) Le fait d’exiger que Y soit souslinien complétement régulier ne semble,
pas trop génant. Mais il est souhaitable de se débarrasser de I’hypothése réglée

[1] Schwartz [1], corollaire 1, page 105.
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et de supposer seulement f, ou j . f, continue 3 droite. On peut y parvenir
comme suit. C’est au lemme (5,16) que cette hypothése s’est introduite. En
supposant seulement f continue 4 droite, on peut toujours appeler saut la
quantité o(t,0) = f(t,0) — lim inf. f(s,w). Ce qui empéche alors de con-

s<t,s—t
struire la fonction M, c’est que, pour p donné > 0, I’ensemble des t pour
lesquels 6(t,w) = p n’est plus une suite finie ou infinie, mais un ensemble
bien ordonné. Par un raisonnement un peu plus compliqué que ci-dessus, on

pourra définir M de la méme manidre, mais 4 valeurs dans l'ensemble des
ordinaux dénombrables, et on verra que, pour tout ¢, "M’ est encore dans
la tribu *, Un résultat connu dit alors qu’il existe un ordinal fixe &, dénom-
brable tel que, pour A-presque tout w, pour tout t, M(t,) Say[1]. Le résultat
du lemme (5,16) reste alors valable; nous laissons au lecteur le soin de voir
la démonstration dans ses détails. Donc la proposition (5,18) subsiste avec
I’amélioration notable: f est seulement supposée continue a droite, non
nécessairement réglée,

Dans les processus de Markov [2], Y est toujours souslinien complétement
régulier, etles trajectoires f,, sont généralement supposées continues a droite, et
réglées sur [0,{(w)[; ici il y a au plus un point, {(w), ol n’existe pas de limite &
gauche: dans ce cas, I'introduction des nombres ordinaux transfinis n’est pas né-
cessaire, simplement la quantité M(¢,w) (relative a un p > Oeta une des projec-
tions de RY) peut éventuellement prendre la valeur + co aux points t = {(w); le
fait que {w; M(t,w)=n} soit dans J* pour tout n e N, suffit pour conclure que
MfeJ", Sialors M*(w) = + 0, c’est que s = {(w), on saura que M*(w’) =
+ oo, donc s = {(w"), etalors f(w) =f° (@) =A.

3) 1l semble en partie indispensable que R U {b} soit fermé dans R.
Toutefois il suffit évidemment que f, ait une limite 4 gauche et & droite en
tout point de [ —oo,b[ UR, la limite & droite égale a f(¢,w) en tout point
te R. Comme P’existence d’une limite & gauche en b = Sup R n’est pas exigée
si b¢ R, on pourra aussi toujours supposer que R est réunion d’une famille
dénombrable de parties R’, chaque R'U {SupR'} étant fermé dans R, la
restriction des f,, a chaque R'étant réglée et continue a droite; on raisonnera
séparément sur chaque R’ et le résultat final subsiste.

[1] Voir P. A. MEYER [1], page 199.
[2] { est le temps de mort.
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§ 6. Désintégrations réguliéres et transitivité

Dans tout ce paragraphe, Q sera un espace topologique, A une mesure de
Radon sur Q, portée par une réunion dénombrable de compacts H,, disjoint
métrisables; Q’ sera leur reunion, )’ leur somme topologique et # = C'+(Q").
Elle admet alors des désintégrations relativement 3 toutes les sous-tribus I~
de la tribu A-mesurable, sur lesquelles elle est o-finie, et aussi des désintégra.,
tions réguliéres par rapport aux familles de tribus, croissantes, et continues
a droite.

Proposition (6,1). Soient &, et (7="), . des sous-tribus A-mesurables.
Si la suite (7"),n est croissante (resp. la suite (7 "), .n décroissante), si
T+ est la tribu engendrée par la réunion (resp. J~° la tribu intersection),
et si toutes les T (resp. 7 ") sont A-plus fortes que &, T ** (resp. T ™)
est aussi A-plus forte que & .

Démonstration. On peut prendre A finie (par (3,7 ter)). Prenons le cas
décroissant. Posons R=— N ={—c0,-:, —=n,--, =2, —1,0}, et R,={—n, -,
—2,—1,0}. Alors A admet une désintégration (s#, Z)-réguliére, soit (A,"),cq
pour ", (Ao")weq pour J ~: A, est la limite de A," dans 5 si cette
limite existe, O si elle n’existe pas (théoréme 4, 16).

Si maintenant u est une autre mesure analogue sur Q, et si Q' porte aussi u,
u admet aussi des désintégrations (¢, Z)-réguliéres; si on sait, pour une raison
quelconque, que, pour J ", elle admet la méme désintégration (1,")ycq
que A, alors, pour J %, ce sera aussi la méme désintégration (1,°)y eq
que pour A. Or, si (A)pea est une désintégration de A pour &, pour
A-presque tout w, Q' porte 12 et celleci est de masse 1; et, puisque

chaque J " est A-plus forte que &, pour A-presque tout w, J " est
2% -mesurable et A2 admet pour désintégration pour 7 " la méme que A
soit (A;"),eq- Alors bien entendu, pour ces valeurs de w, J ~“est aussi
dans la tribu lz -mesurable, et, d’aprés ce que nous avons dit, en prenant
p= 17,27 est désintégrée pour 7~ par (1;°)g cas donc I ~® est A-plus
forte que & .

Dans le cas de la suite croissante, il faut tout simplement renverser la gauche

et la droite dans les résultats du §4, et considérer le cas des familles de tribus



128 LAURENT SCHWARTZ

croissantes et continues a gauche, avec des désintégrations réguliéres a gauche,

avec R = +N, R, ={0,1,2,---,n}, et on obtient exactement le méme
résultat, cqfd.

Corollaire (6,2). Soit I ° Dintersection d’une suite (I "),en dé-
croissante de tribus A-mesurables. Si toutes les 7" sont A-fortes, leur inter-
section I ~° [Iest aussi.

Démonstration. La condition d’universelle mesurabilité est triviale.
Toutes les 7 ~" sont A-plus fortes que  ~*, donc aussi leur intersection 7~ %,
cafd.

Remarque. Il ne semble pas qu’on ait le méme résultat pour la tribu
J ** engendrée par la réunion d’une suite croissante (7"),.n. Ce qui reste

vrai, c’est que J *® est A-plus forte que toute sous-tribu de I’une quelconque
des T".

Corollaire (6,3). Soit (%'),cg une famille de sous-tribus de la tribu
A-mesurable; elle est indexée par R < R quelconque. On la suppose crois-

sante, mais non nécessairement continue & droite, et on pose 7' = (| @,
t'>t
pour t non isolé @ droite dans R et T° = U pour t isolé a droite. Alors

(T "), cr est croissante et continue a droite. Si les %' sont A-fortes, les T*
le sont aussi.

Résulte du corollaire (6.2).

L’intérét de ce résultat est son utilisation dans les processus. Soit X un
espace métrique complet séparable, et Rég(R, X) I’espace des fonctions sur
R, a valeurs dans X, réglées et continues & droite; on le munit de la topologie
de la convergence simple sur un ensemble dénombrable dense a droite dans R.
On sait qu’il est lusinien [1]. Un point w est donc un *‘trajectoire’” € Rég(R, X).
La probabilité A sur Q est quelconque. Pour teR, soit R* I’ensemble
RN[—o,t]; posons Q = Rég(R’,X). Alors, pour tout te€R, on a une
application borélienne r*: w — w‘de Q dans Q°, qui fait correspondre a chaque

[1] Vior ScawarTz [1], théoréme 19, page 138.



SURMARTINGALES REGULIERES. .. 129

trajectoire w sa restriction @' aux temps < t. Appelons @' la tribu borélienne
de Q% % sera I'image réciproque de ¢ par I’application r'; %'< €, c’est une
sous-tribu de la tribu borélienne de Q. Comme Q' est lusinien, & est dénom-
brablement engendrée, donc aussi #‘. D’autre part la famille (%), g est
évidemment croissante; %° est aussi ce qu’on appelle la tribu du passé de
I’instant ¢. Mais la famille des %* n’est pas coatinuz a droite.

C’est pourquoi on est amené a adopter les tribus J° = #* pour ¢ isolé 2

droite dans R, * = () %" pour ¢ non isolé a droite. Le corollaire pré-
t’'>t

cédent dit que (J°),. g, qui est maintenant croissante et continue a droite,
est une famille de sous-tribus A-fortes de la tribu borélienne de Q.

On peut aussi considérer (.9'—'),“{; c’est cncore une famille croissante et
continue 2 droite, et les 7 ¢ sont universellement mesurables et encore A-fortes,
d’aprés le corollaire (3, 9 bis). [1]

Dans la suite, nous nous intéressons aux familles (), g de tribus A-fortes.
Comme nous venons de le voir 4 la remarque qui suit le corollaire (6,2), les

tribus J*= \/ I ne le sont pas nécessairement, et il n’y a aucune
t’'<t

raison, en pratique, de ’espérer. (Cependant, dans le cas de processus étudiés
ci-dessus, 7°~ = %'~ est A-forte, parce que borélienne et dénombrablement
engend. ée).

Lemme (6,5). Soit (A})..y une désintégration réguliére de 1 pour
(T ) er: supposons les T* A-fortes. Soit teR. Pour )-presque tout w, pour
tout s, I* est Ai-presque et X, -presque universellement mesurable, et, pour
sSt, X, et A, sont désintégrées pour I* comme A elle-méme, c. a d. par
Yoo~ ea -

Démonstration. 1l existe Q' portant 4, tel que J* NQ’ soit universelle-
ment mesurable. Pour A-presque tout w, pour tout s, 45, et A} portent
Q’, donc T est A -presque et A5 -presque universellement mesurable, donc
en particulier A;-mesurable et 1, -mesurable. Pour A-presque tout w’, J°*
est A),-mesurable, et X,. est désintégrée pour 7 comme 4 elle-méme, puisque
J* est A-plus forte qu’'elle-m3me; donc, pour A-presque tout w, pour

Ao-presque et 2, -presque tout w’, J* est A .-mazsurable et 1!, est désin-
tégrée pour J* comme A.

[1] Mais, 7, A-forte, n’est pas A-dénombrablement engendrée en général; voir (8, 4.3).
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Enfin, pour A-presque tout w, pour tout s < ¢, A, et A2 sont des intégrales
de mesures A, par le lemme (5,10). Donc, par la proposition (3, 13), pour
J-presque tout w, pour tout s < t, 43 et A, sont aussi désintégrées pour
J* comme A elle-méme.

Théoréme (6,6). Soit (A,)..) une désintégration (#,Z%)-réguliére de
A pour (7%),cr; les T sont supposées A-fortes. Pour A-presque tout w, pour
tout s: toutes les T ° sont A,-presque et A, -presque universellement mesu-
rables, toutes les T, t = s, sont A -fortes et A, -fortes; A}, et A5, admettent
(e )t.0y comme désintégration (#,&)-réguliére pour les T*, t = s, et
(A )0y comme systéme de H#-limites @ gauche correspondantes pour
t>s.

Démonstration. 1) Le lemme précédent dit que, pour tout t’', pour
A-presque tout , pour tout s, 7" est A-presque et A, -presque universelle-
ment mesurable. Donc, pour A-presque tout w, pour tout s, les 7%, t'eR’,
sont A-presque et A, -presque universellement mesurables, donc aussi leur
réunion et par suite toutes les 7, teR.

2) Ensuite, toujours d’apres le lemme précédent, pour A-presque tout w,
pour tout s€R, pour tout '€ R’ N[s, + o], A, et A}, sont désintegrées
pour I par (A,)ercq-

Toutes les A, sont dans .#, de sorte que ’espace 2 est utilisable pour
toute A; a la place de 4. Donc, pour A-presque tout w, pour tout seR, 4,
et A, admettent une désintégration (¢, %) régulitre, qui est (A;, ) oy SUT
(R’ N [s, + oo]) x Q. Elle est alors déterminée pour teR N [s, + o], par la
condition 2 du théoréme (5,1), comme la limite de A.* dans %, aux points
@’ ou cette limite existe, et 0 aux points ol elle n’existe pas: c’est exactement
Ayry donc (A5, )0 €st bien une désintégration réguliere de A, et A,
pour (J),»,, pour les valeurs de w,s, considérées.

3) On doit voir que, pour A-presque tout w, pour tout se R, toute J°,
A= s, est A;-plus forte qu’elle-méme et A}, -plus forte qu’elle-méme. Pour
J-presque tout w, pour tout s, tout t,s < t, J "est A;,-presque et A, -presque
universellement mesurable, et A, et A, sont désintégrées pour J* par

(4,)w’eq- D’autre part, pour A-presque tout w’, AL, est désintégrée pour J*
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comme A elle-méme, par (15),~.q, Puisque 7 est A-plus forte qu’elle-méme.
Donc, pour A-presque tout w, pour tout s, pour tout ¢t = s, pour A}-presque
et A5 -presque tout w’, 1. est désintégrée pour 7' comme 4, par (A )orcq >
ou aussi comme A; et 4 . On a donc bien montré qu: pour A-presque
tout w, pour tout s, pour tout t = 5, 7" est 15-plus forte et A}, -plus forte
qu’elle-méme, donc A;-forte et A, forte.

4) Pour A-presque tout w, pour tout t, A, est la limite dans 5# de
5. quand. ¢’ <t tend vers ¢; donc, pour A-presque tout w, pour tout s, pour

A5 -presque et Al-presque tout ', pour tout t, A, est la limite dans ¢
de A, quand t' <t tend vers t, et (A% )t.0n €t donc un systéme de s#-limites
a gauche pour la désintégration (o, Z)-réguliere (1;,).on de 43, ou A5,
pour ¢t >s.

Corollaire (6,7). Soit (A;)., une désintégration réguliére de A pour
" Vers> € (A ).y Un systéme de limites & gauche associé. Supposons les
T A-fortes. Pour A-presque tout @, pour tout s: toutes les 7' sont 23, -presque
et A5, -presque universellement mesurables, toutes les T ,t = s, sont X,-fortes
et 15, -fortes; (A )t,0nizs €St une désintégration réguliére de X, et de A3,
pour les T, t = s, et (s )10 €St un systéme de limites a gauche corres-
pondantes, pour t > s.

Démonstration. Donnons la démonstration pour les ;,, c‘est la méme

pour les 2, . Soit (A,),,) une désintégration 1 (o7, %)-régulitre. On sait que,
pour A-presque tout @, pour tbﬁt s, A5 = A5; donc le théoréme précédent
dit que les J"* sont 1} -presque universellement mesurables, et les J°,
t > s, A -fortes. Ensuite, pour A-presque tout @’, pour tout ¢, A',.= A,.; donc,
pour A-presque tout w, pour tout s, pour A-presque tout @', pour tout ¢,
Ay = A%.; comme alors (4,),., est une désintégration réguliére de 1, pour
les 7, t 2 s, d’aprés le théoréme précédent, et que w’ — A, est dans I
pour tout ¢, (15,.).,~ est aussi une iléintégration réguliere de A5, pour les

J", t 2 5. De la méme maniére, si (1},7)q,,-) €st un systéme de #-limites &

gauche de (A, )¢o)» il est un systéme de limites 2 gauche (théoréme 4.22)),
donc A-presque partout égal & (1) o~; donc, pour A-presque tout , pour
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tout s, pour A)-presque tout ’, i = A.7; comme alors (1), ,, est un
systéme de s -limites a gauche, donc de limites 3 gauche, de la désintégration

régulitre (4,)¢.o~ de A, par le théoréme précédent, (4;,.)(. o~ €st un systéme

de limites 4 gauche associé a la désintégration réguliere (A},),., de A,
t>s.

Théoréme (6,8). Soit (1)) une désintégration réguliére de A pour
(f),ek et soit (l'a,—)(,,m) un systéme de limites & gauche. On suppose les T*
A-fortes.

Pour A-presque tout w, pour tout s: A3, admet comme désintégration
réguliére, pour (7°), ., la fonction (t,0') - X,., pour t = s, et la constante
(t,0") = A5, pour t <s, et comme systéme de limites a gauche les A, pour
t>s, les X, pour t <'s, et toutes les tribus J* sont A}-fortes. Pour tout
s, si T°7 est A-forte, pour A-presque tout w: A,  admet comme désintégration
régulicre, pour (7%),.r la fonction (t,0’) > A, pour t s, (t,w) - A,
pour t <s, et comme systéme de limites a gauche, les A.. pour t>s, et
A, pour t <.

Démonstration. On sait (proposition (5,15)) que, pour A-presque tout
o, pour tout s, '+ A, est A -presque partout égale A la constante AJ.
Comme la premiére est une désintégration de A}, pour 7 °, et que la seconde
est constante donc appartient 3 7°, la seconde aussi est une désintégration
de A3 pour J°. Mais alors elle appartient 4 I pour tout ¢t < s, et verifie,
pour toute AeZ*, I’égalité de la désintégration qu’elle vérifie pour toute
AeJ?; donc elle est une désintégration de 4], pour 77, t < s. Comme cette
désintégration est indépendante de ¢, elle est réguliere pour ¢t < s, Conservée
seulement pour f <s, et remplacée par @’ — A)., pour t = s, elle donne
une désintégration réguliere pour (J), . Il est alors clair que toutes les J*
sont A -fortes; nous ’avons vu pour ¢ = s, et, pour t <s, cela résulte de
ce que A, est désintégrée pour J* par une constante égale A elle-méme.

Passons maintenant 3 A, . Comme nous I’avons indiqué, il n’est pas sir
que les 7" soient A-fortes; c’est pourquoi nous 1’avons mis dans les hypo-
théses. Alors, pour s donnée, pour A-presque tout :
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a) A, admet (1,).0- pour désintégration réguliére pour t = s;

b) elle admet '~ A, comme désintégration pour J°~ (supposée
A-forte); mais o'+ A est A, presque partout égale a la constante A, par le
corollaire (2,22), donc A, admet aussi la constante A5, comme désintégration
pour J°7; alors; elle admet aussi la constante A, comme désintégration
réguliére pour les °, t <s, puisque I <= 7", par le méme rajsonnement
que plus haut. cqfd.

Remarque. Dans le cas de 1, , nous avons écrit: pour tout s, pour
A-presque tout ; nous ignorons si ’on pantintervertir et écrire: pour A-presque
tout @, pour tout s, La raison est que nous ignorons si, pour A-presque tout
o, pour tout s, 15~ admet o'+ A3. pour désintégration relativement 3 7° ,
S’il en est ainsi, on pesut poursuivre, car, d’aprés la proposition (5,7), pour
J-presque tout w, pour tout s, w’+> A, est égale 4 la constante A .

Nous allons maintenant utiliser les propriétés des désintégrations réguliéres
relatives 4 des tribus 7 A-fortes, aux surmartingales réelles et aux surmartin-
gales de mesures.

Théoré¢me (6,9). Soit (1), une désintégration réguliére de A pour
T cr> (A% )t.) un systéme de limites & gauche. Supposons les I A-fortes.
Soit f = (f*(®)).) une surmartingale réguliére réelle, pour les tribus J*
et la mesure de base 4, (f*_(®)), o) un systéme de limites @ gauche.

Pour A-presque tout w, pour tout s, (f'(®'))q,) est une surmartingale
réguliére pour t 2 s, (7 "),.r.izs € la mesure de base 1, ou pour la

mesure de base 2, ; et (f' (0,0 €st un systéme de limites & gauche
associé pour t>s,

Démonstration. Soient d’abord t’,t"eR’,t' <t". Appelons (f*)",
espérance conditionnelle de f*” pour 7 \/ A", et 1, la fonction &’ - 5.(f")
(théoréme (2, 30)). L’inégalité des surmartingalesrelativea t/, 7", est (f) < f*
A-presque partout. Donc, pour A-presque tout @, pour tout s, (f)" < f*,
Ao-presque partout et A5 -presque partout. Mais, d’aprés le corollaire (6,7),
pour A-presque tout w, pour tout s <¢', " est A -mesurable et 15 -mesu-
rable, ainsi que 7", et 12 et A~ admettent aussi pour désintégration, pour I,
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o’ - A,. Donc la méme fonction, (") : @’ = AL(f) est aussi une espé-
rance conditionnelle de f* pour T\ A2 et A5, ou T\ A 2" et X
Doncf*, f*" est encore une surmartingale pour les tribus 7, ", et la mesure
de base 2%, ou A% . Donc, pour A-presque tout @, pour touts, f = (f'(@")t,0n
est encore une surmartingale sur (R’ N\ [s, + 0]) x Q, pour la mesure de base
A, ou X, et les tribus 7%, t = 5.

Mais, pour A-presque tout w’, t — f(’) est réglée et continue A droite.
Donc, pour A-presque tout @, pour tout s, pour A;-presque ou A, -presque
tout w’, t — f'(w’) est réglée et continue A droite; d’aprés le théoréme (4, 3),
point 4, f est une surmartingale réguli¢re pour les temps t = s.

Théoréme (6,11). Soit (A,).,) une désintégration réguliére de A pour
(T ier> et 50it (X, ),0) un systéme de limites & gauche. On suppose les T*
A-fortes.

Soit (v,).oy une J-surmartingale de mesures, réguliére, sur (Y,%); hypo-
thése J-dénombrable. Soit éventuellement (v, )., Un systéme de limites a
gauche.

1) Pour A-presque tout @, pour tout s, (vi,)q,on €St une vi-surmartingale
(resp. V5, -surmartingale) réguliére, relativement & la mesure de base 1
(resp. X)), pour t = s, et (V)0 est un systéme de limites & gauche
pour t>s.

2) Si I'on a Phypothése J-compacte, si (v,)q.q est une J-A-surmartin-
gale (A, B)-réguliére, alors, pour J-presque tout w, pour tout s, (Vo)e,e)
est une v,- -surmartingale (resp. v - -surmartingale) 4 -R-réguliére,
pour les t = s, relativement d la mesure de base A3, (resp. 2.,).

Démonstration. Montrons d’abord le point 1).
Nous avons déja vu, au point 3) de la proposition (5, 12), que, pour A-presque

toutw, pourt = s, I v di(0") S v, et f v dAs (0') < Vi, . Ceci prouve
Q Q

que, si I’on prend A5 (resp. 15 ) comme mesure de base au lieu de 4, c’est v5,

(resp. v, ) qui pourra remplacer J. Comme ensuite on peut supposer que

toutes les mesures v., et v, sont dans un méme espace Mg, & systéme
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J-déterminant, on prendra les valeurs de tout sur BeZNY,, meN, etle
résultat 1) de I’énoncé sera conséquence des théorémes (6,9), (4,10 ter) et
(4,21 bis).

Le point 2) est évident. On sait déja en effet que (v;,)¢,,) POUT £ = s, est
encore une v, (resp. v,, )-surmartingale réguliére pour la mesure de base 1,
(resp. A; ). La seule chose qui reste 3 montrer est donc que, pour tout o’
tout ¢, v.. est la limite des vz','» dans 7 si cette limite existe, et O si elle n’existe
pas; or c’est la définition de la J-of-surmartingale (-2)-réguliére (vz)(r.0)-

Il n’est pas inutile de récapituler comme suit les propositions (5,12), (5,15),
(6,11), (5,10), (6.8):

Théoréme (6,12). Soient (,12,)(,‘0,) une désintégration réguliére de A
pour (7 '),E R> (/1:,_)(,_,,,) un systéme de limites a gauche, (v,f,)(,,m) une J-sur-
martingale réguliére, (v:;)(,,m) un systéme de limites @ gauche; hypothése
J-dénombrable. On suppose les T A-fortes.

1) Pour )-presque tout o , pour tout s: (V). est une v, (resp. vy )
surmartingale réguliére, pour t = s, lorsqu’on prend X, (resp. X, ) comme
mesure de base, et (V)0 €n est un systéme de limites a gauche pour
t>s; pour Aj-presque tout @', la trajectoire t> v:,,, t<s, est égale a
to v, et, pour A% -presque tout ', to> Vo, t<s, est égale a4 te v:,;

pour X-presque et 15 -presque tout o', t+v:, t <5, est égale at >V, .

2) Pour A-presque tout w, pour tout s: t-> f vl dAi(w") est décroissante
Q

et continue a droite pour tZ=s, et I VoAl (@) = v, pour t=s;

Q

te f ve.dA;, (@) est décroissante et continue & droite pour t 2 s, majorée
Q

par v, etf ve.d1s (") = v pour t<s.
Q
3) Pour A-presque tout w, pour tout s, A, admet pour désintégration
réguliere pour (7°),.x, la famille (X,),on pour t 2 s, et une constante
égale a A, pour t<s,
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3") Pour A-presque tout @, pour tout s, A% admet pour désintégration
régulicre, pour (7 )z,, la famille (o) t.07y- Pour tout s tel que T~ soit
A-forte, pour A-presque tout w, A, admet pour désintégration réguliére,
pour (7 *).g, la famille (A}, o) pour t 2 s, la constante A5, pour t <s.

4) Pour A-presque tout w, pour tous s,t: f 25.dAo(w') = M@ poyr
Q

o=sous_,t=tout_, le Min étant pris pour la relation d’ordre ou
a_<a<b_ pour a<b.

(6,13) Familles auto-désintégrantes

Nous allons maintenant nous donner I’espace Q et la famille (J7), .z, et
chercher pour quelles mesures 1 sur (Q,0) elle peut &tre une désintégration
réguliere. On pourra se borner 3 des A, toutes de masse < 1.

Proposition (6,14) (qui correspond a (3,13)). Soient Q un ensemble
muni d’une tribu 0, (7°),.r une famille de tribus, croissante et continue
a droite, (1,),») une famille de mesures de masse <1 sur (Q,0). Soit

*
A= J 2, du(s) une intégrale de mesures sur (Q,0); p est une mesure sur

(S,9); on suppose que chaque I est A-mesurable et l-mesurable pour
l-presque tout s€ S, et que A est o-finie sur chaque J°*, ainsi que A, pour
u-presque tout s€ S. On suppose ensuite que, pour u-presque tout s, A, admet
(A)t.ry cCOmme désintégration réguliére pour (77),.r; que (t,®) > A, est
mesurable pour le produit de @ et de la tribu borélienne de # de R (en
général elle est progressivement mesurable); et enfin que R est souslinien.
Alors ). admet (A;,)(,,m) comme désintégration réguliére pour (7);cg-

Démonstration. Par (3,13), on sait déji que, pour tout ¢, o - A, est
une désintégration de A pour J7; il s’agit de montrer la régularité de la dés-
intégration. Soit donc f une fonction = 0 bornée sur Q, appartenant 3 @.
Soit (f,)..) une martingale réguliére d’esprances conditionnelles de f rela-
tivement 3 A et aux tribus I,

On peut toujours supposer qu’on la détermine d’abord pour les t'e R/, et
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qu’ensuite on pose f; = lim fi* si cette limite existe et est finie, 0 dans

n>w
le cas contraire. Alors, pour tout n, la fonction (t,w)+ f.* appartient
a la tribu @ x &, donc aussi (t,w)+ f., égale A la limite des précédentes
pour n infini si cette limite existe et est finie, 0 dans le cas contraire. Pour
tout t, w+ f, et w e AL(f) sont des espirances conditionnelles, donc sont
A-presque partout égales. Donc, pour A-presque tout @, pour tout t'eR’,
fi = 2% (f); donc, pour u-presque tout s, pour A-presque tout », pour tout
t'eR’, fi = 2 (f). Soit A 'ensemble des (¢, ) pour lesquels f% # AL(f).
Puisque (¢,®)+ A,(f) est mesurable pour @ X R, ainsi que (t,w) »fs, A
est dans @A x Z. Donc sa projection sur Q est 0,-analytique [1], donc A-mesu-
rable. C’est I’ensemble 4 des @ pour lesquels il existe un ¢ tel que (t,w)e 4.
Mais, en vertudes hypothéses surles A,, pour u-presque touts, pour A-presque
tout w, t > A.(f) est continue 3 droite; ensuite, pour A-presque tout w,
t - f! est continue a droite, donc, pour p-presque tout s, pour As-presque
tout , t - f, est continue & droite. On en déduit que, pour u-presque
tout s, pour A-presque tout w, t £, et t > A.(f), continues & droite et
égales sur R’, sont égales sur R. Cela prouve que, pour u-presque tout s,
A(A) = 0, donc, 4 étant A-mesurable, A(4) = 0. Cela prouve bien que, pour
A-presque tout w, t + A5(f) est réglée et continue a droite, donc (/If,,(f))(,,m)
est une martingale réguliére. Par passage a la limite croissante, ceci est encore
vrai pour toute f = O appartenant & @, donc (4;)¢,») €st une désintégration
réguliére de 1 pour (), g, cqfd.

Proposition (6,15) (correspondant a (3,17)). Soient Q un espace topo-
logique, O sa tribu borélienne, (AL)(,_Q,) une famille de mesures du Radon
sur Q, de masse £1, (77),.g une famille de tribus, croissante et continue
a droite, sur Q. On suppose que (t,0) ~ A, est dans la tribu (ﬁ; X R, ou R
est la tribu borélienne de R; que R est souslinien et a un plus petit élément
a; et que, pour tout t et tout w, J* est A,-mesurable. Soit A une mesure de

[1] Voir par exemple P. A. Meyer [1], théorédmes IT1, (T9) et (T12), et (T52). On y démontre

A
que, si # = O est une tribu, et si (R, %) est un compact métrisable muni de sa tribu borélienne,
tout ensemble appartenant a la tribu Z X% se projstte suivant un ensemble & -analytique.
Mais on voit aisément qu’il suffit de supposer R souslinien.
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Radon sur (Q,0), portée par une réunion dénombrable de compacts métri-
sables; on suppose que A est o-finie sur chaque J* et que chaque J* est
A-forte. Soit Q' l'ensemble (éventuellement vide) des @’ tels que 1., admette
(lf,,)(,,m) comme désintégration réguliére pour (7). g. Pour que A admette
() ¢,y COmme désintégration réguliére pour (), r, il faut et il suffit que

*
A soit une intégrale A = f 5. dv(w’), ot v est une mesure sur (Q,0), portée
Q

par Q'. Dans ce cas, A elle-méme est portée par Q', et on peut prendre
v = 1" elle-méme.

Démonstration. Si v est une telle intégrale, le résultat est donné par
la proposition précédente. Inversement, si 4 admet (4,),,,) comme désintég-

ration régulidre, elle s’écrit nécessairement A = f ModMew’). 11 reste a

Q
démontrer que A est portée par Q'; autrement dit que, pour A-presque tout
q presq

o’, g, admet (13),,,) comme désintégration réguliére, ce qui résulte du
corollaire (6,7) les J* étant supposées A-fortes.

Remarque. Un cas particuliérement intéressant sera le suivant: (7),.x
est une famille de tribus universellement mssurables et universellement fortes,
Q est souslinien; et toute 1, admat (/lf,,)(,‘,,,) comme désintégration réguliére.
Alors une mesure de Radon A sur Q admettra (4;),,, comme désintégration

réguliere, si et seulement si elle est une intégrale 1 = fl;,dv(w'), ou v

Q
est une mesure de Radon sur Q, et on pourra alors prendre v = 1, On pourra

dire que (;,)¢.oy st une famille autodésintégrante par rapport & (7 *)cg-

§7. Temps d’arrét

Q sera, comme toujours, un ensemble muni d’une tribu @, A sera une mesure
sur (Q,0), (7%),.r sera une famille de sous-tribus de la tribu A-mesurable,
croissante et continue a droite, A sera o-finiec sur toutes les 7,
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Définition (7,1). On appele temps d’arrét une variable aléatoire T sur
Q a valeurs dans R, ayant la propriété suivante:

Pour tout te R, I'ensemble A'={w cQ; T(w)< t} appartient & la tribu T.
(Remarquons que la mesurabilité de T résulte automatiquement de I’hypothése
qui est faite aprés, puisque les 7 sont des sous-tribus de la tribu A-mesurable).

Bien entendu, ’ensemble A~ = {weQ; T(w) <t} appartient aussi 3 J°*;
il est en effet la réunion des ensembles 4°, pour s < t. Donc, par différence,
A® = {weQ; T(w) = t} appartient 3 7.

On appelle alors T, tribu du passé du temps d’arrét, la tribu formée
des A < Q tels que, pour tout teR, Pensemble A N\ A' appartienne a I°;
JT est aussi une sous-tribu de la tribu A-mesurable. La variable aléatoire T
appartient & la tribu 7. Nous appellerons AT la restriction de 4 2 la tribu
J°T; nous serons obligés de la supposer o-finie.

Théoréme (7,1 bis). Soit (V). une surmartingale réguliére de me-
sures sur (Y,%). Si (T,);.s est une famille de temps d’arrét, indexée par
un sous-ensemble S de R, croissante et continue a droite, et si A est o-finie

sur les T, alors (vir®), ., est une surmartingale réguliére pour la famille
de tribus (TT*\) N Dse s

Démonstration. It suffit de prendre les valeurs des mesures sur f = 0,

appartenant a %, et on est ramené au cas connu des surmartingales réelles
= 0.

Remarque. Ce qui oblige a remplacer 7 * par 7 '*\/ A", ¢’ est que
® — vI* n’a pas raison de faire partie de la tribu J 7+ elle-méme. Mais:

Proposition (7,1 ter). Hypothése J-compacte.
Si (Vi).w) €St une J-A -surmartingale (X, &)-réguliére, alors, pour tout
temps d’arrét T, w — v appartient a la tribu T T elle-méme.

Démonstration. C‘est évident si T ne prend qu’un ensemble dénom-
brable V de valeurs; en effet, dans ce cas, 77 est la tribu \/ AP NI

teV
or w — vI® = y! appartient précisément 2 la tribu 7 sur A, Si ensuite

T est quelconque, et si T, est sa suite décroissante d’approximation, T,(w)
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= (T(®)),, alors ® — v."@appartient T mais v T@est exactement la limite

de vI™® dans ¢, si cette limite existe, et 0 si elle n’existe pas, donc, en tant

que fonction 4 valeurs dans I’espace X', @ = v, estdans() 7 "= 97,
n

donc est dans 77 au sens général par le lemme (4.13).

Théoréme (7,2). Soit T un temps d’arrét, tel que AT soit o-finie.
Soit (A) .y une désintégration (#,R)-réguliére de A sur (7%),.g. Alors
o — AT est une désintégration de A sur la tribu I,

Démonstration. Adjoignons & R un élément que nous noterons, pour
simplifier, + oo, et qui sera strictement supérieur & tous les autres. Nous
poserons 7 *® = @,. Nous appellerons v} ® la mesure de Dirac () - Puisque
(A €St une A-#-martingale (#,%) réguliére d’espérances con litionnelles
de w — &,y par rapportaux 7, te R, et & A, elle le reste avec cette adjonction.
Alors la proposition précédente dit exactement que w — AT® est dans
la tribu J7, et le théoréme (7,1 bis) dit alors que (v5®),, (5(u))ws €St une
martingale pour I7,0,, donc que w — AT est une désintégration de A
pour I, cqfd.

Remarque. 1) Il est évident que, sans une hypothése du type de la ré-
gularité des désintégrations, un résultat analogue au théoréme précédent serait
impensable. Supposons par exemple que tous les ensembles A® soient A-négli-
geables. Si (1,)¢,0) ) est une famille arbitraire de désintégrations, on en ob-

tiendra une autre (1), en remplagant A, par 0 pour w e A”’. Mais alors

AT(® sera nulle pour tout w, et ne donnera pas une désintégration de A sur
Jr.

Remarque. 2) C’est ici que Uintroduction de la suite (R,),.n est indis-
pensable; c’est elle qui assure que w — AT appartient 2 la tribu 7. Nous
avons besoin d‘une propriété verifiée, non seulement pour A-presque tout w,
mais pour tout w.

Corollaire (7,3). Soit (4,),0) une désintégration réguliére de A sur
(7 )er - 1l existe un borélien Q,, portant A, et ayant la propriété suivante:
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pour tout temps d’arrét T, tel que A soit o-finie sur T7, (AT®), .q. est la
restriction @ Q, d’une désintégration de 1 sur la tribu IT; et elle est donc
elle-méme une désintégration de A sur la tribu TT\) A',.

Démonstration. Soit (4;),,, une désintégration (7, %)-réguli¢re. On

sait alors qu’il existe un Q, portant A tel que A}, =1 pour weQ, et teR,
d’ou le résultat.

Corollaire (74). Soit (1)), une désintégration (#,%)-réguliére de
A sur (7%),cr - Soit (T)scs une famille croissante et continue a droite de

temps d’arréts T,, indexée par S < R; nous supposons A o-finie sur toutes
les 7. Alors (5" “) ) €-t une désintégration réguliére de A sur (777), .

Démonstration. C’est le théoréme (7,1 bis), avec une martingale au
lieu de surmartingale, avec @ — &, comme fonction finale pour 7% = 0.

Remarque. On doit partir d’une désintégration (5#,%)-réguliére pour
étre sir que chaque w — AL*®) est une désintégration sur J7¢ (remarque
suivant le théoréme (7,2)). Mais on n’obtient pas une désintégration-(#,%)-
régulié¢re par rapport & une suite (S,),.n de parties de S. Il suffit de considérer
le cas od R = R, et T,=T+s, s =20, T étant un temps d’arrét; c’est le
fait que (T + s), # T + s, qui empéche de trouver une telle suite S,.

Supposons maintenant toutes les J* A-fortes. Nous allons déduire, pour
les temps d’arrét, des conséquences de §§3 et 6.

Proposition (7,5). Si toutes les I sont A-fortes, alors, pour tout temps
d’arrét T, I est A-forte.

Démonstration. Supposons d’abord que T ne prenne qu’un ensemble

dénombrable V de valeurs. Alors 7T = \/ (AP NJTY); le résultat est
teV

alors une conséquence de (3,15), qui dit que les 4> NI sont A4qy-fortes,
et de (3,17).

Soit maintenant T quelconque. Alors T est D’intersection des tribus
J T, ol T, est un temps d’arrét qui n’a qu’un ensemble dénombrable de
valeurs, donc le résultat est conséquence du corollaire (6, 2).
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Théoréme (7,6). Soit (Ay),.) une désintégration (#,%)-réguliére de
A sur la famille (7°),cg de tribus A-fortes. Pour tout temps d’arrét S, tel
que A soit o-finie sur J° , il existe un ensemble Q, borélien portant A ayant
la propriété suivante: pour tout temps d’arrét T = S, pour tout weQ,,
A5@ est désintégrée sur IT par o' — AL,

Démonstration. Puisque toutes les 7 * sont A-fortes, et qu’en outre
TS I’est aussi (proposition précédente), le théoréme (6,6) permet de trouver
Q. borélien portant A tel que:

Pour tout we€Q,, et tout s, (A2 s,0'eq €St une désintégration (o€, Z%)-
réguliére de A5, pour (J7),,; on en déduit que, pour tout w €Q., (1), > S(0).0’ €Q
est une désintégration (o#,%)-régulicre de A3 pour la famille de tribus
(I "),2 50 Si alors T est un temps d’arrét = S(w) (ie. T(w’) Z S(w) pour
tout o’ €Q), il résulte du théoréme (7,2) que A3 est désintégrée sur I T
par o' — AT?. Si T est seulement un temps d’arrét XS, posons
T = Sup(T, S(w)), ou encore T(w') = Max(T(w’),S(w)). Alors T est un
nouveau temps d’arrét = S(w); donc, pour @ eqQ., 15(@) est désintégrée sur
IT par o' - AT¢?. Nous allons en déduire un résultat analogue pour T
au lieu de T.

On sait (théoréme (2,19)) qu’il existe un borélien Q, = Q, portant 1, tel
que, pour tout weQ., S (qui appartient 2 la tribu ) soit A5 -presque
partout égal 3 la constante S(w). Comme alors T = S, T est 13®-presque
partout = S(w); donc T'=T 3@ presque partout, si w € Q,. Donc les deux
fonctions @' — AT et ' — A5 sont A3-presque partout égales, si
weQ.. En outre la deuxiéme est dans la tribu 7T et la premiére est une dés-
intégration de AS® sur IT. Enfin T < T donc 77> 7. Nous avons donc
exactement toutes les conditions d’application de la proposition (3,6), per-
mettant d’affirmer que o’ — AL®? est une désintégration de A3 sur 7,
pour weq,.

Remarque. Q, depend de S, mais non de T. Dans ce qui suit au con-
traire, nous avons un Q, qui dépend de T, mais non de S, et S n’a méme
pas besoin d’étre un temps d’arrét.
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Proposition (7,7). Soient ().;,)(,,,,,) une désintégration reguliére pour
(T Neers K V.o un systéme de limites & gauche, et T un temps d’arrét,
Pour A-presque tout w, pour tout s = T(w), T est A3 -presque partout égal @
T(w), et, pour tout s < T(w), T est A} -presque partout > s.

Pour A-presque tout w, pour tout s> T(w), T est A, -presque partout

égal a T(w), et, pour tout s £ T(w), T est A, -presque partout =s.

Démonstration. Appelons f la fonction caracteristique de ’ensemble
{(t,»); t < T(w)} dans R x Q. Puisque T est un temps d’arrét, pour tout
t, f': o o f(t,») appartient 3 7*; pour tout w, f,,: t + f(t, w) est décroissante
et continue a droite. Donc f est une surmartingale réguliére (4 valeurs réelles
= 0) pour (7 °),.g. Donc, d’aprés la proposition (5,14), pour A-presque
tout @, pour tout s, pour A} -presque tout ©’, la trajectoire f,, coincide avec
f, pour t <s. Si s = T(w), la trajectoire f, a son unique saut au point
t = T(w), donc aussi f,,, donc T(w") = T(w). Si s < T(w), la trajectoire
f., est constante égale a 1, donc aussi f,,, donc T(®’) > s. On fait de méme
pour A, mais en prenant les trajectoires pour ¢ < s seulement.

Théoréme (7,8). Soit ()0 une désintégration (#,R)-réguliére de A
pour (), cr; toutes les T sont supposées A-fortes. Soit T un tems d’arrét,
tel que ) soit a-finie sur T T . Il existe un borélien Q, portant A, ayant la
propriété suivante: pour w€Q,, pour tout s = T(w), A, est désintégrée sur
IT par w’ — AT,

Corollaire (évident). Dans les mémes conditions, si S est une fonc-
tion sur Q @ valeurs dans R,S < T, alors, pour tout weQ.,, A3 est des-
integrée sur IT par o' - AL,

Démonstration. Utilisons le théoréme (6,6): il existe un ensemble Q,
portant 1 tel que, pour tout w €Q,, et tout se R, A, admette (4;,.).,- pour
désintégration (o, Z)-réguliére sur (J7),»,. On peut supposer aussi que
pour weQ,, s £ T(w), on a T = s A;-presque partout (lemme précédent).
Soit weQ,, s £ T(w). Posons T = Sup(T,s). Alors T est un temps d’arrét
de la famille (77),,,; donc, d’aprés le théoréme (7,2), 4, est désintégrée sur
TT par o' - AT!*). Mais AS-presque sirement, T = s, donc T = T, donc
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@’ — AT est 23-presque partout égale & ' — AT ; cette derniére fonc-
tion appartient 3 77; et T< I'donc IT = 7T nous sommss donc exacte-
ment dans les conditions d’application de la proposition (3,6), qui nous dit
que A, est désintégrée sur I T par o’ — AT®?, cqfd.

Remarque. Soient S, T, deux temps d’arrét, S < T, A o-finie sur I5.
Appelons Q(S, T) I’ensemble des w pour lesjuels A3 est désintégrée sur
IT par o' - AX®?. Nous avons donc vu que, pour S fixé, N Q6. 7)

T

porte 4, et que, pour Tfixé, ﬂ (S, T) porte A. 1l serait encore plus agréable
S

que ﬂ Q(S, T) porte 1; mais ce serait sans doute trop beau.
ST

* * *

§8. Contre-exemples divers

Contre-exemple (8,0). Tribus non-dénombrablement engendrées
ou séparantes,

Rappelons qu’une tribu 4 dénombrablement engendrée est A-Q-dénombrab-
lement séparante. La tribu boréliennz d’un espace souslinien est dénombrab-
lement engendrée et séparante.

(8,0.1). Soit Q un compact métrisable, ayant la puissance du continu et
soit O sa tribu borélienne. Si A est une mesure # O diffuse sur Q, @, n’est
pas A-dénombrablement engendrée (par contre elle est évidemment dénombra-
blement séparante). Sien effet il en était ainsi, comme tout ensem ble A-mesu-
rable est, 3 un ensemble A-nézligeable prés, borélien, il existerait un borélien
Q' < Q, portant 4, tel que toutes les parties A-mesurables de Q' soient borélien-
nes; or, si N est une partie A-négligeable de Q' ayant la puissance du continu,
toutes les parties de N sont A-mesurables puisque A-négligeables, donc la
puissance de l’ensemble des parties A-mesurables de Q' est strictement su-
périeure 2 celle du continu, alors que la puissance de ’ensemble des parties
boréliennes de Q, donc de Q’, est celle du continu. La tribu 0 des parties uni-
versellement mesurables n’est pas non plus A-dénombrablement engendrée.
En effet, avec les mémes notations toutes les parties universellement mesu-
rables de Q' devraient étre boréliennes. Or il est connu qu’il n’en es pas
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ainsi (par exemple Q’, espace lusinien ayant la puissance du continu, contient
une partie souslinienne non borélienne, donc universzllement mesurable et
non borélienne).

Contre-exemple (8,1). Une intégrale de mesures de Radon n’est
pas nécessairement de Radon

Ceci a été signalé a4 (1,7). Nous allons donner un exemple d’un espace

topologique Q, de tribu borélienne 0, et d’une intégrale 1 = f A du(x) de
X

mesures de Radon 4, sur (Q,0), qui est une mesure abstraite sur (Q,0), non
de Radon.

Un contre-exemple évident est le suivant: si 4 est une mesure abstraite,
par exemple de masse 1, sur (Q,0), qui n’est pas de Radon, elle peut quand

méme s’écrire comme intégralef 0wy dMw), ou d(,,, masse + 1 au point
Q

w, est de Radon. Ici (X,2) = (Q,0), p = A. On peut donner un exzmple

ou méme yu est de Radon, de masse 1. Soit en effet une intégrale v = f vedu(x),

X
et soit Q' une partie de Q, portant toutes les v,, mais ne portant pas v. En

tout cas, Q° est de v-mesure extérieure 1, et son complémentaire de v-mesure
intérieure nulle, et ils ne sont pas v-mesurables. Considérons la mesure induite
A = vq.. par v sur Q*, définie comme toujours pas v,.(B) = v¥(B) pour B
borélien dans Q°; si B’ est un borélien de Q tel queiB'NQ* =B, on a
vo(B) = v(B'). Posons de méme A, = (v,)q.. Alors x + 4, est u-mesurable,

car x o A, (B) = x »v,(B'), qui est p-mesurable. Ensuite f A(B)du(x)
X

f vx(B’);lu(x) = v(B') = A(B), donc A = f A.du(x); les A, sont de Radon
X X

sur Q°, puisque Q* porte v, donc est v_-mesurable, u est de Radon sur X, 1
n’est pas de Radon sur Q°, sans quoi v, image de 1 par I'injection Q° — Q,
serait portée par Q°; ce qui donne le contre-exemple cherché. Un tel exemple
de Q, Q°, v,, v, s’obtiendra aisément comme suit. On sait qu’il existe une
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partie Q° non Lebesgue-mesurable de Q = [0,1]>, dont toute section,
Q N({x} x [0,1]), soit le complémentaire d’un point dans {x} x [0,1].
On prendra v = dx®dy, v, = dx,®dy pour xe[0,1], et u =dx sur

[0, 1]. On sait que dx® dy = J. oo ® dy)dx. Pour xe[0,1], v, = 5, ® dy
£0,1]

est bien portée par Q* et méme par ({x} x [0,1]) N Q°, qui est le complé-
mentaire d’un point dans {x} x [0,1], et cependant v n’est pas portée par Q°
supposé non (dx @ dy)-mesurable. Ceci donne en méme temps un contre-
exemple 3 une réciproque possible du lemme (1,3): [Q° est v,-négligeable
pour tout x, sans &tre v-négligeable, et aussi v,-mesurable pour tout x sans
étre v-mesurable.

Contre-exemple (8,2). Cas de non-unicité de la désintégration
d’une mesure

(8.2.1) Soit X =[0,1], et X la somme de deux ensembles X+, X, identi-
ques & X. On a donc des bijections x+»x*, x » x~,de X dans X * et X ~ respecti-
vement. Soit p la ““projection’’ x* + x de X' sur X. On peut mettre sur X la
relation d’ordre totale ol, pour x < y, on a x~ < x* < y~. On le munira alors
delatopologie des intervalles, oi un syst¢éme fondamental de voisinages de x*
(resp. x~) est formé des intervalles [x*,y~[, y >x (resp.]y*,x" ],y <x).
Notons que p est continue de X sur X, mais que x » x*, x ~ x~ sont dis-
continues de X dans X. La topologie de X est séparée, séparable (I’ensemble
des r*, ou I’ensemble des r—, r rationnel, sont denses), compacte (si % est
un ultrafiltre, sa projection p(@?) = 9 est un ultrafiltre sur X, qui converge
vers un point a, et il est aisé de voir que % converge vers a* ou vers a’).
Chaque point a un systéme fondamental dénombrable de voisinages. On
vérifie aussi que X est de Lindelof. Soit en effet (0,);. ; une famille d’ouverts
de X, de réunion U. On voit aussitot que U est réunion d’une suite d ’inter-
valles disjoints (contenant ou non leurs extrémités); et chaque U; a la méme
propriété. 11 suffit donc de montrer que tout intervalle de X, recouvert par
une famille d’ouverts, est recouvert par une sous-famille dénombrable. Comme
par ailleurs un intervalle est réunion d’intervalles fermés, il suffit finalement
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de montrer que, si [a*,b~] est recouvert par la famille des U,, il est recouvert
par une sous-famille dénombrable. Soit ¢ la borne supérieure des points x de
[a,b] tels que [a*,x~[ soit recouvert par une sous-famille dénombrable de
(0 1; alors [a*,c~] est aussi recouvert par une sous-famille dénombrable;
et’on a nécessairement ¢ = b, sans quoi il existe un & > O tel que [c*,(c + &)~ ]
soit recouvert par un seul des U;, ce qui serait en contradiction avec la pro-
priété de c; donc X est bien de Lindelof. X est d’ailleurs un bon exemple
d’un Lindelsf dont le carré X x X n’est pas de Lindelsf; en effet, la famille
des rectangles ouverts [0-,x~] x [07,(1 —x)~] a une réunion qui contient
la ‘“‘deuxiéme diagonale’’ A-, ensemble des (x=,(1 —x)"), et, si on supprime
de la famille I'ouvert [0-,a~] x [0~,(1—a)~], 1a réunion ne contient plus
le point (a~,(1 —a)~), de sorte qu’il n’existe pas de sous-famille stricte ayant
la méme réunion.

(8,2.2) Par ailleurs X n’est pas non plus métrisable. Sans quoi X x X
le serait aussi, et, comme il est séparable, tous ses sous-espaces seraient aussi
séparables; or la diagonale précédente A~ a la puissance du continu et sa
topologie induite par X x X est discréte (de méme ’ensemble des (x*,x~),
x€X, est discret avec la puissance du continu). Donc X est un bon contre-
exemple pour toutes sortes de propriétés: ccmpact séparable ou tout point
a une base dénombrable de voisinages, ii n’est pas métrisable; il est de Lindelof
mais X x X ne I’est pas; X x X est un espace séparable dont un sous-espace
n’est pas séparable.

(8,2.2 bis) En outre, I’espace X~ (ou X*) muni de la topologie induite
par X, est paracompact. En effet, soit (U, );.; un recouvrement ouvert de
X7; soit ¢ la borne supéricure des x tels que [0-,x~] admette un recouvre=
ment plus fin localement fini; alors [0-,c~] aussi admet un recouvrement
plus fin localement fini, car ¢ est limite d’une suite strictement croissante
(xn)nen telle que chaque [0-,x, ] admette un recouvrement plus fin locale-
ment fini, donc [0-, ¢~[ est réunion de la suite d’ouverts disjoints
[07,x0], Ixo,%1]-+*s]%n sXns 1], » chacun d’eux admet un recouvrement
plus fin localement fini, donc aussi leur réunion, J0~,c [, et aussi [07,¢™ ].
Mais alors nécessairement ¢ = 1, sans quoi il existerait ¢ >0 tel que Jc¢-,
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(c +¢&)~] soit couvert par un seul des U;, donc [0-,(c +¢)~] admettrait
aussi un recouvrement plus fin localement fini, ce qui serait contraire i la
propriété de c; donc X~ est bien paracompact. Mais X~ x X~ ne I’est pas
et n’est méme pas normal. En effet, I’ensemble A~ des (x~,(1—x)~) est
discret pour la topologie induite, comme nous I’avons vu i (8,2.2); il n’est
pas fermé dans X x X (son adhérence contient aussi tout les points
(x*,(1=x)7), et (x~,(1—x)*)), mais il est fermé dans X~ x X~-. Appelons
Jj la bijection x » (x~,(1—x)~) de X sur A”. Soient 4, B, I’ensemble des
rationnels et I’ensemble des irrationzls dans X, et considérons les ensembles
fermés j(A), j(B) de X~ x X~; ils sont disjoints; montrons qu’ils n’ont pas
de voisinages disjoints. Soient </, # , des voisinazes de j(A4),j(B), dans X~ x X~.
Pour tout x, il existeun rectangle de la forme V, = [(x—¢&,)~,x"] X
[A=x—e)~,(1 —x)"], &, >0, qui est contenu dans 7 ou £ selon que x
est dans A ou B (exception pour x = 0). Pourun xeA etun yeB, V, et vy
sont disjoints si et seulement si &, ou g, est <|x — y|. Rangeons les rationnels
# 0 en une suite (r,),cn. La réunion d’intervalles U [r.—e,/n, 1, +¢.[n]

nzm

contient un ouvert dense dans ]0, 1]; 1’intersection ﬂ de tous ces ensembles,
m

quand m varie, est le complémentaire d’'un ensemble maigre dans ]O,1],
et elle a donc la puissance du continu (Baire). Elle contient donc au moins
un irrationnel, y,eB. Il existe donc une infinité d’intervalles [r, —¢,./n,
r, + ¢, /n] dont y, est élément; pour chacun des rationnels r, correspondants,
&, = &,/n 2 |1, — Yo, et comme ¢, /n tend vers 0, on doit, si I'on veut
que ¥V, NV, =@, avoir g,, < ] r, — yol , donz g, = 0, ce qui est impossible.
Donc & et # ne peuvent &tre disjeints, ce qui prouve bicn que X~- x X~
n’est pas normal. La fonction caractéristique de j(4) sur A~ est continue,
mais n’admet pas de prolongement en une fonction continue sur X~ x X-,

(8,2.3) 1l existe une correspondance bijective entre ’espace Co(X) des
fonctions continues sur X, nulles au point 0 ~, et I’espace des fonctions réglées
et continues & droite sur X; si f est réglée et continue a droite sur X, il lui
correspond la fonction f continue sur X définie par f(x*) = f(x),f(x™)
= lim f(x")(avec f(07) = 0),etonretrouve fa partirdefparf(x) = f(x*).

X'<Xx,x’'=x
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La topologie de la convergence uniforme est compatible avec cette corres-
pondance. L’espace C(X) des fonctions continues sur X est un Banach non
séparable; car s’il était séparable, X serait compact polonais donc métrisable,
et on a vu qu’il ne I’était pas. On le voit aussi directement: car il est métrique
et alors tous ses sous-espaces le seraient aussi, or le sous-espace des fonctions
caractéristiques des intervalles [0~,a~] est discret, pour la convergence uni-
forme, et a la puissance du continu. C’est d’ailleurs de la méme maniére qu’on
montre que I’espace des fonctions réglées et continues a droite sur X n’est pas
séparable, en considérant les fonctions caractéristiques des intervalles [0,a[
sur X . Et cela montre alors de nouveau que X n’est pas métrisable. Cependant
le dual C’(X), espace des mesures de Radon, est séparable pour la topologie
*-fajble, car les combinaisons linéaires finies de mesures de Dirac 6,4y,
rationnel, y sont denses et cela donne donc un exemple d’un Banach non
séparable E tel que o(E’, E) soit séparable.

On sait en outre que ’espace des fonctions rézlées et continues i droite
sur X, pour la topologie de la convergence simple sur un ensemble dense
de X, est lusinien; donc I’espace C(X) des fonctions continues sir X, muni
de la topologie de la convergence simple sur un ensemble dense de X, est
lusinien.

~

(8,2.4) L’espace X est fortement radonien: toute mssure 72 = 0 sur la
tribu borélienne de X, localement finie, est de Radon, et tempérée. Comme
X est de Lindeldf, il suffit de le voir pour une mesure = 0 finie. Or celle-ci,
par D’intégrale, définit une forme linéaire continue sur C(X), donc une mesure
de Radon = 0, qui & son tour, par prolongement de Lebesgue, définit une
mesure abstraite #1', de Radon, c’est-a-dire intérieurement réguliére, sur la
tribu borélienne. Mais les mesures /1 et #’ ont méme intégrale sur toute
fonction continue = 0; et les fonctions continues = 0 engendrent la tribu
des fonctions boréliennes bornées = 0 (X étant de Lindeldf, toute fonction
semi-continue inférieurement > 0 est limite croissante d’une suite de fonctions
continues = 0), donc ces deux mesures coincident par le lemme C.

(8,2.5) Appelons o I’opérations “‘symétrie’’, x* +»x—, x~ +» x+ de X
sur luj-méme. Soit % un ouvert de X'; comme nous 1’avons vu, il est réunion
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dénombrable d’intervalles disjoints, contenant ou ne contenant pas leurs
extrémités. Donc, 4 un ensemble dénombrable prés, il est symétrique, c’est-
A-dire stable par o, et image réciprogiue p~*(U) d’un ouvert U = p(ﬂi}) de
X . Alors I’ensemble des parties de X qui sont, 3 un ensemble dénombrable
prés, image réciproque par p d’un borélien de X, est stable par réunions et
intersections dénombrables, et par complémentation, et il contient tous les
ouverts de X, donc toute la tribu borélienne: les boréliens de X sont donc
exactement les ensembles de la forme p~!(B), B borélien de X, a des ensembles
dénombrables prés. Comme on le voit, la tribu borélienne Z de X est assez
pauvre; X+ et X~ ne sont pas boréliens. Puisque X x X n’est pas de Lindeldf,
la tribu borélienne de ce produit n’est pas forcément le produit des tribus
boréliennes; et en effet elle ne ’est pas. Puisque X est le Lindelsf, la tribu
borélienne de X est engendrée par les fonctions continues, autrement dit
coincide avec la tribu de Baire; le produit des tribus de Baire est toujours la
tribu de Baire du produit, donc on peut dire aussi: la tribu de Borelde X x X
n’est pas sa tribu de Baire. La démonstration est simple. Un produit d’inter-
valles de X découpe sur la diagonale A~ de (8,2.1) un intervalle, c’est-a-dire
I'image d’un intervalle de X par la bijection j: x  (x~,(1 —x)~) de X
sur A™ . Donc un ensemble de la tribu engendrée par ces produits d’intervalles,
c’est-a-dire de la tribu produit des tribus boréliennes sur X x X, découpe
sur A° un ensemble, correspondant par j & un borélien de X. Or A™ est
discréte dans X x X, donc localement compacte donc borélienne (intersection
d’un ouvert et d’un fermé); alors toute partie de A~, correspondant par j
A une partie arbitraire de X, est dans la tribu borélienne de ¥ x X. Donc la

tribu borélienne est bien strictement plus grande que le produit des tribus
boréliennes.

(8,2.6) Si A est une mesure de Radon sur X, elle définit une mesure de
Radon 1 sur X, en posant A(f) = A(f), pour fréglée et continue & droite sur
X, et en convenant que 1 ne posséde pas de masse au point 0~ . Par ailleurs,
si fi'[1] est une mesure de Radon sur X. Son image p(ji*) =u est une mesure
de Radon sur X, définie par u(f) = i*(f*) pour f continue sur X, ou f*

[1] Nous réservons la notation fi 3 la mesure associée comme ci-dessus 4 une mesure
4 sur X. Cest pourquoi nous notons fi* une mesure arbitraire sur .
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est la fonction continue sur X définie par f*(x*) = f*(x~) = f(x) (c’est f,
sauf au point 0: £*(0~) = £(0), f(0-) = 0). On n’a pas nécessairement i = fi°;
mais, si 4 est de Radon sur X, p(1) = 1. Mais de toute facon on peut voir
que toute mesure de Radon diffuse ji* sur X est la mesure ji associée 3 la
mesure g = p(fi*) sur X, et qu’alors fi* = I = (p({i’))~.

En effet, remarquons d’abord que, si i* est diffuse, u = p(ii*) ’est aussi,
car p({x}) = g*({x*,x"}) =0, et que, si p est diffuse, ji I’est aussi, car,
pour tout x, #*({x*}) est la limite pour ¢ tendant vers 0 de g([x*,(x +¢)~])
= p([x,x + &[), donc c’est 0, et de méme F([x~}) = 0.

Ensuite on sait que i*(f) = fi(f) (=u(f)) si f est une fonction continue
sur X. Si f est une fonction caractéristique d’intervalle continue sur X, nulle
en 0—, elle provient de f, fonction caractéristique d’intervalle sur X; f est
limite simple d’une suite bornée de fonctions continues et f est limite de la
suite des f, sauf au plus en 2 points, et, comme ji* est diffuse ainsi que p = p(@i*)
et ji, on a encore [i*(f) = fi(f). Ceci reste alors vrai pour toute combinaison
linéaire finie de telles fonctions, c’est-a-dire pour toute £, ol fest une fonction
en escalier continue i droite; si maintenant f est réglée, continue & droite,
elle est limite uniforme d’une suite de fonctions f, en escalier continues a
droite, et f est la limite uniforme des 7£,, donc on a encore ji*(f) = f(f); et
fi* = fi comme nous I’avions dit.

On a donc défini, par fi* & p(ii*) = u, et u+ fi une correspondance bi-
jective entre les mesures de Radon diffuses sur X et sur X. Si i* est quelconque,
[ et ji ont toujours mame partie diffuse.

On peut le voir d’une autre maniére. Puisque tout borélien de X est symét-
rique A un ensemble dénombrable prés, on peut considérer les mesures dif-
fuses sur la tribu borélienne comme des mesures diffuses sur la tribu borélienne
symétrique; et nous avons vu que les mesures de Radon sur X sont exacte-
ment les mesures sur la tribu borélienne. Or il existe une correspondance
bijective entre les boréliens de X et les boréliens symétriques de X par
BoB= p(B), B» B = p~1(B), donc aussi une correspondance bijective
entre mesures = O diffuses sur X et sur X; et cette correspondance est la
méme que ci-dessus, puisque, de X 4 X, elle est définie par fi+ p = p(D).
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(8,2.7) Etudions les parties 1-mesurables de X, pour une mesure 1 diffuse
sur X. Une partie est négligeable si et seulement si elle est contenue dans
un borélien négligeable; comme les parties dénombrables sont ici négligeables,
une partie de X est I-négligeable, si et seulement si sa symétrisée est 1-neglige-
able, si et seulement si sa projection par p sur X est A-négligeable. Donc une
partie A° = X[1] est J-mesurable si et seulement si, 4 un ensemble pris de
projection A-négligeable sur X, elle est symétrique, A* =4 = p~1(4), A
A-mesurable. En particulier, X+ et X~ ne sont ji*-mesurables que pour ji*
atomique; car ils le sont si et seulement s’ils le sont par rapport a la partie
diffuse i’ de fi*, et alors X ne peut &tre ji'-mesurable que s’il différe de son
symétrisé X par un ensemble ji’-négligeable, or X~ ne peut étre ji’-négligeable
que si p(X~) = X est p’-négligeable, ou u’ = 0. Cela veut aussi dire que
I’application x +» x* (ou x + x~) n’est A-mesurable-Lusin que pour 1 ato-
mique; en effet, si elle est mesurable, ’image A+ de A par x —» x* doit étre
une mesure de Radon sur X, portée par X+, donc pour laquelle X+ est
mesurable, donc elle est atomique et par suite 1 aussi. Les espaces X+, X,
ne sont pas radoniens, puisqu’ils sont sous-espaces de X radonien et ne sont
pas universellement mesurables. Tls sont m3me ‘‘anti-radoniens’’ par excel-
lence: une mesure de Borel sur X+ n’est de Radon que si elle est atomique.
En effet, son image par I’injection X+ + X doit étre de Radon sur ¥ et portée
par X*, donc atomique. Mais x + x* établit une correspondance bijective

entre parties boréliennes de X et de X', autrement dit X a les mémes
parties boréliennes pour sa topologie usuelle ou la topologie définie 3 partir

de X* par x> x*; en effet, X+ est plus fin que X, mais tout ouvert
de X*, réunion dénombrable d’intervalles disjoints, ouverts ou contenant
leur origine (extrémité gauche), est borélien dans X, donc tout borélien de
X+ est aussi borélien de X. Donc I’application x — x*, mesurable-Borel,
n’est pas mesurable-Lusin pour une mesure 1 # 0 non atomique; et x + x+
établit une correspondance bijective entre les mesures de Radon (ou de Borel)
sur X et les mesures de Borel sur X*. Si 1 est une mesure de Radon diffuse
sur X, son image A+ dans X * est une mesure de Borel, et son image 1 dans X,

[1] Nous réservons la notation A a une partie symétrique p~1(4), 4 < X, et notons
* une partie quelconque de £
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image de A* par I’injection identique de X* dans X, n’est pas portée par X+
(catastrophe de la mesure image), puisque X* n’est pas A-mzsurable.
On ne sait pas si le produit de deux espaces radoniens est radonien; il

serait intéressant de savoir si X x X qui n’est de Lindelsf alors que X Iest,
ne serait pas un exemple d’un produit non radonien d’espaces radoniens.

(8,2.8) Enfin I’espace Q = X va nous donner des exemples de non-unicité
de la désintégration. La tribu borélienne de X n’est pas I-dénombrablement
engendrée, si A est # 0 et diffuse. En effet, sans cela il existerait X' < X,
borélien et portant 1, tel que la tribu borélienne de X’ soit dénombrablement
engendrée; on peut supposer X’ symétrique. Soit (B), ., une suite génératrice;
chacun des B, peut s’écrire comme réunion d’un borélien symétrique B, et

d’une partie dénombrable N; alors la tribu enzendrée est entiérement formée
de parties symétriques, & des ensembles dénombrables prés, conteuus dans

N = U N,. Alors toute partic dénombrable de X’ devrait étre contenue
neN

dans N°, alors que X’ a la puissance du continu, ce qui est absurde.
La méme conclusion est valable pour des m2sures non atomiques, car une
tribu u-dénombrablement engendrée 1’est aussi par rapport & la partie dif-
fuse ji’ de ji*. (Par contre évidemmesnt la tribu borélienne de X* est dénom-
brablement engendrée, puisqu’elle est isomorphe i celle de X). De la méme
maniére, la tribu borélienne de X n’est pas A-dénombrablement séparante.
Alors, en prenant (Y,%) = (¥, %), ou (Q,0) = (¥, %), nous aurons d’ex-
cellents exemples ol les conditions des théorémes (2,7) ou (2,16) ne sont
pas réalisées, et ol il y aura plusieurs espérances conditionnelles de fonctions
4 valeurs mesures, ou plusieurs désintégrations d’une mesure. Bornons-nous
au cas de la désintégration, un contre-exemple i (2,16) donnant un contre-
exemple 4 (2,7). Nous prenons donc Q = X, et prenons justement ’applica-
tion p de X dans X déja considérée, et une mesure 1 diffuse sur X, (p1) = 2
diffuse. Montrons qu’elle a pour désintégration relativement a p, Z (tribu
borélienne de X), la fonction x + A3 = a(x)5,+, + B(x)5:-), o1 a et B sont
des fonctions = 0 arbitraires de somme 1. Soit B* borélien de Q = X, B°
= p~1(B) = B symétrique, & une partie dénombrable prés. Alors 5(,+,(58")
= §(,-)(B*) sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de x, et
x + Z;(B*) est 1a fonction caractéristique de B A un ensemble dénombrable
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prés, donc elle est borélienne, et x + A appartient 3 Z . Ensuite f Ldi(x) =1,
X

puisque o+ f =1 (pour tout B, f Iy B)YdA(x) = f Ox)(B)dA(x) = A(B)
x bs
= J(B")) et A, est portée par p~'({x}) pour tout x, donc c’est bien une dés-
intégration d’aprés le théoréme (2,20). Deux de ces désintégrations ne sont
A-presque siirement égales, que si les « correspondantes sont A-presque partout
égales; il y a donc, avec le choix de o, une infinité de désintégrations essentielle-
ment distinctes, ayant une puissance strictement supérieure a celle du continu.
On peut d’ailleurs aussi considérer les désintégrations de 1 par rapport
a I’application identique et & la tribu borélienne @ = % elle-méme. 1l y a
encore la m&me infinité de désintégrations essenticllement distinctes. Toute
fonction ®— X, x* b at(X)8x+) + BH(X)8x-y, X~ ™ (X)(xe) + B (X)(x-)
oua*, B+, a—, f—, sont des fonctions =0sur X,at +f+ =1a- + 8- =1,
est une désintégration. Si en effet B* est borélienne dans X, elle est symétrique
= p~(B) & une partie dénombrable prés, donc w + 1,(B*) est la fonction
caractéristique de B* A une partie dénombrable prés, donc borélienne. Ensuite

J. ZodX(w) = . En effet, comme ci-dessus, f To(BYdl(w) = f 23.(@)di(w)
Q Q Q

= A(B*). Enfin, si 4* est borélienne, donc symétrique 4 une partiec dénom-
brable prds, pour l-presque tout weAd*, 1, est portée par A*, donc c’est
ure désintégration par la proposition (2,18). Remarquons que 1, n’est pas
portée par I’atome de w, qui est {®} lui-méme, dés que B+ et a~ sont partout
# 0; c’est donc un contre-exemple au théoréme (2,20), possible parce que
la tribu borélienne de X n’est pas I-dénombrablement séparante.

(8,2.9) Comme X ne vérifie pas non plus les conditions de 1’espace Y
des théoremes (2,8) et (2,17), on peut se demander s’il existe toujours des
espérances conditionnelles de fonctions a valeurs mesures ou des désintégra-
tions de mesures. Pour éviter des confusions de notation (il y a un espace X
dans tout ce No (8,2), et un autre espace X dans les théorémes (2, 8) et (2,17))
nous mettrons des ’ A toutes les lettres du théoréme (2,8): Q', A, v,,, V¥’

ws Vx' s
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ps X', &', w', Y', ¥'. Reprenons alors la démonstration de (2,8), avec
(Y’,%") = Pespace (X, %) du présent parazraphe.

On y utilise deux fois le fait que Y’ est compact métrisable. Une premidre
fois pour dire que £ est, d’aprés le lemme C, I’ensemble de toutes les fonctions
boréliennes = 0 bornées. Mais ceci ne dépend pas du fait qur Y’ est métrisable,
mais du fait que C*(Y’) engendre toute la tribu des fonctions boréliennes
= 0 bornées. Or ceci est toujours vrai simplemsnt si Y’ est compact de Linde-
16f, ce qui est le cas ici (voir (8,2.4)). On I'utilise une deuxiéme fois, pour
passer d’une désintégration relative 4 la tribu complétée %, & une désinté-
gration relative 3 2" elle-m3mz; or cela suppose que %’ soit v'-dénombrable-
ment engendrée, ce qui ne se produira ici que si v/ est atomique, c’est-a-dire
pratiquement jamais. Donc le théoréme (2,8) (resp. (2,18)) subsiste avec
I’hypothése que v’ (resp. A’) soit portée par une réunion dénombrable de
compacts de Lindeldf de v'-mesures (resp. A'-mesures) finies, a condition
que la tribu &' soit yu’-compléte. Nous n’aurons donc pas ici de contre-exemple
a l’existence d’espérances conditionnelles 4 valeurs mesures ou de désinté-
grations, si la tribu £ est u’-compléte. Sielle ne ’est pas, il se peut trés bien
que X donne des contre-exemples, mais je n’en ai pas trouvé. [1]

Contre-exemple (8,3). Cas de non-existence de la désintégration

(8,3.1) 11 est trés facile de donner des contre-exemples du théoréme (2,17),
et par la méme au théoréme (2,8) dont il se déduit, si @ n’est pas la tribu
borélienne d’un espace topologique. Soit Q@ un compact métrisable ayant la
puissance du continu. Soit A une probabilité de Radon diffuse sur . Soit
 la tribu borélienne, J, la tribu A-mesurable. Alors A définit aussi une me-
sure sur la tribu & , . Cette mesure admet-elle une désintégration par rapport
a la sous-tribu J7? Soit ® ~ 1, une telle désintégration. Comme 7 est dé-
nombrablement séparante, le théoréme (2,20) dit qu’il existe un ensemble
Q' = Q, borélien, portant 1, tel que, pour weQ’, on ait 1, = O(py- Soit
alors B 6.7:;_; la fonction w - 1,(B) coincide, sur Q’, avec la fonction carac-
téristique de B; et elle doit appartenir & Z . Autrement dit, on aura

[1] Sunyach a montré (résultat non publié¢) qu’une probabilité de Radon a toujours une
désintégration par rapport & une sous-tribu compléte de la tribu mesurable.
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F,NQ =T NQ, toutes les parties A-mssurables de Q' devront étre bo-
réliennes. Or ’ensemble des parties boréliennes de Q' a au plus la puissance
du continu; et, comme il existe une partie 1-négligeable N’ de Q' ayant la
puissance du continu, I’ensemble des parties de N’, A-négligeables donc
A-mesurables, a une puissance strictement supérieure a celle du continu.
Nous arrivons donc & une contradiction, donc 1, mesure sur T ., D’est pas
désintégrable relativement 2 la sous-tribu 7~ de ;. Méme résultat avec T
au lieu de I 2, pour la méme raison (voir (8,0)).

(8,3.2) Il est donc intéressant d’avoir des contre-exemples ol @ est la tribu
borélienne d’un espace topologique Q, A une mesure de Borel sur Q, c’est-3-
dire une mesure sur (Q,0).

Soit X un compact métrisable, p une probabilité de Radon sur X,Q une
partie de X, non pu-mesurable, de y-mzsure extérieure 1. On sait que u définit
une mesure induite 4 sur Q, définie par A(B) = u*(B) = u(B'), pour B borélien
de Q, B’ borélien de X tel que B’ N Q = B. Si O est la tribu borélienne de Q,
A est une mesure sur (Q,®), et, si p est I’injection canonique de Q dans X,
elle est continue donc (0, %)-mesurable de Q dans X, & tribu borélienne
de X. La mesure image p(2) est précisément u; puisqu’elle n’est pas portée
par Q, A n’est pas de Radon. Alors 1 n’admet pas de désintggration relative-
ment & p, . En effet, si (4,)..x est une telle désintégration, comme £ est
dénombrablement séparante, le théoréme (2, 20) dit que, pour p-presque tout x,
A, est portée par p~!{x}. En particulier, pour p-presque tout xeX\Q,
A, est nulle; or pour u-presque tout x, elle doit avoir la masse 1. Ceci est
contradictoire avec le fait que X\Q n’est pas p-négligeable. Donc 4 n’est
pas désintégrable pour p, Z. )

Dans cet exemple, la non-surjectivité de p joue un rdle essentiel; le contre-
exemple suivant donne un cas ol p est surjective.

(8,3.3) On sait qu’il existe une partie Q de [0,1]> = X x Y, qui coupe
chaque verticale {x} x Y en un point exactement, et qui cependant n’est pas
(dx ® dy)-mesurable. Soit @ la tribu borélienne de Q. Soit A la mesure induite
par dx ® dy sur Q, A(B) = (dx ® dy)* (B) pour B borélien dans Q. Cette
mesure A sur Q est de Borel, non de Radon; sans quoi, par la régularité inté-
rieure, (dx @ dy)*(Q) serait la borne supérieure des (dx ® dy)(K), K compact
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dans Q, donc (dx @ dy)*(Q), et Q serait (dx ® dy)-mesurable, ce qui est
contraire a I’hypothése. Soit p la premiére projection (x,y) ~ x, de Q sur X,
qui est continue surjective de Q sur X; & sera la tribu borélienne de X . Soit
4 la mesure image p(1). Supposons que A admstte une désintégration x — 4,
par rapport 3 p, & ou méme Z «- Le théoréme (2,20) dit encore que, pour
p-presque tout x, A, est portée par p~'({x}) et de masse 1, donc égale i
O(r(xy)» OUS est’application de X dans Y dontle grapheest Q, et F(x) = (x,f(x));
F est une application de X dans Q. Montrons que F (ou f) n’est pas u-mesu-
rable (Lusin ou Borel, c’estla méme chose puisque Q est métrisable séparable).
Si en effet il en était ainsi, F(u) serait égale & A, car, pour tout borélien B
de Q, on aurait (F(u))(B) = u(p(B)) = AMp~'(p(B)) = A(B). Alors A serait
nécessairement de Radon sur Q, et nous avons vu qu’elle ne 1’était pas. Donc
il existe un borélien B, de Q, tel que F-!(B,) = p(B,) ne soit pas u-mesurable.
Or la fonction caractéristique de p(Bo) est X = S(p(x),(Bo), p-presque partout
égale 4 x + A,(By), qui devrait étre u-mssurable. Nous aboutissons donc a
une contradiction, et 4 n’est pas désintégrable pour p, F e

Remarquons que F et p sont des bijections réciproques entre Q et X, que
i = p(A), mais que A n’est pas F(u), puisque justement F n’est pas u-mesu-
rable! Comme p est surjective, la proposition (3,5) montre que A n’est pas
non plus désintégrable par rapport aux sous-tribus p~1(%) et p“(ﬁf‘ ) de la
tribu A-mesurable de Q. Les élémznts de J = p~!(Z) sont les parties bo-
réliennes de Q dont la projection par p est borélienne sur X (I’ensemble borélien
B, ci-dessus n’est pas dans J). Comme Z, 4 est 1a complétée de ' par rapport
a u, c’est-3-dire engendrée par Z et les parties contenues dans des parties
p-négligeables éléments de &, p“(@ ) est engendrée par J et les parties
contenues dans des parties A-négligeables de J, c’est donc la complétée
g ,7 de J par rapport 4 1, restriction de A 4 . Vignore si A admet une
désintégration par rapport 3 la tribu plus grande J \/ 4", de Q.

Nous avons donc un exemple d’une mesure de Borel A finie sur un espace
métrisable, n’ayant pas de désintégration par rapport & une sous-tribu,
borélienne ou A-compléte, de la tribu A-mesurable. Naturellement, si A était
de Radon, justement le théoréme (2,17) donnerait ’existence d’une désinté-
gration.
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(8,3.4) 1l serait important d’avoir aussi des exemples de probabilités de
Radon sur un compact Q (non métrisable), n’ayant pas de désintégration par
rapport a une sous-tribu, non compléte [1] de la tribu A-mesurable. En par-
ticulier: si la tribu borélienne de X x Y est strictement plus grande que le
produit des tribus boréliennes de X et de Y, existe-t-il une probabilité de
Radon 4 sur X x Y, n’ayant pas de désintégration par rapport au produit
des tribus boréliennes?

Contre-exemple (8,4) pour le théoréme (2,20)

Plagons-nous dans les conditions de ce théoréme, mais en supposant que &
n’est pas u-Q-dénombrablement séparante; alors il peut arriver que, pour
tout x, A, ne soit pas portée par p~!({%}). On pourra se borner au cas ol p
est 'identité, X = Q, et ol & = J est une sous-tribu, non A-dénombrable-
ment séparante, de la tribu A-mesurable de Q, et on donnera des exemples
ol, pour aucune valeur de w, 4, n’est portée par I’atome de w dans .

(8,4.1) Un premier exemple est donné par Q = X de (8,2), et ol I est
la tribu borélienne elle-méme &. On a vu, & (8,2.7), que @ & J(,y), OU O
est la symétrie, est une désintégration de 1 (diffuse), par rapport T O(om)
n’est jamais portée par w.

L’intérét de cet exemple est que J est la tribu borélienne elle-méme, dont
les atomes sont les points. Mais il a un défaut: il n’y a pas unicité de la dés-
intégration, et @ + §,, est aussi une désintégration pour laquelle J,, est
toujours portée par w.

Voici une variante. L’application x — x* de X dans X est borélienne
(voir (8,2.6)); donc, comme X est compact métrisable, toute probabilité de
Radon 4 # O diffuse sur X admet une désintégration relativement & p, z ,
et une seule 3 un ensemble i-négligeable prés (1 est I’image de 4). Or c’est

évidemment x* & J,y, x~ - (. Elle n’est cependant pas, pour A-presque
tout élément de X, portée par son image réciproque, puisque, pour tout x—,

son image réciproque est vide, et que X~ n’est pas A-négligeable.

[1] Voir note [1] page 155.



SURMARTINGALES REGULIERES . . . 159

(8,4.2) Voici un cas beaucoup plus courant. Soit Q un compact métrisable,
de tribu borélienne @, et soit 7 une sous-tribu de ¢, dénombrablement
engendrée. Par exemple, Q est le tore T. dont on appellera s la symétrie
o » —, et J sera la tribu des parties boréliennes symétriques. Ou bien Q
sera un produit X x Y de compacts meétrisables et 7 sera la tribu image
réciproque, par la projection, de la tibu borélienne de X, X et Y ayant
la puissance du continu. Soit alors A une probabilité de Radon diffuse sur Q,
ayant la propriété suivante: il n’existe pas de partie Q' = Q, borélienne,
portant 4, telle que J N Q' ait pour atomes des points. On formera im-
médiatement des exemples de telles mesures; surle tore, on prendra [a mesure
de Lebesgue (si Q' porte 4, Q" = Q' NsQ’ la porte aussi; alors Q" NT
a des atomes qui ne sont jamais des points, mais des couples de deux points
symétriques, donc I’atome de tout point de Q" dans Q' N.J est formé de
deux points); sur X x Y, on prendra A = y ®v, p # 0, v diffuse # 0; alors
Q' devrait contenir un point au plus sur chaque verticale {x} x Y, donc
serait (u ® v)-négligeable s’il est (u ® v)-mesurable, d’aprés Fubini (v est
diffuse), donc il ne saurait porter 1. Considérons maintenant la sous-tribu
T’ =T \/ AN, de la tribu A-mesurable, engendrée par 7 et les parties A-né-
gligeables de Q. Elle n’est plus A-Q-dénombrablement séparante. En effet,
ses atomes sont maintenant les points. S’il existait une suite de parties B,€ 7',
séparant A-presque tout les points de Q, on voit que chaque B, est, 3 un en-
semble A-négligeable prés N,, dans .7; un ensemble de la tribu engendrée
par les B, appartient 4 J, & un ensemble A-négligeable prés, contenu dans
N = U N,. Alors, pour A-presque tout w, {w} différerait de &, atome

n

de w dans <, par un ensemble contenu dans N; si nous appelons N la
réunion de N et de I’ensemble A-négligeable des @ n’ayant pas cette
propriété, on voit que, pour tout w¢ N, & serait {w}, & une partie prés con-
tenue dans N; donc, si Q" = (N, I N Q' aurait pour atomes des paints,
ce qui est contraire & nos hypothéses. Donc 7’ n’est pas A-dénombrablement

séparante. On doit donc s’attendre a ce que les conclusions du théoréme
(2,20) soient en défaut. Supposons que I’on ait la conclusion de (2,20). Alors,
® b J, serait une désintégration de A par rapport & . Si alors Be0,

sa fonction caractéristique @ + () (B) appartiendrait 3 J \/ 47;, donc
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g \/A,, contenant @ et.f,, serait toute la tribu A-mesurable. Mais la tribu
A-mesurable, contenant @, est dénombrablement séparante, et nous avons vu
que I \/ A, ne I’était pas. Les conclusions de (2,20) sont donc bien en défaut.
Dans1’exemple du tore, une désintégration de A est donnée par @ - 4(0,) + 900>
qui n’est jamais portée par l’atome {w} de w dans J \/.4",. Dans le cas du
produit X x Y, et de A =pu®v, une désintégration est donnée par
(x,¥) & ) ® v, qui n’est jamais portée par I'atome {(x,y)} de (x,y) dans
I \/A&;, puisque v est diffuse non nulle.

On pourrait dire que, dans cet exemple, I’adjonction de 47, a joué un rile
essentiel. Autrement dit qu’un tel contre-exemple sort obligatoirement des
sous-tribus de la tribu borélienne. Mais, si nous appelons & la tribu engendrée
par les parties dénombrables, nous pourrons considérer J" = 7 \/ Z; elle
est contenue dans @. Elle n’est pas non plus dénombrablement séparante
(ses atomes sont encore des points), sans quoi J ' le serait. Elle n’admet pas
non plus de désintégration A-presque partout égale & w — §,,, sans quoi
A admettrait o + 6, comme désintégration aussi pour J'; donc les con-
clusions de (2,20) sont encore en défaut. Dans 1’exemple du tore et du produit,
de toute fagon, on a une désintégration w + A7 ol jamais 17 n’est &gale
3 Oy

(8,4.3) On peut donner un exemple trés important dans la théorie des
processus de Markov. Soit Q l’espace des fonctions numériquss sur R*
= [0, + o[, réglées et continues a droite, muni de I'une des topologies
lusiniennes usuelles[*]. Un point w est donc une fonction réglée et continue
3 droite sur R+, nous appellerons X' la fonction définie par XY(w) = w(f).
Introduisons les tribus définies apres le corollaire (6,3): %° est la tribu du
passé, engendrée par les fonctions X*, t < s, et 7° = #°*. Chaque tribu %°
est dénombrablement engendrée; mais on peut montrer que J° ne I’est plus,
ni @-dénombrablement séparante. Cela ne me semble pas élémentaire, mais la
suite va le montrer. Soit 4 une probabilité de Radon sur Q, définiscant un
processus de Markov simple, par exemple le mouvement brownien avec
départ (3 I'instant 0) & I’origine (A-presque sirement, X° = 0). La propriété

[*] Voir Schwartz [1], page 138.
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de Markov dit que, si fest une fonction sur Q, appartenant 2 la tribu de 1’avenir
de I'instant s (C’est-a-dire engendrée par les X', t = s), ses espérances con-
ditionnelles par rapport a la tribu de X° sont aussi des esperances con-
ditionelles par rapport & J°. Donc, si nous choisissons une désintégration
arbitraire ® +~ A, de A par rapport & 7%, w ~ A(f) est A-presque partout
égale a une fonction de la tribu de X*, a fortiori dans #*. Mais alors ceci
est aussi vrai pour fdans la tribu %° elle-méme. Donc finalement pour toute
fonction f de la tribu @ des trajectoires, w + A5,(f) est A-presque partout
égale a une fonctiondelatribu #°; autremeantdit, w — A;, appartient a #*\/ 4",.
Elle est donc aussi une désintézration de A par rappart a %°\/A",, d’aprés
la proposition (3,6). (11 est d’ailleurs bien connu que 7 < (#°y A47,)). Il est
moins simple de voir qu’on peut en fait choisir w + 4], de maniére qu’elle
appartienne a %°, et soit donc une désintégration de A pour #°. On peut
méme aller beaucoup plus loin, car, dans le cas des processus de Markov,
on dispose d’une expression explicite des désintégrations. On peut trouver
une désintégration régulicre (lj)(s_m, de A par rapport a la famille (J7°), g+
(croissante et continue a droite), d: maniére que, pour tout s,w - 4, soit
dans %° et soit donc aussi désintégration de 4 pour #°. Nous admezttrons
ce résultat.

L’atome de w dans #° est ’ensemble des trajectoires w’, pour lesquelles
'(t) = o) pour.t < s. En outre, %° est exactement ’ensemble des parties
boréliennes de Q qui sont réunion d’atomes de #°. La proposition (5, 18)
dit justement que, pour A-presque tout w, pour tout s, pour A;-presque tout
', on a w'(f) = w(t) pour tout ¢t < s, autrement dit que A;, est portée par
I’atome de w dans %°. Par contre, et c’est la le contre-exemple, nous allons
voir qu’il n’est pas porté par I’atome de @ dans J°. Utilisons en effet les no-
tations classiques dans les Markov, avec les probabilités P*,[*] x € R; d’ail-
leurs (P*)y g €st une désintégration de A par rapport a la tribu de X°. On
peut alors démontrer la propriété suivante, qui est plus forte que la propriété
de Markov forte (et qui peut servir de base & unz nouvelle étude des processus
de Markov par les désintégrations régulieres, étude que nous publierons dans
un article ultérieur): pour A-presque tout @, pour tout s, pour tout £¢>0,

(*) Nous prenons les notations de Blumenthal-Getoor [1].
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Iimage X*"%(4%) est X°(P*"®). Dans le cas du mouvemsnt brownien, cette
derniére mesure est gaussienne, donc diffuse. Donc, pour A-presque tout @,

pour tout s, pour tout e > 0, X ** “est A3-presque sirement différent de X***(w),
En faisant ¢ = 1,1/2,---,1/n,---, on voit que, pour A-presque tout @, pour
tout s, pour 1 -presque tout @', la trajectoire de o’ differe de celle de w

en une suite de points, a droite de s et tendant vers s. Or I'atome de
dans 7, réunion de ses atomes dans les tribus % *** pour ¢ >0, est juste-

ment I’ensemble des trajectoires o’ qui coincident avec @ jusqu’a un temps
(dépendant de w’) >s. Et J° est I’ensemble des parties boréliennes de Q
qui sont réunion d’atomes de J°. Donc, pour A-presque tout @, pour tout s,
I’atome de w dans T est 13-négligeable. C’est I’exemple le plus fort qu’on
puisse donner en sens inverse des conclusions de la proposition (2,20); il se
rapporte non seulement a4 une désintégration, mais 4 une désintégration
réguliére.

Considérons maintenant la famille de tribus (), g+, encore croissante et
continue & droite. Les atomes de 7 * sont les mémes que ceux de J*; si en
effet w, et w, appartiennent & un mme atoms de I, etsi u=34(0,,)+ d0y)s
toute fonction de J* est dans I~ *\/ A, donc doit étre pu-presque partout
égale a une fonction de .77, donc en particulier égale en w,; et en w, donc
prend la méme valeur en ces deux points, qui sont donc dans un méme atome
de 7. Ensuite toute désintégration réguliére pour (7, er+ 'est aussi pour
("), cg+; donc on a les mémes propriétés qu’antérieurement en remplagant
les J " par les J*. 11 résulte de ces conclusions que, pour la probabilité mar-
kovienne 4 du mouvement brownien, J° et 7' ne sont pas A-dénombrable-
ment engendrées ni A-Q-dénombrablement séparantes; rappelons cependant
qu’elles sont p-fortes pour toute mesure de Radon p sur Q, par les corollaires
(6,3) et (3,9 bis).

(8,4.4) Le résultat précédent ne tient pas a la propriété de Markov, mais
a une propriété de dispersion des trajectoires, qui peut s’exprimer naivement

ainsi: quand on connait la trajectoire jusqu’a I’instant s, la loi de probabilité
de X',t> s, estdiffuse; en termes précis, pour A-presque tout w, pour tout s,

pour tout ¢ >0, X*"°(A,) est diffuse; simplement, dans le cas précédent,
c’est la propriété de Markov X*T{(1%) = X*(P*) qui permettait de voir
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cette propriété de diffusion. La cenclusion est toujours que, pour A-presque
tout w, pour tout s, I’atome de @ dans 7 *est A;-nézligeable. Mais considérons
au contraire le processus classique suivant: les T,, ne N, sont une suite
croissante de variables aléatoires, Ty =0, T, = 0, les T,,, — T, étant in-
dépendantes et suivant toutes la loi en e * dx. On posera alors
X'(w) = Max{n; T,(w) < t}.

On peut alors réaliser ce systéme avec le méme Q que précédemment, I’espace
des fonctions réglées et continues a droite, et avec une loi 4 pour laquelle on
a A-presque sirement, pour tout ¢, X'(w) = Max{n; T,(w) < t}. Les T, soat
alors des temps d’arrét, et le processus est encore markovien. Mais la loi de
probabilité X**4(A%) = X°(P*")) n’est plus ici diffuse, c’est une loi de Poisson
de paramétre ¢, translatée de X*(w).

D’aprés le théoréme (7, 7), pour A-presque tout @, pour tout s, si X*(w) = n,
c’est-d-dire si T,(w) < s < T,,1(w), pour A;-presque tout @’, on a aussj
T (@) £ 5 < T, (0"),donc X(@’) = n = X*(w), mais en outre X(0’) = X'(w)
pour t < Inf(T, (@), T, +;(®w")), nombre >s. Donc, dans ce cas, pour A-
presque tout , pour tout s, I’atome de w dans J° porte A;,.

On peut donc s’attendre a ce que, pour cette loi 4, la tribu J* soit A-Q-
dénombrablement séparante. Il est en bien ainsi, et ici encore cela n’a rien
4 voir avec la nature du processus markovien choisi, mais vient d’un fait
beaucoup plus général: A est concentrée sur I’ensemble Q' des trajectoires
a valeurs entiéres (ou a valeurs dans n’importe quel sous-espace discret de
R). En effet, les tribus I°NQ’ et Z°* N Q' coincident; car deux trajectoires,
a valeurs entidres, et continues & droite, qui coincident jusqu’a l’instant s,
coincident jusqu’a un instant > s; donc les atomes de N Q’ et de #* N Q’
coincident, et comme, pour chacune de ces tribus, un ensemble lui appartient
si et seulemcnt s’il est borélien et réunion d’atomes, ces deux tribus coincident.
Or %° est dénombrablement engendrée, donc aussi J°NQ’, et par suite
T est A-dénombrablement engendrée donc A-Q-dénombrablement séparante,
et le théoréme (2,20) cette fois s’applique. En outre, avec ces seules hypothéses
sur A, c’est-a-dire sans aucune hypothése markovienne, la proposition (5, 18)

dit que, pour A-presque tout w, pour tout s, 43, est portée par I’atome de w
dans %°, mais aussi par Q’, donc par I’atome de w dans Z°NQ’' = IT°*NQ’,
donc par I’atome de w dans J°.
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Contre-exemple (8,5). Tribus non fortes

11 est dit dans les hypotheéses qu’une tribu A-forte est A-presque universelle-
ment mesurable. Il est donc intéressant de trouver des tribus universellement
mesurables ou méme boréliennes qui ne sont pas A-fortes. (8,4.2) nous en donne
un exemple immédiat.

Soit Q@ = T le tore, A la mesure de Lebesgue du tore, < la tribu des parties
boréliennes symétriques. La tribu (borélienne) J" = J \/ @ engendrée par
g et les parties dénombrables n’est pas A-forte. En effet, la désintégration
de A par rapport & J ou J” est @ - §(0(p) + O(~w)) = A7, Mais A7 est
afomique; alors 7 est A2-dénombrablement engendrée (par les parties {w}
et {sw}) et séparante, donc une désintégration dz 1, pour J” prend obliga-
toirement (comme il était trivial), pour 1. -presque tout ®’, c’est-d-dire pour
o' =wet o =sw, la valeur ., . Elle n’est alors pas AZ-prasjuz partout
égale 4 w' & A,., et I n’est pas A-forte.

Pour ’exemple 4 = u® v sur X x Y, également donné a (8,4.2), I est
au contraire A-forte. En effet, (x,y) l;{y = O(x)®@v est une désintégration
de A par rapport & 7, donc aussi par rapport & J”; mais alors (x',y") b A,
est une désintégration de A, , pour J , donc aussi pour J " parce que toute
partie dénombrable est ).f:y-négligeable. Mais considérons J" = T \/A,
ou A est formée de toutes les parties boréliennes contenus dans une réunion
dénombrable de verticales et supposons aussi u diffuse. Toute partie élément
de A est alors A-négligeable, donc (x,y) l{ y est encore une désintégration
de A pour . Mais maintenant, pour tout (x,y), 7" est lf,y-dénombrable-
ment engendrée et séparante, car {x} x Y porte A7, et qus, sur cette
partie, J " est toute la tribu borélienne. Donc ‘une désintégration de
A7, pour T est, sur {x} X Y, (x,y) > &, et elle n’est pas A -presque
partout égale 3 (x,y’) » Af',.,, donc J " n’est pas A-forte. On peut voir les
choses autrement, en utilisant la proposition (3,10). Dans le cas du tore, il
est faux que 3(J,) + d(s)) donne & tout 47" la mesure 0 ou 1, puisque
{w} et {sw} ont la mesure ; dans le cas du produit X x Y, il est faux que
dx)® v donne a tout Ae7 " la mesure 0 ou 1, puisque tout borélien de
{x} x Yest dans J " et que v est diffuse. Donc, dans ces deux cas, la tribu
n’est pas A-forte.
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Hypothése J-dénombrable: page 82; hypothése J-compacte: page 82.
Surmartingale réguli¢re & gauche: pages 87, 93.

By

Systéme de limites & gauche d’une surmartingale réguliére, notation v, :
page 88. Limites a 1’infini: page 93; potentiel: page 98.

Désintégration reguliére: page 101. Notation A5,A, : page 101. Famille
auto-désintégrante: page 138

Temps d’arrét.
Temps d’arrét: page 139, notation J7: page 139.
Contre-exemple X, X*, X ™: pages 146 et suivantes.
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