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SURMARTINGALES RÉGULIÈRES À VALEURS MESURES ET
DÉSINTÉGRATIONS RÉGULIÈRES D'UNE MESURE

par
LAURENT SCHWARTZ

à Paris, France

en hommage au Professeur B. Amirà
In t roduct ion

L'introduction des espérances conditionnelles a été un de plus grands
succès des probabilités dans les dernières décennies. Pratiquement tous les
problèmes qui se posaient dans la théorie des martingales ou des processus
de Markov peuvent se traiter avec les espérances conditionnelles. Du coup
on a presque perdu de vue ce qui était l'outil initialement souhaité: la loi de
probabilité conditionnelle, dont d'ailleurs toutes les espérances conditionnelles
se déduisent. Au stade actuel, il peut sembler qu'on n'ait rien perdu. Comme
malgré tout la connaissance de lois conditionnelles est beaucoup plus forte
que celle des espérances conditionnelles, il y a fort à parier qu'elles pourraient
donner beaucoup plus. Tout cet article est une étude systématique des lois
de probabilités conditionnelles, c'est-à-dire des désintégrations d'une pro-
babilité, soit par rapport à une tribu, soit par rapport à une famille de sous-
tribus, croissante et continue à droite, comme on en rencontre dans les pro-
cessus. Il s'avère qu'on peut obtenir des résultats d'une grande richesse, peu
soupçonnés a priori. Nous publierons dans un article ultérieur de applica-
tions aux processus de Markov.

L'article commence par des rappels: tribus, mesures, etc.. Les lemmes A,
A', B, Bbis, C, Cbis, D, E, F, G, sont tous bien connus ou implicitement
connus; nous les réénonçons seulement pour pouvoir y référer de façon
précise.

Le §1 traite de l'intégration des mesures. Si XH XX est une fonction sur X
à valeurs dans l'espace des mesures sur (Y, $0, on en définit l'intégrale
A = ƒ Xxdfi(x) par rapport à une mesure fi suiX; X est elle-même une mesure
sur (Y,^0. Les résultats de ce §1 sont aussi couramment utilissé; je ne suis
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pas sûr cependant qu'il en existe d'exposé systématique indiquant tous les
résultats dont nous aurons constamment besoin; c'est pourquoi nous les
exposons complètement ici. Les propriétés essentielles sont récapitulées dans
le théorème (1,9). Il contient la formule de Fubini des intégrales superposées;
elle se généralise pour l'intégration d'une fonction à valeurs mesures, à la
proposition (1,17).

Le §2 traite des espérances conditionnelles. L'espérance conditionnelle
d'une fonction sur (Q,0, A), est couramment définie si ƒ est à valeurs réelles
^ 0 (finies ou non) et A-mesurable, ou à valeurs dans un espace de Banach
et A-intégrable. Nous en rappelons les propriétés au théorème (2.3). Le but
du § est de définir l'espérance conditionnelle lorsque ƒ est remplacée par une
fonction à valeurs mesures sur (Y9&). La définition est la même, donnée
à (2.4). Mais, contrairement, à ce qui se passe pour des fonctions ^ 0, il n'y a
nécessairement ni existence ni unicité de cette espérance conditionnelle.
L'unicité est vraie (théorème (2.7)), moyennant des conditions de finitude
et de dénombrabilité relativement simples. Au contraire, l'existence (thé-
orème (2.8)) exige des conditions beaucoup plus strictes, pratiquement on
doit être en présence de mesures de Radon sur un espace topologique à parties
compactes métrisables. Bien que des contre-exemples soient donnés au §8,
quand certaines de ces conditions ne sont pas réalisées, elles sont sans doute
trop restrictives. La proposition (2.9), comparant les désintégrations par
rapport à deux tribus presque égales, sera souvent utilisé. (2.10) traite alors
de la désintégration des mesures. C'est ce que nous avions annoncé au début:
si A est une probabilité sur (Q,0), une désintégration xt->Af par rapport
à une application p de Q dans un ensemble X muni d'une tribu X, est la donnée
des espérances conditionnelles, Xx étant la probabilité conditionnelle (déduite
de A), lorsqu'on a l'information fournie par p(co) = x, et la tribu X. Il est
préférable de prendre comme définition: xi-»Af est l'espérance conditionnelle,
par rapport à p, X, de la fonction à valeur mesures sur (Q,0): coi-x5(ö)).
Le théorème (2.11) en donne la caractérisation, et (2.13) à (2.15) des propriétés
fondamentales. Le théorème d'unicité est (2.16), le théorème d'existence est
(2.17) (donné, pratiquement sous la même forme, par Jirina). Ici ils sont
des conséquences directes des théorèmes (2.7) et (2.8). La proposition (2.18)
donne une autre caractérisation. Le théorème (2.19) aura dans la suite de
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très nombreuses applications; on en déduit déjà tout de suite (2,20 à 23), qui
relient la désintégration à d'autres définitions, données dans des cas parti-
culiers divers. De (2.24) à (2.29), on développe des résultats techniques. Ce
sont les théorèmes (2.30) et (2.31) qui donnent la relation fondamentale entre
désintégrations et espérances conditionnelles, en sens inverse de la définition
la désintégration était une espérance conditionnelle particulière, mais elle
joue le rôle de noyau, elle donne à son tour toutes les espérances condition-
nelles, pour des fonctions intégrables à valeurs banachiques, ou des fonctions
^ 0 à valeurs réelles ou à valeurs mesures.

Le §3 traite de la transitivité des désintégrations de mesures. En style naïf,
il s'agit de ceci: si l'on se donne une première information, définie par co
et une sous-tribu S? de la tribu /l-mesurable, puis une deuxième information
définie par co' et une sous-tribu F % et si la deuxième est plus précise que la
première, ce qui se traduit p a r ^ c ^", alors tout se passe comme si on s'était
donné la seconde seule (moyennant une condition de dénombrabilité sur J~).
En termes précis: pour A-presque tout co, Af est désintégrée sur T comme
A elle-même, par CO'R-A^. On étudie pour cela d'abord la situation la plus
générale, qui fait l'objet du théorème (3,3), puis on passe au cas signalé ici,
des sous-tribus de la tribu A-mesurable, à partir de (3,5). On est amené à
introduire une notion nouvelle: la tribu 3" est dite A-plus forte que Sf si la
propriété précédente est réalisée. Une tribu A-dénombrablement engendrée
est A-forte, c'est-à-dire plus forte qu'elle-même et que toutes ses sous-tribus
(théorème (3,8), (3,9), (3,10). (3,10bis), (3,11) (3,13), (3,14)); tous ces
théorèmes joueront un rôle important dans la suite. O A peut regretter que
certaines conditions soient nécessaires pour qu'une tribu soit A-forte; le (8,5)
donnera des contre-exemples simples montrant qu'une tribu, même borélienne,
n'est pas toujours A-forte. Ces propriétés des tribus fortes nous semblent
parmi les plus intéressantes de la théorie.

Le §4 étudie les surmartingales. La théorie des surmartingales à valeurs
réelles est supposée connue (rappels au théorème (4,3)), et nous étudions ici
les surmartingales à valeurs mesures sur (F,30. Une surmartingale à valeurs
réelles est dite régulière si elle est presque sûrement réglée et continue à droite.
Il faut trouver une définition des surmartingales régulières à valeurs mesures;
c'est la définition (4,6), d'où on tire quelques conséquences élémentaires
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(4,7) à (4,9). Le théorème (4,10 bis) est une conséquence moins simple. On
va ensuite se poser la question de l'existence et de l'unicité des modifications
régulières d'une surmartingale à valeurs mesures : unicité corollaire (4,10 quarto),
existence (théorème (4,16)). Il est nécessaire pour cela d'introduire des outils
techniques, qui reviendront constamment (systèmes J-determinants, hypothèse
J-dénombrable ou J-compacte; la deuxième hypothèse est plus forte que la
première, elle semble plus ou moins indispensable à l'existence, alors que la
première suffit pour l'unicité). A (4,19) on étudie les limites à gauche. Quand
une fonction numérique est réglée, par définition elle possède en tout point
une limite à gauche. Mais, pour une surmartingale régulière à valeurs mesures,
l'existence de limites à gauche n'est pas assurée, et même la définition demande
quelques précautions. La définition est (4,19), le théorème d'unicité (4,21 bis),
dans l'hypothèse J-dénombrable, le théorème d'existence (4,22), dans l'hypo-
thèse J-compacte. On en déduit les deux décompositions de Riesz, théorèmes
(4,24 et 25).

Le §5 étudie les désintégrations régulières à partir des surmartingales ré-
gulières à valeurs mesures, et inversement applique les désintégrations régulières
aux surmartingales. Une désintégration régulière d'une mesure X sur (Q,0),
par rapport à la famille (^"'),6R de tribus croissante et continue à
droite, est défine à (5,0); c'est une martingale régulière d'espérances con-
ditionnelles de coi->(5(û)). Les théorèmes (5,1) et (5,1 bis) en donnent les
propriétés immédiatement déduites de celles des surmartingales régulières.
A partir de là, on va trouver une série de propriétés, toutes du même type:
quand une propriété est vraie, pour une désintégration, pour A-presque tout
(o, elle est aussi vraie, pour une désintégration régulière, pour A-presque
co9 pour tout t. Mais c'est souvent difficile à démontrer. La proposition
(5,2) est typique de ces propriétés. Toutes les suivantes, (5,3) à (5,6) sont
aussi intéressantes. La proposition (5,7) ne donne que des résultats incomplets,
qui ne pourront être complétés que beaucoup plus loin (proposition (5,18)).
A partir de là, on peut appliquer les désintégrations régulières aux martingales
et surmartingales. De même qu'une désintégration donne toutes les espérances
conditionnelles, théorèmes (2,30 et 31), une désintégration régulière donne
toutes les espérances conditionnelles régulières, proposition (5,9). On passe
ensuite aux surmartingales. La proposition (5,10) donne de remarquables
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formules intégrales. C'est alors la proposition (5,12) qui donne, à partir
d'une désintégration régulière, les modifications régulières de toutes les sur-
martingales; c'est un résultat qui nous semble très remarquable, bien que
tout-à-fait attendu; sa démonstration complète est difficile. De là on passe,
en plusieurs étapes, à partir de (5,14), à la proposition (5,18), qui est une des
plus intéressantes. En termes de processus, elle s'exprimerait naivement ainsi:
l'information donnée par un point co et la tribu ^s devrait donner toute la
trajectoire aux instants t ^ s. C'est intuitivement évident. Si on l'écrit: pour
tout s, pour A-presque tout co, c'est très simple. Mais nous voulons: pour
A-presque tout co, pour tout s, Â , est portée par l'ensemble des trajectoires
coïncidant avec celle d'co jusqu'à l'instant 5. Ce résultat, qui est donc très
intuitif, est un des plus difficiles à démontrer; je ne l'ai trouvé que très tradive-
ment, et il nécessite, comme on le constatera, une quantité de résultats anté-
rieurs. On pourrait d'ailleurs aussi naïvement imaginer qu'on a plus, à cause
de la continuité à droite de la famille de tribus: Â , est portée par l'ensemble
des trajectoires coïncidant avec co jusqu à un instant > s. Ceci est faux, comme
le montre le contre-exemple (8,4.3).

Le §6 traite des désintégrations régulières et de la transitivité; il est au
§5 ce que le §3 est au §2. Les tribus A-fortes donnent d'excellentes applications
aux désintégrations et surmartingales régulières. Tout d'abord les propo-
sitions (6,2) et (6,3) donnent une application des désintégrations régulières
aux tribus A-fortes, et montrent que certaines tribus non A-dénombrablement
engendrées sont A-fortes. Le théorème (6,6) est le plus important; il est complété
à (6,8). Les théorèmes (6,9) et (6,11) étendent aux surmartingales le résultat
démontré antérieurement pour les désintégrations régulières. La récapitula-
tion de tous ces résultats dans le théorème (6,12) donne une bonne idée de
l'ensemble des résultats obtenus dans ce chapitre. Ce qu'il y a d'essentiel
dans tous ces théorèmes, c'est la possibilité, pour les désintégrations ou les
surmartingales régulières, de remplacer la mesure de base A par l'une quel-
conque des mesures Xs

m de la désintégration régulière de A, pourvu que l'on
se borne aux temps t ^ s. Ainsi: si (ff)teR est une surmartingale régulière
par rapport à A, alors, pour A-presque tout co, pour tout s, (f)t^s est une
surmartingale régulière par rapport à Xs

œ (théorème (6,9)). Le même résultat
serait vrai pour des Markov, nous le publierons ultérieurement.
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Le §7 traite des temps d'arrêt. Le résultat le plus important est le théorème
(7,2): si (A£)(rt<D) est une désintégration pf, ^-régulière de X pour la famille
des tribus ( J ^ R , alors une désintégration de X pour la tribu 2rT définie
par le temps d'arrêt Test donnée par G)R>A£(O>). Ainsi une désintégration
régulière donne des désintégrations pour tous les temps d'arrêt. Les théorèmes
(7,6), (7,7), (7,8) sont de belles applications des paragraphes antérieurs, et
leur intérêt dans les processus ne saurait échapper.

Le §8 donne une liste de contre-exemples. Nous les avons rassemblés pour
ne pas alourdir le texte antérieur, car un contre-exemple est toujours assez
lourd à construire. Ces contre-exemples montrent que, vraisemblablement,
les hypothèses faites au cours des différents théorèmes ne sont pas trop loin
du strict nécessaire.

Nous nous excusons si cet article est parfois difficile à lire. Les énoncés
sont obligatoirement compliqués, à cause des "presque partout" en chaîne,
dans un ordre impératif; c'est cela qui fait la force et l'intérêt de ces théorèmes.
Les désintégrations régulières permettent de voir sous un jour nouveau les
processus de Markov; nous publierons ultérieurement un article sur ce sujet.

Définitions diverses:

II est entendu, sans que ce soit jamais mentionné, que tous les espaces
topologiques considérés sont séparés.

Ces définitions sont des rappels.
Sur un ensemble Y, une tribu <& est un ensemble de parties (^ e ̂ 3̂ 3 F),

0e<¥9 Y<=<&, stable par complémentation (Ae®/ implique ftAeW) et par
réunions et intersections dénombrables.

Si (Y,W) et (Z, ££) sont deux ensembles munis de tribus, une application ƒ
de 7 dans Z est dite (^, ^-mesurable, si, pour tout SeJf , f~1(B)e^. Si
Z est R, est & sa tribu borélienne, il suffit pour cela que, pour tout a e R, l'en-
semble {y e Y; f (y) <L a} (ou l'ensemble {y e Y; f (y) < a}) soit dans <8f. On
dit aussi alors que ƒ appartient à la tribu <8(9 et on écrit encore, par abus de
langage, fe%/.

La tribu image directe f{$T) de <$l par ƒ est l'ensemble des B c Z tels que
f~l(B)e&. La tribu ƒ ~l(2T), image réciproque de JT par ƒ, est l'ensemble
des f-\B),Be2. Alors ƒ est (^, JT)-mesurable, si et seulement si /(«0 = 2
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ou si et seulement si <& Z D / - 1 ^ . Si Y' c Y, nous appellerons Y'n <& la
tribu des 5 n F ' , B e <%\ c'est l'image réciproque de <& par l'injection Y' -• Y.

La tribu engendrée par un ensemble de parties de Y est la plus petite tribu
qui le contienne. La tribu engendrée par une famille de tribus ( S ^ e 7 se
notera V ^/- O n emploiera des notations analogues pour des tribus engendrées

f e ƒ

analogues; par exemple, si <& est une tribu et (̂ 4,)/e / une famille de parties,
y V ( V MJ) désignera la tribu engendrée par <& et les At. Une tribu est

iel

dite dénombrablement engendrée s'il existe un ensemble dénombrable de
parties qui l'engendre. Elle est dite dénombrablement séparante s'il existe un
ensemble dénombrable 0& de parties éléments de <Sf, tel que tout point de <&
soit intersection d'éléments de 38. L'atome y de y e Y relatif à <& est l'inter-
section des parties e & qui contiennent y (noter que l'on n'a pas nécessaire-
ment yeW). La tribu est dite Q-dénombrablement séparante (Q = quotient),
s'il existe 38 dénombrable c ^ , tel que tout atome de °2/ soit intersection
d'éléments de 38 \ alors tout atome est élément de <Sf.

Une tribu dénombrablement engendrée est g-denombrablement séparante.
Une mesure v sur (Y, <8f) est une application de & dans !R+ (ensemble [0, 4- oo]
des nombres réels ^ 0 et de + oo), dénombrablement additive: si B = (J Bn9

neM

Bne^9 les Bn étant disjoints, on a v(B) = S v(#n). Nous supposerons presque

toujours que v est cr-finie; Y est réunion d'une suite (Yw)we^ de parties e°2/,
de v-mesures finies. Nous supposerons connue la théorie de l'intégration par
rapport à une mesure; rappelons que, dans cette théorie, 0 x (+ oo) = 0.

Si alors ƒ est une application définie v-presque partout, de Y dans Z, Y muni
d^une tribu <8f et d'une mesure v, Z d'une tribu 21 > on dit que/est (v,i2f)-
mesurable (ou simplement v-mesurable s'il n'y a aucune ambiguité), si, pour
tout Be3? ,f-1(B) est v-mesurable. On définit alors une mesure image ƒ (v)
sur 3T, par (f(v))(B) = v(f-l(B)), 5 e f . Si ƒ est à valeurs dans R, il sera
sous-entendu que 3£ est la tribu borélienne. La tribu v-mesurable se notera
$v ou alJy\ si ^Tv est la tribu des parties v-négligeables ou v-conégligeables (de
complémentaire v-négligeable), et si v est (7-finie, ^ v est la tribu <&\J jVy

engendrée par <& et Ny. Alors ƒ est (v, ̂ -mesurable, si et seulement si elle est
{%y9 JT)-mesurable. Elle est alors aussi (#v, Ês(v))-mesurable, si /(v) estd-finie.
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<& est dite v-dénombrablement engendrée, s'il existe Y'e<&, portant v (i.e.
V(CY') = 0), telle que la tribu intersection Y' n<& soit dénombrablement
engendrée [1]. Elle sera dite v-Q-dénombrablement séparante, s'il existe
Y' e<%/, portant v, telle que Y' n®J soit g-dénombrablement séparante; cela
revient à dire qu'il existe une partie dénombrable ^ c (Yfn %0 telle que
toute atome de °3/, contenu dans Y', soit intersection des éléments de M qui
le contiennent.

L'application/: Y -* Z (définie v-presque partout) est dite v-presque (&, &)-
mesurable, s'il existe Y' e<&\ portant v, tel que l'application fY., restriction
de ƒ à Y', soit définie partout et (Y'n &9 if)-mesurable.

Cela équivaut à dire que ƒ est v-presque partout égale à une application
f:Y-+Z, définie partout et (^?Jf)-mesurable (ƒ = ƒ sur Y' et constante
sur G *")• Cela implique que ƒ soit (v, ̂ -mesurable; nous verrons au lemme
A' une certaine réciproque.

Deux tribus <8fu $/2 sur Y sont dites v-presque égales, s'il existe Y' e&9

portant v, tel que (S/X n Y' et %/2 n Y' coïncident. Par exemple, si Y est un
espace topologique, <& sa tribu borélienne, (&l sera dite être v-presque borélienne,
s'il existe Y'e$/9 portant v, tel que <3f1nY' soit contenue dans la tribu
borélienne de Y'. Et (Sf1 sera dite être v-presque universellement mesurable,
s'il existe Y'e&, portant v, tel que <8fxnY' soit contenue dans la tribu
universellement mesurable de Y'.

Soit P une propriété relative aux éléments de Y. On dit que P est vérifiée
v-presque partout, si l'ensemble des y tels que P(y) ne soit pas vraie est v-négli-
geable. On écrira encore: pour v-presque tout y, P(y). Mais il ne faudrait
pas oublier que, malgré les apparences, il y a là un quantificateur 3. Pour
v-presque tout y, P(y)9 devrait s'écrire : (3 Y' e Y) Q/y e Y') : P(y) et v( GY') = 0.
C'est pourquoi les "presque" ne peuvent pas être intervertis avec les autres
quantificateurs qui sont de vrais "quel que soit". Nous emploierons une
manipulation facile et rapide des symboles "presque", mais il faudra se garder
de les intervertir. Par exemple, aux §§4 et suivants une phrase telle que:

Pour X-presque tout co, pour tout s, on a P(œ9s), est beaucoup plus forte
que la phrase:

Pour tout s, pour X-presque tout co, on a P(co.s).

[1] Voir à (8,0) un exemple de tribu non v-dénombrablement engendrée.
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La deuxième veut dire que, pour tout s, il existe un Q's a Q portant X (dé-
pendant de s), tel que P(co9 s) pour co e Q's. La première veut dire qu'il existe
un Q' c Q (indépendant de s), portant X, tel que, pour tout coeQ et tout s,
on ait P(co,s).

Prenons par exemple le lemme D, page 12. Dans la propriété 3 dss hypo-
thèses: "pour tout Be&, P(B,x) est vérifiée pour /x-presque tout x", on veut
exprimer que, pour tout B, il existe I ' B c I , portant \i, dépendant donc de B,
tel que P(B, x) pour xeX'B. Dans la conclusion du lemme au contraire : "pour
jU-presque tout x, on a P(B, x) pour tout B e <&", il y a un X' c X fixe, portant
li, tel que P(B, x) pour tout B e °J/ et tout x e X'.

Lemme A. Soit fi un ensemble de parties d'un ensemble Y, stable par
passage a la réunion des suites croissantes, et stable par complémentation
ou par passage a Vintersection des suites décroissantes. Si û contient un
ensemble 2% de parties, stable par complémentation et par réunions et inter-
sections finies, 0 et Ye&, alors fi contient toute la tribu de parties engendrée
par £%.

Démonstration. Soit fi' le plus petit ensemble de parties contenant Jf,
et stable par réunions des suites croissantes et intersections des suites dé-
croissantes; montrons que fi' contient la tribu engendrée par J*, alors
fi z) fi' aura la même propriété. Soit A e@l. Soit fi^ l'ensemble des parties B
telles que A U B G fi'; il est stable par réunions des suites croissantes et inter-
sections des suites décroissantes, et contient 3ÏÏ, donc fi'; donc A e &, Be fi',
implique A U JSefi'. Alors, pour JBefi', soit Bfi' l'ensemble des A telles que
AUBeQ': il a aussi la même stabilité et contient J^, donc fi', donc
AeQ', Befi' implique i U 5 e f i ' ; de même AnBeQ'. Considérons enfin
l'ensemble des parties A telles que G^efi'; il est encore stable par réunions
des suites croissantes et intersections des suites décroissantes, et contient 0H,
donc fi'. Donc fi' est maintenant stable par réunions et intersections dé-
nombrables et complémentation, donc c'est une tribu qui contient J1, cqfd.

Corollaire A'. Soient Y, Z, deux ensembles munis de tribus &, &.
Soit v une mesure a-finie sur (Y, W). Soit f une application définie v-presque
partout et (v,<3T) mesurable de Y dans Z. Supposons qu'il existe Z'cZ
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tel que f~x(Z') porte v et que 2£' = & C\Z' soit dénombrablement engendrée
{ceci se produira toujours sif(v) est a-finie et 2£ f(v)-dénombrablement en-
gendrée; car, si Z' porte f {y) et si Z'C\& est dénombrablement engendrée,
f~\Z') porte v). Alors f est v-presque (&, ^-mesurable.

Démonstration. Soit J* un ensemble dénombrable générateur de<2T', 0
et Z' e j , stable pat complémentation et par réunions et intersections finies.
Pour tout Be@, B = Z'nB,Be&; f~1(B) est v-mesurable, f-\Z') porte v,
donc f^1(B) est v-mesurable. Comme v est ex-finie, il existe YBE^, portant
v, tel que ƒ soit définie partout sur YB et que f~1(B)n YB soit dans &. Posons
Y" = f) YB; d'une part Y"e%/ et porte v, d'autre part, pour tout B e J ,

(f~1(B)n Y")e<¥. Soit fi l'ensemble des Be%' tels que (f~\B) n Y")e<&;
il est stable par réunions de suites croissantes et intersections de suites dé-
croissantes, et contient â8 9 donc, par le lemme A, c'est 3£'. Posons alors
Y' = Y"C\f-\Z')\ il est dans ^ , et il porte v puisque Y" etf-\Zf) portent v.
Soit fyt la restriction de ƒ à Y', partout définie. Pour tout Be&, ff>l(B)
= (f-^BnZ^n Y!')e<y', donc fY, est (^n Y', JT)-mesurable.

Voici des extensions (voir le lemme C) relatives aux tribus de fonctions.

Lemme B. Soit Y un ensemble, et soit C un ensemble de fonctions
réelles ^ 0 bornées sur Y, ayant les propriétés suivantes:

a) si f est limite d'une suite simplement convergente de fonctions fn e fi,
bornées dans leur ensemble, alors ƒ'e fi.

b) fi est un M+-semi-espace vectoriel: ƒ e 2 , #efi, keR+, implique

c) l e f i , et fi est stable par complémentation: / e f i , f S 1, implique

-/efi.
d) fi est stable par Sup et Inf: /ef i , #efi implique Sup(f,g)eQ, Inf

Alors fi est exactement Vensemble des fonctions bornées ^ 0 appartenant
à une tribu &~\ F est Vensemble des parties dont la fonction caractéristique
est élément de fi.

Démonstration. Soit ^~ l'ensemble des parties dont la fonction carac-
téristique est dans fi. ^~ contient 0 et il est stable par complémentation, puis
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par réunions et intersections finies, enfin par réunion d'une suite croissante
et intersection d'une suite décroissante, donc ^"est une tribu de parties sur Y.

Soit ƒ une fonction bornée appartenant à la tribu ^". Elle est limite uniforme
d'une suite de combinaisons linéaires à coefficients ^ 0 de fonctions carac-
téristiques d'éléments de &*9 qui donc appartiennent à fi, donc elle est aussi
élément de fi. Inversement, soit ƒ e fi. Pour tout a > 0, g = Inf(//a, 1) est
une fonction de fi, comprise entre 0 et 1, et qui prend une valeur #= 1 exacte-
ment là où ƒ est < a. Alors Inf(l, n(l — g)), n e N , est encore dans fi, comprise
entre 0 et 1, ^ 0 là où ƒ < a, et tend, pour n infini, vers la fonction carac-
téristique de l'ensemble Fa des points où ƒ < a; celle-ci est donc dans fi, donc
Fa est dans £T9 et ƒ est dans &'9 cqfd.

Lemme B bis. On a le même énoncé que B, en remplaçant partout
"bornée'9 ^ 0 par "comprise entre 0 et 1", kf par Inf(A/,l), ƒ + g par Inf

La démonstration est la même. Voici maintenant une version fonctionnelle
du lemme ensembliste A.

Lemme C. Soit fi un ensemble de fonctions bornées ̂  0 sur un ensemble
Y, ayant les propriétés suivantes:

1) La limite d'une suite croissante de fonctions de fi est encore dans fi;
2') Si ce U+, la constante c est dans fi, et, s i / e f i , / g c, alors c - / e f i ;

ou 2") la limite d'une suite décroissante de fonctions de fi est encore dans fi;
3) fi contient un ensemble £$ de fonctions, stable par Sup et Inf,

Q+-semi-espace vectoriel', 1 e j et M est stable par complémentation (si ƒ ' ^ 1 ,
fe&, alors 1 —feffî). Alors £ contient la tribu de fonctions bornées ^ 0
engendrée par M.

Démonstration. Comme 1 et 2' impliquent 2" il suffit de montrer le
résultat avec les hypothèses 1, 2", 3.

Appelons fi' le plus petit ensemble de fonctions bornées ^ 0 contenant $
et qui soit stable par passage à la limite des suites croissantes et des suites
décroissantes.

Soit ƒ G J*. L'ensemble des g ^ 0 bornées telles que ƒ + g e fi' est stable
par passage à la limite des suites croissantes et décroissantes, et contient $?9
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donc fi'; donc, ûfe@, g e fi', ƒ + g est dans fi'. Soit alors g e fi'. Considérons
l'ensemble des ƒ telles que Z+ge f i ' ; il est stable par limites croissantes et
décroissantes et contient J', donc il contient fi'. Donc ƒ e fi', g G fi', entraîne
ƒ + g e fi'. On montrera de la même manière que fi' est stable par Sup et Inf
et est un Q+-semi-espace vectoriel, donc R+-semi-espace vectoriel par passage
à la limite; stable par Sup et Inf et limites croissantes ou décroissantes, il est
stabJe par passage à la limite simple de suites bornées. Ensuite 1 Gfi'. Con-

- sidérons l'ensemble des ƒ bornées ^ 0 telles que ( l - / ) + Gfi'; il est stable par
limites croissantes et décroissantes, et contient M (si / G J ' , Inf(/,l)sJf,
donc 1-Inf( /1) = (1 -ƒ)+ e J ) ; donc il contient fi'. Ainsi I G S ' , et
/Gfi ' , ƒ g 1, entraîne 1 —/Gfi'. Donc fi' a toutes les propriétés indiquées
dans le lemme B, donc contient toute la tribu engendrée par J^, et fi la
contient aussi.

Remarque. Soient Y compact métrisable, D un ensemble dénombrable
total de C+(Y) (on sait que de tels ensembles existent), ayant toutes les pro-
priétés de stabilité de 2. Alors D engendre la tribu borélienne de Y [1]. Ainsi
pour & = D ou C+(Y), fi contient la tribu des fonctions boréliennes ^ 0
bornées sur Y.

Lemme C bis. On a le même énoncé que C, en remplaçant partout
"borné ^ 0 " par "compris entre 0 et 1", kfpar Inf(fc/, 1) ,ƒ+ g par Inf'(ƒ+ g, 1)
(dans la définition des semi-espaces vectoriels), et c par 1 dans 2'.

Même démonstration.

Lemme D. Soit Y un ensemble muni d'une tribu <& et d'une mesure v
a-finie sur <&\ on suppose <& v-dénombrablement engendrée. Soit X un en-
semble muni d'une tribu & et d'une mesure fi sur 3F. Soit P une propriété
relative aux Be®/ et aux xeX, ayant les 5 propriétés suivantes:

1) Si Bi et B2e®/ sont disjointes, P(Bl9x) et P(B2,x) entraînent

2) Si Bn est une suite croissante de parties éléments de &, et x un point,
si P(Bn,x) pour tout n, alors P(\J Bn,x);

[1] C'est classique; c'est un cas particulier du théorème de Femique, SCHWARTZ [1], page
108, lemme 18.
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3) Pour tout Be&9 P(B9x) est vérifiée pour \i-presque tout xeX;

4) Si N est v-négligeable, alors, pour fi-presque tout xeX, on a P(B9x)
pour tout BeW, contenu dans N;

5') Soit CeW, tel que v(C) < + oo. Alors, pour fi-presque tout x, et
tout Be&nC, P(B9x) entraîne P(C\B9x)9 ou

5") Soit Ce($J9 tel que v(O < + oo. Pour fi-presque tout x9 pour toute
suite décroissante (Bn)nk^ d'éléments de & n C9P{Bn9x) pour tout n implique

Alors, pour \i-presque tout x, on a P(B9x) pour tout

Démonstration. Comme 2 et 5' entraînent 5", il suffit de montrer le
résultat avec les hypothèses 1, 2, 3, 4 et 5".

Puisque & est v-dénombrablement engendrée, il exist Y'a Y, Y' e°J/,
portant v, tel que Y' n %/ = <&' soit dénombrablement engendrée. Ensuite v
est or-finie; on peut donc écrire Y' = [J Ym9 réunion d'une suite de parties

m

disjointes, Yme$/9 et v(Ym) < + oo. Soit alors & un ensemble dénombrable
d'éléments de <&, tel que J n f engendre <$f'\ on peut toujours supposer M
stable par complémentation et par réunions et intersections finies, et Y'e $9

Yme$ pour tout m.
Soit alors X'm l'ensemble des x tels que P(B9x) pour tout 5 e J ; comme

£% est dénombrable, Xf
m porte \i9 d'après la propriété 3. Ensuite il existe un

X" cz X'%, portant \i, tel que, pour tout xeX"9 on ait P(B9x) pour tout
BeW C\ CY', d'après la propriété 4. Ensuite, pour tout m, il existe Xm a X"9

portant \i, tel que, pour x e Xm, la propriété P(B9 x), relative à Be<& O Ym ,
soit stable par intersections des suites décroissantes, d'après 5".

Alors 3? = P) Xm porte \i. Nous choisirons désormais x e %9 et montrerons
m

que l'on a P(B9x) pour tout B e f .

Soit £x>m l'ensemble des B e Ym O ®J tels que P(B, x). Cet ensemble contient
$ C\Ym9 par hypothèse. Puis £^m est stable par passage à la réunion des suites
croissantes, par la propriété 2, et par intersections des suites décroissantes,
puisque xeXm. Donc, par le lemme A,QXtTn contient toute la tribu de Ym

engendrée par l n y m , c.à. d. <% C\ Ym. Par les propriétés 1 et 2, on a aussi
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P(B,x) pour tout B e f ' = Y' n f et comme on a déjà P(B,x) pour
, on a aussi P(B,x) pour tout B e f , par la propriété 1, cqfd.

Définition E. Soit Y un ensemble muni d'une tribu f . On appelle
ensemble déterminant la donnée: d'un élément Y' e f , d'une suite (Ym)meM

d'éléments de f , disjoints, de réunion Y', et d'un ensemble Ĵ  dénombrable
d'éléments de f , stable par réunions et intersections finies et par complé-
mentation, Yme38 pour tout m, Y' e $ 9 et tel que I n T engendre la tribu
<& C\Y'. On l'abrégera très abusivement par Jf, au lieu de (Y'9(YJmhN9âi).

On notera par M<% l'ensemble des mesures sur (Y, f ), portées par 7 ' , pour
lesquelles v(Ym) < + oo pour tout m. On appellera J'-mesures des éléments
de Mm. On appellera ensemble v-déterminant un ensemble déterminant &
tel que veM<%; il existe un ensemble v-déterminant, si et seulement si v est
(7-finie et f est v-dénombrablement engendrée. On munira Mm de la structure
uniforme la moins fine rendant uniformément continues les fonctions numé-
riques v -> v(£), pour BEB C\Ym9 me N: on l'appellera la structure uniforme
^-étroite.

Lemme F. Soient Y un ensemble muni d'une tribu f , tv et 2v deux
mesures a-finies sur (Y,f), telles que & soit ^-dénombrablement engendrée.
Soit & un ensemble ̂ v-déterminant. Si pour tout BeSS, on a ^(B) ^
alors tv ^ 2V'

Démonstration. L'ensemble des B e Ym C\ f pour lesquels tv(B) ^
est stable par passage à la réunion des suites croissantes, et par passage à
l'intersection des suites décroissantes parce que les mesures des Ym sont finies
(pour xy donc pour 2v), et il contient ^ c\Ym9 donc f n Ym par le lemme A.
On a donc xv(B) ^ 2v(£) pour tout B e Ym n °JJ, donc pour tout BeY' n f
par addition dénombrable, donc pour tout B e f puisque iv(CY') = 2v(G^0
= 0, cqfd.

Remarque. 8$ est aussi 2v-déterminant. Inversement, si Von sait que
(Y'9(Ym)meN9@) est à la fois ^-déterminant et ^-déterminant, il suffit de

supposer xv{B) ^ 2v(B) pour tout Be@ n Ym9 m eM , pour avoir la même

conclusion tv ^ 2
V«
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Proposition G. Soient Y un ensemble muni d'une tribu %f, $ un en-
semble déterminant. Alors Mm est métrisable séparable. Uensemble
des dv,2v) pour lesquelles xv ^ 2v, est fermé dans M@xMm. Une
application s-»vs, d'un ensemble S muni d'une tribu Sf, dans M%9

appartient à la tribu $f, si et seulement si, pour tout m, pour tout
Be$ C\Ym, s -> vs(B) appartient à 6^; ou si et seulement si, pour tout Be<%f,
s -*> vs(B) appartient à cf. En d'autres termes, la tribu borélienne Jtm de
M@ est la tribu engendrée par les fonctions v -> v(B), 5 e J n 7m, meN;
ou par les fonctions v -> v(B), Be$/. Cette dernière génération montre que,
si 8$\ et 0$2

 sont deux ensembles déterminants pour lesquels les ensembles
Mai et Mmi coïncident, les topologies Mai et M@2 sont en général distinctes,
mais les tribus boréliennes correspondantes coïncident.

Démonstration. Les applications v -> v(B), Be@C\Ym, meN, défi-
nissent une application de Mm dans un espace UM, métrisable séparable. Cette
application est injective d'après le lemme F, donc permet d'identifier Mm

à un sous-ensemble de RM, et la structure uniforme est justement la structure
induite, par définition, donc elle est métrisable séparable. Et le lemme F
montre aussi que tv ^ 2v est entraîné par tv(B) ^ 2

V(B) P o u r tout
Be& nYm, meN, donc l'ensemble des (iV,2v)eM^ x M<% vérifiant xv ^ 2v
est fermé. Une application s -> vs de 5 dans Mm est alors bien dans Sf, si et
seulement si, pour tout Be$ C\Ym, meN , s -> vs(B) est dans S?.

Mais alors l'ensemble flm des B e °3/ n Ym pour lesquels s -> vs(B) est dans
S?, est stable par passage à la limite des suites croissantes et complémentation
à Ym, et contient l n y m , donc c'est & n Ym par le lemme A; donc s -»• vs(B)
est encore dans S? pour tout fief ny m ,me[ \ j 5 donc pour tout B e & n Y ',
donc pour tout BeW, cqfd.

§1. Intégration des mesures

Définition (1,1). Soit Q un ensemble muni d'une tribu 0. Soit X un
ensemble muni d'une tribu 9P 9 et soit \i une mesure ^ 0 sur # \ Une famille
(̂ *)xex de mesures ^ 0 sur Q, indexée par X, est dite appartenir à la tribu
X, si, pour tout BeO, la fonction ^ 0: x -* ^(B), appartient à #"; elle est
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dite //-mesurable, si elle appartient à la tribu //-mesurable J ^ , complétée de

2£ par rapport à //, et, dans ce cas, on peut se contenter de supposer Xx définie

pour //-presque tout x . Supposons désormais x -> Xx définie \i-presque

partout et \i-mesurable, et posons:

X{B) = f \(B)dfi(x);

on voit aussitôt que X: B -* X(B) est dénombrablement additive sur 0, car

si B = ( J Bn, réunion disjointe, on a:
neM

X(B) f* y f*
J * n J
X X

le deuxième signe égal résultant de ce que les fonctions x -> Xx(Bn) sont ju-me-

surables. On appelle X Vintégrale des Xx par rapport à ji, et on pose

I Xxdfi(x).

Proposition (1, 1 bis). Si X est a-finie, Xx est a-finie pour fi-presque

tout x; si 0 est X-dénombrablement engendrée, (9 est Xx-dénombrablement

engendrée pour fi-presque tout x; si & est un ensemble X-déterminant de

parties de Q, il est Xx-déterminant pour fi-presque tout x. 2) Si & est un en-

semble déterminant, et si XxeM@ pour tout x, il revient au même de dire

que x -> Xx appartient à iï, au sens de la définition (1,1), ou en tant qu'ap-

plication de X dans Vespace topologique Mm.

Démonstration. 1) résulte immédiatement de ce que, si Be 0, X(B) = 0

entraîne XX(B) = 0 pour //-presque tout x, et X(B) < + oo entraîne

XX{B) < -h oo pour //-presque tout x . 2) résulte de la proposition G.

Dans toute la suite, sans que ce soit mentionné explicitement, X sera sup-

posée a-finie.
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Lemme (1.2). Pour toute fonction ƒ ^ 0 (à valeurs finies ou non),

X*(f)^p,*x(f)dii(x).
x

Démonstration. C'est évident si ƒ est dénombrablement 0-étagée, avec
= au lieu de ^ , d'où le résultat pour ƒ arbitraire en se rappelant que l'inté-
grale supérieure de ƒ est la borne inférieure de celle des fonctions dénombrable-
ment étagées qui la majorent.

Lemme (1,3). SifTz 0 est X-négligeable (resp. mesurable), alors, pour
ix-presque tout xeX, elle est Xx-négligeable (resp. mesurable).

Démonstration. La première affirmation résulte directement du lemme
précédent; la deuxième de ce que, si ƒ est A-mesurable et A cr-finie, ƒ est la
somme d'une fonction ƒ ' appartenante 0, et d'une fonction/" A-négligeable,
donc A -̂négligeable pour ju-presque tout x.

Lemme (1,4). Si f^.0 est X-mesurable, Vinégalité du lemme (1,2)
devient une égalité, et xf-> A*(/) est \i-mesurable.

Si f est dans 0, et si (Xx)xeX est dans %, x -> Xx(f) est dans X.
Si ƒ ^ 0 est universellement presque borélienne (resp. si f est universelle-

ment mesurable et si toutes les Xx sont de masse ^ M fixe), et si x\->Xx

est dans X, alors x H»A*(/) est universellement presque borélienne (resp.
universellement mesurable).

Démonstration. La deuxième affirmation résulte de ce que ƒ est limite
d'une suite croissante de fonctions dénombrablement 0-étagées, et de l'appli-
cation du théorème de Fatou.

Ce résultat, bien entendu, ne suppose pas A ex-finie, et d'ailleurs ni A ni \i
n'y interviennent.

Pour la première partie, on écrit encore/= ƒ ' +ƒ", comme dans le lemme
précédent; x -> Xx(f

f) est /^-mesurable, par application du résultat antérieur
à Xp au lieu de X9 et x -• X*(f") est ju-négligeable d'après le lemme (1,3);
donc x h» Xx(f) est /z-mesurable.
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L'égalité (1,2), au lieu de l'inégalité, est vraie, nous l'avons dit, pour une

fonction dénombrablement étagée, donc, par Fatou, pour ƒ ' dans 0, donc

pour ƒ A-mesurable, puisqu'alors x -> Xx(f ") est /^-négligeable.

La fonction ƒ est dite universellement presque borélienne, si, quelle que

soit la mesure A sur (Q,0), il existe Q ' c Q , Cl'e@, portant A, tel que la

restriction de ƒ à Q' soit dans Q' C\0. Cela entraîne que ƒ soit universellement

mesurable; la réciproque n'est pas nécessairement vraie, sauf relativement

à des mesures A c-finies.

Supposons donc ƒ universellement presque borilienne et x f* Xx dans X.

Soit \i une mesure quelconque sur (X,&)9 et considérons X = Ûn(x).

x

(Notons que X n'est pas nécessairement c-finie, donc le lemme (1,3) est in-

applicable). Alors ƒ est A-presque borélienne, donc il existe Q' e(9 portant X

tel que la restriction de ƒ à Q' soit dans Q' C\0\ pour ju-presque tout x,

A^CQ') = 0, donc A*(/) = A*(^Q/); or xf+A^Ofo,/) est dans X9 donc

x H- A*(/) est jU-presque partout égale à une fonction de 2£9 donc est /^-presque

borélienne; donc elle est bien universellement presque borélienne. Si maintenant

on a une majoration Xx(l) ^ M pour tout x, et si ƒ est universellement mesu-

f*rable, on voit que, si \i est une mesure finie, X = Xxdfi(x) est aussi une

x

mesure finie, donc on peut appliquer le lemme (1,3); alors, ƒ étant A-mesurable,

x f-> A*(/) est ju-mesurable. Si maintenant \i est quelconque, de toute façon

x *-> A *(ƒ) est mesurable pour %Ati, où 4 est quelconque ju-intégrable, et

cela signifie qu'elle est /j-mesurable; elle est donc universellement mesurable

Lemme (1,5). Soit f une j"onction sur Q, à valeurs dans un Banach F ,

et X-intégrable. Alors, pour jx-presque toutx, elle est Xx-intégrable, x -> XJJ) est

H-intégrable, et Von a la formule d'intégration de Fubini:

Hf) = ƒ WW(x) = jdKx) jf(co)dXx(co).
X X Cl

Démonstration. On peut trouver une suite (/„)n6^ de fonctions sur Cl

à valeurs dans F, simplement étagées à étages de A-mesures finie, convergeant
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vers ƒ pour n infini sur un ensemble Q' portant X, et vérifiant une majoration

|U | | ^0 ,A*(0)< + co.
Pour ju-presque tout x, les étages de ƒ sont de /^-mesure finie, et la formule

de Fubini est vraie pour tout fn, par définition même de X. Mais, pour /i-presque
tout x, Cl' porte Xx (lemme (1, 3)) et X*(g) < + oo (lemme (1,2)), donc, par
Lebesgue, ƒ est A^-intégrable; et lim Xx(fn) = Xx(f). Comme ensuite

||^jc(/îi)|| = Àx(9)> e t Que (lemme (1,2)) X*(g)dn(x) < + oo, de nouveau
j
x

le théorème de Lebesgue permet d'affirmer que x -> XJJ) est /z-intégrable,

et que Xx(f)dfi(x) est la limite de j Xx(fn)dii(x) pour n infini. Comme

aussi X(f) est la limite des X(fn), de Fubini pour fn on déduit Fubini pour/ ,

cqfd.

Lemme (1,6). Soif F un ensemble muni d'une tribu $/. Soit f une ap-
plication de Q dans F, X-presque sûrement (0,&)-mesurable; pour /x-presque
tout x, elle est Xx-presque sûrement (@,&)-mesurable.

Démonstration. SoitQ'e0, portant X, tel que la restriction de ƒ à Q'
soit {(9 nfl',^-mesurable. Comme Q' porte Xx pour jU-presque tout x, le
résultat est évident.

(1,7) Cas de mesures de Radon

Supposons que Q soit un espace topologique, et que les mesures abstraites
Xx sur 0 soient de Radon, c. à d. localement finies et intérieurement régulières.
Même dans des cas simples et avec des hypothèses très fortes, X n'est pas
nécessairement de Radon [1].

Si on le désire, on devra le mettre dans les hypothèses: on supposera X
de Radon a-finie. La mesure X sur 0 est, on le sait, X9; mais alors, comme elle
est a-finie, on sait que la fonction (X*)* associée sur 3̂Q est aussi X [2]. Donc

[1] Voir un contre-exemple à (8,1).
[2] Voir SCHWARTZ [1], pages 16 et 17.
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tout ce qui a été dit avec A*,A*, subsiste en remplaçant A*,A*,parA\A* (mais

sans changer les expressions : intégrable, négligeable, e t c . , qui, pour une mesure

de Radon, s'appliquent justement aux A*, A*). On a de plus la propriété

triviale suivante:

Lemme (1,8). Soit Y un espace topologique, et f une application A-

mesurable-Lusin de Q dans Y. Alors, pour ^-presque tout x9 f est ^-mesurable-

Lusin de Q dans Y.

Démonstration. £1 est réunion d'une suite de compacts Kn9 tels que

la restriction de ƒ à chaque Kn soit continue, et d'une partie N A-négligeable

(A#(N) = 0). Mais alors N est A^-négligeable pour ju-presque tout x(Xx(N) = 0),

d'où le résultat.

Supposons maintenant a de Radon sur un espace topologique X. On peut

alors, à aprtir des Ax, définir deux intégrales de mesures:

Xx dfi(x) ^ lxdn(x) (elles sont égales si \i est modérée). La première

x x

possédera toutes les propriétés antérieures, en utilisant partout ju* (et en

remplaçant alors ^-négligeable, ju-intégrable, par ^-strictement négligeable,

/i-strictement intégrable).

Mais la deuxième aura aussi toutes les mêmes propriétés, en remplaçant

partout JU* par /r (et en gardant les mêmes expressions qu'avant); il n'y a,

pour s'en convaincre, qu'à refaire toutes les mêmes démonstrations, en se

rappelant que ix* vérifie Fatou comme \i et qu'il y a un théorème de Lebesgue

aussi bien pour l'intégrabilité que pour l'intégrabilité stricte. Voici un exemple

de deux énoncés valables (le deuxième étant le plus intéressant pour nous):

si ƒ est I Xxd\i(x)\-négligeable, elle est Ax-négligeable pour //-strictement

x

presque tout x; si elle est I Xxd^(x) I-négligeable,elle est A^-négligeablepour

x
jK-presque tout x.

Bien entendu, on pourra supposer à la fois A et jU de Radon, sans modifi-

cations nouvelles.
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On peut résumer tout ce qui précède en un théorème:

Théorème (1,9). Soient Q9X deux ensembles, munis de tribus ®9&9

et soit \i une mesure ^ 0 sur 9£. Soit (Xx)xeX une famille de mesures ^ 0

surO9 indexée par X9\i-mesurable (i.e. pour tout Be @9 x -+ XX(B) est fi-me-

surable). On suppose de plus que Q est réunion d'une suite de parties Qn

f*
telle que Xx(Qn)dfi(x) < + oo .

x
On appelle intégrale des Xx par rapport à pi la mesure

X = f Xxdpi(x)9 X(B) = f Xx(B)dfi(x) pour BeO.

x x

Elle est a-finie, et Xx est G-finie pour \i-presque tout x.

Si ƒ est une fonction ^ 0 sur Q, on a

X*(f) ^ j\*x(f)dKx),
x

Vinégalitè devenant une égalité si ƒ est X-mesurable, et alors x -* Xx(f)

est pi-mesurable.

Si X*(f) = 0 (resp. < + oo), alors X*(f) = 0 (resp. < + oo) pour \i-presque

tout x .

Si f est une f onction sur Q à valeurs dans un Banach F9X-intégrab!e, alors

elle est Xx-intégrable pour jx-presque tout x9x -> Xx(f) est \i-intégrable9 et

Von a la formule de Fubini

Hf) = ƒ K(f)dl*x), ou ƒ f(co)dX(œ) = ƒ dti(x) ƒ f(œ)dXx(co).

Si f est une fonction sur Q valeurs dans un ensemble Y muni d'une tribu $/.

X-presque sûrement ((P,^-mesurable, elle est Xx-presque sûrement (0,^0-

mesurable pour \i-presque tout x. Tout ceci subsiste sans modification si Q
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est un espace topologique et les XX,X, toutes de Radon, en replaçant partout

A*,A*, par A*,A#; en outre, si ƒ est une application de Q dans un espace

topologique, Y,X-mesurable-Lusin, f est Xx-mesurable-Lusin pour [i-presque

tout x. Tout ceci subsiste également si \i est une mesure de Radon sur un

espace topologique X en conservant partout fi* ou en le remplaçant partout

par p\

Corollaire (1,10). Soit (fn)neM une suite de fonctions de l}(£l,X;F),

convergeant dans cet espace vers une limite/. On peut en extraire une suite

partielle, qui converge en norme L1 et presque partout, relativement à X

et à fi-presque toute Xx.

Démonstration. On peut extraire une suite partielle ƒ„', qui converge

vers ƒ sur un Q' portant A, et vérifie \fn\ ^ 9 » X*(g) < 4- oo. Alors Q' porte

Xx pour ^-presque tout x, et A ^ ) < + oo pour ^-presque tout x.

Transformations usuelles

Proposition (1,11). (évidente). Soit X = Xxdfi(x), X o-finie.

x

1) Soit Q' une partie X-mesurable de Q. Elle est alors Xx-mesurable

pour fi-presque tout x, et on a, pour les mesures induites sur Q', la formule

(où AQ, est c-finie):

2) Soit p une fonction ^ 0 sur Q, X-mesurable; elle est alors X-mesurable

pour fi-presque tout x, et on a la formule de multiplication des mesures

par p:

PX - ƒ (
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3) Soit h une application X-presque (® ,<W)-mesurable de Q dans un

ensemble Y muni d'une tribu ^\ alors elle est Xx-presque {®9W)-mesurable

pour fi-presque tout x, et on a la formule suivante pour les mesures images:

h(X) = j\h(Xx)W(x).

Remarque. Si l'on désire des propriétés particulières, il faudra géné-

ralement les ajouter dans les hypothèses. Par exemple on sait que p X n'a

aucune raison d'être cr-finie; si on le suppose, alors pXx sera c-finie pour

/^-presque tout x. De même h(X) n'est pas forcément cr-finie. Si X et les Xx

sont de Radon sur Q topologique, et h A-propre, on sait que h est A^-mesurable

pour /j-presque tout x, mais pas forcément ^-propre; il faudra le mettre

dans les hypothèses si l'on désire que h{X) soit l'intégrale des mesures de

Radon h(Xx); d'ailleurs, dans ce cas, si p est localement A-intégrable, il n'est

pas sûr qu'elle soit localement Ax-intégrable pour /i-presque tout x , et il

faudra aussi le mettre dans les hypohtèses si l'on désire que la mesure de

Radon pX soit l'intégrale des mesures de Radon pA x [ l ] .

(1,12) Intégrales superposées. Soit maintenant co -> v^ une fonction

sur Q, à valeurs dans l'espace des mesures ^ 0 sur un ensemble Y muni d'une

tribu (W. Supposons là 2-mesurable, de sorte qu'on peut considérer l'intégrale

f*v = I va>dA(co), mesure ^ 0 sur °3/, que nous supposerons c-finie. Il est

a

alors naturel de se demander si co -+ v^ est /^-mesurable pour /i-presque

tout x , et si l'on a une formule d'interversion de Fubini analogue à celle du

lemme (1,5):

v = J*vJX(œ) = j*diKx) j*v„dXx(a>).
n x Q

Lemme (1,12 bis). Soit fi une mesure sur X. Soit co -+ v^ une fonction

sur (Q,0) à valeurs mesures sur (F,$0, définie X-presque partout et X-mesura-

[1] On trouvera tout cela dans SCHARTZ [1], part I,
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ble. Siv = I v^dXico) est a-fînie, et si <& est v-dénombrablement engendrée,

Q

00 -* v(o est X-presque partout égale à une fonction co -> v^,, partout définie

et appartenant à la tribu 0,

Démonstration. Soit $ un ensemble v-déterminant. L'application co^v^

de Q dans Mm est définie A-presque partout, et elle est (A,^)-mesurable,

où J£ est la tribu borélienne de Mm (proposition G). Comme Jl est dénom-

brablement engendrée, puisque Mm est métrisable séparable, on sait (corol-

laire A') qu'alors co -> v^ est A-presque (0,~#)-mesurable, c.à d. A-presque

partout égale à une application co -• v^, partout définie, et (0,*/#)-mesurable,

c. à d. appartenant à G encore en vertu de la prop. G.

Lemme (1,13). Si <& est v-dénombrablement engendrée, co -^ vm est

Xx-mesurable pour fi-presque tout xeX.

Démonstration. Soit CO-ÏV^, A-presque partout égale à co-^v^, et

appartenant à 0 , d'après le lemme précédent; alors, pour /^-presque tout x ,

co -> v^ et co -> v0, sont Ax-presque partout égales, la première est dans 0, donc

la deuxième est Ax-mesurable, cqfd.

Lemme (1,14). Supposons que co -» v(0 soit X-mesurable et Xx-mesurable

f*pour n-presque tout x. Alors 9X = I v^dXJ^co) est une mesure sur{Y,(¥),

x

a-finie pour \i-presque tout x\ la fonction à valeurs mesures sur (Y,&):

x -> 9X9 est fi-mesurable, et on a la formule de Fubini

9xdfi(x) ou v^dXÇco) = dju(x) vû)dAJC(a>).
X fi X fi

Démonstration . Le fait que x -> 9X soit ju-mesurable et que v = 9xdfi(x)

x

s'écrit: pour tout B e ^ , x - > vJLB)dXx{fù) est /i-mesurable et
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j*vJB)dMœ) =

Or ceci n'est autre que le lemme (1,4), appliqué à la fonction A-mesurable

f:œ -> vJB) . Si on prend B = Yme& avec Y = ( J Ym9 v(Ym) < + oo, on
m

en déduit que 9x(Ym) < + oo pour ju-presque tout x , donc 9X est c-finie pour

^-presque tout x .

Lemme (1,15). Dans les conditions du lemme (1,14), soit f une fonction

sur Y, à valeurs dans un Banach F, v-intégrable; alors, pour fi-presque

tout x , pour Xx-presque tout co, ƒ est v^-intégrable, la fonction g: co -> v^f)

est Xx-intégrable, la fonction x -> Xx(g) est fi-intégrable, et on a la for-

mule de Fubini:

v(/) = jf(y)dv(y) = ƒ dfi(x) j dlx(co) ƒ f(y)dV<0(y).

Le même résultat subsiste pour ƒ ;> 0, en remplaçant partout intégrable par

, ƒ par ƒ *.mesurable,

Démonstration. C'est évident, il n'y a que la difficulté de l'écrire!

Il existe Cl', portant X tel que ƒ soit v^-intégrable pour tout coeQ' , que

g: co -+ v^if) soit X intégrable, et:

vCO = j*vJf)dMœ) = Çg(œ)dX(co) = % ) .
a Q

Mais alors il existe X' c X, portant fi, tel que, pour xeX', Q' porte Xx9

que g soit A^-intégrable, que x -> Xx{g) soit /z-intégrable, et que
r* r*

= ĵw(x) g(œ)dXx(co), ce qui est la formule cherchée.
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Lemme (1,16)« Plaçons-nous dans les conditions du lemme (1,14). Si

f est une application de Y dans un ensemble Z muni d'une tribu 2£, v-presque

(%/,3f)-mesurable, alors, pour fi-presque tout x, pour Xx-presque tout co,

f est vm-presque (&, 3?)-mesurable.

Si Y et Z sont des espaces topologiques, v et les v^ de Radon et si f est une

application v-mesurable-Lusin de Y dans Z , alors, pour fi-presque tout x,

pour Xx-presque tout co,f est vœ-mesurable-Lusin de Y dans Z . Evident.

Tout ceci peut se résumer en un théorème unique (en évitant de repéter

inutilement le lemme (1,16)):

Proposition (1,17). Plaçons-nous dans les conditions du théorème (1,9).

Soient Y un ensemble muni d'une tribu <&', ( v j w 6 f l une famille de mesures

f*sur (Y,$0, X-mesurable, d'intégrale v = v^dXÇco) a-finie.

a
Si, pour jx-presque tout x, ( v ^ ^ est Xx-mesurable (ce qui se produira

toujours si %/ est v-dénombrablement engendrée, ou si ( O ^ Q appartient à
/•*

0), alors 0x = v^dlj^co) est une mesure sur (Y,&), a-finie pour fi-presque

si

tout x, et 'on a la formule d'intégrales superposées

v =

a

Si en outre f est une fonction sur Y, à valeurs dans un Banach F et v-intégrable9

ou ^ 0 et v-mesurable, on a la formule d'intégrales superposées:

v(f) = ƒ f(y)dv(y) = ƒ dfi(x) ƒ dkx(œ) ^f(y)dvm(y).

Toutes les fois que les mesures considérées sont de Radon (v et les vy, ou

X et les Xx, ou fi) les résultats sont valables sans changer la terminologie, en

remplaçant fpar J •
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2. Espérance conditionnelle d'une fonction à valeurs mesures
et désintégration d'une mesure

Définition (2,0). Dans ce paragraphe, Q sera un ensemble muni d'une
tribu 0 et d'une mesure A sur 0, X sera un ensemble muni d'une tribu #*,
et p sera une application de Q dans X, définie A-presque partout et (A, # >
mesurable. La mesure image ju = p(A) sera supposée <r-finie, donc A sera
aussi c-finie sur Q.

Soit ƒ une fonction définie A-presque partout sur Q, à valeurs dans un Banach
F et A-intégrable, ou à valeurs ^ 0 et A-mesurable. Une fonction /**[1]
sur X, à valeurs dans F et ju-intégrable ou à valeurs ^ 0 et /i-measurable,
partout définie, sera appelée une espérance conditionnelle de ƒ relativement à
p,$\ A, si elle a les propriétés suivantes:

1) Elle appartient à la tribu X (si 3C est ju-complète, on pourra supposer
que/^ est seulement définie ju-presque partout,/^ devant alors être seulement
jU-mesurable);

2) Elle vérifie l'égalité des espérances conditionnelles: pour toute partie
, on a:

(2,1) ƒ f(œ)dX(œ) = ff*{x)di*x) [2]
p-HA)

Lemme (2,1). Si ƒ est X-mesurable ^ 0 , et si fx est une espérance
conditionnelle de f pour p,&9X, alors, pour toute fonction g ^-mesurable
^ 0, on a

(2,2) ƒ *f(có)g(p(có))dX(có) = p*(x)g(x)düx).
n x

Si en outre g est ^ 0 et g\i a-finie, fx est encore espérance conditionnelle
de f relativement à p, &, et à la mesure (g o p)X.

[1] L'écriture ƒ est abusive; on devrait écrire fx 'P, et nous aurons parfois à le faire.
Ces définitions, sont bien connues. Toutefois, en calcul des probabilités, X est toujours de
masse 1 ; c'est en fait absolument inutile.

[2] ƒ est à remplacer par ƒ* dans le cas où ƒ est A-mesurable ^ 0.
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Démonstration. La première affirmation est évidente si g est une com-

binaison linéaire finie à coefficients ^ 0 de fonctions caractéristiques de parties

appartenant à &; par passage à la limite croissante (Fatou), c'est vrai pour

ge&\ si ensuite g est //-mesurable, elle peut s'écrire, // étant cr-finie,

g = g' + g", g' e9F9 et g" //-négligeable, donc g" o p A-négligeable, d'où le

résultat.

La seconde affirmation est évidente. Comme ƒ x est dans la tribu J*, il reste

à vérifier que, pour toute g' ^ 0 //-mesurable, on a:

f(co)g'(p(œ))(g(p(co))dX(œ)) = ƒf*(x)g'(x)(g(x

ce qui est (2.2) pour la fonction g g'.

L'égalité des espérances conditionnelles signifie exactement, pour ƒ g: 0 ,

que ƒ x fx est la mesure image p(fX). Ceci permet de voir immédiatement qu'il

existe des espérances conditionnelles, et que deux d'entre elles sont //-presque

partout égales. [En effet p(fX) est une mesure sur #*, dont on voit immédiate-

ment qu'elle est de base//(i.e. tout ensemble//-négligeable estp(/A)-négligeable),

donc elle est bien de la forme/^/z, où f^ peut être choisie dans la tribu S", par

Lebesgue-Nikodym, et d'une manière unique, à une fonction /^-négligeable près].

La //-classe des espérances conditionnelles est donc bien déterminée ; on l'appelle

la classe espérance conditionnelle ou Vespérance conditionnelle de ƒ pour

p, &; elle ne dépend que de la A-classe d e / . Le cas où ƒ est banachique s'en

déduit aisément, et on démontre facilement pour les espérances conditionnelles

un ensemble de propriétés, qui sont classiques; nous les admettrons et nous

contenterons de les résumer en un théorème:

Théorème (2,3). Toute fonction ƒ sur Q, définie X-presque partout,

à valeurs dans un Banach F et X-intégrable, ou ^ 0 et X-mesurable, a des

espérances conditionnelles f<3Cpour p, X9 X, et deux d'entre elles sont fi-presque

partout égales. Si f est X-intégrable, f® est fi-intégrable, et f-+fx est li-

néaire continue de LX(Ü,X; F) dans Ll(X,fi; F ) , de norme ^ 1:

1 ƒ Li(X,f»îP) =
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On a toujours Vinégalité de la norme: | f*\p t> ( | | /fp)^ X-presque partout.

Si g est ̂ -mesurable réelle, et si (g o p)f est X-intégrable ou g f® fi-intégrable

ces deux propriétés sont vraies; dans ce cas (et dans tous les cas pour ƒ et

g ^ 0), on a:

ƒf(co)g(p(co))dX(co) = ƒ f*(x)g(x)dtix).

Si g ^ 0 et si g\i est a-finie, (g o p) X a pour image p((g o p)X) = g\x, et

f^ est encore espérance conditionnelle de f pour p, 2£, relativement à la

mesure (g o p)X.

Si q est une application de X dans un ensemble Z muni d'une tribu ££,

ji-presque partout définie et (fi^)-mesurable, et si v = q(fi) = (q o p)(X) est

a-finie, ({fx)x)* espérance conditionnelle de fx par rapport à q, 3f, fi, est

aussi espérance conditionnelle de f par rapport à q o p, 2£, X.

(2,4) Cas d'une fonction à valeurs mesures

Q, (P, X, X, 8£9 fi, ayant la même signification que précédemment, soit main-

tenant 7 u n ensemble muni d'une tribu ty', et soit œ -> v^ une fonction sur fit,

à valeurs mesures sur (Y,^) . On la supposera définie A-presque partout et

A-mesurable, et on posera v = v^dXiœ). On appelle alors espérance con-

n

ditionnelle, de cette fonction pour p, 3£, X, une fonction x -> vJ à valeurs

mesures sur (Y,%/), ayant les propriétés suivantes;

1) Elle appartient à la tribu 3f9 i.e., pour tout Bed), x -> vf (B) appartient

à 3£ (si 2£ est /^-complète, elle doit donc être simplement //-mesurable, et on

pourra supposer x -* vf définie seulement //-presque partout);

2) Pour tout A e # \ on a l'égalité des espérances conditionnelles

ƒ vJX(oi) =
p- HA)
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Ici l'existence et l'unicité ne sont plus du tout aussi évidentes. Nous suppo-
rt

serons toujours, sans le mentionner explicitement, v = I vmdX{a>) <7-finie.

a

Lemme (2,5) Soitx-+v* une espérance conditionnelle de œ-^v^.
Si g est ji-mesurable ̂  0, on a:

j *9(p(co))vJX(œ)

Si en outre g[i est a-finie, x -» v jf est encore espérance conditionnelle de

(o -> v^jpour p9 &, relativement à la mesure (g o p)X.

Démonstration. Comme le lemme (2,1).

Lemme (2,6). Soit co-^v^ une fonction sur Q à valeurs mesures sur

(Y,$/), et x -> vJ une fonction sur X à valeurs mesures sur (Y,^). Pour

que la deuxième soit espérance conditionnelle de la première relativement à

p,&9X, il faut et il suffit que, pour toute ƒ ' ^ 0 appartenant à <&, ou pour

toute fonction f caractéristique d'un Be$/, x -* vj(/) soit espérance con-

ditionnelle de co -+ vJJ) pour p,2£,X. Si en outre <& est v-dénombrablement

engendrée, et si & est un ensemble v-determinant, il suffit, pour avoir la même

conclusion, que x -• vf soit dans W ou que v^eM® pour tout x, et que,

pour tout Be & nYm, meN, x -> vj(£) soit espérance conditionnelle de

Û>-> vjfi) pour p,%,X.

.Démonstration. La première partie revient exactment à dire que, pour

tout Bz<&, x -> Vx(B) est dans &, et que, pour tout A

f
'HA)

Pour la deuxième partie, on remarque que l'ensemble iîOT des B e <& C\ Ym

pour lesquels x -* v%(B) est espérance conditionnelle de co -• v^^) est stable
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par réunions des suites croissantes et complémentation à Ym9 et contient

88 C\Ym, donc est W C\Ym par le lemme A; par addition dénombrable, c'est

donc encore vrai pour B e °J/ n Y', mais aussi pour tout B e <& C\ G Y\ donc

pour tout BeW, cqfd.

Remarque. Si ƒ ^ 0 est seulement A-mesurable, x -• (vf)*(/) est seule-

ment ju-mesurable, donc est une espérance conditionnelle de œ -• (v j*( / )

pour p , iF^A et non pour p , $*, A.

Théorème (2,7) (Unicité). Si ^ es* v-dénombrablement engendrée,

deux espérances conditionnelles de œ -> v^ sont \i-presque partout égales.

Démonstration. Il suffit d'appliquer la deuxième partie du lemme (2,6).

Comme M est dénombrable, on voit que, si x -• tv^ et x -* 2vj sont deux

espérances conditionnelles, on a, pour ju-presque tout x , ivf(J5) = 2
V*(B)

pour tout Be&riYm9 meN. Mais on sait que, pour jU-presque tout x,

& est ^-déterminant et ^-déterminant; donc le lemme F, appliqué à

ivx e t 2vx > montre que pour ^-presque tout x , xvj = 2v% cqfd.

On pourrait aussi utiliser un autre lemme, qui nous sera utile ailleurs:

Lemme (2,7 bis). Soient x -> xv^, x -» 2 v j , deux fonctions à valeurs

tv = ivfdju(x), 2v =mesures sur (Y,$0, fi-mesurables xv = îvjdjtf(x), 2v = 2
vxdfi(x) où

X X

xv + 2v esf à-finie, et <& est (tv + 2v)-dénombrablement engendrée.

1) Si, pour tout Be°3/, on a {v^(B) g: iV^(B) pour \i-presque tout x9

alors jvf ^ 2vx Pour ^presque tout x.

jvfd^x) = 2vJdju(x), a/ors tvf = 2v*pour pi-presque

x
tout x.

Démonstration. 1) Soit $ un ensemble (xv + 2v)-déterminant. Comme il

est dénombrable, pour /j-presque tout x , on a xv^(B) ^ 2vf(B) pour tout

BeâS; d'autre part, la propriété (1,1 bis) dit que, pour /i-presque tout x, Si
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est (tVx + 2vj)-déterminant; le lemme F, appliqué à xvj et 2
vx > donne la

conclusion.

2) Pour tout B G ̂  n 7m, les inégalités : , vf(£) ^ 2vf (B) pour ju-presque tout

xy^(B)dii(x) = 2vf (x, et + oo > xy^(B)dii(x) = 2vf (B)J/i(x), montrent que ivf(£) =

pour ^-presque tout x . La même méthode que pour 1) montre alors que

ivx = 2vx P o u r ^-presque tout x .

Théorème (2,8) (Existence). Si <SI est la tribu borélienne d'un espace

topologique Y, et si v est portée par une réunion dénombrable Y' de com-

pacts métrisables de y-mesures finies, alors co -+ vœ admet des espérances

conditionnelles, et deux d'entre elles sont \i-presque partout égales. II existe

des espérances conditionnelles pour lesquelles toutes les vf sont portées par

Y', et intérieurement régulières (mais peut-être pas de Radon, même si v

et les vm sont de Radon, parce que non nécessairement localement finies).

Démonstration* Comme v est cr-finie et que <& est v-dénombrablement

engendrée (la tribu borélienne d'une réunion dénombrable de compacts

métrisables est dénombrablement engendrée), le théorème d'unicité précédent

est applicable, et seule l'existence est à démontrer.

Soit Y' portant v, Y' = [J Km, réunion dénombrable de compacts métri-
meM

sables, qu'on peut supposer disjoints (concassage)[l], et de v-mesures finies.

Pour tout m, considérons les mesures induites sur Km, co -• (v(O)Km ; pour

X-presque tout co, et tout m, v̂ , est portée par Y' et v^OK )̂ fini, donc la mesure

induite ( O ^ est de Radon sur Km; si on trouve des espérances conditionnelles

de ces fonctions à valeurs mesures de Radon sur les Km, x -> v^m, il suffira

de prendre vj = E Â,(vJm), où jm est l'injection Km -• Y9 et le problème sera
me M

résolu.

On est donc ramené au cas où Y = Km est un compact métrisable, v de

Radon sur Y, ce que nous supposerons désormais. La fonction œ -• vû)(l)

est alors A-intégrable (d'intégrale v (1)); soit p une espérance conditionnelle de

[1] Concassage. Voir Bourbaki [1], page 18; SCHWARTZ [1], page 46.
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cette fonction, donc une fonction ^ 0 partout finie, /i-intégrable sur X.

Soit C+(Y) l'espace des fonctions g: 0 continues sur Y. Pour <£eC+(y),

Û> -* V<ÖW0
 e s t ^-intégrable ^ 0 , majorée par o - > fl 0| |c ( y )vœ(l): elle a

donc une espérance conditionnelle 4>x, majorée par ||</>||cmP- Appelons-

là <j5p, où $ est prise nulle là ou p est nulle; $ -» $ est IR+-semi-Unéaire de

C+(Y) dans L°°(X,ju), | | $ | |L«U. M ) ^ ||<H|C+(Y)- Ensuite on sait (théorème

de Maharam)[l] qu'il existe un relèvement r de Ü°(X9fi) dans l'espace @I{X)

des fonctions réelles bornées, avec || r(f) \\mX) (i.e. Sup| (r(/))(x)|) = ||/||Loo(X,u).

Nous poserons alors 6x((j)) = (>(<?))(*)> pour 0 e C + ( 7 ) , xeX. Pour x

fixé, 0x: <t> ^> 0x((j>) est une forme R+-semi-linéaire ;> 0 sur C+(Y): c'est donc

une mesure de Radon ^ 0 sur Y, de norme ^ 1. Posons vf = p{x)9x. Vérifions

d'abord l'égalité des espérances conditionnelles.

Soit fi l'ensemble des fonctions ƒ ^ 0 boréliennes bornées sur Y telles que

x -• vf (ƒ) = p(x)9x(f) soit jU-mesurable et que l'on ait, pour toute

l'égalité Vco(f)dl(co) = vjf (f)dfi(x). Cet ensemble est stable par pas-

sage à la limite simple de suites croissantes, par Fatou; mais il contient les

fonctions constantes, puisque p est une espérance conditionnelle de la fonction

œ -» v ^ l ) ; et, s'il c o n t i e n t / ^ c, il contient c—f9 parce que co -* vw(l) est

A-intégrable et que p est ju-intégrable. Ensuite il contient C+(Y), car, pour

<t>eC+(Y), on a:

vJ^dMp) = (j)xdfi(x) = $(x)p(x)dju(x) =
J J J J

ƒ f -se

J
Donc, en vertu du lemme C, û est l'ensemble de toutes les fonctions boré-

liennes bornées ^ 0 sur Y; donc, pour tout B e%/, x -> vf (B) est //-mesurable,

et, pour tout Ae%9 v(a(B)dX(co) = vf J/z(x\ donc, pour toute

[1] Voir Dorothy MAHARAM [1], et SCHWARTZ [1], page 130.
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AeX9 v^dXico) = vf d[i(x). Mais la fonction x -> v* est seulement

/i-mesurable, et n'appartient pas nécessairement à X. Si toutefois on la change

sur une partie /x-négligeable de X, de manière qu'elle appartienne à X, elle

vérifiera toujours la même égalité des espérances conditionnelles, et on aura

gagné. Or le lemme (1,12 bis) permet de le faire, <W étant v-dénombrablement

engendrée.

Proposition (2,9). Soient X9X'9 deux tribus sur X; supposons p à

la fois (X9X)-mesurable et (X9X
f)-mesurable9 de mesures images \i et /*'

a-finies. Soient x -> vf, x -» v j ' , deux familles de mesures sur (Y9&), indexées

par X, ayant les 4 propriétés suivantes:

1) x -> vf est une espérance conditionnelle de co -+ vœ relativement à

p9X9X\

3) x -• vf ' appartient à la tribu X'\

4) pour X-presque tout co9 v*i(O) = v ^ .

^4/ors x -*- vj ' est wne espérance conditionnelle de co -> v^ relativement à

p9X'9X. En particulier, toute espérance conditionnelle pour p9X9X9 Vest

aussi pour p9X'9X9 si X' est intermédiaire entre X et X\Jp{jV*)).

Démonstration. A cause de 3, il suffit de démontrer l'égalité fondamen-

tale des espérances conditionnelles. Soit donc A' eX'\ par 2, il existe AeX9

tel que la différence entre p~1(A) et p-1^') soit A-négligeable.

J * vJX(co) = ƒ .. = J*v?<//z(x) = ƒ * vfi(O)dX(co)
p~l{A') P~*(A) A P~1(A)

-Ir-J>
cqfd.
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(2,10) Désintégration des mesures

Définition. Soient Q, 09 X9 X9 2£9 \i9 comme précédemment.

On appelle désintégration de X relativement à p9 &9 une espérance condi-

tionnelle de la fonction co -• <5(û)), à valeurs mesures sur (Q, 0), relativement

à p9^9X(ô(a)) est la masse de Dirac du point co; öi(O)(B) = 1 ou 0 selon que

co e B ou co$B).

Théorème (2,11). Une désintégration de X pour p9 3£9 est une famille

x -> Xx de mesures sur (Q, 0) , indexée par X9 vérifiant les propriétés sui-

vantes:

1) x -• Xx appartient à la tribu 2£\

2) pour toute Ae2£9 on a Végalité de la désintégration:

(2,12) XP-HA) h = J KMx); ou9 pour tout Be@:

A

Démonstration. Il suffit de traduire la définition des espérances con-

ditionnelles, compte tenu de ce que j ô{œ)(B)dX(co) = X(p~l(À) nB).

P'HA)

Corollaire (2,13). Si x -> Xx est une désintégration de X pour p99£\

on a Végalité (2,12) aussi pour B X-mesurable et pour A fi-mesurable. Plus

généralement, pour ƒ ^ 0 X-mesurable sur Q et g g: 0 ^-mesurable sur

X9 on a:

ff(o>)9(p(o>))dX(œ) = j\t(f)9(x)dfi(x).

En outre, x -> Xx est encore une désintégration de la mesure {g op)X relative-

ment à p9$£9 si son image g\i = p((g o p)X) est a-finie sur J.
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Démonstration. C'est le lemme (2,5) appliqué à v& = 5la)).

Corollaire (2,14). Les désintégrantes Xx de X sont n-indépendantes, au

sens suivant:

Si 0i>02> sont deux fonctions \i-mesurables §:0, telles que gxfi et g2fi

soient à-finies, et si X^^d^x) = Xxg2{x)dpL{x), alors gx — g2 \i-presque

x x
partout.

f*Démonstration. D'après le corollaire précédent, (gt o p) X = gt{x)

x

dfi(x), donc (gt o p)X = (g2 o p)X9 donc leurs images sont aussi égales,

= 02J"» d o n c 0i = 02 ^-presque partout.

Proposition (2,15). Si x -> Xx est une désintégration de X pour p,3£,

Xx a la masse 1 pour fi-presque tout x.

Démons t ra t ion , œ -> <5(Q))(1) est la constante 1; donc son espérance

conditionnelle est la constante 1; or elle doit être ^-presque partout égale

(lemme, (2,6)) à x -> A^l).

Théorème (2,16) (Unicité de la désintégration)

Si 0 est X-dénombrablement engendrée, deux désintégrations de X pour p9

9C', sont fx-presque partout égales.

C'est le théorème (2,7) appliqué à vw = ô((o).

On pourra donc parler, si elle existe, de la fi-classe désintégration de X

pour p, &.

Théorème (2,17) de Jirina [1] (Existence de désintégrations) [2]

Si Q est un espace topologique, (9 sa tribu borélienne, X une mesure sur

Cl, portée par une réunion dénombrable de compacts métrisables de X-me-

sures finies, elle possède des désintégrations pour p, 3C, et deux d'entre

[1] Voir Jirina [1].
[2] Voir à (8,2) un contre-exemple lorsque les conditions de l'énoncé ne sont pas réalisées.
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elles sont jx-presque partout égales. On peut trouver des désintégrations
pour lesquelles toutes les Xx sont de Radon de masse 1.

Démonstration. C'est le théorème (2,8) appliqué àvw = ô(m).
Soit Q' = U Kn une réunion dénombrable de compacts métrisables,

portant A. Il existe alors X' c X, X' e £ portant fi, tel que, pour J e l ' ,
Xx soit de masse 1 (propriété (2,15)) et portée par Q', donc image par l'in-
jection Q' -> X d'une mesure sur Q' (à savoir la mesure induite (Xx)a,) ; mais Q'
est souslinien, et une mesure de masse 1 sur Q' est de Radon, donc, pour x e X',
Xx est de Radon de masse 1 sur Q. En remplaçant Xx par Ô(a), a fixe e Q,
pour x$X', on a une nouvelle désintégration pour laquelle toutes les Xx

sont de Radon de masse 1.

Proposition (2,18). Soit (Xx)xeX une désintégration de X pour p,&.

Soit Ac X, fi-mesurable. Pour ja-presque tout x, Xx est portée par p^1(A)

si xeA, par p~1($A) si xe $A. Inversement, soit x -> Xx une famille de

mesures sur (Q,0), indexée par X, ayant les propriétés suivantes:

1) x -> Xx appartient à 2E\

2) x = j*xxdn(x);
X

3) Pour tout Ae&9 pour fi-presque tout xeA, Xx est portée par p~1(A).
Alors c'est une désintégration de X pour p9 X.

Démonstration. Montrons d'abord la partie directe. Il suffit d'écrire
l'égalité de la désintégration:

0 =

donc Xx({ip~1(A)) = 0 pour //-presque tout xeA.
Prenons maintenant la réciproque.
Il suffit de montrer l'égalité de la désintégration.



38 LAURENT SCHWARTZ

Xp- HA) *> = J (XP- HA)*X) dn{x) ;

mais, pour /̂ -presque tout xeA, Xx est portée par p-x{A)9 donc Xp~HA)K
= Xx; et, pour /j-presque tout xe §A9 Xx est portée par p~l(§A)9 donc

XP-HA)K = 0, d'où le résultat J Xxdii{x).

Théorème (2,19). Soit (Xx)xeX une désintégration de X pour p9 X. Soit
f une application, \i-presque partout définie et [i-mesurable, de X dans un
ensemble Z muni d'une tribu 2£9 et supposons que 2£ soit f(jx)-dénombrable-
ment séparante. Alors, pour \i-presque tout xeX, ƒ o p est Xx-presque partout
égale à la constante f(x).

Démonstration. Soit Z ' e ^ , portant/(ju), tel que &C\Z' soit dé-
nombrablement séparante. Soit donc (Zn)neM une suite de parties de Z, appar-
tenant à la tribu 2£, telle que tout z de Z' soit intersection des Zn qui le con-
tiennent. Soit An = ƒ " 1(Zn). La proposition (2,18) nous dit que, pour jU-presque
tout xeAniXx est portée par p~ 1(An), donc, pour A -̂presque tout co, f(p(co))eZn.
Donc il existe X' a X, portant \i, tel que, pour xeX', pour /^-presque
tout co, f(p((o)) soit élément de tous les Zn pour lesquels ƒ (x) e Zn. Mais, si
xef~l(Z'), l'intersection des Zn pour lesquels ƒ (x) e Zn est {ƒ(*)}. Donc,
pour xeX' n/~1(Z') , ƒ o p est A -̂presque partout égale à la constante
ƒ(*), cqfd.

Exemple d'application

Considérons par exemple une intégrale de la forme J = &(p(co), co)dX(co)9

où ij/ est une fonction sur I x Q à valeurs dans un Banach, et supposons
que l'intégrale écrite ait un sens.

On voudrait effectuer le calcul en deux temps, d'abord en fixant p(co) = x9

ensuite en intégrant par rapport à x. On a toujours, si (A^g^est une dés-
intégration de A pour p9X:
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J = f dii(x) ƒ *¥(p(a>),œ)dXx((o)-

Si ensuite X est /j-dénombrablement séparante, on saura que, pour /z-presque

tout x , p est /^-presque sûrement égale à x, et on pourra écrire:

-ƒ**»ƒ V(x,co)dXx(co),

ce qui est le résultat cherché.

Par exemple on peut étendre la dernière formule (2,3) à des fonctions à

valeurs vectorielles. Si ƒ est une fonction sur Q à valeurs dans un Banach F,

g une fonction sur X à valeurs dans un Banach séparable G, et si O est une

application bilinéaire de F x G dans un Banach E, si enfin <ï>(ƒ, g o p) est

A-intégrable, on peut appliquer le théorème (2,19) puisque la tribu borélienne

de G est dénombrablement séparante, et écrire:

ƒ ®(f(co),g(p(co)))dl(co) = ƒ dfi(*)j ®(f(có),g(x))dXx(co).
Q X Cl

Théorème (2,20). Soit (XX)X6X une famille de mesures sur Q9 indexée

par X, ayant les propriétés suivantes:

1) x -+ Xx appartient à '3£\

2) X =

X

3) Pour fi-presque tout x, Xx est portée par p""1^, où x est Vatome de

x dans la tribu & {intersection de toutes les parties de la tribu contenant x).

Alors x -• Xx est une désintégration de X pour p,£.

Inversement, si 2€ est fi-Q-dénombrablement séparante (il existe X'e3£\

portant /*, et une suite (^ n ) n e^. Ane&', telle que Vatome x de tout x e f '

soit intersection des An contenant x) , alors toute désintégration a les pro-

priétés précédentes; en outre, pour (i-presque tout x, p est (Xx9&)-mesurable,

et p(Xx) = <5(JC).
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Démonstration. Supposons que x -» Xx ait les propriétés 1-2-3. Pour
tout AeX, on a:

XP-HA)* = J (Xp-H

x

d'après 2 et le point 2 de la proposition (1,11); mais ceci vaut Xxdpi{x)

A

d'après 3, donc on a l'égalité de la désintégration, et 1 permet de conclure.

Inversement, soit (Xx)xeX une désintégration.

Appelons Z le quotient de X par la relation d'équivalence où les classes

sont les atomes de #*, et n la surjection canonique de X sur Z . Soient n(3T)

la tribu image et n(fi) la mesure image. Si X est /x-Q-dénombrablement sé-

parante, n(X) est 7r(/j)-dénombrablement séparante. Alors, d'après le théo-

rème (2,19), pour ju-presque tout x, n o p est A^-presque partout égale à

n(x) = x, autrement dit Xx est portée par p~x(x).

Soit alors x un point tel que Xx soit portée par p - 1(x) et de masse 1. Pour

tout Ae£F9 p~1(A) est Ax-mesurable, et de mesure 1 ou 0 selon que xeA

ou x£A; donc p est (Xx,.^-mesurable, et l'image p(Xx) est la mesure sur X,

qui vaut 1 ou 0 sur A, selon que x e A ou x $ A, c. à d. <5(x), cqfd.

Remarque. 1) Une tribu /x-dénombrablement engendrée est évidemment

/j-Q-dénombrablement séparante.

2) La mesure de Dirac <5(x) n'est pas portée par x, mais par l'atome x

de x.

Corollaire (2,21). Soient Q,X deux espaces topologiques, X une mesure

de Radon ^ 0 sur Q, portée par une réunion dénombrable de compacts

métrisables, p une application X-propre de Q dans X, \i = p(X) sa

mesure de Radon image. Alors X possède une désintégration relativement

à p, où toutes les Xx sont de Radon de masse 1, et deux désintégrations sont

pL-presque partout égales. Une désintégration est une famille(Xx)xeX satisfai-

sant aux propriétés 1, 2, ou 1, 3, 4:

1) pour tout B borélien de Q, x -> XX(B) est borélienne;

2) pour tout A borélien de X,
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3)

= J
A

= ƒ

4) pour fi-presque tout xeX, Xx est portée par p " 1 ^ * } ) .

Démonstration. Ici G9SC9 sont les tribus boréliennes de Q9X. Comme

A est de Radon cr-finie sur Q, on doit toujours employer A* au lieu de A* (voir

(1,7)). La mesure image est de Radon, également ex-finie (si A est portée par \^J
n

Kn, Kn compacts métrisables, la restriction dep à Kn étant continue, fi est portée

par (Jp(Kn),p(Krt)compact) ; il est entendu qu'ici nous employons partout, pour
n

l'égalité de la désintégration, jx9 au lieu de fi*, car c'est bien la mesure abstraite

/T qui est l'image de la mesure abstraite A\ avec la formule correcte pir(A) =

{km)*(p~l(A)) = Xm(p-\A)). Alors 1, 2, est la définition des désintégrations.

D'autre part, on sait que l'image d'un compact métrisable par une applica-

tion continue est encore compacte métrisable [1], donc p(Kn) est compact

métrisable, donc la tribu borélienne de X est ju-dénombrablement engendrée

et jU-dénombrablement séparante. On peut donc appliquer le théorème (2,20),

donc la désintégration peut se définir aussi par 1, 3 et 4.

On a un résultat analogue à (2,19) pour une fonction à valeurs mesures:

Corollaire (2,22). Soit (Xx)xeX une désintégration de A pour p9&.

Soit x -» vx une fonction sur X, à valeurs dans Vespace des mesures sur

un ensemble Y muni d'une tribu & et jx-mesurable. On suppose que v==

x

dn(x) est a-finie, et que & est v-dénombrablement engendrée. Alors, pour

[i-presque tout x, la fonction co -• vp((o) est Xx-presque partout égale à la

constante vx.

Démonstration. Si on remplace la fonction x -»• vx par une autre, qui

[1] Voir Schwartz [1], page 111, théorème 6; l'image continue d'un compact sousli-
nien et un compact est souslinien si et seulement si'l est métrisable.
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lui est /j-presque partout égale, cela ne change rien, car co -* v ^ ) est remplacée

par une fonction qui lui est A-presque partout égale, donc qui, pour /x-presque

tout x , lui est A^-presque partout égale. Or, si & est un ensemble v-déterminant,

v e Mm, on sait que vx e Mm pour /i-presque tout x , et on peut donc supposer

que c'est vrai pour tout x. Comme alors Mm est un espace topologique à tribu

borélienne dénombrablement engendrée donc dénombrablement séparante,

le corollaire résulte du théorème (2,19), compte tenu de la proposition G.

Corollaire (2,23). Soit (Xx)xeX une désintégration de A pour p,£.

Supposons que 0 soit X-dénombrablement engendrée. Alors, pour pi-presque

tout x, Xx est portée par p'^ix), où x est Vensemble des x' de X pour lesquels

Xx, = Xx (x => x évidemment).

Démonstration. Il suffit, de prendre vx = Xx et d'appliquer le corollaire

précédent: il dit que, pour //-presque tout x, co -> XpW est A^-presque par-

tout égale à Xx, autrement dit Xx est portée par l'ensemble des co pour lesquels

^P(a>) = K, c. à d. par p-\x).

Désintégrations et mesures induites

Lemme (2,24). Soit (Xx)xeX une désintégration de A pour p,&'. Soit

Q' une partie de Q, X-mesurable. Uimage par p de la mesure induite AQ/

est la mesure ayant pour densité par rapport à pi la fonction x -> Xx(£l').

Démonstration. Sa valeur sur AeW doit être Aft,(p- 1(A))=A(p- \A)n £î')>

c . à d . I Xx(Sl')dp(x)9 d'où le résultat.

A

Proposition (2,25). Soit (Xx)xeX une désintégration de A pour p , # \

Soit Q' c Q, X-mesurable, et Q " c Q ' , Q"e09 (Q'\ar) X-négligeable. Alors
x -+ Zo-(^jc)û'M*(fi") (remplacé par 0 lorsque le dénominateur est nul) est une

désintégration de la mesure induite AQ,, pour p', 2£ (pf = restriction de p
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Démonstration. Tout d'abord x -• Xari^Q* appartient à SC\ si en effet

BeOnQ', torCAJnOCB) = XX{Q" n B), et Q 'TiBeö ' ; il en est de même

de x -* AX(Q"), donc du quotient, remplacé par 0 sur 1 l'ensemble, appartenant

à £ > où le dénominateur est nul. Ensuite, pour

= (XP-HA)X)ÇI> = J OUft'djuCx) (point 1 de la prop. (1,11))

(parce que A^Q") = A^Q') pour ju-presque tout x, et que Q" porte

pour /^-presque tout x); c'est l'égalité de la désintégration, compte tenu du

lemme (2,24).

Remarque. Si Q' porte A, A^Q") = 1 pour ju-presque tout x. Alors

)a' e s t aussi une désintégration de Aa, pour p, 3£.

Désintégrations et produits par des fonctions

Lemme (2,26). Soit (Ax)xeX une désintégration de A pour p,&. Soit

ƒ ^ 0 une fonction X-mesurable sur Q; la mesure image de fX par p est la

mesure dont la densité par rapport à fi est la fonction ƒ : x -+ Xx(f).

Démonstration. Soit g ^ 0 une fonction sur X, appartenant à X.

Alors

WfWg) = CA)(ff o p) = X*(f(g o p)) =
x

Proposition (2,27). Soit (Xx)xeX une désintégration de X pour p>$£.

Soit f une fonction g: 0 X-mesurable sur Q, et soit ff ^ 0, appartenant à

(P9 X-presque partout égale à ƒ . Supoosons que Vimage ffi de fX soit a-finie.

Une désintégration de fX pour p9T, est donnée par x -> / 'AJA*( / ' ) ,

remplacée par 0 là où le dénominateur est nul.
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Démonstration. Soit BeO; x -> (ƒ'Xx) (B) = Xx(f'xB) est dans X

parce que ƒ ' XB e s t dans 0; de même x -> AJX/ ') est dans #*, donc aussi le quo-

tient remplacé par 0 sur l'ensemble, appartenant à X, où le dénominateur

est nul. Soit ensuite g une fonction >̂ 0 sur X, appartenant à X:

(9 o p)(fX) =fj\g(xW(x) = j*(flx)g(x)drix)
X X

(point 2 de la proposition (1,11))

•r
(parce que fkx =f'Ax et !*(ƒ) = Ax(/') pour /^-presque tout x), ce qui est

l'égalité de la désintégration, compte tçnu du théorème 26.

Désintégrations et mesures images

Proposition (2,28). Soient Q' un ensemble, O' une tribu sur Q',1'

une mesure sur(Q'9 &'). Soit q une application de Q' dansQ, (A', (9)-mesurable

avec q(X') = A. Soit (k'x)xeX une désintégration de X' pour q o p,<T.

1) Si q est (&', @)-mesurabk, allors x -• Xx = q(Xf
x) est une désintégration

de X pour p,^.

2) Si q est X'-presque (@',&)-mesurable, elle est (X'x, O)-mesurable pour

fi-presque tout x; il existe une désintégration x -> Xx de X pour p, 3£, qui

vérifie Xx = q(Xf
x) pour ju-presque tout x;

3) Si, pour fi-presque tout x, q est (Xx,@ymesurable, alors x -> q{Xr
x)

est une désintégration de X pour p,&u.

Démonstration

1) On a 0>
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Puisque q est (0', ̂ -mesurable, Xx = q(X'x) existe toujours. En outre x -> Xx

est dans X; en effet, pour Be(99 XX(B) = Xjiq-^B)), et q-\B)e<9'. Reste à

voir l'égalité de la désintégration. Pour AeX9

= « M

d'où le résultat.

2) Supposons maintenant que q soit seulement A'-presque(0', 0)-mesurable.

Alors, pour /x-presque tout x , elle est A^-presque (0',0)-mesurable (lemme

(1,6)), et q(Xx) existe. Il existe une application q', A'-presque partout égale

à q, qui est (0',0)-mesurable; pour ju-presque tout x , q' est A^-presque partout

égale à g, et q' (Xx) = q(Xx). On vient de voir que (qr(X'x))xeX est une dés-

intégration de À pour /?,^T; donc elle est bien une désintégration qui est fi-

presque partout égale à (q(Xx))xeX.

3) Si, pour ju-presque tout x, q est (Xf
x, 0)-mesurable, alors x -> XX = (̂A )̂

est définie /x-presque partout; elle est ju-mesurable, c. à d. appartient à X^

car, pour BeO, x -+ XX(B) = Xx(q-\B)) est /x-mesurable, q~1(B) étant A'-

mesurable (lemme (1, 4)). L'égalité de la désintégration se fait comme pour 1

4) S'il n'y a aucune hypothèse, #(A )̂ peut ne jamais exister.

Changement de p sur une partie négligeable

Comme nous l'avons vu à la définition, les désintégrations de A pour pyX

supposent seulement p définie A-presque partout, et ne changent donc pas si

on change p sur une partie A-négligeable. Mais alors on peut aussi changer

X9X:

Proposition (2,29). Soit (Xx)xeX une désintégration de X pour p,X.

Soit X' une partie de X, telle que p " 1 ^ ' ) porte A. Alors p' = p: Q -+ X'

est toujours X-presque partout définie de Q dans X', et (X9!F
r)-mesurable9 si

X' = X' Ci,T. Uimage \i' = p'(X) est la mesure définie sur X' par

li'{A') = fi*(Af) = ix(A)9 A' eX', A étant n'importe quelle partie eX telle

que A' = A n i ' ; et (Xx)xeX. est une désintégration de X pour p',X'.



4 6 LAURENT SCHWARTZ

Démonstration. Soient A'eX', AeX, A' = AC\X'. Alors pi\A') =
(p'(X))(A') = X(p'-\A')) = Xip-^A)) = n(A)9 d'où le résultat sur l'image.

La fonction x -> Xx9 de X' dans l'espace des mesures sur Q, est évidemment

dans X' = X' n # \ Et, pour A'eX': XP>-HA>)1< = X P - W = J

'(x), ce qui est l'égalité de la désintégration.

Relation entre espérances conditionnelles et désintégrations
des mesures

Théorème (2,30). Supposons que X ait une désintégration pour p,X9

soit x -» Xx. Pour toute f X-intégrable à valeurs dans un Banach, ou ^ 0
X-mesurable, alors x -+ Xx(f) est définie \i-presque partout et \i-presque
partout égale aux espérances conditionnelles de f pour p9&9X; si f est ^ 0
et dans 6 9 x -> Xx(f) est elle-même une espérance conditionnelle.

Démonstration. La fonction x -• Xx(f) satisfait à l'égalité des espérances

conditionnelles, car, si Ae&9 I f dX = (xp-iU)A)(/) = I Xx(f)dfi(x);
P~HA) A

mais elle est seulement ju-mesurable, et n'appartient pas nécessairement à X.
Mais alors elle est une espérance conditionnelle de ƒ pour p9Xu9X; toute
espérance conditionnelle de ƒ pour p9 &, X l'est aussi pour p9 X^ X9 donc
//-presque partout égale à la précédente. Si ƒ ^ 0 est dans 09 x -*> Xx(f) est
dans ^ e t est donc exactement une espérance conditionnelle de ƒ pour p9X9X.

Ainsi la possession d'une désintégration donne des espérances conditionnelles
pour toutes les fonctions, d'où son avantage; mais l'espérance conditionnelle
existe toujours, alors que la désintégration suppose des conditions particulières
sur (2,0,A. Il est normal de dire que Xx est la loi de probabilité conditionnelle
associée à la loi de probabilité X9 lorsque l'on a l'information p(co) = x,
relativement à la tribu X sur X.

La désintégration de A a été obtenue comme cas particulier d'une espérance
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conditionnelle d'une fonction à valeurs mesures; mais inversement elle donne

toutes les espérances conditionnelles des fonctions à valeurs mesures:

Désintégrations et espérances conditionnelles d'une fonction
à valeurs mesures.

Proposition (2,31). Soient co -> v^ une fonction surQ à valeurs mesures

f*sur (Y, $0,X-mesurable, v = v^d^co) cr-finie, et x -+ Xx une désintégration

o
de X pour p9&.

1) Si co -> VQ, appartient à 0, la fonction à valeurs mesures

x-v? v^dX^co) est une espérance conditionnelle de œ -• v^ pour

2) Si <& est v-dénombrablement engendrée, co -^ vm a des espérances

conditionnelles pour p, 3C,X\ toutes sont \i-presque partout égales à la fonction

x -+ J vœdXx(co).

r*
Démonstration. 1) La fonction x -• vx = v^dXÇco) est bien définie

partout; s i 5 e ^ , on a vx(B) = vJB)dXx(<o), donc = A ^ ) , où ^ est

la fonction co -+ vJJB), ge®. Donc d'après (2,30), x -* vx(B) = Ax(öf) est

une espérance conditionnelle de co -* g(co) = v^B), et le lemme (2,6) dit

bien que x -• vf est espérance conditionnelle de co -^ v^.

2) Si co -* v^ est seulement A-mesurable, mais & v-dénombrablement

engendrée, le lemme (l,12bis) dit que co -> v^ est A-presque partout égale

à co •-•?„,, appartenant à 0; celle-ci a une espérance conditionnelle

= y^dX^co), donc la première aussi. Pour A-presque tout co,rx
Q
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v^ = vw; donc, pour ju-presque tout x, pour A^-presque tout co9 vœ = vn et

vf = v^dX^co). Le fait que toutes les espérances conditionnelles aient la

n
même propriété est le théorème d'unicité (2.7).

Remarque. On a donc deux théorèmes d'existence très différents pour

les espérances conditionnelles des fonctions à valeurs mesures. Au théorème

(2,8), aucune désintégration de A n'est supposée; on fait sur (7 ,^ ,v) une

hypothèse très forte de type "compact métrisable". Ici au contraire on devra

faire sur (Q,0,A) le même type d'hypothèse très forte, pour avoir une désinté-

gration de A; mais ensuite on ne fait sur (Y,^,v) qu'une hypothèse relative-

ment faible. Dans la partie 1 de la proposition (2,31), il n'y a aucune hypo-

thèse sur (Y, ^,v) (sauf, comme toujours, la a-finitude de v). On trouve une

espérance conditionnelle, pourvu que œ -> v^ appartienne à ®\ cette espérance

n'est pas forcément unique à un ensemble /x-négligeable près, on n'est pas dans

le cas d'unicité (2.7). Dans la partie 2, œ -» v^ est seulement A-mesurable, mais

alors <St doit être v-dénombrablement engendrée; et on est dans le cas d'unicité.

§3 Transitivité des désintégrations de mesures

Décrivons d'abord la situation qui sera étudiée dans le reste du chapitre.

(3,0): Les théorèmes qui suivent vont jouer un rôle essentiel dans la suite;

il importe, quitte à se donner du mal, de les énoncer dans les conditions les

plus générales. Soient (Q,0), (X93T)9 (Z,&) des ensembles munis de tribus,

A une mesure sur Cl, p une application (A, ̂ -mesurable de Q dans X, \i = p(X)

sa mesure image, q une application (ju, ̂ -mesurable de X dans Z, v = q(n)

sa mesure image; on suppose v, donc A et ju,cr-finies. Alors q o p est (A,J2T)-

mesurable, et (q o p)A = v. On peut alors avoir des désintégrations du type

1-2, c. à d. de A pour p,.T; du type 1-3, c. à d. de A pour q o p, S\ du type

2-3, c. à d. de \x pour q9 3£. Le théorème qui suit indique comment, de certaines

désintégrations, on en déduit d'autres. Moyennant certaines conditions, d'une

désintégration 1-3 on déduit une désintégration 2-3; tandis que, sans aucune

condition (autre que la d-finitude de A, /i, v), de désintégrations 1-2 et 2-3,

on déduit une désintégration 1-3. Si l'on ne se trouve pas dans les conditions
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d'unicité des désintégrations, on pourra alors en former beaucoup d'autres,

pas forcément égales. Partons par exemple de désintégrations 1-2 et 2-3;

on forme d'abord une désintégration 1-3; mais celle-ci en donne une, que

nous appellerons 2 ' -3 ' , pas forcément égale à la désintégration 2-3 de départ;

mais avec 1-2 et 2 ' -3 ' , on formera l ' - 3 ' , peut-être différente de 1-3; de l ' - 3 '

on déduit (2//-3//), et ainsi de suite. Si 0 est A-dénombrablement engendrée,

le théorème d'unicité (2,7) affirme que l ' -3 ' est identique (aux ensembles

v-négligeables près) à 1-3, et on n'obtiendra pas plus que 1-2, 2-3, 1-3, 2 ' -3 ' ;

en outre, si l'on part de 1-2, 2 ' -3 ' , on obtiendra 1-3, et plus rien d'autre.

Si maintenant c'est £ qui est /x-dénombrablement engendrée, on saura que

2 ' -3 ' est 2-3; à partir de 1-2 et 2-3, on obtiendra 1-3 et plus rien d'autre.

Dans la pratique, Q sera un espace topologique, A une mesure de Radon

sur Q portée par une réunion dénombrable de compacts métrisables; donc

0 sera A-dénombrablement engendrée.

Mais (X9X) et (Z, JT) seront arbitraires; par exemple p et q seront l'identité,

X et 3£ seront des sous-tribus de la tribu A-mesurable. Des hypothèses trop

étroites sur (X9X) sont donc gênantes. Nous donnerons d'abord un résultat,

classique pour les espérances conditionnelles des fonctions scalaires ou bana-

chiques, que nous étendrons aux fonctions à valeurs mesures.

Théorème (3,0). Soit ƒ une fonction sur Q, X-intégrable à valeurs dans

un Banach F, ou X-mesurable ^ 0. Si f® est une espérance conditionnelle

de f pour p9X9X9 et si ((fx)s) est une espérance conditionnelle de f® pour

q92£9\i9 alors c'est aussi une espérance conditionnelle de f pour q o p, JT,A.

Soit co -*> vw une fonction sur Q à valeurs mesures sur (Y9&)9 X-mesurable9

vmdX(œ) a-finie. Si x -• vJ est une espérance conditionnelle de cette

fonction pour p9X9X9 et si z-+(yx)f est une espérance conditionnelle de

x -• v * pour q93£9\i9 c'est aussi une espérance conditionnelle de co-+v„

pour q o p93C9X.

Démonstration. La première partie étant classique et évidente (et déjà

énoncée au théorème (2,3)), nous ne démontrerons que la deuxième, qui

est d'ailleurs aussi évidente. Par hypothèse, z -+ (v*)f appartient à «3T; il
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reste à montrer l'égalité des espérances conditionnelles. Or, si Ae&:

vJX(œ) = ƒ vUtix) = J (v*)f<Mz), cqfd.Ç ƒ
(qop)-HA) q~HA)

Théorème (3,1). 1) Soit (Xf ) z e Z une désintégration de X pour q op9&.

Si p est X-presque ((99&)-mesurable9 la mesure \i a une désintégration pour

q,&, qui est v-presque partout égale à z -* p(Xf).

2) Soient (X^)xeX une desintégration de X pour p9&, et (juf)zeZ une désin-

tégration de /x pour q9 S. Si Von pose Af = Afdjuf (x), alors (Af)zeZ est une

x
désintégration de X pour q o p,&.

Démonstration. Le point 1 n'est autre que la proposition (2,28), où

Q', Q, X, (9', 0, &9 q, p, X\ X, fi, sont remplacés par Q, X, Z9@9&9 &9p9 q9 X, /i,v.

Démontrons le point 2. Nous cherchons une désintégration de X pour q o p,

J , c . à d . une espérance conditionnelle de co -> ô((o) pour q o p9 ££9 X. Pour

cela nous en prenons d'abord, d'après le théorème précédent, une espérance

conditionnelle pour p9 *T9 X9 c. à d. une désintégration de X pour p9 9£9

ou x -> Af . Ensuite nous devrons prendre une espérance conditionnelle de

cette fonction relativement à q9 &9 \i\ or, d'après la proposition (2,31), on

pourra prendre z -* X*diif(x), ce qui est le résultat cherché.

(3,2) Désintégrations cohérentes . Soient (Af)X6X,(Af)ZtZ,(/if)zeZ,des

désintégrations respectives de A pour p93C9 de A pour qQp9^9 de JJL pour q9&.

On dit qu'elles sont cohérentes, si, pour v-presque tout z , pf = p(Xf),

et Af = j*X*dnî(x).

Théorème (3,3). 1) Si Q est un espace topologique, X une mesure de

Radon sur Q, portée par une réunion dénombrable de compacts métrisables,

et si p est X-presque {O9 ^-mesurable, il existe des désintégrations co-
hérentes.
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2) Dans les mêmes conditions, si en outre p~l(&) est X-dénombrablement
engendrée, alors, pour v-presque tout zeZ, Xf est encore désintégrée sur
p,&, par x -+ Aj . En particulier, pour ^-presque tout x, Xx est désintégrée,
pour p,&, par la même désintégration que X, c. à d. x' -* X%., mais aussi
par la fonction constante x' -> Aj.

Démonstration. 1) Par le théorème (2,17), il existe des désintégrations
tâ)xex e t (^f)zez de A pour p,3C', et pour q o p, &. Par le 1 du théorème
(3,1), on en déduit une désintégration (iif)zeZ de \i pour q,££', qui est v-presque

partout égale à z - > p(Xf). Ensuite z -> I X^dfif(x) est une désintégration
x

de A pour q o p, 2£, d'après le 2 du théorème (3,1), mais elle est nécessairement
v-presque partout égale h z -+ Xf d'après l'unicité du théorème (2,17).

2) Soient (A^g* une désintégration de A pour p,%, et (Af)zeZ une
désintégration de A pour q o p, £. Quitte à les modifier sur des parties négli-
geables, ce qui ne change pas le résultat, on peut supposer X* et Xf toutes
de masse 1. On peut leur adjoindre une désintégration 0*f)2eZ de \i pour
q*2£, et les 3 sont cohérentes comme nous venons de le voir. Nous allons
maintenant en fait démontrer la partie 2 présente sans aucune hypothèse sur
Çi,(9, en supposant seulement que nous partons de 3 désintégrations cohérentes,
au moins pour la partie 2a). Comme x -> Af est déjà dans #*, il suffit de
montrer l'égalité des désintégrations.

2a) Supposons d'abord & /z-dénombrablement engendrée. Nous utiliserons

la proposition (2,18). Pour v-presque tout z, on a Af = Afrf/*f(x) et
x

fif est l'image p(Xf ) , par l'hypothèse de cohérence, et ceci est l'hypothèse 2
de (2,18). C'est l'hypothèse 3 de (2,18) qui est à rechercher. Soit Ae£,zeZ;
appelons P(A,z) la propriété: pour /xf-presque tout xeA (resp. xeC^4),
X% est portée par p~*{A) (resp. p'i(QA)). Nous allons montrer qu'on a les
5 propriétés du lemme D, pour (X, %,[£). Les propriétés 1 et 2 du lemme D
sont évidentes, et même plus: pour z donné, P(A,z) est une propriété relative
à A, qui est stable par complémentation et réunions et intersections dénom-
brables; l'ensemble des A qui vérifient P(A,z) est une tribu.
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Montrons la propriété 3. Soit A donnée. Puisque x -• Af est une dés-
intégration de A pour p9£9 il est vrai que, pour ^-presque tout x, Af est
portée par p~x(A) ou p^HG^) selon que xeA ou xe $A; donc, puisque

f*\i = iifdv(z), ou voit que, pour v-presque tout z, ceci est vrai pour
z

/if-presque tout X, autrement dit on a bien P(A,z) pour v-presque tout z.
Montrons la propriété 4. Soit JV /^-négligeable.

Alors, pour v-presque tout z, JV est jxf -négligeable; en outre, p~l(N) est
A-négligeable, donc, pour /̂ -presque tout x, p~\N) est Af-négligeable; donc,
pour v-presque tout z, p~l(N) est A*-négligeable pour /if-presque tout x.
Choisissons un z ayant ces propriétés. Alors, pour /jf-presque tout x, Af est
portée par p-HGN), a fortiori par p~1(QA) pour Acz N9 donc on a PG4,z)
pour tout Acz N. Montrons enfin 5. Il n'est même pas nécessaire de supposer
fi(C) fini. Pour CeX quelconque, pour tout z tel que P(C9z)9 c. à d. pour
v-presque tout z, pour tout i c C , P(A9z) entraîne P(C\A9z) puisque
l'ensemble des A vérifiant P(A, z) est une tribu. Le lemme D nous dit alors
que, pour v-presque tout z, on a P(A,z) pour tout 4 e J , autrement dit la
propriété 3 de (2,18) car, pour v-presque tout z9fif = p(Xf)9 et alors À f est
désintégrée relativement à p9S9 par x -* X*, ce qui est le résultat cherché.

2b) Supposons enfin, ce qui est moins que de supposer ^ju-dénombrable-
ment engendrée, que c'est seulement p~l{&) qui est A-dénombrablement
engendrée. Il existe Çl' portant A tel que la tribu p~l{$) n ( î ' soit engendrée
par j T 1 ^ ) OQ', o ù J c f dénombrable [1], Si donc Cep-\%)9 il existe
C', élément de la tribu engendrée par p " 1 ^ ) , tel que la différence entre C
et C' soit dans $Çl'; mais cette différence est saturée par rapport à p9 donc
elle est en fait contenue dans GO^QK^'))- Donc on peut remplacer Q' par

Ï)), et alors cela signifie que p~l($(&')) Cip-\9t) engendre p~lp(fl')
, ou que ]?(Q')nJ engendre p(Q')

Appelons X' la tribu engendrée par X et

[1] L'expression 'U-dénombrablement engendrée" est donc ici entendue dans un sens
un peu plus général qu'auparavant; en effet, X est une mesure sur la tribu 0 et non sur la
tribu p-HX), sous-tribu de (9X. Cela veut exactement dire ce qui est écrit ici: l'ensemble Q '
porte A, il peut être pris dans O si l'on veut, mais non dans p~l(X). Sans quoi Userait /*-dé-
nombrablement engendrée.
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Alors p est encore A-presque (0, #*')-mesurable (et l'image ju' est un prolonge-
ment de ju; p(Q') n'est peut-être pas ju-mesurable, alors qu'il est ^'-mesurable
et porte /*'); q est encore (//', JQ-mesurable, de même image q(jx') = v; et
X' est maintenant /l'dénombrablement engendrée.

En outre, x -+ Af est encore désintégration de A pour p, #*', puisque
£"' c f V K ^ J (proposition (2,9)), et rien n'est changé pour les Af. Alors
on en déduit que, pour v-presque tout z, Af est désintégrée pour £,<#*', par
x -*> Af ; mais comme cette fonction appartient à X c #*', c'est une désin-
tégration pour p ,# \

2c) En prenant Z = X, & = X, q = W z , on trouve bien que, pour
/̂ -presque tout x, Af admet la désintégration x' -» Af>. Mais le corollaire
(2,22) dit que, pour /i-presque tout x, la fonction co -> A (̂o)) est Af-presque
partout égale à la constante Af ; et la proposition (2,9), appliquée aux dés-
intégrations (c. à d. à v(0 = S((û)), avec X' = ^ , et pour la mesure Af, dit que
x' -* Af est aussi une désintégration de Af.

Remarque. Si p " 1 ^ ) est A-dénombrablement engendrée, alors auto-
matiquement p est A-presque (0, ̂ -mesurable (dès qu'elle est (A, ̂ -mesu-
rable). En effet, en reprenant les notations de la partie 2b) de la démonstration,
si on pose X' = p{Çi'), on a vu que X' O X est (engendrée par l ' n l , donc)
denombrablement engendrée, et p-1(Xf) = p~1p(Q') z> Q' porte A; il suffit
donc d'appliquer le corollaire A'.

Corollaire (3,4). Plaçons-nous dans les conditions du théorème (3,3).
Soit f une fonction sur Q, X-intégrable à valeurs dans un Banach F , ou
k-mesurable ^ 0, et soit fx une espérance conditionnelle de f relativement
à p, X, A. Pour v-presque tout z,f est encore Xf-intégrable ou mesurable^
et fx est encore une espérance conditionnelle de f relativement à p,X, Af.

Démonstration. La première affirmation est le lemme (1,5) ou (1,4).
Ensuite, pour /j-presque tout x,/^(x) est égale à Af (ƒ); alors, pour v-presque
tout z, pour nf-presque tout xj*(x) = Af(/); et en même temps, pour
v-presque tout z,Xf est désintégrée pour p,X9 par x -» Af, et /if = p(Af);
donc, pour de tels z,fx est une espérance conditionnelle de ƒ pour p,X,Xf,
puisqu'elle appartient à la tribu X, cqfd.
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Corollaire (3,4) bis). Plaçons-nous dans les conditions du théorème

(3,3). Soit co -+ pœ une fonction à valeurs mesures sur (Y,$0, X-mesurable9

avec p = p(OdX(œ) a-finie; supposons <& p-dénombrablement engendrée.

Soit x -* p* une espérance conditionnelle de co -> vœ pour p, 9£, X (proposi-

tion (2,31)). Alors, pour v-presque tout z, co -* v^ est encore Xz-mesurable,

et x -» pf est encore une espérance conditionnelle de co -> v^ pour p,&,Xf.

Démonstration. C'est la même que celle du corollaire précédent, en

s'appuyant sur le fait que, pour /i-presque tout x, donc aussi pour v-/?resque

tout z, pour fi f-presque tout x,pf =

Cas des sous-tribus de la tribu mesurable et d'une mesure
de Radon

Nous allons améliorer notablement ces résultats, en affaiblissant les con-

ditions sur la tribu & (ou p~ 1(&)). Bien qu'on puisse le faire dans cette situa-

tion générale, c'est assez lourd, et sans doute inutile pour les applications

aux processeus stochastiques.

Nous allons désormais toujours nous placer dans la situation qui est celle

des processus. Cl sera une espace topologique, 0 sa tribu borélienne; X sera

une mesure de Radon portée par une réunion dénombrable de compacts

métrisables, de sorte qu'on a le théorème d'existence et d'unicité (2,17).

On étudiera précisément les désintégrations pour X = Q, p = identité, et

on prendra sur X = Q diverses sous-tribus de la tribu A-mesurable, sur les-

quelles X sera supposée cr-finie. Si &" (au lieu de # \ nous changerons les nota-

tions) est une telle sous-tribu, une désintégration ( A ^ g o relative à 3~ est

une famille de mesures sur Q, indexée par Q, telle que:

1) co -> X% appartienne à ^ \

2) pour toute A G F ,lAx= j'xu
NOMS écrivons dX(œ) au lieu de dXr(œ),Xr étant la restriction de la mesure

X à &~ ou son prolongement de Lebesgue;Zon trouve la même chose, puisque
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co -• X„ appartient à T. Rappelons aussi que, pour toute fonction ƒ ^ 0

A-mesurable sur Q, et toute fonction g ^ 0 sur Q, X^ -mesurable ou même

appartenant à la tribu ^\JJTX9 on a X\gf) = (X^Y(f)g(co)dX(co); en
a

effet, la proposition (2,9) dit que co -* X^ est encore désintégration de X pour

la tribu &~\J^X.

La situation particulière se relie d'ailleurs aisément à la situation générale:

Proposition (3,5). 1) Soit (Xx)xeX une désintégration de X pour p9 X;

alors (Xp((0))œeÇi est une désintégration de X pour la sous-tribu &~ =

de la tribu X-mesurable. J

2) Inversement, soit ( I ^ g n une désintégration de X pour 3~ = p~*(3

Alors X(O prend une valeur constante en tous les points co de p~1({x})9 soit

Xx (en prenant Xx = 0 pour p~ *({*}) = 0), et (Xx)xeX est une désintégration

de X pour p,X = (X C\p(Çï)) \J {p(Q)}, et sur X si p(Q) eX9 en particulier

si p est surjective.

Démonstration. Par définition de p~x(^)9 si x -* Xx est dans X9

co -* Xp((o) est dans p""1^). Inversement, supposons co -> Io, dans p~1(X)l

pour xep(Q)9 1^ est constante sur p~ 1({x})9 soit Xx; prenons Xx = 0 pour

x $ p(SÏ). Alors x -> Xx est, sur p(ÇÏ), dans la tribu des parties de p(Q) dont

l'image réciproque est dans p'1(X)9 soit f Hp(Q); et elle est constante sur

Cp(Q), donc elle est bien dans la tribu X = (X n p(Q)) V {p(fy} - Si p(Q) e X

(en particulier si p est surjective), cette tribu est contenue dans X. Soit main-

tenant Cep~x(X)9 soit C = p"1(A)9 AeX. Alors, si x-^Xx est une désin-

tégration de X pour />,$*:

f* f
j j
A c

ce qui est l'égalité de la désintégration pour IdQ9p"1 (<£*), ce qui démontre 1).

L'application p est encoreJ(A,^-mesurable; soit fi la mesure image de X

sur (X9X) (fi est différente de \i\ par exemple p(Q) n'est peut-être pas ^-mesu-

rable (catastrophe de la mesure image!) alors qu'elle porte p). Soit alors

A e X = (X n p(Q)) V {p(fi)} ; soit ̂  e X, tel que 4 n p(Q) =Ân p(Q). Alors,

si on suppose que co -> X0 est une désintégration de X pour WQ,/?
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ƒ ZjX(co) = ƒ XpMdXw = J Xxdfi(x)9

2

ce qui est l'égalité de la désintégration pour p9$t 9 et démontre 2).

Si p(Q) e SC', on a # c #* c if V p(^TA), et x -• Ax est alors une désinté-

gration pour p9
:%'.

Proposition (3,6). Soient 2T9&'1', deux sous-tribus de la tribu X-me-

surable, sur lesquelles X est à-finie. On suppose que {X^^^^iX^ )(0€Q9 sont

deux sous-familles de mesures sur Q9 indexées par Q, ayant les propriétés

suivantes:

1) OOcoeQ est une désintégration de A pour &";

2) Pour tout A' ey9 il existe A e F tel que la différence entre A et A'

soit X-négligeable (i9e. F' est continue dans ^\I^X9 oùJ^^ est la tribu des

parties X-négligeable ou conégligeables).

3) co -• Xl' appartient à T'\

4) Pour X-presque tout co9 X% = X%'.

Alors (X^^açQ est une désintégration de X pour 3*'\ en particulier9 (X^^ça

est une désintégration pour toute tribu comprise entre F et &~\]Jfx.

Inversement, si (X^)(oeÇÎ est une désintégration de X pour &~ et (X% )(Oeçl

pour ^'9 et si &"\IJfx = F' \]rfX9 alors A ƒ = A;£' pour X-presque tout co.

Démonstration. La première partie n'est autre que la proposition (2,9),

adaptée à X = Q, p = là.

La deuxième résulte de la première et du théorème d'unicité (2,16); en effet,
e t C^T)û>en s o n t toutes deux des désintégrations pour

Définition (3,7). Soient Sf9T9 deux sous-tribus de la tribu A-mesurable,

sur lesquelles A est c-finie. Soient (A^XgQ, (A£)a>'eo'> des désintégrations de A

pour £f9 &*9 respectivement. On dit que $* est A-plus forte que Sf9 si, pour

A-presque tout co9 F est dans la tribu Aff mesurable, et A^ est désintégrée sur $~

par (AfOcö'en (c- à d. comme A-elle-même).

Remarquons que la définition ne dépend pas des désintégrations (A^XgQ,

et (AfX^n considérées. Soient en effet ( A ' ^ a , ( A ' f ) ^ d'autres désinté-
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grations. Pour A-presque tout œ,A^ — A'%, donc la propriété trouvée pour

les Af est vraie pour les A'<f. Ensuite, pour A-presque tout co', Aj = A'„,\ donc,

pour A-presque tout co, pour A^-presque tout co', A^, = A'^; et alors la prop.

(3,6) montre que, si (A£)«'en
 e s t u n e désintégration de A ^ A ' ^ X ^ Q , , qui

appartient à &~ et lui est A^-presque partout égale, en est une aussi.

Lemme (3,7 bis). Soient SP, J~, deux sous-tribus de la tribu A-mesu-

rable, sur lesquelles A est a-finie. Soit \i une mesure de Radon sur Q, de base

A, a-finie sur SP et F .Si&~ est A-plus forte queSP, elle est fi-plus forte que SP.

Démonstration. Soit \i = fA,f^t 0 localement A-intégrable. Comme A

est à-finie, on peut supposer ƒ borélienne; \i est c-finie sur Q. Une désinté-

gration de /A pour SP est alors co -> ji£ = (/A^)/A«(/) (pro^ition (2,27)).

F étant Af-mesurable pour A-presque tout co, est aussi i%-mesurable pour

ju-presque tout œ. Pour A-presque tout co, donc pour ju-presque tout co, A^ est

désintégrée pour y par co' -* A^ puisque y est A-plus forte que 6P\ alors

ftâtâtf) e s t désintégrée par co' ->/A^/A^(/ ) , toujours par (2,27); et ceci

est précisément une désintégration de fi pour < "̂, cqfd.

Conséquence. Nous pouvons maintenant nous abstraire, dans tous les

problèmes de force des sous-tribus, de la condition de a-finitude:

Définition (3,7 ter). Soient ^ , ^ ~ , deux sous-tribus de la tribu X-me-'

surable. On dit que 3" est A-plus forte que £f, si, pour toute mesure de Radon

\x sur Q, de base A, a-finie surSP, &", 3~ est pi-plus forte que SP\ ceci subsiste

alors même si \i h*est pas a-finie sur^,^. Il existe toujours une mesure

de Radon \i sur Q, équivalente à A (i.e. \x est de base A,A est de base fi), et

finie[\~\; alors 3~ est A-plus forte que £f, si et seulement si elle est fi-plus

forte que Sf '. On peut donc toujours se ramener aux mesures finies.

Une ennui constant est le suivant: il est difficile ou fastidieux de vérifier

que, pour A-presque tout œ, 3" est dans la tribu A^-mesurable. On introduit

pour cela la définition suivante:

[1] Supposons X portée par la réunion (J m Km de compacts disjoints de A-mesure
> 0: il suffit de prendre /A = E m G ^ XKm X/X(Km)2m.
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Définition (3,7 quarto). On dit que la tribu T est A-presque borélienne
(resp. A-presque universellement mesurable), s'il existe Çi'eO, portant A,

tel que JT\ Q' soit dans la tribu borélienne de Q' (resp. dans la tribu univer-

sellement Radon-mesurable de £1'). Cela veut dire que l'application identique

de (Q, 0) (resp. (Q, 0), où G est la tribu universellement Radon-mesurable

de Q) dans (Q ,^ ) , est A-presque (&,&*) (resp. (^<^))-mesurable. Il résulte du

corollaire A' que, si y est A-dénombrablement engendrée, c. à d. s'il existe

Q'E(99 portant A, tel que J n Q ' soit dénombrablement engendrée, alors &~

est A-presque borélienne.

Si y est A-presque universellement mesurable, alors, quelle que soit la tribu

^ , A ^ porte Q' pour A-presque tout co, donc &° est A^-presque universelle-

ment mesurable et a fortiori A^-mesurable pour A-presque tout co.

On dit que 3~ est X-forte, si elle est X-presque universellement mesurable

et X-plus forte qu'elle-même. [ï]

Théorème (3,8). Une tribu 3~ X-dénombrablement engendrée est X-forte.

Démonstration. D'abord F est A-presque borélienne, donc l'applica-

tion identique de Q est A-presque {0, ̂ -mesurable. Alors le théorème est

conséquence du 2 du théorème (3,3) (en se ramenant à A finie).

Proposition (3,9). Pour toute tribu % sur Q et toute mesure fi sur Q,

posons °Ua = ^ V ^ I M tribu engendrée par °tt et les parties fi-négligeables

ou conégligeables, et posons °li = p ) ^ , intersection pour toutes les mesures
u

de Radon fi sur Q. [2]

Soient S?9 S?', &~9 &~\ quatre sous-tribus de la tribu X-mesurable. Supposons

qu'elles vérifient les propriétés suivantes:

2) $-\Jjrk= 2T'\Jjrx, et, pour X-presque tout co, &'' c F'\j\#'g;

ceci se produira sûrement si ZT et &~' sont X-presque égales, c. à d. s'il existe

Q'czQ portant X tel que 3~ n Q ' = F' HQ'", ou si ^ " c z ^ ' c ^ .
Alors, si 3" est X-plus forte que Sf, &*' est aussi X-plus forte que SP'.

[1] Voir un exemple de tribu non A-forte, à (8.5).

[2] Si tfl est la tribu borélienne, °U est la tribu universellement mesurable.
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Démonstration. On peut supposer A finie.
Tout d'abord des désintégrations de A pour $f et Sf' sont A-presque partout

égales d'après la fin de (3,6); donc, si ST est A-plus forte que Sf> elle est A-plus
forte que Sf'. Nous pouvons donc nous contenter maintenant de prendre

se1 = se\
Puisque 9* V ^ A = &' \]Jfx, la fin de (3,6), montre que, pour A-presque

tout œ',X%, = Xf0'; donc, pour A-presque tout co9 pour A^-presque tout
(o\X^, = XÇ. Et pour A-presque tout co, on suppose que &"'*=. 9"\J^^

Donc, pour A-presque tout co9 on est dans la situation suivante;

1) tó)»'«Q' est une désintégration de Â  pour &~ {JT est A-plus forte
que ST)\

2) p'<zr\jjr&

3) <o' -> XÇ appartient à f';

4) pour A^-presque tout co',A^ = k*l.

Alors la proposition (3,6) dit bien que, pour ces valeurs de œ9

Q%>')<o'ççi e s t u n e désintégration de Â  pour 9'.
Ceci démontre le théorème dans le cas général. II reste à montrer que les

deux conditions particulières indiquées dans 2) entraînent la condition générale.
Supposons qu'il existe Q ' c Q portant A, tel que «f n Q ' = J ' n Q ' . Alors

- En outre, pour A-presque tout co9 Q' porte X%9 donc

Si maintenant nous supposons que ^ " c ^ ' c z ^ , d'une part

z ƒ ' \IJVX et F' \JJVX C ^ V ^ A = & y^x> et d'autre part, pour tout

Corollaire (3,9 bis). Supposons 9X-forte.
Si F' est X-presque universellement mesurable et X-presque égale à 9",

ou si F tzST' cz^9 alors 2T' est aussi X-forte.

Démonstration. Il suffit de faire Sf = ^", Sf' = 9' dans la proposition
qui précède (compte tenu de ce que, dans la définition de "A-forte", on doit
supposer que la tribu est A-presque universellement mesurable; ceci est auto-
matiquement vérifié si &~ CL F' czZT).
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Proposition (3,10). Soit F une sous-tribu de la tribu X-mesurable9

sur laquelle X soit a-finie. Supposons que, pour X-presque tout co, 3~ soit
dans la tribu X^-mesurable.

La tribu ZT est X-plus forte qu'elle-même, si et seulement si, pour X-presque
tout co, pour toute AG^,X^ est portée par A ou QA (i.e., pour X-presque
tout co, X^ donne à tous les éléments de &~ la mesure 0 ou ï). •

Démonstration. On sait (corollaire (2.22)) que, pour A-presque tout
co, la fonction co' -> X„9 est /^-presque partout égale à X^. Considérons
seulement ces valeurs de co. Dire que X% est désintégrée sur y par (Â V)a>'€a>
c'est dire que, pour toute i e ^ o n a

qui vaut X%X%(A); c'est donc dire que, pour toute A,
ce qui équivaut à X%(A) = 0 ou 1.

Proposition (3,10 bis). Soient Sf a$~ deux sous-tribus de la tribu
X-mesurable, sur lesquelles X est a-finie. Soient O O ^ Q , OO^en» des dés-
intégrations de X pour £f,3~.

1) Pour X-presque tout co, on a:

J o' a>

2) Pour X-presque tout co, co' -+ X^. est X^-presque partout égale à la
mesure constante X^, donc

a

Démonstration. 1) Si y était A-presque borélienne, donc l'identité
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A-presque (0, «^-mesurable, cela résulterait du 2 théorème (3,3). Mais nous

n'avons ici aucune hypothèse sur 3"'.

Utilisons le théorème (1,17) en y remplaçant Y, Q, X9 <&9 Q9 3T, v^, Xx9 \i9 par

9^9X^9XZ,Xse (restriction de A à Sf). Nous avons d'une part

A = I X£dX(co')9 et d'autre part A = X^dXy(d)\ comme 0 est A-dénom-

a n
brablement engendrée, nous en déduisons que, pour A-presque tout co,

co' -> A^ est A^-mesurable, et que, si l'on pose 9œ = X^dX^{œ')9 alors

n

co -> 0^ est A^-mesurable donc appartient à ^ V ^ A » e t Que ^ = @a>d^((o)

a

= OmdX(a>). Si donc nous montrons que, pour toute AeSf\JJTk90m est

n

portée par 4̂. pour A-presque tout co e A, nous saurons que co -> 0^ est une

désintégration de A pour la tribu £f V ^ A (proposition (2,18)). Or, co'-» Aj

étant une désintégration de A pour &~", on sait que, pour A-presque tout

co'e^4,A^ est portée par A; donc, pour A-presque tout co, pour A"^-presque

tout co'e^jA^ est portée par A. Ensuite, pour A-presque tout co, §A est

0^-mesurable, donc on a la formule intégrale 0C)( (U) = Af,( G<4) dk^(co') = 0,

a
d'où le résultat.

Ceci nous prouve que co -+ 0^ est une désintégration de A pour la tribu

Sf^Jf^ donc elle est A-presque partout égale à co -> A^, qui est une dés-

intégration de A pour £f donc pour y \]NX.

2) La mesure A se désintègre pour 3" 9 suivant co -> A^. Ensuite

co -> A£ est une fonction sur Q à valeurs mesures sur Q, appartenant à la tribu

£f donc à la tribu 3~\ l'application du corollaire (2,22) (valable parce que 0

est v-dénombrablement engendrée, v = A^dA(co) = A) donne le résultat.

a

Corollaire (3,11). Plaçons-nous dans les conditions de la proposition

(3,10 bis). Si S' est X-forte9 pour X-presque tout co, A^ est désintégrée pour

Sf par la fonction constante co' -> A^.

f Sois r£*G*p>C*a>, ^ ^ € A^ ^ ^ L ^ ^ L a , A

ê 1
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Démonstration. Une constante appartient à Sf. Il reste à vérifier

l'égalité de la désintégration. On doit avoir, pour A-presque co, pour tout

la proposition (3,10) l'affirme même pour AeJT, cqfd.

Proposition (3,13). Soient Q,@, X, X, p, comme dans (3,0). Soit X

une mesure sur (£1,0), telle que p soit (A, X)-mesurable et que [i = p(X) soit

f*a-finie. On suppose que X est une intégrale X = Xsdv(s) de mesures, par

s

rapport à une mesure v sur un ensemble S muni d'une tribu SP\ on suppose

que, pour v-presque tout s e S, p est (Xs,%ymesurable, fis = p(Xs) est cr-finie,

et Xs admet, relativement à p,2£, toujours la même désintégration, (X'x)xeX

indépendante de s. Alors X admet, par rapport à p,2£, encore la même

désintégration (Xx)xe x.

Remarque. On utilisera le plus souvent ce résultat pour X = Q, p = iden-

tité, &~ = X sous-tribu de la tribu A-mesurable, et de la tribu As-mesurable

pour v-presque tout

Démonstration. Comme (Xx)xeX appartient à X, il suffit de démontrer

l'égalité de la désintégration. Soit donc A e X:

XP-HA)l = ƒ (XP-HA)K)dv(s) = ƒ dv(s) j\dfis(x) = j*Xxdfi(x)9

S S A A

car n = dv(s)9 cqfd.
s

Théorème (3,14). Soient &", F, deux sous-tribus de la tribu X-mesurable.

Si S" est X-presque universellement mesurable et X-plus forte que &"9
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elle est A-plus forte que toute sous-tribu £P de £P'. Si ^ est A-forte, elle est

A-plus forte que toutes ses sous-tribus.

Démonstration. On peut supposer A finie.

D'après la proposition (3,10 bis), pour A-presque tout co, A% est égal à

l'intégrale de mesures A^'dA^(co').

a

Or, &" étant A-plus forte que £P', pour A-presque tout co', J~ est dans la tribu

A^/'-mesurable, et A^', est désintégrée pour y par une désintégration fixe de

A, disons (AjO^en» Donc, pour A-presque tout co, pour A^-presque tout

co',&~ est dans la tribu A'^'-mesurable, et A^l est désintégrée sur &" par

(A>w")<o"ea- P a r ailleurs, puisque F est A-presque universellement mesurable,

pour A-presque tout co, elle est dans la tribu A^-mesurable ((3,7) quarto).

On déduit alors de la proposition (3,13) appliquée à A%9 intégrale des A^l,

que, pour A-presque tout co, A% est aussi désintégrée pour 9* par ( A ^ ^ . Q ,

c. à d. que &" est A-plus forte que ^ .

Remarque. On pourrait retrouver d'une autre manière le théorème (3.8).

Si & est A-dénombrablement engendrée, elle est A-presque borélienne. Ensuite

elle est A-g-dénombrablement séparante, donc, pour A-presque tout co, A^ est

portée par l'atome de co dans F (théorème (2,20)); donc nécessairement,

dans ce cas, A^ donne à tout Ae&~ la mesure 0 ou 1; d'après la proposition

(3,10), F est A-plus forte qu'elle même, et alors, par le présent théorème,

elle est A-plus forte que toutes ses sous-tribus.

Proposition (3,15). Soient ^c7,^r, deux sous-tribus de la tribu A-mesu-

rable, C une partie A-mesurable de Q. Si F est A-plus forte que Sf,$~C\C

est Ac-plus forte que S? nC. Si F est A-forte, ^nC est Ac-forte.

Démonstration. On peut supposer A finie.

Soit « "̂A-plus forte que SP. Une désintégration de Ac pour SP C\ C est donnée

par co -» Xc'(^«)cM« ( C ) , où C' c C est borélien A-équivalent à C (propo-

sition (2,25)). Par hypothèse, pour A-presque tout co, donc pour Ac-presque

tout coeC, A% est désintégrée pour y par co' -» }%,; donc (A^)c est désin-
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tégrée pour ST C\C par co' -+ Xc'tâ')cfim'(C)l et alors, par (2,27),
tâ* est désintégrée sur «f n C par

tf (C)

ce qui est précisément une désintégration de Xc pour « f n C ; donc &nC
est Ac-plus forte que £f' nC.

La seconde conclusion résulte aussitôt de la première.

Lemme (3,16). Soient (Q) / e / une partition de Q en parties X-mesurables9

et (^i)ieI une famille de tribus, y% tribu Xc-mesurable sur Ci9 sur laquelle
ÀCi est cr-finie; Vensemble d'indices I est fini ou dénombrable. Soit co -* Xl

a

une désintégration de XCi pour ^*f. Alors une désintégration de X pour la
tribu F = V yx engendrée par les ^{ sur Q, est co -* Xœ = X^ pour

iel

coeCi9 où X^ est Vimage de X^ par Vinjection Ct -* Q.

Démonstration. Puisque co -+ X^ appartient à &~i9 co -* X^ appartient
aussi à Fx\ une fonction sur Q, qui, sur chaque Ci9 appartient à fi9 ap-
partient bien à F. Il reste à vérifier l'égalité de la désintégration, et il suffit
évidemment de la vérifier pour A a Ct, Ae^t. On a

\ cqfd.

Proposition (3,17). Soient {C^ieI une partition de Q en parties X-mesu-
rables, (S^dui* (fùtei* deux familles de tribus, S^i et 9m

i sur Ct; I fini ou
dénombrable.

1) Si, pour tout iel, Sm
i est Xcrplus forte que S^i9 $" = V &m

i est X-plus
iel

forte que S? = V ^ i -
iel

2) Si9 pour tout iel9S'i est Xcrforte9 F = V &% ^ X-forte.
tel
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Démonstration. On peut supposer A-finie.

1) Soit G) -* A'£' une désintégration de Ac, pour Sfv Une désintégration

de A pour y est donnée par co -+ A% 9 suivant le lemme précédent, A% = A%1

pour co e Ci. Pour Acrpresque tout co, donc pour A-presque tout coeCi9 A%

est désintégrée pour yi par co' -• A^. Montrons que, dans ce cas, A«f ' est

désintégrée pour y par co' -> A£ = A*J pour œ'eCj9 ; e ƒ, ce qui sera le

résultat cherché : 9~ est A-plus forte que Sf. Comme co -> A^ appartient à «̂ ",

il suffit de montrer l'égalité de la désintégration; et il suffit de le faire pour

A c CJ9 Ae^j.

Soit d'abord j = î. Alors

^yA^(co') = ƒ X%

Soit ensuite j 5e i . Alors

= 0, et J A£dA*'(œ') = 0 puisque A£' est portée par Ct.
A

2) résulte aussitôt de 1).

Nous allons maintenant chercher à caractériser les mesures ayant une

désintégration donnée.

Théorème (3,18). Soient Q un espace topologique, (9 sa tribu borèlien-

ne> X un ensemble muni d'une tribu JT, p une application de Q dans X9 avec

p(O)e%'. Soit (Ax)xeX une famille de mesures de Radon sur Q9 telle que

p soit (Ax9X)-mesurable pour tout x , et que chaque fix = p{Ax) soit a-finie

sur X. [1]

Soit X' Vensemble des points x' de X' tels que Ax,soit désintégrée, relative-

ment à p, %', par x++Ax (X' est éventuellement vide); soit Q' = pl{X').

Soit A une mesure de Radon sur Q9 portée par une réunion dénombrable

de compacts métrisables, telle que p soit (A9T)-mesurable9 et que \i = p(A)

soit o-finie sur X. On suppose en outre que p~x{%) est A-forte. Pour que A

[1] On pourrait en fait supposer les Xx toutes de masse :g 1.
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admette x\+Xx comme désintégration relativement à p, 9£, il faut et il

suffit qu'elle soit une intégrale X = Xp((O)dv(co), où v est une mesure sur

a
(Q,0), portée par Q'; dans ce cas v = X* répond aussi à la question, et X

est portée par Q'.

x
Démonstration. Il résulte de la proposition (3,5) que X admet x -* X

pour désintégration relativement à p, 2£, si et seulement si elle admet co -* Xp(<oy

comme désintégration relativement à la sous-tribu p"x{^) de 0 (à cause de

l'hypothèse p ( Q ) e ^ ) . De même, si Q' = p-^(Xr), Q' est exactement l'en-

semble des co' tels que Xpia)f) admette co -> Xp((o) comme désintégration relative-

ment à p~\%).

f*
1) Supposons que X = Xp(ti)f)dv((ûf), v portée par Q'; alors, pour

n
v-presque tout co', Xp^f) admet co -* Xp((û) comme désintégration relativement

à la tribu p" 1 (^0; donc, par la prop. (3,13), X admet la même désintégration

(sans aucune hypothèse de force pour p~l(j%)).

2) Supposons inversement que X admette la désintégration co -> Xp((o)

relativement à p~l{3£). Puisque p~x{£) est A-forte, pour A-presque tout
û)/» ^p(a>') admet la même désintégration co -• Xp((o) que À, relativement à

1 ) \ donc X est portée par Q'. On a alors la formule intégrale, résultant

de la désintégration, X = Xp{(Ot)dX{co'), donc une représentation intégrale

du type voulu avec v = A*.

f*Remarque. Si X est une intégrale X = I Xxdv(x), v mesure sur X

x
portée par X', la prop. (3,13) dit que X admet la désintégration x -» Xx relative-

ment à p , J . Inversement, si X admet cette désintégration, on sait seulement

que X est portée par Q', et X = Xpi<o^dX(cor) = I Xxdfi(x); mais, du fait

n x
que X est portée par Q' = p~Y{X'), on ne peut pas déduire que \i est portée

par X' (catastrophe de la mesure image). Si toutefois X est un espace topo-
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logique, 3C sa tribu borélienne, et si p est universellement mesurable-Lusin,
(ce qui aura sûrement lieu, puisqu'elle est (0,JT)-mesurable, si X est sous-
linien [1]), fi = p(A) est intérieurement régulière [2], il n'y a pas de catastrophe
de la mesure image, et, du fait que A est portée par Q', on peut déduire que p.
est portée par X'. Donc, la condition nécessaire et suffisante de l'énoncé peut,
dans ce cas, être remplacée par la suivante:

A est une intégrale A = Xxdv(x), où v est une mesure sur (X, 3C), portée
x

par X'\ dans ce cas, on peut prendre v = \C = p{X).
Il y a un autre cas où l'on peut conclure de la même manière: si X' e£

(par exemple si X' = X). Car alors, de ce que A est portée par p~i{X')9 on
peut déduire que ju est portée par X'.

§ 4. Surmartingales à valeurs mesures

(4,1) Rappels sur les surmartingales. Dans tout ce paragraphe, R sera
un sous-ensemble de la droite achevée R, et Q un ensemble muni d'une tribu
0 et d'une mesure A sur 0, (7-finie.

D'autre part (^JteK sera une famille de sous-tribus de la tribu A-mesurable,
indexée par R; on la suppose croissante, ^ c ^ pour s ^ t, et continue
à droite: 2T% = f\^* si t est non isolé à droite dans R. On suppose en

t>t

outre que A est c-finie sur toutes les 5^.

Remarque. On peut en fait toujours supposer que # est un intervalle
[a, + oo] ou ]a, + oo]. Partons en effet de R quelconque. Pour t e R, adhérent
à R n ^ + oo], on appellera ^ l'intersection des «îTM, u e R n [ / , + oo];
on aura ainsi prolongé la famille de tribus en une famille indexée par un
certain ensemble S c [a,fe], a = Inf£, b = Sup#. Le complémentaire de
S est une réunion d'intervalles [av, 0V [ou] av, jSv [et en outre de [6, + oo]
ou ]6, + oo]. Pour les t d'un intervalle [av,j8v [, on posera $~% = &~fiv;
pour les points d'un] av,j8v [on posera «^"r= ^"av; pour les t de [fc, -f oo],

[1] Schwartz [1], théorème 14, page 129.
[2] Schwartz [1], page 31.
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on prend pour ÏT* n'importe quelle tribu contenant \^J <TU, et contenue dans
ueR

la tribu A-mesurable ; s'il s'agit de ]6, + oo], on prendra y* = $~h. On aura
ainsi une famille de sous-tribus de la tribu A-mesurable, indexée par M, crois-
sante et continue à droite. Le seul obstacle est que peut-être A ne sera pas
or-finie sur les ^ \ t S ci; on se limitera alors à ] a, + oo] si a <£R.

Une surmartingale réelle relative à («f^^ et à A est une fonction ƒ sur
R x Q à valeurs dans U, ou encore une famille de fonctions (ft)teR9f

t((o) =
= ƒ (t, œ), ayant les propriétés suivantes :

1) pour tout teR^f appartient à *9~x\
pour tout teR, la fonction (ƒ*)"" = Sup(—ƒ',()) est A-intégrable, de sorte

que ƒ ' a une intégrale, finie ou égale à + oo;
2) pour s ^ t,fs^> ((ƒ )s) A-presque partout, où ((/f)s) est une espérance

conditionnelle de ƒf pour la tribu ZTS et la mesure A. On peut écrire cela

sans invoquer d'espérances conditionnelles; pour tout AE^S, fsdX ^
A

f*dX\ et c'est alors vrai aussi pour tout A E ^ V ^ A - Deux surmartingales

ƒ, g, sont A-équivalentes, si, pour tout t e R, ƒ f et g' sont égales A-presque
partout. Une modification d'une surmartingale est une surmartingale équi-
valente.

Une surmartingale est dite régulière, si, pour A-presque tout œ, la fonction
t -f fifo) est réglée et continue à droite, à valeurs finies ou égales à + oo.

Remarque (4,1 bis). Soit ƒ une surmartingale sur R x Q, relativement
à la famille de tribus (̂ "f V«^)f6R- ^ e es* trivialement équivalente à une
surmartingale ƒ par rapport à {^f)t€H\ en effet, pour tout t, f* est
A-presque partout égale à f, appartenant à ^ \

(4,2) La suite d'approximation décroissante dans R

Nous supposerons choisie une fois pour toutes une suite croissante
01 == (Rn)neN de parties de R; chacune, Rn, est l'ensemble des points d'une
suite finie ou infinie croissante cofinale à R, et la réunion R' des R est
dense à droite dans R (i.e. tout teR est limite de points t'eR', t' ^ t; cela
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revient exactement à dire que R' est dense et contient les points de JR isolés

à droite). Une telle suite existe toujours. On peut en effet trouver un sous-

ensemble dénombrable R' dense à droite dans JR. Construisons ensuite une

suite croissante (rn)neN de points de M, r0 = — oo, cofinale à R, telle que

chaque intervalle [rM,rn+1] rencontre R'. Si R a un plus grand élément, rn

sera égale à ce plus grand élément pour n ^ 1. Chaque ensemble R' n[rn9rn+i~\

est non vide, et est fini ou dénombrable; soit pn une surjection de N sur cet

ensemble. Il suffit alors de prendre pour Rn l'ensemble des p/fc), pour j GM

et 0 S k S w. La suite des Rn est bien croissante; la réunion des Rn est l'en-

semble des pj(k), j G N , keN, soit R'.

Ensuite jRn contient au moins un point, p/0) , dans chaque intervalle

[rj9rj+1], donc il est cofinal à R; et il en contient au plus n + 3, à savoir les

Pj(k), 0 ^ k ^ n, et éventuellement en plus r,- et rj+x; donc il est l'ensemble

des points d'une suite, finie ou infinie, croissante. Nous appellerons alors tn

le plus petit élément de Rn majorant t; pour tout teR, (tn)neM est une suite

décroissante, de limite t; en outre, si teR', tn est égal à t pour n assez grand.

Enfin, pour s et t G R, on a s ^ t si et seulement si on a sn ^ tn pour tout

n G N. La suite des tn sera la suite d'approximation décroissante de t définie

par la suite 0t = (Rn)nçN. Si R = R, on prend habituellement pour #„ l'en-

semble des /c/2n, feeZ, et alors R' est l'ensemble des nombres dyadiques.

Une surmartingale f est dite ^-régulière, si elle est partout finie, et toutes les

intégrales fdX sont finies et bornées supérieurement, si elle est régulière, \ U.

° /l
et si, pouhtout t et tout (û,f\oS) est la limite deftn(co) pour n infini, si cette

limite existe et est finie, 0 dans le cas contraire.

Théorème (4,3) des surmartingales
1) Si f est une sur mart ing aie, la fonction (à valeurs finies ou + oo):

t -> Jf = I fdk est décroissante', si f est régulière, ou admet une modifica-

n

tion régulière, cette fonction est continue à droite. Inversement, si
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V = jfdX est finie et continue à droite, ƒ admet des modifications

finies et régulières, et elle est elle-même régulière si R est dénombrable.

2) Une surmartingale f ' ' sur R' x Q, partout finie, régulière, pour

laquelle Jf' = I f dl est majorée par un nombre < + oo fixe, admet un

a

prolongement unique en une surmartingale ^-régulière sur R x Q, juste-

ment en posant f\co) = lim f* (co) si cette limite existe et est finie, 0 dans

le cas contraire.

3) Deux modifications régulières d'une surmartingale sont X-presque

partout égales (si xf, 2f, sont ces modifications, alors, pour X-presque tout co,

xf\co) = 2/'(cö) pour tout teR);

4) Pour qu'une fonction f sur R x Q. soit une surmartingale régulière,

(il faut et) il suffit qu'elle ait les ptopriétés suivantes: f e ̂  pour tout teR;

pour s',t'eR', s' ^ t', (fs')~ et (f')- sont X-intégrables, et on a V inégalité

des surmartingales, I fsdX ^ I fxdX pour tout Ae^"s\ pour X-presque

A A

tout co, t-*ff(œ) est continue à droite',

5) Pour qu'une fonction f sur R x Cl soit une surmartingale ^-régulière,

(il faut et) il suffit que, d'une part, sa restriction à R' x Cl soit une surmartin-

gale finie à integrale t' -> J f ' = fdX bornée supérieurement et continue

n

à droite, et que, d'autre part, pour tout t et pour tout co,ff(co) soit la limite

deftn(co) pour n infini si cette limite existe et est finie, 0 dans le cas contraire.

6) Si f est une surmartingale régulière ^ 0, et si Ot est l'ensemble des

co tels quefXco) = 0, il existe Q ' c Q , portant X, tel que la suite ( Q ' n O ^ n

soit croissante et continue à droite (0* = Ç] O* si t est non isolé à droite
i ^ f>t

dans R);

7) Si ƒ est une surmartingale régulière, et si F* est l'ensemble des co

pour lesquels f(co) < + oo, il existe Q' c Q, portant X, tel que la suite

(F 'nQ') , 6 K soit croissante;
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8) Toute limite d'une suite croissante de surmartingales régulières est
une surmartingale régulière.

Commentaires. La plupart de ces résultats sont classiques, nous ne les
redémontrerons pas[l]. Les points 1,2,3,6,7,8, sont classiquement énoncés
sous cette forme (souvent toutefois on suppose que toutes les F* contiennent
la tribu Jf x des parties ^-négligeables ou conégligeables de Q. Mais, si l'on
choisit justement le prolongement, pour te R, en posant ƒ '(co) = \imn+O0f

tn((o)
si cette limite existe et 0 si elle n'existe pas, comme ftne<?~tn,ft appartient
à toutes les ytn, donc à 2T* = Ç\3~tn, et non seulement à F* V ^ A ) •

Voyons le point 4. On sait que la fonction ƒ ', restriction de ƒ à R' x Q,
est une surmartingale régulière; donc elle admet un prolongement régulier
ƒ par 2; mais, puisque, pour A-presque tout œ, t -• ƒ*(<») et t -• ƒ'(<*>) sont
continues à droite et coïncident sur R', elles coïncident sur R, donc, puisque
f e F* pour tout teR,fest bien une surmartingale régulière. Pour 5: les con-
ditions énoncées disent que la restriction/' de ƒ à R' x Çl est une surmartingale
régulière; et alors ƒ est exactement son prolongement suivant 2, donc est une
surmartingale ^-régulière sur R x Q.

Remarque. Nous avons vu à (4,1) qu'on peut toujours prolonger la
famille de tribus en une famille plus grande, indexée par M si a = InfR
est dans R, sinon par ~\a, + oo]. On peut de même toujours prolonger une
surmartingale régulière ƒ donnée sur R x Q. Si t e IR est adhérent à jRn[t, + oo],
on prendra pour ƒ Xœ) la limite de fu(œ) lorsque ueR n[t9 + co~\ tend vers t,
si cette limite existe, et 0 si elle n'existe pas. On aura ainsi une surmartingale
régulière sur S x Q. La complémentaire de S est réunion d'intervalles [av>/*v[
ou ] av, J?v[, et de [fe, + oo] ou ]fe, + oo], b = Sup R. Pour les t d'un [av J?v[
on prendra f* = f0v, pour les t d'un ]av,/?v[, on prendra/ f=/ a v . Si beR9

on pourra, pour t ^ b, prendre ƒ * = ƒb . Par contre, si b $ R, la surmartin-
gale ne pourra peut-être pas être prolongée jusqu'à b. Dans tous les cas on
aura une famille (^"f)*ei et une surmartingale régulière (/ f) t e r sur ƒ x Q, où
ƒ est un intervalle | a, b\, avec ou sans l'une ou l'autre de ses extrémités.

[1J On les trouvera par exemple dans P. A, MEYER [1],
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(4,4) Surmartingales à valeurs mesures. Soient toujours Q un en-
semble, 0 une tribu sur Q, A une mesure sur (Q,0), et ( ^ ) t e R une famille de
sous-tribus de la tribu A-mesurable, indexée par R c U, croissante et con-
tinue à droite, A er-finie sur toutes les ̂ ~*.

Soient ensuite Y un ensemble, & une tribu sur Y. Une surmartingale de
mesures sur (Y,$0, relative à ( ^ ) f e R et à A, est une famille de mesures
(OMieRxQ indexée par Rx Cl, ayant les propriétés suivantes:

1) Pour tout teR.œ-^vl appartient à ^ (autrement dit, pour tout
co-^^JB) appartient à &*). Alors on peut considérer l'intégrale

de mesures J ' = v^dA(co); on la supposera toujours a-finie.

2) Pour s, f e JR, s g /, et tout A e^s
9 on a l'inégalité des surmartingales:

f vw dX(œ) ̂  f vldXiœ) (en particulier, Js à A

Si Y est réduit à un point, il y a identité entre l'ensemble des mesures ^ 0
sur Y et l'ensemble des nombres réels ^ 0, et les surmartningales de mesures
sur Y sont simplement les surmartingales réelles ^ 0.

Rappelons que, si (vn)nêN est une suite croissante de mesures sur(Y,$0,
la limite v existe toujours, elle est définie par v(B) = limn^oovn(JB) pour tout
BeW. Supposons v a-finie. Onaalors v*(/)=limn_>00 v*(/) pour toute ƒ ̂ 0 . [1]
En particulier, ƒ est v-négîigeable si et seulement si elle est vn-négligeable pour
tout n. Soit ƒ une fonction sur Y à valeurs dans un ensemble Z muni d'une tribu
«3T; ƒ est v-presque (^, ^-mesurable si et seulement si elle est v„-presque (^, «3T)-
mesurable pour tout n. Il est évident que la première propriété implique la
seconde. Supposons inversement ƒ vn-presque (^,«^-mesurable pour tout n;
il existe une suite croissante (Yn)BeN> Y ne^ portant vn9 tel que la restriction
de ƒ à Yn soit (Yn n ^ , ^O-mesurable; alors, si Y' = ( J Yn,Y' porte toutes

n

les vn donc v, et la restriction de ƒ à Y' est (Y' n ^ , JT)-mesurable. En par-
ticulier, si & est v-dénombrablement engendrée (donc vn-dénombrablement

[1] En utilisant Lebesgue-Nikodym, on pose vn =pnvt où pn croît avec n et tend vers
1 pour n infini, et c'est alors le lemme de Fatou.
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engendrée pour tout n), ƒ est (v, «^-mesurable si et seulement si elle est
(vn,^-mesurable pour tout n.

Appelons alors J"00 la borne supérieure de toutes les 3t,teR; c'est la limite
d'une suite croissante. Supposons la <x-finie. Alors ƒ ^ 0 sur Ysera J"00-néglige-
able si et seulement si elle est 3 -négligeable pour tout t, et ƒ: Y-*Z sera 3 ~~°°-
presque (W, ̂ -mesurable si et seulement si elle est J'-presque (^, ^-mesurable
pour tout t ; si 2£ est J~°°-dénombrablement engendrée, ƒ sera (J~°°,<^)-
mesurable, si et seulement si elle est (3\ ^-mesurable pour tout t.

Nous avons supposé toutes les JV-finies; cela n'entraîne évidemment pas
que / ~°°soit er-finie. Il n'y a néanmoins aucun inconvénient grave à le supposer,
car c'est en tout cas vrai si on se limite aux t ^ t0 e R fixé, puisqu'alors la
mesure J"00 est remplacée par 3to. Et, dans la plupart des énoncés, on
verra aisément qu'une propriété vraie pour R n [f0, + oo], quelque soit t0,
est aussi vraie pour R. Nous supposerons donc généralement 3~™o-finie, et le
lecteur rétablira de lui-même les énoncés si cette hypothèse n'est pas réalisée.
Plus généralement, 3 étant une mesure sur (Y,^), on appellera 3-surmar-
tingale, une surmartingale de mesures pour laquelle 3 ^ 3* pour tout t,
et, sans le mentionner explicitement, nous supposerons 3 a-finie.

Proposition (4,5). 1) Soit 04)(,)O)) une famille de mesures sur (Y, c¥),

(o -» v£, appartenant à la tribu ^\ 3 ^ J' = vfodX{aS) une mesure a-finie
n

sur (Y,^). Alors CvD<t,<»> es* une surmartingale, si et seulement si, pour
toute ƒ ^ 0 de &9 (yltJif))^,^) est une surmartingale; et alors, pour toute
ƒ ^ 0 3-mesurable, (0O*(/))(rffl)) est une surmartingale pour la famille de
tribus (^'t\/^rx)^R'

2) Soient 04)(f>û)) une famille de mesures sur (Y,o#), œ -> v^ dans T1,

/ ^ 3X = I V&dX{oS) a-finie; et supposons que QJ soit 3-dénombrablement

engendrée. Si, pour s, t, fixés, s g t, la fonction œ -> v^ admet une espérance

conditionnelle co -+ p^s relativement à 3TS, alors l'inégalité des surmar-

tingales: v^dX(œ) ̂  v^dA(œ) pour toute Ae^s, est équivalente à:
A A

pour X-presque tout co,v^ ^ p^ s .
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3) Si (v^)(f>a>) est une surmartingale pour la famille de tribus &*xt

(où ^{t est la complétée de Lebesgue de F1 pour la mesure A', restriction

de X à e ^ ) , elle est k-équivalente à une surmartingale pour la famille de

tribus F1.

Démonstration. 1) II est équivalent de dire que co -> v^ est dans ^ \

ou que, pour toute ƒ ^ 0 de &, co -» v^(/) est dans ^ ; et il est équivalent

d'écrire que, pour s ^ t, v ,̂dA(co) ^ v^d^ico) ou que, pour toute ƒ ^ 0

A A

de <8t9 ƒ fJf)dX(œ) ^ ƒ Jm(f)dX(œ).
A A

Si toutes ces propriétés sont réalisées, et si ƒ ^ 0 est J-mesurable, elle est

somme ƒ ' +f\ffe&9 f" J-négligeable, f' et f" ^ 0; alors, pour t fixé,

co ^ v^(ƒr) est dans ^"', co -• v^(ƒ/r) est A-négligeable, donc co -> v^,(ƒ) est

dans &1 \JJVx\ pour s ^ / , on a encore

= ƒ
A A A

donc (f, co) -> ( O * ( / ) est encore une surmartingale.

2) La deuxième condition entraîne trivialement la première car

Inversement, si la première est réalisée, on saura que, pour 5, t9 fixés, s ;g t,

pour tout J5 e ^ , on a l'inégalité des surmartingales

f* f* ,
vs

(O(B)dX(œ) ^ vi
J JA A

pour AG^S, donc l'inégalité des espérances conditionnelles: v^(B) ^ P^\B)

pour A-presque tout co. Alors la proposition (2,7 bis) donne le résultat.

3) résulte du lemme (1,12 bis), appliqué à chaque fonction co -» v^, t fixé

dam R.



S U R M A R T I N G A L E S R É G U L I È R E S . . . 7 5

(4,6) Surmartingale de mesures régulière. On dit qu'une sur-
martingale de mesures 04)(,tû)) est régulière, si, pour toute fonction ƒ ^ 0

de 3^, la surmartingale (v^(/))(r,û)) est régulière. D'après le point 8 du théo-

rème (4.3), la limite d'une suite croissante de surmartingales régulières est

une surmartingale régulière.

Proposition (4,7). Soit O0(f>0)) une J-surmartingale (J a-finie).

1) Si la surmartingale est régulière, la fonction t -+ f = vt
(OdX(o))9

a

qui est décroissante, est continue à droite; la réciproque est vraie si R est

dénombrable;

2) Si la surmartingale est régulière, alors: pour toute/*?. 0 J-négligeable,

pour X-presque tout co, pour tout t,f est v^-négligeable; si ƒ ^ 0 est J-me-

surable, pour X-presque tout co, pour tout t,f est v^-mesurable, et, pour

X-presque tout co, t -> (v£)*(/) est réglée et continue à droite; si ƒ ^ 0 est

J-intégrable, pour X-presque tout co, pour tout t, f est v^-intégrable; si

% est un ensemble J-déterminant, pour X-presque tout co, pour tout t, il est

^-déterminant; et, pour X-presque tout co, t -> v̂ , est continue à droite de

R dans Mm (mais non nécessairement réglée). Enfin la surmartingale admet

des modifications régulières pour lesquelles toutes les mesures appartiennent

à Ma.

Démonstration. P o u r / ^ 0 dans <&', si (v^(/))(ff£t)) est une surmartingale

régulière, t -• JjJ) dX(co) = J\f) (qui est décroissante) est continue à

a
droite, ce qui veut exactement dire que t -* f est décroissante et continue

à droite.

Inversement, supposons t -> f continue à droite et R dénombrable. Soit
Y= U ym> J(Ynù < + °o• P o u r t o u t e fonction/^ 0, dans &9 bornée,

portée par Ym,(v^(/))(r>co) est une surmartingale, et t -* / ( ƒ ) = \vt
(OW)dX(œ)

a

est continue à droite et finie, donc c'est une surmartingale régulière, par le

point 1 de (4,3). Comme une limite d'une suite croissante de surmartingales
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régulières est régulière (point 8 de (4,3)), on voit que, pour toute fonction
ƒ ^ 0 sur Y, appartenant à <& (qui est donc limite croissante de combinaisons
linéaires finies de fonctions de & portées par les Ym et bornées), 04(/))(f jto) est
encore régulière, donc 04)(,iû0 est régulière.

Supposons désormais (v^)(f}0)) régulière. Supposons ƒ /-négligeable. Elle est
majorée par une fonction g de °2J, /-négligeable. Pour t' eR', g est J* -négli-
geable, donc, pour A-presque tout co, elle est v^-négligeable. Donc, R' étant
dénombrable, pour A-presque tout co, g est v^-négligeable pour tout t' eR'.
Mais, la surmartingale étant supposée régulière, pour A-presque tout co, t -* v^(#)
est continue à droite, et nulle sur JR', donc nulle sur JR. On voit bien que,
pour A-presque tout co, pour tout t e R, ƒ est v^-négligeable.

Supposons maintenant / ^ 0 /-mesurable. On a ƒ = ƒ ' +ƒ", f'eW,
/"/-négligeable, ƒ ' et/" ^ 0; alors (v£( ƒ'))(«,©> est une surmartingale régulière,
et pour A-presque tout co, t -> (vfj*(/") est nulle, donc ((vfj*(/))(f,o)), qui
est une surmartingale pour ( ^ " 'V^Ae* P a r *a proposition précédente, est
régulière. Comme JjJ") = 0, ƒ est v^-mesurable. Si ƒ est /-intégrable, pour
A-presque tout co, pour tout t, 04)*(/) est fini (théorème (4,3), points 1 et 3),
donc ƒ est v^-intégrable.

Soit enfin SB /-déterminant. Puisque J($Y') = 0, pour A-presque tout co,
pour tout t, vî,(G Y') = 0, D'autre part, pour tout m, 7m est /-intégrable;
donc, pour A-presque tout co, t -+ v^(7m) est finie (réglée et continue à droite);
donc & est bien v^-déterminant. Alors pour A-presque tout co, puisque
t -> v (̂B) est continue à droite pour tout Be& C\Ym, m e N, t-*vf

m est
continue à droite de R dans Ma. (Mais elle ri9est pas nécessairement réglée;
pour t0 e R, le fait que, lorsque t < t0 tend vers t0, Vœ(B) ait une limite, pour
Be&nYm, meN, ne prouve pas qu'il existe une mesure v^~eMm, telle
que tfJB) ait la limite i#~(J3), pour 5 e f nym ,mel\ l) .

Soit (7 l'ensemble des (f,a>) pour lesquels v^eM^; nous venons de voir
que, pour A-presque tout co, pour tout t, (t,co) e U; d'autre part, pour tout t,
l'ensemble des co tels que (t,co)e U appartient à F*, car il est défini par les
inégalités v^dfjY') = 0, v^(7m) < + oo pour tout m. Si donc on remplace
Va par 0 pour (t,co)$ U, on obtient une modification A-presque partout égale
à la surmartingale donnée, donc encore régulière, mais pour laquelle toutes
les mesures sont dans M<%.
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Proposition (4,8). Soit (v^\t9to^ une J-surmartingale régulière. Soit

fune application de Y dans un ensemble Z muni d'une tribu 3£', J-presque

(&,^-mesurable. Pour X-presque tout co9 pour tout teR9 f est v^-presque

(&, ^-mesurable.

Démonstration. Il existe Y'e<W, portant J, tel que la restriction de

ƒ à Y' soit (Y' n %f9 ̂ -mesurable. La proposition précédente dit que, pour

A-presque tout co, pour tout t> Y' porte v^, d'où le résultat.

Proposition (4,8 bis). Soit ( v ^ , ^ une J-surmartingale régulière.

Soit y -* py une fonction à valeurs mesures dans un ensemble Z muni d'une

f*tribu &9 J-mesurable, p = pydJ(y) a-finie9 ££ p-dénombrablement en-

Y

gendrée. Pour X-presque tout œ9 pour tout t9 y -> py est v^-mesurable; la

fonction co -> Pydvt
(a(y) appartient à S't\JJr

k9 et
Y

= ƒ

Démonstration. Quand il n'y a qu'une seule valeur de t, c'est la pro-

position (1,17) (la tribu /i-mesurable êt^ de cette proposition étant même

remplacée par la tribu plus grande ^l\J ^î)9 la fin résulte donc entièrement

de cette proposition.

Montrons le début. D'après (1,12 bis), il existe y -* py9 J-presque partout

égale à y -> py9 mais appartenant à ^ ; alors y -> py et y -> py9 pour X-

presque tout œ9 pour tout t9 sont v£,-presque partout égales; la première

étant dans <&, la deuxième est v^-mesurable.

Proposition (4,9). Soit 0O(rfa)) une J-surmartingale régulière. Si

Yfe^9 les mesures induites (0Or)(r,©) forment une JY,-surmart\ngale

régulière. Si f est une fonction ^ 0 de QJ 9 et si fJ est a-finie9 les mesures

(fvt<o\t,co) forment une (fJ)-surmartingale régulière. Si h est une application
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{<&9 ̂ -mesurable de Y dans un ensemble Z muni d'une tribu &> et si h(J)

est u-finie, les mesures images (h(ylJ)ittmy forment une h(J)-surmartingale ré-

gulière de mesures sur (Z,i2f).

Evident.

On peut maintenant donner une propriété relative aux fonctions à valeurs

dans un Banach.

Lemme (4,10). Soit J une mesure sur (Y,$f), et soit (fn)neN une suite

de fonctions sur 7, J-intégrables, à valeurs dans un Banach F, qui converge

vers f dans I}(Y9&9J;F). On peut en extraire une suite partielle (fnp)peN9

et trouver une fonction h ^ 0 J-intégrable9 telle que, pour tout p9 on ait

\\fnp\\F<h9et \\f-fnp\\F^(ll2»)h.

Démonstration. Il suffit de prendre fnp telle que | / - / „ p | | L i ( j ; F )^ l /2 2 p + 1 .

Alors on a | /W p + 1 —fHp \\LHJ,F) = l/22p> donc, si nous posons

h est une fonction ^ 0 (finie ou non) sur 7, J-mesurable, et J-intégrable,

car

p = 0

et l'on a: | | /„0 | |F ^ h9 puis

et
1 +00
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Proposition (4,10 bis). Soit CO^,^) une J-surmartingale régulière.

Soit f une fonction sur Y, à valeurs dans un Banach F,J-intégrable. Pour

X-presque tout œ9 pour tout t,f est v^-intégrable, et, pour X-presque tout cot

la fonction t -> VJJ) est réglée et continue à droite.

Démonstration. Il existe une suite de fonctions ƒ„, combinaisons

linéaires finies, à coefficients dans F, de fonctions réelles ^ 0 appartenant

<& et J-intégrables, qui converge vers ƒ dans I}(Y,J;F). Déterminons une

fonction h et une suite partielle (f»p)p6M comme dans le lemme précédent.

Grâce à la forme particulière des fn p , pour A-presque tout œ, chaque f„p est

v^-intégrable pour tout f, et chaque fonction t -+ v\0(fn^
 e s t réglée et continue

à droite (proposition (4,7)). Pour A-presque tout co, pour tout t, h est

v^-intégrable, et t -> v*Jh) est finie, réglée, et continue à droite, donc locale-

ment bornée sur R. Mais, si f„p est v^-intégrable pour tout p et si h est

v^-intégrable, l'inégalité || ƒ — / , , | | F ^ ir h prouve que ƒ est v^-intégrable, et que

vfJJn ) converge pour p infini vers v^(/) . En outre, pour A-presque tout co,

l'inégalité | vf
w(/np) - Jm(f) \\F ^ ^ v ^ / i ) montre que la suite de fonctions

t -> v^(Xp) converge vers la fonction t -* v^(/) localement uniformément

sur R; et une limite localement uniforme de fonctions réglées et continues à

droite, à valeurs dans un espace métrique complet, est réglée et continue à

droite, cqfd.

Proposition (4,10 ter). Soit J une mesure sur (7 ,^0 , a-finie, &

J-dénombrablement engendrée, et soit & un ensemble J-déterminant. Soit

(vL)(*,®)Mn£ famille de mesures sur (Y,$0, co-^v^ appartenant à &~x pour tout

t, avec J g: J* = v^dX(œ). Si la famille (v^(B))(Um) est une surmartingale

n
(resp. une surmartingale régulière) pour tout Be@l, alors (v^)(f>tt)) est une

surmartingale (resp. une surmartingale régulière).

Démonstration. 1) Faisons la démonstration avec "surmartingale

régulière", on en déduira le cas "surmartingale" en réduisant R à deux élé-
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ments. Appelons flm l'ensemble des BeW nYm, telles que (v£(B))(f-10) et

(vL(îrm\^))(ftû>) soient des surmartingales régulières. C'est un ensemble stable

par complémentation à Ym. Il est stable par réunion des suites croissantes.

Soit en effet (Bn)neN une suite d'éléments de £ m , croissante, ( J Bn = B.

D'une part (v^(B))(fû)) est une surmartingale régulière, comme limite d'une

suite croissante de surmartingales régulières. Ensuite (v^)(ym\B))(f,û)) est une

surmartingale, comme limite décroissante d'une suite de surmartingales ^ 0

à intégrales finies; pour A-presque tout œ, t -» v^(Ym\£)) est réglée et continue

à droite, comme différence de deux fonctions finies réglées et continues à

droite, t -> v£,(Ym) et t -> v^CB); donc (v^(Y/£))(t,a>) est aussi une surmartingale

régulière, ce qui prouve bien la stabilité affirmé. Comme ensuite iim contient

Ym n &, il contient Ymn& par le lemme A. Donc, pour tout Be%J nYm9

04(£))(f>û)) est une surmartingale régulière; par addition dénombrable (c. à d.

par addition finie et passage à la limite des suites croissantes), il en est encore

ainsi pour Be<2J C\Y'.

Comme ensuite (prop. (4,7)), pour A-presque tout co9 pour tout t, v^( C Y')—0,

il en est encore ainsi pour tout 5 e f , et (O ( f ï£0) est une surmartingale

régulière.

Corollaire (4,10 quarto) (Unicité des modifications régulières)

Si J est une mesure (a-finie) sur (Y,$0, et si <& est J-dénombrablement en-

gendrée, deux modifications régulières d'une J-surmartingale sont X-presque

partout égales. Plus généralement, deux surmartingales régulières sur

R x Q, qui sont X-presque partout égales sur R' x Q, sont X-presque partout

égales sur R x Q.

Démonstration. Soit 8$ un ensemble J-déterminant; pour A-presque

tout co, pour tout t, il est iV^-déterminant et 2v^-déterminant. Les deux sur-

martingales régulières d v ^ B ) ) ^ , (2^(B))(ff0)), Be@nYm, rneM, sont

A-presque partout égales sur R' x Q, donc aussi sur R x £1; comms alors

& est dénombrable, on voit que, pour A-presque tout co, pour tout t9 pour

tout Be@nYm9 meN, ^(B) = 2vL(ff), donc ^ = 2v^ par le lemme F.
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(4.11) Surmartingales JT-régulières, pf,^-régulières

Supposons que Y soit un espace topologique, %J sa tribu borélienne. Sup-
posons donnée une suite de compacts métrisables disjoints Km, m e M, de Y,
de réunion Y'. On introduira l'espace Y', somme topologique des Km9 donc
espace localement compact polonais, à injection continue dans Y. On notera
par JT l'espace C'+(Y') des mesures de Radon ^ 0 sur Y', qu'on munira de
la topologie vague. Si l'on convient d'identifier une fonction sur Y' à sa pro-
longée par 0 sur QY\ et une mesure de Radon sur Y' à son image par l'in-

(\J jection Y' -* Y, on voit qu'il y a identité entreJf* = C'+(Y') et l'espace des
mesures ^ 0 sur Y, portées par Y' et donnant à chaque Km une mesure finie.

Si J est une mesure sur (Y,$0, portée par une réunion dénombrable de
compacts métrisables de J-mesures finies, on pourra, par concassage [1]
choisir ces compacts disjoints, donc trouver un X tel que J eJf*. En parti-
culier, si J est une mesure de Radon sur Y, et si les parties compactes de Y
sont métrisables (par exemple si Y est souslinien ou métrisable), ce sera possible.

Pour cf donné, on appellera Jf*-surmartingale de mesures sur ( Y, &), une
surmartingale pour laquelle toutes les v̂  appartiennent à Jf, ainsi que les

/ = v^A(co) et J"00 = Sup f. Si JeJf*, toute J-surmartingale admet
J teR

a
une modification qui est une JT-surmartingale. Une surmartingale (v^)(r#û>)

est dite Jf-régulière, si, pour A-presque tout co, t -> v̂  est une fonction
réglée et continue à droite de R dans<>T. Soit 01 =(Rn)neN une suite de parties
de R comme à (4,2); O O ^ , est dite Jf-surmartingale (Jf, ̂ -régulière, si
elle est une Jf-surmartingale Jf-régulière, et si en outre, pour tout t et tout
co, v̂ , est la limite des v'<£ dans Jf si cette limite existe, et 0 si elle n'existe
pas.

Convention de langage (4,11 bis). Nous conviendrons d'employer
les abrévations suivantes:

1) Si nous ne faisons sur(Y,^,/) aucune autre hypothèse que la a-finitude
de J , nous ne le mentionnerons même pas, comme convenu antérieurement.

[1] Voir BOURBAKI [1], page 18, SCHWARTZ [1] page 46.
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2) Si en outre <& est J-dénombrablement engendrée, nous écrirons au

début de l'énoncé: Hypothèse J-dénombrable.

3) Si Y est un espace topologique, %/ sa tribu borélienne, (Km)meN une

suite croissante de compacts métrisables disjoints définissant un espace X

indiqué antérieurement, et si J est portée par Y' = | J m X m et donne aux

Km des mesures finies, nous écrirons au début de l'énoncé: Hypothèse J-com-

pacte.

Lemme (4,12). Soit Dm un ensemble total dans C+{Km), leDm. Soit

OOneN une suite de mesures de Radon ^ 0 sur Km {pu un filtre quelconque).

Pour que les \xn aient une limite dans Cf + {Km) pour n infini {resp. aient une

limite fi), il faut et il suffit que, pour toute (f>eDm, les fin{(j)) aient une limite

{resp. convergent vers

Démonst ra t ion . Si nn converge vers \i, bien évidemment \in{§) converge

vers ju(0) pour toute <j)eDm.

Inversement, supposons que /*„(<£) ait une limite pour toute 4>eDm\ alors

les \in sont dans une même boule de C'{Km) (car les pin{\) sont bornées);

celle-ci est compacte; donc la convergence des jÂn vers une limite est assurée

si l'on sait qu'elle n'a pas plus d'une valeur d'adhérence; or deux valeurs

d'adhérence sont deux mesures qui ont la même valeur sur toute <j>eDm

total, donc coïncident.

Si maintenant les /*„(<£) tendent vers JU($) pour toute <£ e Dm, les fin ont une

limite, qui coïncide avec fi sur Dm donc partout.

Lemme (4,13). Soient S un ensemble, £f une tribu de parties sur S9

(j*ùses une familie de mesures ^ 0 sur Km indexée par S, et Dm une partie

totale dans C+{Km). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) L'application s -> JÀS de S dans l'espace topologique C + (K m ) est

dans la tribu Sf {autrement dit l'image réciproque de tout ensemble borélien

de C'+{Km) est dans Sf)\

b) s -> [is9 en tant qu'application de S dans l'espace des mesures ^ 0

sur Kmi est dans Sf {autrement dit, pour toute fonction ƒ ^ 0 borélienne

sur Km, s -*> iis{f) appartient à Sf)\
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c) Pour toute <\> e C+(Km), s -• /*s($) appartient à S?;

d) Pour toute (j> eD m , s -» iis(<t>) appartient à ¥.

Démonstration. On peut se borner à démontrer le lemme pour Dm

dénombrable, car toute partie totale contient une partie totale dénombrable.

Tout d'abord a et d sont équivalentes. En effet, JU -> (/*(<£))</>eD
 e s t u n e *n<"

jection de C'+(Km) dans R+m, qui est continue; comme C'+(Km) est lusinien,

elle est borélienne de C'+(J£m) sur son image, ainsi que l'application

réciproque. Donc, pour que s -+ fis soit dans £f9 il faut et il suffit que
s ~* (A($))<AeD...> application de S dans R+m, soit dans Sf ', autrement dit

que chaque composante, s -> jus(<£), soit dans £?. Ensuite b => c, c => d, et

il reste donc à montrer que a implique b.

Soit fiOT l'ensemble des fonctions ƒ bornées ^ 0 sur Km telles que s -> /*s( ƒ )

appartienne à S?. Le théorème de Lebesgue montre que la limite d'une suite

simplement convergente de fonctions de Qm9 bornées dans leur ensemble,

est encore dans £ m . Par ailleurs £m contient, par l'hypothèse a, l'ensemble

C+(Km) des fonctions continues ^ 0 sur Km. Donc, par le lemme C, 2m

contient toutes les fonctions boréliennes bornées ^ 0 sur Km. Mais, si ƒ

est borélienne ^ 0 sur Km, elle est limite de la suite croissante des Inf (ƒ, k)9

k e N, boréliennes bornées, donc, par Fatou, s -• ns(ƒ) est encore dans la

tribu S?, cqfd.

Théorème (4,15). Hypothèse J-compacte.

Soit 04)(ita)) une famille de mesures sur (Y,$Q, co -> vj„ appartenant à &*

pour tout t9 et J ^ J* = v ,̂dA(a)).

n

1) Si (v^)(rtû)) esf w«e surmartingale, elle esttf-régulière, si et seulement

si elle est régulière.

2) Pour tout m, soit Dm un ensemble dénombrable total de C+(Km) formé

de fonctions comprises entre 0 et 1, stable par Sup et Inf, tel que <t>tDm

entraîne lm-<j)eDm9etquefeDm9geDm9keQ+ entraîne Inf(fc/, I J e Dm,

Inf( /+ #, lm)eDOT (notis identifions chaque fonction sur Km à sa prolongée

par 0 en dehors9 donc la fonction lm, égalé à 1 sur Xm, à une fonction sur Y,
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la fonction caractéristique de Km). Soit D = ( J Dm. Si, pour toute <f>eD9

ö>) est une surmartingale régulière, 04)(fffl>) est une surmartingale

régulière et X-régulière.

Démonstration. Démontrons d'abord le point 2. La démonstration est

très analogue à celle de la prop. (4,10 ter). Soit 2m l'ensemble des fonctions

boréliennes ƒ sur Km (identifiées à leur prolongement par 0 en dehors de Km),

telles que 0 ^ ƒ ^ 1, et que 04( ƒ))(*,«> et (v^,(lm -f)\tt(O) soient des surmar-

tingales régulières. Bien évidemment, si / e f l m , alors l m - / e £ m . Ensuite

£w est stable par passage à la limite des suites croissantes. Soit en effet (fn)ne^

une suite croissante de fonctions de £ m , de limite/. D'abord 04(/))(f§û)) est

une limite d'une suite croissante de surmartingales régulières, donc elle est

aussi une surmartingale régulière. Ensuite (vt
0)(lm —f)\t,<o) est limite A-presque

partout d'une suite décroissante de surmartingales intégrables (par hypothèse,

l m eD w ) , donc elle est une surmartingale; comme (v^(f)\tf(0) et (y'jlj)^^

sont régulières à valeurs A-presque partout finies, (vt
(û(lm — ƒ))(f,û)) est aussi régu-

lière, donc ƒ e fiw. Comme ûm contient Dm, le lemme C bis dit que fim contient

toutes les fonctions boréliennes sur Km, comprises entre 0 et 1. Si alors ƒ

est une fonction borélienne sur Y' = ( J Km > eHe est limite croissante d'une
m

suite de combinaisons linéaires à coefficients ^ 0 de fonctions boréliennes

portées par les Km, comprises entre 0 et 1, donc 04(ƒ))(tt(O) est encore une

surmartingale régulière par le point 8 du théorème (4,3); et finalement c'est

encore vrai pour ƒ borélienne ^ 0 sur 7, puisque pour A-presque tout co,

pour tout t, v^ est portée par Y'. Cela prouve que 0O(r)û)) est une surmartingale

régulière. Mais ensuite le lemme (4,12) dit aussi, puisque, pour A-presque

tout co, f-»v^O/>) est réglée et continue à droite pour toute (freD, que f-*v^

est réglée et continue à droite comme fonction de R dans Jf*, et (O ( t i û ) ) est

JT-régulière. Le point 1 est alors évident. Car, que (vîB)(r><0) soit régulière ou

Jf-régulière, elle vérifie les conditions de 2.

Théorème (4,16). Hypothèse J-compacte
— /.* —

1) Soit (v^)(fjto) une J-surmartingale, t -* f = vf
û)dA(co) continue à

a
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droite. Il existe des modifications (v^)(ffû)), J-Jf'-surmartingales (JT,^)-

régulières.

2) Si (O(r,û>) est une J-tf-surmartingale sur R' x Q, et si t' -> J f' es*

continue à droite, il existe un prolongement unique en une J-Jf-surmartingale

(Jf',^-régulière sur R x Q.

3) Pour gue (O ( f û ) ) soif une J-Jf'-surmartingaleÇ?T, 3%)-régulière, {il faut

et) il suffit que, d'une part, sa restriction à R' x Q soit une J-Jf-surmartingale

à intégrale t' -+ Jf' continue à droite, et que, d'autre part, pour tout t et

tout co, v̂ , soit la limite de v̂ n dansJf pour n infini, si cette limite existe,

et 0 dans le cas contraire.

Démonstration. A) démontrons d'abord le point 2. Soit Dm un ensemble

dénombrable total dans C+(Km), lmeDm (lm s'identifie aussi à une fonction

sur Y, la fonction caractéristique de Km), vérifiant les conditions de stabilité

de l'énoncé du théorème (4, 15), et soit D = \^J Dm. On sait, pour cfreD,
m

que (t',co) -> v^((£) = <tf' (co) est une surmartingale finie régulière sur R' x Q,

f* 'avec I <p (co)dX(cû) ^ J((j>) < + oo ; elle admet donc un prolongement en une

a
surmartingale ^-régulière sur R x Q, en posant 4>\co) = lim cj)tn(co) si cette

n-*co

limite existe et est finie, 0 dans le cas contraire (théorème (4,3), point 2).

Appelons Q,,0 l'ensemble des co pour lesquels la limite précédente existe et est

finie. Alors Qt,$£&* et il porte A. En outre, il existe un ensemble Q^ qui

porte A, tel que, pour co e QJ,, t -> ^(co) soit finie, réglée et continue à droite.

Tous les Qt $ contiennent Q#
0. Appelons Q, l'intersection de tous les Qu<j> pour $e£>,

et Q* l'intersection des Q^. Pour tout t G R, Çlt e F*, et tous les Qt contiennent

Q* qui porte A. Soit coeQt; alors la suite v£(0) a une limite finie pour n

infini, pour toute cj>eD. Soit au contraire co$Qt; pour au moins une

<j>sD, v^rt(0) n'a pas de limite finie. Tout cela veut exactement dire,

d'après le lemme (4,12), que (vf^)Km a une limite dans C'+(Km), donc vf£

a une limite dans Jf pour n infini, si coeüt, et n'en a pas, si œ$Qt. Nous

appellerons v^ la limite des v^ dans J f , si elle existe, et 0 dans le cas con-

traire. Si donc nous montrons que 04)(fjW) est une «^-surmartingale JT-ré-
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gulière, elle sera (JT,âf)-régulière. Pour $ eD m , comme Qti<j> 3 Q,, la fonction

co -• v̂ (<£) n'est autre que la fonction co -+ fticó), remplacée par 0 sur le

complémentaire de Qte^"r; donc elle est dans «̂ "*. Ceci étant vrai pour toute

cj>eDm9 le lemme (4,13) dit que, pour toute ƒ borélienne ^ 0 sur Km9

t -+ v*JJ) est dans «̂ "l ; c'est donc encore vrai pour ƒ borélienne ^ 0 sur F' ,

puis sur Y puisque toutes les v^ sont portées par Y'. Donc, pour tout t, co -> v̂ ,

est dans «^. Ensuite, pour A-presque tout co, à savoir pour co e Q\ v^(^) = cj>\co)

donc (v^(0))(rfa)) est une surmartingale régulière, pour 4>eD. Enfin, pour

œeCT, <t>eC+(Km\ v^) est la limite des v£(0), donc J(^) ^ ƒ \((l>) dX(co)

par Fatou. Mais alors, par application du lemme C, on voit que

J(f) ^ Jjf)dX(œ)9 pour ƒ borélienne ^ 0 bornée sur Km, puis par Fatou

n
pour ƒ ^ 0 borélienne sur Y', puis sur Y puisque toutes les v^ sont portées

par Y'; donc J ^ v̂ rfA(co). Le théorème (4,15) dit alors que (yj^œ) e st
n

une J-surmartingale JT-régulière, donc elle est bien une J-Jf-surmartingale

(Jf, ̂ -régulière.

B) démontrons maintenant le point 3. Si (vjo)(r,a)) satisfait aux propriétés

indiquées, la première condition dit que sa restriction (v^)(^>eo) à jR^x Q

satisfait aux conditions de 2, donc il en existe un prolongement unique 04)(r>û>)

en une J-Jf-surmartingale (Jf, ̂ -régulière et qui, à cause de la deuxième

condition, est précisément (vfj(f>Cö).

C) démontrons enfin 1. Tout d'abord, pour t fixé, pour A-presque tout

Û> » vj„( (Jy') est nul, et G) -» v^(Xm) est fini. Donc l'ensemble Qr des a) pour

lesquels ces deux conditions sont réalisées appartient à F1 (parce que C^'

et Km sont boréliens) et porte A; en remplaçant v^ par 0 sur $Çlt, on obtient

donc une modification de co -> v^, qui maintenant est formée de mesures

appartenant toutes à Jf\ II existe donc trivialement une modification de la

surmartingale donnée, qui est une Jf-surmartingale. Nous supposerons cette

modification faite. Alors la restriction à R ' x Q vérifie les conditions de 2,

donc elle admet un prolongement (yl,)(t(o)9 J-Jf-surmartingale (JT,
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gulière par B. Il nous reste à montrer que 04)(ffû)) est une modification de

(Oc*,©)- Fixons donc teR. L'ensemble (R'u{*}) étant dénombrable,

OOct.co) e s t régulière sur (R' U {t}) x Q par le lemme (4,7); alors 0O(r>0))

et (v„)(tt(O) sont deux surmartingales régulières sur (Rr u{f}) x Q, A-presque

partout égales sur R' x Çl, donc aussi sur (R' u {t}) x Q par (4,10 quarto),

et il s'agit bien d'une modification, cqfd.

Remarque (4,16 bis). On aurait pu partout remplacer la droite par la
gauche, considérer une famille de tribus ( ^ ) ( e R , croissante et continuée
gauche (Sf* = V £f*' pour t non isolé à gauche dans R), les surmartingales

tr<t

réglées et continues à gauche, les intégrales t -> J1 continues à gauche,
et remplacer R' par un ensemble dense contenant tous les points isolés à
gauche, donc construire une suite (R„)we^ et une suite d'approximation tn

croissante de t e R (tn g t pour tout ri). Il y a toutefois deux importantes
modifications, quand on passe de la droite à la gauche (indépendamment du

fait que la condition fdk ^ M < + oo est à remplacer par

TdX ^ M< +oo):

1) Si ƒ est une surmartingale sur R x Q, réglée et continue à gauche,

l'intégrale t -• fdX n'est pas nécessairement continue à gauche. Ainsi, dans

les cas de surmartingales fonctions ƒ ou mesures (/4)(f,û>)> ^a continuité

à gauche de t -> fdk, à valeurs finies ou de t -> f ^ J, sera une condi-

dition suffisante d'existence de modifications continues à gauche, mais non
nécessaire.

2) La limite d'une suite croissante de surmartingales réglées et continue
à gauche n'est plus nécessairement continue à gauche (point 8 de (4,3)).

Il en résulte que, dans les surmartingales de mesures, bien des résultats
disparaissent. La notion même de surmartingale régulière à gauche n'est
plus la même. Toutefois le théorème précédent (4,16) subsiste, avec des
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modifications mineures: dans le point 3, on doit supprimer le "(il faut e t ) "
car la condition de continuité à gauche de t -* J* est suffisante mais non
nécessaire. Nous abandonnerons ici ces considérations. Nous en reparlerons
à la remarque (4,22 bis).

(4,19) Etude des limites à gauche. Quand nous avons obtenu des
surmartingales JT-régulières, nous avons, pour tout t non isolé à gauche dans
R (pour abréger, nous dirons toujours: pour tout t) des mesures limites
vjj" = Km v̂  dans Jf. Il est important d'étudier la signification in-

tf<t t'-+t

trinsèque de ces limites, car a priori elles dépendent du choix de la suite de
compacts Km; or, si J est portée par une réunion dénombrable de compacts
métrisables disjoints de ./-mesures finies, il existe une infinité de choix possibles
de ces compacts.

Définition (4,19). 1) Soit 0Ü(f ^ une Jf-surmartingale JT-régulière.

On appelle système de Jf-limites à gauche, une famille (v^")(ro)) (définie

uniquement pour t non isolé gauche) de mesures sur Y, telle que:

pour tout t, co -> va appartienne à la tribu ^*~ = V &* \ P o u r t o u t *
t'<t

et tout co9 v*J eJT;
pour A-presque tout œ, pour tout t, v^ est la limite de v̂  dans Jf, quand

t'eR, t' < t, tend vers t,
Comme deux modifications Jf-régulières d'une surmartingale sont /l-presque

partout égales, deux familles de Jf-limites à gauche, même correspondant
à des modifications JT-régulières distinctes, sont A-presque partout égales.

2) En supposant simplement Y ensemble muni d'une tribu ^ , et J mesure
<7-finie sur (7,^0, OO^^ une J-surmartingale régulière, on appelle famille
de limites à gauche une famille 04" )(*,«) de mesures sur (Y,$0, ayant les
propriétés suivantes:

pour tout t9co -» v̂~~ appartient à la tribu tTx~ \
pour toute ƒ ^ 0 sur Y, appartenant à <& et J-intégrable, pour A-presque
tout co9 pour tout t, ƒ est v^-intégrable, et v^~(/) = lim vj' (ƒ). Si O Ü ^ )

t'<t,tf->t

est une J-surmartingale, on a, pour toute ƒ ^ 0, appartenant à <& et J-inté-
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grable, J(J) ;> v*J (f) dX(co); ceci est alors vrai pour ƒ ^ 0,fe<&9 et donne

On remarquera que nous supposons ƒ J-intégrable, ce que nous n'avions pas

fait pour la définition des surmartingales régulières à (4,6); une hypothèse

de ce genre est ici indispensable. [1]

Lemme (4,19 bis). Soit (O(,)(ö) une J-surmartingale régulière. Soit

(fnXeN une m^e de fonctions sur Y, à valeurs dans un Banach F, J-inté-

grables, et convergeant vers une limite f dans Ü(Y,J\F). Soit d'autre

(O(f,o>) une famille de mesures sur (Y,^). Supposons que, pour tout n,

pour X-presque tout co, pour tout t, fn soit v^-intégrable, et que

lim v^'(/n) = Vfoifn). Alors, pour X-presque tout co, pour tout t, f est
t'<t,t'-*t

v^-intégrable, et lim v^(/) = v^f), dans chacun des deux cas suivants:
t'<t,tr-*t

a) (fn)neN es^ une suite croissante de fonctions §: 0;

b) ( O ^ ) est un système de limites à gauche.

Démonstration. Quitte à extraire une suite partielle, nous pouvons

supposer, d'après le lemme (4,10), qu'il existe une fonction h ^ 0, /-in-

tégrable, telle que | ƒ—JL|F ^ -^h. Comme alors, pour A-presque tout co, Y

t -> v^Qi) est finie, réglée et continue à droite, donc localement bornée, nous

en déduisons ceci: d'une part, pour tous t, co, tels que v^(/i) < + oo, ƒ est

v^-intégrable, et lim v^(/n) = v^(/); d'autre part, pour A-presque tout co,

la suite de fonctions réglées et continues à droite t -» v^( ƒ„), n e N ,

converge localement uniformément vers la fonction réglée et continue à droite

[1] Prenons par exemple Q réduit à un seul point. Alors toutes les tribus &"* sont triviales.
On a simplement une famille décroissante (vf)f6R de mesures sur (F, ̂ ) . Supposons par exem-
ple que R = M, et que v00 " = 0 et lim vn=0. Il se peut alors que ƒ ̂  0 borélienne soit non

n-^ + oo

vn-imégrable pour tout n, donc vw(/)= -foo; on aura cependant v00""(ƒ) = 0. Il suffira de
prendre y = R , et vn= (l/«) dx, dx mesure de Lebesgue, avec ƒ borélienne non <&:-intégrable.
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t -• vfJJ) (voir proposition (4,10 bis) et on peut intervertir les limites, F

étant complet; donc

lim v̂ 'CO = lim lim <(ƒ, ) = lim lim <(ƒ,) = lim Jjfm).
t'<t,t'-+t t'<t,t'-*t n-»oo w->oo t'<t,t'-+t n-*oo

Supposons d'abord que (fn)ne^ soit une suite croissante de fonctions ^ 0.

Alors la dernière quantité est, par Fatou, v^(f). Comme il s'agit d'une limite

finie, cela prouve que ƒ est v^-intégrable, et donne le résultat relatif à l'hypo-

thèse a. Supposons maintenant que (v^,©) = (vL~)(*fa>) s°it u n système de

limites à gauche. Comme alors, pour A-presque tout co, t -> v^(/i) est finie et

réglée, v£(h) = lim i£(*) < + oo, donc lim v^Â) = C ( / ) > d'où la

même conclusion.

Proposition (4,20). Soient 04)(,><ö) une surmartingale régulière, O4~~)(f>0))

un système de limites à gauche.

Si f^.0 est J-négligeable, pour 1-presque tout co, pour tout t, f est
VL~-négligeable.

Si ƒ est une fonction sur Y, à valeurs dans un ensemble Z muni d9une

tribu 2£, et J-presque (&,^-mesurable, alors, pour X-presque tout co,

pour tout t, f est V~-presque (&, ^-mesurable.

Si f est une fonction sur Y, à valeurs dans un Banach F, et J-intégrable,

pour X-presque tout co, pour tout t,f est vf~-intégrable, et v*J(f)est la

limite de v„(f) dans F, quand t' < t tend vers t; en particulier t -> v£"(/)

est réglée et continue à gauche. Si $ est un système J-déterminant, pour

X-presque tout co, pour tout t, 38 est v%~-déterminant.

Démonstration. S i / ^ 0 est /-négligeable, on sait d'une part que,

A-presque tout co, t -^ v ^ / ) est identiquement nulle (proposition (4,7)),

d'autre part que vxJJ) = lim v„(f), donc t -+ vf~(f) est aussi identique-
t'<t,tr->t

ment nulle. De là on déduit la propriété relative à ƒ: Y -> Z comme la pro-

position (4,8). L'énoncé de la fin relatif à @ est trivial: si J(G^') = 0 et

J(Ym) < +oo, pour A-presque tout co, pour tout t, v£~(Gl") = 0 et v

< + QO,
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Soit maintenant ƒ J-intégrable à valeurs dans un Banach F . Par le lemme

(4,10) on peut trouver une fonction h ^ 0, J-intégrable et qu'on peut supposer

dans 9 puisque J est ex-finie, et une suite de fonctions ƒ„, combinaisons linéaires

finies à coefficients dans F de fonctions ^ 0 appartenant à <%f et J-intégrables,

convergeant vers ƒ dans I)(Y, J ; F) . Comme, pour tout n, on sait que pour

A-presque tout co, pour tout t, fn est v*~ -intégrable, et que

lim v^ (ƒ„) = v*~ (ƒ„), le b du lemme précédent donne la conclusion.
t'<t t*-*t

Proposition (4,21). Soit 0O(f%a)) une surmartingale régulière, (v^~)(f><D)

un système de limites à gauche. Alors (O^OCX^OO*, Pour s < U forment

une surmartingale pour les tribus F*,^" ,&**.

Démonstration. C'est connu pour les surmartingales scalaires. Alors,

si ƒ est ^ 0 dans 9 et J-intégrab1e, (vw
s(ƒ))«,, (yl'(f))m9 (v£>(/))„, forment

une surmartingale pour J's,yt~,^~t. C'est vrai par passage à la limite

croissante pour tout ƒ ^ 0 de 9, d'où le résultat par (4,5).

Théorème (4,21 bis) (Unicité des limites à gauche). Hypothèse

J-dénombrable.

S°iï (O(*,Û>) une J-surmartingale régulière, soit 3 un ensemble J-déter-

minant.

1) Soit 04)(fjO)) une famille de mesures sur (Y9&)9 telle que œ -» v^ soit

dans &*" pour tout t, et que, pour X-presque tout Û),V^ soit portée par Y'

pour tout t.

Si, pour tout Be$t nYm, meN, (v^B))^) est un système de limites à

gauche de la surmartingale régulière (v^(B))(fj0)), alors 0O(fiG)) est un

système de limites à gauche de 0 0 ^ ) .

2) Deux systèmes de limites à gauche sont X-presque partout égaux.

Démonstration. 1) Soit fiOT l'ensemble des B e & n Ym tels que (v»(JB))(fia0

soit un système de limites à gauche de la surmartingale régulière (v^,(fî))(f my

fim est stable par complémentation à Ym. Ensuite Sm est stable par réunion

des suites croissantes, par application du point a du lemme (4,19 bis). Alors

Slm 3 Ym C\%/ par le lemme C. Si maintenant ƒ est une fonction ^ 0 sur Y',
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appartenant à <& et J-intégrable, elle est limite d'une suite croissante de fonc-

tions étagées, à étages dans les Ym, et encore une application du point a du

lemme (4,19 bis) montre que, pour A-presque tout co, pour tout f, ƒ est

v^-intégrable, et v^(/) = lim v^(/). La même conclusion subsiste pour
t'<t,t'-+t

ƒ ^ 0 borélienne J-intégrable sur Y, puisque, pour A-presque tout co, v̂ , est

portée par Y' pour tout t.

2) Soient G O ^ ) , (2O(*,a>)> deux systèmes de limites à gauche. Pour

tout Be& nYm,meN, pour A-presque tout co, pour tout t, ±tf~ (B) = 2
vL~0*)>

puisqu'il s'agit de deux systèmes de limites à gauche d'une surmartingale

régulière (B est J-intégrable). Alors, pour A-presque tout co, pour tout t,

& est {f~ -déterminant et 2^m -déterminant d'après (4,20), et le lemme F dit

que t C = 2 C , cqfd.

Théorème (4,22) (Existence des limites à gauche). Hypothèse J-com-

pacte.

Soit 0O(ffa)) une J-c€'-surmartingale, X'-régulière. Pour tout

(t,co)eR x Q, appelions v£~ /a mesure égale à la limite dans Cf de

v&9 t' <t9 quand t' tend vers t, si cette limite existe, et 0 si elle n'existe pas.

Alors (v^~)(f>0)) est un système de Jf-limites à gauche et de limites à gauche.

Démonstration. Pour t fixé (comme toujours non isolé à gauche), soit

Çït l'ensemble des co pour lesquels v£ a une limite dans JT lorsque t' < t tend

vers t. Çït est dans ^'t"\ car, d'après le lemme (4,12), coeQt revient à écrire

que, si Dm est dénombrable dense dans C+(Km), lmeDm, v^(^) a une limite

pour * '<* ,* ' -M, pour toute <j>eDm, meN. Si alors nous appelons v£"

cette limite, quand elle existe, et 0 quand elle n'existe pas, pour toute <j>eDm9

co -> v£~($) appartiendra à ^"f", donc aussi co -• v̂ ~ par (4.13). Par définition,

la famille (vfj)(tt(o) ainsi construite est une famille de JT-limites à gauche. Il

faut alors démontrer que, pour toute ƒ ^ 0 de <3f9 J-intégrable, pour A-presque

tout co, pour tout t, ƒ est v^~-intégrable, et v~(f) = lim v£(/); on le

sait seulement pour /eJf*, c. à d. ƒ ^ 0 continue à support compact sur

?' . Soit fim l'ensemble des fonctions ƒ boréliennes ^ 0 bornées sur Km, pour

lesquelles, pour A-presque tout co, pour tout t, f est v^"-intégrable, et
VL~~(/) = lim v£(f). Alors fim est stable par passage à la limite des suites
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croissantes, par le point a du lemme (4,19 bis), et par complémentation
aux fonctions constantes sur Km9 donc vérifie les propriétés 1 et 2' du lemme C;
comme £m contient C+(Xm),il contient toutes les fonctions boréliennes bornées
^ 0 sur Km, par le lemme C. Ensuite, toute fonction ƒ borélienne ^ 0 J-in-
tégrable sur Y' est limite d'une suite croissante de fonctions étagées, à étages
contenus dans des Km, donc encore le point a du lemme (4,19 bis) montre
que la même conclusion subsiste pour/ On peut ensuite trivialement remplacer
Y' par 7, cqfd.

Remarque (4,22 bis). Hyhothèse J-compacte.
Soit maintenant (^)teR une famille de tribus, indexée par R, croissante

et continue à gauche (voir (4,16 bis)). Construisons les F* = Ç\ Sf*\ pour

t non isolé à droite, en prenant &* = Sf* si t est isolé à droite. La famille des
&~l est continue à droite. Soit 04>)(r,a>) u n e /-surmartingale relative à (^)teR
à intégrale t -± J* continue à gauche. On peut en trouver une modification,
que nous appellerons encore (/4)(f,«>) > ̂ -régulière à gauche, par le théorème
(4,16) où droite est remplacée par gauche. Celle-ci possède alors des
VÖ = ró+ associées, en posant /4+ = M<£ pour t isolé à droite, et (v^)(fû)) est
une surmartingale régulière à droite pour les tribus (^"r),eK- A partir de là
on pourra former les y - = V ^'pour les t non isolés à gauche, ̂ l " = £f*

pour t isolé à gauche. Alors on trouvera des v̂ "", qui ne seront autres que les
\j[m initiaux pour t non isolé à gauche, de sorte qu'on pourra poser
v'j = ifo pour t isolé à gauche, et retrouver partout les /4 initiaux. Ainsi
le cas des surmartingales régulières à gauche 0O ( fû) ) peut s'étudier à
partir des v̂ "" d'une surmartingale 04)(f>û)) régulière à droite. En parti-
culier, on voit que la définition d'une surmartingale régulière à gauche doit
être la suivante, à la place de (4,6) : si (fi^)(t ^ est une /-surmartingale relative
à une famille de tribus croissante et continue à gauche, elle est dite régulière
à gauche, si, pour tout ƒ, J-intégrable ^ 0 (et non seulement /-mesurable),
la surmartingale GiJ//))^») est régulière à gauche, c. à d. A-presque sûrement
réglée et continue à gauche.

(4,23) Limites d'une surmartingale régulière à l'infini

Le seul cas intéressant est celui où a = InfR et b = SupiÊ ne sont pas
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dans R. Soit (O ( f s û ) ) une J-surmartingale régulière. J portée par [J Km, Km
m

métrisables compacts, J(Km) < + oo. Alors nous pouvons poser

S. = R u { a } u { è } . Nous poserons ^a+ = H T*, et supposerons que X
teR

est (7-finie sur ^"fl; puis 3~h~ = V « ^ L e point fe devenant isolé à droite,
teR

nous remplacerons R' par R' = R' U {b}. Et nous pourrons toujours prendre

v^ = 0. On aura alors sur R' x Cl une surmartingale régulière. Elle admet

donc un prolongement en une surmartingale régulière sur R x Q, par (4,16),

et c'est la surmartingale donnée sur R xQ. On voit donc qu'il existe une

famille de mesures (v£+)œell et une famille ( v j , " ^ ^ , appartenant respective-

ment aux tribus ^"a+ et &*~, et ayant les propriétés suivantes, d'après

les théorèmes (4,16), (4,21), (4,22).

Proposition (4,23). Hypothèse J-compacte.

Si 0O(f>û)) est une J-surmartingale régulière sur RxÇï, a = InfR et

b = SupR n'appartenant pas à R, alors il existe des familles ( v ^ ^ g j j ,

(voT)û>en> appartenant à <^a+ et <!7~b~ respectivement, ayant les propriétés,

suivantes:

1) Si f est une fonction sur Y, à valeurs dans un Banach F, J-intégrable,

pour X-presque tout co, ƒ est v^-intégrable et v^"-intégrable, et

vl+(f) = lim vUf), vbco~(f) = Hm v^f).
t>a,t-*a t<b,t-+b

2) Si f est une fonction g; 0 sur Y, J-mesurable, pour X-presque tout œ,

f est v„+-mesurable, et v„+(f) = lim v^f).
r>a,f->a

3) Pour X-presque tout C0,v^ tend vers v£+, pour t tendant vers a, et vers

vjf , pour t tendant vers b, dans Vespace Jf* (muni, comme toujours, de la

topologie vagué).

Vune quelconque de ces trois propriétés caractérise ces familles démesures,

à un changement près sur un ensemble X-négligeable.

Proposition (4,24). Première décomposition de Riesz[l]. Hypo-
thèse J-compacte.

[1] On trouvera les deux décompositions de Riesz à Paul-André MEYER [1], page 132.
Nous supposons b $ R, faute de quoi c'est encore vrai mais légèrement différent dans la
formulation, et pratiquement trivial.
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Soit b = SupR, b$R. Toute J-surmartingale régulière (v£)ifi<0) est somme

de 2 J-surmart ing aies régulières, v̂ , = p^ + <fm9 où (p£)(*,a>) est une martin-

f*gale à intégrale constante jusqu'à b inclusivement, (i.e. t -> I pt
(OdX(co)

n
f*

est constante, mais I pbj dX(co) est égale à cette constante) et (Oa,©)

a
tend vers 0 pour t tendant vers b (i.e. (<x£~ = 0)(ûï) est un système de limites

en b pour (O(*,<o)0

Une telle décomposition est unique à un ensemble X-négligeable près.

(Bien entendu, on peut prendre comme système de limites en b pour

Démonstration. Montrons d'abord l'unicité. Partons de deux décom-

positions

(lPco)(f,co) 9 (2P<o)(t,a) e * (l°a>)(f,a>)> (l0"©)^,») •

On sait que dpLX©) e t GPSDC») forment une surmartingale par rapport aux

tribus y\ZTb~ (prop. (4,21)), donc pour

^ j\pbr
A

dX(œ)

j*iPMa>) ^ j * iPl" dX(co)
A A

ƒ iPldMœ) = J tP^dMœ) (par hypothèse);
a a

comme toutes ces intégrales sont des mesures (7-finies sur (Y,$0, puisque

majorées par J, les signes ^ des 2 premières formules sont en fait des signes = .

Donc (iPi)(f>C0) est une famille régulière d'espérances conditionnelles de

(iP!T)<a>) = GP!D(Û>) = (v«"*)(co) (^-presque partout). On se trouve dans le cas

d'unicité des espérances conditionnelles (théorème (2,7)), donc (iPa\t,<o) et
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(2pl>)(t,a>) sont modification l'une de l'autre; étant toutes les deux régulières,

elles sont A-presque partout égales par (4,10 quarto). Soit alors $ un ensemble

/-déterminant; pour A-presque tout co, pour tout t, il est ^-déterminant et

20^-déterminant. Mais, pour A-presque tout co, pour tout t, pour tout

Be®C\Ym, meN, v^B) - ^(B) = x^Jfi) et v (̂B) - 2pl(B) = 2c4 donc
i O * = 2<4 ^> donc ^l = 2?L par le lemme F; d ^ et (2O(*Û>) sont

elles aussi A-presque partout égales.

Passons à l'existence. Pour t donné, l'ensemble des co pour lesquels

vJXGi") = 0> v (̂KOT) < + oo pour tout m, est dans ^ \ si on pose v£ = v^

lorsqu'il en ait ainsi, v'J, = 0 autrement, on a une modification (v^ \tt(û) avec

v̂ f eJT pour tous f,co; pour A-presque tout co, pour tout t, vj, = v̂ J . Si alors

nous trouvons une décomposition de Riesz pour (v^f)(ro)), v̂ ,f = p« + o& ,

on en aura une pour 0O(,<fl)) en posant pj„ = p^f , a'a = < r si v j = v£ ,

et p^, = v^, Ö"̂  = 0 autrement. On peut donc directement supposer que toutes

les v̂ , sont dans Jf\

Alors CD -» v^~ est une fonction sur Q, à valeurs mesures sur (Y,&), d'inté-

r*
grale Jh~ = v̂ , dk(co) g J. On est dans le cas d'existence d'espérances

conditionnelles (théorème (2,8)). Donc co -> vj," admet, pour tout f e K, une

espérance conditionnelle (p j^en relativement à la tribu ^" f. On définit ainsi

une martingale de mesures GOa») î e ^ e admet, d'après le théorème (4.16),

une modification, Jf-martingale Jf-régulière, ^ ) ( t w ) . La différence ^^ = v^ - p ^

est bien définie en tant que mesure de Radon sur Y'. Fixons t. Pour toute

C* t f* ,.-
et toute i e f ; on a v^(0)dA(co) ^ v£ (cj))dX(co) =

J J

>); donc ö^(0) ^ 0 A-presque partout, puisque co -> v^(^) et

A

co -• pL(0) s o n t toutes deux dans la tribu F1. Si donc Dm est un ensemble

dénombrable dense dans C+(Km), pour A-presque tout co, on aura cfjjj)) ^ 0

pour toute cf>eDm, donc cr̂  ^ 0. Ceci montre seulement que, pour tout t,

pour A-presque tout co, â^ ^ 0. Donc, pour A-presque tout co, pour tout

t'eR' dénombrable, dx'm ^ 0. Mais on sait que, pour X-presque tout co,
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t -> v^ et t -> pi, sont continues à droite de R dans Jf donc dans C'(Y) muni

de la topologie vague, donc aussi t -> &„, donc o^ est ^ 0 pour f G R. Pour

nous ramener aux schémas antérieurs, il faut que G^ g: 0 pour tout co et

tout t. On remarquera alors que, pour f fixé, co - • ( v ^ et co -> (p'J^ ap-

partiennent à y \ en tant que fonctions sur Q à valeurs dans C(Km) (lemme

(4,13)) donc aussi co -* (ö^)*»» or l'ensemble des mesures ^ 0 est borélien dans

C'(Km), donc l'ensemble des co pour lesquels &*„ ^ 0 est dans ^ r . En remplaçant

PL ParvL e t ^L P a r 0 quand celle-ci n'est pas ̂  0, on obtient des p^ et c^, et on voit

que, pour A-presque tout Û), pour tout t, p^ = px
m, et a ,̂ = d^ et les familles

obtenues (pL)(t.«)«(O(t,a>)> vérifient toujours partout vr„, = p^ + &'„; pour tout

f, co -> p^,, a) -^ C7̂  appartiennent toujours à ^" r. L'inégalité des surmartin-

gales pour ( O ^ a » est évidente: pour s ^ tyAe3~\ I a^A(co) + ps„dX(co)

A A

è 0ndX(œ) + p^dA(a)), et, comme toutes ces intégrales sont majorées

A A

par J (7-finie, on a aussi a^dX(co) ̂  cT /̂A(a>). Alors (O(r,©> e s t u n e s u r -

A A

martingale de mesures pour les t ibus &'\ JT-régulière. Soxt ƒ ^ 0 J-intégrable.

Comme (pL)(f,o> e s t u n e martingale régulière d'espérances conditionnelles, on

sait que, (p^(/ \u<a) est une martingale uniformément intégrable, et p ' jƒ)

tend vers pbJ(J) = v£~(/) pour A-presque tout œ, lorsque t tend vers 6,

de sorti que <4(/) tend vers 0; ce qui, d'après (4,23), veut exactement dire

que GbJ = 0 pour A-presque tout co.

Proposition (4,25). (Deuxième décomposition de Riesz)[l] Hypo-
thèse J-dénombrable.

Soit b =SupR,6<£R. Soit 0O(ff<o) une J-surmarlingale régulière. Sup-

posons que toute fonction sur Q, à valeurs mesures sur (Y,&) et à intégrale

<j-finie, admette des espérances conditionnelles par rapport aux <T\ et que

toute J-surmartingale admette des modifications régulières {ceci se produira

[1] Pour b e R, l'énoncé subsiste, mais la démonstration est bien plus simple, et nous
n'en parlons pas. Dans ce cas, les 2 décompositions de Riesz coïncident.
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toujours dans Vhypothèse J-compacte). Alors 04)(f>û)) est somme d'une mar-

tingale régulière (pL)(t,a>) et d'un potentiel régulier (c»)^»), c. à. d. d'une

surmartingale régulière, dont Vintégrale Ef = j o*adA(co) tend vers 0
n

pour t tendant vers b, et admettant 0 comme système de valeurs limites à
gauche en b .

Démonstration. Rappelons que, si (O(f,©) e s t u n e surmartingale régu-

lière à valeurs réelles ^ 0 ( ^ e R + ) , lim j aldX{co) ^ | <jb~dX(co), de
a a

sorte que la convergence de l'intégrale vers 0 entraîne que 0 soit système
de valeurs limites à gauche; si {a[^ttm)

 e s t u n e ./-surmartingale à valeurs
mesures, en prenant les valeurs sur une fonction ƒ g: 0 borélienne J-inté-
grable, on en déduit la même conclusion, de sorte que nous devons simplement
montrer que Zf tend vers 0, et les valeurs limites 0 s'en déduisent. Montrons
l'unicité. Soit £% un ensemble J-déterminant. Si on a deux décompositions,
vL = iPL + i<4 = 2P

ta> + 2<4> o n a u ra, pour tout Be@ nYm, meN, deux
décompositions de Riesz VJJS) = ^ ( B ) + ^(B), i = 1,2, qui sont donc
A-presque partout égales; comme, pour A-presque tout co, 31 est v^-détermi-
nant, donc déterminant pour I P L ^ P L I ^ L ^ L * k lemme F montre que,
pour 2-presque tout œ, pour t, on a 1p

t
(û = 2pL e t î^L = 2°"L- La même

démonstration aurait d'ailleurs été valable pour démontrer l'unicité dans (4,24)
mais n'est pas plus simple que celle que nous avons donnée. Montrons main-
tenant l'existence.

Choisissons une fois pour toutes une suite 9n croissante, cofinale à R. Pour

t donné, et 0n ̂  t, œ -> v£n a une espérance conditionnelle relativement à

tribu oTx\ choisissons-en une arbitrairement, soit co -* pe^f. Le théorème

(3,0), l'unicité des espérances conditionnelles (2,7), et l'inégalité du point 2

de la proposition (4,5) montrent que p9
m

ntt ^ v^ 2-presque partout. Il existe

donc un ensemble Qt, portant X, tel que, pour co e Çlt, la suite de mesures

p^ soit S vL et décroissante; elle a une limite p*n ^ v^; en outre, comme

co -» v£,, co -> pj;ift sont dans ^"f, la proposition G montre que l'ensemble

Qf des points co pour lesquels ces propriétés ont lieu est dans &~\ et co -• p*m
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est dans &"*C\Çlt\ donc elle est définie Af-presque partout et dans ƒƒ*,
complétée de Lebesgue de «^"'pour la restriction A' de A à 9*. Si t ^ s, et si

ƒ*— /»*

p^dA(co) = lim ptrsdA(œ) (le passage à la limite décroissante
n->oo J

A A

est possible parce que p0^tSdX(co) = v^ndX(œ) ̂  J est <x-finie) =
a a

lim \\lndk((o) = lim f*p£"'<tt(a>) = f PÎ,dA(a>). Donc (p^)(fû)), dé-
A A A

finie sur S = ( J {f} x Q,, est une martingale pour les tribus &\t9 majorée
teR

par la surmartingale (y^)^^ sur son ensemble de définition.

Définissons la différence a^ = v^ - p^ comme suit. Soit $ un système

J-déterminant. Pour A-presque tout CÜ, pour tout X, v ^ y j < + oo pour tout

m, et v^Gi") = 0- Alors on peut définir la restriction de a^ à Ym comme

différence de deux mesures finies, et par là on la définit sur Y. Ainsi on a défini

ô^ sur un ensemble S ' c S , mais dont la section par {t} x Q porte toujours A,

pour tout t, etcohxjj,, est dans 9~x\ Bien évidemment pour tout t, co -> a^ ap-

partient à 3~\t, comme on le voit en prenant sa valeur sur les B e <& n Ym9 m e N

(proposition G). Ensuite (t7^)a>a>> est une surmartingale pour les tribus &\t\

si en effet s S t,

on a \GsJk(d) + ƒ *psJX(œ) ^ [*JjKu) + J** fa
A A A A

r*— r*—
d'où j a^dXipS) ^ I ö"i,dA(co) par différence, possible puisque les intégrales

A A

représentent des mesures ^ J a-finie. D'autre part c'est un potentiel, autre-

c*—
ment dit l'intégrale E' = a^dXicó) tend vers 0 pour t tendant vers b. En effet,

a
û C* f* f*—

pour t fixé, i lim o^dX{d) = lim v£tfA(o>) - pidA(cö) «
n a n

»+—
lim p£l''dA(a)) - pldX(co) = 0, puisque, pour A-presque tout
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I

— » *
©^"' 'décroît quand n croît et tend vers pi avec P*"*OA(Û>) ^ J cr-finie.

a

Le fait que p ^ , ^ , pour tout t fixé, ne soient définies que A-presque partout,

est sans importance, puisque seule # J t intervenait. On a ainsi décomposé

toute J-surmartingale en somme d'une martingale et d'un potentiel. Mais

maintenant il existe une modification^ régulière (p'£iutù) de (p'J(tma) et une

modification régulière (O(r.a» d e (O(*,©)> pour les tribus belles-mêmes.

(On trouve d'abord des modifications pour lesquelles #[t est remplacée par

$~\ lemme (1,12 bis), ensuite l'énoncé suppose l'existence de modifications

régulières). Il est vrai que l'on n'a plus nécessairement v^ = p£ + art .

Appelons U l'ensemble des (t,co) tels que: v^B) ^ p£ (B) )>i: t u t

BeâS; v^(Gy') = PÏ(Cn = 0; ÏJYJ < + oo et p^YJ < + oo pour tout

m. Le lemme F dit que, pour tout (t,co) e U, on a v̂ , ^ p'J,. Mais en outre,

pour f e # , l'ensemble Qt des a> pour lesquels (t,co)eU est dans «^"f, et,

pour A-presque tout Û>, pour tout t,(t,co)eU (pour 5 ejf, on sait que, pour

tout f ' e R ' , pour A-presque tout co, v^B) ^ p'^(B); donc, pour A-presque

tout co,t -+ v^(£) et ^ -> p'l(B) sont continues à droite, et la première majore

la deuxième sur R'9 donc sur R). En prenant alors p^ = p£ et Ö^ = p£ si

(f,ct>) e 17, pi = v̂ , et (7̂  = 0 sinon, on a la martingale régulière et le potentiel

régulier répondant à la question; elles sont partout définies sur R x £2,

vL = PL + tfL partout, a) -* p^, et co -» cr̂ , appartiennent à «^f parce que

, et, pour A-presque tout co, pour tout t, pi = p £ <£ = ^ r , cqfd.

§5. Désintégrations régulières et surmartingales

Définition (5,0). Dans tout ce paragraphe, Q est un espace topologique,

(P sa frifcM borélienne, A une mesure de Radon sur Q, portée par une réunion

dénombrable de compacts métrisable% Q' = ( J /fOT; nous appellerons Ü'
m

la somme topologique des Hm et nous appelerons Jf (ce qui s'appelait JT

au § précédent sur l'espace Y, c. à d.) l'espace C'+(&')• i^teR sera une famille

de sous-tribus de la tribu A-mesurable, indexée par R a U, croissante et con-

tinue à droite; A sera supposée c-finie sur toutes les ^*. Alors A possède une
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désintégration relativement à toute tT*, qui est une espérance conditionnelle

de œ -> ô((0) relativement à 3~%, X (voir (2,10)). Si on choisit ainsi, pour chaque t,

une désintégration, on aura une martingale de mesures sur (Q,@) lui-même,

relative aux &"*. La mesure qui remplace ici la mesure J du paragraphe

f*précédent n'est autre que X elle-même, 5MdX(co) = X. On est alors dans

a
les conditions d'application du théorème (4,16), (ici f = X pour tout t,

donc t -> J' est continu à droite!) de sorte qu'il existe des modifications ré-

gulières de cette martingale, et que deux d'entre elles sont A-presque partout

égales. Une telle modification régulière s'appellera une désintégration

régulière de X pour la famille de tribus ( ^ ) r e R . On définira de même les

désintégrations ^-régulières, (34?, ^-régulières. Nous n'allons pas répéter tous

les résultats du § précédent, mais résumerons les principaux (essentiellement

(4,10 bis), (4,16), (4,22)) en un théorème:

Théorème (5,1). 1) H existe des désintégrations régulières de X pour

(^XeR, c à d. des familles 0O(f>fo) de mesures sur Cl, indexées par R x Q,

ayant les propriétés suivantes: pour tout t9 co -+ Xf
œ est une désintégration

de X pour y 1 ; pour toute f'^0 X-mesurable, pour X-presque tout œ,t-+ (Xt
(û)*(f)

est réglée et continue à droite. Deux désintégrations régulières sont X-presque

partout égales.

2) Si X est portée par Q', réunion dénombrable de compacts métrisables

disjoints Hm, toute désintégration régulière est Jtf'-régulière: pour X-presque

tout cûy t -> X*œ est réglée et continue à droite de R dans Jtf*.

Il existe alors des désintégrations (34?,^-régulières, c. à d. des désinté-

grations pour lesquelles toutes les X^ sont dans 3tf*9 qui sont ^-régulières,

et pour lesquelles, pour tout t et tout co, X^ est la limite de X*£ dans 34? pour

n infini, si cette limite existe, et 0 si elle n'existe pas.

Pour que (A*J(fû)) soit une désintégration (34?,^-régulière, il faut et il

suffît que toutes les X^ soient dans 3t?9 que, sur R' x Q, 0O ( r f û ) ) soit une

famille de désintégrations de X pour les F1', t'eR', et que, pour tout t

et tout co,A^ soit la limite dans 34? de X*£ si cette limite existe et 0 si elle

n'existe pas.
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3) Posons AjJ" = lim A^, limite dans «#*; pour X-presque tout co,
t'<t t'-+t

X*~ existe pour tout t non isolé à gauche dans R. Alors, pour toute f onction f9

à valeurs dans un Banach et X-intégrable, pour X-presque tout co, pour tout t,
f est X^-intégrable et X^-intégrable; tv+X^f) est réglée et continue à droite
et C(/) = lim #(ƒ).

t'<t,t'->t

Proposition (5,1 bis). Si (At
a))(t,a>) est une désintégration régulière de X

pour Ç&^teR et si (Â """) est un système de limites à gauche, pour tout t,

co -• X*^ est une désintégration de X pour F*et co -• A'J" est une désintégra-

tion de X pour ^t".

Démonstration. La première affirmation est dans la définition. Pour
la deuxième, on prendra d'abord ƒ ^ 0, appartenant à 6, et A-intégrable;
la théorie des martingales réelles montre alors que co -* Xf~(f) est une
espérance conditionnelle de ƒ pour F*-, X; par passage à la limite de suites
croissantes, ceci reste vrai pour ƒ ^ 0 dans 0 quelconque; donc co -• XfJ est
une espérance conditionnelle de co -± <5(co) pour ^ ' - , X, donc une désintégra-
tion de X pour &~*~.

Nous allons maintenant étudier les propriétés des martingales régulières
particulières que sont les désintégrations régulières.

Proposition (5,2). Soit 0O(,fû)) une désintégration régulière de X pour
~*)teR' Soit se R et AsTs. Pour X-presque tout co, pour tout t ^ s, X*œ

t portée a A $A l A §A t t t t> s X*J
q

est portée par A ou $A selon que cos A ou co e §A, et, pour tout t> s,
est portée par A ou $A selon que coeA ou coe C

Démonstration. Pour t'eR', t' ^ s, pour A-presque tout coe A, Â
est portée par A (proposition (2,18)). Donc, pour A-presque tout coe A, pour
tout t'eR', t' ^ s, A£ est portée par A, autrement dit A (̂C>4) = 0. Mais,
pour A-presque tout co e A, t -» Aj>( Ĝ O est continue à droite, donc A (̂ $A) = 0
pour tout teR, t ^ s, donc Â  est portée par A. On ne peut pas immédiate-
ment dire la même chose pour les A^ . Mais on peut écrire $A comme réunion
d'une suite de parties Cn de F*, de A-mesures finies, puisque A est tr-finie
sur 9*. Alors, d'après le théorème (5,1), point 3, pour A-presque tout coeA9
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pour tout t>s,XtJ(Cn) = lim A£(CB) = 0, donc on a encore
t'<t,tr-*t

Ü = 0 et X~ est portée par A, cqfd.

Proposition (5,3). Soit (A^)(r>cö) une désintégration régulière de A pour

R. Soit f une fonction sur Cl, à valeurs dans un Banach F, X-mesurable-

Lusin, et telle que la mesure \\f\\FX soit G-finie sur toutes les y . Alors,

pour X-presque tout co, pour tout t,f est X^-intégrable et X*J-intégrable,

* -* Koif) est réglée et continue à droite, et X*J(f) = lim A^(/).
t'<t,t'-+t

Démonstration. Soit toeR. Puisque | | / | A est <7-finie sur &*°, Cl est

réunion d'une suite de parties Clne^to, sur lesquelles ƒ est A-intégrable. Pour

A-presque tout co e Cl„, et tout t ̂  10, A^ est portée par Cln, donc ƒ est A^-presque

partout égale à Xnn f A-intégrable; de même, pour t>t0, A'J" est portée

par Cln, et ƒ est A'J" -presque partout égale à Xnn f > A-intégrable. Alors l'appli-

cation du point 3 de (5,1) montre que le résultat est valable, pour A-presque

tout co e Cln et tout t ^ t0 ou > t0 ; ceci étant vrai pour tout Cln et tout t0, le

résultat cherché s'en déduit.

Proposition (5,4). Soit (AfJ(f>û)) une désintégration régulière de X pour

(^*)teR- Pour X-presque tout co, pour tout t, X^ et X*J sont des mesures de

Radon de masse 1, t -* A^ est réglée et continue à droite de R dans l'espace

0>(CÏ) des probabilités de Radon sur Cl, muni de la topologie étroite, et

X'J = lim X„, limite dans 0>(CÏ). Inversement, si (A^)(ff<D) est une famille
t'<t,tf-*t

de mesures sur Cl, si, pour tout t, co -*> X^ appartient à ̂ x, si, pour tout

t'eR', co -> A^ est une désintégration de X pour &*\ et si, pour X-presque

tout co, t -+ X^ est continue à droite de R dans 0>(CÏ), (A^)(f)û)) est une dé-

sintégration régulière de X pour {

Démonstration. Soit (A^)(ffO) une désintégration régulière Pour f eR',

pour A-presque tout co, A^ est de masse 1 (proposition (2,15)). Donc, pour

A-presque tout co, pour tout t'eR', X*„ est de masse 1. Mais comme, pour

A-presque tout co, t-^ A^(l) est continue à droite, X^ est de masse 1 pour

tout t. Ensuite, A étant a-finie sur toutes les y \ la proposition précédente
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montre que X'J(l) = lim X'jl) = 1 > donc X*~ aussi est de masse 1.
t'<nt'-*t

Comme toutes ces mesures sont de Radon sur Ü', si elles sont de masse 1,
elles sont de Radon sur Q. La fonction t -• Â  est continue à droite de R
dans ^ f , c . àd. pour la topologie vague sur Cl', mais toutes les masses sont
égales à 1, donc il y a aussi continuité à droite pour la topologie étroite sur
fi'. De même, la formule AI

Û)"= lim Af^ étant valable dans tâ\ avec
f'<f,*'->f

des mesure^ de masse 1, est valable pour la topologie étroite sur Ù'. Et comme
Ù' -+ fi est continue, la convergence étroite sur Q' entraîne la convergence
étroite sur fi.

Inversement, soit (^ium) une famille de mesures ayant les propriétés de la

deuxième partie de l'énoncé, et soit (A^ ,^ une désintégration régulière. Pour

tout tr eR', pour A-presque tout co, on a A^ = A£; donc, pour A-presque

tout co, pour tout t'eR', Â ' = A .̂ Comme ensuite, pour A-presque tout co,

t -+ Â  et t -> Â  sont continues à droite de R dans ^(Q) et coïncident sur

R', elles coïncident sur R. Comme ensuite, pour tout teR, co -> Xm est

dans «̂ "f et A-presque partout égale h co -+!*„, qui est une désintégration, elle

est elle-même une désintégration, donc (A£)(ff<D) est bien une désintégration

régulière.

Nous allons maintenant étendre la proposition (2,19) au cas d'une désinté-
gration régulière.

Proposition (5,5). Soit (X[^itM) une désintégration régulière de A pour
O^XeR- Soit f une application de Q dans un ensemble Z muni d'une tribu
2£\ définie X-presque partout et (&* V ^\,&)~mesurable pour tout t. Alors,
si 3£ est f(X)'dénombrablement séparante, pour X-presque tour co9 pour tout
teR, f est X'a-presque et X*~-presque partout égale à la constante f(co).

Démonstration. La démonstration est identique à celle de (2,19)[1]%

Soit J2"e&', portant/(A) (de sorte que / - *(Z') porte A), tel que Z'C\& = S'
soit dénombrablement séparante, et soit (Zn)neM une suite de parties appar-
tenant à S', telle que tout point z' de Z' soit l'intersection des Zn qui le con-

[1] appliquée à (iïœ\t,<o)> désintégration régulière de X pour la famile
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tiennent. Soit An = f~1(Zn). On sait alors que A„e^\f^Vx pour tout t;

d'après la proposition (5,2), pour A-presque tout coeAn, X*& est portée par

An et Xf~ aussi. Donc, pour A-presque tout coef"1(Z'), pour tout t, A^ et

X'J sont portées par l'intersection des An contenant co, c. à d. l'image réci-

proque de l'intersection des Zn contenant/(co), c. à d. par {f(co)}, cqfd.

Nous donnerons de même, sans démonstration car c'est toujours la même,

l'extension du corollaire (2,22):

Proposition (5,6). Soit (A^)(ftû>) une désintégration régulière de A pour

0^'XeR- Soit œ -> v^ une application de Q dans Vespace des mesures sur

un ensemble Y muni d'une tribu &, appartenant à toutes les tribus &* \J JVX.

On suppose que & est v-dénombrablement engendrée, où v =

n

Alors, pour X-presque tout co, pour tout t, co' -> v^ est X^-presque et X*J-

presque partout égale à la constante v^.

Passons maintenant au cas d'une application ƒ elle-même variable avec t,

ce qui suppose une topologie sur Z .

Proposition (5,7). Soit {^{U(o) une désintégration régulière de X sur

(^l)teR- Soit Z un espace topologique, & une tribu quelconque sur Z. Soit

f une application de R x Q dans Z, définissant une famille {f)teR d'appli-

cations de Q dans Z,f(p$) =f(t,œ). On suppose que:

1) Pour tout teR,f est (^ V «^A> &)-mesurable;

2) II existe un ensemble R' dénombrable dense dans R, contenant tous

ses points isolés à droite (resp. à gauche), tel que, pour tout t' eR', la tribu

2£ soit ftf(Xydénombrablement séparante;

3) Pour X-presque tout co, la fonction t^f\a)) est continue à droite

{resp. à gauche).

Alors, pour X-presque co, pour tout s, pour X^-presque tout co', la "tra-

jectoire": tt-*f\co'), t<s (resp. t^s), coïncide avec la trajectoire:

t -» f(co), t < s (resp. t ^ 5).

La fin de V énoncé veut aussi dire que, pour X-presque tout co, pour tout 5,

X% est portée par Vensemble des co' pour lesquels la trajectoire, pour les

temps < s (resp. ^ 5) est la même que celle de co.
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Démonstration. Il résulte de la proposition (5,5) que, pour t' fixé
dans R', pour A-presque tout co, pour tout s ^ t',/''est A^-presque partout
égale à ƒ'(co). Comme R' est dénombrable, on voit que, pour A-presque tout
co, pour tout s, pour A^-presque tout a/, la trajectoire t' f+/'(co') coïncide
avec la trajectoire *'++ƒ'(co), sur R' n[— oo,s]. Le résultat subsiste pour
A^~, en remplaçant [—00,s] par [—00,s[. Ceci règle le cas où R = R' est
dénombrable, et il n'y a pas besoin de topologie sur Z.

Supposons maintenant R quelconque, Z topologique et la continuité à
droite. La conclusion précédente pour R' est valable; en outre, pour A-presque
tout co', th+fÇco') est continue à droite; donc, pour A-presque tout œ, pour
tout s, pour A ,̂-presque et A£~-presque tout co', elle est continue à droite.
Mais, si tv+fXco') et t^f{co) sont toutes les deux continues à droite et
coïncident sur R ' n [ — 00, s] ou R ' n [ — 00, s[, elles coïncident sur R n [ — 00, s[.
Dans le cas de la continuité à gauche, si *+->/'(co') et t±+f(co) coïncident
sur R' n [ — 00,s] ou R 'n [ — 00,s[, et sont toutes deux continues à gauche,
en choisissant R' de manière qu'il contienne tous les points de R isolés à
gauche, on voit qu'elles coïncideront sur R n [ - 0 0 , s ] .

Remarque. 1. En général 2£ est la tribu borélienne de Z. Elle est dé-
nombrablement engendrée toutes les fois que Z est souslinien ou sous-espace
d'un souslinien. Si maintenant Z est topologique quelconque et si les f'
sont A-mesurables-Lusin pour f 'eR', /'(A) est portée par une réunion dé-
nombrable de compacts métrisables (parce que A a cette propriété, et que
l'image d'un compact métrisable par une application continue est un compact
métrisable), donc Z est/(A)-dénombrablement séparante, donc la proposition
s'applique encore.

Remarque. 2. Dans le cas de la continuité à droite, on a évidemment
l'énoncé suivant: pour tout s, pour A-presque tout co, pour A^-presque tout
co', t*-*fX(o') et t^f\(o) coïncident sur R n [ — 00,s]; il suffit en effet de
remplacer R' par R' U{s}. Mais je ne sais pas si l'on peut intervertir "pour
tout s" et "pour A-presque tout œ'\ Nous verrons cependant un cas très
général où c'est possible, mais la démonstration est considérablement plus
difficile. Voir proposition
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Corollaire (5,7 bis). Soit CO(f<û)) une désintégration régulière de X.

Soit F un ensemble de R x Q , F* sa section par teR, c. à d. Vensemble des

co tels que (t,co)eF. On suppose que, pour tout teR, F1'eJ'V' JTk9 et que,

pour X-presque tout coeQ, la section Fœ a une fonction caractéristique

continue à droite (resp. à gauche). Alors, pour X-presque tout co, pour tout s,

pour X^-presque et X-presque tout co', pour tout t<s, (resp. t ^ s), co'

est dans F* ou dans {^F* selon que co est dans F1 ou dans ftF*.

Il suffit d'appliquer la proposition précédente à la fonction caractéristque
de F.

(5,8) Application des désintégrations régulières aux martingales

Nous avons démontré des propriétés très fortes des surmartingales régu-

lières au § précédent, en faisant sur (Y,$0 des hypothèses de compacité et

métrisabilité. Maintenant, nous allons montrer à peu prés les mêmes résultats,

en supposant seulement que (O ( f f0 ) ) est une J-martingale ou surmartingale

sur (Y,$0, J cr-finie, mais nous supposerons sur (Q,0) les hypothèses indiquées

au début de ce §, impliquant l'existence de désintégrations régulières de A

pour (<F*)t€R (on comparera au théorème (2,31)).

Proposition (5,9). Soit co -» v̂ , une fonction sur Q, à valeurs mesures

sur (Y,$0, appartenant à 0, J = v^dXico) a-finie. Soit (A^)(ftCD) une dés-

si

intégration régulière de X pour {^\^R. Alors (v^)(r>û)), où vl = v^dX'^co'),

a

est une martingale régulière d'espérances conditionnelles de co -+ v^ pour

les tribus &*.

En outre, si (A^~)(r>0)) est une famille de limites à gauche associée à la

désintégration régulière, alors les vjj" = I v<O'dXtJ((of) forment un système

n

de limites à gauche pour la martingale 04)(fta)), et co -^ v£~ est une espé-

rance conditionnelle de co -^ v^ pour la tribu ^~ et X.

Remarque. Si co -* v^ est seulement A-mesurable, on sait, par le lemme

(1,12 bis), si <& est J-dénombrablement engendrée, qu'il existe une fonction
œ ~+ va> > Qui toi e s t A-presque partout égale donc a les mêmes espérances
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conditionnelles, mais appartient à la tribu (P. On se ramène donc aisément
au cas traité ici, qui a le mérite de ne faire aucune autre hypothèse sur J que
la tx-finitude. Par contre, nous avons vu au théorème (2,16) que cette seule
condition de c-finitude n'entraîne peut-être pas l'unicité de l'espérance con-
ditionnelle; la famille des v£" n'est pas forcément unique non plus, si $/ n'est
pas J-dénombrablement engendrée.

Démonstration. Le théorème (2,31) dit justement que, pour tout t,
00 -» VL (resp. v̂ ~) est une espérance conditionnelle de co -+ v^ relativement à
9* (resp. f " ) .

Soit/une fonction ^ 0 sur Y, appartenant à W. Alors la fonction g sur £î,
définie par g(co') = v^(f), est dans 0, et l'on a exactement v^(/) = Xt

œ(g)9
VL~(/) = ^J(g). L e fait <Iue (̂ )(f,û>) soit u ne désintégration régulière entraîne
alors que, pour /l-presque tout co, t -* Jt4(#) soit réglée et continue à droite,
donc aussi f -* v*JJ), donc OO^^ est une martingale régulière. Ensuite, si
ƒ est en outre J-intégrable, alors g est A-intégrable (et J(f) = A(̂ f)), de sorte
que, pour A-presque tout co, g est 2^~-intégrable donc ƒ v^-intégrable, et
vL"(/) = C ( ^ ) = ïlim C(g)= Km v^(/), cqfd.

Nous allons maintenant faire la même étude pour des surnfertingales mais
elle est notablement plus délicate.

Lemme (5,10). Soit 0O(f)û,) une désintégration régulière de X pour
(^)teR et soit 6*L~)(*,o>) un système de limites à gauche. Pour X-presque
tout co, pour tout s, pour tout t, on a les formules intégrales:

(1)

(2) j XmAX9-(<o') = XSJ pour t ^ s, X'œ pour t < s;
fi

(3) ƒ X'-.dk*J(o') = XI pour t> s, Xi' pour tg s;
a

(4)
n
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(On peut Vécrire en une seule formule: si x = t ou t—, a = s ou s—, c'est

toujours Cn(**T)).

Démonstration. Fixons t. Soit k' dense dans R, contenant tous les points
isolés à droite de R n [—oo, t]. Pour s' e k', pour A-presque tout co, on a les
formules intégrales, d'après la proposition (3,10 bis) (avec y = «^', ^ = «̂ "s

ou «̂ "s""). Donc, pour A-presque tout co on a ces formules pour tout s' eR .

Utilisons alors la proposition (5,9). Elle nous dit que (s,œ) -> lt
(ûdksj(ot)

n

est une martingale régulière (d'espérances conditionnelles de la fonction

co' -+ A^,, pour s S t). Mais (s,co) -> Xs
œ est aussi une martingale régulière.

Elles sont A-presque partout égales sur ^ ' x Q , d'après ce que nous venons

de voir, donc sur (R n [-oo,f]) x Q par le corollaire (4,10 quarto). Ensuite

(̂ W~)(S,Û))
 es* u n système de limites à gauche de la deuxième et encore la pro-

position (5,9) nous dit que (s,co) -* X^dX'J (œr) est un système de limites
n

à gauche de la première, donc elles sont bien A-presque partout égales.
Nous avons donc démontré que, pour tout t, pour A-presque tout co, pour

tout s ^ t, on a les deux premières formules intégrales; il nous faut main-
tenant intervertir "pour tout t" et "pour A-presque tout co". On remarquera
d'abord qu'on peut toujours remplacer la désintégration régulière par une
autre; en effet, pour A-presque tout co, pour tout s, Â , et XSJ sont inchangées
et d'autre part, pour A-presque tout co', pour tout t9 les X^, sont inchangées,
donc, pour A-presque tout œ9 pour tout s, pour tout t, la fonction œ'*-> Â /
est remplacée par une fonction A^-presque et A^-presque partout égale, ce
qui ne change rien non plus aux seconds membres des formules. On peut
donc supposer toutes les Â , et XfJ dans un même espace M#, & système
A-déterminant, et toutes de masse ^ 1. Alors, d'une part, pour A-presque
tout co, pour tout s, pour tout t' e R', t' ^ s, on a les deux premières formules
intégrales; d'autre part, la désintégration étant régulière, pour A-presque tout
co, pour tout s, pour tout BeâS, pour A^-presque et A^-presque tout co',
la fonction f+-»A (̂J3) est continue à droite. Choisissons un tel co. Lorsque
t'eR', t' ^ t9 tend vers t, la fonction co'4-»A^(£) converge alors vers la
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fonction co'*-* A^(B), A£-presque partout et A£"-presque partout: alors
Û>'++A^(B) sera A^-mesurable et A "̂~-mesurable, pour tout Beâ8\ d'après
la proposition G,co'+-»A^ est aussi A^-mesurable et A^~-mesurable, en tant
que fonction à valeurs mesures sur (Q,0). Donc toutes les intégrales écrites
ont un sens. Ensuite, par le théorème de convergence de Lebesgue, applicable
parce que X'm.(B) ^ 1:

= lim f C(B)dXX?o') = f X
n a

= lim f &(B)dX£(a>') = f &.
t'-+t J J

En faisante = C Y', on trouve 0 partout, donc lA^ dX*Jfo')et \ K>'àKT(P%

mesures de masse ^ 1, appartiennent encore à M%\ elles sont égales respec-
tivement à A£ et à XSJ sur tout B e óiï, donc elles sont exactement AJ, et Â " ,
ce qui achève la démonstration pour les deux premières formules, pour s ^ t.
Mais les deux dernières s'en déduisent aussitôt, pour s < t. En effet, pour
A-presque tout co', pour tout Be&, lorsque t'eR' tend vers t par valeurs
< t, A^(£) tend vers tf~,(B); donc, pour A-presque tout co, pour tout s, la
fonction co'±+ A^(£) tend vers la fonction co' -» A£(B), A-presque partout
et A£~-presque partout, en restant bornée par 1, lorsque t' < t tend vers t.
La même méthode que ci-dessus montre que, si œ satisfait à toutes ces pro-
priétés, on a, par le théorème de convergence de Lebesgue, pour s < t :

K, = lim f &dXJfo') = f A^(o>'
t'<t a n

k'J - lim r^',dAr(û>') =
t'<t a

la limite étant prise dans Mm.
Nous avons donc démontré les deux premières formules pour s ^ t, les deux
dernières pour s < t.
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Considérons maintenant la fonction (t,tü)f+A^, à valeurs dans Mm\ pour

tout t, co^y X'œ appartient à &*, et, pour A-presque tout co, tv+X'^ est con-

tinue à droite. L'espace M# est métrisable séparable, sa tribu borélienne est

donc dénombrablement séparante. La proposition (5,7) dit alors que, pour

A-presque tout co, pour tout s, pour tout t < s, la fonction co'*->X*^, est A -̂

presque partout et XSJ-presque partout égale à la constante X^; cela donne

immédiatement les deux premières formules intégrales pour s > t. En utili-

sant la fonction (t,co) -* Â "~, et la continuité à gauche de t -> Xl~ pour

A-presque tout co, la même proposition (5,7) dit que, pour A-presque tout co,

pour tout s, pour tout t ^ s, co'*-* A^Test A^-presque partout et A^~"-presque

partout égale à la constante X*J, ce qui donne les deux dernières formules

intégrales cherchées pour s ^ t.

Lemme (5,11). Hypothèse J-dénombrable.

Soient O0(r/>0>), sur R' x Q, une J-sur martingale de mesures et (Aj„)(Mo)

une désintégration régulière de X pour (^"*),eR.

f'. C t> „s,
1) Pour X-presque tout co, pour tout seAjV^ = I v^dX^co) est

défini pour tout t'eR', et t' -* v^'s est une fonction décroissante sur

R' n [s, + oo].

2) Si t'-> J*' = j v^dX(co) est continue à droite sur R', alors pour

n
X-presque tout co, pour tout s, t' -• v'^'est continue à droite sur R' n [s, H- oo].

3) Les mêmes résultats sont valables avec v£'s = v^dX^(œ').

n

Démonstration. 1) Puisque <& est J-dénombrablement engendrée, la

proposition (4,8 bis) (appliquée aux (At
0))(ffû))) montre que, pour A-presque

tout co, pour tout s, pour tout t' e R', la fonction à valeurs mesures co' -> v^,,

A-mesurable (elle appartient à ^ ) , est A^-mesurable. Donc v^'s est bien

définie, pour A-presque tout co, pour s, pour tout t'eR'. Bien entendu,

d'après (2,31), co -> v^'sest une espérance conditionnelle de co' -* v£, pour

la tribu &£.
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Mais ce n'est pas ici une valeur de s qui nous intéresse, c'est le: "pour
A-presque tout co9 pour tout s".

Le lemme précédent indique aussi que, si t' GR', f'eR', t' ^ t" 9 pour

A-presque tout co, pour tout s ^ t', Â , = A^dA (̂ct)'). Choisissons co

avec toutes les propriétés précédentes: la proposition (1,17) dit qu'alors

<" = ƒ vUW) = ƒ dX'Jfo') ƒ v£«co") - ƒ v^'dk'Jp').
si n « n

Mais, (vfj(f'te)) étant une surmartingale sur R' x Q, le point 2 de la pro-
position (4,5) dit que, pour A-presque tout co', v^V' ^ v£, (ceci, pour *', f
fixés, ou variables, puisque R' est dénombrable); donc, pour A-presque tout co,

pour tout s, pour A-presque tout co', v£;f' ^ v^, et alors v£/'<Mi(a>/)

r n

^ v^dA^(a)/) = v^îS, ce qui montre la propriété de décroissance.
a
2) Pour A-presque tout ©',*"-> v£$*' ^ v ,̂ est donc décroissante, et a

donc une limite v^ ^ v̂ '/ quand f tend vers ï' par valeurs strictement
supérieures.

r* r*
Par Fatou, v ,̂/ dA(co') tend vers v^dA(a)').

Mais vJ/dA(û>') = v^dA(co') = ƒ , la limite est donc f , si l'on

suppose la continuité à droite des intégrales; donc v£'dA(û>') = v^dA(û)'),
n n

avec v£, ^ v /̂ A-presque partout. On a donc égalité A-presque partout (point 2
de (2,7 bis)): donc, pour A-presque tout co', pour tout t'9f9 t'^Lt"9
v£, = lim v£f' = v^,. Donc, pour A-presque tout co, pour tout s,

t ">tf,t"-* tf

pour A^-presque tout co', v«V' tend vers v£, pour f -• f', et par suite, par

Fatou, lim v^s lim f ffîdX'Jfo') = \ v£dXs
œ(co') = v^\

t">t',t"-+t' t">t',t"-+t' J J

n a
ce qui achève la démonstration.
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3) Les mêmes résultats sont valables avec les XSJ, en remplaçant J~s par

Proposition (5,12). Hypothèse J-dénombrable.

Soit (Aj^.a,) une désintégration régulière de X pour 0^"*),eR.

1) Toute J'Surmartingale de mesures (v^)(r>c,} sur (Y,W), définie sur

jR' x Cl, à intégrale t' -* J f ' = v̂ rfA(co) continue à droite, admet un pro-

n
longement en une J-surmartingale régulière ( O ( f a ) ) sur i ^ x Q ; pour A-

presque tout co, pour tout s, v^ = lim v«'dA^(a)').
f'eR'»t'£s,r'-»s J

11

2) Toute J'Surmartingale de mesures (vj,)(r ^ à intégrale t -+ J* continue

à droite, admet des modifications régulières. Deux d'entre elles sont X-presque

partout égales. Pour toute modification régulière 0O(r>û>), pour X-presque

tout cûy pour tout s, on a v^ = lim vL'^A^(co').

il

3) Sî OOcto) es* ««£ J'Surmartingale régulière, pour X-presque tout co,

pour tout s, la fonction t\r+ v^dA^(a/) est définie sur R n [ s , -h oo], ef es/

o

décroissante et continue à droite; sa valeur pour t = s est v^.dX^œ') = v^.

a

Le même résultat est valable pour A£~ au //eu de X„, sat// erc ce qui concerne la

valeur pour t = s. Toutefois, si la martingale donnée a un système de limites à

gauche (vfj\t t<o), alors, pour X-presque tout co, pour tout s, vsj ^ vs
O)dX5J(cof).

4) Soit 0O(ttCO) une famille de mesures sur (Y, W), telle que, pour tout

t, co^vl appartienne à T\ et que J ^ J f = v^rfA(a)). Pour que ce soit

n
une surmartingale (resp. une surmartingale régulière), il faut et el suffit que

pour tout s, pour tout t ^ s, pour X-presque toutœ, on ait vs
œ ;> j v^rfA^(a)')
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(resp. que, pour X-presque tout co, pour tout s, pour tout t ^ s, on ait la
même inégalité, et que le lème membre soit une fonction décroissante de t,
tendant vers le premier quand t ^ s tend vers s).

Démonstration. 1) A) Puisque co' -> v^ est dans &~x\ elle est A-mesurable;

d'après le lemme (1,12 bis), il en existe une modification, co'-»v^,

A-presque partout égale, et qui est dans (9 (naturellement, elle n'est plus dans

9*\ mais dans ^\IJT^. Posons alors v£* = v^dA^(co'), qui existe
a

toujours; en outre, co -> v£5 appartient à &~s, et œ -» v^fS est une espérance
conditionnelle de œ -> v̂ ' pour 3T\X. Maintenant introduisons la suite
(sn)neN d'approximation de s définie par 0t = (Rn)MePy. Modifions-là comme
suit: Pour tout s, au lieu d'utiliser sn, nous utiliserons sn, égal à sn si s # RH

ou si seRn est isolé à droite dans R; sinon, sn sera le premier point de Rn

qui majore strictement sn; les raisons de ce choix apparaîtront plus loin.

Soit 0$ un système J-déterminant

Nous appellerons alors U l'ensemble des (s, co) e R x Q pour lesquels

v^'s(CD = 0 pour tout n, v^n's(Ym) < + oo pour tout n et tout m, et la suite
tô^neN est croissante. Nous appellerons v̂ , la limite de v^'s, pour n infini,
si (s, œ)eU.

B) Pour tout s, l'ensemble Qs des co pour lesquels (s, co) e U appartient

à &~s. En effet, d'après le lemme F, si vj" seM a , la croissance de la suite des

viï's s'écrit: v£s(^) ^ vJr+lf*B pour tout n et tout Be@ C\Ym, meN; et toutes

les fonctions co -• v̂ mS appartiennent à ̂ \ En outre, co -> vJ(B) appartient

alors à«f s nQ s , pour tout B e ^ donc aussi co -> v£. Si donc on pose v s
m = 0.

pour (s,œ)$U, maintenant v£ est défini pour tout s et tout co, et, pour tout

5, co ->î£ est dans Fs.

C) Pour /[-presque tout œ, (s,œ)eU pour tout s. En effet, pour tout

t' eR', pour A-presque tout œ', Va>({jY') = 0; donc, pour A-presque tout co,

pour ^-presque tout œf, pour tout t'eR', v^(Cl") = 0, et v^'XUY') =

j ^'{^Y^dX'Jœ') = 0. Ensuite, la fonction cof -+ v ^ Y J est A-intégrable;

a
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donc, pour A-presque tout 00, pour tout s, elle est A^-intégrable, et v̂ **

(Ym) est alors fini pour tout n et tout m. Enfin le lemme précédent

dit que, pour A-presque tout co, pour tout s, t' -* v ,̂dA^(ot)') est

a

décroissante sur R\ donc (v£s)„eN s e r a croissante. Il est donc bien montré

que, pour A-presque tout co, pour tout s, (s, co) e U.

D) La famille (O<«,«) est à intégrale continue à droite sur R. En effet,

pour seR, Js= v^dX(co) = l im, ,^ vs„sdX{co) (limite A-presque partout

« a

d'une suite croissante, Fatou) = lim I v^1 dX(co) (propriété des espé-
n-+oo J

a

rances conditionnelles). Or la fonction t' -> v^dX(co) = f' est supposée

12

décroissante et continue à droite sur R', donc la fonction s -• J s = lim JSn

= lim ƒ ' est décroissante et continue à droite sur R. En outre Js ^ / .

E) Montrons que, pour tout n, (v^iS)(St(O) est une surmartingale régu-

lière; comme 0O(S,Û>) est A-presque partout la limite de la suite, A-presque

partout croissante, de ces surmartingales, elle sera aussi une surmartingale

régulière. Soit s ^ t, donc sn S K- Pour A e^"s, j v^s<U(co) = j v%dX(œ)
A A

(égalité des espérances conditionnelles) ^ I v^ dX(co) (inégalité des surmar-

A

tingales) = v^1' dX(œ) (égalité des espérances conditionnelles).

A

Donc (v '̂5)(s,o,) est bien une surmartingale. Elle est régulière, et c'est là

qu'intervient le choix particulier des .?„.

Soient en effet a,j8, deux points consécutifs de JRB. Pour tout se[a , /?[ ,

sn = a pour s = a, et sB = jS pour s ^ oc; mais alors in = p pour tout 5 G [a,P[,

si a e R B n'est pas isolé à droite dans R; si a est isolé à droite dans JR, on a

encore s„~= a pour s = a, mais ce sera sans importance pour la continuité
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à droite, puisque a est isolé à droite dans R. Alors s - • v^'s n'est autre,

dans [a,/?[, que s -» v^dA^(ct>')> si a n'est pas isolé à droite dans JR, et

a

la même fonction, sauf au point a où c'est I v£,dA^co'), si a est isolé à droite

a
dans R. Dans chaque cas, la proposition (5,9) dit justement que cette fonction

esl continue à droite dans [a, /?[, et la surmartinga!e (ys^tS)(s>my est bien

régulière. Donc maintenant (O(s,o>) est une surmartingale régulière. Mais elle

ne prolonge pas nécessairement la surmartingale donnée W) ( s%(0) sur R' x Q.

Cependant, le lemme précédent dit que, pour A-presque tout co, pour tout

s'eR', v^M's'va en croissant et tend vers v^'s' pour n infini. Comme ensuite

v^'s = v£ pour A-presque tout co (unicité des espérances conditionnelles), et

que v£ = v^ pour A-presque tout co, on voit que, pour s'eR', vs„ = v£

A-presque partout. Si donc nous appelons v£ la mesure égale à v£ pour

' et à v̂ , pour seR', (v^)(sû)) a toutes les propriétés voulues.

2) Soit maintenant (v ,̂)(fi<D) une surmartingale sur R x Q,, à intégrale t -+ f

continue à droite. On peut prendre sa restriction à JR' x Q, puis trouver un pro-

longement à ,R_x Q, régulier d'après la partie 1), soit (v^)(f>û)). Il nous reste à

montrer que (ylXt,<o) e s t u n e modification de (v^)(f>ö)), autrement dit que, pour

t e R donné, v̂ , = v̂ , pour /l-presque tout co. On refait la démonstration C

du théorème (4,16). JR' U {t} est encore dénombrable, donc la proposition

(4,7) dit que (OCM»)
 e s t régulière su£(R' u{*}) x û . La proposition (4,10

quarto) dit alors que (O(f>û)) et ( v ^ , , ^ , surmartingales régulières qui co-

ïncident A-presque partout sur R', coïncident A-presque partout sur

3) Si la J-surmartingale (v^)(f>a)) est régulière, elle admet une modifica-

tion également régulière, où toutes les mesures sont dans un même Mm9

08 système J-déterminant (proposition (4,7)); et il est visible qu'une telle

modification ne change rien, car elle est A-presque partout égale à la sur-

martingale donnée, de sorte que, pour A-presque tout co, pour tout s, pour

tout t ^ s, la fonction co'±+ vl
m. est remplacée par une fonction A^-presque
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et A^"-presque partout égale. Faisons donc Fhypohtèse que toutes les v^ sont
dans M<g. En répétant mot pour mot la démonstration de la fin de la proposi-
tion (5,10), (en gardant Â  et XSJ mais en remplaçant Â> par v^), on voit que
toutes les intégrales écrites ont un sens: pour A-presque tout œ, pour tout s,
pour tout t^s, la fonction co'f+vj, est Aj-mesurable et définit donc des

mesures v^dA^(a)') et v^dX^iœ'). En appliquant la partie 2, et la pro-
a a

position (5,10), on voit que, pour A-presque tout œ, pour tout s:
a) pour tout t ^ s, CO'H>V^ est A ,̂-mesurable;

b) f f* I v^dX^co') est décroissante et continue à droite sur R' n [s, H- oo],

et sa valeur limite en s est vs
m;

b') pour A^-presque tout an", pour tout f ^ s, t'±+ v^iA^(û)') est

définie et décroissante sur R' n [f, -f oo], et sa valeur limite en t est v^;

c) pour tout t^ s, XI = J A^dA^û/').

Choisissons un œ ayant toutes ces propriétés, et s ^ t ^ t'. Appliquons la
proposition (1,17) d'intégrales superposées, à partir de c):

Ç t' s , [ s „ [ t' t

J J J
n a or

Cette proposition (1,17) est applicable, parce que l'intégrale du 1er membre,
majorée par v^, est <r-finie, et que <& est v̂ "~ dénombrablement engendrée,
puisque v^eM^. Faisons alors tendre t' vers t; la dernière intégrale écrite,
d'après b'), croît et tend vers vj,», pour A ,̂-presque tout co"; donc le deuxième

membre, par Fatou, tend en croissant vers v^iA^(a)"). Ceci prouve que,
n

ƒ f

vl>'dX*(co') tend en croissant vers v^dXJœ').
J

Q Q
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On déduit alors de b) que t*-> v^dA^(a>') est une fonction décroissante
a

et continue à droite sur & n [s, + oo], et que sa valeur en s est v ,̂. Ceci règle
la partie 3 de l'énoncé en ce qui concerne les intégrales par rapport à Xm. Pour
les intégrales par rapport à XSJ , on peut faire le même raisonnement; toute-
fois, en général, la surmartingale n'admettra pas de limites à gauche (nous
sommes seulement dans le cas de l'hypohtèse J-dénombrable). On fera des
hypothèses analogues à a, b, b', c en remplaçant partout X^ par A ~̂, mais en

gardant X„», et en écrivant pour c : X^~ = I X^dX^ico"), et sans rien supposer

pour les valeurs limites en 5 ou en t. Soit t' fixé dans R'. On sait, par la pro-
position (5,9), que (s,co)4-> I v^dA^(co') est une martingale régulière d'es-

Q

pérances conditionnelles de co f-> v^, pour les tribus 3T* \J Jfk (car co' H» V^
appartient à ^x\ donc est A-mesurable, mais n'appartient pas à 0). Et cette
proposition en donne aussi un système de limites à gauche, les (s,co) H* p£*'

(a/); et la proposition (4,20) dit alors que, pour A-presque tout= IV
Q

co, pour tout 5, cette limite à gauche p£*' est dans Mm\ elle est doncc-finie
et <& est p^'-dénombrablement engendrée.

On choisira co vérifiant, outre a, b, b', c, cette propriété pour tout t' eR\
et on aura la formule intégrale de (1,17):

f t' s- Ç s- „ Ç t' t
J o>' m j co J o' «,"
n Q Q

En faisant encore tendre t' vers f, on trouvera que v^dA^~(a>') tend en

croissant vers I vt
n.dXJ(œr)9 donc que t*-> v^dXJ((or) est décroissante

r n si

et continue à droite sur R O [s, + oo].
On ne peut rien de plus si la surmartingale donnée n'a pas de limites à

gauche (dont, rappelons-le, l'existence n'est pas assurée dans l'hypothèse
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J-dénombrable). Mais la martingale régulière (s,a))*-> I v^dA^(co') est
n

A-presque partout majorée, pour s ^ f, par la surmartingale régulière
(s, G)) f-» v ,̂. Si donc cette dernière admet des limites à gauche, il y aura la
même majoration: pour A-presque tout co, pour tout s, pour tout t' ^ s:

vL'^iO0 ' ) = VL~ • En passant à la limite pour t' tendant vers s:
a

vJ>'dAJJ>"(a)') S v̂ ,~, ce qui achève de démontrer 3).
n

4) Le cas de la surmartingale se déduit de celui de la surmartingale régulière
en prenant un ensemble R réduit à 2 éléments, {s,t}. Si la famille (vt

lo)(t(O)

est une J-surmartingale, nous venons démontrer à 3) qu'elle a les propriétés
indiquées. Supposons inversement ces propriétés réalisées. Pour tout s, pour
tout t ^ s, l'inégalité est celle des surmartingales, donc on a en tout cas une
J-surmartingale.

Elle est à intégrales continues à droite; en effet, de la formule intégrale

^ = I ^dA(co), on peut déduire, pour s et t fixés: J* = J v /̂dA(co') =

ƒ

La proposition (1,17) est en effet applicable, parce que J* est cr-finie et
<& J'-dénombrablement engendrée. Mais, pour A-presque tout œ, pour tout s,

I vĴ dAĴ cü') tend par hypothèse en croissant vers v£ lorsque t tend vers s;

« r
par Fatou, on en déduit que le dernier membre tend vers v^dA(co), c'est-

à-dire que J'tend vers J5 quand t tend vers s. On sait alors par 2), que la sur-
martingale donnée admet des modifications régulières, et en outre que toute
modification régulière est donnée, pour A-presque tout co, pour tout s, par

la limite, pour t' ^ s, t'eR', tendant vers s, de v^dA^(co'), c'est-à-dire
a

vj,. cqfd.
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Remarque. Il existe naturellement un énoncé analogue pour une sur-

martingale de fonctions à valeurs réelles, au lieu d'une surmartingale de fonc-

tions à valeurs mesures (c'en est un cas particulier pour des fonctions §: 0,en

prenant Y réduit à un point); la démonstration est la même, en plus simple.

Remarque . Par contre je ne vois aucun moyen d'obtenir par des procédés

de ce genre les limites à gauche (vfj" )u<ö)), et sans doute n'existent-elles pas sans

les hypothèses très fortes de J-compacité. Donc je ne vois pas de possibilité

d'une première décomposition de Riesz (proposition (4,24)), qui utilise les

vj,. Par contre la deuxième décomposition de Riesz ne les utilise pas et sub-

siste.

Proposition (5,13). Hypothèse J-déno:nbrable.

Soit b = Sup R, b $ K.[l] Soient (A^)^) une désintégration régulière de X

pour (^^teR et (vf
co)(f <<0) une Jsurmartingale régulière sur (Y,W). Alors on

peut écrire v^ = p^ + o^j où (pL)(f,o>) est une martingale régulière, et

(O(f,a>) est un potentiel régulier, c. à d. une surmartingale régulière dont

Vintégrale S f = a^dXiœ) tend vers 0 pour t tendant vers b. Cette dé-

n
composition est unique à des ensembles A-négligeables près. En outre, on

a9 pour X-presque tout co, pour tout t9 p» = lim v^dXm(œr).

a

Démonstration. On se trouve dans les conditions d'application de

(4,25): les espérances conditionnelles existent par (2,31), ainsi que les modi-

fications régulières des surmartingales par (5,12). La seule chose nouvelle

est l'expression explicite de la martingale (pL)u,a>) • Reprenons la construction

de (4,25); pour p£"f, nous pouvons, par (4,22), prendre p9
m

ntt = J v'jdk'Jœ').

a

Mais alors, une suite étant dénombrable, le lemme (5.11) dit justement que,

pour A-presque tout co, pour tout t, la suite (pân'%,«) ^m^ définie est dé-

croissante; donc sa limite existe (toutes ces mesures étant c-finies), soit

[1] Voir note [1], page (97).
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p^ = lim p£n*f. Ensuite, pour n fixé, (pint%t<o), pour t ^ 0 B , est une mar-
B-*00

tingale régulière pour les tribus y%\l Nx par la proposition (5,9). Alors

0O(t,û>) e s t limite A-presque partout d'une suite décroissante de martingales

régulières, donc elle est, elle aussi, une martingale régulière (il suffit de rai-

sonner par différence: (p^°' f- P L W ) e s t A-presque partout limite de la suite

croissante des {pe£ft — p«n'%,©>, martingales régulières). Mais alors la martin-

gale finale, (p^)(fj<0), modification régulière d'une surmartingale régulière pour

$~%\] ^TA, lui est A-presque partout égale. Comme enfin, d'après le point 3

de la proposition (5,12), pour A-presque tout co, pour tout t9

0h> v^dA^(co') est décroissante, on peut remplacer la limite pour 0„
J

tendant vers b par la limite pour 0 tendant vers b.

Proposition (5,14). Soit (At
û)){f>a)) une désintégration régulière de A pour

(«ff),6R et (A^")(f>eo) un système de limites à gauche. Soit (f)teR une sur-

martingale régulière à valeurs réelles, (ƒ'"), e R son système de limites à gauche.

Pour X-presque tout co, pour tout s: pour X-presque tout œ', la trajectoire

t¥+f((û')9 t^s9 est égale à la trajectoire t^fXco); pour XSJ-presque

tout co', t\-*f\co')9 t<s9 est égale à t\-^f\co); pour X-presque et

X*â-presque tout co', **->/'~(co'), t ^ s, est égale a t+->/f"(co).

Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition (5,7), la continuité à

droite pour les ƒ ' et la continuité à gauche pour les ƒ r~ , pour obtenir tous les

résutats, sauf un : on trouve seulement que, pour A-presque tout co, pour tout s,

pour A^-presque tout co', t h> f (cof) est égale à t ^fX100) P o u r t <s et non pour

t ^ s. Il nous faut donc démontrer en plus que, pour A-presque tout œ9 pour

tout s, pour A-presque tout co', ƒ*(©') =/s(co), autrement dit fs est

A^-presque partout égale à /s(co). Nous le ferons en plusieures étapes.

1) Supposons qu'on ait une inégalité f(t,co) ^ M < + oo. Montrons que,

pour A-presque tout co9 pour tout s tel que f(s9co) = M , f est A^-presque

partout égale à M . On peut supposer A£ de masse 1. Nous savons que
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KJJ0 = ƒ *(<*>) = M, par le point 3 de la proposition (5,12) ; alors X*JM -f) =0
avec M —f* ^ 0, donc M —ƒ5 est bien A^-presque partout nulle.

2) Sans hypothèse sur / , posons/^ = Inf(/*M); on obtient une sur-
martingale, partout majorée par M. On peut lui appliquer le résultat 1; donc,
pour A-presque tout co, pour tout s tel que fs(co) ^ M, on a, A^-presque
partout, f è M.

3) Ceci est encore vrai pour A-presque tout co, tout 5, et pour tout M
rationnel. Considérons un co ayant cette propriété, et vérifiant en outre
XSJJS) =f\co) pour tout s. Pour un tel co, pour tout s, pour ^-presque
tout co', on a f{co') ^ M pour tout M rationnel tel que f{co) ^ M, donc
f\co') ^f\co). On a donc ƒ5 ^fs(co) /^-presque partout; mais en même
temps XsJf) = f\có). On peut en conclure ^(f - f\œ)) = 0 avec
fs - ƒ s(œ) ̂ -presque partout ^ 0, donc ƒs = ƒ \co) A^-presque partout, toutes
les fois que fs(co) est fini. Mais, si fs(co) = + oo, / 5 ^ ƒ s(co) donne encore = fs(co).
D'autre part, les ƒ * formant une surmartingale régulière, pour A-presque
tout co, pour tout s, fs(co) > - oo (en effet, les Inf(/s,0) forment une sur-
martingale régulière, à intégrales finies et continues à droite, donc elle admet
d'après le point 1 du théorème (4,3), une modification régulière partout
finie; et celle-ci est égale à ƒ A-presque partout sur {(s,có);fs(co) ̂  0}). Ceci
achève la démonstration.

Proposition (5,15) Soit (X^^^une désintégration régulière de X pour

(&*)tGR> 0C)(t,û>) un système de limites à gauche; soit 0O(,fû)) une

Jsurmartingale régulière, éventuellement (vj")(t>û)) un système de limites à

gauche; hypothèse J-dénombrable. Pour X-presque tout co, pour tout s:

pour X^-presque tout cor, la trajectoire * H* v^,, t ^ 5, est égale à la trajec-

toire thtvl,; pour XSJ-presque tout cof, **-»v^, t<s9 est égale a tt+v*^

pour X& -presque et XSJ-presque tout co', t R> V^T, t ^ s, est égale a tt+ v*J .

Démonstration. On voit comme toujours qu'on peut remplacer la sur-
martingale donnée par une modification régulière, de sorte qu'on peut
supposer toutes les vj, dans un même espace Ma, $ système /-déter-
minant. Il suffira alors de prendre les valeurs des v£, v£~, v^, v̂ T, dans Té-
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nonce, sur B e & (â8 est dénombrable), pour obtenir le résultat en appliquant
le lemme F.

Nous allons maintenant étendre la proposition (5,7), au cas continu à
droite, pour t S s.

Corollaire (5,15 bis). Dans les conditions de la précédente propo-
sition, on a9 pour X-presque tout œ9 pour tout s9 pour tout t, les formules
intégrales:

a

J vL'dA^û/) = vf„

pour t S s;

pour t < s;

s.

Lemme (5,16) Soit f une fonction sur R x Q , à valeurs réelles; on
suppose que pour tout t9f*e&*9 et que, pour tout co9fa: t^f\co) est réglée
et continue à droite. On suppose en outre que R u{b}, où b — SupjR, est
fermé dans R. On définit une fonction M sur Rx Q, comme suit: <r(t,co)
étant le saut def^ au point t, a(t,co) = fXcoi) —ff~(co), et p un nombre > 0,

M(t,co) est le nombre des s ^ t pour lesquels G(S,CÓ) ^ p . Alors, pour
tout co, th-> M(t,œ), à valeurs dans N, est croissante et continue à droite
et, pour tout t, M1: co±+ M(t,co) est dans la tribu 3T%, intersection des corn-
plétées de ^ pour toutes les mesures abstraites sur 2T1'.

Démonstration. Une fonction réglée et continue à droite a ses points
de saut ^ p isolés (parce que R U {b} est formé dans R), donc ou bien il y en
a un nombre fini, ou bien éventuellement une suite infinie croissante tendant
vers b, si b $ R. Alors M prend des valeurs entières ^ 0 finies. Trivialement
t*-> M(t,œ) est continue à droite et croissante. Pour montrer que M' est dans
^ , nous pouvons une fois pour toutes fixer t, donc on peut supposer que
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R S t, et que l'ensemble dense R' contient alors t. Appelons 02 la tribu
borélienne de cet R. Pour tout n, la fonction (s, co) «-•ƒ*" (co) appartient
alors à 0t x F*\ donc aussi, par passage à la limite, ƒ elle-même; il est de
même de/"" et de G. Considérons alors le sous-ensemble de ^ " x Q :
{tx <t2< -" < tn ^ t,co; cr(tl9co) ^ P,-~,cr(tn,co) ;> p}; il est dans la tribu
0tn x SH. D'après le théorème de Choquet, sa projection sur Q est donc
^-analytique et par suite appartient à ^" r [*] , cqfd.

Lemme (5,17). Soit R U {b} fermé dans IR, et soit OOc*,©) une désin-
tégration régulière de X pour (^tçR. Soit f une fonction sur RxQ,
telle que, pour tout t,fte^'t, et que, pour X-presque tout co,^: t^f^Çco)
soit réglée et continue à droite. Pour X-presque tout co, pour tout s, pour
Xs

œ-presque tout œ', la trajectoire t -ïfXco'), t ^s, est égale à la trajectoire
t->f(œ).

Démonstration. Nous savons déjà, par la proposition (5,7), que c'est
vrai pour t < s, et, par la proposition (5,14) que c'est vrai pour t^ssif
est une surmartingale régulière: en particulier si, pour X presque tout co,
fa'tt-tfXco) est décroissante et continue à droite. Comme c'est vrai pour
t ^ s pour une constante, c'est vrai par différence, pour t ^ s, si ƒ est crois-
sante, continue à droite, bornée par un nombre fini; également si ƒ n'est pas
bornée, puisqu'elle est la limite des Inf (ƒ, n) pour n tendant vers + oo.

Soit Q. un ensemble portant X tel que fa soit réglée et continue à droite pour
(oeÇï. On peut remplacer ƒ par 0 sur (Q\Q.) x R, et il est visible que cela
ne change rien au résultat, car, pour A-presque tout co, pour tout s, pour
A^-presque tout co', co et co' sont dans Q9. Toutefois la nouvelle fonction ƒ '
n'est plus dans F*, mais dans F*\J {O#}, donc de toute façon dans $"* \J ̂ Vx;
et on sait que 0O(r>Cö) est aussi une désintégration régulière pour les tribus
ff^\j JTx. Pour la nouvelle fonction, fm est réglée et continue à droite pour
tout co, ce que nous supposerons désormais.

Pour tout p rationnel > 0, construisons la fonction PM définie au lemme
précédent. Pour tout t, PM% appartient aussi à $** \J Jf x, d'après ce lemme;
mais maintenant toutes les pM(a sont croissantes et continues à droite, donc

[*] Voir par exemple P. A. Meyer [1], chap. IV, t. 52, page 102.
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nous avons pour PM un résultat relatif aux trajectoires pour t ^ s. Et ceci restera

vrai pour A-presque tout co9 pour tout s, pour tout p rationnel > 0 . Donc,

pour A-presque tout co, pour tout s, pour toutp rationnel >0, pour A -̂presque

tout 00', les trajectoires 11-> pM\cof)9 et t\+pM\co) coïncident pour t ^ s.

Il en résulte que, si le saut de l'une des fonctions ƒ<»',/Û,, au point s, est > 0,

le saut de l'autre lui est égal. Comme on peut faire le même raisonnement

pour —ƒ, on voit que, si l'un des sauts est ^ 0, l'autre lui est égal; donc aussi

si l'un des deux est nul. On sait déjà que les trajectoires t ^f\(o'), t f*/'(oo),

coïncident pour t <s9 on sait maintenant en plus que leurs sauts au point

s coïncident, donc les tnjectcires coïncident pour t ^ s.

Voici maintenant le résultat définitif qui étend la proposition (5,7):

Proposition (5,18). Soit (A^)(,tû)) une désintégration régulière de A pour

(•̂ "Oi •*• On suppose R U {b}, b = SupR, fermé dans R. Soit f une fonction

sur R x Q, à valeurs dans un espace topologique Ysouslinien complètement

régulier; on suppose que9 pour tout t9 fle^f
9 et que9 pour X-presque tout co9

faitt+fXco) est réglée et continue à droite. Alors, pour X-presque tout œ9

pour tout s, pour ^-presque tout co', les trajectoires f^, fœ9 coïncident sur

R n [ - o o , s ] ,

Démonstration. Quitte à remplacer la topologie de Y par une plus

faible, on peut supposer qu'il est un sous-espace topobgique de UM. [1]

Chacune des projections de/répond alors aux conditions du lemme précédent »

d'où le résultat.

Remarques. 1) II n'est donc pas nécessaire de faire une hypothèse

aussi stricte; il suffit qu'il existe une injection continue/ de Y dans UN (ou

dans [0,1]^), telle que, pour A-presque tout o, j ofm soit réglée et continue

à droite. Il sera en fait rare que fm ne soit pas elle-même continue à droite,

et en tout cas elle le devient par affaiblissement de la topologie, en identifiant

Yhj(Y); mais il se peut quey o/^ ait des limites à gauche dans RN et non

dans/(F)> donc, pour l'hypothèse réglée, cela peut être intéressant.

2) Le fait d'exiger que Y soit souslinien complètement régulier ne semble,

pas trop gênant. Mais il est souhaitable de se débarrasser de l'hypothèse réglée

[1] Schwartz [1], corollaire 1, page 105.
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et de supposer seulement/, ou j o ƒ, continue à droite. On peut y parvenir
comme suit. C'est au lemme (5,16) que cette hypothèse s'est introduite. En
supposant seulement ƒ continue à droite, on peut toujours appeler saut la
quantité o{t9œ) = f(t9co) — liminf. /(s,co). Ce qui empêche alors de con-

s<t,s-*t

struire la fonction PM, c'est que, pour p donné > 0, l'ensemble des t pour
lesquels a(t9œ) ^ p n'est plus une suite finie ou infinie, mais un ensemble
bien ordonné. Par un raisonnement un peu plus compliqué que ci-dessus, on
pourra définir PM de la même manière, mais à valeurs dans l'ensemble des
ordinaux dénombrables, et on verra que, pour tout t9

 PM* est encore dans
la tribu J'K Un résultat connu dit alors qu'il existe un ordinal fixe a0 dénom-
brable tel que, pour A-presque tout co, pour tout t, M(t,œ)^ao[l]. Le résultat
du lemme (5,16) reste alors valable; nous laissons au lecteur le soin de voir
la démonstration dans ses détails. Donc la proposition (5,18) subsiste avec
l'amélioration notable: f est seulement supposée continue à droite, non
nécessairement réglée.

Dans les processus de Markov [2], Y est toujours souslinien complètement
régulier, et les trajectoires/^ sont généralement supposées continues à droite, et
réglées sur [0, Ç(Û))[; ici il y a au plus un point, Ç(co), où n'existe pas de limite à
gauche: dans ce cas, l'introduction des nombres ordinaux transfinis n'est pas né-
cessaire, simplement la quantité M{t9 œ) (relative à un p > 0 et à une des projec-
tions deR^) peut éventuellement prendre la valeur + oo aux points *^f(a>); le
fait que {œ; M(t9œ)^n} soit dans ^ p o u r tout neN9 suffit pour conclure que
M'e^"' . Si alors M\œ) = + oo, c'est que s ^ Ç(ct)), on saura que Ms{co') =
+ oo, donc s ^ Ç(Û/), et alors f(œ) =f(co') = A.

3) II semble en partie indispensable que RU{b} soit fermé dans R.
Toutefois il suffit évidemment que fm ait une limite à gauche et à droite en
tout point de [ — oo,b[UÎ£, la limite à droite égale kf(t9co) en tout point
teR. Comme l'existence d'une limite à gauche en b = SupR n'est pas exigée
si b$R9 on pourra aussi toujours supposer que R est réunion d'une famille
dénombrable de parties R\ chaque l^UlSupjR1} étant fermé dans U9 la
restriction des/^ à chaque Rf étant réglée et continue à droite; on raisonnera
séparément sur chaque Rl et le résultat final subsiste.

[1] Voir P. A. MEYER [1], page 199.
[2] C est le temps de mort.



S U R M A R T I N G A L E S R É G U L I È R E S . . . 1 2 7

§ 6. Désintégrations régulières et transitivité

Dans tout ce paragraphe, Q sera un espace topologique, A une mesure de

Radon sur Q, portée par une réunion dénombrable de compacts Hm disjoint

métrisables; Q' sera leur reunion, Q' leur somme topologique et 34? = Cr+(Ù').

Elle admet alors des désintégrations relativement à toutes les sous-tribus y

de la tribu A-mesurable, sur lesquelles elle est cr-finie, et aussi des désintégra.»

tions régulières par rapport aux familles de tribus, croissantes, et continues

à droite.

Proposition (6,1). Soient Sf, et (^±n)neH des sous-tribus X-mesurables.

Si la suite (^n)neM
 est croissante (resp. la suite (&~~n)neN décroissante), si

«^*+0° est la tribu engendrée par la réunion (resp. ê "~Q0 la tribu intersection),

et si toutes les 3~n (resp. ^"n) sont X-plus fortes que Sf, ^+co(resp. ^"""°°)

est aussi X-plus forte que ¥.

Démonstration. On peut prendre A finie (par (3,7 ter)). Prenons le cas

décroissant. Posons R= - N = {-oo,---, -n , - - - , - 2 , - 1 , 0 } , et Kw={-n,--- ,

- 2 , - 1 , 0 } . Alors A admet une désintégration (Jf?9 ̂ -régulière, soit (A^")weQ

pour $"n, (X^°)meQ pour ^ " ° ° : A^00 est la limite de A~n dans # si cette

limite existe, 0 si elle n'existe pas (théorème 4,16).

Si maintenant \i est une autre mesure analogue sur Q, et si Q' porte aussi JU,

\i admet aussi des désintégrations (^,^-régulières; si on sait, pour une raison

quelconque, que, pour ^ ~ n , elle admet la même désintégration (A~?)l0»-Q

que A, alors, pour «^""°°, ce sera aussi la même désintégration (A^*)o»—

que pour A. Or, si (A^)Ö)€O est une désintégration de A pour «5̂ , pour

A-presque tout co, Q' porte A^ et celle-ci est de masse 1; et, puisque

chaque ^""n est A-plus forte que •$*, pour A-presque tout œ, &~~n est

A^-mesurable et A^ admet pour désintégration pour $~~n la même que A

soit (A^rXa'eQ. Alors bien entendu, pour ces valeurs de œ, 3~ ~°°est aussi

dans la tribu A^-mesurable, et, d'après ce que nous avons dit, en prenant

li = A£,A£ est désintégrée pour « T ^ p a r (A~?V 6 n , donc «T"00 est A-plus

forte que £f.

Dans le cas de la suite croissante, il faut tout simplement renverser la gauche

et la droite dans les résultats du §4, et considérer le cas des familles de tribus
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croissantes et continues à gauche, avec des désintégrations régulières à gauche,

avec JR = + N , Rn = {0,1,2,-~,n}9 et on obtient exactement le même

résultat, cqfd.

Corollaire (6,2). Soit ^"~°° Vintersection d'une suite (^"n)neM dé-

croissante de tribus A-mesurables. Si toutes les &"n sont A-fortes, leur inter-

section «̂ "~°° Vest aussi.

Démonstration. La condition d'universelle mesurabilité est triviale.

Toutes les &"n sont A-plus fortes que ^"~co, donc aussi leur intersection «^""°°,

cqfd.

Remarque. Il ne semble pas qu'on ait le même résultat pour la tribu

&~+c0 engendrée par la réunion d'une suite croissante ( J " ) B € N . Ce qui reste

vrai, c'est que &~+co est A-plus forte que toute sous-tribu de l'une quelconque

des Fn.

Corollaire (6,3). Soit (#*) reR une famille de sous-tribus de la tribu

À-mesurable; elle est indexée par R c R quelconque. On la suppose crois-

santé, mais non nécessairement continue à droite, et on pose 3~x = Ç\ °U%\
t'>t

pour t non isolé à droite dans R et &** = tft* pour t isolé à droite. Alors

(jF*)teR est croissante et continue à droite. Si les °UX sont A-fortes, les &"*

le sont aussi.

Résulte du corollaire (6.2).

L'intérêt de ce résultat est son utilisation dans les processus. Soit X un

espace métrique complet séparable, et Rég(R,X) l'espace des fonctions sur

R, à valeurs dans X, réglées et continues à droite; on le munit de la topologie

de la convergence simple sur un ensemble dénombrable dense à droite dans R.

On sait qu'il est lusinien [1], Un point œ est donc un "trajectoire" e Rég(R, X).

La probabilité A sur Q est quelconque. Pour teR> soit R' l'ensemble

R n [ - o o , r ] ; posons O! = Rég(Rr,X). Alors, pour tout teR, on a u n e

application borélienne rf: œ -• a>' de Q dans Q*, qui fait correspondre à chaque

[1] Vior SCHWARTZ [1], théorème 19, page 138.
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trajectoire co sa restriction co* aux temps ^ t. Appelons G* la tribu borélienne

de Î2'; <2P sera l'image réciproque de & par l'application r1; WczG, c'est une

sous-tribu de la tribu borélienne de Q. Comme Q.1 est lusinien, & est dénom-

brablement engendrée, donc aussi ffî m D'autre part la famille (Wf)teR est

évidemment croissante; °U% est aussi ce qu'on appelle la tribu du passé de

l'instant t. Mais la famille des %* n'est pas continue à droite.

C'est pourquoi on est amené à adopter les tribus J" r = %* pour t isolé à

droite dans R9 F* = p j ^ pour f non isolé à droite. Le corollaire pré-
f>t

cèdent dit que 0^"*)^*, qui est maintenant croissante et continue à droite,

est une famille de sous-tribus A-fortes de la tribu borélienne de Çl.

On peut aussi considérer (&"%\^K\ c'est encore une famille croissante et

continue à droite, et les 3~% sont universellement mesurables et encore A-fortes,

d'après le corollaire (3, 9 bis). [1]

Dans la suite, nous nous intéressons aux familles (^)ffeR de tribus A-fortes.

Comme nous venons de le voir à la remarque qui suit le corollaire (6,2), les
tribus &"1 = V ^* n e Ie s o n t P a s nécessairement, et il n'y a aucune

t'<t

raison, en pratique, de l'espérer. (Cependant, dans le cas de processus étudiés

ci-dessus, ^ " = °U%~ est A-forte, parce que borélienne et dénombrablement

engend.ée).

Lemme (6,5). Soit (A^)(rfC0) une désintégration régulière de A pour

(^*)teR: supposons les &~' A-fortes. Soit teR. Pour À-presque tout œ, pour

tout s, &~* est Xs
s'presque et À5J~presque universellement mesurable, et, pour

s ^ t, Â , et XsJsont désintégrées pour &"1 comme A elle-même, c. à d. par

(v)fl>"eQ'

Démonstration. Il existe Q' portant A, tel que J ' n Q ' soit universelle-

ment mesurable. Pour A-presque tout co, pour tout s, Â , et XSJ portent

Q ' , donc F* est A^-presque et A^"-presque universellement mesurable, donc

en particulier A^-mesurable et XSJ-mesurable. Pour A-presque tout œ', &*

est A^-mesurable, et Xm. est désintégrée pour 3"* comme A elle-même, puisque

&* est A-plus forte qu'elle-même; donc, pour A-presque tout œ, pour

A-presque et A^"-presque tout co', &* est A^-mssurable et Af
w, est désin-

tégrée pour T1 comme A.

[1] Mais, yx, A-forte, n'est pasA-dénombrableinent engendrée en général; voir (8,4.3).
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Enfin, pour A-presque tout co, pour tout s ^ t, A^ et XSJ sont des intégrales

de mesures A^, par le lemme (5,10). Donc, par la proposition (3,13), pour

A-presque tout co, pour tout s ^ t, A^ et A£~ sont aussi désintégrées pour

9X comme A elle-même.

Théorème (6,6). Soit (A^)(fta>) une désintégration Ç/f, ̂ -régulière de

A pour («^OfeRÎ te ZT1 sont supposées À-fortes. Pour X-presque tout co, pour

tout s: toutes les 3~x sont Xs
m-presque et XSJ-presque universellement mesu-

rables, toutes les F* ,t ^ s, sont X^-fortes et Xs~-fortes', X^ et Xs~ admettent

OC')(t,<o') comme désintégration (3f,0£)-régulière pour les tT1, t ^ s, et

(fiû'\u<ù') comme système de ^-limites à gauche correspondantes pour

t > s.

Démonstration. 1) Le lemme précédent dit que, pour tout t', pour

A-presque tout co, pour tout 5, &~%' est A^,-presque et A^,"-presque universelle-

ment mesurable. Donc, pour A-presque tout co, pour tout s, les &"*', t' eR',

sont A^-presque et Xs~-presque universellement mesurables, donc aussi leur

réunion et par suite toutes les &~*, teR.

2) Ensuite, toujours d'après le lemme précédent, pour A-presque tout co,

pour tout seR, pour tout t'eR' n[s, + 00], X% et XSJ sont désintégrées

pour F1' par (A^)a>'en-

Toutes les A^ sont dans Jf, de sorte que l'espace £F est utilisable pour

toute A^ à la place de A. Donc, pour A-presque tout co, pour tout s e R, Â ,

et Â~" admettent une désintégration (^f,^) régulière, qui est (A )̂(f,a>') s u r

(R! n [s, + 00]) x Q. Elle est alors déterminée pour t eR n [s, + 00], par la

condition 2 du théorème (5,1), comme la limite de A î̂ dans 3f, aux points

co' où cette limite existe, et 0 aux points où elle n'existe pas: c'est exactement

X^, donc (A )̂(t,û>') est bien une désintégration régulière de Xs
œ et XSJ,

pour O^Or^s» pour les valeurs de co,s, considérées.

3) On doit voir que, pour A-presque tout co, pour tout seR, toute &"*,

A ̂  s, est A^-plus forte qu'elle-même et A^~-plus forte qu'elle-même. Pour

A-presque tout co, pour tout s, tout t, s ^ t, ^ est A^,-presque et A£~-presque

universellement mesurable, et A£, et Xs~ sont désintégrées pour F* par

(A^Oa'cQ- D'autre part, pour A-presque tout co', X^ est désintégrée pour 9*
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comme A elle-même, par (Afaren* puisque &~l est A-plus forte qu'elle-même.

Donc, pour A-presque tout co, pour tout s, pour tout t ^ s, pour A^-presque

et A "̂"-presque tout co', X^* est désintégrée pour ^ comme A, par (Xn~)m*mtk9

ou aussi comme Â  et A£~. On a donc bien montré que pour A-presque

tout co, pour tout s, pour tout t ^ s, F1 est A ,̂-plus forte et A^"-plus forte

qu'elle-même, donc A ,̂-forte et X*J forte.

4) Pour A-presque tout co, pour tout t, X'. est la limite dans tf de

AJ,\ quand, t' < t tend vers t; donc, pour A-presque tout CÖ, pour tout s, pour

A^-presque et A^"presque tout co', pour tout t, X*~ est la limite dans 3tf

de X^ quand t' <t tend vers t, et (A ,̂T)(f ^ est donc un système de «^-limites

à gauche pour la désintégration (3%*, ̂ -régulière (A )̂(rtû)') de Â  ou A^",

pour t > s.

Corollaire (6,7). Soif (A^V,©) wwe désintégration régulière de A /?otir

R, et (A^")(rû)) «n système de limites à gauche associé. Supposons les

&"* X-fortes. Pour X-presque tout co, pour tout s: toutes les &~% sont ^-presque

et XSJ-presque universellement mesurables, toutes les ^l ,t ^ s, sont X^-fortes

et X*~-fortes\ (Xt
(û,\ttœ%t^s est une désintégration régulière de X^ et de XSJ

pour les F1, t ^ s, et (^\Um^ est un système de limites à gauche corres-

pondantes, pour t> s.

Démonstration. Donnons la démonstration pour les A ,̂ c'est la même

pour les Xs~. Soit ( A ^ , ^ une désintégration (JF9 ̂ -régulière. On sait que,

pour A-presque tout co, pour tout s, Xs
m = A£; donc le théorème précédent

dit que les ^ sont A^-presque universellement mesurables, et les 3~%,

t'es, A ,̂-fortes. Ensuite, pour A-presque tout co', pour tout t, Af
û),= A ,̂; donc,

pour A-presque tout co, pour tout s, pour A ,̂-presque tout co', pour tout t,

Ai,' = A ,̂; comme alors (Â Orr.©') e s t u n e désintégration régulière de Xs
m, pour

les «y1, t^. s, d'après le théorème précédent, et que co' -• X!m, est dans y1

pour tout t, (A )̂a,û>') e s t aussi une désintégration régulière de Xs
m pour les

^ y t ^ s. De la même manière, si (Af
£0")(ftû),) est un système de ̂ -limites à

gauche de (A )̂(r«>'>> il e s t u n système de limites à gauche (théorème 4.22)),
donc A-presque partout égal à (A^7)(r œ 0; donc, pour A-presque tout co, pour
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tout s, pour A^-presque tout co', A ,̂ = X^; comme alors (A^.)»»» ^ u n

système de «^-limites à gauche, donc de limites à gauche, de la désintégration

régulière (A^)(r,©') de K> P a r Ie théorème précédent, (Af
c>~)(ï>û)0 est un système

de limites à gauche associé à la désintégration régulière {Xa\Um^ de Xs
m,

t>s.

Théorème (6,8)- Soit (X^)^^ une désintégration régulière de A pour

(JJ)teR et soit (Xâ){t,(o) un système de limites à gauche. On suppose les F*

A-fortes.

Pour X-presque tout co, pour tout s: XI, admet comme désintégration

régulière, pour {^'t)teR, la fonction (t,cor) -> X^, pour t ^ s, et la constante

(t,œ') -* Xs
m pour t < s, et comme système de limites à gauche les A T̂, pour

t>s, les XB
a pour t ^ s, et toutes les tribus F* sont X^-fortes. Pour tout

s, si &~s~ est X-forte9 pour X-presque tout co: X^~ admet comme désintégration

régulière, pour {^l)teR la fonction (t,cof) -> X^ pour t ^ s, (t,œ) -> XSJ

pour t<s, et comme système de limites à gauche, les X^T pour t>s9 et

XSJ pour t t* s.

Démonstration. On sait (proposition (5,15)) que, pour A-presque tout
co, pour tout 5, co'h+XI,, est A^-presque partout égale à la constante A£.
Comme la première est une désintégration de Â  pour &~s, et que la seconde
est constante donc appartient à &~\ la seconde aussi est une désintégration
de A£ pour 3~s. Miis alors elle appartient à F* pour tout t ^ s, et vérifie,
pour toute Ae^*, l'égalité de la désintégration qu'elle vérifie pour toute
Ae^s; donc elle est une désintégration de Xs

m pour &~x
9 t ^ s. Comme cette

désintégration est indépendante de t, elle est régulière pour t ^ s. Conservée
seulement pour t <s, et remplacée par œ' -> X^, pour t ^ s, elle donne
une désintégration régulière pour (̂ ""'Xe*- H est alors clair que toutes les 3T%

sont A^-fortes; nous l'avons vu pour t ^ s, et, pour t <s, cela résulte de
ce que Â  est désintégrée pour ÏT* par une constante égale à elle-même.

Passons maintenant à XSJ. Comme nous l'avons indiqué, il n'est pas sûr
que les &"s~ soient A-fortes; c'est pourquoi nous l'avons mis dans les hypo-
thèses. Alors, pour s donnée, pour A-presque tout co:
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a) X*J admet (A )̂(f,«>') P°ur désintégration régulière pour t ^ s;
b) elle admet co'^XsJ> comme désintégration pour ^"s~ (supposée

A-forte); mais Û>'»-> A£7est ^"presque partout égale à la constante Xs~, par le
corollaire (2,22), donc A£~ admet aussi la constante XSJ comme désintégration
pour ^s~; alors; elle admet aussi la constante XSJ comme désintégration
régulière pour les &~\ t < s, puisque &**a &~s~, par le même raisonnement
que plus haut. cqfd.

Remarque. Dans le cas de X'J, nous avons écrit: pour tout s, pour
A-presque tout co; nous ignorons si Ton paoit intervertir et écrire : pour A-presque
tout co, pour tout 5. La raison est que nouS ignorons si, pour A-presque tout
co, pour tout 5, A£~ admet eo'+-> Â 7 pour désintégration relativement à ^s~ .
S'il en est ainsi, on peut poursuivre, car, d'après la proposition (5,7), pour
A-presque tout co, pour tout s, co'f+A^T est égale à la constante XSJ.

Nous allons maintenant utiliser les propriétés des désintégrations régulières
relatives à des tribus &** A-fortes, aux surmartingales réelles et aux surmartin-
gales de mesures.

Théorème (6,9). Soit (A )̂(f m) une désintégration régulière de A pour
(>F*)teR, (Alr)(f>û)) un système de limites à gauche. Supposons les F* X-fortes.
Soit ƒ = (/*(û>))(ffa)) une surmartingale régulière réelle, pour les tribus &~*
et la mesure de base A, (/'-(co))(ft(o) un système de limites à gauche.

Pour X-presque tout co, pour tout s, (f(co'))(t,o>') est une surmartingale
régulière pour t ^ s, (^t)teR,t^s

 et ^a mesure de base A* , ou pour la
mesure de base XSJ\ et (/*~(Û)'))(*,<»') est un système de limites à gauche
associé pour t > s.

Démonstration. Soient d'abord t',t"eR\t' ^ t". Appelons (ƒ*"ƒ',
espérance conditionnelle de f pour Tv V ^ A et A, la fonction co' -> A^(/ r)
(théorème (2,30)). L'inégalité des surmartingales relative à t', r", est (ƒ'"ƒ' S f
A-presque partout. Donc, pour A-presque tout co9 pour tout s, (ƒ*")' ^ V >
A -̂presque partout et A^-presque partout. Mais, d'après le corollaire (6,7),
pour A-presque tout co, pour tout s ^ t1, F* est A^-mesurable et A^~-mesu-
rable, ainsi que F1', et X% et Â"~ admettent aussi pour désintégration, pour &*',
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co' -* A^,. Donc la même fonction, (f*)*': co' -» A^(/ r) est aussi une espé-

rance conditionnelle de ƒ'" pour S^'\J JTx'w et A*, ou «^f ' V -^A*~ et jÇ \

Donc ƒ *', ƒ'" est encore une surmartingale pour les tribus 3TV, &~x", et la mesure

de base Xs„> ou XSJ. Donc, pour A-presque tout co, pour tout s, ƒ = (f(cof)\tt(O^

est encore une surmartingale sur (R' n [s, + oo]) x Q, pour la mesure de base

Ko o n XSJ , e t l e s t r i b u s T1
 % t ^ s .

Mais, pour A-presque tout co', t -> ff(co') est réglée et continue à droite.

Donc, pour A-presque tout co, pour tout 5, pour A^-presque ou A^"-presque

tout eo', t -+fXco') est réglée et continue à droite; d'après le théorème (4,3),

point 4, ƒ est une surmartingale régulière pour les temps t ^ s.

Théorème (6,11)- Soit (A^)(fta>) une désintégration régulière de A pour

0̂ ~0*eR> et S°ît (A ~̂)(ftCO) ww système de limites à gauche. On suppose les &~%

X-fortes.

Soit (vœ)itt(0) une Jsurmartingale de mesures, régulière, sur (Y9&); hypo-

thèse J-dénombrable. Soit éventuellement 0O ( , ) Q ) ) un système de limites à

gauche.

1) Pour X-presque tout oo, pour tout s, (v£,')(t,«>') est une v^surmartingale

(resp. vsj-surmartingale) régulière, relativement à la mesure de base A^

(resp. AJ7), pour t ^ s, et (v^)(rftt)^ est un système de limites à gauche

pour t> s.

2) Si Von a Vhypothèse J-compacte9 si (v^)(lfa>) est une J-3f-surmartin-

gale (Jf,@)-régulière, alors, pour X-presque tout co, pour tout s, 040(t,«>')

est une v^-^-surmartingale (resp. vsj-M'-surmartingale) 3f-ffi-régulièref

pour les t ^ s, relativement à la mesure de base AJ, (resp. XSJ).

Démonstration. Montrons d'abord le point 1).

Nous avons déjà vu, au point 3) de la proposition (5,12), que, pour A-presque

tout co, pour t^s, \ vlJXKco') ^ v i et ƒ v^dXsJ(cof) g C . Ceci prouve

que, si l'on prend X% (resp. A^") comme mesure de base au lieu de A, c'est v*m

(resp. v£~) qui pourra remplacer J. Comme ensuite on peut supposer que

toutes les mesures vl et vj sont dans un même espace Mm, & système
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J-déterminant, on prendra les valeurs de tout sur BeOS nYm9 meN, et le

résultat 1) de l'énoncé sera conséquence des théorèmes (6,9), (4,10 ter) et

(4,21 bis).

Le point 2) est évident. On sait déjà en effet que O&Op,»') P o u r * ̂  s, est

encore une v^ (resp. v^")-surmartingale régulière pour la mesure de base Â

(resp. XSJ). La seule chose qui reste à montrer est donc que, pour tout co'

tout t, v^ est la limite des v£» dans JT si cette limite existe, et 0 si elle n'existe

pas; or c'est la définition de la J-JT-surmartingale (JT-^)-régulière 0O(f$<o).

Il n'est pas inutile de récapituler comme suit les propositions (5,12), (5,15),

(6,11), (5,10), (6.8):

Théorème (6,12). Soient (A^)(fi<D) une désintégration régulière de X

pour {^l)teR, tâ\t.a) un système de limites à gauche, (v£)(ftW) une J-sur-

martingale régulière, 0O(,)C0) un système de limites à gauche; hypothèse

J-dénombrable. On suppose les &"1 X-fortes.

1) Pour X-presque tout co , pour tout s: OV)(*,Û>')
 est une v« (resP- v»~)

surmartingale régulière, pour t ^ s, lorsqu'on prend X^ (resp. XSJ) comme

mesure de base, et O v ) ^ , ^ en est un système de limites à gauche pour

t>s; pour X^-presque tout CÖ', la trajectoire t^v^, t S s, est égale à

tt+vl,, et, pour X*~-presque tout co', th+v^, t<s, est égale à tt+v^;

pour ^-presque et XSJ-presque tout co', t^v^T, t ^ s, est égale à t t+vj .

2) Pour X-presque tout co, pour tout s: tt+ v^dA^(co') est décroissante

si

et continue à droite pour t^s, et I v^dX'^œ') = v^, pour t ^ s;

n

XÏTi0*') est décroissante et continue à droite pour t^ s, majoréet*+ I vl'dXÏT
n

par v * ~ , et J vJ,,rfA£~(û>') = v l Pour t<s-

3) Pour X-presque tout co, pour tout s, Aj, admet pour désintégration

régulière pour {Tt)teR, la famille (A^)(f,W') Pour ' ^ s> et une constante

égale à Xs
m pour t <s.
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3') Pour A-presque tout co, pour tout s, AaJ admet pour désintégration

régulière, pour (&*),* M9 la famille (A )̂(f,«>'). Pour tout s tel que &~s~ soit

A-forte, pour A-presque tout co, ASJ admet pour désintégration régulière,

pour (^'),eR , la famille (>C)(f,a>') pour t^ s, la constante A*J pour t<s.

4) Pour A-presque tout co, pour tous s,t: f A^dA£(a>') = A^in(<T'T) pour

c = sous-,T = tout_9 le Min étant pris pour la relation d'ordre où

a_ <a < &_ pour a <b.

(6,13) Familles auto-désintégrantes

Nous allons maintenant nous donner l'espace Q et la famille (^"0r6a, et

chercher pour quelles mesures A sur (Q, 0) elle peut être une désintégration

régulière. On pourra se borner à des Â  toutes de masse ^ 1.

Proposition (6,14) (qui correspond à (3,13)). Soient Q un ensemble

muni d'une tribu 0, ( ^ ) f e R une famille de tribus, croissante et continue

à droite, 0O(fïC)) une famille de mesures de masse ^ 1 sur (Q,0). Soit

A = I Asdfi(s) une intégrale de mesures sur (Q,0); fi est une mesure sur

(S,SP); on suppose que chaque ^ est A-mesurable et As-mesurable pour

fi-presque tout se S, et que A est a-finie sur chaque T1, ainsi que As pour

H-presque tout s e S, On suppose ensuite que, pour \i-presque tout s, As admet

(K>)(t,a>) comme désintégration régulière pour {^t)t€R\ que (^,CO)H>A^ est

mesurable pour le produit de 0x et de la tribu borélienne de 0t de R (en

général elle est progressivement mesurable); et enfin que R est souslinien.

Alors A» admet (Ajt))(fû)) comme désintégration régulière pour

Démonstration. Par (3,13), on sait déjà que, pour tout t, co H- Â  est

une désintégration de A pour 9^\ il s'agit de montrer la régularité de la dés-

intégration. Soit donc ƒ une fonction ^ 0 bornée sur Q, appartenant à 0.

Soit (fïo)(t,(o) u n e martingale régulière d'espérances conditionnelles de ƒ rela-

tivement à A et aux tribus 3~x\

On peut toujours supposer qu'on la détermine d'abord pour les V eR', et
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qu'ensuite on pose fm = lim f£ si cette limite existe et est finie, 0 dans
n-*oo

le cas contraire. Alors, pour tout n, la fonction (t,co)^f^n appartient
à la tribu Sx x 0t, donc aussi (t,œ)^fl, égale à la limite des précédentes
pour n infini si cette limite existe et est finie, 0 dans le cas contraire. Pour
tout t, cot+fà et ca*-» A^(/) sont des espérances conditionnelles, donc sont
A-presque partout égales. Donc, pour A-presque tout co, pour tout t' e R',
f* = ^Lif)\ donc, pour /z-presque tout s, pour As-presque tout co, pour tout
t'eR',f£ = A'J(/). Soit A l'ensemble des (t,co) pour lesquels/^ ^ 4 ( / ) .
Puisque (t,co)±+ A^(/) est mesurable pour Ôx x 01, ainsi que (t,œ) t+fl, A
est dans 0k x 0t. Donc sa projection sur Cl est ^-analytique [1], donc A-mesu-
rable. C'est l'ensemble Â des co pour lesquels il existe un t tel que (t, co) e 4 .
Mais, en vertu des hypothèses sur les As, pour /^-presque tout s, pour As-presque
tout a), t H> A^(/) est continue à droite; ensuite, pour A-presque tout co9

t \+fl est continue à droite, donc, pour /̂ -presque tout s, pour As-presque
tout Û>, t \+fa est continue à droite. On en déduit que, pour /i-presque
tout s, pour As-presque tout co, t ^fl et t «̂  A^(/), continues à droite et
égales sur R'9 sont égales sur R. Cela prouve que, pour /x-presque tout s,
XS(Â) = 0, donc, Â étant A-mesurable, X(Â) = 0. Cela prouve bien que, pour
A-presque tout co, t^ A^(/) est réglée et continue à droite, donc (A )̂(/))(f,Cö)

est une martingale régulière. Par passage à la limite croissante, ceci est encore
vrai pour toute ƒ ^ 0 appartenant à 0, donc (A^)(f>û)) est une désintégration
régulière de A pour O^Xe*» cqfd.

Proposition (6,15) (correspondant à (3,17)). Soient Q un espace topo-
logique, 0 sa tribu borélienne, (AÏ„)(ff£0) une famille de mesures du Radon
sur Q, de masse ^ 1, {^t)teR une famille de tribus, croissante et continue
à droite, sur Q. On suppose que (t,co) H> Â , est dans la tribu 0k x 0t, où M
est la tribu borélienne de R; que R est souslinien et a un plus petit élément
a; et que, pour tout t et tout co9 3~% est ^-mesurable. Soit A une mesure de

[1] Voir par exemple P. A. Meyer [1], théorèmes III, (T9) et (T12), et (T52). On y démontre

que, si «^*= ®k est une tribu, et si {R, @t) est un compact métrisable muni de sa tribu borélienne,
tout ensemble appartenant à la tribu ^ x ^ " se projette suivant un ensemble «^"-analytique.
Mais on voit aisément qu'il suffit de supposer R souslinien.
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Radon sur (C19(P)9 portée par une réunion dénombrable de compacts métri-

sables; on suppose que X est à-finie sur chaque &"* et que chaque ^ est

X-forte. Soit Cl' Vensemble {éventuellement vide) des œ' tels que Xa^ admette

0O(*,Û>) comme désintégration régulière pour (^^t^R. Pour que X admette

(>O(f,cD) comme désintégration régulière pour {^)teR9 il faut et il suffit que

f *X soit une intégrale X = j X^dv(œ')9 où v est une mesure sur (CÏ9O)9 portée

n

par Q ' . Dans ce cas, X elle-même est portée par Cl'9 et on peut prendre

v = X* elle-même.

Démonstration. Si v est une telle intégrale, le résultat est donné par

la proposition précédente. Inversement, si X admet 0O(rfû>) comme désintég-

ration régulière, elle s'écrit nécessairement X = A^dA(a>'). Il reste à

n

démontrer que X est portée par Cl'; autrement dit que, pour A-presque tout

co', A*, admet (A^)(,tC0) comme désintégration régulière, ce qui résulte du

corollaire (6,7) les J* étant supposées A-fortes.

Remarque. Un cas particulièrement intéressant sera le suivant:

est une famille de tribus universellement mesurables et universellement fortes,

Q est souslinien; et toute A*, admet (A^)(,t0)) comme désintégration régulière.

Alors une mesure de Radon A sur Cl admettra (Aj))(r,û)) comme désintégration

régulière, si et seulement si elle est une intégrale A = X°,dv(co'), où v

a

est une mesure de Radon sur Q, et on pourra alors prendre v = A. On pourra

dire que (A^)(ftC)) est une famille autodésintégrante par rapport à (^Oreu-

§7. Temps d'arrêt

Cl sera, comme toujours, un ensemble muni d'une tribu 0, A sera une mesure

sur (Cl, (9), (^teR s e r a u n e famille de sous-tribus de la tribu A-mesurable,

croissante et continue à droite, A sera <r-finie sur toutes les ^ * ,
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Définition (7,1). On appelé temps d'arrêt une variable aléatoire T sur
£1 à valeurs dans R, ayant la propriété suivante:

Pour tout teR9 l'ensemble At = {coeÇï\ T(co)^ t} appartient à la tribu F*.
(Remarquons que la mesurabilité de T résulte automatiquement de l'hypothèse
qui est faite après, puisque les &^ sont des sous-tribus de la tribu A-mesurable).

Bien entendu, l'ensemble A!" = {coeQ; T(œ) < t} appartient aussi à f;
il est en effet la réunion des ensembles As, pour s < t. Donc, par différence,
A(t) = {coeQ; T(co) = t} appartient à &*.

On appelle alors ^T, tribu du passé du temps d'arrêt, la tribu formée
des i c Q tels que, pour tout teR9 l'ensemble A nAf appartienne à f;
yT est aussi une sous-tribu de la tribu A-mesurable. La variable aléatoire T
appartient à la tribu ^" r . Nous appellerons XT la restriction de A à la tribu
^T; nous serons obligés de la supposer cr-finie.

Théorème (7,1 bis). Soit 04)(,>O)) une surmartingale régulière de me-
sures sur (7,^0. Si (Ts)seS est une famille de temps d'arrêt, indexée par
un sous-ensemble S de R, croissante et continue à droite, et si X est a-finie
sur les ^"Tff, alors (v£s(û)))fS}0,) est une surmartingale régulière pour la famille
de tribus ( ^

Démonstration. It suffit de prendre les valeurs des mesures sur ƒ ^ 0,
appartenant à ^ , et on est ramené au cas connu des surmartingales réelles
è 0.

Remarque. Ce qui oblige à remplacer ^Ts par «f^V^A» c ' e s t

co -> v^s(û>) n'a pas raison de faire partie de la tribu 3~Ts elle-même. Mais:

Proposition (7,1 ter). Hypothèse J-compacte.
Si 04)(,tû)) est une J-C%'-surmartingale (Ciï\^-régulière, alors, pour tout

temps d'arrêt T, co -+ v£(û)) appartient à la tribu $~T elle-même.

Démonstration. C'est évident si T ne prend qu'un ensemble dénom-
brable V de valeurs; en effet, dans ce cas, 3~T est la tribu V ^ (° n ^ 1 ;

teV

or co -* vl(œ) = vl appartient précisément à la tribu ^ sur A(t). Si ensuite
T est quelconque, et si T„ est sa suite décroissante d'approximation, Tn(co)
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= (T(co))n, alors co -» v^n(œ) appartient à ^Tn; mais v j w e s t exactement la limite

de v^n(a>) dans JT, si cette limite existe, et 0 si elle n'existe pas, donc, en tant

que fonction à valeurs dans l'espace J f , co -• v^(o>) est dansp) yTn= $"T\
n

donc est dans &* au sens général par le lemme (4.13).

Théorème (7,2). Soit T un temps d'arrêt, tel que XT soit a-finie.

Soit CO(f,a>) une désintégration (Jf,^-régulière de X sur (^)tmR. Alors

co -> A^(o)) est une désintégration de X sur la tribu ^T.

Démonstration. Adjoignons à R un élément que nous noterons, pour

simplifier, + oo, et qui sera strictement supérieur à tous les autres. Nous

poserons ^ + 0 ° = Ôx. Nous appellerons v*00 la mesure de Dirac <5(û)). Puisque

O O ^ ) est une A-Jf-martingale (Jf^) régulière d'espérances conditionnelles

de co -• <5(t0) par rapport aux F*, t G R, et à X9 elle le reste avec cette adjonction.

Alors la proposition précédente dit exactement que co -> X^(a>) est dans

la tribu JTT, et le théorème (7,1 bis) dit alors que ( v ^ 0 ^ , (S(œ))œ9 est une

martingale pour ^T,0}9 donc que co -• X^((o) est une désintégration de A

pour «^"T, cqfd.

Remarque. 1) II est évident que, sans une hypothèse du type de la ré-

gularité des désintégrations, un résultat analogue au théorème précédent serait

impensable. Supposons par exemple que tous les ensembles A(t) soient A-négli-

geables. Si (A^)a)û)) est une famille arbitraire de désintégratisns, on en ob-

tiendra une autre (Af)(fû)) en remplaçant A^ par 0 pour coeA(t). Mais alors

sera nulle pour tout co, et ne donnera pas une désintégration de A sur

Remarque. 2) Cest ici que Vintroduction de la suite (Kn)n6py est indis-

pensable; c'est elle qui assure que co -> A^(û)) appartient à la tribu &"T. Nous

avons besoin d'une propriété vérifiée, non seulement pour A-presque tout co,

mais pour tout co.

Corollaire (7,3)« Soit (Af
û))(fïû)) une désintégration régulière de X sur

- H existe un borélien Q#, portant A, et ayant la propriété suivante'.
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pour tout temps d'arrêt T, tel que X soit cr-finie sur ^T, (X*in))aeSï. est la

restriction à Q. d'une désintégration de X sur la tribu FT\ et elle est donc

elle-même une désintégration de X sur la tribu

Démonstration. Soit (A^)(,>0)) une désintégration (Jf,^-régulière. On

sait alors qu'il existe un Q. portant X tel que X^ = XÎ
Û) pour coeQ. et teR,

d'où le résultat.

Corollaire (7,4). Soit (A£)(,fe>) une désintégration (Jf,^-régulière de

X sur {^XeR- Soi* (Ts)ses une famille croissante et continue à droite de

temps d'arrêts Ts, indexée par S cz R; nous supposons X a-finie sur toutes

les FT'. Alors (A£s(û>))(Sïû)) eA une désintégration régulière de X sur (^T')seS-

Démonstration. C'est le théorème (7,1 bis), avec une martingale au

lieu de surmartingale, avec co -> (5(û)) comme fonction finale pour ï^
r+0° = Ok.

Remarque. On doit partir d'une désintégration pf ,^-régulière pour

être sûr que chaque co -> A^s(c>) est une désintégration sur &~Ts (remarque

suivant le théorème (7,2)). Mais on n'obtient pas une désintégration-^,^)-

régulière par rapport à une suite (Sn)neN de parties de 5 . Il suffit de considérer

le cas où R = R, et Ts = T + s, s ;> 0, T étant un temps d'arrêt; c'est le

fait que (T + s)n^ T + sn qui empêche de trouver une telle suite Sn.

Supposons maintenant toutes les ^ A-fortes. Nous allons déduire, pour

les temps d'arrêt, des conséquences de §§3 et 6.

Proposition (7,5). Si toutes les 3~f sont X-fortes, alors, pour tout temps

d'arrêt T, FT est X-forte.

Démonstration. Supposons d'abord que T n e prenne qu'un ensemble

dénombrable V de valeurs. Alors FT = V (AiOn&*); le résultat est
teV

alors une conséquence de (3,15), qui dit que les A(t) nf sont AA(0-fortes,

et de (3,17).

Soit maintenant T quelconque. Alors 3~T est l'intersection des tribus

^ r T n , où Tn est un temps d'arrêt qui n'a qu'un ensemble dénombrable de

valeurs, donc le résultat est conséquence du corollaire (6,2).
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Théorème (7,6). Soit G O ^ j une désintégration (jf?,0ë)-régulière de

X sur la famille ( ^ ) r e R de tribus X-fortes. Pour tout temps d'arrêt S, tel

que X soit a-finie sur J " s , il existe un ensemble Q. borélien portant X ayant

la propriété suivante: pour tout temps d'arrêt T ^ S, pour tout coeQ.,

X%œ) est désintégrée sur FT par co' -• Jj^'K

Démonstration. Puisque toutes les T% sont A-fortes, et qu'en outre

ys l'est aussi (proposition précédente), le théorème (6,6) permet de trouver

Q. borélien portant A tel que:

Pour tout coeQ., et tout s, (A^O^s.w'en e s t u n e désintégration ( ^ , ^ ) -

régulière de X^ pour (3~\^s; on en déduit que, pour tout co e Q., (A^)^ SM.<O' €n

est une désintégration ( ^ , ^-régulière de A^(co) pour la famille de tribus

(«y*)f£S(»)- s i a l o r s ? e s t u n temps d'arrêt ;> S(œ) (i.e. T(œ') ^ S(co) pour

tout co'eQ), il résulte du théorème (7,2) que A*(ö>) est désintégrée sur &*

par G/ -> A ^ 0 . Si T est seulement un temps d'arrêt ^ S, posons

f = Sup(T, S(œ)), ou encore T(œ') = Ma.x(T(co')9S(co)). Alors f est un

nouveau temps d'arrêt ^ S(co); donc, pour coeQ., A^(û)) est désintégrée sur

&* par Û)' -> A^ 0 0 . Nous allons en déduire un résultat analogue pour T

au lieu de T.

On sait (théorème (2,19)) qu'il existe un borélien Q. c Q. portant A, tel

que, pour tout coeQ., S (qui appartient à la tribu ^s) soit A^(o>)-presque

partout égal à la constante S(œ). Comme alors T ^ S, T est A£(û>)-presque

partout ^ S(œ); donc ? = T A^(a>)-presque partout, si coeQ.. Donc les deux

fonctions œ' -+ AJÎ"0 et co' -> A ^ 0 sont A^(û>)-presque partout égales, si

co eQ,. En outre la deuxième est dans la tribu &~T et la première est une dés-

intégration de Xl(<o) sur ^ r ? . Enfin T ^ f donc ^ T ^ ^ . Nous avons donc

exactement toutes les conditions d'application de la proposition (3,6), per-

mettant d'affirmer que co1 -• ffî1 est une désintégration de A£(û>) sur <^"r,

pour coeQ..

Remarque. Q. depend de S, mais non de T. Dans ce qui suit au con-

traire, nous avons un Q. qui dépend de T, mais non de S, et S n'a même

pas besoin d'être un temps d'arrêt.
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Proposition (7,7). Soient CO(*,Û>)
 une désintégration régulière pour

(^*)teR> (4TV.ID) un système de limites à gauche, et T un temps d'arrêt.

Pour X-presque tout co, pour tout s ^ T(œ), Test X^-presque partout égal à

T(œ)9 et, pour tout s < T(co), T est ^-presque partout > s.

Pour X-presque tout co, pour tout s>T(co), T est Xs~-presque partout

égal à T{co), et, pour tout s ^ T(co), T est Xs~-presque partout ^ s .

Démonstration. Appelons ƒ la fonction caractéristique de l'ensemble

{(t,co); t < T(co)} dans R x Q . Puisque T est un temps d'arrêt, pour tout

t, f:œ *-» ƒ (t, co) appartient à &* ; pour tout co ,ƒ«,:* <-• ƒ (t, co) est décroissante

et continue à droite. Donc ƒ est une surmartingale régulière (à valeurs réelles

;> 0) pour (^)reK- Donc, d'après la proposition (5,14), pour 2-presque

tout co, pour tout s, pour A^-presque tout co', la trajectoire fm. coïncide avec

fm pour t ^ s. Si s ^ T(co), la trajectoire f^ a son unique saut au point

t = T(co), donc aussi ƒ„,,, donc T(co') = T(œ). Si s < T(co), la trajectoire

fm est constante égale à 1, donc aussi fm., donc T(co') > s. On fait de même

pour A^", mais en prenant les trajectoires pour t < s seulement.

Théorème (7,8). Soit (A^)(r,œ) une désintégration (Jf9^-régulière de X

pour ÇF'^teR' toutes les 3~x sont supposées X-fortes. Soit T un tems d'arrêt,

tel que X soit a-finie sur F1'. Il existe un borélien Q. portant X, ayant la

propriété suivante: pour coeQ9, pour tout s ^ T(co), X^ est désintégrée sur

J-T par co' -* XTJ°'\

Corollaire (évident). Dans les mêmes conditions, si S est une f onc-

tion sur Q à valeurs dans R,S S T, alors, pour tout coeQ., X^((o) est dés-

intégrée sur 3~T par co' -» X^m§).

Démonstration. Utilisons le théorème (6,6): [il existe un ensemble Q.

portant X tel que, pour tout coeÇl., et tout seR, Xs
m admette (A )̂(r,«>') pour

désintégration (JIP,^-régulière sur (^"0^s- On peut supposer aussi que

pour COEQ., S ^ T(co), o n a T ^ s A^-presque partout (lemme précédent).

Soit coeCl., s ^ T(co). Posons f = Sup(T,s). Alors f est un temps d'arrêt

de la famille (^)f^sî donc, d'après le théorème (7,2), AJ est désintégrée sur

FT par cor -> A^(û)). Mais A^-presque sûrement, T^s, donc T = T, donc
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co' -, A*\(a>0 est A*-presque partout égale à co' -• Xjp* ; cette dernière fonc-
tion appartient à TT\ et T g f donc F*'a $'T\ nous sommes donc exacte-
ment dans les conditions d'application de la proposition (3,6), qui nous dit
que AJ, est désintégrée sur ^T par co' -> X%°'\ cqfd.

Remarque. Soient S, T, deux temps d'arrêt, S S T, X a-finie sur
Appelons Q(S,T) l'ensemble des co pour lesquels A*(û>) est désintégrée sur
^T par co' -> A**"'*. Nous avons donc vu que, pour S fixé, H Q(S,T)

T

porte A, et que, pour Tfixé, p) Q(S, T) porte A. Il serait encore plus agréable
s

que p | Q(S9 T) porte A; mais ce serait sans doute trop beau.

* * *

§8. Contre-exemples divers

Contre-exemple (8,0). Tribus non-dénombrablement engendrées
ou séparantes.

Rappelons qu'une tribu A dénombrablement engsndrée est A-Q-dénombrab-
lement séparante. La tribu boréliennî d'un espace souslinien est dénombrab-
lement engendrée et séparante.

(8,0.1). Soit Q un compact métrisable, ayant la puissance du continu et
soit 0 sa tribu borélienne. Si A est une mesure # 0 diffuse sur Q, êx n'est
pas A-dénombrablement engendrée (par contre elle est évidemment dénombra-
blement séparante). Sien effet il en était ainsi, comme tout ensemble A-mesu-
rable est, à un ensemble A-négligeable près, borélien, il existerait un borélien
Çï cz Ci, portant A, tel que toutes les parties A-mesurables de Q' soient borélien-
nes; or, si N est une partie A-négligeable de Q' ayant la puissance du continu,
toutes les parties de N sont A-mesurables puisque A-négligeables, donc la
puissance de l'ensemble des parties A-mesurables de Q' est strictement su-
périeure à celle du continu, alors que la puissance de l'ensemble des parties
boréliennes de Q, donc de Q', est celle du continu. La tribu 0 des parties uni-
versellement mesurables n'est pas non plus A-dénombrablement engendrée.
En effet, avec les mêmes notations toutes les parties universellement mesu-
rables de Q' devraient être boréliennes. Or il est connu qu'il n'en es pas
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ainsi (par exemple Q', espace lusinien ayant la puissance du continu, contient

une partie souslinienne non borélienne, donc universellement mesurable et

non borélienne).

Contre-exemple (8,1)* Une intégrale de mesures de Radon n'est

pas nécessairement de Radon

Ceci a été signalé à (1,7). Nous allons donner un exemple d'un espace

topologique Q, de tribu borélienne 0 , et d'une intégrale X = I Xxd[i[x) de

x
mesures de Radon Xx sur (Q, 0), qui est une mesure abstraite sur (Q, &), non

de Radon.

Un contre-exemple évident est le suivant: si X est une mesure abstraite,

par exemple de masse 1, sur (Q,0), qui n'est pas de Radon, elle peut quand

même s'écrire comme intégrale I (5(ai) dX(co), où 5(û>), masse + 1 au point

co9 est de Radon. Ici (X ,#) = (Q,0), fi = X. On peut donner un exemple

ou même fi est de Radon, de masse 1. Soit en effet une intégrale v = j vJcd/x(x),

x
et soit Q- une partie de Q, portant toutes les v*, mais ne portant pas v. En

tout cas, Q# est de v-mesure extérieure 1, et son complémentaire de v-mesure

intérieure nulle, et ils ne sont pas v-mesurables. Considérons la mesure induite

A = vQ.. par v sur Q#, définie comme toujours pas va.(#) = v*(B) pour B

borélien dans Q*; si B' est un borélien de Q tel queîB'nQ* = Bf on a

vn.(B) = v(2T). Posons de même Xx = (vx)a.. Alors x H> XX est /i-mesurable,

car x i-> XJB) = x •-• v^(B'), qui est /i-mesurable. Ensuite Xx(B)dji(x)

x

j v,(B')d|i(x) = v(£') = X(B), donc X = j Xxdfi(x); les Xx sont de Radon

x x

sur Q -, puisque Q# porte vx donc est vr-mesurable, \i est de Radon sur X, X

n'est pas de Radon sur Q', sans quoi v, image de X par Tinjection Q* -• Q,

serait portée par Q* ; ce qui donne le contre-exemple cherché. Un tel exemple

de Q, Q#, v,, v, s'obtiendra aisément comme suit. On sait qu'il existe une
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partie Q* non Lebesgue-mesurable de Q = [0, l ] 2 , dont toute section,
fi* n ({x} x [0,1]), soit le complémentaire d'un point dans {x} x [0,1].
On prendra v = dx®dy9 vx = <5(JC)® dy pour x e [ 0 , l ] , et \i = dx sur

[0,1]. Onsaitquedx®dy = j (ô(x)® dy)dx. Pour xe [0 , l ] , V, = <5(JC)® dy

[0,1]

est bien portée par Q* et même par ({x} x [0,1]) n Q% qui est le complé-
mentaire d'un point dans {x} x [0,1], et cependant v n'est pas portée par Î2*
supposé non (dx ® dy)-mesurable. Ceci donne en même temps un contre-
exemple à une réciproque possible du lemme (1,3): QO,* est v^-négligeable
pour tout x, sans être v-négligeable, et aussi v^-mesurable pour tout x sans
être v-mesurable.

Contre-exemple (8,2). Cas de non-unicité de la désintégration
d'une mesure

(8.2.1) Soit X = [0,1], et X\à somme de deux ensembles X+
9 X~9identi-

ques à X. On a donc des bijections xi->x+,x«-»x"~,deX dans X + et X " respecti-
vement. Soit p la "projection" x± H> X de J^sur X. On peut mettre sur 1 la
relation d'ordre totale où, pour x < y, on a x~ < x+ < y . On le munira alors
de la topologie des intervalles, où un système fondamental de voisinages de x+

(resp. x~) est formé des intervalles [x+,}>-[, .y > x (resp.]y+
9x~~}9y <x).

Notons que p est continue de JT sur X, mais que X R > X + , X H > X - sont dis-
continues de X dans Jf. La topologie de 2 est séparée, séparable (l'ensemble
des r+, ou l'ensemble des r~, r rationnel, sont denses), compacte (si $ est
un ultrafiltre, sa projection p($) = °U est un ultrafiltre sur X, qui converge
vers un point a, et il est aisé de voir que ^converge vers a+ ou vers a") .
Chaque point a un système fondamental dénombrable de voisinages. On
vérifie aussi que X est de Lindelof. Soit en effet (G^)ieI une famille d'ouverts
de X9 de réunion 0. On voit aussitôt que 0 est réunion d'une suite d'inter-
valles disjoints (contenant ou non leurs extrémités); et chaque 0t a la même
propriété. Il suffit donc de montrer que tout intervalle de R9 recouvert par
une famille d'ouverts, est recouvert par une sous-famille dénombrable. Comme
par ailleurs un intervalle est réunion d'intervalles fermés, il suffit finalement
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de montrer que, si [Û + , fc~] est recouvert par la famille des 0i9 il est recouvert
par une sous-famille dénombrable. Soit c la borne supérieure des points x de
[a,b] tels que [a+ ,x~[ soit recouvert par une sous-famille dénombrable de
(&dieil a l ° r s la+>c~li e s t auss* recouvert par une sous-famille dénombrable;
et l'on a nécessairement c = b, sans quoi il existe un 8 > 0 tel que [c+,(c + s)~]
soit recouvert par un seul des Ui9 ce qui serait en contradiction avec la pro-
priété de c; donc X est bien de Lindelof. X est d'ailleurs un bon exemple
d'un Lindelof dont le carré I x l n'est pas de Lindelof; en effet, la famille
des rectangles ouverts [0~,x~] x [0~,(l~x)~] a une réunion qui contient
la "deuxième diagonale" A", ensemble des (x~,(l-x)-) , et, si on supprime
de la famille l'ouvert [0~,a"] x [0~ , ( l - a ) " ] , la réunion ne contient plus
le point (a",(l - a )~ ) , de sorte qu'il n'existe pas de sous-famille stricte ayant
la même réunion.

(8,2.2) Par ailleurs X n'est pas non plus métrisable. Sans quoi Xx X
le serait aussi, et, comme il est séparable, tous ses sous-espaces seraient aussi
séparables; or la diagonale précédente À~ a la puissance du continu et sa
topologie induite par Xx X est discrète (de même l'ensemble des (x+,x~),
x e X, est discret avec la puissance du continu). Donc X est un bon contre-
exemple pour toutes sortes de propriétés: compact séparable où tout point
a une base dénombrable de voisinages, ii n'est pas métrisable; il est de Lindelof
mais X x X ne l'est pas; X x X est un espace séparable dont un sous-espace
n'est pas séparable.

(8,2.2 bis) En outre, l'espace X" (ou X+) muni de la topologie induite
par X, est paracompact. En effet, soit (U^)ieJ un recouvrement ouvert de
X'; soit c la borne supérieure des x tels que [0~,x~] admette un recouvre-
ment plus fin localement fini; alors [0~,c~] aussi admet un recouvrement
plus fin localement fini, car c est limite d'une suite strictement croissante
(xn)n6N teUe Que chaque [0~,xB] admette un recouvrement plus fin locale-
ment fini, donc [0~, c~[ est réunion de la suite d'ouverts disjoints
[O~,xô], ]xö\xr]>"#>]X/r»*i!~+i]>"#> chacun d'eux admet un recouvrement
plus fin localement fini, donc aussi leur réunion, ]0~,c~[, et aussi [0~,c~].
Mais alors nécessairement c = 1, sans quoi il existerait £ > 0 tel que ]c~,
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(c + e)-] soit couvert par un seul des Ui9 donc [0-,(c + e)~] admettrait
aussi un recouvrement plus fin localement fini, ce qui serait contraire à la
propriété de c; donc Z " est bien paracompact. Mais X " x F ne l'est pas
et n'est même pas normal. En effet, l'ensemble A" des (x~,(l — x)~) est
discret pour la topologie induite, comme nous l'avons vu à (8,2.2); il n'est
pas fermé dans I x l (son adhérence contient aussi tout les points
(x + , ( l -x)" ) , et (x"~,(l-x)+)), mais il est fermé dans X' x X~. Appelons
j la bijection x «-• (x- , ( l -x) - ) de X sur A". Soient A, B, l'ensemble des
rationnels et l'ensemble des irratiouds dans X, et considérons les ensembles
fermés j(A)y j(B) de X~ x X"; ils sont disjoints; montrons qu'ils n'ont pas
de voisinages disjoints. Soient **/, J>, des voisinages de j(A)J(B)y dansX" x X".
Pour tout x9 il existeun rectangle de la forme Vx = [(*-£*)-,*"] x
[(1 - x - ex)~9 (1 - x)-] , ex > 0, qui est contenu dans si ou & selon que x
est dans A on B (exception pour x = 0). Pour un x e A et un y eB, F* et Vy

sont disjoints si et seulement si ex ou sy est < | x - y\. Rangeons les rationnels
7* 0 en une suite (rn)neN. La réunion d'intervalles (J [rn - srjn, rn + ejn]

contient un ouvert dense dans ]0,1] ; l'intersection p | de tous ces ensembles,
m

quand m varie, est le complémentaire d'un ensemble maigre dans ]0,1] ,
et elle a donc la puissance du continu (Baire). Elle contient donc au moins
un irrationnel, yQeB. Il existe donc une infinité d'intervalles [rn — zrjn
rn + erJri] dont y0 est élément; pour chacun des rationnels rn correspondants,
ern ^ arjn ^ | rn - y01, et comme zrjn tend vers 0, on doit, si l'on veut
que VTn n Vyo = 0, avoir eyo < | rn - y01, dons syo = 0, ce qui est impossible.
Donc srf et M ne peuvent être disjoints, ce qui prouve bien que X~ x X~
n'est pas normal. La fonction caractéristique de j(A) sur A~ est continue,
mais n'admet pas de prolongement en une fonction continue sur X* x X".

(8,2.3) II existe une correspondance bijective entre l'espace C0{X) des
fonctions continues sur ^ , nulles au point 0 ", et l'espace des forxtions réglées
et continues à droite sur X ; si ƒ est réglée et continue à droite sur X, il lui
correspond la fonction ƒ continue sur X définie par f(x+) = ƒ(*),ƒ(x~)
= lim /(x')(avec/(0") = 0), et on retrouve ƒ à partir de ƒ par ƒ (x) = / (x + ) .

x'<x,x'~+x
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La topologie de la convergence uniforme est compatible avec cette corres-
pondance. L'espace C(%) des fonctions continues sur Jt est un Banach non
séparable; car s'il était séparable, % serait compact polonais donc métrisable,
et on a vu qu'il ne l'était pas. On le voit aussi directement: car il est métrique
et alors tous ses sous-espaces le seraient aussi, or le sous-espace des fonctions
caractéristiques des intervalles [0~,a~] est discret, pour la convergence uni-
forme, et a la puissance du continu. C'est d'ailleurs de la même manière qu'on
montre que l'espace des fonctions réglées et continues à droite sur X n'est pas
séparable, en considérant les fonctions caractéristiques des intervalles [0, a [
sur X. Et cela montre alors de nouveau que % n'est pas métrisable. Cependant
le dual C'{X), espace des mesures de Radon, est séparable pour la topologie
•-faible, car les combinaisons linéaires finies de mesures de Dirac <?(r+), r
rationnel, y sont denses et cela donne donc un exemple d'un Banach non
séparable E tel que a(E\E) soit séparable.

On sait en outre que l'espace des fonctions réglées et continues à droite
sur X, pour la topologie de la convergence simple sur un ensemble dense
de X, est lusinien; donc l'espace C(Jt) des fonctions continues sir Jf, muni
de la topologie de la convergence simple sur un ensemble dense de %, est
lusinien.

(8.2.4) L'espace % est fortement radonien: toute mesure m ^ 0 sur la
tribu borélienne de )?, localement finie, est de Radon, et tempérée. Comme
X est de Lindelof, il suffit de le voir pour une mesure ^ 0 finie. Or celle-ci,
par l'intégrale, définit une forme linéaire continue sur C()t)9 donc une mesure
de Radon ^ 0, qui à son tour, par prolongement de Lebesgue, définit une
mesure abstraite m', de Radon, c'est-à-dire intérieurement régulière, sur la
tribu borélienne. Mais les mesures m et m' ont même intégrale sur toute
fonction continue ^ 0; et les fonctions continues ^ 0 engendrent la tribu
des fonctions boréliennes bornées ^ 0 (% étant de Lindelof, toute fonction
semi-continue inférieurement ^ 0 est limite croissante d'une suite de fonctions
continues ^ 0), donc ces deux mesures coïncident par le lemme C.

(8.2.5) Appelons a l'opérations "symétrie", x+ H>X~ , x~ f+x+ de %
sur lui-même. Soit $ un ouvert de %; comme nous l'avons vu, il est réunion
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dénombrable d'intervalles disjoints, contenant ou ne contenant pas leurs
extrémités. Donc, à un ensemble dénombrable près, il est symétrique, c'est-
à-dire stable par <r, et image réciproqiue p^x{JJ) d'un ouvert U = p{$£) de
X. Alors l'ensemble des parties de X qui sont, à un ensemble dénombrable
près, image réciproque par p d'un borélien de X, est stable par réunions et
intersections dénombrables, et par complémentation, et il contient tous les
ouverts de X, donc toute la tribu borélienne: les boréliens de X sont donc
exactement les ensembles de la forme p~ *(£) > # borélien de X, à des ensembles
dénombrables près. Comme on le voit, la tribu borélienne 2£ de X est assez
pauvre; X+ et X~ ne sont pas boréliens. Puisque X x Xn'est pas de Lindelof,
la tribu borélienne de ce produit n'est pas forcément le produit des tribus
boréliennes; et en effet elle ne l'est pas. Puisque X est le Lindelof, la tribu
borélienne de X est engendrée par les fonctions continues, autrement dit
coïncide avec la tribu de Baire; le produit des tribus de Baire est toujours la
tribu de Baire du produit, donc on peut dire aussi: la tribu de Borel de X x X
n'est pas sa tribu de Baire. La démonstration est simple. Un produit d'inter-
valles de X découpe sur la diagonale A" de (8,2.1) un intervalle, c'est-à-dire
l'image d'un intervalle de X par la bijection j : x *-+ (x~,(l - x)~) de X
sur A" . Donc un ensemble de la tribu engendrée par ces produits d'intervalles,
c'est-à-dire de la tribu produit des tribus boréliennes sur Xx X, découpe
sur A" un ensemble, correspondant par j à un borélien de X. Or A"" est
discrète dans X x X, donc localement compacte donc borélienne (intersection
d'un ouvert et d'un fermé); alors toute partie de A~, correspondant par y
à une partie arbitraire de X, est dans la tribu borélienne de X x X. Donc la
tribu borélienne est bien strictement plus grande que le produit des tribus
boréliennes.

(8,2.6) Si X est une mesure de Radon sur X, elle définit une mesure de
Radon X sur X9 en posant X(f) = X(f), pour ƒ réglée et continue à droite sur
X, et en convenant que X ne possède pas de masse au point 0"" . Par ailleurs,
si /?[1] est une mesure de Radon sur X. Son image p(jï) =fi est une mesure
de Radon sur X, définie par /*(ƒ) = /?(ƒ") pour ƒ continue sur X9 ou ƒ•

[1] Nous réservons la notation p. à la mesure associée comme ci-dessus à une mesure
/* sur X. C'est pourquoi nous notons fï une mesure arbitraire sur X.
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est la fonction continue sur X définie par/ -(x+) =/*(*") = f(x) (c'est/,
sauf au point 0:/*(0-) = ƒ(()), /(0~) = 0). On n'a pas nécessairement p = pr;
mais, si X est de Radon sur X9p(X) = X. Mais de toute façon on peut voir
que toute mesure de Radon diffuse p* sur X est la mesure p associée à la
mesure \i = p(p') sur X, et qu'alors pm = p = (p(£ï))~.

En effet, remarquons d'abord que, si p* est diffuse, \i = p(/ï#) l'est aussi,
car fi({x}) = /ï*({x+,x"}) = 0, et que, si \x est diffuse, p l'est aussi, car,
pour tout x9 pm({x+}) est la limite pour e tendant vers 0 de p([x+,(x + e)"])
= fi([x,x + e[), donc c'est 0, et de même p([x~}) = 0.

Ensuite on sait que /?(/) = £(/) (=fi(f)) si ƒ est une fonction continue
sur X. Si ƒ est une fonction caractéristique d'intervalle continue sur ^?, nulle
en 0~, elle provient de ƒ, fonction caractéristique d'intervalle sur X; ƒ est
limite simple d'une suite bornée de fonctions continues et / e s t limite de la
suite des/n sauf au plus en 2 points, et, comme /? est diffuse ainsi que \i = p(p,m)
et fi, on a encore /!*(/) = /2(/). Ceci reste alors vrai pour toute combinaison
linéaire finie de telles fonctions, c'est-à-dire pour toute/, où ƒ est une fonction
en escalier continue à droite; si maintenant ƒ est réglée, continue à droite,
elle est limite uniforme d'une suite de fonctions ƒ„ en escalier continues à
droite, e t /es t la limite uniforme des/ , , donc on a encore /?(/) = #(/); et
fi* = p, comme nous l'avions dit.

On a donc défini, par p' t-> p(p') = \i, et / ^ H p une correspondance bi-
jective entre les mesures de Radon diffuses sur X et sur X. Si pm est quelconque,
p* et p ont toujours même partie diffuse.

On peut le voir d'une autre manière. Puisque tout borélien de X est symét-
rique à un ensemble dénombrable près, on peut considérer les mesures dif-
fuses sur la tribu borélienne comme des mesures diffuses sur la tribu borélienne
symétrique; et nous avons vu que les mesures de Radon sur ^sont exacte-
ment les mesures sur la tribu borélienne. Or il existe une correspondance
bijective entre les boréliens de X et les boréliens symétriques de % par
S t+B = p(B), £f+ B = p'1(B), donc aussi une correspondance bijective
entre mesures ^ 0 diffuses sur X et sur X\ et cette correspondance est la
même que ci-dessus, puisque, de X h X, elle est définie par pt+ \i = p(p).
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(8,2.7) Etudions les parties X-mesurables de <?, pour une mesure X diffuse

sur X. Une partie est négligeable si et seulement si elle est contenue dans

un borélien négligeable; comme les parties dénombrables sont ici négligeables,

une partie de % est 2-négligeable, si et seulement si sa symétrisée est 2-neglige-

able, si et seulement si sa projection par p sur X est A-négligeable. Donc une

partie l # c X [1] est I-mesurable si et seulement si, à un ensemble près de

projection A-négligeable sur X, elle est symétrique, Â% =Â = p~1{A)i A

A-mesurable. En particulier, X+ et X" ne sont /^-mesurables que pour fi*

atomique; car ils le sont si et seulement s'ils le sont par rapport à la partie

diffuse p.' de pf, et alors X+ ne peut être /ï'-mesurable que s'il diffère de son

symétrisé Jppar un ensemble /('-négligeable, or X" ne peut être /ï'-négligeable

que si p(X~) = X est p'-négligeable, ou \i' = 0. Cela veut aussi dire que

l'application x ++ x + (ou x t-> x~) n'est A-mesurable-Lusin que pour A ato-

mique; en effet, si elle est mesurable, l'image A+ de A par x -* x + doit être

une mesure de Radon sur Jf, portée par X+, donc pour laquelle X+ est

mesurable, donc elle est atomique et par suite X aussi. Les espaces X+
9 X~ ,

ne sont pas radoniens, puisqu'ils sont sous-espaces de J? radonien et ne sont

pas universellement mesurables. Ils sont même "anti-radoniens" par excel-

lence: une mesure de Borel sur X+ n'est de Radon que si elle est atomique.

En effet, son image par l'injection X+ f+ ^doit être de Radon sur Jpet portée

par X+, donc atomique. Mais x *-» x + établit une correspondance bijective

entre parties boréliennes de X et de X + , autrement dit X a les mêmes

parties boréliennes pour sa topologie usuelle ou la topologie définie à partir

de X + par x^x+; en effet, X+ est plus fin que X, mais tout ouvert

de X+, réunion dénombrable d'intervalles disjoints, ouverts ou contenant

leur origine (extrémité gauche), est borélien dans X9 donc tout borélien de

X+ est aussi borélien de X. Donc l'application x - » x + , mesurable-Borel,

n'est pas mesurable-Lusin pour une mesure X ^ 0 non atomique; et X H X +

établit une correspondance bijective entre les mesures de Radon (ou de Borel)

sur X et les mesures de Borel sur X+. Si X est une mesure de Radon diffuse

sur X, son image X+ dans X+ est une mesure de Borel, et son image X dans jf,

[1] Nous réservons la notation Â a une partie symétrique p"1(A), A cz A', et notons
Â* une partie quelconque de )t.
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image de A+ par l'injection identique de X+ dans J?, n'est pas portée par X+

(catastrophe de la mesure image), puisque X+ n'est pas 2-mesurable.

On ne sait pas si le produit de deux espaces radoniens est radonien; il
serait intéressant de savoir si 2 x X qui n'est de Lindelof alors que Jt l'est,
ne serait pas un exemple d'un produit non radonien d'espaces radoniens.

(8,2.8) Enfin l'espace Q = J? va nous donner des exemples de non-unicité
de la désintégration. La tribu borélienne de J? n'est pas I-dénombrablement
engendrée, si A est ^ 0 et diffuse. En effet, sans cela il existerait 2' cz j?9

borélien et portant A, tel que la tribu borélienne de %' soit dénombrablement
engendrée; on peut supposer J?' symétrique. Soit (S*)neN une suite génératrice;
chacun des B* peut s'écrire comme réunion d'un borélien symétrique Bn et
d'une partie dénombrable $*; alors la tribu engendrée est entièrement formée
de parties symétriques, à des ensembles dénombrables près, conteuus dans
$• = ^J ff*m Alors toute partie dénombrable de J?' devrait être contenue

dans #*, alors que %' a la puissance du continu, ce qui est absurde.
La même conclusion est valable pour des mesures non atomiques, car une
tribu jH-dénombrablement engendrée l'est aussi par rapport à la partie dif-
fuse p! de #*. (Par contre évidemment la tribu borélienne de X+ est dénom-
brablement engendrée, puisqu'elle est isomorphe à celle de X). De la même
manière, la tribu borélienne de )t n'est pas A-dénombrablement séparante.
Alors, en prenant (7,^) =*(%,&), ou (Q,0) = (%,%), nous aurons d'ex-
cellents exemples où les conditions des théorèmes (2,7) ou (2,16) ne sont
pas réalisées, et où il y aura plusieurs espé rances conditionnelles de fonctions
à valeurs mesures, ou plusieurs désintégrations d'une mesure. Bornons-nous
au cas de la désintégration, un contre-exemple à (2,16) donnant un contre-
exemple à (2,7). Nous prenons donc Q = -?, et prenons justement l'applica-
tion p de X dans X déjà considérée, et une mesure X diffuse sur %9 (pX) = A
diffuse. Montrons qu'elle a pour désintégration relativement à p9 2£ (tribu
borélienne de X), la fonction x t-* Xm

x = a(x)5(JC+) + jî(x)5(x-), où a et /? sont
des fonctions ^ 0 arbitraires de somme 1. Soit B* borélien de Q = %9 Sm

= p~1(B) = S symétrique, à une partie dénombrable près. Alors <5(jc+)(j?
#)

= 8(x-)(B') sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de x, et
x +-• X*X(B') est la fonction caractéristique de B à un ensemble dénombrable
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près, donc elle est borélienne, et x f-> Xx appartient à $*. Ensuite j XxdX(x) = X9

x

puisque a + p = 1 (pour tout B, f Xx(B*)dX(x) = f ô(x)(B)dX(x) = A(B)

= X(B')) et Ax est portée par p"1^*}) pour tout x, donc c'est bien une dés-
intégration d'après le théorème (2,20). Deux de ces désintégrations ne sont
A-presque sûrement égales, que si les a correspondantes sont A-presque partout
égales; il y a donc, avec le choix de a, une infinité de désintégrations essentielle-
ment distinctes, ayant une puissance strictement supérieure à celle du continu.

On peut d'ailleurs aussi considérer les désintégrations de X par rapport
à l'application identique et à la tribu borélienne (9 = & elle-même. Il y a
encore la même infinité de désintégrations essentiellement distinctes. Toute
fonction co-^Xl,: x+ *-»oc+(x)5(x+) + P+(x)5(x-)9 x~ f->a~(x)5(JC+) + ^~(x)5^x^)

où a+, j5+, a", j8", sont des fonctions ^ 0 sur X, a+ -h j8+ = 1,a- -f p~ = 1 ,
est une désintégration. Si en effet B* est borélienne dans 1, elle est symétrique
= p~î(B) à une partie dénombrable près, donc œ t+Xj^B*) est la fonction
caractéristique de S* à une partie dénombrable près, donc borélienne. Ensuite

j X^dX(co) = X. En effet, comme ci-dessus, | X'œ(B*)dX(œ) = j Z5.(œ)dl(û))

= X(B'). Enfin, si Â* est borélienne, donc symétrique à une partie dénom-
brable près, pour 1-presque tout œeÂ*9 X^ est portée par Â*, donc c'est
ure désintégration par la proposition (2,18). Remarquons que Xœ n'est pas
portée par l'atome de œ, qui est {œ} lui-même, dés que /?+ et a™ sont partout
# 0; c'est donc un contre-exemple au théorème (2,20), possible parce que
la tribu borélienne de J? n'est pas I-dénombrablement séparante.

(8,2.9) Comme X ne vérifie pas non plus les conditions de l'espace y
des théorèmes (2,8) et (2,17), on peut se demander s'il existe toujours des
espérances conditionnelles de fonctions à valeurs mesures ou des désintégra-
tions de mesures. Pour éviter des confusions de notation (il y a un espace X
dans tout ce No (8,2), et un autre espace X dans les théorèmes (2,8) et (2,17))
nous mettrons des ' à toutes les lettres du théorème (2,8): Q', A', v ,̂, v'*\
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p', X\ X\ il'9 Y', W. Reprenons alors la démonstration de (2,8), avec
(Y',®') = l'espace (%,X) du présent paragraphe.

On y utilise deux fois le fait que Y' est compact métrisable. Une première
fois pour dire que £ est, d'après le lemme C, l'ensemble de toutes les fonctions
boréliennes ^ 0 bornées. Mais ceci ne dépend pas du fait qur Y' est métrisable,
mais du fait que C+(Y') engendre toute la tribu des fonctions boréliennes
^ 0 bornées. Or ceci est toujours vrai simplement si Y' est compact de Linde-
lof, ce qui est le cas ici (voir (8,2.4)). On l'utilise une deuxième fois, pour
passer d'une désintégration relative à la tribu complétée X'u à une désinté-
gration relative à X' elle-mBms; or cela suppose que 9' soit v'-dénombrable-
ment engendrée, ce qui ne se produira ici que si v' est atomique, c'est-à-dire
pratiquement jamais. Donc le théorème (2,8) (resp. (2,18)) subsiste avec
Vhypothèse que v' (resp. X') soit portée par une réunion dénombrable de
compacts de Lindelof de v'-mesures (resp. X'-mesures) finies, à condition
que la tribu X' soit pi''-complète. Nous n'aurons donc pas ici de contre-exemple
à l'existence d'espérances conditionnelles à valeurs mesures ou de désinté-
grations, si la tribu X' est / '̂-complète. Si elle ne l'est pas, il se peut très bien
que % donne des contre-exemples, mais je n'en ai pas trouvé. [1]

Contre-exemple (8,3). Cas de non-existence de la désintégration

(8,3.1) II est très facile de donner des contre-exemples du théorème (2,17),
et par la même au théorème (2,8) dont il se déduit, si 0 n'est pas la tribu
borélienne d'un espace topologique. Soit Q un compact métrisable ayant la
puissance du continu. Soit X une probabilité de Radon diffuse sur Q. Soit
&° la tribu borélienne, ^ la tribu A-mesurable. Alors X définit aussi une me-
sure sur la tribu &~x. Cette mesure admet-elle une désintégration par rapport
à la sous-tribu tn Soit co *+!„ une telle désintégration. Comme y est dé-
nombrablement séparante, le théorème (2,20) dit qu'il existe un ensemble
Q ' c f i , borélien, portant X, tel que, pour coeÇl', on ait %„ = <5(Q)). Soit
alors 5 e / A ; la fonction œ H» X^B) coïncide, sur Q', avec la fonction carac-
téristique de B; et elle doit appartenir à 9~. Autrement dit, on aura

[1] Sunyach a montré (résultat non publié) qu'une probabilité de Radon a toujours une
désintégration par rapport à une sous-tribu complète de la tribu mesurable.
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« f A n ö ' = J n f l ' , toutes les parties A-mssurables de fi' devront être bo-
réliennes. Or l'ensemble des parties boréliennes de Q' a au plus la puissance
du continu; et, comme il existe une partie A-négligeable N' de fi' ayant la
puissance du continu, l'ensemble des parties de N'9 A-négligeables donc
A-mesurables, a une puissance strictement supérieure à celle du continu.
Nous arrivons donc à une contradiction, donc X, mesure sur ^"A, n'est pas
désintégrable relativement à la sous-tribu & de ^x. Même résultat avec 3~
au lieu de ^ A , pour la même raison (voir (8,0)).

(8.3.2) II est donc intéressant d'avoir des contre-exemples où 0 est la tribu
borélienne d'un espace topologique fi, A une mesure de Borel sur fi, c'est-à-
dire une mesure sur (fi,0).

Soit X un compact métrisable, \i une probabilité de Radon sur X,Q une
partie de X, non ^-mesurable, de //-mesure extérieure 1. On sait que /i définit
une mesure induite A sur Q, définie par X(B) = fi*(B) = //(£'), pour B borélien
de Q, B' borélien de X tel que B' n fi = B. Si 0 est la tribu borélienne de fi,
A est une mesure sur (fi,0), et, si p est l'injection canonique de fi dans X,
elle est continue donc (0, ̂ -mesurable de fi dans X, X tribu borélienne
de X. La mesure image p(X) est précisément ju; puisqu'elle n'est pas portée
par fi, A n'est pas de Radon. Alors A n'admet pas de désintggration relative-
ment à p, X. En effet, si (Xx)xeX est une telle désintégration, comme X est
dénombrablement séparante, le théorème (2,20) dit que, pour ^-presque tout x,
Xx est portée par p~1{x}. En particulier, pour ju-presque tout xeX\Çï$

Xx est nulle; or pour /j-presque tout x, elle doit avoir la masse 1. Ceci est
contradictoire avec le fait que X\Q n'est pas /z-négligeable. Donc A n'est
pas désintégrable pour p9 X.

Dans cet exemple, la non-surjectivité de p joue un rôle essentiel; le contre-
exemple suivant donne un cas où p est surjective.

(8.3.3) On sait qu'il existe une partie fi de [0,l]2 = X x y, qui coupe
chaque verticale {x} x Yen un point exactement, et qui cependant n'est pas
(dx ® dy)-mesurable. Soit (S la tribu borélienne de fi. Soit A la mesure induite
par dx®dy sur fi, X(B) = (dx®dy)* (B) pour B borélien dans fi. Cette
mesure A sur fi est de Borel, non de Radon; sans quoi, par la régularité inté-
rieure, (dx ® dy)*(Cï) serait la borne supérieure des (dx <g> dy)(K)9 K compact
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dans fi, donc (dx ® dy)*(fi), et Q serait (dx® dy)-mesurable9 ce qui est
contraire à l'hypothèse. Soit p la première projection (x,y) R> JC, de fi sur X,
qui est continue surjective de fi sur X; & sera la tribu borélienne de X. Soit
\i la mesure image p(X). Supposons que A admette une désintégration X K I ,
par rapport à p9 % ou même ^ | l . Le théorème (2,20) dit encore que, pour
/i-presque tout x, Xx est portée par p~ *({*}) et de masse 1, donc égale à
ôiF(x))9oùf est l'application de X dans 7 dont le graphe est fi, et F(x) = (*,ƒ(*));
F est une application de X dans fi. Montrons que F (ou ƒ) n'est pas /z-mesu-
rable (Lusin ou Borel, c'est la même chose puisque fi est métrisable séparable).
Si en effet il en était ainsi, F(ji) serait égale à A, car, pour tout borélien B
de fi, on aurait (F(ji))(B) = fi(p(B)) = A(p-1(p(B)) = X(B). Alors A serait
nécessairement de Radon sur fi, et nous avons vu qu'elle ne l'était pas. Donc
il existe un borélien Bo de fi, tel que F~ l(B0) = p(B0) ne soit pas /z-mesurable.
Or la fonction caractéristique de p(B0) est x h» 5(F(JC))(B0), ju-presque partout
égale à x H XX(BO), qui devrait être /i-mssurable. Nous aboutissons donc à
une contradiction, et X n'est pas désintégrable pour p, ^ .

Remarquons que F et p sont des bijections réciproques entre fi et X, que
ju = p(A), mais que X n'est pas F(ju), puisque justement F n'est pas /j-mesu-
rable! Comme p est surjective, la proposition (3,5) montre que X n'est pas
non plus désintégrable par rapport aux sous-tribus p~x(%) et p'1^) de la
tribu A-mesurable de fi. Les éléments de«f = p-1^) sont les parties bo-
réliennes de fi dont la projection par p est borélienne sur X (l'ensemble borélien
Bo ci-dessus n'est pas dans ^). Comme X^ est la complétée de X par rapport
à n, c'est-à-dire engendrée par SC et les parties contenues dans des parties
/i-négligeables éléments de &, P"1^) est engendrée par F et les parties
contenues dans des parties A-négligeables de «̂ ", c'est donc la complétée
ê~k9- de F par rapport à Xr, restriction de A à ^ . J'ignore si A admet une
désintégration par rapport à la tribu plus grande ^"\jJTx de fi.

Nous avons donc un exemple d'une mesure de Borel A finie sur un espace
métrisable, n'ayant pas de désintégration par rapport à une sous-tribu,
borélienne ou A-complète, de la tribu A-mesurable. Naturellement, si A était
de Radon, justement le théorème (2,17) donnerait l'existence d'une désinté-
gration.
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(8,3.4) II serait important d'avoir aussi des exemples de probabilités de
Radon sur un compact Q (non métrisable), n'ayant pas de désintégration par
rapport à une sous-tribu, non complète [1] de la tribu A-mesurable. En par-
ticulier: si la tribu borélienne de X x Y est strictement plus grande que le
produit des tribus boréliennes de X et de Y, existe-t-il une probabilité de
Radon A sur X x 7, n'ayant pas de désintégration par rapport au produit
des tribus boréliennes?

Contre-exemple (8,4) pour le théorème (2,20)

Plaçons-nous dans les conditions de ce théorème, mais en supposant que X
n'est pas /x-g-dénombrablement séparante; alors il peut arriver que, pour
tout x, Xx ne soit pas portée par P'1^}). On pourra se borner au cas où p
est l'identité, X = Q, et où X = F est une sous-tribu, non A-dénombrable-
ment séparante, de la tribu A-mesurable de Q, et on donnera des exemples
où, pour aucune valeur de co, Aw n'est portée par l'atome de co dans 3"'.

(8,4.1) Un premier exemple est donné par Q = X de (8,2), et où 3~ est
la tribu borélienne elle-même #*. On a vu, à (8,2.7), que co *-x5(ffû)), où a
est la symétrie, est une désintégration de 1 (diffuse), par rapport à &; <5(<TÛ))

n'est jamais portée par co.

L'intérêt de cet exemple est que y est la tribu borélienne elle-même, dont
les atomes sont les points. Mais il a un défaut: il n'y a pas unicité de la dés-
intégration, et (OH <5(co) est aussi une désintégration pour laquelle <5(û)) est
toujours portée par co.

Voici une variante. L'application x -> x+ de X dans % est borélienne
(voir (8,2.6)); donc, comme X est compact métrisable, toute probabilité de
Radon A ̂  0 diffuse sur X admet une désintégration relativement à jp, X 9

et une seule à un ensemble ^-négligeable près (X est l'image de A). Or c'est
évidemment x+ ^ ô(x), x~ »-> S(x). Elle n'est cependant pas, pour A-presque
tout élément de X, portée par son image réciproque, puisque, pour tout x~,
son image réciproque est vide, et que X" n'est pas A-négligeable.

[1] Voir note [1] page 155.
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(8,4.2) Voici un cas beaucoup plus courant. Soit Q un compact métrisable,
de tribu borélienne 0, et soit & une sous-tribu de 0, dénombrablement
engendrée. Par exemple, Q est le tore T. dont on appellera s la symétrie
co H- —co9 et f sera la tribu des parties boréliennes symétriques. Ou bien ft
sera un produit X x Y de compacts métrisables et 3T sera la tribu image
réciproque, par la projection, de la (ibu borélienne de X, X et Y ayant
la puissance du continu. Soit alors A une probabilité de Radon diffuse sur Q,
ayant la propriété suivante: il n'existe pas de partie Q ' c Q , borélienne,
portant A, telle que «f n Q ' ait pour atomes des points. On formera im-
médiatement des exemples de telles mesures; sur le tore, on prendra la mesure
de Lebesgue (si Q' perte A, Q!' = Cï nsQ' la porte aussi; alors Q"n«^*
a des atomes qui ne sont jamais des points, mais des couples de deux points
symétriques, donc l'atome de tout point de Q!' dans Çl' n&~ est formé de
deux points); sur X x Y, on prendra A = n®v, fi ^ 0, v diffuse ^ 0; alors
Q' devrait contenir un point au plus sur chaque verticale {x} x Y, donc
serait (/i ® v)-négligeable s'il est (fi ® v)-mesurable, d'après Fubini (v est
diffuse), donc il ne saurait porter A. Considérons maintenant la sous-tribu
&" = F \JJVX de la tribu A-mesurable, engendrée par T et les parties A-né-
gligeables de Q. Elle n'est plus A-Q-dénombrablement séparante. En effet,
ses atomes sont maintenant les points. S'il existait une suite de parties Bmef9

séparant A-presque tout les points de D, on voit que chaque Bn est, à un en-
semble A-négligeable près Nn, dans &~\ un ensemble de la tribu engendrée
par les Bn appartient à ^", à un ensemble A-négligeable près, contenu dans
JV = \J Nn. Alors, pour A-presque tout co, {a>} différerait de œ, atome

n

de co dans ^", par un ensemble contenu dans N; si nous appelons S la
réunion de N et de l'ensemble A-négligeable des co n'ayant pas cette
propriété, on voit que, pour tout co$N9 œ serait {co}, à une partie près con-
tenue dans N; donc, si Q' = QN, &"OQ' aurait pour atomes des points,
ce qui est contraire à nos hypothèses. Donc &"' n'est pas A-dénombrablement
séparante. On doit donc s'attendre à ce que les conclusions du théorème
(2,20) soient en défaut. Supposons que l'on ait la conclusion de (2,20). Alors,
co H» <5(co) serait une désintégration de A par rapport à 3~'. Si alors Be@,
sa fonction caractéristique co *-+ ôM(B) appartiendrait à F\J JVX, donc
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x> contenant (9 et^TA, serait toute la tribu A-mesurable. Mais la tribu
A-mesurable, contenant (S, est dénombrablement séparante, et nous avons vu
que ST \]Nk ne l'était pas. Les conclusions de (2,20) sont donc bien en défaut.
Dans l'exemple du tore, une désintégration de A est donnée par co ̂  i(ôM+ô^),
qui n'est jamais portée par l'atome {co} de co dans 3T \JjVk. Dans le cas du
produit X x Y, et de A = /J ® v, une désintégration est donnée par
(x,y) H> <5(JC)(g) v, qui n'est jamais portée par l'atome {(x,j)} de (x9y) dans
fT\J^x> puisque v est diffuse non nulle.

On pourrait dire que, dans cet exemple, l'adjonction de JTX a joué un rôle
essentiel. Autrement dit qu'un tel contre-exemple sort obligatoirement des
sous-tribus de la tribu borélienne. Mais, si nous appelons S la tribu engendrée
par les parties dénombrables, nous pourrons considérer &"" = 2T\J @\ elle
est contenue dans 0. Elle n'est pas non plus dénombrablement séparante
(ses atomes sont encore des points), sans quoi 9~' le serait. Elle n'admet pas
non plus de désintégration A-presque partout égale à co -* <5(û>), sans quoi
A admettrait co f+ <5(û)) comme désintégration aussi pour 3~' ; donc les con-
clusions de (2,20) sont encore en défaut. Dans l'exemple du tore et du produit,
de toute façon, on a une désintégration co »-• A^ où jamais A^ n'est égale

(8,4.3) On peut donner un exemple très important dans la théorie des
processus de Markov. Soit Q l'espace des fonctions numériques sur R +

= [0, + oo[, réglées et continues à droite, muni de l'une des topologies
lusiniennes usuelles [*]. Un point co est donc une fonction réglée et continue
à droite sur R+ , nous appellerons X* la fonction définie par X\co) = co(t).
Introduisons les tribus définies après le corollaire (6,3): °ti* est la tribu du
passé, engendrée par les fonctions X'9 t ^ 5, et &~s = <%s+. Chaque tribu <%s

est dénombrablement engendrée; mais on peut montrer que &"s ne l'est plus,
ni Q-dénombrablement séparante. Cela ne me semble pas élémentaire, mais la
suite va le montrer. Soit A une probabilité de RaJon sur fi, définissant un
processus de Markov simple, par exemple le mouvement brownien avec
départ (à l'instant 0) à l'origine (A-presque sûrement, X° = 0). La propriété

[*] Voir Schwartz [1], page 138.
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de Markov dit que, si ƒ est une fonction sur Q, appartenant à la tribu de l'avenir
de l'instant s (c'est-à-dire engendrée par les X\ t ;> s), ses espérances con-
ditionnelles par rapport à la tribu de Xs sont aussi des espérances con-
ditionelles par rapport à 3TS. Donc, si nous choisissons une désintégration
arbitraire co *+ A£ de A par rapport à 3~\ co r+ X*JJ) est A-presque partout
égale à une fonction de la tribu de T , a fortiori dans %\ Mais alors ceci
est aussi vrai pour ƒ dans la tribu °US elle-même. Donc finalement pour toute
fonction ƒ de la tribu 0 des trajectoires, co +-• X*JJ) est A-presque partout
égale à une fonction de la tribut5; autrement dit, a; i-> Xs

m appartient à %* \JyTA.
Elle est donc aussi une désintégration de A par rapport à ^S\J^X9 d'après
la proposition (3,6). (Il est d'ailleurs bien connu que Ts c ( # V > O ) . H est
moins simple de voir qu'on peut en fait choisir co H» Â  de manière qu'elle
appartienne à °US > et soit donc une désintégration de A pour # s . On peut
même aller beaucoup plus loin, car, dans le cas des processus de Markov,
on dispose d'une expression explicite des désintégrations. On peut trouver
une désintégration régulière (A^)(Jt0) de A par rapport à la famille (^) sgK+
(croissante et continue à droite), de manière que, pour tout s,a> <-> AJ soit
dans °US et soit donc aussi désintégration de A pour JUS. Nous admettrons
ce résultat.

L'atome de œ dans °US est l'ensemble des trajectoires co', pour lesquelles
(o'(f) = œ(î) pour t ^ s. En outre, °US est exactement l'ensemble des parties
boréliennes de Q, qui sont réunion d'atomes de °US. La proposition (5,18)
dit justement que, pour A-presque tout a>, pour tout s, pour A -̂presque tout
co', on a œ'(t) = co(t) pour tout i ^ 5, autrement dit que Â  est portée par
l'atome de co dans <%s. Par contre, et c'est là le contre-exemple, nous allons
voir qu'il n'est pas porté par l'atome de co dans ^"s. Utilisons en effet les no-
tations classiques dans les Markov, avec les probabilités P*,[*] xeR; d'ail-
leurs (P*)X*R

 e s t u n e désintégration de A par rapport à la tribu de X°. On
peut alors démontrer la propriété suivante, qui est plus forte que la propriété
de Markov forte (et qui peut servir de base à une nouvelle étude des processus
de Markov par les désintégrations régulières, étude que nous publierons dans
un article ultérieur): pour A-presque tout co9 pour tout s, pour tout e > 0,

(•) Nous prenons les notations de Blumenthal-Getoor [1],
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l'image X5+C(A£) est X\Pxs(œ)). Dans le cas du mouvement brownien, cette
dernière mesure est gaussienne, donc diffuse. Donc, pour A-presque tout co,
pour tout s, pour tout e > 0, Xs+£est A^-presque sûrement différent de Xs+S(co)9

En faisant e = 1,1/2,•••,!/«,•••, on voit que, pour A-presque tout co, pour
tout 5, pour A -̂presque tout co', la trajectoire de co' diffère de celle de co
en une suite de points, à droite de s et tendant vers 5. Or l'atome de co
dans F*, réunion de ses atomes dans les tribus <%s+e pour g > 0, est juste-
ment l'ensemble des trajectoires co' qui coïncident avec co jusqu'à un temps
(dépendant de co')> s. Et <TS est l'ensemble des parties boréliennes de Cl
qui sont réunion d'atomes de 3~s. Donc, pour 1-presque tout co, pour tout s,
Vatome de co dans Fs est l^-négligeable. C'est l'exemple le plus fort qu'on
puisse donner en sens inverse des conclusions de la proposition (2,20); il se
rapporte non seulement à une désintégration, mais à une désintégration
régulière.

Considérons maintenant la famille de tribus (^f)reR+> encore croissante et
continue à droite. Les atomes de ZT* sont les mêmes que ceux de ^ \ si en
effet œ1 et co2 appartiennent à un mSme atome de f , et si /4=K<5(Û>X)+ (̂Û>2)X

toute fonction de ^* est dans â^yjf^ donc doit être ^-presque partout
égale à une fonction de &~, donc en particulier égale en œx et en co2 donc
prend la même valeur en ces deux points, qui sont donc dans un même atome
de ^ \ Ensuite toute désintégration régulière pour ( ^ ) I 6 K + l 'es t a u s s î P o u r

(^0 r6R+; donc on a les mêmes propriétés qu'antérieurement en remplaçant
les 3~l par les ^~'. Il résulte de ces conclusions que, pour la probabilité mar-
kovienne A du mouvement brownien, &** et «̂ "r ne sont pas A-dénombrable-
ment engendrées ni A-g-dénombrablement séparantes; rappelons cependant
qu'elles sont ju-fortes pour toute mesure de Radon \i sur Ci, par les corollaires
(6,3) et (3,9 bis).

(8,4.4) Le résultat précédent ne tient pas à la propriété de Markov, mais
à une propriété de dispersion des trajectoires, qui peut s'exprimer naïvement
ainsi: quand on connaît la trajectoire jusqu'à l'instant 5, la loi de probabilité
de X*, t > s, est diffuse; en termes précis, pour X-presque tout co, pour tout s,
pour tout e > 0 , Xs+e(A^) est diffuse; simplement, dans le cas précédent,
c'est la propriété de Markov XS+\ÀSJ = X\PX5{l0)) qui permettait de voir
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cette propriété de diffusion. La conclusion est toujours que, pour A-presque
tout Û), pour tout 5,l'atome de co dans &~s est A^-négligeable. Mais considérons
au contraire le processus classique suivant: les Tni neN, sont une suite
croissante de variables aléatoires, To = 0, Tn ^ 0, les Tn+1 — Tn étant in-
dépendantes et suivant toutes la loi en e~x dx. On posera alors
X\co) = Max{n;Tn(œ) ^ t}.

On peut alors réaliser ce système avec le même Q que précédemment, l'espace
des fonctions réglées et continues à droite, et avec une loi A pour laquelle on
a A-presque sûrement, pour tout t9 Xl(co) = Max{n;Tn(co) S t}. Les Tn sont
alors des temps d'arrêt, et le processus est encore markovien. Mais la loi de
probabilité XS+\XSJ = xc(P*s(û))) n'est plus ici diffuse, c'est une loi de Poisson
de paramètre e, translatée de Xs(co).

D'après le théorème (7,7), pour A-presque tout co, pour tout 5, si Xs(co) = n,
c'est-à-dire si Tn(co) ^ 5 < TW+1(Û>), pour A -̂presque tout co', on a aussi
Tn(co') Ss< rn+1(a)'),donc X\co') = n = Xs(œ), mais en outre X\œ') = X\œ)
pour t <Inf(Tw+1(a)),rB+j(a>/)), nombre >s. Donc, dans ce cas, pour /U
presque tout co, pour tout 5, l'atome de co dans &"* porte AJJ,.

On peut donc s'attendre à ce que, pour cette loi X, la tribu 3~s soit X-Q-
dénombrablement séparante. Il est en bien ainsi, et ici encore cela n'a rien
à voir avec la nature du processus markovien choisi, mais vient d'un fait
beaucoup plus général: X est concentrée sur Vensemble O' des trajectoires
à valeurs entières (ou à valeurs dans n'importe quel sous-espace discret de
R). En effet, les tribus 2T* c\Çi' et °US C\O! coïncident; car deux trajectoires,
à valeurs entières, et continues à droite, qui coïncident jusqu'à l'instant s,
coïncident jusqu'à un instant > s; donc les atomes de ^s n Cl' et de <%s n £2'
coïncident, et comme, pour chacune de ces tribus, un ensemble lui appartient
si et seulement s'il est borélien et réunion d'atomes, ces deux tribus coïncident.
Or <%* est dénombrablement engendrée, donc aussi ^ " s n Q ' , et par suite
&~s est A-dénombrablement engendrée donc A-ö-dénombrablement séparante,
et le théorème (2,20) cette fois s'applique. En outre, avec ces seules hypothèses
sur A, c'est-à-dire sans aucune hypothèse markovienne, la proposition (5,18)
dit que, pour A-presque tout co, pour tout s, Â , est portée par l'atome de co
dans ^rs, mais aussi par Q', donc par l'atome de co dans f n Q ' = Fs n Çi\
donc par l'atome de co dans ^*s.
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Contre-exemple (8,5). Tribus non fortes

II est dit dans les hypothèses qu'une tribu A-forte est A-presque universelle-

ment mesurable. Il est donc intéressant de trouver des tribus universellement

mesurables ou même boréliennes qui ne sont pas A-fortes. (8,4.2) nous en donne

un exemple immédiat.

Soit Q = T le tore, A la masure de Lebesgue du tore, 3~ la tribu des parties

boréliennes symétriques. La tribu (borélienne) F" = ST \j 3) engendrée par

£T et les parties dénombrables n'est pas A-forte. En effet, la désintégration

de A par rapport à &~ ou 3~" est co *+i(ôiœ) + ô^a}) = X%. Mais Xf est

atomique; alors ^" est A^-dénombrablement engendrée (par les parties {co}

et {sco}) et séparante, donc une désintégration de X% pour 3~" prend obliga-

toirement (comme il était trivial), pour A^f-presque tout co', c'est-à-dire pour

co' = co et co' = sco, la valeur S^y Elle n'est alors pas A^-prasç[U2 partout

égale h co' h+ Xa.9 et 3~" n'est pas A-forte.

Pour l'exemple A = \i ® v sur X x 7 , également donné à (8,4.2), 3"" est

au contraire A-forte. En effet, (x, y) h» Xfy = <5(x) ® v est une désintégration

de A par rapport à ^ 9 donc aussi par rapport à ^"; mais alors (x',yf) *->Xx,y,

est une désintégration de Xxy pour e^
r, donc aussi pour 3~" parce que toute

partie dénombrable est Ajy-négligeable. Mais considérons 3"'" = ^\JA9

où À est formée de toutes les parties boréliennes contenus dans une réunion

dénombrable de verticales et supposons aussi /j, diffuse. Toute partie élément

de À est alors A-négligeable, donc (x, y) H> X^y est encore une désintégration

de A pour 3~"'. Mais maintenant, pour tout (x, y), ^'" est Af^-dénombrable-

ment engendrée et séparante, car {x} x Y porte Af̂ , et qus, sur cette

partie, ZT'" est toute la tribu borélienne. Donc une désintégration de

Xfy pour ZT'" est, sur {x} x Y, (x,y) f->ô(xyf), et elle n'est pas Af^y-presque

partout égale à (x,y') \-> X^y, donc J'"' n'est pas A-forte. On peut voir les

choses autrement, en utilisant la proposition (3,10). Dans le cas du tore, il

est faux que i(ô((o) + ô(S(û)) donne à tout AsP" la mesure 0 ou 1, puisque

{co} et {sco} ont la mesure \\ dans le cas du produit X x Y, il est faux que

ô(x) ® v donne à tout A e T '" la mesure 0 ou 1, puisque tout borélien de

{x} x Y est dans &~'" et que v est diffuse. Donc, dans ces deux cas, la tribu

n'est pas A-forte.
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