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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 274, p. 1365-1368 (3 mai 1972) .Série A

CALCUL DES PROBABILITES. — Etude du transformé d’un processus
par une surmartingale réguliére de mesures. Note (*) de MM. Berxarp
Mavurey, Ausert Nanoum et LAureNt Scawarrz, transmise par M. Henn
Cartan.

On étudie les propriétés de régularité des trajectoires {—>vi, (f*), ot (v}, w)er<Q
est une surmartinguale réguliére de mesures (théorémes 2, 3, 4 et 5). Comme appli-
cation, on obtient des propriétés nouvelles de la projection bien mesurable ou
prévisible (!) d’un processus (remarque finale). A I'occasion de ce travail, on a mis
en évidence un nouveau théoréme sur la limite d’une suite de surmartingales p. s.
continues a gauche (théoréme 1).

A. PrevLiMiNatres. — Soient (2, O,, A) un espace mesuré o-fini, (F'),cg

une famille croissante et continue a droite de sous-tribus de la tribu 6.
On suppose que A est o-finie sur chaque tribu F, et que les F' contiennent
les parties A-négligeables.

TutoriMe 1. — Soit (M) une suite décroissante de surmartingales posi-
tives A p.s. coniinues & gauche sur (Q, O, (F'), 1). La limite (M) est une
surmartingale A p.s. continue & gauche.

Démonstration. — On peut tout d’abord supposer 4 finie. D’autre part,
il suffit de montrer que pour tout entier k, inf { M’, k| est 2 p.s. continue
a gauche. On peut donc supposer les (M;) bornées par k. Naturellement,
(M) est un processus prévisible. On sait (*) que pour que (M') soit A p.s.
continue a gauche, il suffit que pour toute suite de temps d’arrét prévi-
sibles (T,) tendant en croissant vers T < 4 oo, on ait

fMT d) = lim [ M~ da.

m

Or
f M d} = lim f MZd} = lim lim [ MI»d) = limlim [ MI» d% = lim [ MT» da.
n n m m n m

(L’interversion des limites est justifiée car la suite double est décrois-
sante par rapport & chaque indice : pour l'indice m, en vertu du théoréme
d’arrét, qui s’applique aux temps d’arrét prévisibles pour une surmartin-
gale A p.s. continue a gauche.)

Nous utiliserons le résultat classique suivant :

Lemme 1. — Soit (M;) une suite de surmartingales sur (Q, O, (F'), %),
positives et A p. s. continues d droite ou d gauche ou plus généralement sépa-
rables. On suppose que + p.s., Vt, M'=1lim M,. Le processus (M) est

m

une surmartingale A p.s. réglée.

Nous ferons dans la suite les hypothéses suivantes :

(SR) Soient (Y, ¢, J) un espace mesuré o-fini, et (V). menrxa Une
J-surmartingale réguliére de mesures sur (Y, 9J), c’est-a-dire une famille



(2)
de mesures > 0 sur (Y, YY), d’intégrale fvfl,dl (w) =J <, telle que

pour toute f>> 0 sur Y, J-mesurable, v, (f) soit une surmartingale A p. s.

continue a droite sur (Q, O, (F'), 1) (*).

(P) Soit (f*).eg un processus sur (Y, 9), c’est-a-dire une famille de
fonctions sur Y, telle que (¢, y) — f* (y) soit B ® V,-mesurable (B dési-
gnant la tribu borélienne sur R), & valeurs réelles ou a valeurs dans un
Banach séparable E. On suppose qu’il existe une fonction p sur Y,
J-intégrable, telle que pour tout ¢, ||f'| < ¢.

(LG) 1l existe une famille (V) werxo de mesures > 0 sur (Y, §) telle

que pour toute f>0 sur Y, J-intégrable (vi; (f))i,» soit le systéme des

limites & gauche de la surmartingale (v, (f))i, -
[Pour Pexistence de telles (vi,) ou (vi), voir (*).]

B. RfsuLTars.

Tatortme 2. — Sous Uhypothése (SR), si (f') est un processus réel
vérifiant (P), ona A p.s., V' t, v, <lim inf fx> < liminf v, (f*). En particulier,
SN ¢ s\ ¢

si les trajectoires de (f') sont s. c. i., A p.s. t — v, (f*) est sci. De plus, sous
Uhypothése supplémentaire (LG) :

Ap.s., Vi v, (lir;lxitnf f5> = lirﬁlxiflf vé ().

(Evidemment les m&mes résultats sont vrais’ avec lim sup, en rem-
placant =~ par >.)

Démonstration. — a. Supposons (f‘) positif & trajectoires continues.
Posons pour k€2, neN :

I = [k.2-7, (k + 1).2-7[;
Vielf, M,=sup{f;teli}; m,=inf|f; telt}.

D’aprés (SR), les processus (vi, (M) et (vi, (m;)) sont A p.s. continus

4 droite, donc aussi (v, (f%)) puisque

vl () = lim v, (m)) = lim \ v, (M%).

b. Si (f*) est positif a trajectoires décroissantes, on vérifie immédia-
tement que Vi, (f) est une surmartingale sur (Q, O, (F°), A).

c. Supposons maintenant (f‘) positif a trajectoires décroissantes et
continues a droite. Soit ¢ continue, a support dans [— 1, 0], positive,

avec f o (1) dt = 1. Soient 9o = 9, et Gy (&) = 29, (22).

Posons f, = 9, % f*. Chaque processus (f.) est & trajectoires continues
et décroissantes. D’aprés (a) et (b), vi, (fi) est une surmartingale A p.s.
continue a droite. Par ailleurs, on voit que (v;, (f*)) est la limite croissante

des (Vi (f.)), donc est elle-méme A p.s. continue a droite (*).
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d. Si (f*) est positif & trajectoires décroissantes et continues a gauché,
on voit par une régularisation analogue que (v, (f)) est la limite décrois-

sante d’une suite de surmartingales A p.s. continues a droite, donc
est A p.s. réglée d’apreés le lemme 1.

e. Soit maintenant (f’) un processus positif & trajectoires décroissantes.
Solent ¢, fixé, et s > ¢. On a

v (o) 2 vd () = v (F) 06 (o)
On en déduit d’apres (c) et (SR) :
AP 4 (fo) = lim v, () = lim g, (F9) = lim ;, ().

sl ERNY

Le presque str introduit ci-dessus dépend de #,. L’égalité n’est donc
a priori réalisée que A p.s. pour tout f, rationnel. Mais la premiére, la
deuxiéme et la quatriéme quantités dans I’égalité sont A p.s. continues
en ¢, 4 droite d’apres (c) et (d) et la troisiéme est comprise entre la deuxiéme
et la quatriéme, de sorte que I'on obtient bien I’égalité ci-dessous 2 p. s.,
pour tout ¢, réel.

f- St (f') est & trajectoires croissantes, on se rameéne au cas précédent
en étudiant (p — f°).
g. Dans le cas général notons d,(t) le dyadique k.27 tel que
(k—1).27" =t < k.27 Posons
It =[t,d. @[, vy, =inf{ fs; sl |

On voit facilement que Pensemble {y | u} (y) < « | est %,-analytique donc
appartient 4 %,. Le processus (1)) est & trajectoires croissantes sur chaque
intervalle I/~ k€2, donc, d’apreés (f) :

Ap.s, Vi v, )= llm vy (W) < hm mf v ().

On conclut en notant que

lim inf f* = lim ui*, 4
s\ ¢ n

h. Le résultat annoncé sous ’hypothése (LG) se démontre en modifiant
convenablement chaque étape de la démonstration précédente.
On démontre, mutatis mutandis, compte tenu du théoréme 1 :

TutorkME 3. — Sous les hypothéses (SR) et (LG), st (f*) est un processus
réel vérifiant (P), on a

Ap.s, Vi vg (limﬂilnf fe ) = Min ( hm 1nf vo (), llm 1nf v~ (%) }

(Méme résultat avec limsup, en remplacant < par > et Min
par Max.)

TuitorEME 4 — On se place sous les hypothéses (SR), (LG) et (P).
On suppose que les trajectoires de (f') sont réglées a droite (resp. a gauche).
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Pour A presque tout ©, t - v, (f*) et t — v, (f’) sont réglées a droite (resp. :
& gauche) de limite & droite (resp. & gauche) vi, (f**) [resp. Vo (f7)].
Démonstration. — Le cas scalaire résulte immédiatement des théorémes 2
et 3.
Dans le cas banachique nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme 2. — Soient u,:R — E, v,:R —> R, toutes réglées a droite.

On suppose que pour tout n, || unlf <= v,, et que 2”” est finie, réglée a droite
+
avec <2 vn> =2 v,. La fonction Zun est alors réglée a droite, et

+
<2 un> =Z U, .
Soient alors (U,) un recouvrement ouvert localement fini de E par

des ouverts de diameétre = ¢, ¢ > 0 donné, (,) une partition de 1'unité
subordonnée a (U,), et e,€U,. Posons g = f'/p, et

R @) =D9n0 g @)]p @) n

En appliquant le lemme 2, avec v, () = (1 -+ &) v, [(a © g°) ], on montre
que v, (k') est réglée & droite A p. s., de limite & droite v (h**). On conclut
facilement, en notant que

N @) —h@<ee(), doncaussi [[fx(y)—h+ @[ =cp@)

La démonstration dans le cas réglé a gauche est identique.

Comme cas particulier du théoréme 4, on a :

TrEorEME 5. — On se place sous les hypothéses (SR), (LG) et (P).
On suppose que les trajectoires de (f') sont réglées et continues a droite.
Pour A presque tout w, t—> v, (f*) est réglée et continue ‘d droite, et admet
comme systéme de limites d gauche : t— v, (7).

Remarque. — Supposons que (Y, Y) = (Q, 0), et que (vi,) soit une
désintégration réguliére (*) de A sur les tribus (F°). Si (f*) est un processus
sur (2, O, X), non nécessairement adapté, (v, (f*)) et (vi,” (f*)) sont respec-
tivement les projections bien mesurable et prévisible du processus (*).
Chacun des théorémes 2, 3, 4 ou 5 traduit dans ce cas une propriété de
ces projections.

(*) Séance du 17 avril 1972,

(1) DELLACHERIE, Thése, Strasbourg, 1970.

(2) MERTENS, Z. fur W., Heft 1, 1972,

(’) P. A. MEYER, Probabilités et potentiel, Hermann, Paris.

(*) L. ScuwARTz, Surmartingales réguliéres a valeurs mesures et désintégrations réguliéres
d’une mesure (4 paraitre au Journal d’Analyse de Jérusalem).

(%) Séminaire de Probabilités 11, Strasbourg (Lectures Notes n° 51, Springer-Verlag).
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