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Probabilités cylindriques et applications radonifiantes

Par Laurent SCHWARTZ

Cet article est amicalement dédié au Professeur Késaku YOSIDA.

La présente théorie peut é&tre indifféremment présentée sous forme linéaire ou
non linéaire. La forme non linéaire, ot il s’agit d’espaces topologiques quelconques,
parait plus générale que la forme linéaire, oll on se restreint aux espaces vectoriels
topologiques. Mais tout espace topologique séparé peut étre plongé dans l'espace
de ses probabilités de Radon, muni de la topologie de la convergence é&troite (),
de sorte que le cas non linéaire est aussi un cas particulier du cas linéaire. Nous
traiterons ici le cas linéaire, qui a ’avantage de permettre 'utilisation systématique
des propriétés des espaces vectoriels topologiques.

Nous commencons par des préliminaires, sur les espaces vectoriels quasi-normés
et les espaces bitopologiques. La nécessité de considérer les applications p-radoni-
fiantes, non seulement pour p>1, mais aussi pour p<1 (et méme pour p=0), méne
assez rapidement & étendre aussi les espaces de Banach, et & considérer les quasi-
Banach, munis de p-normes ou quasi-normes, et qui ne sont plus localement con-
vexes. Nous en donnons d’abord les définitions essentielles. Nous étudions ensuite
les espaces L?, 0<p<-oo, & valeurs dans des quasi-Banach, pour lesquels il y a
un théoréme de FISCHER-RIESZ, proposition (0.1). Mais on aura aussi besoin
d’autre chose; si F' est un Banach, on devra utiliser ’espace des applications
p-mesurables de 2 dans o(F”, F'), dont la norme est de puissance p-iéme intégrable,
espace que nous nommons L?(2, p; o(F”, F')); il est aussi complet, proposition (0.2).
Cela méne naturellement & introduire les espaces bitopologiques, muni d’une part
d’une topologie, d’autre part d’une quasi-norme définissant une topologie plus fine;
et on a encore un théoréme de Fischer-Riesz, proposition (0.2 bis). Ces espaces
bitopologiques jouent constamment un réle important dans la suite; on trouvera
par exemple, si G est un quasi-Banach, des probabilités de Radon sur le bidual
¢(G”,G’), pour lesquels la norme est de puissance p-iéme intégrable. Le § se
termine par 1’étude analogue des espaces L° de classes de fonctions mesurables, avee
la convergence en probabilité. On parlera donc ensuite des L?, avec 0<p<+oo,

Le §1 donne le théoréme de compacité de PROKHOROV (1.1) (compacité d’un
ensemble de probabilités pour la topologie étroite), fondement de toute la théorie.
Pour bien analyser ensuite les probabilités de Radon, nous introduisons les fonctions

(1) La topologie étroite sera définie dans la démonstration du théoréme (1.1).
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poids sur I'espace P(R.) des probabilités sur la demi-droite achevée R, : (1.1 bis).
Les principaux exemples sont (1.3), (1.4), (1.9) (les poids J,, d’'un usage constant
ensuite), (1.12) (les J-poids, trés importants aussi). Les poids plus forts ou plus
faibles que L°, (1.12 bis), les poids compacts, (1.13), seront fondamentaux. Les poids
homogénes, (1.14), sont les plus importants dans la pratique; il semble méme que
finalement ce soient les seuls importants, comme le montrent des résultats plus
récents d’ASSOUAD. Les poids servent remarquablement pour analyser les compacts
de Z(R), et la topologie des espaces L? et L°.

Aux poids sur “#(R.), on doit associer les fonctions compactes sur des espaces
topologiques, (1.15). On définit alors un ordre d’une probabilité de Radon sur un
espace topologique X, & partir d’'un poids et d’une fonction >0 sur X. La proposi-
tion (1.16) est la traduction, en terme de fonctions et poids, du théoréme de PROK-
HOROV (1.1). Nous introduisons ensuite les probabilités eylindriques. Soulignons
d’abord que, sans que ce soit jamais explicitement mentionné dans la suite, tous les
espaces vectoriels topologiques, seront supposés séparés par leur dual (mais non
nécessairement localement convexes). Pour les définitions et propriétés élémentaires
des probabilités cylindriques, nous renvoyons & SCHWARTZ [1] et [4]. Nous intro-
duisons ici, sur l’espace gv’(E) des probabilités cylindriques sur E, la topologie
cylindrique. La proposition (1.17.0) donne une propriété importante de convergence
cylindrique. Le théoréme (1.17) est alors encore une fois une expression du
théoréme de compacité de PROKHOROV (1.1), il sera fondamental dans 1’étude des
applications radonifiantes. A partir de (1.18), nous spécifions le poids et étudions
les probabilités de Radon d’ordre p, 0<p< oo, puis aussi p=0, d’ou le théoréme
(1.18 bis) traduisant encore PROKHOROV, et le corollaire (1.18 ter). On sait qu’il y a
équivalence entre probabilité eylindrique et classe d’isonomie de fonctions aléatoires
linéaires sur le dual; (1.19) donne alors les relations entre ce qui précéde et des
énoncés sur des fonctions aléatoires (fonctions aléatoires décomposées). Le théoréme
(1.20) fait pendant & (1.18 bis).

Le §2 introduit le type et les applications radonifiantes, qui seront l’objet es-
sentiel du présent travail. Le type est défini & (2.1.0). Il est lié & la concentration
scalaire des probabilités cylindriques, (2.1.00). Toutes les considérations sur le type
de (2.1) seront fondamentales ensuite, notamment le corollaire de (2.1.8.0), I’exemple
de la probabilité cylindrique de Gauss (2.1.8 bis), la proposition (2.1.10) et ses corol-
laires. A (2.2.0) nous introduisons les conditions d’approximation qui joueront un
role essentiel ensuite. En réalité ces conditions sont peut-étre superflues; en effet
une vieille conjecture de Banach exprime que tous les espaces de Banach ont la
propriété d’approximation, et dans ce cas (bien qu’il ne s’agisse pas exactement de
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la méme hypothése), toutes les précautions prises ici sont superflues; en attendant
mieux, on ne peut pas s’en passer, et elles interviendront d’un bout & I’autre de
cet article, apportant une géne et une complication dont on se passerait volontiers.
On passe & (2.3) & la définition des applications radonifiantes; une application est
(4, a’; B, B)-radonifiante, si elle transforme toute probabilité cylindrique de type
(4, a’) en une probabilité de Radon d’ordre (B, B), définition (2.3). On est, hélas,
comme il vient d’étre dit, obligé de considérer les applications approximativement
radonifiantes, trés approximativement radonifiantes. Le théoréme (2.4) est le critére
fondamental, dérivant directement de PROKHOROV (1.1). Dans (2.6) on introduit les
propriétés d’approximation du type de celle de Banach, qui permettront de supprimer
approximativement ou trés approximativement dans les énoncés ultérieurs. Les
définitions (2.6.3), (2.6.4), les propositions (2.7), (2.8), (2.9), sont importantes. La
proposition (2.10) permet alors de ramener “trés approximativement” & “approxima-
tivement”, d’ol le corollaire (2.11) qui combine tout ce qui précéde. Le § se termine
par (2.13) qui donne des énoncés en termes de fonctions aléatoires linéaires et
d’applications décomposantes, avec la proposition (2.14).

Le §3 traite des applications p-radonifiantes dans les Banach et les quasi-Banach,
pour 0<p<+oco. C’est ici que sont les développements les plus récents et les plus
intéressantes des derniéres années sur les probabilités cylindriques: la rencontre de
la théorie des probabilités cylindriques, avec ses applications probabilistes, avec la
théorie, déja presque achevée antérieurement, des applications p-sommantes. Ren-
contre double: des critéres pour les applications p-sommantes donneront des critéres
pour les applications p-radonifiantes, avec applications probabilistes, mais aussi des
méthodes probabilistes donneront des critéres pour les applications p-sommantes (lois
de Gauss-Lévy). Dans tout ce §, le premier espace sera un Banach E ou un dual
x-faible ¢(F’, F) d’'un quasi-Banach F, le deuxiéme espace sera un quasi-Banach G
ou un dual x-faible o(H’, H) d’'un Banach H. A (3.1), on définit les applications
p-sommantes, la proposition (3.2) est fondamentale. Le théoréme le plus important
de cet article est alors (3.4), donnant la relation entre applications p-sommantes de
E dans G et applications approximativement p-radonifiantes de E dans ¢(G”, G’).
La proposition (8.6), aussi fondamentale, est 1’'inégalité de PIETSCH, connue pour les
applications p-sommantes, et que nous redémontrons ici, puisqu’elle servira alors
pour les applications p-radonifiantes.

Toutes les propositions suivantes sont importantes, le corollaire (3.8), la proposi-
tion (3.8.0) (une application p-radonifiantes est aussi g-radonifiante pour ¢>p);
(3.8.2) donne des exemples courants, et notamment les opérateurs p-nucléaires
(83.8.3). On cherche ensuite & remplacer ¢(G’”/, G’) par G lui-méme; c’est possible si
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G est réflexif ou si 1<p<-+oo (proposition (3.9)). On cherche ensuite & supprimer
“approximativement”; on le peut si (¥, E’) a la propriété d’approximation métrique
ou si p>1 (proposition (3.10)). Tous ces résultats sont récapitulés a (3.11 bis). Et
le § se termine 4 (8.18) par le point de vue des fonctions aléatoires linéaires et des
applications décomposantes. La proposition (8.14) donne un critére qui sera trés
utile.

Le §4 étudie le cas p=0, les applications O-radonifiantes. Elles ont été con-
nues (théoréme de MINLOS) avant les p-radonifiantes pour p>0; cependant elles sont
plus difficiles, et leur liaison avec des 0-sommantes n’existe pas vraiment. Cette
étude est aussi fondamentale pour les applications probabilistes. Le théoréme fonda-
mental (4.1) est ’analogue de (3.4) pour »p=0. Sa démonstration est assez longue,
mais importante. L’inégalité de PIETSCH est (4.5) et (4.12.1) (SUNYACH); elle est
nouvelle, puisque rien d’analogue n’existait pour des applications sommantes avec
p=0. Autre version: (4.12.7). Le théoréme de KWAPIEN (4.13) étend & »p=0 un
résultat antérieur (3.8.0): une application O-radonifiante est g-radonifiante pour tout
¢>0. On passe de ¢(G”,G’) &4 G & (4.19), on supprime “approximativement” &
(4.20).

Le §5 donne le théoréme de dualité, le moyen pratique le plus commode pour
montrer qu’une application est radonifiante. On définit d’abord le cotype, (5.1), puis
la propriété d’interversion de Fubini pour les poids, (5.5), avec les critéres pratiques
(6.7.3) et (56.7.13), utiles pour le type et l'ordre 0. On a alors la condition de
PIETSCH généralisée (5.8), d’ou le théoréme de dualité (5.15), fondamental. Le
corollaire est une variante dans les notations, qui sera commode. La proposition
(5.17) traite le cas des poids homogeénes, dont le cas p, proposition (5.19), est le
plus important. Une bonne application est donnée & (5.20.1): les applications radoni-
fiantes entre espaces de Hilbert sont les opérateurs de Hilbert-Schmidt, application
immédiate du théoréme de dualité. Si d’ailleurs le premier est hilbertien, on a aussi
un bon énoncé, proposition (5.20.4). On va maintenant se placer dans une situation
plus générale, a partir de (5.21). Cette situation est notablement plus compliquée,
et inutile dans le cas des Banach. Mais, dans la pratique, les espaces de suites sont
agréablement considérés comme sous-espaces de I’espace K" de toutes les suites, les
espaces fonctionnels comme sous-espaces de I’espace '’ des distributions; c’est &
cette situation générale qu’'on devra faire face. Une bonne figure récapitulative
est donnée dés le début. Le théoréme de dualité général est alors (5.23); on élimine
les conditions d’approximation spéciale & (5.29), d’ott un théoréme général de dualité
pour des quasi-Banach & (5.32), avec le corollaire (5.34) pour le cas p. A (5.36) on
fait la liaison avec les §§3 et 4, et le théoréme de dualité (5.15).
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Le §6 va donner de nombreux exemples et applications. Les exemples (6.I)
sont en dimension finie; 13 toutes les probabilités sont de Radon, et le seul intérét
est d’obtenir des inégalités précises résultant des théorémes antérieurs. Dans
(6.1.2), nous partons d’une inégalité sur les polynomes trigonométriques, d’ou la
proposition (6.1.2;4) par application du théoréme de dualité, avec la variante
(6.1.2; 5) en termes de suites de variables aléatoires. L’introduction des variables
aléatoires subnormales (6.1.2;10) permet d’obtenir le théoréme de SALEM-ZYGMUND
pour les polynomes trigonométriques aléatoires, (6.1.2;15). Ensuite & (6.1.3), nous
introduisons les variables trigonométriques encore une fois pour un autre théoréme
de dualité; nous en déduirons l’inégalité de MENCHOV (6.1.3;11) et (6.1.3;12). A
partir de (6.II) nous passons aux suites infinies de variables aléatoires, pour appli-
quer le théoréme de dualité en situation générale, (5.23). Les propositions (6.II.1,
puis 1bis, 1ter et 1 quarto) donnent les conditions générales d’utilisation. Comme
exemples, nous donnerons d’abord un théoréme de KHINTCHINE-KOLMOGOROV,
(6.I1.2; 2), un résultat sur les séries de Fourier aléatoires (6.11.3), puis les applica-
tions O-radonifiantes dans les espaces de suites, (6.I1.4), que nous ne traitons pas
complétement car il fait I'objet détaillé d’un article antérieur, et nous terminons
par le théoréme de MENCHOV, (6.IL.5), un théoréme de KWAPIEN-PELCZYNSKI,
(6.I1.6), et une autre application (6.I1.7). Ce montre que de nombreux exemples
usuels, déja connus ou non, peuvent &tre déduits des théorémes de dualité.

Depuis que cet article a été écrit, de nouveaux théorémes ont été démontrés,
qu’il est impossible d’incorporer dans le texte. Signalons avant tout les applications
w-sommantes (p-sommantes pour —1<p<0), de MAUREY [2], et la résolution de la
conjecture de PIETSCH pour les Banach (toute application p-radonifiante pour un
p<1 est 0-radonifiante, et méme w-sommante), par Simone CHEVET [1] et MAUREY
[8]. D’autre part PIETSCH a presque achevé 1’étude des applications p-radonifiantes
dans les espaces de suites (GOULAOUIC-SCHWARTZ [1], exposés 29 et 31). Signalons
qu'une partie des résultats du présent article ont été exposés dans un séminaire,
4 I’Ecole polytechnique (1969-70) (SCHWARTZ [4]).

§0. Préliminaires: Les espaces vectoriels quasi-normés et les espaces bito-
pologiques.

(0.00) On appelle p-quasi-norme sur un espace vectoriel £ sur le corps K=R
ou C, 0<p<1, une application x— ||z| de E dans R,, vérifiant les propriétés
suivantes:

a) |lkz|=Ikl |zl pour ke K, zeE;
b) llz+yl”<l=l*+lyl®, pour z, ye E;
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c¢) |zl|>0 pour x+0.
Une 1-quasi-norme est une norme. Une p-quasi-norme est une g-quasi-norme pour
q<p. Une quasi-norme définit sur E une topologie d’espace vectoriel, pour laquelle
un systéme fondamental de voisinages de 0 est formé par les quasi-boules fermées
de centre origine; cette topologie est métrisable, car (x,y)— [|lx—y|” est une
distance qui la définit. Pour cette topologie, les quasi-boules fermées sont fermées
et la quasi-norme est continue, car ||lz|®—/lyl”|<llz—yl”. On appellera espace
vectoriel quasi-normé un espace vectoriel muni d’une quasi-norme, et de la
topologie correspondante. L’espace L?(X, p) relatif 4 un espace topologique X et
une mesure ¢ sur X est un espace vectoriel quasi-normé, normé pour p>1, p-quasi-
normé pour p<l. Son dual est réduit & {0} si # est diffuse et p<1; de tels espaces
vectoriels sans dual seront inutilisables pour tout ce qui suit; aussi tous les espaces
vectoriels topologiques, dans la suite, seront-ils automatiquement supposés séparés
par leur dual, sauf mention explicite du contraire; mais, bien entendu, les
espaces vectoriels topologiques qu’on formera & partir d’eux ne le seront pas néces-
sairement.

Un espace vectoriel quasi-normé complet sera appelé un quasi-Banach.

L’enveloppe convexe équilibrée fermée de la quasi-boule unité de E a une
jauge, qui est une norme (c’est trivialement une semi-norme, mais c¢’est une norme
parce que E est séparé par son dual); I’espace £ muni de cette norme se notera
Ey, e¢ E— Ey est continue. Les espaces E et Ey ont le méme dual E’, qui est
un Banach pour la norme ||¢||= HSGE\||1£1|<E, 2>|. Alors Ey s’envoie isométriquement
dans le bidual E””. Bien entendu, la boule unité de E’ est *-faiblement compacte.
La boule unité de Ey est o(E”, E’)-dense dans celle de E’’ et faiblement fermée
dans E, mais la boule unité de E n’a aucune raison d’avoir les mémes propriétés.
Si E est un quasi-Banach, Exy n’a aucune raison de 1’étre. Considérons par exemple
I’espace 1°, 0<s<1, des suites ¢=(c,),en telles que ENlc,.l'<+00, avee |cll,=
(”}G_‘.Nlc,.l’)‘/ ®,  C'est un espace vectoriel s-quasi-normé, et un quasi-Banach. La
boule unité contient tous les éléments ¢,=(c,=0 pour n#m, c,=1), de quasi-
norme 1; l’enveloppe convexe équilibrée fermée de la quasi-boule unité est done
I’ensemble des suites c€l’ dont la norme dans I' est <1. Donc (I°)y est l’espace
I* muni de la norme induite par I*; il n’est pas complet. Le dual de I* comme de
It est I*. La boule unité de I° est compacte dans l’espace K" donc sfirement
fermée dans I* muni de la topologie ¢(l’,1%). Dans la suite, nous supposerons
automatiquement, sauf mention expresse du contraire, que la boule unité de E
est faiblement fermée (ce qui entraine a fortiori que E soit séparé par son dual!).
L’espace vectoriel normé Ey, bien que généralement non complet, est tonnelé si F
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est complet (par exemple I*, 0<s<1, est tonnelé pour la topologie induite par I%).
En effet, un tonneau T pour Ey l'est a fortiori pour E, qui est de Baire, donc
c’est un voisinage de 0 dans E, donc dans Ey puisqu’il est convexe. Toute partie
*-faiblement bornée de E’ est équicontinue sur Ex et sur E, et *fortement bornée
dans E', (Ey)’ ou (Ey). Pour qu’'un p-quasi-normé E soit complet, il faut et il
suffit que, pour toute suite (x,),.x de E telle que EIJIx“II’< + o0, la série n%‘.na:,.
converge. Et, dans ce cas, ]I”SZNx,,II" <n§vllw,,]l”.

Soient E, G, des espaces vectoriels quasi-normés (Si F est g-quasi-normé et
G p-quasi-normé, ils sont tous deux Min (p, ¢)-quasi-normés.). Une application
linéaire 4 continue de E dans G est faiblement continue; la réciproque n’est pas
vraie. Mais, si u est faiblement continue, ‘u est toujours continue de o(G’, G) dans
o(E', E) et de G’ dans E’; u est faiblement continue si et seulement si elle est
continue de Ey dans Gy. Par exemple ’application identique de I°, muni de la
topologie induite par I' dans I°, est faiblement continue, mais n’est pas continue.
Dans le méme ordre d’idées, une partie est faiblement bornée dans E si et seule-
ment si elle est bornée dans Ey, mais elle ne ’est pas nécessairement dans E; par
exemple, dans I’°, la boule unité de la norme I' est faiblement bornée mais non
bornée. Sur P(E;R), la fonction uw— Jull= “Szhlg ()]l est une p-quasi-norme si
G est p-quasi-normé; pour cette quasi-norme, (E;G) est complet si G est
complet, et alors g(}i’ ; G) est identique & P (F;G). Si u est seulement faible-
ment continue de E dans G, la quantité |u|= “Sx}llg [lee(z)|| est infinie si % n’est pas
continue; mais |lully, norme de u dans P (Ey;Gy), est toujours finie; on a
d’ailleurs toujours |ulx<|lull. Soient E, G, des espaces quasi-normés, ainsi que
F, H, et H complet. Une application linéaire faiblement continue w de o(F”, F)
dans G (c. & d., continue de o(F’, F) dans ¢(G,G’)) est continue de F’ dans
Gy; car 'image par u de la boule unité de F”, o(F”, F')-bornée, est bornée dans
(G, G’), done bornée dans Gy; elle a donc une norme [lu|y finie. Une application
linéaire faiblement continue de E dans o(H’, H) est continue de Ey dans H’, a
fortiori de E dans H’; en effet, la boule unité de Ey est faiblement bornée,
donc son image est bornée dans o(H’, H), donc bornée dans H’ parce que Hy est
tonnelé. Elle a donc une norme |lull=]lulx, indifféremment en tant qu’opérateur de
E dans H’ ou de Ey dans H’, car 'image de la boule unité de E est contenue
dans les mémes boules que celle de la boule unité de Ey, H’ étant normé. Enfin,
si w est une application linéaire continue de o(F”, F') dans ¢(H’, H), elle est con-
tinue de F’ dans H’ pour la méme raison. On peut eventuellement tout éecrire
avec une formulation unique. Ayant défini Ex lorsque E est un quasi-normé, on
peut pour E=o(F’, F), F' quasi-normé, appeles Ey V'espace de Banach F’. On
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notera cependant que E est plus fin que Ey pour E quasi-normé, alors que Ey est
plus fin que E pour E dual *-faible d’un quasi-normé.

D’autre part, si E=a(F’, F), F quasi-normé, ce que nous appellerons E'
sera toujours F muni de sa quasi-norme. Alors:

PROPOSITION (0.0). Si E est ou un espace quasi-normé ou un dual *-faible
d’'un quasi-normé, G un quasi-normé ou un dual *-faible d’un quasi-Banach,
une application linéaire faiblement continue w de E dans G est continue de Ey
dans Gy.

L’énoncé ainsi donné couvre d’un seul coup 4 cas différents. C’est plus com-
mode, mais il faudra souvent en fait 4 démonstrations différentes; d’un autre

..c0té, chaque fois qu’un seul énoncé couvrira les 4 cas, tous ceux qui s’appuieront
sur lui feront de méme. Parfois, il semblera plus clair de donner les 4 énoncés;
ainsi la proposition (0.0) pourra aussi s’énoncer:

(0.0 bis) Soient E un quasi-normé ou o(F’, F') le dual *faible d’un quasi-
normé, G un quasi-normé ou o(H’, H) le dual *faible d’un quasi-Banach, u
une application linéaire faiblement continue de E ou o(F’, F) dans G ou
a(H', H). Alors elle est continue de Ey ou F' dans Gy ou H’.

Le mélange fréquent des deux types d’énoncé est en fait incorrect. Par ex-
emple, au §3, il est dit au début que E est ou bien un Banach ou bien un dual
x-faible d’un quasi-Banach F. Alors, dans un énoncé tel que celui de la pro-
position (8.5 quinto), il y a une incorrection & dire que « est continue de E ou F”
dans G ou H’; il est ici sous-entendu que le 1°" espace est E ou o(F”, F'), mais que,
g’il est appelé E, il n’est pas un ¢(F’, F'), mais un Banach; et % ne serait évidem-
ment pas continue de E dans G si E avait le droit d’étre o(F”, F'), elle n’est pas
continue de o(F”, F') dans G mais de F” dans G. Cette incorrection ne semble pas
grave, mais aide au contraire & mieux comprendre!

Espaces L*. Soit £ un espace topologique séparé muni d’une mesure de Radon
£>0 (finie ou non) et soit K g-quasi-normé. On appelle L2, #; E), 0<p<+ oo,
I’espace vectoriel des p-classes de fonctions f sur 2, a4 valeurs dans E, p-mesurables
(Lusin) et telles que SDI\f(w)ll”d/z(w)<+00, et on pose

Ifll, ou llfllp———(SDIIf(w)Hﬁd#(w))m.

Pour p=-+o0, L2, p; E) est I'espace des p-classes de fonctions p-mesurables et
bornées, avec [ fll«=(Sup. ess.)||fll5.

ProposITION (0.1). L*(2, #; E) est Min (p, q)-quasi-normé (2) si E est q-quasi-

(® Mais non nécessairement séparé par son dual!
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normé, et complet si E est complet (Fischer-Riesz).

DEMONSTRATION. Soient f et g deux fonctions de L*(£2, #; E). Supposons
d’abord 1>¢>p; c’est connu si p=1, supposons donc p<1, et montrons que
L*, p; E) est p-quasi-normé. Comme E est aussi p-quasi-normé, on a

Sanﬂw)w(w)n dp(w) < S (1f @13+ 9@ | B)ds) ,

ce qui prouve le résultat || f+gll2<I[lfll2+llgll5. Supposons maintenant ¢<p, et
montrons que L”(2, #; E) est q-quasi-normé. Soit d’abord p fini. Posons | f(®)|&
=a(w), |g(@)||f=p(»). Alors

17+alt= ([ 170 +o@izdue)"” = ({ ar@i+iowipdue)”
< (SD (a(@))”? dp (w))q/” + (Sa (Bl@)?'" d,u(w)>ﬂ/” (Minkowski, avec lq)- >1)

= (] 1@ ngdp(w))""’ +(], oz dp<w>)"'”' =715+ lglg

qui est I’inégalité cherchée.
Pour p=-+-co, on aura simplement
(Sup. ess.)u(|f+g)* <(Sup. ess.)u(|lf1|*)+ (Sup. ess.)«(llgl)*
ou
If+glf-<lfli=+lgli=,
et L2, p; E) est encore g-quasi-normé.

Si E est complet L*(2, p; E) est complet (Fischer-Riesz). Pour le voir, on
démontre que, si (f,),en~ est une suite de L*(2, ¢; E) telle que X || £, |2 ? < 400,
neN

alors Ef,, converge dans L*(2, p¢; E). Or, si q>p, c’est connu pour p=1, donc
on peut supposer p<1 alors, par hypothése 2 | fu(@)||E dp(w) < +oo, done, pour
,u-presque tout o, 2 |fu(@|lE converge, et par suite, E étant p-quasi-normé,
Zf,, ) converge vers une limite f(w); f est mesurable comme limite d’une suite

de fonctlons mesurables & valeurs dans un espace métrisable;
1713={, I @ipde@ < £ | 1£@lkdua<-+oo,
done fe€L*(2, u; E); et enfin

Ir-250< 5 | 1Az s
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tend vers 0 pour m infini, done Ef,. converge vers f dans L*(2, z; E’) Supposons
ensuite g<p, et soit (f,),.y une suite de L?(2, i; E) telle que 2 Il fullf <—+oo.
Soit d’abord p fini. De

5 (1, 5wz 4@ <o,

n=0

on déduit, en posant
o q/p
a@=lf@ls, ae F(| @@rduw)” <+eo,

d’ol, par Fischer-Riesz appliqué & p/¢>1, on déduit que Z a,(w) converge p-presque
partout, done, E étant ¢-quasi-normé, que Ef,,(w) converge p-presque partout vers

une limite f(w); f est encore ;u-mesurable, en posant [[f(@)|i=a(w), on a
a(w)< X a,(w), et

(. 1rnzane)” = ([ @ )"

< 5 (1, @@rriame)” = 5 (| 150lsdm)" <o,
done feL?(2,i; E); et
17~ B rs< 2 (] @)

tend vers 0 pour m infini, donc Zf,, COnverge vers f dans L*(2, p; E), qui est
bien complet. Pour p mﬁnl, on suppose Z (Sup ess.) || fu(@)||E<+co; done, pour
p-presque tout a)e.Q 2 | f @<+ o0, donc Zf,,(w) converge vers une limite
f(o), avec | flo)l|E< 2 llfn(w)lla, fest u-mesurable puis

(Sup. ess.)ull FlIE<(Sup. ess.)u( ,'2=o I fallE) < EO(Sup. ess)ul ful E<+oo,

donc fe L2, #; E); et en raisonnant sur ,g',m, on voit encore que Zﬁ‘,f,, converge
vers f dans L™(2, ¢; E), qui est bien complet. CQFD.
Soit ensuite E=q¢(F”, F') le dual *-faible d’un quasi-normé F. Nous appellerons
LA, 1 E) (), 0<p<+oo, I'espace des p-classes de fonctions p-mesurables f sur
2 3 valeurs dans E=a(F’ F), telles que S | f(@)|Z d(w)< +o0, et nous poserons

o= <Sa|lf(w)l|§'d/!(w)> ; pour p=co, L2, p; E) est I'espace des u-classes de

fonctions p-mesurables & valeurs dans o(F”, F'), et bornées en norme, avec [ fljo=

() Ce n’est pas conforme a la définition courante de L¥(Q, p; E).
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(Sup. ess.)sl|fllz. Les mémes démonstrations que précédemment montrent que
L*Q, ;s E) est Min (p, 1)-quasi-normé, car F” est toujours un Banach pour sa
norme. D’autre part:

PROPOSITION (0.2). L*(R, p; o(F”, F)) est complet; st F est un Banach réflexif
ou st F' est séparable, L*(2, p; o(F’, F))=L"(2, p; F").

DEMONSTRATION. On sait que F” est un Banach. Les démonstrations faites
antérieurement pour E quasi-normé sont encore valables pour E=d(F’, F), tant
qu’il ne s’agit que des inégalités, car on raisonne alors sur le Banach F’ (on fait
donc g=1 dans les calculs précédents); la seule chose & montrer est que, si les f,
sont p-mesurables, f est aussi g-mesurable. On sait toujours que f est p-presque
partout égale & la somme 2" Jar avee 3 || fullrr <Aoo p-presque partout. Soit K
un compact de £, et soit >0. 1l exﬁiste d’abord un compact K'CcK, tel que
HMEK\K")<6/2, et que, toutes les fonctions f, soient continues de K’ dans o(F", F),
puisque les f, sont g-mesurables-Lusin de £ dans o(F”, F'). Ensuite, d’aprés
EGoRrov, il existe un compact K'’CK’, tel que (K'\K"')<d/2, et que, sur K"/,
la série % I ful@)||l7* converge uniformément (les fonctions | f,ll, composées de f,
p-mesurables 2 > o(F”, F'), et de la fonction norme, semi-continue inférieurement
sur o(F”, F'), sont p-mesurables de £ dans R.); done, sur K/, la série > f, con-
verge uniformément, quand on munit F” de la structure uniforme de la :10rme, a
fortiori quand on le munit de la structure uniforme o(F#”, F). Donc la restriction
de f & K" est continue de K’/ dans o(F’, F'). Comme J est arbitraire, f est bien
p-mesurable de 2 dans o(F’ F), et L7(2, ; 6(F’, F)) est bien complet.

Si F est un Banach réflexif, F” l’est aussi, et un théoréme connu de PHILIPPS
(*) dit que toute fonction a valeurs dans l’espace F’, faiblement mesurable, est
aussi mesurable. Il en est de méme si F” est séparable done polonais, car toute
application dans F”, mesurable pour une topologie séparée plus faible que la sienne,
I’est aussi pour sa topologie. Dans les deux cas, on a donec L(2, y; o(F", F))=
L2, u; F). CQFD.

Espaces bitopologiques. L’exemple que nous venons d’étudier avec o(F”, F))
introduit une structure nouvelle qu’on rencontrera souvent.

On appellera espace vectoriel bitopologique E un espace vectoriel, avee:

1) une topologie vectorielle, pour laquelle il est séparé par son dual;

2) une partie B bornée équilibrée fermée, qu’'on appellera la quasi-boule umtg,
définissant donc une jauge jp, qui, sur le sous-espace vectoriel Ky engendré par B,
soit une quasi-norme, notée aussi | ||. Cette quasi-norme définit donec sur E; une

(*) Voir PaiLIPPS [1].
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topologie plus fine que celle de 1), et quasi-normée. La quasi-norme, prolongée par
+oo en dehors de Ej, est semi-continue inférieurement sur E. Sauf mention ex-
presse du contraire, la topologie de E est celle de 1, qu’on appelle aussi la premiére;
d’ailleurs la deuxiéme n’existe que sur Ejz (son injection dans la premiére est
continue). Si toutefois il devait y avoir confusion (par exemple si Ez=F), on
écrira |F et ;E. Si E et G sont deux espaces vectoriels bitopologiques, et si «
est une application linéaire de E dans G, on dira qu’elle est continue ou faiblement
continue, si elle I’est pour les premiéres topologies. Si on écrit qu’elle est 2-continue
ou continue pour les deuxiémes topologies, on voudra dire qu’elle envoie la quasi-
boule unité de E dans une quasi-boule de G.

Soient 2 un espace topologique muni d’une mesure de Radon ¢>0, et E un
espace vectoriel bitopologique. On appelle L*(2, ¢; E) I’espace des p-classes d’appli-
cations p-mesurables f de 2 dans E (donc relativement 4 la premiére topologie de
E), et telles que

= (Sgnf(w)n’dp(w))‘“’<+oo si p<+oo,

et
I1fll o= (Sup. ess.)ul| fl@)[| <400 si p=-+co.

Si la quasi-norme de Ej; est une g-quasi-norme, f—||fll» est une Min (p, q)-
quasi-norme.

Notons que la fonction w— | f(0)|| est #-mesurable, car la quasi-norme de E
est semi-continue inférieurement pour sa 12re topologie. Notons aussi que la seule
condition || f]l,<-4co implique que f prenne p-presque toutes ses valeurs dans Ej.
Reprenons alors le cas considéré plus haut; si F' est quasi-normé, E=d(F’, F)
est un espace bitopologique, avec comme 1%r¢ topologie o(F”, F) et comme quasi-
norme sa norme de dual. Et ce que nous avons appelé L*(2, g; 6(F”, F')) est bien
compatible avec ce que nous venons de définir pour un espace bitopologique quel-
conque. Si E est un quasi-normé, il est aussi bitopologique, avec la topologie
o(E, E') et sa quasi-norme (mais aussi bien sQr pour sa quasi-norme et la topologie
qu’elle définit comme 1%re topologie). Un cas trés important dans la suite sera
celui-ci.

Soit G un espace quasi-normé. Son dual G’ est un Banach, et admet un dual
G’’, bidual de G. La boule unité de G admet alors une adhérence B’’ dans o(G”/,
G"), qui est d’ailleurs compacte, car la boule unité de G est contenue dans celle de
Gy. Alors la topologie ¢(G”, G’) et la quasi-boule B’/ définissent une bitopologie,
qu’on appellera la bitopologie canonique ¢(G'/, G').
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Alors les propositions (0.1) et (0.2) admettent la généralisation suivante:

PROPOSITION (0.2 bis). Si E est un espace vectoriel bitopologique, U'espace L*(12,
© E), 0<p< 400, est complet si Ep est complet pour la 2éme topologie.

DEMONSTRATION. On prendra une série %fn, avec En [l fnllint?. 9 < + oo, et on
devra montrer qu’elle est convergente. On trouvera une limite p#-presque partout
J, exactement comme dans la proposition (0.1), et toutes les inégalités de la
démonstration de la proposition (0.1) subsisteront; la seule difficulté consistera a
montrer que f est #-mesurable pour la 1ére-topologie de E. Pour cela, on procédera
comme dans la démonstration de la proposition (0.2), F jouant le réle de (F”, F').
(On utilise seulement le fait que ,E, muni de la quasi-norme, est plus fin que (F).

Enfin, pour p=0, et # de masse 1, on définit L%, #; E) comme I’espace
vectoriel des ¢-classes d’applications #-mesurables de 2 dans E (pour la 12re topologie),
prenant leurs valeurs dans E3. On le munit toujours de la topologie définie par la
famille de jauges fr J.(¢, f)=Inf {(M>0; o€ 2; || flw)|>M}<a}, 0<a<l, dite
topologie de la convergence en probabilité relativement & la structure uniforme de
Ey définie par la quasi-norme (°). Alors:

PROPOSITION (0.3). L°Q, p; E) est un espace vectoriel topologique métrisable,
complet si Ey est complet pour sa 2° topologie. Emn outre, st F est un Banach
réflexif, ou st F' est séparable, L2, p; o(F', F))=L%%, p; F").

DEMONSTRATION. Tout d’abord, si f et g sont deux fonctions p-mesurables et
>0, on a toujours Ju.s(y, f+9)<Jug, f)+Je, g). En effet, f est majorée par
J(, f), sauf sur un ensemble de points de 2 de p-mesure <a, et g majorée par
Js(¢, g) sauf sur un ensemble de p-mesure <B; done f-+g est majorée par
Juer, £)+Je(1, g), sauf sur un ensemble de p-mesure <a+ B, et done Jop(, f£+9)
<Jo(p, )+ Je(e, g). A fortiori, si f et g sont des fonctions sur £, p-mesurables, a
valeurs dans E, on a Jus(p, |F+gI9)<a(e, | FI)+JTp(es llgl?). Si donec nous ap-
pelons V=V(a,¢) I’ensemble des f€ L%, u; E) telles que J (g |lfl9)<e alors
W=V{(a/2, ¢/2) vérifie W+ WcC V; on en déduit aussitét que les V(a, ¢), pour 0<a<1,
et £¢>0, forment un systéme fondamental de voisinages de 0 d’une topologie d’espace
vectoriel. Comme on en déduit immédiatement une base dénombrable, avec
a=1/m, e=1/n, L2, y#; E) est métrisable. Montrons qu’il est complet si ;E5 est
complet. Soit done (f.)..n une suite de Cauchy. Il suffit de prouver qu’'on peut
en extraire une suite partielle convergente. Or il en existe une suite partielle

(5) La convergence en probabilité est associée a une structure uniforme (voir SCHWARTZ
[1], 22 partie chap. 5, §1). Mais ici il s’agit de la convergence en probabilité pour la
structure uniforme de Ejg, alors que les fonctions ne sont pas mesurables a valeurs
dans Ejp!
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(faren telle que
1
J—-!_fT(ﬂ, “fnk+1_fnk”q)< E;:i— .
Posons f,,,,—f.,~0. Il s’agit de montrer que la série keZNﬁk converge dans
L2, p; E), avec
1

J_1_(m, 1011 < S -

Pour tous le N, me N,

1 1 1 1
T3 Gy 1O 000+ -+ +100mIV< s 5+ o+ F g < -
2!

2l+1 21+2 2!+"‘+1
Comme 1’ensemble

Q1= {we 2; [0@) "+ -+ + l|01+m(w)ll">—21—l}

croit avec m, et que sa mesure reste <1/2!, il en sera de méme pour l’ensemble
réunion

2= {weﬂ; 10 @)+ -+~ +[Bram(@) [+ - -- >—21;} ; posons

2= U 2", de sorte que p2)<—— 1 ;
U=l 2! 1

pour g-presque tout o, la série % |0:(@)]|? converge, a fortiori la série %6’,,(«)) con-
verge dans ;Eg; soit 0(w) sa somme. Alors ¢ est une fonction définie p-presque
partout sur 2 & valeurs dans Ep, et on a [6(w)— Zﬂk(w)]|q<1/2‘ pour @¢ 2,
et p(2,)<1/2). Sur tout CQ;, la série 20,, converge umformement par rapport a
la structure uniforme de .E; définie par la quasi-norme, done a fortiori pour la
structure uniforme IE' de la 12re topologie; en effet pour w¢ 2, et pour tout I’>I,
done wg 2y, [0(w)— z 0u(@)|I"<1/2". Mais, pour tout I, il existe 2,02, u@)<
1/2-2, tel que les restrlctlons des 0, a B.Qz soient toutes continues de GQ, dans E,
et 20;, converge uniformément vers 6 sur [}QZ, donec la restriction de 6 a [:Q,
est contmue de G 2, dans E, et par suite # est p-mesurable-Lusin de 2 dans E.

En outre, %0,, converge vers 6 dans L%, y; E) d’aprés sa définition, puisque

-1
Jyyal, 10— k% 0:19<1/2'. Donc L%, p; E) est bien complet. La partie relative
a4 F” se démontre comme la proposition (0.2). CQFD.
REMARQUE. Si G est quasi-normé, l’espace bitopologique o(G’’, G’) satisfait
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aux conditions des proposition (0.2 bis et 8); car B’/ est compacte donc compléte
pour o(G’, G’), done Ejg~ est complet pour la quasi-norme (%).

§1. Le théoréme de compacité de PROKHOROV; poids; probabilités cylindriques.

THEOREME (1.1). Soient X un espace topologique séparé, F(X) Uespace des
probabilités de Radon sur X (mesures de Radon >0 de masse 1), muni de la
topologie de la convergence étroite. Soit _# une partie de FP(X). Une condi-
tion suffisante pour que _A# soit relativement compacte dans FP(X) est la
sutvante:

Quel que soit €>0, il existe un compact K. de X tel que, pour toute 1€ _A#,
on ait A(K.)>1—e.

DEMONSTRATION. La topologie de la convergence étroite, pour X compléte-
ment régulier, est la topologie de la convergence simple sur I’espace <# (X) des
fonctions continues bornées; elle est induite par la topologie vague de 1’espace des
probabilités sur le compactifié de Cech X de X. Si alors f est une fonction semi-
continue inférieurement sur X, >0 ou méme bornée inférieurement, donc enveloppe
supérieure de fonctions continues bornées, la fonction A+ A(f) est semi-continue
inférieurement pour la topologie étroite. Autrement dit, 1’ensemble des 2 pour
lesquelles 2(f)<M est étroitement fermé; si des 2; convergent étroitement vers 2,
lim. inf. 2;(f)>A(f). TOPSOE (") a étendu la définition de la convergence étroite
au ::as ol X n’est plus nécessairement complétement régulier. C’est précisément
la topologie la moins fine pour laquelle 1+— A(f) soit semi-continue inférieurement,
pour toute f semi-continue inférieurement bornée sur X; on peut se contenter,
pour des A de masse fixée égale & 1, de fonctions f>0 car, dés que f est semi-
continue inférieurement bornée, il existe un M tel que f+M soit semi-continue
inférieurement bornée>0.

Démontrons le théoréme seulement dans le cas o X est complétement régulier;
c’est plus simple, et cela nous suffira pour la suite. Soit X le compactifié de Cech
de X. Puisque la topologie étroite sur <#(X) est induite par la topologie étroite
(ou vague) de ?(X’ ), et que ﬁ()vf) est vaguement compact, il suffit de montrer
que 1’adhérence A de _# dans 9’(5( ) est dans #(X). Or, la fonetion 1 +— A(K)
étant semi-continue supérieurement pour la topologie étroite, on voit que, pour tout
e>0 et toute 16/2 , on a AK,)>1—e. Donc toute i€ _# est portée par une
réunion dénombrable de compacts de X donc par X. CQFD.

(1.1 bis) Les fonctions-poids.

(8 Voir BourBAKI [1], démonstration du lemme 1, chap. III, §8, n°. 4.
(") F. TorsoE [1].
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DEFINITIONS. Soit R, la demi-droite >0 achevée (sous-ensemble des éléments
>0 de la droite réelle achevée R, donc réunion de la demi-droite >0 et de +o;
avec sa topologie compacte usuelle). Une fonction poids @ sera unme application
de P(R,) dans R, ayant les propriétés suivantes:

(1) @ est croissante pour la relation d’ordre p<yv (u<v signifiant que, pour
tout a>0, p(la, +c])<v(a, +0))); autrement dit, si u<v, on a O()<O(v);

(2) @ est semi-continue inférieurement, sur FP(R.) muni de la topologie étroite.
Autrement dit, st lijm ;= pour la convergence étroite, on a lim;_ inf. O(p;) >0(p).

Notons que la relation d’ordre définie ici n’est pas la relation usuelle entre
mesures (qui serait triviale pour des mesures ayant toutes la méme masse 1!).
Soit pe GP(R,); pour t>0, soit M(t)=g(t, +oo]); la relation d’ordre entre les
mesures est la relation d’ordre usuelle entre leurs fonctions de répartition M.
Notons que I'on a toujours les inégalités

1.2) A—=M@))0 o) +M(t)d oy <p<A—M(t))0 &y + M )0 (4o0) «

Si g est une probabilité sur R ou C, appelons |¢| son image dans R, par 1’appli-
cation ¢+ || (pas de confusion possible avec la notation habituelle de module d’une
mesure, puisque # est déja >0); on posera alors @(¢)=®(|ul), ce qui permet
d’étendre @ aux probabilités sur R ou C. Soient X un espace topologique séparé,
2 une probabilité de Radon sur X, f une fonction sur X & valeurs dans R ou C,
A-mesurable. Alors I'image f(2) est une probabilité de Radon sur R ou C, et on
peut calculer @(f(2)), que nous noterons aussi @(4, f)=0(Q, |f1).

PRroOPOSITION (1.2 bis). 1’) Pour X, 2 donmés, st 0< f<g, on a f(A)<g(d),
donec D(4, )< D(3, g).

2") Pour X, f dommés, f semi-continue inférieurement >0, Uapplication
A D(2, ) est semi-continue inférieurement sur F(X).

Soit en effet lim 4;=2, suivant un ultrafiltre sur #(X). Comme FPR.) est
compact parce que, I_i’+ est compact, on a li}n fQ)=pe ‘7(1—?_4,). Donc pour toute
fonction continue réelle ¢ sur R,, on a lim 2,(¢e f)=lim (f(2,))(¢)=t«(¢). Prenons
en particulier ¢ croissante et >0, alors go:f est semi-c’ontinue inférieurement sur
X, de sorte que, d’aprés la définition méme de la convergence étroite des mesures,
lim;inf. 2; (pof)>2(pof)=f(4)(¢). Donec, pour ¢ continue, croissante et >0, on a
(@) >(f(D))(¢). Mais toute fonction caractéristique d’un intervalle ouvert la, +oo]
est limite simple d’une suite de telles fonctions ¢, bornées par 1, done, par
Lebesgue, ¢(la, +])>(f(2))(Ja, +0]) ou, pour la relation d’ordre des mesures sur
R.:¢>f(2). La croissance de & donne donc @(z)>0(4, f). Et la semi-continuité
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inférieure de @ sur <#(R,) donne lim.inf. @(4;, /) >@(»), donc finalement lim.inf.
o(1,, >0, f). ; CQFD.
Exemples de fonctions-poids sur FP(R.).
Exemple (1.3).

1/?
llell = <Sﬁ t”d#(t)) ,  0<p<Hoo,
+

définit un poids || |l,. Pour A probabilité de Radon sur X topologique, et f 2-
mesurable & valeurs dans R ou C,

/P
13, fllo= (Sx lf(x)l”dl(x))l =1 flern »

cette derniére quasi-norme (c’est une norme pour p>1, non pour p<1l, L” n’étant
pas localement convexe) étant supposée égale & +oo pour f¢ L(X, 2).
Exemple (1.4).

ll#]l..=Maximum du support de g

définit un poids || ||l.. Pour 4 de Radon sur X et f A-mesurable, & valeurs dans
R ou C,

12, f]]°°=(Sup. ess. )il fl= ”f”z,”(x,z)
(la derniére norme supposée égale & +co pour f¢ L™(X, 2)).
Exemple (1.5) (utile pour les variables aléatoire gaussiennes). ”HS— exp(krt)dp(t)
Ry

est un poids.
Ezxemple (1.6). Les exemples (1.8), (1.5) sont des cas particuliers du suivant:

N

soit ¢ une fonection >0 sur 11, croissante, continue a gauche {donc semi-continue
inférieurement): @(x)= S_ o(t)dp(t) est un poids. La croissance de @ est assurée
Ry
par celle de ¢, comme on le voit en utilisant la formule d’intégration par parties
dans les intégrales de Stieltjes; si M(t)=p(1t, +o]), on a en effet
400
S_ oA =9(0) + S Mo ,
Ry 0

avec dp>0, et la relation d’ordre pour les mesures ¢ est exactement la relation
d’ordre habituelle pour les fonctions M correspondantes. Ensuite la semi-continuité
inférieure de @ est assurée par celle de o.

Pour X, 2, comme précédemment on a

o2, f)= Lamf(w)ndz(x) .
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Exemple (1.7). Prenons un poids @ de la forme (1.6,) avec ¢(+o0)<—+co,
o(t)>0 pour £>0 et tendant vers 0 pour t tendant vers 0. L’inégalité (1.2) nous
donne, pour tout #:

M@)p#) <O(e) <A —M ) p(t)+M(#)p(+c0) .

On en déduit aisément que @(y;) converge vers 0 si et seulement si p; converge
étroitement vers 6 (i.e. si, pour tout t>0, M (¢) tend vers 0). Alors, pour X, 2
donnés, f; fonctions A-mesurables sur X, & valeurs finies réelles ou complexes,
(2, f;) converge vers 0 si et seulement si f; converge vers 0 en probabilité re-
lativement & 4, c. & d. vers 0 dans L%X, 7). Dans la pratique, on prend fréquem-
ment ¢(f)=Inf (1, £).

Exemple (1.8). Pour tout >0, ¢+ M(a)=(Ja, +-cc]) est un poids; il est de
la forme (1.6), avec ¢ fonction caractéristique de ’ouvert ]a, +oc]. Nous appel-
lerons M, ce poids.

Pour que p;€ P (R.,) converge étroitement vers d, il faut et il suffit que, pour
tout >0, M,(z;) converge vers 0. Pour que f; converge vers 0 dans L(X, 4), il faut
et il suffit que, pour tout a>0, M4, f;) converge vers 0. En d’autres termes, les
ensembles {#z€ FP(R,); M,()<e}, a>0, ¢>0, forment un systéme fondamental de
voisinages de & dans GP(R.,), et les ensembles {f € L(X, 2); M,(4, f)<e} un systéme
fondamental de voisinages de 0 dans L%X, 2).

Exemple (1.9). Soit a>0. Pour toute g, il existe un plus petit nombre a>0
tel que p(la, +oo])<a. Appelons J,(#) ce nombre; .J, est un poids. Il est en effet
trivialement croissant; il est semi-continu inférieurement, car l’ensemble des g
pour lesquelles J,(¢#)<b est exactement I’ensemble des ¢ pour lesquelles #(]b, 4 o0])
<a, il est donc fermé dans ZP(R,). Le cas a>1 est sans intérét, car J, est
identiquement nulle. Pour a=0, on retrouve l’exemple (1.4).

Il y a une relation évidente entre les poids M, (exemple précédent) et les poids
Jo. Pour 0<a< 40, 0<a<1, I'inégalité M,(#)<a est équivalente & p(Ja, +])<a,
done a J()<a. (a— M,(») et a—J, (1) sont deux fonctions réciproques 1’une de
I’autre). Soit X un espace topologique séparé, 1 une probabilité de Radon sur X.
Un systéme fondamental de voisinages de 0 de L°X, 2) est donné par les homo-
thétiques des V,, 0<a<l1:

feV. &= ({re X; | flx) >1)<a ;
la jauge de ce voisinage V, est précisément donnée par
feInflae Ry Mxe X; | f@) >a)<al=J,, f) .

C’est pourquoi ces poids J, joueront un rdle essentiel pour tout ce qui concernera
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la convergence en probabilité. Ici encore, ,a,-eg’(l_m converge étroitement vers
0, si et seulement si, pour tout a>0, J.(#;) tend vers 0; f; converge vers 0 dans
LYX, 7), si et seulement si, pour tout a>0, J.(4, f;) tend vers 0.

PROPOSITION (1.10). Toute constante >0 est un poids. La somme et I’enveloppe
supérieure d’une famille quelconque de poids somt des poids. Le produit
d’un poids par un mombre >0 est un poids. Si @ est un poids, et si ¢ est une
fonction >0, croissante et continue & gauche sur R., ¢o® est un poids. Si S
est un espace topologique séparé muni d’une mesure p>0, et si (D,),cs est une
Sfamille de poids indexée par S, telle que, pour toute p€ P(R.), s 0,(1) soit
o-mesurable, alors @ définie par D(¢)= L(D,(/x)dp(s) est un poids.

Tout se démontre assez facilement. Bornons-nous par exemple & montrer que,
pour ¢>0, croissante et continue & gauche, ¢°® est un poids; il suffit de voir
qu'elle est semi-continue inférieurement pour la topologie étroite. Soit a>0; il
existe 8 (maximum de ¢~ ([0, a])), tel que ¢(t)<a soit équivalent & t<fB; alors
I’ensemble des ¢ qui vérifient ¢(@(¢))<a est exactement 1’ensemble de celles qui
vérifient O(px)< B, il est donc fermé, d’ou le résultat.

Plusieurs des exemples précédents sont formés d’aprés ce théoréme. Prenons
par exemple les poids (1.6); d’aprés la formule de Stieltjes, ils s’écrivent

0(0)+ S_ M,d¢(s), ce sont donc des intégrales de poids.
Ry
Exemple (1.11). ‘En appliquant la proposition (1.10) aux M, de ’exemple (1.8),

en nous bornant 4 des a>0, on trouve que, pour toute fonction ¢>0 sur
10, +00[,0<§E§w o(t)M, est un poids. On peut naturellement se borner & des fonc-
tions ¢ croissantes (car, pour t'>t, M, <M, donc, si o(t)<o(t), o(t") M, <¢(t)M,,
et par suite t’ n’intervient pas dans le calcul de Sup; on peut donc toujours
remplacer ¢ par la plus petite majorante croissante).

Supposons en particulier ¢ croissante, @(+c0)<+oo, ¢(£)>0 pour t>0 et
tendant vers 0 pour ¢ tendant vers 0. Les inégalités (1.2) donnent alors, pour tout

t fini >0:
(t—0) M, (1) <D(p) <Max (p(t), p(+o0) My(p)) .
Alors &(y;) converge vers 0 si et seulement si ; tend vers d, et f; converge vers
0 dans L°(X, 2) si et seulement si @(4, f;) tend vers 0.
Exemple (1.12). En appliquant la proposition 1.10 aux J, de I’exemple (1.9),

en nous bornant & 0<a<1, on voit que, pour toute fonction ¢>0 sur ]0, 1],
Sup ¢(a)J, est un poids. Ici encore on peut prendre ¢ croissante, car a—J, est
<a<l

décroissante. Supposons ¢(a)>0 pour a>0. Soit ¢>0 fini, on a
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JAA—M1)d o) +M(t)d¢,)=0 si a>M({@), t si a<M();
T(A—M@)3 6, + M) )=t i a>M(t), +oo si a<M(t) .
Alors les inégalités (1.2) donnent
(M) —0t<P() <+ .

On peut seulement conclure que, si @(;) tend vers 0, M,(;) tend vers 0 pour tout
t>0, et p; tend vers §; la réciproque n’est pas vraie, puisque (1—Fk)d ) +kd e
tend vers & pour k>0 tendant vers 0, et que @ vaut toujours +oo sur une telle
mesure. Les poids 0Suplgo(a)J,,, avec ¢ partout >0 et bornée, seront trés utilisés
plus tard; on les ap;);fle'ra, les J-poids (la raison pour laquelle on suppose ¢ bornée
sera vue a ’exemple (2.10 bis).

(1.12 bis) Poids plus forts et plus faibles que L°. Un poids @ est dit plus
fort que L° si la convergence de &O(y;) vers 0 implique la convergence étroite des
¢; vers §; alors pour X, 2, donnés, f;€ L%X, 2), la convergence de (4, f;) vers 0
implique la convergence des f; vers 0 dans L°(X, 1), d’od la dénomination “plus
fort que L°’. Inversement, @ est dit plus faible que L° si la convergence des g;
vers § implique la convergence des @(z;) vers 0; et alors la convergence des f;
dans un L°(X, 2) entraine la convergence des @(4, f;) vers 0. Un poids plus fort et
plus faible que L° est dit équivalent & L°. (%)

@ est plus fort que L°, si et seulement si les ensembles {¢€ .97’(1—2+); O(p)<e}, €20,
forment une base de filtre plus fine que le filtre des voisinages de J dans .97’-(1_2+);
et plus faible si elle est moins fine, ¢. & d. si chacun de ces ensembles est un
voisinage de J dans ﬁ(iﬁ). @ est équivalente & LY, si et seulement si ces ensembles
forment un systéme fondamental de voisinages de d.

PROPOSITION (1.12 ter). Un poids @ est plus fort que L°, st et seulement st
O()=0 implique p=0o. Il est plus faible que L° si et seulement si O((1—k)d .,
+k0 4oy tend vers 0 quand t>0 et k>0 tendent vers 0.

DEMONSTRATION. Si @ est plus fort que L°, bien évidemment @&(¢)=0 implique
p=0. Inversement, supposons cette condition réalisée; soient des g; formant un
ultrafiltre, tel que ®(p;) converge vers 0; comme gv(im est compact, les g; ont
une limite étroite y; la semi-continuité inférieure de @ entraine @(¢)=0, donc p=s,
et O est plus fort que L°.

Si @ est plus faible que L°, il est certain que @((1—k)d,+k0 (1)) doit tendre
vers 0 quand k£ et ¢ tendent vers 0, puisque (1—k)0«) +%0 .+ tend vers 8. In-

(®) De toute facon, si f; converge vers f dans L°(X, 2), fi(1) converge étroitement vers
f(Q), donc fi— @4, f) est semi-continue inférieurement de L°(X, 1) dans R.,.
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versement supposons cette condition réalisée. Supposons que p; tende vers 5. Soit
e>0. Soient t>0 et k>0 tels que O((1—k)dw) +kd1o)<e. Il existe j, tel que
£i(It, +ool)<k pour j>jo; alors p;<(L1—k)d+kd 4wy, done D(g;)<e pour j=>jo,
done @(y;) tend vers 0, et @ est plus faible que L°.

Exemples. Les exemples (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) si ¢(t)>0 pour ¢>0, sont plus
forts que L°; les exemples (1.6) si ¢(+o00)< oo et si ¢(t) tend vers 0 quand ¢ tend
vers 0, sont plus faibles que L°. On retrouve ce qui est dit & 'exemple (1.7) pour
I’équivalence avec L°. Les poids M, (exemple (1.8)) pour >0, J, (exemple (1.9))
pour a>0, sont plus faibles que L°. L’exemple (1.11), avee ¢(-+o0)<+oo, ¢(t)>0
pour t>0 et tendant vers 0 pour ¢t tendant vers 0, est équivalent &4 L°; I’exemple
(1.12) avec ¢(a)>0 pour a>0 est plus fort que L° et il est plus faible, si ¢ est

bornée et nulle au voisinage de a=0. Les J-poids (exemple (1.12)) sont plus forts
que L°.

(1.18) Poids compacts.

DEFINITION. Un poids @ sur P(R*) est compact si, pour tout M>0 fini,
Uensemble {z€ P (R.); D)< M} est un compact de P(R.). Nous disons bien
F(R,) et non P(R.,); en effet, cet ensemble est toujours fermé & cause de la
semi-continuité inférieure de @, et comme SP(R,) est compact, il est toujours
compact dans P(R.). Donc @ est compact, si et seulement si O(x)<+oo impli-
que p soit portée par R.. Le critére de PROKHOROV (théoréme (1.1)) dit que @
est compact, si et seulement si, pour tout M>0 fini et tout ¢>0, il existe a>0
fini tel que &(¢) <M implique w(Ja, +o0])<e.

Mais, si ¢ porte la masse k>0 & U'infini, #>Q—k)d 0, +%6 +=), done:

PROPOSITION (1.13). @ est compact si et seulement 81 G((1—Kk)d o)+ kb (100y)=F 0
pour 0<k<1.

Les exemples (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) si ¢(+4c0)=40c0, (1.11) (@:O<St1<18°ogo(t)M,, ¢
croissante), si ¢Llﬂo o(t)y=+o0, (1.12) (P= OS<EI<)190(¢1)JM ¢ croissante) si ¢(a)>0 pour
tout «, donnent des poids compacts; les J-poids de (1.12) sont compacts. Soit X un
espace topologique séparé, et soit A2 une probabilité de Radon sur X. Un ensemble
B de L%X, 2) est borné, si et seulement si, pour tout ¢>0, il existe a fini tel que
Hxe X; |f(x)|>a}<e pour toute f€ B. Cela veut exactement dire que l’ensemble
des f(&) est relativement compact dans <P(R) ou P(C); si donc @ est compact,
I’ensemble {f€ L%X, 2); ?(2, f)< M} est borné dans L%(X, 2), pour tout M fini.

(1.14) Poids homogénes.

DEFINITION. Pour g€ ZP(R.), et >0 fini, soit ¢ 'image de g par ’homo-
thétie de centre origine et de rapport z (la notation pourrait faire confondre avee
le produit de ¢ par 7, ce qui serait absurde pour les mesures ayant toutes la méme
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masse 1). Alors @ est dit homogéne (sous-entendu de degré 1), si on a toujours
O(rp)=70(r). Pour f A-mesurable sur X, on aura alors @(1, zf)=|7|9(, f), parce
que, pour 7>0: 7(f(2))=(cf)(2). Les exemples (1.3), (1.4), (1.9) (les J.), (1.12)
sont homogénes. Donc (1.3), (1.4), (1.12) si ¢ est partout >0, sont homogénes
compacts; les J-poids sont homogénes compacts. Les poids homogénes joueront un
rOle important & cause de I’intervention des semi-normes dans les espaces vectoriels
topologiques, qui sont elles-mémes homogénes. La notion d’homogénéité indique
le rdle important que joueront les J, pour étudier 1’espace L%(X, 2).

(1.14 bis) Remarque. Nous n’avons pas donné un seul exemple de poids @ &
la fois plus faible que L° et compact. C’est inévitable. Les proposition (1.12 ter)
et (1.13) l’excluent. Si @ est plus faible que L° alors, pour tout M >0 fini,
I’ensemble {#€ F(R.); (1)< M} est un voisinage de 6 dans “F#(R;). Or, d’aprés
la définition d’un voisinage de ¢ dans #(R,), il n’est jamais compact. On peut
encore le voir autrement. Pour X, 1, donnés, M >0 fini, {f € L%X, 2); (3, | fI)< M}
devrait étre un voisinage de 0, et borné; or, sauf dans des cas triviaux, les
voisinages de 0 dans un L°%X, 2) ne sont jamais bornés.

Remarquons aussi que nous avons trouvé des poids homogénes plus faibles que
L°® (exemple: les J,, a>0) ou plus forts (exemple (1.12), avec ¢>0) mais jamais
équivalents & L°. C’est inévitable. Sans quoi les ensembles {f € L(X, 2); (2, f) < M},
M fini >0, formeraient un systéme fondamental de voisinages de 0 de L%X, A),
et comme ils sont homothétiques, ces voisinages seraient bornés, ce qui est
impossible.

Un poids homogéne compact est plus fort que L° (et évidemment pas plus
faible, sans quoi il serait homogéne et équivalent, ou compact et plus faible, ce
qui, nous venons de le voir, est exclu). En effet, soit @(#)=0. La fonction
a—>O((1—k)d o, +kb ), k fixé, est homogéne en a; pour a infini elle doit tendre
vers +oo, si k>0, puisque @ est compact; donc elle est 0 pour tout >0 et tout
E>0. Or 0=0(x)>0((1—k)d0)+kd.) pour k=p(a, +o0]); done gla, +o0])=0
pour tout >0, donc x=0.

On peut aussi préciser :

PROPOSITION (1.14 ter).

1) Pour qu’'une partie _# de FP(R,) soit relativement compacte dans Z(R,),
il faut et il suffit qu'il existe un poids compact D tel que D(r)<1 pour toute
re _# . On peut méme supposer @ de la forme (1.11) (avec ‘Einw o(t)=-+0), ou
J-poids de la forme (1.12) (avec ¢ partout >0 et bornée) (donc homogéne et plus
Jort que L°).

2) Pour qu'une partie B d’un L%X, 2) soit bornée, il faut et il suffit qu’il
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existe un poids compact D tel que D (4, f)<1 pour toute f€ B; on peut en outre
choisir @ de la forme (1.11) ou J-poids (1.12).

DEMONSTRATION. Nous venons déja d’indiquer & la remarque précédente, que
B est borné si et seulement si I’ensemble _#Z des |fI(2), f€ B, est relativement
compact dans F(R,). Donc 2) résultera de 1). La suffisance de la condition est
la définition méme des poids compacts. Montrons qu’elle est nécessaire. Soit done
# une partie relativement compacte de F(R,). Pour tout >0, il existe

a(_# ,¢) fini >1 tel que p(Ja, +o0])<e pour toute #€_4; mais cela veut dire que
1 1
= R < - =
. M, r.o()<1 ou )

donc que O(¢)<1, si @ est le poids défini par

J()<1,

1 1
OS<1;1£)1 . M, ..o ou par 08(13?[ a( A ,€) Je

(1.15) Fonctions >0 compactes sur un espace topologique.

DEFINITION. Une fonction 0 sur un espace topologique séparé X est dite
compacte, st elle est >0 (a valeurs, comme toujours, finies ou non), et si, pour
tout a<-+oo, Uensemble {x € X; 0(x)<a} est compact. Cela entraine la semi-con-
tinuite inferieure de 6.

Un poids compact est une fonction compacte sur #(R;). L’exemple le plus
important sera le suivant: si F' est un espace de Banach, la norme sur o(F”, F')
est compacte. La norme sur un Banach réflexif est compacte pour la topologie
faible. Si E est un espace vectoriel topologique, F' un sous-espace vectoriel de E,
muni d’une structure de Banach avec injection continue, et si la boule unité de F
est compacte dans E, la fonction sur E, égale & la norme sur F' et & +co sur
[:F, est compacte.

(1.15 bis) Ordre d’une probabilité de Radon.

DEFINITION. Soient X un espace topologique séparé, ¢ une fonction >0 semi-
continue inférieurement sur X, ® un poinds sur <#(R,). On dit qu’une probabilité
de Radon A sur X est d’ordre (@, ), si ®(2,0) (c. & d. #(6(2)))<1. Si 2 est d’ordre
(@, 6), elle est a fortiori d’ordre (@, 8), si <P et §<06.

Alors on a le corollaire trivial suivant du théoréme de PROKHOROV:

PROPOSITION (1.16). Soient X wun espace topologique séparé, 0 ume fonctiom
compacte >0 sur X, ® un poids compact sur FP(R,). L'ensemble _# des
probabilités de Radon 2 sur X, d’ordre (@,60), c. a d. vérifiant D(1, 0)<1, est
compact dans F(X).

DEMONSTRATION. Pour tout €>0, il existe a.<+oo tel que ®(#)<1 entraine
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p(la., +o0])<e; done &(2, 6)<1 entraine A(K.)=i({x€ X; f(z)<a.})>1—¢, et, comme
cet ensemble K, est compact, le théoréme de PROKHOROV dit que _4# est relative-
ment compact dans P(X). Mais la fonction A+—>®@(4,60) est semi-continue in-
férieurement sur F(X), donc _#Z est fermé, donc il est compact. CQFD.

REMARQUE 1. L’inégalité <1 peut évidemment &étre remplacée par <M, M
fini >0.

REMARQUE 2. Si @(4, )< +oo, ® compact, 0(2) est portée par R., done 2 est
portée par I’ensemble {x € X; 6(x) <+ oo}.

Applications aux probabilités cylindriques sur les espaces vectoriels topologi-
ques.(®)

(1.17.00) La topologie cylindrique.

DEFINITION. Dans toute la suite, les espaces vectoriels topologiques considérés,
méme si ce n’est pas explicitement écrit, seront sur K=R ou C, non nécessaire-
ment localement convexes, mais séparés par leur dual (donc séparés). Soit E un
tel espace vectoriel. Appelons é(E) I’espace des probabilités cylindriques sur E;
nous le munirons de la topologie la moins fine pour laquelle, pour toute application
linéaire continue v de E dans un espace vectoriel G de dimension finie, I’application
A v(2) de g"’(E) dans Z#(G), soit continue. En d’autres termes, des probabilités
cylindriques 2; convergent vers une probabilité cylindrique 2, si et seulement si,
pour toute v, v(4;) converge vers v(4) dans #(G). On appellera topologie cylindri-
que cette topologie, convergence cylindrique la convergence correspondante. Tri-
vialement !’injection ﬁ(E)—).gvl‘(E) est continue; et Q(E) est séparé, parce que
les ZP(G) sont séparées (pour G de dimension finie) et que les v:._é?(E)—»@(G)
séparent les points de é(E), par définition méme des probabilités cylindriques.

PRroOPOSITION (1.17.0).

1) Si K=R, pour que des probabilités cylindriques 2; converge cylindriquement
vers une probabilité cylindrique 2, il faut et il suffit que les images de Fourier
F A; convergent vers F A, uniformement sur tout compact contenu dans un
sous-espace vectoriel de dimension finie.

2) Pour K=R ou C, il faut et il suffit que, pour tout §€E’, les images &(2;)
convergent vers &(2) dans P (K).

8) Sur Uespace F(E,) des probabilités de Radon sur E,=q¢(E, E’), la topologie
cylindrique n’est autre que la topologie étroite.

DEMONSTRATION. On peut toujours, dans tous les cas, supposer K=R.

1) L’image de Fourier de v(4), v application linéaire continue de E dans un espace

(®) Les probabilités cylindriques sont définies et étudiées dans SCHWARTZ [1], 2° partie,
et dans SCHWARTZ [4].
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vectoriel de dimension finie, est ’image réciproque par ‘v de & 2; la 1¢re partie
résulte alors du théoréme de convergence de Paul LEVY.

2) Si 2; converge cylindriquement vers 2, évidemment &(2;) converge étroitement
vers £(4). Supposons inversement que, pour tout &, &(4;) converge étroitement vers
£(2). Soit v 'application linéaire continue de E dans R" définie par n éléments du
dual, &, &, -+, §.. Slrement, par compacité, les ¥(1;) ont une limite étroite v
dans P(R"), R étant un compactifi¢ de R. Mais les projections de v sur les
facteurs sont les images de A par &;, &, ---, &,, donc portées par R; donc v est
portée par R". Mais alors v(4) et v sont des probabilités sur R", ayant méme
image de Fourier puisque leurs images par toute forme linéaire sur R™ coincident;
done v(4)=v. Ainsi, pour toute v, les v(4;) convergent vers v(4), et par suite 2;
converge cylindriquement vers A.

3) Pour que la topologie cylindrique sur #(E,), a priori moins fine que la
topologie étroite, soit l1a méme, il faut et il suffit que, pour toute fonction f semi-
continue inférieurement bornée sur E,, 21+ A(f) soit semi-continue inférieurement
pour la topologie cylindrique. Comme la masse est toujours 1, il suffit que ce soit
vrai pour f>0, d’'oll simplement pour f=%., ou les ¢ forment une base, stable
par réunions finies, de la topologie E,, car toute fonction f>0 semi-continue in-
férieurement est enveloppe supérieure de sommes finies de x~. Or de tels ouverts
formant une base de E, peuvent é&tre définis par les v7(2), v:E— G linéaires
continues de E dans les espaces vectoriels de dimension finie, £ ouverts de G. Alors
201 (2)=w())(2); A—v(2) est continue de é(E) dans F(G), et vi>u(2) est
semi-continue inférieurement sur #(G), d’ou le résultat. CQFD.

COROLLAIRE. Sotent @ un poids, 6 une fonction >0 semi-continue inférieure-
ment sur E,=o(E, E’). Sur Uespace FP(E,) des probabilités de Radon sur E,,
la fonction 2—@(2,0) est semi-continue inférieurement pour la topologie
cylindrique.

1l suffit d’appliquer la proposition précédente et la proposition (1.2 bis).

THEOREME (1.17). Soient E wun espace vectoriel topologique séparé par son
dual, 0 une fonction compacte sur E, ® un poids compact. L’ensemble # des
probabilités de Radon sur E, d'ordre (@,0), ¢. a d. vérifiant ®(2, 0)<1, est com-
pact dans P (E), donc fermé dans é(E’).

En d’autres termes, toute probabilité cylindrique 2, limite cylindrique de
probabilités de Radon 2; d’ordre (D, 9), est elle-méme une probabilité de Radon,
d’ordre (9, 0).

(1.18) Exemple fondamental: probabilités de Radon d’ordre p sur des
Banach.
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1) Soient E un espace vectoriel topologique, B une partie équilibrée fermée de
E. La jauge de B est la fonction 05 ou jp définie par 05(x)=Inf {k>0; z€ kB}.
Bien entendu, 0p vaut 4o sur le complémentaire du sous-espace vectoriel Ep
engendré par B. Et 0z est semi-continue inférieurement, car, pour a fini>0,
0s(x)<a équivaut & x€aB, qui est fermé.

2) Soit alors ® un poids homogéne (il n’est pas intéressant de considérer les poids
non homogénes, car les jauges sont homogénes). On dit qu’ume probabilité de
Radon 2 sur E est d’ordre @, s’il existe une partie B, équilibrée fermée bornée,
telle que 2 soit d’ordre (@, 0g), i.e. que D(4, 05)<1. Cela implique, si @ est com-
pact, que 2 soit portée par Ej.

3) Un ensemble _# de GP(E) est dit uniformément d’ordre @ s§’il existe une
méme partie B bornée équilibrée fermée telle que toutes les A€ _# soient d’ordre
(D, 65). )

4) En particulier, 1 est dite d’ordre p, 0<p< oo, si elle est d’ordre | |,, poids
défini aux exemples (1.8) et (1.4).

5) Nous aurons toujours, dans la suite, & étendre les résultats relatifs aux poids
I ll, & p=0. Une probabilité de Radon 2 sur E est dite d’ordre 0, si, pour tout
a>0, elle est d’ordre J,. Ce n’est donc pas un poids qui intervient, mais la famille
des poids J,. Mais alors toute probabilité de Radon est automatiquement d’ordre
0; en effet, il existe une partie équilibrée bornée (et méme compacte) B telle que
Z([: B) <a, ou J,(4,5p)<1, et A est d’ordre (J,, 75).

6) Un ensemble _#Z € Z#(E) est alors uniformément d’ordre p, 0<p<+oo, g'il
est uniformément d’ordre | |l,. Il est uniformément d’ordre 0 si, pour tout a>0,
il est uniformément d’ordre J,; bien entendu, bien que toute probabilité de Radon
soit d’ordre 0, un ensemble _#Z C P (F) n’est pas en général uniformément d’ordre
0. Si les parties bornées de E sont relativement compactes, _# est uniformément
d’ordre O si et seulement s’il est relativement compact dans Z(E); c’est exacte-
ment 1’énoncé du théoréme de PROKHOROV (1.1).

6 bis) On peut raffiner, et se donner un ensemble .7~ de parties bornées équilibrées
fermées de E. Alors 2 sera dite d’ordre @ (homogéne) relativement & .7, ou
d’ordre (9, 77), d'il existe une partie B€E 7~ telle que 2 soit d’ordre (@, 05); on
étendra de méme toutes les notions précédentes.

T) Soit E un espace vectoriel bitopologique, de quasi-boule unité B, de quasi-
norme 6. Alors une probabilité de Radon 2 sur E (pour sa 12re topologie!) sera
dite d’ordre @, @ poids homogéne, s’il existe M >0 fini tel que 2 soit d’ordre
(@, 6/M), ou encore si &(2,0) est fini. On notera par @(1) la quantité &(1, ). Si
74 est I’homothétique de 2 par ’homothétie de centre origine et de rapport r,
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&(z2)=]|z|@(2). Sur ’espace des probabilités de Radon, 21— @(2) est semi-continue
inférieurement pour la topologie étroite ou cylindrique (prop. (1.2 bis) et corollaire
de la prop. (1.17.0)).

En prenant @=| |p, 4 est d’'ordre p, 0<P<+o0, si et seulement s’il existe
M >0 fini tel que 2 soit d’ordre (|| |5, /M), ou si |2, 6|,, noté [|2||,, est fini; ou
encore si 0 est dans L?(E, 2), et [|2]|,=/10]|.7z.». Nécessairement 2 est alors portée
par Ep.

Un ensemble _# est uniformément d’ordre @ si et seulement si @(2) est borné
par un nombre M >0 fini pour A€ _4# ; on notera par @(_#) la borne supérieure
de @(2) pour 1€_4Z .

Puis 2 est, comme précédemment, d’ordre 0, si, pour tout a, 0<a<l, elle est
d’ordre J,; une probabilité de Radon 2 sur E est d’ordre 0 si et seulement si elle
est portée par Ej. Mais on peut dire plus. Pour tout a>0, il existe R(a)>1 fini
tel que la boule de rayon R(a) contienne une masse >1—a, donc, si @ est le J-poids
(forme (1.12)) @=0§B£)1(1/R(a)) Juy A est d'ordre @. Et un ensemble _# de pro-
babilités de Radon sur E est uniformément d’ordre 0 si et seulement s’il existe un
J-poids @ tel que les 1€ _#Z soient uniformément d’ordre @. Cela veut exactement
dire, d’aprés 1’énoncé 1 de la proposition (1.14 ter), que ’ensemble des 6(2), A€ _#,
est une partie relativement compacte de <#(R.).

Dans les exemples donnés au §6, nous aurons souvent besoin de ce fait: si 4

est une probabilité de Radon sur E, elle est concentrée & ¢ prés sur la quasi-boule
de rayon R, si et seulement si J.(2)=J.(2, 0)<R; et 2 est d’ordre ((1/R)J:, ).
8) Soient E un quasi-normé, Ey son espace normé associé. Une probabilité de
Radon 2 sur E, d’ordre ® homogeéne, I’est a fortiori sur Ey, puisque l’injection
E— Ey est continue de quasi-norme <1; et (P(A)g,<(@(2)z. Si E est dual
x-faible o(F’, F') d’un quasi-normé F, une probabilité de Radon 2 d’ordre @ sur
Ex=F" Y’est a fortiori sur E, et alors (#(4)g,=(@(1)r puisque les normes sont les
mémes.

Le passage de E 4 Ey donne donc lieu & des résultats opposés dans les deux
cas; ce n’est pas étonnant, puisque E est plus fin que Ey dans le premier et moins
fin dans le deuxiéme.

Le théoréme (1.17) admet alors le corollaire trivial suivant:

THEOREME (1.18 bis). Soient E un espace vectoriel topologique (séparé par
son dual), @ un poids homogéne compact, .7 un ensemble de parties équilibrées
compactes de E. Alors toute probabilité cylindrique 2, limite cylindrique de
probabilités de Radon 2; uniformément d’ordre @ pour 7 (resp. uniformément
d’ordre p, 0<p< +), est elle-méme de Radon d’ordre @ (resp. d’ordre p) pour
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g .

DEMONSTRATION. Par définition, il existe une partie B€ 7, telle que les 2;
soient d’ordre (@, 0z). Alors B est compacte, donc 0z est une fonction compacte,
et on peut appliquer le théoréme (1.17).

Ce résultat s’applique automatiquement pour @=| ||,, »>0. Pour le cas de
Pordre 0, c’est ce qui a été dit a 7).

Nous nous attacherons spécialement, dans la suite, au cas ou E est, soit un
espace vectoriel quasi-normé, soit un dual *-faible o(F”, F') d’un quasi-normé F'.
Dans le second cas, la boule est compacte, mais pas dans le premier.

Nous pourrions songer & prendre l'image dans o¢(E’, E’) par ’application
canonique de E dans o(E'/, E’); la boule unité de E’’ est alors compacte. Mais
nous perdons alors énormément; toute l'originalité de E par rapport & Ey dis-
parait, puisque Ey a le méme dual et le méme bidual que E. Nous sommes donc
amenés & la convention suivante: dans o(E"’, E’), la fonction 0 qui interviendra
sera toujours la jauge 0z de Vadhérence B ou B (pour la topologie o(E", E'))
de la boule unité Bde E. On voit que B peut &tre beaucoup plus petite que la boule
unité de E’’, donc 05 beaucoup plus grande que la norme de E’’ (et bien sfir com-
pacte pour o(E", E')). Une probabilité de Radon d’ordre @ dans E a une image
dans o(E"/, E’) qui est de Radon d’ordre @, pour cette fonction 6. Et c’est par
rapport 6 cette fonction 0 qu’'on définira les probabilités de Radon d’ordre @
dans o(E', E'), les ensembles uniformément d’ordre @, d’ordre 0, etc. ---. Cela
revient (en omettant de le mentionner!) & prendre la conception (6 bis) de (1.18),
avec .7 = ensemble des parties bornées de o(E"’, E’), adhérences des parties bornées
de E. C’est done, comme il est dit dans les préliminaires avant la proposition
(0.2 bis), I’espace bitopologique o(E'’, E') qui intervient ici.

Rappelons que, pour E quasi-normé, on suppose toujours implicitement (pré-
liminaires, (0.00)) que la boule unité de E est faiblement fermée. Alors Oy
induit sur E exactement la quasi-norme 6.

Remarquons aussi que, pour E=o¢(F”, F'), F' quasi-Banach, on peut employer

encore o(E'’, E') pour désigner E lui-méme, car E'=F, conventionnellement muni
de sa quasi-norme (préliminaires, (0.00)).

COROLLAIRE (1.18 ter). Soit E un espace vectoriel quasi-normé ou un dual
*-faible d'un quasi-normé. Soit @ wun poids homogéne compact. Toute pro-
babilité cylindrique 2, limite cylindrique de probabilités de Radon 2;, uniformé-
ment d’ordre @ (resp. uniformément d’ordre p, 0<p<+ ), a une image dans
Uespace bitopologique o(E", E') qui est encore de Radon d’ordre @ (resp. d’ordre
»). En outre, ®()< lim.j inf. #(2;). Enfin 2 est de Radon sur E lui-méme, st
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E est un Banach réflexif, et alors d’ordre @ (resp. d’ordre p).

Seul le cas réflexif demande une démonstration. Dans ce cas, la norme est
compacte pour ¢(E, E’), et nous savons seulement que 1 a une image dans o(E, E’)
qui est de Radon. Mais, d’aprés un théoréme de Phillips, toute probabilité de
Radon sur ¢(E, E’) provient d’une probabilité de Radon sur E lui-méme. Done il
existe 4 de Radon sur E telle que 2 et 1 aient méme image dans o(E, E’); mais
.é’(E)—»,év(a(E, E")) est toujours une bijection (1°), donec A=1, et A est bien de
Radon sur E. CQFD.

REMARQUE. Supposons F' Banach réflexif, E=d¢(F’, F). Alors 2 provient d’une
probabilité de Radon sur F” fort. Cela n’a pas de sens a priori de dire que 2 est
une probabilité de Radon sur F”, puisqu’elle est donné comme probabilité cylindri-
que sur o(F”, F), done pas sur F’. Toutefois, puisque ,é”(F’)—»j(o(F’, F)) est
une bijection (F” ayant pour dual F’’=F), on peut quand méme identifier é"(F’)
et é’(a(F’ , F)) par cette bijection, et il est alors correct de dire que 4, probabilité
cylindrique sur o(F”, F') donc sur F’, est de Radon sur F”.

Mais supposons F' non réflexif, et F’ séparable. Il est alors polonais de sorte
que F(F)—> Po(F", F)) est bijective; donc 2 proviemt d’une probabilité de
Radon 1 (unique) sur F’. Mais il est ici totalement incorrect de dire que 1 est
une probabilité de Radon sur F’; car é”(F’)—»é‘(a(F’, F)) n’est pas injective,
et on ne peut donc pas identifier j(F’ ) & un sous-espace de é(a(F’ , F')); on ne
peut donc pas écrire 2=2 (1),

(1.19) Fonctions aléatoires linéaires, applications décomposées.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé par son dual. Soit f une fone-
tion aléatoire linéaire sur E’, c. & d. une application linéaire de E’ dans un espace
L2, 1), 2 espace topologique séparé, g probabilité de Radon sur 2. On sait
qu'elle définit une probabilité cylindrique 2 sur E que nous noterons iy, et qu’on
établit ainsi une correspondance bijective entre .é"(E) et l’ensemble des classes
d’isonomie de fonctions aléatoires linéaires sur E’ (12).

On dit que f est décomposée, s’il existe une application g-mesurable (au sens
de Lusin) ¢ de 2 dans E, telle que, pour tout £€ E’, f(¢)€ L, ¢) soit la p-classe
de la fonction <gp, £> ou &op, c. & d. de la fonction w+—<{p(w), £>; s'il en est ainsi,
¢ est unique 4 un ensemble négligeable prés, autrement dit la p-classe de ¢ est
unique. Nous appellerons f, ou ¢* la fonction aléatoire &+—<p, £>; la probabilité

(%) D’aprés leur définition méme, les probabilités cylindriques sur E ne dépendent que
de la topologie affaiblie o(E, E’).

(1) La probabilité cylindrique 5, construite dans SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. II, §3,
exemple 2, est sur !1; son image dans o(l!, ¢®) est nulle.

(*2) SCHWARTZ [1], 2¢ partie, chap. V, §2.



168 Laurent SCHWARTZ

associée qui est alors de Radon, est 1;, ou .4, et c’est I'image ¢(z); on pourra
aussi la noter 4,. Si f est décomposée, nous appellerons aussi ¢, I’application ¢
telle que f=f,, et alors ¢ ()=14;.

PROPOSITION (1.19.0) Pour que f soit décomposée, il est mécessaire que sa
probabilité cylindrique associée 1y soit de Radon (puisqu’elle n’est autre que
I'image ¢(r); inversement, si 25 est de Radon et portée par une réunion dé-
nombrable de compacts métrisables de E, f est décomposée (12).

Cette condition est réalisée, pour Ay de Radon, si E est souslinien ou quasi-
normé ou métrisable, ou st son dual est x-faiblement séparable, ou st E=ad(F’, F),
F quasi-normé séparable ou Banach réflexif.

Voici quelques conséquences de cette maniére de voir.

1) Soit ® un poids sur 9"(1&), et soit 6 une fonction semi-continue inférieure-
ment >0 sur E. Soit ¢ une application g-mesurable de £ dans E, 2=¢(x) sa
probabilité de Radon associée. Alors @(2, 0)=®(y, -¢). Donc A est d’ordre (@, 6)
si et seulement si @(y, Gop)<1.

2) Soit E un espace vectoriel bitopologique, ¢ sa quasi-norme, et soit & un poids
homogéne, et toujours A=¢(z). Alors @(4, 0) se note @(2) (voir (1.18), 7), et vaut
Dy, |lell) qu’on peut aussi noter d(g, ¢). Donc ¢(r) est d’ordre @, si et seulement
si Oy, p)<+oo. Si <& est un ensemble d’applications p-mesurables de 2 dans E,
on appellera @(y, <#) la borne supérieure des @(y, ¢) pour ¢€ <Z; c'est aussi
O A=), si Ao est I'ensemble des ¢o(p), v€ F; et _#» est uniformément
d’ordre @, si et seulement si @(¢, <&) est fini.

Un ensemble <& CL?(2, u; E) est borné dans L”(2; u; E) si et seulement si
I’ensemble des fo¢ correspondantes est borné dans LP(%2, z), c. & d. s’il existe un
poids @, proportionnel & || ||, (exemples (1.3 et 4)) pour »p>0, ou un J-poids @
(forme (1.12)) pour »=0, tel que P(¢, <& )<+oo (prop. (1.14 ter)). On peut alors
relier les espaces L” et les probabilités d’ordre » par ceci, d’aprés (1.18): S¢ ¢ est
une application p-mesurable de 2 dans E, ¢(y) est d’ordre p, 0<p<+co, 81 et
seulement si ¢ € L(2, ; E); et, pour un ensemble <& de fonctions p-mesura-
bles, Vensemble _#Z= des ¢o(1), o€ &, est uniformément d’ordre p, si et seule-
ment st ZF est une partie bornée de L7(2, 1; E); et on a

1.19) lewl,=llelr.mm pour p>0.

8) D’autre part, sotent f;: E'— L%, 1) des fonctions aléatoires linéaires, con-

(13) SCHWARTZ [1], 2¢ partie, chap. V, §4, théoréme 11. Ce que nous appelons ici décom-
posée s’appelait alors mesurablement décomposée Nous ne redonnons pas ici la démon-
stration de ce théoréme.
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vergeant vers f:E' — L2, p) pour la topologie de la convergence simple. Alors
les probabilités cylindriques associées 2; convergent cylindriquement vers .

En effet, soit v une application linéaire continue de E dans K*; elle peut &tre
définie comme (¢y, &5, -+, &,), ol les & sont des éléments de E’; alors v(1;) est
I'image w;(¢) de ¢ par I'application p-mesurable w;=(f;(&,), fi(&), -+, fi(£,) de 2
dans K"; puisque les f; convergent simplement vers f, les f;(£,) convergent vers
f(&) dans L°2, ) pour tout k, 1<k<m, donc les applications w; convergent vers
Papplication w=(f(&,), f(&), -+, f(£,)) de 2 dans K", pour la p-convergence en
probabilité; donc les images »(1;)=w,(x) convergent étroitement dans <#(K™) vers
w()=v(2), et les 1; convergent cylindriquement vers 2. CQFD.

Le théoréme (1.18) donne alors:

THEOREME (1.20). Soit E un espace vectoriel quasi-normé (resp. un dual
o(F", F), F quast-normé). Soit f une application linéaire de E’ dans L°(2, p).
Supposons que [ soit limite simple d’applications f; décomposées par des
¢; 2 E, qui forment un ensemble borné dans L*(2, i; E). Alors la probabilité
cylindrique 2 associée a f est de Radon d’ordre p dans o(E"’, E') (resp. o(F”, F)).
En outre, f est décomposée par une fonction ¢ € L*(2, p; E) si E est un Banach
réflexif (resp. o€ L*(2, p; o(F’, F)), si F est séparable, L*(2, t; F’) si F est un
Banach réflexif ou si F’ est séparable).

DEMONSTRATION. Les seules parties non triviales sont celles de la fin. Si F
est un Banach réflexif, 1 est de Radon sur E métrisable, donc f est décomposée
par une ¢ € L*(2, #; E). Si F est un Banach réflexif, F” I’est aussi, 4 est alors de
Radon sur F”, et ici encore f est décomposée par ¢ € L*(2, ¢; F’). Si F est sépar-
able, les compacts de o(F’, F') sont métrisables, donc f est réalisée par ¢ € L*(2, p;
o(F’, F)). Si enfin F’ est séparable, donc polonais, f est décomposée par ¢ € LP(£2,
u; o(F’, F)) qui est L?(2, p; F’). Mais, comme nous ’avons signalé a la remarque
qui suit le théoréme (1.18), il n’est pas correct de dire que 2 est de Radon sur F”
dans ce dernier cas.

REMARQUE. Bien entendu, lorsque f est réalisable par ¢:2— E, il n’est pas
exact que les ¢; convergent nécessairement vers ¢ dans L*(2, y; E).

§2. Le type et les applications radonifiantes.

(2.1.0) Le type d’une probabilité cylindrique. Définition.

Soit E um espace vectoriel topologique, séparé par son dual. Soient ® un
poids sur P(R,), 0’ une fonction >0 quelconque sur E’. On dit qu'une
probabilité cylindrique A2 sur E est de type (@,6’), si, pour tout (€ E’, qui
définit donc une probabilité image £(2) sur K, on a:
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PE))<O'@) .

Noter la différence entre type et ordre. L’ordre (@, 6) n’a été défini que pour des
probabilités de Radon, et 6 était une fonction sur E; le type (&, 0’) est défini pour
des probabilités cylindriques, et 6’ est une fonction sur E’. En outre, si 4 est de
type (@, 6’), elle est a fortiori de type (@, ) si 0<® et §’>6’ (alors qu’on devait
prendre 4 <6 pour l’ordre). D’ailleurs, si 2, de Radon, est d’ordre (@, §), @ homo-
géne, elle est aussi d’ordre (z@, (1/7)8), >0 fini; si 4, cylindrique, est de type
(@, 9", elle est aussi de type (z@, t0’).

Enfin I’ensemble des probabilités cylindriques, de type (@, 8’) est cylindrique-
ment fermé, puisque 1+ @(£(2)) est semi-continue inférieurement sur ?(E).

(2.1.00) Les propriétés de concentration scalaire des probabilités cylindriques
sont des propriétés de type. Soit A une partie équilibrée de E, et soit N la jauge
de A° dans E’. Si 2 est scalairement concentrée a ¢ prés sur A, alors, pour tout
E€E’, £(2) est concentrée & ¢ prés sur £(A), donc a fortiori sur [—N(£), +N(8)],
car £(A) est pincé entre [—N(¢), +N(&)] et [—N(£), +N(£)]; donc 2 est de type
(J., N). Inversement, si 1 est de type (J:, N), alors, pour tout &, &£(2) est scalaire-
ment concentrée & ¢ prés sur [—N(£), +N(¢)], done, sinon sur £(A), en tout cas
sur tout (1-+0)£(A), 6>0; et 2 est scalairement concentrée & ¢ prés sur tout
1+0)A. Si A est faiblement compact, £(A) est compact donc est nécessairement
I'intervalle fermé [—N(&), +N(£)], et 2 est scalairement concentrée & ¢ pres sur
A, si et seulement si elle est de type (J., N).

(2.1.1) Soit ® un poids homogéne, et soit © une topologie vectorielle sur E’
(non nécessairement séparée). On dira qu’'ume probabilité cylindrique A sur E
est de type @ pour la topologie EL, s'il existe un wvoisinage V de 0 de EE,
equilibré fermé, tel que 2 soit de type (@,6)), ow 64 est la jauge de V. Cela
revient 4 dire que ’ensemble {£€ E’; ®(£(1))<1} est un voisinage de 0 dans E%; ou
encore que, lorsque & tend vers 0 dans EL, ®(£(2) tend vers 0.

(2.1.3) Un ensemble _# de probabilités cylindriques est alors dit uniformé-
ment de type @ pour EL, s'il existe un méme voisinage V de 0 de E% tel que
toutes les A€ _# soient de type (D,0}); ou encore si l'intersectionlerL {¢e E';
@(£(2))<1} est un voisinage de 0 de E%; ou encore si, quand ¢ tend vers 0 dans
E%, ®(&(%) tend vers 0 uniformément pour A€_4 .

(2.1.4) 2 est dite de type p» pour Eg, 0<p<-+oo, 8t elle est de type || |,;
de méme pour un ensemble _# uniformément de type p;

(2.1.5) 2 sera dite de type 0 pour EL, si, pour tout a>0, elle est de type
J. (exemple (1.9)). Notons ici que cela ne fait pas intervenir un type déterminé,
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mais une famille de types, les J,; le type 0 nécessite donc toujours un examen
spécial. S’il existe un J-poids @ (compact de la forme (1.12)) tel que 2 soit de type
@, elle est de type 0, mais ce n’est pas nécessaire. Comme les ensembles {#€ F(R.);
J()<e}, a>0, ¢>0, forment un systéme fondamental de voisinages de & dans
P (R.), on voit que 2 est de type 0, si et seulement si, lorsque ¢ tend vers 0
dans E%, £(2) tend vers ¢ dans FP(K).

Si © est une famille de parties équilibrées bornées de E, stable par homothétie,
et si E¢ est la topologie de la ©-convergence, alors 2 est de type 0 pour E%, si et
seulement si elle est scalairement ©-concentrée (*). Cela résulte immédiatement de
(2.1.00).

(2.1.6) Bien entendu un ensemble _# € ﬁ(E) est dit uniformément de type
0, pour E%L, si, pour tout a>0, il est uniformément de type J,. Cela exprime
que, quand & tend vers 0 dans E%, £(2) tend vers 6, uniformément pour A€ _A# .
Si © est un ensemble de parties équilibrées bornées de E, stable par homothéties
et réunions finies, dire que _# est uniformemént de type 0 pour E., c’est dire
que les A€ _#Z sont uniformément scalairement S-concentrées, c¢. & d. que, pour

tout ¢>0, il existe A€ES telle que, pour tout £€ E’ et toute A€ _#", £(4) soit con-
centrées sur £(A) & ¢ prés.

(2.1.7) Souvent EZ sera le dual fort de E, mais ce peut étre aussi E!, E’
(topologie de Mackey). Dans un article antérieur (‘°), E était 1’espace a(I=, l*) avec
0<s<1; alors E'=I°, et E. était justement la topologie quasi-normée de I°, non
localement convexe. Aux §§5 et 6, il arrivera fréquemment, E étant arbitraire,
que E% soit normé ou quasi-normé: par exemple E sera l'espace Z/(R") des
distributions sur R", E’ sera ’espace 2 (R") muni de la norme L2 ou L*. Dans
ce cas, la quasi-norme de EZ sera sous-entendue; A sera de type @, poids homogéne,
si et seulement §’il exist M>0 fini tel que, pour tout £€ E’, @®(£(Q))<M|¢|; elle
sera de type p>0, si |6(A)|,<M]|&||. Nous noterons alors par @*(2), pour @ homo-
géne et E’ quasi-normé, la borne inférieure des M >0 tels que @(£(R))<M|&]l, ou
encore @*(2)= Eﬁi‘f D(£(2)).

Pour un ensemble _# de probabilités cylindriques, 9*(_#") sera ZSEuE D*(A); 2
sera de type @, _# sera uniformément de type @, si et seulement si &*(2)<+oo,
PX(_# )< +oo. La fonction A—>D*) est semi-continue inférieurement sur
P(E).

Dans ce cas, 1 est de type 0, si et seulement si, pour tout a>0, il existe
M,>1 fini tel que J.(£(R)<M,|¢ll, donc s’il existe un J-poids @ (homogéne com-

(14) SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. II, §3.
(15) SCHWARTZ [2].
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pact de la forme (1.12)), & savoir @= Sup A/M),, tel que O(E) <&l pour tout
EEF, c. 4 d. tel que P*(A)<1. Un ensemble 4 e.?(E) sera uniformément de
type 0, si l'on peut choisir les mémes M, donc le méme type @ de la forme (1.12),
pour toutes les A€ _#, c. & d. &'il existe un J-poids @, tel que P*(_£)<1. La
proposition (1.14 ter) montre alors que _# est uniformément de type 0, st et
seulement si U'ensemble des £(2), |&ll<1, 1€ &, est relativement compact dans
P (K).

(2.1.7 bis) Soit E un espace vectoriel quasi-normé. Une probabilité cylindrique
de type @ (homogéne) sur E ou sur Ey, c’est la méme chose, puisqu’ils ont le
méme dual, et 9*(1) a la méme valeur dans les deux cas. Si E est un dual
o(F", F), F quasi-normé, une probabilité cylindrique sur F”, I'est a fortiori sur
E=o(F", F), et (?*(2))g<(@*(A)F'.

Mais soient @ un poids homogéne, 2 une probabilité de Radon sur F” (F' normé),
portée par un compact d’un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors @*(2)
a la méme valeur, qu'on considére 2 comme probabilité sur o(F", F'), relativement
4 la norme donnée sur F, ou comme probabilité sur F’ ou ¢(F”, F'’), relativement
4 la norme usuelle sur F//. En effet, soit &€ F”/, |£/7]|<1; il est limite, dans
o(F", F"), de &; de F' de norme <1. Les &; convergent vers &’/ uniformément sur
tout compact de dimension finie, donc sur le support de 2, donc £;(4) converge
étroitement vers ¢//(2) sur K, donc ¢(§"(1))<lim inf. @(£,(2)), et par suite

“eSI}#qu)(E’ 'amn< Sup @(£(2)), done ces deux quantités sont bien égales. Si F est
seulement quas1-normé cette conclusion ne subsiste pas. ’

Toutes les fois que E sera un espace vectoriel quasi-normé, il sera entendu,
8t rien d’autre n'est spécifié, qu’il est muni de sa quasi-norme, et que Ei=FE'
est son Banach dual muni de sa morme; toutes les fois que E=o(F', F), F
quasi-norme, il sera entendu que EL=E’ est F muni de sa quasi-norme.

(2.1.8) Un autre fait montrera que l'ordre est plus fort que le type. Sup-
posons que EZ soit la topologie forte. Soit 2 une probabilité de Radon, d’ordre
& homogéne. Soit B un borné équilibré fermé, tel que &(4, 05)<1. Soit V=B° le
polaire de B, voisinage de 0 de E’; alors, pour £€ E, [<&, 20| <05(x)04(£); alors la
fonction & sur E est majorée en module par la fonction 8%(£)05; done

O(¢R)=0(2, §)<O4(E)P(A, 05)<04(8) ,
donc 2 est de type 9.

Pour E quasi-normé ou dual *-faible d’'un quasi-normé, pour & homogéne, on
a toujours l'inégalité, pour 1 de Radon:

(2.1.8 bis) *)<D(2) ;
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En effet, pour [|6]|<1, ®(&(R))=B(2, &)<D(1, 6)=0(3).

(2.1.8.00) Il y a cependant un cas ou une hypothése sur le type aboutit & une
conclusion sur l’ordre:

PRoPOSITION (2.1.8.0). Soit F un quasi-Banach. Une probabilité cylindrique
2 sur o(F',F), de type +oo, est de Radon d’ordre +oo, et [|A] 1= 2] .

DEMONSTRATION. D’aprés (2.1.00), 2 est scalairement concentrée (4 0 prés) sur
la boule de rayon [|2]|¥, (car | |+o=eo); donc elle est aussi cylindriquement con-
centrée (& 0 prés) sur cette boule (**); comme celle-ci est compacte, le théoréme de
PROKHOROV affirme que 1 est de Radon, et en outre elle est portée par cette boule,
donc [|2]|+e=1|2]|¥w.

COROLLAIRE. Si E est un Banach réflexif, une probabilité cylindrique 2 de
type +oo sur E est de Radon d’ordre +oo, et ||A]| ew=|2]¥e.

En effet, elle est de Radon d’ordre +oo sur o(E, E’), donc sur E d’aprés le
théoréme de PHILLIPS.

REMARQUE. La conclusion ne subsiste pas si E est un Banach non réflexif.
Soit en effet @’/ un point de E’’ non dans E, de norme 1; J, est une probabilité
de Radon sur E’’/, done cylindrique sur E, scalairement portée par toute boule de
rayon >1, done de type +oo, et non de Radon sur E.

Mais, si E est un Banach, toute probabilité cylindrique de type +co sur E est
de Radon d’ordre +oo sur o(E’’, E’), et ||A]|+w=[4]¥~. Ce n’est plus vrai pour E
quasi-Banach, avec I’espace bitopologique ¢(E’’, E); en effet, 2 est de type +oo sur
E si et seulement si elle I'est sur Ey, et alors elle est seulement de Radon d’ordre
+ oo sur a((E'N)", (E’N)’), et non sur o(E'"’, E’); autrement dit, 2 est bien de Radon
sur o(E’, E’), mais elle est portée par la boule de rayon [|1|¥. de E’/, non par
I’adhérence, dans ¢(E’/, E’), de la quasi-boule de rayon |1|¥. de E.

(2.1.8 bis). Exemple: la probabilité cylindrique de Gauss sur un espace
hilbertien et ses images.

Soit E un espace hilbertien sur R. Soit 7 sa probabilité cylindrique de Gauss
(pour nous, ici, la probabilité normale de Gauss 7, sur R est exp (—=zt?)dt). Pour tout
Ee FE’, &) est la loi de Gauss sur R de paramétre (€], c. & d.

t? \ dt
l|€llz)

e"p(_” el ?

qui est aussi image de 7, par ’homothétie de rapport ||§]| sur R. Soit alors ® un
poids homogéne; on a D(E}))=|£[P(ro); 7 est de type @ si et seulement si &(y,)
<-+oo, et on a exactement @*(r)=9(7,). Par exemple

(1%) SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. II, §3, proposition b.
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1/P 1 1 1/?P .
o It ([, e (—merae) " = (Gin (B5)) o v i >0

b) 7 n’est pas de type +oo;
c) 7 est de type 0, et, pour tout @, 0<a<l, J¥()=J,(r0);

si a:2§+wexp(—ntz)dt, JEin)=R.
R

d) Considérons maintenant un poids @ non homogéne, celui de ’exemple (1.5).
Alors

N .t \dt
oey=2| " exp kit~ L) el

= §+°°exp(—n<1—kneuz> ﬁ)%

(done +oo si k[£]2>1) .

—o0

-1
v (L—ElE)*

Posons 6%,(¢)= Alors 7 est de type (@, 0%) .

1

~V(A—ElElHT

Soit maintenant u une application linéaire faiblement continue de E dans un
espace vectoriel topologique G. Alors u(r) a toujours une propriété remarquable,
dés qu’elle est de Radon:

THEOREME (2.1.8 ter) (Shepp-Landau). Soient E un espace hilbertien sur R,
G un espace vectoriel sur R, localement convexe quasi-complet, uw une application
linéaire continue de E dans G. Soit v la probabilité cylindrique de Gauss sur
E. Alors, ou bien Uimage (u(r))Y dans R donne & G une mesure intérieure
nulle (et une mesure nulle st o(G, G’) est souslinien), ou bien u(y) est de Radon
sur o(G, G’); dans ce dernier cas, si K est un faiblement compact convexe de G
portant une masse >0 pour wu(y), Uintégrale S exp (kx0% (¥))d(ur)(y) est finie
pour k assez petit, O étant la jauge de K; en Gpa'rticulier, u(y) est d’ordre p
pour tout p fini, et, si G est normé, u(y) est de Radon sur G, et

Soe"p elly ) wr) ()< +oo

pour k assez petit.

DEMONSTRATION. Lemme de Shepp-Landaw. (*7)

1) Soit r la probabilité de Gauss de R™. Soit C un ensemble convexe de
R*, contenant Uorigine, et supposons que 7(C )>Sc e *dt, ¢>0. Alors, pour tout

—00

(17) SHEPP-LANDAU [1]. On trouvera une variante dans FERNIQUE [1].
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>1, 1C)> S et

—

2) Soit (X,).en ume suite gaussienne de variables aléatoires (i.e. toute
combinaison linéaire finie de ces variables aléatoires est gaussienne). Alors la
variable aléatoire §E£> |X,| est presque stirement finie ow presque sirement
infinie.

Démontrons alors le théoréme.

Si, pour tout faiblement compact K de G, et pour tout d>0, il existe une ap-
plication linéaire continue v de G dans un espace R", n€ N, telle que (vu(r))(v(K))

<0, alors la probabilité de Radon (u(r))” sur R¢ donne & K une mesure nulle,
puisque

(@) (K )=Irv1f (u(r))"(v“‘(v(K)):Ir:f (@) @K)=0;

donc (u(y))” donne & G une mesure intérieure nulle, et une mesure nulle, si on est
slr que G est f-mesurable dans 130’, en particulier si o(G, G’) est souslinien.

Supposons le contraire vérifié; alors il existe un faiblement compact K et un
nombre 4>0 tels que, pour tout », (Wu@)))W(K))>68. Soit f:G— L2, ) une
fonction aléatoire associée & u(y). Comme G est supposé quasi-complet, I’enveloppe
convexe équilibrée de K est faiblement compacte, nous pouvons donc supposer K
convexe équilibré faiblement compact. Montrons qu’il existe un entier n>0 tel que
u(y) soit eylindriquement concentrée sur nK & ¢ prés, ¢ donné >0. Supposons que
ce ne soit pas vrai, montrons que nous aboutissons & une contradiction. Pour tout
m, il existera une application linéaire continue v, de G dans un espace vectoriel H,
de dimension finie, telle que (v,(u())@,.(nK))<l—e. Mais v,(nK) est un convexe
équilibré compact de H,, il est l'intersection filtrante des intersections finies de
demi-espaces fermés qui le contiennent; on peut passer & la limite pour de telles
intersections, de sorte qu’il existe un systéme fini de formes linéaires 7,,; sur H,,
j€J, fini, tel que, d’une part v,(nK)CQ,={h€ H,; ¥j, |7..;(R)<n}, et d’autre part
0. (u()N@Q,)<1—e. Posons 7,.;0v,=&,.;; on a d’une part [§, ;(K)I<1, e. & d.
¢,.;€ K° pour tout n et tout j€J,, d’autre part

Hoe 2; f’elﬂp (fEn. ) @) >n}>e .
Nous avons maintenant une famille dénombrable de variables aléatoires, les X,.;
=f(¢,.;), §€J,., n€ N, cette famille est gaussienne, et

Hoe 2, Sug 1 X, l=+o}>e .

jedn

D’aprés le lemme, cette probabilité est donc 1. Cela implique qu’il existe un
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ensemble fini P de K° tel que plw€; e?gepPlX,,,,-l>1}>1—6. Soit v I’application
linéaire continue de G dans H=R? déﬁn'ije par les £€ P; puisque PC K° l'image
»(K) est contenue dans le cube unité fermé Q@ de H=RP; donc (@(u())Q)
>@u()(v(K))>0; mais, d’autre part, pflo€2; §eu£|f(5)‘>1}>1—6 implique aussi
(v(u(r)))([;Q)>1——5, ce qui est contradictoire. On voit donc bien que u(’) est
cylindriquement concentrée & ¢ prés sur nK pour n assez grand, donc cylindrique-
ment concentrée sur la famille des multiples de K, donc u(y) est de Radon sur
o(G, G').

Pour démontrer la 28me partie du théoréme, ol intervient la jauge de K, le
résultat ne change pas si on remplace K par un multiple de K; on peut donc
toujours supposer que u(y) est concentrée sur K & ¢ prés, ¢<1/2; on peut alors

00
écrire e=S e ™" dt, ¢>0. Pour toute application linéaire continue v de G dans
e

un espace vectoriel de dimension finie, vu peut se factoriser sous la forme wp, ol
P est une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F' de E de dimension
finie. Posons C=w"'(v(K)), convexe équilibré de F'; on a exactement

(wu () ((K)) = wp() ((K)) =) w  w(K)=(()(C) ,

et une égalité analogue en remplacant K et C par 7K et zC, 7>1; de (p(")(C)
> Sc e "*dt et du lemme précédent appliqué & F, on tire
(WU EK) = @H)EC) > S et .

—00

N

+oco
Donc u(y) est cylindriquement concentrée a S e **dt prés sur K. Appelons 0x

la jauge de K (qui, rappelons-le, est infinie en dehors du sous-espace vectoriel
engendré par K). L’image v=~0g(u(r)) est une probabilité de Radon sur R,, véri-
fiant

v(Jz, +oo])< S*”e—xﬁdt .

TC

Si N(r)=v(Jr, +0]), on sait (formule de I’exemple 1.6)) que
(2.1.8 quarto) S+°°e""'2dv(r) =1+ S+wN(‘r)2k7rre""2dr .
0 0

Comme N(r)< constante e **, cette intégrale est sirement finie pour k<¢'. Or
elle est égale & S e I d(ur)(y). Si G est normé, le théoréme de Phillips dit que
u(y) est de Rador(: sur G; en outre il existe une constante % telle que || ||<hOk,
d’ou le résultat final.
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(2.1.9) Tout cela peut aussi s’exprimer en termes de fonctions aléatoires liné-
aires f: B’ — L%2, ¢). La probabilité eylindrique 2, associée & f est alors de type
@, 6'), si et seulement si, pour tout € E’, &y, f(£)<6'(£), puisque £(1f) n’est
autre que I'image de ¢ par f(£)e€ L%%, pr). Alors, pour ® homogéne, 2 est de type
O, relativement a Ej, si et seulement si, lorsque & tend vers 0 dams Ej,
&(p, £(8)) tend vers 0.

Le cas du type » vaut une proposition:

PROPOSITION (2.1.10). Pour que la probabilité cylindrique A; associée &
S E' - L2, 1), soit de type p, 0<p< +oo, pour EL, il faut et il suffit que f soit
continue de Ef dans L(2, p); pour qu’un ensemble _# de probabilités cylindri-
ques associées & un ensemble B de fonctions f soit uniformément de type p, il
Jaut et il suffit que Uensemble B soit équicontinu de Ek dans L*(2, p).

DEMONSTRATION. Comme les L” sont des espaces vectoriels topologiques, la
continuité résulte de la continuité a Uorigine. Alors c’est évident pour p>0:
dire que A; est de type p, c’est dire que, quand ¢ tend vers 0 dans E%, |16l
tend vers 0, ou encore que f(§) tend vers 0 dans L”(2, p). Pour p=0, dire que
2 est de type 0, c’est dire que, quand & tend vers 0 dans E%, &(2) tend vers J dans
FP(K) ou que (f(£)(¢) tend vers 6 dans GP(K) ou que f(&) tend vers 0 dans
L2, p. CQFD.

COROLLAIRE (2.1.11). Si © est un ensemble de parties équilibrées bornées de
E, stable par homothéties et réunions finies, et si E% est la S-topologie, A est
scalairement S-comcentrée, si et seulement si fi est comtinue de EL dans
L2, p). (*%)

Il suffit d’utiliser (2.1.5).

COROLLAIRE (2.1.12). Si EJ est quasi-normé, une application linéaire f de
E' dans LR, ) définit une probabilité cylindrique s, qui est de type »,
0< p< +oo, st et seulement si f est continue de EL dans L*(2, ), et alors, pour
p>0:

(2.1.12) l2,)3= “Sﬂ‘gg ”f(f)”z,”(o.m:“f"zwfs:z."m.m) .

Un ensemble <& d’applications linéaires f domne un ensemble _#= de probabi-
lités cylindriques, qui est uniformément de type p, si et seulement si & est
une partie bornée de Z(EL; L*(2, 1), et, si p>0:

I A=|3=Sup |4,17= Sup I fl < =g 10,0 -

En effet, puisque E/ est quasi-normé, un ensemble équicontinu d’applications liné-

(18) ScEWARTZ [1], 2° partie, chap. V, §2, théoréme 2.
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aires de Ef dans LP(2, p) est exactement un ensemble borné.

(2.1.12 bis). Notation. Si f est une application linéaire de E’ dans un L%, p),
et si A, est la probabilité associée, @*(1;) sera aussi noté @*(y, f). Si ¢ est ume
application g-mesurable de 2 dans E, on écrira indifféremment

D*(o(1), D*(1, fo), D*(p, 0*), D¥(, ) .

Pour »>0, E quasi-normé ou dual *-faible d’un quasi-normé, |f|l«wx’ L?@.m
sera aussi noté [fI}; et alors [fIF=I4/13, et, si peLX(Q, i E), lo*IF=Irfel}
=|le(p)|%. L’inégalité (2.1.8) montre que [l¢|l,>|l¢*||%, de sorte que l’injection
¢ fo=¢* permet d’identifier L"(2, ¢; E) & un sous-espace vectoriel de & (E’;
L2, 1)), muni d’une topologie plus fine; cette identification reste valable pour
p=0, puisque d’aprés (2.1.8), pour tout «,

Jop(p))=Jultt, ) >TE(9(p))= “86&13 Jultt, fo(£)) .

COROLLAIRE (2.1.18). Si @ est un poids homogéne plus fort que L°, et si 2
est ume probabilité cylindrique sur E de type @ pour EL, alors &— &(2) est com-
tinue de E% dans P (K).

DEMONSTRATION. Nous avions vu & (2.1.5) la continuité & l'origine seulement.
Mais 4 est de type O; alors, si A=2y, f est continue de E’ dans L%, p), et comme
ensuite h— h(#) est continue de L°(%2, ) dans “#(K), on en déduit le résultat (le
passage 4 f; nous a donné une structure vectorielle, celle de L%, ), et la
continuité partout résulte alors de la continuité & 1’origine).

(2.0) Les probabilités cylindriques approximables.

DEFINITION. Sotent E un espace vectoriel topologique séparé par son dual,
@ un poids, 0’ une fonction >0 sur E’. Une probabilité cylindrique A sur E
est dite de type (@, 6")-approximable (resp. trés approximable), si elle est limite
cylindrique de (ou encore: cylindriquement adhérente a lensemble des) pro-
babilités de Radon, portées par des compacts de sous-espaces vectoriels de dimen-
ston finie (resp. portées par des ensembles finis), de type (D,6’). Cela entraine
évidemment que 4 elle aussi soit de type (@, '), ’ensemble des probabilités cylindri-
ques de type (@, 6’) étant cylindriquement fermé.

REMARQUE (2.00). Bien entendu, 1'hypothése d’approximation de 2 par des 4; de
type (@, 6’) qui sont de Radon portées par des sous-espaces de dimension finie
est essentielle; mais le fait que les ; soient portées par des compacts peut toujours
se réaliser automatiquement, et peut done étre supprimé dans les hypothéses. En
effet, toute 2; de Radon, de type (@, 6’), est limite étroite, donc cylindrique, de

ses tronquées, c. & d. des probabilités 4;, K=xKlj+2,-(GK)5, K compact, et celles-ci
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sont a fortiori de type (@,6’), car, pour tout F€E’, I'image de 2;x par
1€] : 2+ [<€, x> est majorée (pour la relation d’ordre sur 7 (R,)) par I'image de ;.

Si @ est un poids homogéne, et si S est une topologie vectorielle sur E', A
sera dite de type @ approximable pour la topologie EL, s'il existe un voisinage
V de 0 équilibré fermé de E%, tel que A soit de type (@, 0)) approximable; ou
encore, si A est limite cylindrique de 2;, probabilités de Radon portées par des
compacts de dimension finie, uniformément de tyve @ pour EL. Le cas du type
p>0 s'en déduit. Pour p=0, nous dirons que A est de type 0 approximable
(resp. trés approximable) pour EL, si elle est limite cylindrique de 2;, probabilités
de Radon portées par des compacts de dimension finie (resp. par des ensembles
finis), uniformément de type 0 pour EL(19).

Si @ est un poids homogéne, E un quasi-normé ou un dual *-faible d’un quasi-
normé, nous noterons par @*°(2) (resp. @***(2)), la borne inférieure des O*(_#),
pour tous les ensembles _# de probabilités de Radon portées par des compacts

de dimension finie (resp. par des ensembles finis), auxquels A est cylindriquement
adhérente. On a évidemment:

(2.2) Q¥ < P*e(2) < P**e(2) .

Notons que 2 est cylindriquement adhérente & un ensemble _# de probabilités de
Radon portées par des compacts de dimension finie (resp. des ensembles finis) tel
que O¥(_AZ )=0**(2) (resp. 0*'%(2)), si cette quantité est >0. Montrons le par
exemple pour @*%(4), en supposant pour simplifier @**(2)=1. Pour tout ¢>0, il
existe _#., ensemble de probabilités de Radon portées par des compacts de dimen-
sion finie, tel que O*(_#Z.)<1l-+¢, et que A soit cylindriquement adhérente & . #..
Soit _#Z./(1+¢) 'image de .#. par ’homothétie de E, de centre origine, de rap-
port 1/(1+e¢). Alors A/(1+¢) est cylindriquement adhérente a _Z./(1+¢), et
(A . /(1+¢))<1. Comme 2 est limite cylindrique des 2/(1+¢), lorsque ¢ tend vers
0, 2 est cylindriquement adhérente & la réunion _#Z des _#/(1+¢) pour >0, et
A répond & la question. Le résultat subsiste pour @*(2) (ou @*'%(2))=0, si @
est tel que, sur P(R.), O(¢)=0 équivaut & p=0d, c. & d. si @ est plus fort que L°.
Car alors, si #*(2)=0, on a £(2)=0 pour tout &, donc A2=d, et on peut prendre
A ={d}.

(2.3) Les applications radonifiantes.

DEFINITION. Soient E, G, deux espaces vectoriels topologiques, chacun séparé
par son dual. Soient A et B deux poids, ' unme fonction >0 sur E’, B une

(19 Attention! C’est plus fort que de dire que, pour tout a«, 1 est de type J. approxi-
mable!
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Jonction semi-continue inférieurement >0 sur G. Une application linéaire
Jaiblement continue w de E dans G est dite (A, a’; B, B)-radonifiante, si, pour
toute probabilité cylindrique 2 sur E, de type (A, a’), Uimage u(2) est de Radon
sur G, d’ordre (B, B). On dit que u est approximativement (resp. trés ap-
proximativement) (A, a’; B, B)-radonifiante, si, pour toute 2, de type (A,da’)
approximable (resp. trés approximable), u(A) est de Radon d’ordre (B, B).

Une probabilité cylindrique de type (4, a’) trés approximable est a fortiori de
type (4, a’) approximable, et a fortiori de type (4, a’); donc une application u,
qui est (A4, a’; B, B)-radonifiante, est a fortiori approximativement (A4, a’; B, B)-

radonifiante et une application approximativement (A4, «’; B, f)-radonifiante l'est a
fortiori trés approximativement.

Il y aura un grand nombre de variantes de I’écriture (4,a’; B, 8). Si A et B
sont homogénes, si E% est une topologie vectorielle sur E’, si .7 est un ensemble
de parties équilibrées bornées fermées de G, on parlera d’applications (4, E%; B, .7 )-
radonifiantes. Si par exemple E et G sont des espaces quasi-normés ou des duals
x-faibles d’espaces quasi-normés (indépendamment 1’un de I’autre), et si on prend pour
E% la quasi-norme (2.1.7 bis), et G avec sa quasi-norme, on aura des applications
(A, B)-radonifiantes, et @-radonifiantes si A=B=®. Etc...

Donnons seulement la plus importante de ces définitions. On dira que u est
p-radonifiante, si, pour toute 2 cylindrique de type p sur E, u(4) est de Radon
d’ordre p. On dira que % est approximativement (resp. trés approximativement)
p-radonifiante, si, pour toute A cylindrique de type p approximable (resp. trés ap-
proximable), #(4) est de Radon d’ordre p.

Nous allons maintenant faire deux choses: donner un critére pour qu’une ap-
plication % soit approximativement radonifiante, et ensuite donner un critére pour
qu’une application approximativement radonifiante soit radonifiante.

THEOREME (2.4). Sotent E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés par
leurs duals. Soient A et B deux poids, a’ une fonction >0 sur E, B une
Jonction semi-continue inférieurement >0 sur G. Supposons B et B compacts.
Pour que Uapplication linéaire faiblement continue u: E— G soit approximative-
ment (resp. trés approximativement) (4, a’; B, B) radonifiante, il faut et il
suffit que, pour toute probabilité 2 de Radon, portée par un compact de dimen-
sion finie (resp. portée par un ensemble fini) de E, de type (A, '), u(d) (qui
est mécessairement de Radon, et portée par um emsemble de méme mature) soit
d’ordre (B, B).

L’intérét de ce critére est qu’il porte uniquement sur des 2 de Radon de nature
trés simple.
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DEMONSTRATION. La condition est évidemment nécessaire. Mais sa suffisance
résulte assez trivialement de ce qui précéde. Soit 2 de type (4, «’) approximable.
Elle est limite cylindrique de probabilités 1;, de Radon, portées par des compacts
de dimension finie (resp. portées par des ensembles finis), toutes de type (4,a’);
d’aprés I’hypothése, les u(4;) sont alors d’ordre (B, 8); comme B et 8 sont com-
pactes, le théoréme (1.17) dit que u(2) est aussi de Radon d’ordre (B, B).

CQFD.

REMARQUE 1. Supposons toutes les mémes conditions réalisées, sauf la com-
pacité de la fonction B. La conclusion, bien entendu, ne subsiste pas. Mais, si
w est une application linéaire faiblement continue quelconque de G dans un espace
vectoriel topologique Gy, séparé par son dual, et si B1 est une fonction >0 compacte
sur G,, telle que B;ow< B, alors la composée wou est approximativement (resp. trés
approximativement) (4, a’; B, B,)-radonifiante. En effet, pour les 2 considérées,

Bw(u(2), B1)=B(u(2), frew(< B(u(d), f)<1 .

On pourra dire, dans cette situation, que u est approximativement (resp. trés ap-
proximativement) (A, a’; B, B)-préradonifiante. On pourra souvent utiliser cette
remarque, mais nous préférons ne pas introduire la notion, sauf dans des cas trés
exceptionnels, et supposer la plupart du temps la compacité de S.

On pourra introduire ici toutes les mémes variantes qu’antérieurement lorsque
A et B sont des poids homogénes. Il y a plusieurs définitions possibles, pas forcé-
ment équivalentes; il semble inutile de se donner cette peine.

REMARQUE 2. Supposons, comme dans la remarque 1, 8 non compacte, et %
approximativement (4, a’; B, B)-préradonifiante. Il y a un grand nombre de cas ou
l’on peut conclure.

A) Supposons par exemple que S soit encore semi-continue inférieurement pour la
topologie affaiblie G,=0(G, G’). Si alors 1 est de type (A, a’)-approximable, et st
Uon sait que u(2) est de Radon sur G, on peut conclure que u(2) est d’ordre
(B, B). En effet, 2 est limite cylindrique de ; de Radon portées par des compacts
de dimension finie, de type (4, «’); done %(2) est limite cylindrique de probabilités
de Radon d’ordre (B, f). Mais on sait que, dans ’espace Z# (G,) des probabilités
de Radon sur G,, I’ensemble de celles qui sont d’ordre (B, ) est étroitement fermé
(point 2 dans (1.1 bis)), donc cylindriquement fermé (prop. (1.17.0), point 3), done
u(4) est d’ordre (B, B).

B) Soit G, une topologie plus faible que celle de G, encore séparée par son dual,
et sur laquelle B soit compacte. Alors, si 2 est de type (4, a’)-approximable, (1)
est de Radon d’ordre (B, B) sur G,. Supposons G souslinien; alors I'image de u(4)
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dans G, provient d’une probabilité de Radon v sur G. Dés lors v et u(4), probabilités
cylindriques sur G, ont méme image dans G,. Si G et G, ont le méme dual, ou
si 'on sait que u(4) et v sont toutes deux concentrées sur les faiblement compacts
convexes de G, on pourra affirmer que u(4)=v, donc que u(4) est de Radon sur G,
d’ordre (B, 8). Ce procédé a été plusieurs fois utilisé dans un article antérieur sur
les applications radonifiantes dans les espaces de suites.

(2.4 bis) Changements de topologies sur E et G.

Si une application linéaire u faiblement continue de E dans G est radonifiante,
le reste-t-elle lorsqu’on change les topologies de E et G, de maniére bien entendu
qu'elle reste faiblement continue? Il y a seulement des résultats sur les applica-
tions approximativement radonifiantes:

PROPOSITION (2.4 ter). Soient E, G, «’, 8, A, B, comme au théoréme (2.4).

1) Si u est approximativement (resp. trés approximativement) (A, a’; B, p)-
radonifiante, elle le reste pour toute topologie plus fine de G, si u reste faible-
ment continue et B reste compacte.
2) Supposons A et B homogénes, E=a(F’, F), F Banach. Si u est faiblement
continue de o(F’, F') dans G, elle est approximativement (resp. trés approxima-
tivement) (A, B)-radonifiante de o(F’, F') dans G, si et seulement si elle Uest de
F’ dans G.

DEMONSTRATION. 1) 11 suffit d’appliquer le théoréme (2.4).

2) On applique le méme théoréme, et (2.1.7 bis).

REMARQUE. Les mémes résultats ne subsistent peut &tre pas si 1'on supprime
“approximativement”.

Variante: théoréme (2.5):

Sotent E, G, des espaces vectoriels topologiques, séparés par leurs duals, soit
& une topologie vectorielle sur E’', .7~ un ensemble de parties équilibrées com-
pactes de G, et soient A et B des poids homogénes. Supposons B compact. Pour
que Uapplication linéaire faiblement continue w de E dans G soit approxima-
tivement (resp. trés approximativement) (A, EL; B, 7 )-radonifiante, il suffit
que, pour tout ensemble de probabilités de Radon sur E, portées par des com-
pacts de dimension finie (resp. par des ensembles finis), uniformément de type
A pour EY, leurs images par u soient uniformément d’ordre B pour 7. On
peut remplacer le type A et Uordre B par le type et U'ordre p, 0<p< 4o,

DEMONSTRATION. Soit 2 de type A approximable (resp. trés approximable)
pour la topologie EZ. Elle est limite cylindrique de probabilités 2,, de Radon, por-
tées par des compacts de dimension finie (resp. par des ensembles finis), uniformément
de type A pour Eg. Alors, d’aprés I’hypothese, les %(4,) sont uniformément d’ordre
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B, et convergent-cylindriquement vers u(4); le théoréme (1.18 bis) donne alors le
résultat, et aussi pour I'indice p, 0<p< +oo.

REMARQUE. Ici par contre la condition n’a aucune raison d’étre nécessaire.
On trouvera au corollaire (2.9) la possibilité de supprimer le mot “approximative-
ment”.

Le cas du type et de 'ordre p, 0<p<-+oo, est le plus important, on I’étudiera
plus & fond au §3.

(2.6) Les propriétés d’approximation.

DEFINITION (2.6.1). On dit qu'un espace vectoriel topologique E a la pro-
priété d’approximation équicontinue, st Uapplication identique est limite, pour
la topologie de la comvergence simple, d’applications linéaires de ramg fini
équicontinues.

On conjecture que tous les espaces vectoriels topologiques localement convexes
ont cette propriété. Bien entendu seul un espace séparé par son dual est suscep-
tible de I’avoir; car si toutes les formes linéaires continues s’annulent en a€ E, il
en est de méme de toutes les applications linéaires continues de rang fini, et de
telles applications ne peuvent donc tendre vers l'identité au point @ que si a=O0.
Aussi des espaces tels que L?(X, 1), o 2 est une mesure diffuse, n’ont-ils jamais
cette propriété pour 0<p<1l. Mais les espaces de suites I’, méme pour 0<p<1,
ont cette propriété de facon évidente, par troncature des suites.

2.6.2) Soit E un quasi-normé. On dit qu’il a la propriété d’approxima-
tion métrique, si Vapplication identique est limite, pour la topologie de la
convergence simple, d’'applications linéaires de rang fini de quasi-norme <1.
Ici encore on conjecture que tout E séparé par son dual a la propriété d’approxima-
tion métrique; si E est un Banach réflexif, un théoréme de Grothendieck dit que,
si E a la propriété d’approximation équicontinue, il a la propriété d’approximation
métrique; on sait aussi que, si E’ a la propriété d’approximation métrique, E la
posséde également (29).

Mais nous aurons besoin d’une propriété plus forte:

(2.6.3) Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son dual, et soit
S une topologie vectorielle sur E’.

On dira que (E, EY) a la propriété d’approximation équicontinue, si Uap-
plication identique de E§ est limite, pour la topologie de la convergence simple,
d’applications linéaires de rang fini, équicontinues, toutes continues de o(E', E)
dans lui-méme (donc aussi de o(E’, E) dans E%, puisque l'tmage est de dimen-
sion finie, donc que o(E’, E) induit une topologie plus fine que E’ sur U'tmage).

(20) GROTHENDIECK [1], 2¢ partie, §5, n°. 2, proposition 40, page 180.
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(2.6.4) Un couple (E, E.), oi E’, est quasi-normé, est dit avoir la propriété
d’approximation métrique, st Uapplication identique de Ef est limite, pour la
topologie de la convergence simple, d’applications linéaires de rang fini, de
quasi-norme <1, continues de o(E’, E) dans lui-méme (ou dans EL).

On appliquera surtout cette définition & E quasi-normé, ou dual *-faible d’'un
quasi-normé, E% étant toujours défini comme & (2.1.7 bis).

Comme une application linéaire continue de ¢(E’, E) dans lui-méme est a for-
tiori continue de E’ dans lui-méme, (2.6.4) implique, si E est un Banach, que E’,
donc E, ait la propriété d’approximation métrique; et c’est équivalent & cette
propriété si E est réflexif, puisqu’alors toute application linéaire continue pour E’
I’est aussi pour o(E’, E). Pour E=a(F’, F'), cela veut simplement dire que F' a la
propriété d’approximation métrique (mais non nécessairement F”), car toute forme
linéaire continue sur F' est continue par o(F, F’). Cette propriété est satisfaite
pour tous les espaces E=L”, puisqu’ils sont réflexifs, pour 1<p<-+oco. Montrons
qu’elle ’est aussi pour L' et L>:

PROPOSITION (2.7). Le couple (L', L*) et le couple (C, M) ont la propriété

d’approximation métrique, ainsi que (L=, (L)), et (M, M').
1) Soit donc E=LX, 2), 2 de Radon >0 sur X. Soient ¢>0, et f;, i=1,2, ---, n,
un nombre fini de fonctions de L*. Nous devons trouver u, linéaire continue de
o(L”, L') dans L”, de norme <1 dans L™, et telle que, pour 1<i<n: ||uf,—f;ll-<e.
On peut trouver un nombre fini de parties boréliennes non A-négligeables, disjointes,
X;, 1<j<N, de réunion X, telles que, sur chacune d’elles, chaque f; soit somme
d’une constante ¢; ; et d’une fonction A-presque partout majorée en module par &/2.
Soit ¢; une fonction >0 sur Xj;, nulle ailleurs, d’intégrale 1. Posons

u=3(_eisai)z,

ou x; est la fonction caractéristique de X;. C’est une application linéaire de rang
<N, continue de o(L”, L') dans L*, car les ¢; sont dans L' et les X; dans L™; sa
norme est <1, car, pour ||f].<1,

lufllo< I@ Xille=1.

Puisque, dans X, f; est la somme de ¢;; et d’'une fonction majorée en module
par ¢/2, S ¢;fid2 est la somme de ¢; ; et d'une fonction majorée en module par
&2 @ causxej de S ¢;d2=1); alors uf; est la somme de Zc‘ ;X; et d’une fonction
majorée en modulfe par zex,/z—e/z mais f; a la méme propnété done [uf;—fill»
est majorée par e. CQFD.
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1 bis) Comme l’espace M des mesures de Radon sur un compact est isomorphe 3
un espace L, le couple (M, M’) a la propriété d’approximation métrique (2!).

2) Soit maintenant E=C(X), espace des fonctions continues sur un espace compact
X, et soit M son dual, espace des mesures de Radon. Soient ¢>0, et #;, ©=1,2, ---,
n, des mesures sur X. Nous devons trouver u, linéaire continue de ¢(M, C) dans
M, de norme <1, et telle que, pour tout 4, |lupg,—sl<e (norme dans M). Soit 2
une mesure >0 de masse 1, dominant toutes les g, de sorte qu'on peut écrire
#=rA, f,e LAX,2). Pour chaque f;, on peut trouver une fonction continue g;,
telle que [|f;—g;llz1x.0<¢/3, ou encore || f,A—g,ally<e/3; alors, si u de norme <1
vérifie, pour tout 4, [lu(g,)—g,2l|x<e/3, elle vérifie aussi [lug;—p;ll<e. Soit alors
£2;, 1<j<N, un ensemble d’ouverts recouvrant X, tels que, dans chaque £2;, chaque
fonction g; ait une oscillation <¢/6, c¢. a4 d. différe d’une constante c; ; par une
fonction majorée en module par ¢/6. Soit a;, 1<j<N, une partition de l'unité par
des fonctions continues, 0<a;<1, «; ayant son support dans 2;, > a;=1. Et dé-
finissons » par ’

A
up=>3, ‘u(a,-)za(%“) (en prenant 0 si A(a;)=0).
i ?)
Comme les a; sont dans C, et les a;4 dans M, u est bien linéaire, de rang <N,
continue de o(M, C) dans M. Supposons [¢|<1; on a

A
o) <33 )| S

donc
lupl(1)< 2 [e(aj)| (1(’ ;) <§,.'. ()| <lpl@)=|pl<1,
donc |lu[|<1. Enfin u(g,d) différe de
2 cs Jz(aJ) l(a ) _E cl J J ’
d’une mesure dont le module est majoré par
€ a;a _ € _ €
S 5 4@) 30y =5 S =g 4,

donc dont la norme est majorée par ¢/6; or g, a la méme propriété, car
g:4=3 g,a;4; donc on a bien [lu(g;)—g,Ally<e/8, done [lug,—pllu<e. CQFD.

J
2 bis) Comme L*(X, 2) est isomorphe & C(K), ou K est le spectre de ’algébre de
(1) S. KAKUTANI [1].
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Banach L*(X, 2), le couple (L, (L™)") a aussi la propriété d’approximation métrique.

Nous allons voir maintenant que, pour des espaces ayant la propriété d’ap-
proximation, c. & d. sans doute tous les espaces usuels et peut-&tre tous les espaces,
alors les probabilités cylindriques deviennent approximables.

PROPOSITION (2.8). Soient E un espace vectoriel topologique séparé par som
dual, © une topologie vectorielle sur E’. Supposons que (E, EL) ait la propriété
d’approximation équicontinue. Alors, si @ est un poids homogéne plus fort
que L°, toute probabilité cylindrique 2 sur E, de type @ pour EY, est de type &
approximable pour EL; toute 2 de type p, 0<p<+oo, est de type p appro-
ximable. Si EL est quasi-normé, et si (E, EY) a la propriété d’approximation
métrique, toute probabilité cylindrique 2, de type @, est de type @ approximable,
et O*¥H()=0*(2).

DEMONSTRATION. Soient 7; des applications linéaires de E% dans lui-méme, de
rangs finis, équicontinues, et continues de ¢(E’, E) dans lui-méme, convergeant
simplement vers l'identité. Puisque 2 est de type &, il existe un voisinage V de 0
dans EZ, tel que @(£(2))<84(6) pour tout £€E’. 1l existe un voisinage W de 0
dans E% tel que = (W)CV pour tout j, & cause de I’équicontinuité; ou encore
0y(7 (£))<0(&). Considérons alors les probabilités cylindriques images de 4 par les
r;, applications linéaires continues de rang fini de E dans lui-méme. Pour tout
E€E, on a &(m(A))=(&*n)(D)=(x;(£))(2). Or @ est supposé plus fort que L°;
done, d’aprés le corollaire (2.1.13), lorsque 7; converge vers l'identité, et par suite
7;(€) converge vers & dans EZ, alors (7;(£))(2) converge vers £(4) dans #(K); done
2 est limite cylindrique des *x;2 (prop. (1.17.0)). Comme enfin @(x;(£)(2)) <04(x;(£))
<0y(8), ces 'w;(2) sont uniformément de type @. Nous venons donc de montrer
que 2 est cylindriquement adhérente a ’ensemble des ‘z,(2), probabilités de Radon
portées par des sous-espaces vectoriels de dimension finie, et toutes de type (@, 6%).
Cela prouve, d’aprés la remarque (2.2.00) permettant le passage de 4; de Radon portées
par des sous-espaces de dimension finie & des 2, de Radon portées par des com-
pacts de dimension finie, que 2 est de type (@, 8)y)-approximable.

Le cas quasi-normé, avec la propriété d’approximation métrique, se raméne &
ce qui précéde. Soit P*(A)=a. Alors 2 est de type ((1/a)@, 0’), ou ¢’ est la norme;
donc V est la boule unité, mais aussi W puisque les normes des 7; sont <1, donc les
;. sont aussi de type ((1/a)®, 6’), done @*(2;,)<a donc &**(2)<P*(2), donc =@(4).

Le type p>0 se raméne a ce qui précéde, en prenant ®=| ||»; examinons le
cas d'une 4 de type 0 pour E%. 1l reste vrai que 4 est limite cylindrique des
‘w;(2); quand & tend vers 0 dans E7, il en est de méme de 7;(§), uniformément par
rapport & j, puisque les 7; sont équicontinues, donc les &(*z,(2))=(x;(£))(4) con-
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vergent uniformément vers ¢ dans #(K) (2.1.5), donc, d’aprés (2.1.6), les *z;(2)
sont uniformément de type 0. Il en est a fortiori de méme des ;. comme plus
haut, donc 2 est encore de type 0 approximable.

COROLLAIRE (2.9). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques, séparés
par leurs duals, et soit & une topologie vectorielle sur E’. Soient A, B, deux
poids homogénes, A plus fort que L°. Supposons que (E, EL) ait la propriété
d’approximation équicontinue. Pour qu’une application linéaire w faiblement
continue de E dans G soit (A, E%; B) radonifiante, (il faut et) il suffit qu’elle
soit approximativement (A, EL; B) radonifiante. Pour que u soit p-radonifiante
pour EL, 0<p< 40, il (faut et il) suffit qu’elle le soit approximativement.

On voit I’intérét de ce corollaire, puisque le théoréme (2.5) donnera alors une
condition suffisante pour que % soit radonifiante.

Voici maintenant une proposition que nous ne démontrerons, pour simplifier,
que dans le cas ou E=o(F', F'), F quasi-normé, et oi E% est la topologie quasi-
normée F':

PROPOSITION (2.9.1). Toute probabilité cylindrique 2 sur o(F’, F), F quasi-
normé, de type p>1, est de type p approximable, et ||A||F*=|2]%.

Démonstration. On peut réaliser 2 comme 4s, f application linéaire continue
de F dans un espace L*(2, p), avec ||fl,=2I%X. Mais L?(2, #), pour 1<p<+c0, a
la propriété d’approximation métrique; donc f est limite, pour la topologie de la
convergence simple, d’applications linéaires continues de rang fini, f;, de F' dans
L*(2, p), de norme <||4]|¥. Les 2,-=ij convergent cylindriquement vers 4. Une
telle application f; s’écrit comme somme finie ; a5.2QG;.n 9i.n€LAQ2, p), a}f.n€F;
elle est alors decomposée, réalisable par I’application ¢; de 2 dans F’:w+—
3 g;.n(@ah; done 2;=24s; est la probabilité de Radon ¢;(y), portée par un sous-
e,;pace vectoriel de dimension finie de F”. Celle-ci & son tour est limite étroite de
probabilités 2;, portées par des compacts de ce sous-espace vectoriel de dimension
finie, pour lesquelles |2, :I5< 4]}, ce qui démontre la proposition.

Nous allons maintenant passer aux probabilités de Radon portées par des
ensembles finis (c. & d. des combinaisons linéaires finies de masses discrétes).

PROPOSITION (2.10). Sotent E un quasi-normé (resp. un dual *-faible d’un
quasi-normé F) et ® un poids homogéne ayant la propriété suivante:

Pour p probabilité de Radon sur R., désignoms par p+c¢ sa translatée par
la translation ¢, ¢>0; on a Uinégalité P(p+e)<O(w)+k(e,b), si le support
de v est dans [0,b], onw k est une fonction qui, pour tout b fini, tend vers 0
quand ¢ tend vers 0.
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Alors, si une probabilité de Radon 2 sur E (resp. F’) est de type @, elle est
de type @ trés approximable, et O*(2)=0*()=0P***(2).

DEMONSTRATION. On peut toujours supposer #*(2)<1.

On peut d’abord remplacer A par une lk=2(cK)6(o,+xK1, K compact, qui
vérifiera encore @(£(2x))<||&|| (voir remarque (2.2.00)); cela revient & supposer dé-
sormais que la probabilité donnée 2 est portée par un compact K. On peut alors
partager K en réunion finie de parties boréliennes K;, K, ---, K,, chacune de
diamétre <e. Soit a; choisi dans K; arbitrairement, et posons .= 3 A(K)0w.
Montrons que, quels que soient les choix des K et des a;, 2. tend étroitement vers
A pour ¢ tendant vers 0; et d’autre part majorons les @(£(Z.)), pour £€ F, [|&]I<1.
Soit h. I'application de K dans lui-mé&me, qui envoie chaque K; sur le point a, choisi
dans K, Si ¢ est une fonction continue bornée sur E, elle est uniformément
continue sur K, et par suite ¢oh. converge vers ¢ uniformément quand ¢ tend vers
0; or A.(¢)=(h.())(¢)=2Apoh.) tend donc vers A(¢) pour ¢ tendant vers 0, ce qui
montre bien que 4. tend étroitement vers A. Soient £€ E’, et soit |£| la fonction
v K, £)]. Alors [€](2)=|&|(h(2))=(|&|°h:)(2). Mais la fonction |Ech.—£|, sur le
compact K, est majorée par ¢; donc |6oh.| est majorée par |£|+¢, et par suite

1€1(2) =16l ()< IE1(D)+¢ () .

Comme 2 a son support dans K, |£|(2) a son support dans [0, b], b étant le maximum
de la norme sur K. Donc

O(6(2.) <P(E(2)+k(e, b)) <1+k(e, b) .

Remplacons alors 4. par son homothétique A, par rapport & ’origine, dans le rapport
—1—; Al converge encore étroitement vers 2 pour ¢ tendant vers 0, et
1+k(e, b)

maintenant @(£(27))<1 pour £€ E’, ||£]|<1, done @*(2})<1. CQFD.

(2.10 bis) EXEMPLES. On peut prendre &=| |», pour tout p>0. Si p<-+oo,
et si Supp. #c[0,b], on a

S t”d(,u+s)(t)=8 (E4e)Pdp(t) ;
R, Ry

lorsque ¢ tend vers 0, t— (t+¢)” tend vers t* uniformément sur [0,b], donc le
2éme membre tend vers le ler, uniformément par rapport & p¢€ 2|0, b]; la racine
p-iéme aussi, donc |p+e¢l|, tend vers |¢ll, quand ¢ tend vers O, uniformément par
rapport & £, donc la propriété (2.10) est bien réalisée. Pour p=co on a triviale-

(22) Attention au sens du dernier membre, donné dans la proposition et au sens de <,
donné a (1.1 bis)!
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ment [g+ell=l¢lo+e.

D’autre part, si @ est un J-poids de la forme (1.12), &= OSJ:;()1 o(a)J,, avec >0
et bormée, la propriété est vraie aussi; car J,(z+e)=J,()+¢, donec P(z+e)
<P(p)+-e 0S<1:x<)l v(@). C’est 4 cause de cette proposition que nous avons supposé,
dans la définition des J-poids (1.12), que la fonction ¢ était bornée. Enfin on peut
aussi prendre @=J,.

REMARQUE. Il était essentiel de se ramener & 2 portée par un compact K, et
d’avoir des K; de diamétre <e. Si 2 est une probabilité de Radon sur un espace
o(F", F), le réesultat n’est plus valable; mais si on sait qu’elle portée par un sous-
espace vectoriel de dimension finie, ¢’est aussi une probabilité de Radon pour F”, et
le résultat précédent s’applique. Donc:

COROLLAIRE (2.11). Soient @ un poids homogéne vérifiant les conditions de
la proposition (2.10). Soit E un quast-normé ou un dual *-faible d’un quasi-
norme.

1) Toute probabilité cylindrique 2 sur E, de type @ approximable, est de type
@ trés approximable, et

(2.11) ¥t ()=0**(2) .

Toute probabilité cylindrique de type p approximable, 0K p< + oo, est de type p
trés approximable, et

2z e=lal3* pour »>0.

Si G est un espace vectoriel topologique (séparé par som dual), et si u est une
application linéaire faiblement continue de E dans G, trés approrimativement
@ ou p-radonifiante, elle est approximativement @ ou p-radonifiante.

2) St en outre le couple (E, E') a la propriéte d'approximation métrique, toute
probabilité cylindrique 2 sur E, de type @ ou p, est de type @ ou p trés appro-
ximable, et on a

(2.11 quarto) O*te(Q)=0*2(1) =0*(1)
lalFte=NalF=lal¥ pour p>0.

Toute application linéaire u faiblement continue de E dans G, trés appro-
ximativement @ ou p-radonifiante, est @ ou p-radonifiante.

Tout est évident. Le cas p=0 se traite comme suit. Si 2 est de type 0, il
existe un J-poids @, tel que 2 soit de type @; elle est donc de type @ approximable
pour (2.1.7), donc elle est de type @ trés approximable, a fortiori de type 0 trés
approximable.
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PROPOSITION (2.12).

1) Soit w une application linéaire faiblement continue (A, B)-radonifiante de
E dans G, relativement & une topologie vectorielle E sur E et un ensemble 7~
de parties bornées équilibrées fermées de G, A et B étant des poids homogémes.
Soient v une application linéaire faiblement continue de E, dans E, w une
application linéaire continue de G dans G,. On suppose en outre que lon se
donne sur E! une topologie vectorielle (E!)s,, et que la transposée ‘v est continue
de E% dans (El)e;; on suppose aussi qu’on se donne un ensemble 7, de bornés
équilibrés fermés de Gy, et que, pour D€ 77, w(D)e 7. Alors la composée
wWUv El-—"*E—"»G—w—»Gl est (A, B)-radonifiante relativement a la topologie (Ef)e,
et & 7.
2) Soit u:E—G une application linéaire faiblement continue (A, B)-radonifi-
ante relativement a une topologie E% sur E’, A et B étant des poids homogénes.
Supposons que u(E)C Gy, sous espace vectoriel de G. Alors, si G, est ’adhérence
de G, dans G et st G est localement convexe, u est encore (A, B)-radonifiante de
E dans G,, relativement & E..
8) Soit w une application linéaire faiblement continue de E dans un quasi-
Banach G, et soient EL ume topologie vectorielle sur E’ et A et B des poids
homogénes. Supposons qu’il existe une application linéaire faiblement continue
v de E dans un normé C, (A, B)-radonifiante relativement a EL, et que, pour
tout © de E, |u@)|<|lv@)]l. Alors w est (A, B)-radonifiante relativement & E%.
Mémes énoncés avec approximativement ou trés approximativement radoni-
fiante, et avec p-radonifiante, 0<p< 4o, approximativement ou trés appro-
ximativement p-radontfiante.
1) Soit 2 une probabilité cylindrique sur E; de type A relativement & (E{)s,. Alors
v(2), probabilité cylindrique sur E, est de type A relativement & EZ: si £€ E’ tend
vers 0 dans EZ, 'v(¢) tend vers 0 dans (E!)s, grace & I’hypothése sur ‘v, et alors
AE@WQ)=A((v(£))(2) tend bien vers 0. Alors (1) sera de Radon d’ordre B sur
G. 1l existe donc une partie bornée équilibrée fermée D€ . Z~ telle que u(d) soit
d’ordre (B, jp). Puisque w est continue (ici la seule continuité faible ne suffirait
pas), wuv(2) est de Radon sur Gy; et elle est d’ordre (B, jp,), ot D; est ’adhérence
de w(D), car jp,cw<jp. Si en outre tous les espaces (Ef)s,, Et, G, Gy, sont quasi-
normés, on aura des inégalités plus précises, car

%)= Sup ()= Sup A(2O)R)
<I'oll Sup AG@)=1"014*@)
ALY
et
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Bwuv(2)) < |lwl| Buv(3)) .

2) Soit 2 une probabilité cylindrique de type A sur E. Appelons u: 1’application
u, considérée comme opérant de E dans G,, et j I'injection canonique de G, dans
G. Nous savons que % est (A, B)-radonifiante, et nous voulons montrer que u,
I’est aussi. L’image u,(2) est eylindrique sur G,; ju;(A)=u(2) est de Radon sur G,
mais cylindriquement concentrée (& 0 prés) sur G, done portée par G, qu’il est
faiblement fermé (2%); done il existe une probabilité de Radon v, sur G,, telle que
w()=37(v;). Alors u;(2) et v; ont méme image par j; comme j est un morphisme
strict (34), v;=wu.(4), qui est donc de Radon. Et comme u(2) est d’ordre B, v, l'est
aussi.

8) s’en déduit. Car v(x)— u(x) est une application linéaire bien définie, de norme
<1, de v(E)cC dans G. Donc elle se prolonge en une application linéaire continue
w de »(E) dans G; mais, d’aprés 2), v est p-radonifiante de E dans v(E), donc
u=wov l'est de F dans G d’aprés 1).

REMARQUE. Dans 2, on ne pourrait pas prendre G non localement convexe,
méme en appelant G, V'adhérence faible de G,. En effet, la topologie affaiblie de
G, est alors plus fine que l'induite par la topologie affaiblie de G, et u, n’est plus
nécessairement faiblement continue de E dans G;,. Méme si l'on suppose % con-
tinue, u; est aussi continue, et on trouvera encore que u#,(1) et v; ont méme image
par j; mais j, morphisme strict, n’est plus nécessairement un morphisme faible
strict, et cela ne prouve plus que u.(2) et v, soient égales. Aussi, dans 3, C doit
il étre normé et pas seulement quasi-normé.

(2.13) Emnoncés en termes d’applications décomposantes.

Soit f une application linéaire de E’ dans un L%(%, ). On dira qu’elle est de
type (4, a@’), A poids, «’ fonction >0 sur E’, si la probabilité cylindrique associée
A7 est de type (4, a’); cela veut dire que, pour tout £€ E/, A(y, f(§)<a’(§). On
introduira toutes les variantes antérieures (de type A homogéne pour une topologie
E’, de type p, ete...). On dira qu’une application pg-mesurable ¢ de £ dans G est
d’ordre (B, 8), B poids, B fonction >0 semi-continue inférieurement sur G, si la
probabilité image ¢(¢) est d’ordre (B, f), c. & d. si O(g, Bop)<1; avec les mémes
variantes. On dira alors qu’une application linéaire ‘u de ¢(G’, G) dans o(E’, E)
est (A, a’; B, B) décomposante, si, pour toute application linéaire f de E’ dans
L9, p), de type (4, a’), la composée fo'u, application linéaire de G’ dans L°(%, p),
est décomposée, réalisable par une application ¢ g-mesurable de 2 dans G, d’ordre

(2%) SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. II, §3, proposition 3.
(#) SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. II, §3, remarque aprés 1’exemple 3 de la proposition 6,
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(B, B). Par ailleurs, f sera dite de type (A, a’)-approximable, si elle est limite,
pour la topologie de la convergence simple, d’applications linéaires f; de rang fini,
continues de o(E’, E) dans L%, ), de type (A, a’). Si f; est de rang fini, elle est
de la forme f;= %g,._,@an, ; (somme finie), g,.;€ L%%2, 1), a,.;€E; alors elle est
décomposée par ¢:o> g, ;®)a,.; application p-mesurable de 2 dans E, 3
valeurs dans un sous—espaze vectoriel de dimension finie; done 4;; est une probabilité
de Radon portée par un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, & savoir
0;(¢); d’aprés la remarque (2.2.00), cela entraine que Ay soit de type (A, a’) appro-
ximable; la réciproque n’est peut-étre pas vraie.

Comme il n’y a donc pas équivalence exacte entre probabilités cylindriques ap-
proximables et fonctions aléatoires linéaires approximables, ni entre probabilités de
Radon et fonctions aléatoires linéaires décomposées, on ne peut pas donner de bon-
nes conditions nécessaires et suffisantes, mais on aura ceci (voir prop. (1.19.0)):

PROPOSITION (2.14). Sotent E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés
par leurs duals, A, B, deux poids, «’ une fonction >0 sur E’, B une fonction
>0 semi-continue inférieurement sur G. Si une application linéaire ‘u con-
tinue de o(G’, G) dans o(E’, E), est (A, a’; B, B) décomposante, u est (A, a’; B, B)
radonifiante; la réciproque est vraie si G a ses parties compactes métrisables
(par exemple s'il est souslinien, ou si ¢’est un Banach, ou un dual *-faible d’un
Banach séparable, ou si G’ est *-faiblement séparable). Si G vérifie ces condi-
tions et si u est approximativement (A, a’; B, B) radonifiante, ‘u est approxima-
tivement (A, a’; B, B)-décomposante. '

REMARQUE. Certaines des démonstrations antérieures faisaient au fond usage
du point de vue des fonctions aléatoires linéaires. Supposons par exemple que le
couple (E, EY) ait la propriété d’approximation éguicontinue, par des =;. Si alors
S est linéaire de E’ dans L°(%2, p1), de type @ homogéne pour EZ, alors les for;=f;
convergent simplement vers f, mais sont continues de ¢(£’, E) dans L%, y), et on
voit aisément, & cause de 1’équicontinuité, que les f; sont uniformément de type @
pour E.. C’est une maniére de démontrer la proposition (2.8), peu différente
d’ailleurs de celle qui a été adoptée. La démonstration de la proposition (2.9.1)
utilise trés exactement les fonctions aléatoires. Quant & la proposition (2.10), on
aurait pu représenter la probabilité 2 de Radon sur E par I’application ¢ identique
de E=4, p-mesurable avec p=2; et approcher ¢ par des applications ¢ étagées ¢;
de £ dans E; la probabilité image ¢;(#), pour ¢; étagée, est une combinaison
linéaire finie de masses ponctuelles. Ce serait, sous une autre forme, une transecrip-
tion exacte de la démonstration qui a été donnée.
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§3. Les applications p-radonifiantes dans les quasi-Banach, 0<p< +oo.

Dans ce chapitre, pour des raisons qui seront vues plus loin, E sera toujours
un Banach ou un dual *-fajble d’'un quasi-Banach F'; dans ce dernier cas, E’ sera
F muni de sa quasi-norme. G sera un quasi-Banach ou un dual *-faible d’un
Banach H; dans le deuxiéme cas, ¢(G’’, G’) sera G=0(H’, H) lui-méme, mais dans
le premier cas, o(G'/, G’) sera, pour le calcul de I’ordre des probabilités de Radon,
accompagné de la jauge de I’adhérence de la quasi-boule unité de G, c. 4. d. muni
de sa structure bitopologique canonique (préliminairs). Comme toujours, F et G
sont séparés par leurs duals et mémes leurs boules unités sont faiblement fermées.
Chaque énoncé couvrira donc 4 cas, dans les conditions énoncé & la proposition (0.0)
des préliminaires. D’autre part, 0<p< +oo.

(3.1) Les applications p-sommanites.

1) Une suite a=(a,),.y d’éléments de E est dite scalairement 17, 0<p< 400,
si, pour tout £€ E’, la suite <a, £>=(an, £>)nen est dans I?. Dans ce cas, ’applica-
tion £—<a, &> de E’ ou F dans l” est continue, car E’ ou F est de Baire et elle
est limite d’une suite d’applications linéaires continues, & savoir les applications
tronquées: si dy est la suite (ay, @y, -+ -, an, 0,0, ---), £—<dy, £ est continue, et
tend vers £—<a, £ pour N infini. Donc la quantité |la/¥= HSG&IZ [iKa, &)ll,» est finie.
On vérifie sans peine qu’'on peut la prendre comme Min (p, 1)-quasi-norme sur
I’espace vectoriel S#?(E) des suites scalairement I” de E. En outre, S#?(F) est un
p-quasi-Banach; (ce ne serait plus vrai st E était seulement un quasi-Banach).
En effet, soit (@*)i. v une suite de Cauchy dans E'; pour tout n€ N, la suite (a¥)i.
est alors une suite de Cauchy pour la topologie de la convergence uniforme sur la
boule unité de E’ ou de F'; elle converge donc vers une limite a, dans E ou F/,
complets dans les cas indiqués (mais, si E est seulement un quasi-Banach, la
topologie de la convergence uniforme sur la boule unité de E’ est celle de Ey, qui
n’est pas complet). Ensuite il est trivial de voir que la suite a=(a,),.~ est scalaire-
ment I et que a* converge vers a dans F"(K).

Une suite scalairement 1” dans Ey ’est a fortiori dans E, donc & ?(Ex)C S *(E),
et llallory>llalls?@. Il y a coincidence des espaces et égalité des normes, si E
est un Banach, ou un dual *-faible d’un Banach, ou est dual *-faible d’un quasi-
Banach pourvu que p>1. Ces deux derniéres affirmations sont les seules non
triviales. Soit donc E=o(F’, F'), F' Banach.

Soit @’ une suite scalairement 1? de o(F”, F). Soit £’/€ F'’, de norme <1; il
existe un £€ F, lui aussi de norme <1, tel que <a}, &) soit aussi voisin qu’on le
veut de <a}, &’’>, pour k=0,1, ---, N (la boule unité de F' est dense dans celle de
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F"" pour la topologie ¢(F"’/, F)); alors, de I'inégalité |Ka’, ll2<lla’l¥ pour |I¢I<1
on déduit [Ka@¥, &' Dllp<lla’|l* pour tout N et tout &’ de F’”’ de norme <1; donc
{a',&'"> est dans I” et sa quasi-norme dans I” est <|la’||¥ pour [£”7|<1. (Nous
avons déja vu & (2.1.7 bis) que ce résultat ne subsiste pas nécessairement pour
E=o(F',F), F quasi-Banach. Si par exemple nous prenons F=I[°, 0<s<1,
E=o(>, "), la “base” des ¢,,=(c,=0 pour n+#m, c,=1) est une suite scalairement
I’ dans o(I%,1°), non dans [”). Ce résultat subsiste pour E=qd(F’, F'), F quasi-
Banach, si p>1. Car alors, si a’ est une suite scalairement I de o(F”, F'), ’appli-
cation linéaire £—<a, &> de F dans [I” est continue de norme |la’||¥. Mais, [” étant
normé pour p>1, elle est alors continue de F'y dans I?, de norme |al¥, donc se
prolonge par continuité en une forme linéaire continue de F’N dans 17, de méme
norme. Elle est donc scalairement I° dans o(F”, ﬁ’N)=a((f'N)’ R ﬁN), done, d’aprés
ce qui précéde, dans (Fy)=F".

On peut appliquer ces résultats avec p=-oo: une suite scalairement I” ou
scalairement bornée de E est simplement une suite bornée dans Ey. On peut
résumer ces résultats en une proposition:

PROPOSITION (3.1 bis). St a=(a.)..~ est scalatrement 17, la quantité |ali=
%éllil‘g IKa, Dll,» est finie; sur Uespace F*(E) des suites scalairement I*, a— |lal}
est une Min (p, 1)-quasi-norme, pour laquelle #? est complet. L’espace S 7(Ey)
est contenu dans S (E) avec une norme plus grande; les espaces sont les mémes,
avec la méme morme, st E est un Banach, ou un o(F’, F') avec F Banach, ou st

p>1. Les suites scalairement I” ou scalairement bornées de E sont simplement
les suites bornées de Ey.

2) On appellera I°(G) 'espace des suites absolument I” de G. Pour une telle
suite, on posera |lals=[(l@sll)ncnll;». D’aprés la proposition (0.1) des préliminaires,
on définit ainsi une Min (p, ¢)-quasi-norme sur l*(G), si G est g-quasi-normé (donc une
Min (p, 1)-quasi-norme pour G=o(H’, H), car c’est la méme chose que pour H’,
Banach, et IP(¢(H’, H))=I?(H’)). En outre, I°(G) ainsi quasi-normé est un quasi-
Banach (Fischer-Riesz). On a toujours I?(G)C S#*(G), et || (<] |l». Evidemment
P(@cl?(Gy) avec une norme plus grande, et il y a coincidence des espaces et
égalité des normes pour G Banach ou dual *-faible d’un Banach.

3) On dit qu’une application linéaire faiblement continue # de E dans G est
p-sommante, si, pour toute suite a d’éléments de E, scalairement I?, la suite image
wu(a) est absolument 17, (*9).

PROPOSITION (3.2). Pour que Uapplication linéaire faiblement continue w de

(z5) PIETSCH [1]. C’est 13 qu’on trouvera les premiers théorémes fondamentaux sur les
applications p sommantes.
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E dans G soit p-sommante, il faut et il suffit qu’il existe une constante M>0
Jinie telle que, pour toute suite finie a (c. @ d. toute suite dont tous les termes
sont nuls sauf un mombre fini), on ait U'inégalité:

(3.3 lu(@)l, <Mlall¥ .

DEMONSTRATION. Supposons d’abord (3.3) vérifiée. Alors, pour toute suite @
d’éléments de E, scalairement l?, le second membre est majoré par Mial¥, pour
toutes les suites tronquées dy de @, donc le 1¢* membre aussi, donc la suite
(lul@n))nen est dans I?, et u est p-sommante. Inversement, soit w p-sommante;
I’application qu’elle définit de S *(F) dans I’(E), & savoir a > u(a), est linéaire et
continue, comme limite simple de ses tronquées a+— (u(a))5 continues (S#%(E) est de
Baire); donc il existe bien M >0 fini tel que I'on ait, pour toute a€ .S”?(E),
Pinégalité (3.3). (Le résultat me subsisterait plus mécessairement pour E quasi-
Banach, car nous avons vu qu’alors S7(E)=.S"(Ey) n’est plus complet done
plus de Baire. On voit pourquoi nous avions absolument besoin que S*(E) soit
complet). Le plus petit M >0 ayant la propriété ci-dessus se note =,(u) et se
nomme quasi-norme p-sommante de #. On voit aussitdt que, sur I’espace vectoriel
II(E; @) des applications p-sommantes, c’est une Min (p, ¢)-quasi-norme si G est
gq-quasi-normé (donc une Min (p, 1)-quasi-norme si G=o¢(H’, H), car H’ est un
Banach).

REMARQUE (3.8 bis). 1) Il résulte de ce que nous avons vu que, si u est
faiblement continue de E dans G, donc continue de Ey dans Gy, et si elle est p-
sommante de E dans G, elle I'est de Ey dans Gy, avec une quasi-norme p-sommante
au plus égale; en effet, une suite scalairement [? de Ey l’est dans E, donc son
image par u est absolument p-sommante dans G, donc dans Gy.

2) Si maintenant % est continue de Ey dans Gy, elle n’est méme pas nécssaire-
ment faiblement continue de E dans G. Si on la suppose faiblement continue de E
dans G et p-sommante de Ey dans Gy, elle n’est pas nécessairement p-sommante
de E dans G; elle I’est cependant, pourvu que, d’une part, E soit un Banach ou
un dual *-faible d’un Banach ou que p>1, et d’autre part que G soit un Banach
ou un dual *-faible d’un Banach. En effet, dans ce cas, les suites scalairement 1?
sont les mémes dans E et dans Ey, et les suites absolument I” sont les mémes
dans G et dans Gy.

3) Pour les applications p-radonifiantes, la situation est plus compliquée. Une ap-
plication linéaire u faiblement continue de E dans G, p-radonifiante, ne l'est plus
nécessairement de Ey dans Gy. On peut seulement dire qu’elle I'est slirement de
Ey dans G car une probabilité cylindrique de type p dans Ey I'est dans E; elle
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n’est sirement p-radonifiante de Ey dans Gy que pour G quasi-Banach, puisgu’alors
G — Gy est continue. Nous allons voir que, pour les applications approximative-
ment p-radonifiantes, on peut avoir un résultat meilleur (voir prop. (3.5 ter)).
REMARQUE 4. Soient E, G, des espaces vectoriels comme précédemment, sur
le corps C; on peut affaiblir leur structure et les considérer comme espaces
vectoriels sur R; nous les noterons respectivement Ec, Er, G¢, Gr. 1l est facile
de voir que % est p-sommante sur C si et seulement elle ’est sur R, mais (7p(u))c
et (7»(u))r ne sont pas égaux. Par exemple, pour des espaces hilbertiens, 7, est
la norme de Hilbert-Schmidt || |2, et il est bien connu que ([|ul)r=+"2 (|ul)c.
Nous ne chercherons pas & obtenir la meilleure relation possible, mais & donner
une majoration rapide. Si { est une forme C-linéaire continue sur FE, on sait que
£=Rel{ est une forme R-linéaire continue, de méme norme: [¢|=|[{ll, et que
d’ailleurs on a {(x)=&(x)—t£(1x) (le fait que la norme soit la méme résulte de ce
que trivialement [&]|<||¢]l, mais que, pour tout , il existe un a de norme <1 tel
que [K&, adll>|l¢]l—e, et qu’'on peut le choisir de fagon que <{, @> soit réel. On
peut aussi dire que, pour tout x de norme <1, e*’x est aussi de norme <1, et
qualors K&, ei?x>|=]| cos 6<¢&, x>+ sin &, ix)|, doit étre <||€||; ceci étant vrai pour
tout 6, VIKE, 2DI2+IKE, D<€, done KKC, 2D|=|&(x)—ic(x) < |I€]l, et NCI<IIEND.
Soit alors a=(a,),.y une suite de points de E. Pour tout &€ (ERr)’, £=Re(, avec
Le(Ec), on a aussitdt [<a, Ol 2<IKa, Oll», done (allF)e<(lal})c. Alors

(rp@)e= Sup |lw@l,»< Sup |lw(@)l,=(7s(u))r .

tal ¥y g<t (el ¥) g<t

Il nous faut une majoration dans l'autre sens. Si a=(@.)ncn, 1@=(@Ap)n:n, ON @
toujours ||lzall¥*=llal¥ sur C comme sur R (Sur C c’est trivial. Mais, si £€ (Er)’
=Rel, et si nous posons £=Im{, ou E(x)=—¢(ix), on a [&|=|éll; comme
(e, B>=<a, £, on en déduit 1’égalité sur R.).

On a toujours:
a) pour p<1l: [Ka, Ol»<(Ka, &%+ [<ia, £>1175)*?. Done, avee [IC[|<1, et par
suite [|E[<1: (lal¥)c<2V"(lal¥)r;
b) pour p>1: [Ka, Oll»<IKa, &llp+I<ia, Olp ot (lallF)c<2(llalF)r.
Alors, en posant p=Min (p, 1):

(mow)r= Sup |lu@)l,<2? Sup [u(@)],=2"*(x,(w))c .
(el ¥) g<t (el }) g<1

Finalement
(3.3 ter) (7)) < (7 (W) < (7 p(w)) 21/ (2-1)
THEOREME (8.4). Soit u: E— G linéaire faiblement continue. Les propriétés
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suivantes sont equivalentes:

1) u est p-sommante;

2) u est approximativement p-radonifiante de E dans o(G"’, G');

3) wu est trés approximativement p-radonifiante de E dans o(G'’, G');

4) 11 existe une constante M>0 finie telle que, pour toute probabilité de Radon
A sur E, combinaison finie de masses ponctuelles, on ait I'inégalité

(3.5) lu(@)ll, < MIANT 5

en outre, st ces propriétés sont réalisées, la meilleure constante M de (3.6) est
ausst m(u), et Uon a, pour toute probabilité cylindrique A sur E, de type p ap-
proximable, Uinégalité

(3.5 bis) lw@l<Mlal%e .
DEMONSTRATION. A) Montrons que 3) implique trivialement 1). Soit a une
suite d’éléments de E. Faisons correspondre 4 la suite a la probabilité de Radon

1
- ———— ) .
2a E;:o Py O(a(n+1/pg,)

Elle est de type p, si et seulement si a est scalairement I”. En effet,

1 1
E(Ay)= EOW 5(5(2(n+1)/pan))=§0—2-;: 5(2(n+1)/?(e,a")) ’

et [|6(2,)]|, est exactement la norme dans I” de la suite <@, £>; donc on a exacte-
ment ||2,[%¥=|lall¥, et 2, est de type p si et seulement si a est scalairement I*. Con-
sidérons alors la probabilité image

1
u().,,) = "2210 "—“‘—2”+ L 5(2(n+1)/17u(an)) .

Alors [lu(2)ll», dans G ou dans ¢(G”,G’), est exactement la norme de la suite
(lu(ap)Dnecy dans 17, c. & d. la norme |u(a)l» de u(a) dans I*(G). Par ailleurs la
probabilité de Radon 1,, si elle est de type p, est de type p trés approximable;
car, si nous appelons dy la suite tronquée, la probabilité i, tend vers la probabilité
1, étroitement done cylindriquement, et on a toujours [[@yl3<|lall}. Si donc u est
trés approximativement p-radonifiante, et si a est scalairement I?, 1, est de type p
trés approximable, done u(4,) de Radon d’ordre p, donc u(a) est absolument I?, et
% est bien p-sommante. En outre, si 'on a une inégalité (3.5), son application &
A, donne mp(u)< M.

B) Maintenant 1) implique 4). Soit en effet 2 une combinaison linéaire finie de
masses ponctuelles, X:K"Z‘Nc,ﬁ(,“,, ¢,>0, X ¢,=1. Considérons dans E la suite
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finie a;, dont le nm-idme terme est c¢¥?a, pour n<N, 0 pour n>N. Pour tout
¢€EE’, on a 5(2)=”§v Cadctanyy €t [EQ)=[Kas, &ll,p, de sorte que [2F=]a.ll}.
Ensuite u(a) est la suite de n-iéme terme c¢!/?u(a,) pour n<N, 0 pour n>N;

lu@)ll>=1(le¥*ul@n) Daenllin=llula:ll, .

Mais, puisque % est supposée p-sommante, on a [lu(a)ll,<7s(u)lla:ll%, done (3.5)
avec M<n,(u).

C) Ensuite 4) implique 8); c’est le théoréme (2.5); c’est pourquoi nous rem-
placons G par ¢(G’’, G’), dont les parties bornées sont relativement compactes.

En combinant A, B, C, on voit que 1, 3, 4, sont équivalentes. En outre, en
appliquant le théoréme (2.4) & A=| |,, a’=norme, B=1/M| |,, 8=norme, on voit
que l'inégalité (3.5 bis) s’en déduit. A) et B) montrent bien que la meilleure
constante M est ().

D) Le corollaire (2.11) montre I’équivalence de 2) et 3).

REMARQUE 1. Supposons que E soit un quasi-Banach, G étant toujours un
Banach ou dual *-faible d’un Banach. Le théoréme ne subsiste plus, parce que
S?(E) n’est plus complet. Mais il reste vrai que 4) implique 2) et 8), qui sont
toujours équivalents, et que 2) ou 3) implique 1); ce qui ne subsiste pas, c’est que
1) implique 4). (Bien entendu, on pourrait conserver I’implication 1=—4, en
changeant la définition de p-sommante, et en appelant p-sommante une application %
telle qu'il existe M>0 fini vérifiant, pour toute suite finie @ d’éléments de E,
lu(@),<Mlal%. Mais alors c’est I'implication 8—>1 qui disparaitrait, & moins de
changer aussi la définition de p-radonifiante en y incluant une inégalité (3.5)).

REMARQUE 2. Si donc % est p-sommante, elle est, dans un certain sens (pré-
cisé par 'inégalité (3.5 bis)), uniformément approximativement p-radonifiante de
E dans ¢(G””,G"). On peut méme dire, en supprimant G'/, qu’elle est uniformément
approximativement p-préradonifiante de E dans G, au sens de la remarque 2 qui
suit le théoréme (2.4): elle est en effet approximativement (|| |lp, | llz; /7@l |2,
I ll¢)-préradonifiante. On en déduit toutes les conséquences indiquées & ce moment.
Par exemple, si Go est une topologie vectorielle sur G, moins fine que celle de G,
séparée par son dual, et telle que les quasi-boules de G soient compactes dans Go,
alors u sera approximativement p-radonifiante de E dans G, muni de la topologie
G, et de ses propres quasi-boules. Mais G devient, en fait, un espace bitopologique,
pour la topologie Go et la quasi-norme initiale sur G; et, bien entendu, on peut
toujours remplacer ¢(G’/, G’) par n’importe quel espace bitopologique dont les quasi-
boules sont compactes pour la 1ér¢ topologie.

COROLLAIRE (3.5 ter). Supposons que E soit un dual *-faible o(F’, F) d’un
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Banach F, ou un dual *-faible d'un quasi-Banach F si p>1. Soit w une ap-
plication linéaire faiblement continue de E dans G. Alors u est approximative-
ment (resp. trés approximativement) p-radonifiante de o(F’, F) dans o(G”, G"),
8t et seulement si elle Uest de F’ dans o(G'’, (7).

En effet, on se raméne aux applications %, faiblement continues de E dans G,
p-sommantes de ¢(F”, F') dans G ou de F” dans G; et alors cela résulte de ce que
S a(F', F))=S”"(F') dans les cas indiqués, voir proposition (3.1 bis).

PROPOSITION (3.5 quinto). 1) L’application identique de o(F’, F), F quasi-
Banach, est oo-radonifiante, de norme =, égale a 1 (sauf si F={0}).

2) Pour que u soit co-radonifiante de E ou o(F’, F') dans o(G", G') ou o(H’, H),
il faut et il suffit que Uimage de la boule (ou de toute partie bornée) soit bornée,
ou encore que U soit continue de E ou F' dans G ou H’, et m..(w)=|ul ().

8) Pour que u soit co-radonifiante de E ou o(F’, F) dans o(G,G’) (G si c’est
un Banach, par Phillips) ou o(H’, H), il faut et il suffit que U'image de la
boule unité soit bornée et faiblement relativement compacte (relativement com-
pacte dans o(G, G') ou ¢(H’, H)). (*)

DEMONSTRATION. 1) Résulte de (2.1.8.0).

2) Supposons que le 1¢r espace soit o(F’, F') et que % soit continue de F” dans
G ou H’. Si 2 est une probabilité cylindrique de type +oco sur o(F”, F), elle
est de Radon, portée par la boule de rayon [|4]|*., d’aprés 1, donc u(4) est de Radon
sur G ou o(H’, H), portée par I'image de cette boule, donc par la boule de rayon
lull |2)*~. On a done m.(u)<[lw]. Sile 1ler espace est E, 'application E— (G ou
o(H’, H)) > (6(G"”,G’) ou o(H’, H)) se factorise par E— o(E", E') > (6(G'’, G') ou
o(H’, H)); I'image de 2 dans o(E’/, E’), d’aprés 1), est de Radon portée par la boule
de rayon ||A|*, donc son image dans o(G’,G’) ou o(H’, H) par *u est de Radon
portée par la boule de rayon [**u| [|2]|¥..; mais la boule unité de E’’, adhérence
(pour o(E’’, E’)) de la boule unité de E, a pour image par ‘‘u l’adhérence (dans
a(G’’, G") ou o(H’, H)) de la boule de rayon |u|| de G ou H’, donc [|**ul=]|ul, et
4(2) est de Radon sur o(G”’, G') ou o(H’, H), portée par la boule de rayon [lull ||2]*_,
done encore 7.(u)<|ul. Inversement, si u est co-radonifiante, 1'inégalité (3.5) ap-
pliquée & une seule masse ponctuelle donne 7.(u)>|lull, donc u est continue de E
ou F” dans G ou H’, et n (u)=|ul.

REMARQUE. Pour p quelconque, 81 u est p-sommantle, on a aussi toujours

(%) E et G sont toujours des espaces bitopologiques, et la propriété énoncée ici dit que
u est continue pour les deuxiémes topologies de E et G.

(??) Si G est un quasi-Banach, une partie faiblement compacte est faiblement bornée,
mais pas nécessairement bornée.
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np(u)>||lull, et w est nécessairement continue de E ou F' dans G ou H', et 'image
de la boule unité est borneé.

3) Si le 2¢me espace est o(H’, H), tout est déja démontré, puisque la boule de
o(H’, H) est compacte. Supposons donc qu’il soit un quasi-Banach G. Supposons
que l'image par w de la boule unité de E ou de F” soit dans un faiblement compact
K. Alors 'image par t'u de la boule unité de E’” ou F’ est dans K lui-méme, et
2 montre que % est co-radonifiante de E ou o(F”, F') dans o(G, G), avec m..(u)=|ul.
Montrons la réciproque, toujours pour G quasi-Banach. Elle est évidente d’aprés 2,
si le 1er espace est o(F”, F'), car la boule unité de o(F”, F') est compacte et que %
est supposée continue de o(F”, F') dans o¢(G, G’). Supposons donec que le 1°r espace
soit E Banach, et que u soit oco-radonifiante de E dans G. Soit a’’ un point de
E’; alors 0’ est une probabilité cylindrique sur E, de type +oco. Done son
image est de Radon sur (G, G’); or c’est d¢tyu ' ; done tu(a’’) €@, tu applique
E’” dans G lui-méme. Comme elle est continue de ¢(E’’, E’) dans o(G'’, G’), elle
I’est de o(E”’, E’) dans o(G, G’), et I'image par t*u de la boule unité de E’’ est un
compact de (G, G’).

REMARQUE. 0 est méme de type oo trés approximable, il suffit done que
u soit trés approximativement oco-radonifiante de E dans ¢(G, G’) pour que la con-
clusion subsiste.

PROPOSITION (3.6). Inégalité de Pietsch. (*%)

Pour que u soit p-sommante, ou approximativement p-radonifiante de E

dans o(G"”, G’), 0<p<+oo, il faut et il sufit qu’'elle vérifie la condition de
Pietsch, c. a d. Uune des 2 conditions équivalentes suivantes:
1) Il existe un espace topologique séparé X, une probabilité v sur X, une
constante M>0, et une application linéaire continue v de Ey (c. a d. E ou F)
dans L>(X, v) de norme <1, telle, en outre, si E=o(F’, F'), F quasi-Banach, que
ty envoie la boule unité de (L”) dans Uadhérence, B’’, dans o(F", F’), de la
quasi-boule unité B de F, avec

3.7 lue) | <Mlv@)llrx.,) , pour e€E.

Dans ce cas, on peut choisir X=boule unité de o(E’, E) si E est un Banach,
X=B'" si E=d(F, F), prendre pour v 'application canonique qui a ¢e€ E fait
correspondre la fonction é:&+—<e, &> sur X, et le plus petit M possible est my(u).
2) Il existe X, v, v comme ci-dessus, et um sous-espace vectoriel fermé L de
L’ (X, v), tels que Uon ait le diagramme commutatif:

(28) PieTscH [1].
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Ey — L7(X, ») —— L*(X, v)

7

% L ————— Gou H’
Uz

o J est U'injection canonique de L™ dans L®, j’ I'injection canonique de L dans
L(X, v) (L est muni de la topologie induite par LP(X,v)), w, et u, sont con-
tinues, u=usou,; dans ce cas, on peut choisir la factorisation de maniére que
fludl <1, lusll=mnn(u).

DEMONSTRATION. Comme il s’agit d’une extension de ’inégalité de Pietsch &
des cas plus larges (p éventuellement <1, et quasi-Banach au lieu de Banach), nous
redémontrerons succinctement cette inégalité.

Supposons que  vérifie (3.7). Montrons qu’elle est p-sommante. Soit (Gu)nen
une suite finie de E. On a

lulan) |3 < M? L [0(aa)()17dn(E) -

En remplacant éventuellement X par le spectre de l'algébre de Banach L™, on
peut toujours supposer qu’en fait L7(X,v)=C(X) avec la méme norme; alors
(LY =M(X). L’application e v(e)(¢), pour & fixé, est linéaire continue sur Ey,
donc définit un élément du dual (Ey)’, qui n’est autre que I'image par ‘v de la mesure
dey€M; il est donc dans la boule unité de E” si E est un Banach, dans B’/ si
E=¢(F’, F). On a donc

lu@li= 3 lwl@)3<M? Sup 3 Ka., »IP<(lal$)?.
nen ve Bligl<t €N
ou ye B”

Donc % est bien p-sommante, et 7 (u)<M.

Inversement, supposons % p-sommante. Considérons le compact X, boule unité
de E’ si E est un Banach, et B si E=0(F’, F). Considérons, comme Pietsch, la
quantité:

If,’f lldea&x (p(®)+IKa, ONio(mo(w))"—llul@)|3) ,

ol a parcourt 1’ensemble des suites finies d’éléments de E, et ¢ est dans l'espace
C(X) des fonctions continues réelles sur le compact X. Elle est comprise entre
Min ¢ et Max ¢, sous-additive et positivement homogéne, donc il existe une pro-
babilité de Radon v sur X qui minore cette fonction, et on vérifie que v répond &
la question.

La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence de la premiére. Si la
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condition est réalisée on a slirement [u(x)ll < llua(@)ll<lluzll lv(2)lL?x.,), done u est
p-sommante, et 7p(u)<l|lus]. Inversement supposons % p-sommante, et X, v, v,
comme dans la 1¢r¢ partie. Alors jv(x) — u(x) est une application linéaire bien définie,
et de norme <mp(u), de jv(E), muni de la topologie induite par L*(X,v), dans G;
elle se prolonge de maniére unique en u,, de L=3v(E) dans G (complet), avec la
méme quasi-norme.

COROLLAIRE (3.8). Si u est p-sommante, p fini, de E dans G ou ¢(H’, H),
Uimage par u de la boule unité est relativement compacte dans o(G,G') oun
o(H’, H").

DEMONSTRATION. Reprenons la factorisation du théoréme de Pietsch. On peut
toujours supposer p>1, car, si 4 est p-sommante elle est aussi g-sommante pour
tout ¢>p.(**) L’image de la boule unité de E par u; est alors une partie bornée
de L, fermé de L?(X,v) donc réflexif, donc elle est faiblement compacte dans L.
Ensuite u, est continue de L dans G ou H’, donc de o(L, L’) dans o(G,G’) ou
o(H’, H""), d’out le résultat,

PROPOSITION (3.8.0). 1) Supposons que u, linéaire faiblement continue de
E dans G, soit approximativement p-radonifiante de E dans ¢(G'’, G'). Alors
elle est ausst approximativement q-radonifiante, pour tout q=>p, et wq(u)<mwp(u).
2) St maintenant u est approximativement p-radonifiante de E dans G lui-
méme, elle est aussi approximativement q-radonifiante pour q=>p.

3) Si u est p-radonifiante de E dans G, elle est aussi g-radontfiante pour q¢=>p,
8t G a ses parties compactes métrisables (par exemple st G est un quasi-Banach,
ou un dual *-faible d’un Banach séparable).

DEMONSTRATION. 1) résulte du théoréme correspondant pour les applications

sommantes. Comme toutefois celui-ci n’a pas de démonstration publiée dans le cas
ou il intervient des quasi-Banach, donnons-la de nouveau. Soit donc % p-sommante
de E dans G. Soit @ une suite scalairement I’ dans FE, ¢>p. Soit r défini par
1/r=1/p—1/q. Alors, si ¢ est une suite positive I”, la suite multipliée ca=(Ca@p)ne n
est scalairement 1”; donc u(ca) est absolument 1?. Mais alors (||u(a,)|).cn est une
suite de nombres >0 dont le produit par toute suite positive 1" est I, donc elle est
. CQFD.
2) résulte de 1, si G est un dual *faible de Banach (car alors G=d(G"’, G')), ou
si ¢’est un Banach, car, si 1 est une probabilité cylindrique de type ¢ approximable
sur E, 1) montrera que %#(1) est de Radon d’ordre ¢ sur ¢(G’/, G’), mais en méme
temps on sait déja qu’elle est de Radon sur G (d’ordre p), donc elle est de Radon
sur G d’ordre ¢, puisque la jauge de B’/ induit sur G sa quasi-norme.

() C’est un fait connu. Nous le redémontrerons a la prop. (3.8.0).
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8) Soit u p-radonifiante, soit A une probabilité cylindrique de type ¢ sur E, done
de type ». On peut la réaliser comme une s, f application linéaire continue de E’
dans un L%, ). Son image u(4) est alors réalisée par fo'u; comme G a ses
parties compactes métrisables, on sait que fo'u est décomposée, par une fonction
¢ :2— G, p-mesurable, appartenant & L*(2, #; G), puisqu’on sait que u(4) est de
Radon d’ordre p (prop. (1.19.0)). Soit ensuite @ une fonction >0 sur £, appartenant
a L'(2, ), 1/r=1/p—1/q. Alors af est linéaire continue de E’ dans L"(%2, #), done
définit une probabilité cylindrique de type » sur E; son image par u est donc une
probabilité de Radon d’ordre » sur G. Mais cette image est réalisée par afeu=
a(fotu), et elle est alors décomposée par ap. Done ap€ L?(2, 1; G) pour toute

a€ L7(2, p) et >0, donc ¢ € L%, ¢; G); done u()=¢(¢) est de Radon d’ordre ¢ sur
G.

PROPOSITION (3.8.2). 1) Soit X un espace topologique séparé et soit v une
probabilité de Radon sur X. Abrégeons par L® Uespace LP(X,v). Alors l'injec-
tion canonique j de o(L”, L') dans L*, pour 1<p<-+too, dans o(L”, L') pour
p=-4o0, dans o((L")", (L*)') pour p=1 ou pour p<l si v est atomique, est p-
radonifiante, et sa quasi-norme w» est 1.

2) Soit maintenant X un espace topologique séparé, v une mesure de Radon
>0 quelconque sur X. Soit a une fonction de L*. Alors la multiplication
faf, de o(L”, LY) dans L* pour 1<p<+oo, dans o(L”, L'} pour p=-+oco, dans
a((LP), (L®)") pour p=1 ou pour p<1 si v est atomique, est p-radonifiante, et sa
norme wp est |a|».

2 bis) Soit X un espace topologique, v une mesure de Radon >0 sur X, 6 une
Sfonction v-mesurable réelle partout >0 sur X. Appelons 0-L>(X, v) Uespace des
Sfonctions ¢ sur X, telles que ¢/0€ L*(X,v) avec la norme ¢ — ¢/0) 2.5 il
est le dual de Uespace 1/6-LYX,v), défini de maniére amalogue. Alors, si
0e LP(X,v), Uinjection camonique de o(0-L7(X,v), 1/0-LNX,v)) dans lui-méme
pour p=+oo, dans L(X,v) pour 1<p<+oo, dans o(L(X,v))", (L*(X,v))") si
p=1, ou si p<l et v est atomique, est p-radonifiante, et sa quasi-norme =, est
6lrx, -

3) Soit a=(a,),.x une suite de nombres de K. Supposons a€l’. L’application
diagonale (€p)ne v (@nCodnen est p-radonifiante, de o1, 1) dang I” pour 1<p<
+oo, de o=, 1Y) dans lui-méme pour p=-+oo, de o(I*,1") dans 1" pour 0<p<1,
et sa norme w, est |lal,p. Si a€c’, Uapplication est co-radonifiante de o(l=, 1Y)
dans ¢, et sa norme 7.. est |l .

1) Tout d’abord, l'injection canonique de o(L>, L') dans L” est bien faiblement
continue; c’est trivial si p>1, mais, si p<1l et v atomique, cela résulte de ce
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qu’elle est faiblement continue de o(L”, L') dans L' et de ce que L!— L” est con-
tinue donc faiblement continue. Comme les suites scalairement I de L™ ou de
a(L”, L') sont les mémes, on peut remplacer o(L”, L') par L™ pour montrer que
I'injection canonique j est p-sommante. On peut ensuite, en considérant le spectre
de l'algébre de Banach L™, changer d’espace, ce qui revient & supposer X compact,
et 4 remplacer L™ par C(X)=C, de dual M. Alors x+—d,, est une application
continue de X dans o(M, C), et l'image de v par cette application est une
probabilité de Radon b sur (M, C). Pour toute f€C, on a

(I, reraw)” = (] krerse)”.

et la proposition (3.6) montre alors que j est p-sommante. On en déduit qu’elle est
approximativement p-radonifiante de o(L”, L) dans o((L”)"’, (L”)’), toutes les fois que
L? est séparé par son dual (condition qui est intervenue dés le début comme hypo-
thése implicite partout, et faute de laquelle toutes les notions écrites perdent tout
leur sens), ce qui est le cas pour p>1, ou pour p<1l si v est atomique. On peut
supprimer “approximativement”’, parce que L' a la propriété d’approximation mé-
trique (voir (2.6.4)). On peut remplacer le bidual *-faible de L* par L” lui-méme
pour 1<p<+4oo, parce que L? est réflexif, et que les probabilités de Radon sur
o(L?, L”') et sur L? sont les mémes d’aprés PHILLIPS. On a 7,(7)<1, mais ||j|=1
done 7,(7)=1.

2) Supposons, pour simplifier, |la]l.»=1. La multiplication par a est bien faible-
ment continue de ¢(L®, L) dans L” pour p fini, dans lui-méme pour p infini: lais-
sons de coté ce cas trivial et supposons p fini. L’application se factorise par

o(L(X, ), LA(X, v)) = o(L*(X, |al?), L(X, |a|™)) — L*(X, la|?) = L*(X, v) .

La 1¢re application est faiblement continue, de transposée (la multiplication par
lal?): LMYX, |a|?y) = LMX, v), continue de norme 1. La 28me est faiblement
continue de o(L>(X, |a|™), L'(X, |@|?v)) dans LP(X, |a|?v), p-sommante d’aprés 1
(Ja|?v est une probabilité), de norme n,=1. La 8¢me, la multiplication par «, est
linéaire continue de L”(X, |«|v) dans L”(X,v), de norme 1. Done, d’aprés la pro-
position (2.12), I’application composée est p-radonifiante de norme 7,<1; mais sa
norme est 1, donc sa quasi-norme 7, est 1.

2 bis) 11 suffit de remarquer que I’application identique considérée est composée de
la multiplication par 1/, isomorphisme de 6L*(X,») sur L*(X,v) (de transposé
I’isomorphisme multiplication par 1/ de L'X,v) sur (1/0)L*(X,)), et de la mul-
tiplication par 6, application p-radonifiante, d’aprés 2, de ¢(L™(X,v), LYX,v)) dans
lui-méme pour p=-o0, dans L?(X, v) pour 1<p<+oo, dans o((L"(X, v))"’, (L*(X, v))’)
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pour p=1, ou pour p<1 et v atomique, et de mp,-quasi-norme |6]|.>.

3) Pour p>1, en prenant X=N, ungam, on applique 2), et on trouve que
Papplication donnée est p-sommante de ¢(I~, ') dans I” pour p fini, dans lui-méme
pour p=-oco. Soit maintenant p<1. La multiplication par a est continue de
(I*)’=I" dans 1", donc, par transposition, faiblement continue de ¢(*, l?) dans I”.
Cherchons & appliquer la proposition (3.6), en supposant ||la|;»=1. Nous prendrons
sur le dual I” de o¢(I*,1") la probabilité de Radon, portée par la boule unité,
v=gNlanl”5<en), e, étant (6,=0 pour k+#m,c,=1)€l”. Si alors ¢ est une suite de

I~, on a, pour la suite ac de I”:
1/p
lecho=(] | 1o, Paste))
1

e. & d. (8.7, avec M=1. Donc I'application est p-sommante de ¢(I®, I”) dans I,
avec 7, <1; comme sa norme est 1, m,=1.

On en déduit dans tous les cas que la multiplication par a est p-préradonifiante
(Pespace I” ayant la propriété d’approximation métrique). Nons allons démontrer,
comme le dit 1'énoncé, qu’elle est méme radonifiante; c’est évident pour p=-4-oo,
prenons p fini. On peut en effet (du Bois-Reymond) exprimer la suite a comme
produit de deux suites, a=gy, avec f€l’, |Bl,p<|lall,p+¢, >0 arbitrairement
choisi & 'avance, et y€¢° |r],0<1. Le résultat précédent dit que la multiplication
par B est p-préradonifiante de o(I*, I*) (p=Min (p, 1)) dans !?, de norme =, <|B];»,
et alors la multiplication par 7y est compacte de I” dans lui-méme, de norme <1.
Done la multiplication par a est bien p-radonifiante (remarque 1 suivant le théoréme
(2.4), avec S=quasi-norme de I°, B;=jauge de l'image compacte de la quasi-boule
unité par la multiplication par 7, w=multiplication par ), avec un 7, < |lall;»+e¢, et
ceci pour tout ¢>0, d’ou le résultat cherché. Le résultat relatif & ¢® pour p=-+4o
se démontre de la méme maniére.

REMARQUE. Le probléme des multiplications ¢+ ac qui sont p-radonifiantes
d’un espace de suites [* dans un autre n’est pas encore résolu. (**) Bornons-nous simple-
ment au probléme suivant: pour quelles suites a=(a,),.» la multiplication ¢ ac
est-elle p-radonifiante de o(I=, I'), pour s>1, de ¢(~,1*) pour s<1, dans I’, pour 8
fini, dans ¢(I*, I!) si s=+oc0? Méme ici je ne connais pas la réponse. Mais sup-
posons s<1. Alors la condition nécessaire et suffisante est:

S la,’<+oo, si p>s;

neN
1
lat,|

(29) PIETSCH a trouvé récemment une solution presque compléte de ce probléme. Voir
GOULAOUIC-SCHWARTZ [1], exposé n° 31.

s la,,r(lﬂlog

neN

><+00, si p<s.
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Supposons en effet p>s. Si ENIa,.I'< +o0, I’application est s-radonifiante, donc a
neE

fortiori p-radonifiante. Par ailleurs cette condition est déja nécessaire pour que la

multiplication opére de !* dans I°. Supposons maintenant p<s. Si

EN"’""(H log

><+w,

1
Ja
les résultats d’un article antérieur (3°) montrent que 1’application est méme 0-radoni-
fiante; le corollaire (4.17) de la proposition (4.13) montrera donc qu’elle est p-radoni-
fiante pour tout p>0. Supposons au contraire cette condition non réalisée. Considérons
une suite de variables aléatoires indépendantes (Z,),.n, suivant la loi stable d’ex-
posant s. Alors ENc,,Z,,, pour une suite finie ¢ (tous les ¢, nuls sauf un nombre
fini) suit la loi stable d’exposant s, de paramétre |c||,s; alors (Esp. lﬂ%vc,,Z,,l")‘/”
est proportionnel & |c|l;s, parce que la loi stable d’exposant s a un moment d’ordre
p<s fini. Donc la suite (Z,),.y définit une probabilité cylindrique sur o(l, I°), de
type p. Or, si

1

||

3l (1+ log

)=

son image par la multiplication @ n’est méme pas de Radon dans !°, la série
“%vla,‘Z,,l' est presque sfirement divergente; ce qui prouve que la multiplication
par a n’est pas p-radonifiante pour p<s, de o(~, 1*) dans [°.
Ceci mous domne un exemple d’une application qui est p-radonifiante pour
p>s mais pas pour p<s: la multiplication ¢+— ac de o(I~, 1°) dans I°, 0<s<1, si
e, |

2 la,|'<+oo, et
zeN
) =400 ,

Applications aux opérateurs p-nucléaires.

Nous allons en déduire une application aux opérateurs p-nucléaires. Soient E,
G, des espaces vectoriels topologiques séparés par leurs duals, 4 une application
linéaire faiblement continue de E dans G. Nous dirons que % est p-nucléaire &
gauche, relativement & une topologie, vectorielle E% sur E’, 0<p<+oo, si elle se
factorise par des applications linéaires faiblement continues:

5 lanl'<1+ log

(3.8.3) u:EDo(l>, 151" %G (), avee: $=Min(p, 1), 0<p<+oo;

v transposée d’une application linéaire continue de ! dans E) (nous prendrons

(%) SCEWARTZ [2].
(31) Un opérateur p-nucléaire i droite correspondrait & une factorisation
E -1 ou o(l”, 1?) selon que p>>1 ou p<1 —1? —Q@G.
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=FE’ si E est un Banach, F si E=o(F", F), F quasi-Banach); a=application
diagonale, ¢ ac, (ca)nen (Cau)ncn, avee "GZNIa,.I"<+oo si p< oo, ,l.‘fﬂ a,=0 si
p=-+0o0; w continue.

Essayons de voir la forme de telles applications u.

1) Soit v ayant les propriétés indiquées. Posons v(e)=(<e%, ). vE17; alors chaque
e, est une forme linéaire sur E, continue car v est faiblement continue, done
e, € E’. La transposée de v est cHnZNc,,ei., qui doit étre une application linéaire
continue de I dans E%; cela signifie ;xactement, si E est un Banach ou un dual
*-faible d’un quasi-Banach F', qu’il existe un M>0 fini tel que, pour toute suite
finie ¢, | ENCneZHE’ our<Mlecls, et le plus petit nombre M possible est
*9ll -a?; 2* ou m; cela signifie aussi exactement, par le théoréme de Banach-Steinhaus
(E’ ou F étant de Baire), que, pour toute suite c€I?, la série %‘,Nc,,e; est convergente
dans E’ ou F'; enfin, si E est un Banach ou le dual *-faible d’'un Banach F, cela
signifie exactement que la suite (eh).en est bornée, car alors cr—>2 c.en est bien
continue de !, done, de I?, dans E’ ou F, mais ceci ne subsiste plus pour E=o(F’, F),
F' quasi-Banach, car, si (¢}),en~ est bornée dans F', cela entraine seulement que
cHZNci,eL soit continue de I! ou [” dans £y, non dans F.

2) ﬂ';) est définie par une suite (¢,),ev de G, ayant des propriétés analogues: si G
est un quasi-Banach ou un dual *-faible d’un Banach, il existe M>0 fini tel que,
pour toute suite finie ¢, | X cagulle<Mllcll;», et le plus petit nombre M possible
est |lwlleur,@; ou bien, poﬁ?‘toute c€l?, la série 7§~c"g" est convergente dans G.
Cela équivaut & dire que la suite (g.).en est scalairement I*’, p'=p/(p—1), si p>1,
p’=-+o0 si p<1 (et scalairement bornée veut dire bornée) et si G est un Banach
ou un dual *-faible d’'un Banach, mais cette équivalence ne subsiste pas nécessaire-
ment si G est un quasi-Banach.

3) La factorisation exprime done que u est de la forme eH,%va"@:" e>g,, les suites
(eh)nen de B, (@,)nen de K, (gn)nev de G ayant les propriétés indiquées.

Le prototype d’une application p-nucléaire & gauche est donc une multiplication
a:a(l>, 17) > 17, avec %Nlaﬂl”<+oo, pour P ﬁm,"llrglwa,,:O pour p infini. Si p=1,
E et G étant des Ba;;ach, u# est exactement une application nucléaire.

La quasi-norme p-nucléaire de u est la borne inférieure des quantités
v} <us. plalirllwl «urq, pour toutes les factorisations possibles de u. Alors la
proposition (3.8.2), point 3, a le corollaire trivial suivant, compte tenu de la pro-
position (2.12), point 1:

COROLLAIRE (3.8.4). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés
par leurs duals, et soit E5 une topologie vectorielle sur E'. Un opérateur
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linéaire faiblement continu u de E dans G, p-nucléaire a gauche de E dans G
relativement a E., est p-radonifiant, 0<p<—+oo. Si E et G vérifient les condi-
tions générales indiquées aw début du §, mp(u) est majoré par la morme p-
nucléaire de u.

8.9 Remplacement de ¢(G”, G') par G lui-méme.

PROPOSITION (3.9). Supposons que u soit une application linéaire faiblement
continue p-sommante de E dans G.

Alors u est approximativement p-radonifiante de E dans G lui-méme dans
chacun des cas suivants:
0) G=¢(H’, H), H Banach;
1) G est un Banach réflexif;
2) p<+oo; G est un dual fort séparable de Banach; E est un Banach, ou un
dual *-faible de Banach, ou un dual *-faible de quasi-Banach si p>1;
3) 1<p<+oo, E est un Banach;
4) p=1, E est un Banach réflexif ou un Banach de dual séparable;
5) p=-+oo, E est un Banach réflexif ou un o(F', F), F quasi-Banach.

En outre, dans les cas 8), 4) et 5) on peut supprimer approximativement.

DEMONSTRATION. 0) est évident puisqu’alors ¢(G”/, G')=G.
1) Le cas 1) résulte du théoréme de PHILLIPS: toute probabilité de Radon sur
o(G, G’) Iest aussi sur G.
2) Supposons G=H’, H Banach, G séparable, et p<+oo. Soit 2 une probabilité
cylindrique sur E, de type p (resp. de type p approximable). On sait que u est p-
sommante de E dans H’, donc dans o(H’, H), donc u(2), probabilité cylindrique
sur H’, a une image de Radon d’ordre p dans o(H’, H). Mais H’ est polonais,
donc il existe une probabilité de Radon v sur H’ de méme image que u(4) dans
o(H’, H). Mais v est concentrée sur les compacts de H’, donc a fortiori sur les
convexes o(H’, H'')-compacts. Puis 2 est scalairement concentrée sur les boules
de E (corollaire (2.1.5 ou 11)), car 2 est de type 0, soit si E est un Banach, soit si
E=q¢(F’", F), F Banach, soit si E=d(F’, F'), F quasi-Banach, et p>1, car alors
f1 est continue de F' dans L”(2, ) localement convexe, donc de Fy dans LP(2, p).
Or on sait que l'image par w d’une boule de E est relativement compacte dans
a(H’, H'") pour p fini (corollaire (3.8)). Donc u(2) est scalairement concentrée sur
la famille des parties ¢(H’, H’’)-compactes convexes. Donc v et u(2) coincident. (32)

REMARQUE. Dans ce cas 2), supposons que K soit de la forme ¢(F”, F'). Nous
avons supposé u faiblement continue, donc continue de o(F”, F') dans o(H’, H"’).

(%2) SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. II, §3, proposition 6.
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Et alors la conclusion précédente est valable. Mais supposons seulement % continue
de o(F”, F') dans o(H’, H); si A est une probabilité cylindrique de type p approxi-
mable sur F”, alors, comme u est continue de F” dans H’ et encore p-sommante,
il reste vrai que u(2) est de Radon sur H’; mais si 1 est seulement de type » ap-
proximable sur ¢(F”, F'), la conclusion ne subsiste pas; en effet, u(4) est de Radon
sur o(H’, H), donc provient d’une probabilité de Radon v sur H’; mais cela n’a
aucun sens de dire que u(2)=v, car u(2) n’est pas définie comme probabilité cylin-
drique sur H’ (voir remarque aprés le corollaire (1.18 ter)).

REMARQUE. Le résultat 2) ne subsiste pas pour p=+co. Si en effet on prend
I’application w identique de H’ dans lui-méme, on peut trouver une probabilité
cylindrique sur H’, de type +co, (dont 'image dans o(H’, H) est forcément de
Radon) mais qui n’est pas de Radon.

Exemple: H non réflexif, 2=d,", avec a’’’€ H'” et ¢ H'CcH'. Elle est

cylindrique sur H’, de type +co, mais non de Radon; son image dans ¢(H’, H) est
dw, ol &’ est 'image de a’’’ par o(H'"', H")—>o(H’, H); a’€ H’ est la forme
linéaire sur H, restriction & HC H”’ de a’/’/, forme linéaire sur H”'.
8) Supposons 1<p< -+oo, E Banach. Utilisons la factorisation de (3.6), point 2.
D’aprés la proposition (8.8.2), j: L7(X,v) > L?(X,v) est déjad p-radonifiante; donc
aussi jv. Alors u, est p-radonifiante de E dans LP(X,v), mais envoie E dans le
sous-espace fermé L: elle est donc p-radonifiante de E dans L d’aprés la proposition
(2.12), 2); et alors u est p-radonifiante de E dans G. (La vérification des normes
pas & pas montre en outre que l'on a l'inégalité |u(d)|, <m(w)||2]|%, pour toute
probabilité cylindrique 2 de E, de type p, approximable ou non.)

REMARQUE. Si E=a(F’, F'), u est slirement p-radonifiante de F’ dans G lui-
méme, peut-tre pas de o(F’, F) dans G; dans la factorisation de PIETSCH, 2 du
théoréme (3.6), v est continue de F” dans L™, mais n’a aucune continuité a partir
de o(F”, F'), méme pour F Banach.

4) Supposons p=1. Alors on a la factorisation de (3.6). L’application j: L™(X, v) >
LYX,v) est intégrale; si alors E est un Banach réflexif, E— L*(X, v) est faible-
ment compacte, et un théoréme de GROTHENDIECK dit que j-v est nucléaire de E
dans le bidual fort de L!. De méme, si E est un Banach et si E’ est séparable,
un autre théoréme de GROTHENDIECK (%) dit que la composée de jv avee l'injection
canonique de L!(X,v) dans son bidual fort est nucléaire. De toute fagon, L est
un sous-espace vectoriel fermé du bidual fort M de L!. Alors u,;, comme applica-
tion de E dans M, est 1-radonifiante (corollaire (3.8.4)); et alors la proposition (2.12),

(3%) GROTHENDIECK [1], 1ére partie, §4, n° 3, corollaire 2 et corollaire 3, p. 134.
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2), dit que u; est 1-radonifiante de E dans L, donc % de E dans G. CQFD.

5) Supposons p=-+oo. Si E est un Banach réflexif ou un ¢(F", F'), sa boule unité
est faiblement compacte, donc son image par u faiblement continue I’est aussi.
Mais u est déja supposée co-sommante, donc par la remarque dans la démonstration
de point 2 de (3.5 quinto), I'image par u de la boule unité est bornée. Donc le
point 3 de (8.5 quinto) donne le résultat.

COROLLAIRE (3.9.1). Soit u:E—>G p-sommante. Soit w:G— G, linéaire
continue, telle que Uimage de la boule wunité soit faiblement compacte, Gy
Banach, ou dual *-faible de Banach, ou quasi-Banach séparable. Soit v:E;— E,
linéaire faiblement continue, telle que U'image de la boule unité soit faiblement
compacte. Alors wou est approximativement p-radonifiante de E dans G, lui-
méme; u-v est p-radonifiante de E, dans G lui-méme (indépendamment de tous
les cas qui pourratent résulter de U'application & wov de la prop. (8.9)), si p=1,
E et E, Banach, ou st p=-+oo, E Banach.

DEMONSTRATION. 1) Considérons wou. Soit 4 cylindrique de type p appoxi-

mable sur E; u(2) est de Radon d’ordre p sur ¢(G’’,G’). Si G est un o(H’, H),
a(G”’, G")=G, et alors wu(4) sera de Radon d’ordre p sur G,. Soit donc G quasi-
Banach. Si G, est un o(H{, H,), c’est aussi vrai, car **w est continue de ¢(G'’, G')
dans Gy, et wu(2) est de Radon d’ordre p sur G;. Soit done G; quasi-Banach.
Alors, puisque I’'image par w de la boule unité de G est faiblement compacte dans
G., w est continue de ¢(G’’, G’) dans a(Gy, G{); donc wwu(d), probabilité cylindrique
sur G4, a une image de Radon dans ¢(G,, G}). Cette image provient alors d’une
probabilité de Radon » sur G, lui-méme, soit si G, est un Banach par PHILLIPS, soit
8’il est séparable, car il est alors polonais; et comme ﬁ(Gl) —>.9!é(a(G1, G))) est in-
jective, wu(2) et v, ayant méme image dans ¢(Gy, Gf), coincident, et wu(i) est de
Radon sur G;.
2) Considérons uov. Soit d’abord p=1, E et E, Banach. On introduit, comme
dans le 4 de la proposition précédente, le diagramme de PIETSCH. On voit de la méme
maniére que ucv est nucléaire de E; dans le bidual fort de L}(X,v), et on termine
de la méme maniére. Supposons maintenant p=-oco. Si 1 est eylindrique de type
+ oo sur E|, elle est de Radon, portée par une boule sur ¢(E{/, E{). Comme ‘*u est
supposée continue de ¢(E/’, E}) dans o(E, E’), v(4) est de Radon sur ¢(E, E’), portée
par une boule donc de Radon sur E parce que E est un Banach, & cause du
théoréme de PHILLIPS. Comme ensuite % est supposée co-sommante, elle est con-
tinue de E dans G ou H’ par le 2 de (3.5 quinto), donc uv(4) est une probabilité
de Radon sur G ou H’, portée par une boule.

(8.10) Suppression des conditions d’approximation.
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PROPOSITION (3.10). Soit u linéaire faiblement continue p-sommante de E
dans G. Alors u est p-radonifiante de E dans o(G", G"), dans chacun des cas
sutvants: °
1) Le couple (E, E') a la propriété d’approximation métrique;

2) p>1.

Si en outre U'une des conditions de la proposition (3.9) est réalisée, u est

p-radonifiante de E dans G lut-méme. Dans tous les cas précédents, on a

(8.11) ()|, <ma(w)lIAllF

pour 2 cylindrique de type p.

DEMONSTRATION. 1) résulte du corollaire (2.11), partie 2), puisqu’alors toute
probabilité ecylindrique de type p sur E est de type p approximable, avee
Halze=I14l%.

2) Le cas 1<p<+oo a été traité a la proposition (3.10), cas 3, si E est un
Banach. Supposons maintenant p=1, E Banach. En reprenant la démonstration du
cas 1<p<-+oo, on peut maintenant seulement dire que j est p-radonifiante de
JL(X, v) dans o(4”, 4), A=LMX,v), donc aussi jv de E dans a(4”/, 4’). Mais elle
envoie K dans L, elle sera donc p-radonifiante de E dans 1’adhérence de L dans
(4”7, 4"), muni de la topologie induite, c¢. & d. dans o(L”/, L’); et alors u=usou,
sera p-radonifiante de E dans ¢(G’/, G’). Supposons ensuite p=+oco, E Banach.
L’application identique de E dans o(E’’, E’) est co-radonifiante par (3.5 quinto), et
u est continue de o(E’’, E’) dans o(G’’, G’) puisqu’elle est continue de E dans G
(voir (8.5 quinto)), d’ou le résultat. Le cas E Banach est donc réglé; le cas
E=0¢(F'", F), F quasi-Banach, est toujours réglé par la proposition (2.9.1).

CQFD.

(3.11 bis) Récapitulation.

Récapitulons les résultats obtenus. Soient E un Banach ou un dual *-faible
d’un quasi-Banach F, G un quasi-Bandach ou un dual *-faible d’un Banach H.
Soit u linéaire faiblement continue p-sommante de E dans G. Alors elle est
approximativement p-radonifiante de E dans o(G", G') (ce qui signifie G si
G=o(H’, H)). En outre:

1) Si p=-+oo, elle est p-radonifiante de E dans (G, G’), et dans G st E ou
G est un Banach réflexif;

2) Si 1<p<-+oo, u est p-radonifiante de E dans o(G'', G’'), et dans G 8i G est
un Banach réflexif ou un dual séparable de Banach, ou si E est un Banach;
3) Si p=1, u est p-radonifiante de E dans ¢(G'’,G’), et dans G si G est un
Banach réflexif, ou un dual séparable de Banach, ou 8i E est un Banach ré-
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flexif ou de dual séparable;

4) Si 0<p<1, u est seulement approximativement p-radonifiante de E dans
o(G"”, G’); on peut remplacer o(G'’,G’) par G si G est un Banach réflexif, ou
st G est un dual séparable de Banach et E un Banach ouw un dual *faible de
Banach; on peut supprimer approximativement si le couple (E, E') a la. pro-
priéte d’approximation métrique.

COROLLAIRE (3.12). (**) Soit E un Banach réflexif (resp. séparable), et soit 2
un espace topologique muni d’'une probabilité de Radon p. Toute application
0:2-> F, appartenant a L>(2, p; E') (resp. L™(2, p; o(E’, E)) définit une appli-
cation linéaire ¢* de E dans L™(2, 1), a savoir x—<p, x>. L’application ¢r—ro*
ainst définie est une bijection linéaire isométrique de L>(2, p; E') (resp. L>(2,
v o(E, E)) sur Z(E; L™(2, 1)) (qut est aussi Uespace des formes bilinéaires con-
tinues sur EXLY(2, p), ou le dual de L'(2, p; E)).

DEMONSTRATION. Les affirmations de la derniére parenthése sont bien connues.
De méme il est trivial que ¢+ ¢* est linéaire continue avec [o*||<|l¢|l. In-
versement, soit f une application linéaire continue de E dans L~(2, #). Elle
définit une probabilité cylindrique 4y de type +oo sur o(E’, E), avee ||A|X=|FIl
(corollaire (2.1.12)). Mais alors celle-ci est de Radon d’ordre +oo sur o(E’, E),
avec |2l.=]|4]*¥, d’aprés le corollaire précédent; done, si E est réflexif, de Radon
sur E’ par le théoréme de PHILLIPS. Si E est réflexif ou séparable, il résulte
du début de (1.19.0) que f est alors décomposable, c. a d. réalisable (f=¢*) par une
application ¢ :2— E’, p-mesurable pour E réflexif, ¢-mesurable de 2 dans o(E’, E)
pour E sépé.rable; et alors, d’aprés (1.19.0),

| £l e re@m=[2fllo= o) le=llollr=w2,m ,

done ¢+ ¢* est une surjection. Par ailleurs, si ¢*=0, comme ¢(#)=2y%, on a
Aox=0 donc ¢=0; donc elle est injective, et isométrique par les derniéres égalités.

REMARQUE. Si g, au lieu d’étre une probabilité, est une mesure de Radon >0
arbitraire sur £, un concassage de £ (**) raméne aussitot & des mesures de masses
finies, et le résultat subsiste.

(8.13) Point de vue des applications décomposantes.

La proposition (2.14) donne toujours tous les résultats voulus. Il est néanmoins
intéressant de se placer dans une situation autonome, non dualisée. Nous nous
bornerons alors au cas ou F et H sont des Banach. Nous considérerons des ap-

(3) C’est une version du théoréme de Dunford-Pettis, n’exigeant pas le théoréme de
relevement de L™, mais faisant sur E des hypothéses particuliéres.
(3) Voir SCHWARTZ [1], chap. I, définition 13.
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plications linéaire continues f de F' dans L*(%, z), donc de type p pour E=o(F’, F);
éventuellement nous supposerons f limite simple d’applications linéaires continues
f; de rang fini, bornées dans & (F; L*(%, 1)), c. & d. f de type p approximable. Et
nous chercherons quand une application linéaire continue v de H dans F' est telle
que, pour toute f, fov soit décomposée, par une application ¢ appartenant &
L@, s H) ou L*(2, y;0(H’, H)), c. & d. p-décomposée relativement 3 H’ ou
o(H’, H). Nous aurons donc la notion d’application v p-décomposante, ou appro-
ximativement p-décomposante, de H dans F, relativement & H’ ou ¢(H’, H).

PROPOSITION (3.13). Nous supposons ici exceptionnellement p>0.

1) Si v est p-décomposante de H dans F, relativement a o(H’, H), alors u="*»
est p-radonifiante de o(F’, F) dans o(H’, H).

2) Si v est p-décomposante de H dans F, relativement a H’, alors u=‘v est
p-radonifiante de F’ dans H’, et de o(F’, F') dans H’ si elle est continue de
o(F', F) dans o(H’, H").

3) Si u=' est p-radonifiante (resp. approximativement p-radonifiante) de
o(F”, F) dans o(H’, H), alors, si H est séparable ou réflexif, v est p-décompo-
sante (resp. approvimativement p-décomposante) de H dans F, relativement &
o(H’, H); elle U'est méme relativement & H’, si H est réflexif ou H' séparable.
4) Soit u une application linéaire faiblement continue de E dans G, p-radoni-
fiante (resp. approximativement p-radonifiante). Alors, si f est une application
linéaire continue de E’' dans un L*(2, y) (resp. continue approximable), fo'u est
décomposée, par une fonction de LP(2, p; G), dans les cas suivants: G est un
Banach, ou G=0(H', H), H Banach séparable ou réflexif.

DEMONSTRATION. 1) Soit 2 eylindrique de type p sur E=qo(F’, F'). Alors elle
peut s’éerire 17, ou f est une application linéaire continue de F' dans un L*(%2, p).
Alors fov est réalisée par ¢€ L*(&, p;0(H’, H)), et u(d) est la probabilité de
Radon image ¢(y), d’ordre p sur o(H’, H).

2) Cela n’aurait aucun sens de dire que u est p-radonifiante de o(F”, F') dans H’,
car elle n’est pas faiblement continue. Mais elle est continue de F’ dans H' et la
démonstration est la méme que pour 1); et elle est aussi p-radonifiante, si elle est
faiblement continue de o(F”, F) dans H’.

3) Soit fe &2 (F; L*(2, 1)), éventuellement approximable. Alors 4, est cylindrique
de type p sur E=o(F”, F'), éventuellement de type p approximable. Donec, suivant
les hypothéses faites sur u, u(4) est de Radon d’ordre p sur o(H’, H). Si alors
H est séparable ou réflexif, vef est forcément réalisée par ¢ € L*(%2, p; o(H’, H)),
d’aprés le théoréme (1.20). Celui-ci montre aussi, que, s H est réflexif ou H’
séparable, ¢ est p#-mesurable de 2 dans H’.
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4) résulte de la proposition (1.19.0).

REMARQUE. Soit u:E—>G. Soit ¢ une application de 2 dans E, scalaire-
ment L”; autrement dit, pour tout £€ E’, la fonction <¢, &> est dans L*(2, p).
Alors ¢*:&6—<p, &> est continue de E’ dans L*(2, ¢). En effet, son graphe est
fermé; si (£,)..n est une suite de E’ convergeant vers £€ E’ et si les <¢, §,> con-
vergent vers une limite g dans L”(2, #), on peut, quitte & extraire une suite par-
tielle, supposer aussi que les <o, £,> convergent vers g, p-presque partout; mais,
pour tout w€ 2, {p(w), £&,> converge vers <p(w), £; donc g=<p, &, et le graphe est
bien fermé; et le théoréme du graphe fermé est applicable, car E’ et L*(%2, p)
sont tous deux métrisables et complets. Alors la composée u-¢ définit la fonction
aléatoire go'u: G’ > L*(2, p); et donc elle est décomposée si u est p-radonifiante,
(car rien ne dit que ¢* soit approximable) et si G est un Banach ou un ¢(H’, H),
H Banach réflexif ou séparable. Cela ne prouve pas que uc¢ soit dans L*(2, p; G),
mais seulement qu’elle est scalairement p-presque partout égale a une fonction
de L*(2, ; G); elle sera elle-méme dams L*(2, i; G) dans les cas suivants: G est
un Banach séparable ou G=o(H’, H), H Banach séparable, car alors une fonction
scalairement presque partout nulle & valeurs dans G est presque partout nulle.

PROPOSITION (8.14). Maintenant de nouveau p>0. Soit uw une application
linéaire faiblement continue de E dans G. Pour que u soit approximativement
p-radonifiante de E dans o(G", G'), il est:

a) mécessaire qu’il existe une constante M>0 telle que, pour tout espace topologi-
que 2 muni d’une probabilité de Radon p et toute application ¢ p-mesurable de
2 dans Ey, appartenant a L*(2, p; Ey), on ait Uinégalité

(3.15) leegllera. mo <M Sup [Ke, Olira.m -

b) suffisant qu'on ait la méme inégalité pour au moims un espace 2 et une
probabilité ¢ non réduite a un nombre fini de masses ponctuelles, et les fomc-
tions ¢ p-étagées de L*(2, y; Ey). Dans ce cas, la meilleure constante M est
wo(u).

REMARQUE. L’inégalité (3.15) exprime que ¢+ ucp de LP(2, y; Ex), muni
de la topologie moins fine induite par L (E'; LP(2, ), dans LP(2, 1 G), est
continue.

DEMONSTRATION. a) Supposons % approximativement p-radonifiante de E
dans ¢(G’’,G’). La probabilité image ¢(¢) est de Radon sur Ey, donc elle est de
type p approximable sur Ey (prop. (2.10)); donc u(2) est de Radon d’ordre p sur
G, parce que, d’aprés la remarque de la démonstration du point 2 de (3.5 quinto),
% est continue de Ey dans G. Or w(d)=u(e(y)); alors on peut appliquer (3.5 bis),
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et comme |o(p)|¥= ”Sshlg Ko, Elir0.m et que llule(e)l,=|lucellzro.x:c, On a bien
(8.15), avec M<m,(u).

b) Supposons (3.15) réalisée pour un 2 et une ¢ non réduite & un nombre fini de

masses discrétes, et seulement pour des ¢ p-étagées i valeurs dans Ey. Si

a=(@s)nen est une suite finie de points E, et si ’on partage 2 en réunion de parties
9, disjointes de mesures ¢,, Sic,=1, on peut considérer la fonction ¢, p-étagée qui
sur 2, prend la valeur const;nte (l/c¥?)a,. Alors, pour ¢€ E’, {¢p,, &> est la fone-
tion % X0, (1/¢}/?)<E, @,>, dont la norme dans L™(2, p) est |[<&, ad|;», de sorte que la
borne supérieure de ces bornes pour [|¢]|<1 est [al|¥. Ensuite uop, est la fonction
% Xo,(1/ci/®)u(a,), dont la norme dans L*(2, g; G) est ||lu(@)|»m=|u(a)l,; alors
(3.15) appliquée & ¢, donne (8.3), donc u est bien p-sommante, et m,(u)<M.

REMARQUE. On pourra, dans b, se borner & prendre 2=N, p=3 1/(2"*)d(n,
ot 2=[0,1], pz=dx. )

§4. Applications O-radonifiantes dans les espaces de Banach.

) Dans tout ce paragraphe, E est un Banach ou un dual *-faible d’un quasi-

Banach, G un quasi-Banach ou un dual *-faible d’'un Banach; pour tous les quasi-
Banach, la boule unité est comme toujours supposée faiblement fermée. Les appli-
cations 0-radonifiantes sont celles que j’avais appelées antérieurement radonifiantes:
u est O-radonifiante de E dans G, si pour toute probabilité cylindrique 4, de type
0 sur E (c. & d. scalairement concentrée sur les parties bornées si E est un Banach
ou un dual *-faible de Banach), u(2) est une probabilité de Radon sur G (qui est
automatiquement d’ordre 0). Lorsque G est un quasi-Banach, il faut faire plus
attention aux applications O-radonifiantes de E dans ¢(G’/, G'); une probabilité de
Radon sur ¢(G’’, G’) n’est plus automatiquement d’ordre 0 au sens de l’espace
bitopologique o(G’’, G’); elle ne l'est que si, dans ¢(G’’, G’), elle est portée par le
sous-espace vectoriel engendré par I’adhérence B’/ de la boule unité B de G, car
alors, pour tout £>0, il existera un R(¢) fini tel que la masse de R(¢)B’ soit
>1—e.

THEOREME (4.1). Soit w une application linéaire faiblement continue de E
dans G. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) wu est approximativement O-radonifiante de E dans o(G”, G');
2) w est trés approximativement O-radonifiante de E dans o(G”, G');
3) Quel que soit B, 0<B<1, il existe a, 0<a<l, et M>0 fini tels que, pour
toute probabilité de Radon A sur E, combinaison lineaire finie de masses ponc-
tuelles, on ait Uinégalité:
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4.2) J(u(R) < MJT¥Q) (voir exemple (1.9)) .

Dans ce cas, pour toute probabilité 2 de Radon sur Ey, u(2) est de Radon sur
G, et on a les mémes inégalités; pour toute probabilité cylindrique 2 sur E, de
type 0 approximable, u(2) est de Radom sur o(G'’,G’), et on a les mémes in-
égalités, o J¥(2) est remplacé par J¥(2). '

4) Pour tout J-poids A, de la forme (1.12) il existe un J-poids B, de la forme
(1.12), tel que, pour toute probabilité de Radom 2 sur E, combinaison linéaire
finie de masses ponctuelles, on ait

(4.3) B(u(2)<A*(2) ;

dans ce cas, pour toute probabilité cylindrique 2 sur E, de type 0 approximable,
w(A) est de Radon sur o(G'’,G’), et on a:

(4.9 B(u(2) < A**(2) ;

5) Quels que soient l'espace topologique 2 et la probabilité de Radon p sur 2,
Vapplication linéaire continue ¢ — ucp de L2, p; Ex) dans LR, p; Gy) envoie
LR, i; Ey) dans LYXR, ¢; G), et reste continue de LYR2, p; Ey) dans L2, p; G)
quand on munit L2, p; Ey) de la topologie imduite par son imjection ¢+ f,
(0%t fo=0* est la fonction aléatoire linéaire £ <p, & de E’ dans LR, p)) dans
Z(E; LXQ, p).

6) La méme application linéaire est comtinue, Pour au Mmoins un espace
topologique 2 et ume probabilité de Radon p sur 2, diffuse, et lorsqu’on se
restreint aux ¢ p-étagées.

DEMONSTRATION. A) Supposons une inégalité (4.2) vérifiée, avec un a, un B,
un M, pour des 2 combinaisons finies de masses ponctuelles; montrons qu’elle est
vérifiée pour toute 2 de Radon sur Ey. Tout d’abord, en ’appliquant & une seule
masse ponctuelle, on trouve aussitdt que ||u(x)|| < M| x|, ou ||ull<M: u est continue
de Ey (c. & d. de E ou F’) dans G ou H’, donc toujours dans G, ce qui étend a
p=0 la remarque de la démonstration du 2 de (8.5 quinto). Soit 2 une probabilité
de Radon sur Ey. Elle est limite étroite, sur Ey, de probabilités de Radon 2;,
portées par des ensembles finis, avec J*(1,;)<J*(A) (prop. (2.10)). Donc u(A) est
limite étroite, sur G, de probabilités w(2;), qui vérifient Ja(u(2;)<MJ%2).
D’aprés la propriété 2’ du (1.2 bis), on en déduit que Jp(u(2)<MJ¥(2). Par
contre, il n’est évidemment pas actuellement démontrable que, si une inégalité
(4.2) est vérifiée, avec un B, un a, un M, la méme inégalité soit vérifiée pour
toute probabilité cylindrique 4, de type 0 approximable, avec J*%(1) au second
membre; car u(4) n’a au stade actuel aucune raison d’étre de Radon. Mais, quand



Probabilités cylindriques et applications radonifiantes 217

tout le reste de la démonstration sera terminé, il sera vrai que si, pour tout B,
il existe un @ et un M tels que (4.2) soit vrai, alors, pour toute A cylindrique de
type 0 approximable, u(4) est de Radon, et on aura le systéme des mémes
inégalités, avec J%(2) au second membre et c’est tout & fait évident. En effet,
pour tout >0, 1 est limite cylindrique de probabilités 2; portées par des ensembles
finis, avec J&(2,)<J¥*(2)+3; les u(1,) convergent cylindriquement vers w(); mais
on saura que u(4) est de Radon sur ¢(G”’, G’), donc les u(4,) convergent vers u(4)
étroitement sur o(G’/, G’) (prop. (1.17.0)). Alors on aura Jo(u(2,)) < MJ 44, <
M(J*¥*(2)+0), donc aussi Jz(u(A)) < M(J%2(2)+9), et par suite <MJ**(2).

En réalité on peut dire plus. Si 'on a une inégalité (4.2), avec un 8, un a,
un M, si 2 est une probabilité cylindrique de type J, approximable, et si on sait
que u(2) est de Radon, elle vérifiera la méme inégalité avec J*¥%(1) au second
membre. Ceci donnera plus tard une trés bonne amélioration du résultat actuel:
voir corollaire (4.12.5).

A’) Montrons maintenant que la proposition 3 de I’énoncé entraine le propriété
5. Soit ¢ une application g-mesurable de 2 dans Ey (c. & d. E muni de la topologie
de la norme). Alors A=¢(¢) est une probabilité de Radon sur Ey. Le poids J,
définit dans L°%, /) une jauge, et la jauge correspondante de f, dans &2 (E’;
LR, p)) est %13 J (¢, <@, £)=J*(2). Ensuite u()=(ucp)(#) est une probabilité de
Radon sur G et ucp est pz-mesurable de 2 dans G; sa jauge associée au poids Jj,
dans L%, p; G), est Jg(p, ucp)=dJs(u(2)). Alors I'inégalité (4.2), pour des pro-
babilités de Radon sur Ey, prouve bien que l’application ¢ uo¢ est continue,
de L%2, #; Ey) muni de la topologie induite par &2 (E’; L2, 1)), dans L%£2, ; G)
(et méme en fait dans L2, p; H') si G=o(H’, H)).

B) 5 entraine trivialement 6).

C) Montrons que 6) entraine 1’inégalité (4.2) pour des combinaisons finies de mas-
ses ponctuelles, c. 4 d. 3). La continuité supposée par 6) entraine, pour tout B,
I’existence d’un a(8)=a et d’'un M(B)=M, tels que, pour toute ¢ p-étagée: 2> E,
on ait Jy(y, uco)<M nssuéf J (¢, <p, £). Soit 2 une probabilité de Radon de la forme
3 .0, ; comme o est supposée diffuse, il existe une partition finie 2= E‘J.Q,‘,
;vec #(2,)=c,; prenons alors la fonction u-étagée ¢, égale a a, sur 2,. Alors
o(p) est 1, et I'inégalité ci-dessus est exactement (4.2).

Nous avons donc montré l'éguivalence de 3, 5 et 6.

D) Montrons maintenant que 3) entraine (4.3). Soit A un poids de la forme

(1.12), A= Sup ¢(a)J,, ¢>0 bornée. Appelons B(A)=B le poids Sup pa(B)) s
0<a<l v<p<1i  M(B)

et montrons que l'on a (4.3). Soit 4 une combinaison finie de masses ponctuelles.
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Pour tout B, on a (4.2); done J(t:((ﬁﬁ))) Jo(u(2) <p(a(B))J %5 ()< A*(A); ceci étant

vrai pour tout B, on a bien (4.3). Ceci en réalité ne fait aucune hypothése sur
¢. Mais nous voulons en déduire d’autres conclusions qui exigeront les restric-
tions indiquées sur ¢ dans ’énoncé: ¢ est partout >0 et bornée.

E) Mais (4.8), pour toutes les probabilités combinaisons linéaires finies de masses
ponctuelles, entraine que w soit trés approximativement (A, B)-radonifiante, de
E dans ¢(G’’G’), d’aprés le théoréme (2.5), parce que, ¢ étant partout >0, B est
un poids compact. Soit alors 4 une probabilité cylindrique de type 0 trés ap-
proximable. D’aprés (2.1.7), il existe un J-poids A tel que 2 soit de type A tres
approximable; alors u(2) est de Radon d’ordre B(A). Donc % est trés approxima-
tivement O-radonifiante de E dans ¢(G’/, G’), donc approximativement O-radonifiante,
car 1) et 2) sont équivalentes d’aprés (2.11). Donc les inégalités (4.3) entrainent
2). En outre, pour tout couple (A, B) tel que 'on ait (4.83), on a encore, pour
toute 2 cylindrique de type A trés approximable, 1'inégalité B(u(l))<A**%(d).
Comme la fonction a— ¢(a) définissant A est supposée bornée, nous avons vu aux
exemples suivant la proposition (2.10), que toute probabilité cylindrique de type A
approximable est aussi trés approximable et que A*!?(2)=A**(1), donc on a bien
(4.4). En conclusion de D et E, 3 entraine 4, et 4 entraine les propriétés équi-
valentes 1) et 2). En conclusion de A, B, C, D, E: 3, 5, et 6 sont équivalentes;
1 et 2 sont équivalentes; et 3-5-6 entraine 1-2 et 4.

F) Montrons maintenant que 4 entraine 6. Comme &2 (E’; L%, 1)) est métris-
able, il suffit, pour montrer que ¢*— ucp est continue, de montrer qu’elle trans-
forme toute partie bornée en une partie bornée. Soit donc <Z une partie bornée
de £ (E’; L2, p)), formée de fonctions v*, ¢ p-étagées sur 2 a valeurs dans E.
D’aprés le corollaire (2.1.12), I’ensemble des ¢(¢), ¢€ &%, est uniformément de
type 0; done, par (2.1.7), il existe un J-poids A tel que <# soit uniformément
de type A, A¥(<#)<1. Par (4.3), on en déduira que, pour le poids B corres-
pondant, B(u(<#))<1. Ce qui signifie exactement, B étant un poids homogéne
compact, que u(<#) est borné dans L%2, y#; G), ce qui démontre 6). En conclusion

de A, B, C, D, E, F: 1 et 2 sont équivalentes; 3, 4, 5, 6, sont équivalentes;
et 3-4-5-6 entrainent 1-2.

G) Pour terminer, nous allons montrer que 1) entraine 6), en utilisant le théoréme
du graphe fermé. Supposons d’abord G=¢(H’, H), H Banach séparable. Soit .
I'espace vectoriel des applications linéaires continues de E’ dans L°(%, z), qui sont
décomposées, réalisées par des applications p-étagées de 2 dans E. Soit ¥ son
adhérence dans &2 (E’; L2, 1)); nous munirons % de la topologie induite par
P(E; LN, ¢). Soit fe 7, limite d’une suite (f)xenx de 9. La fonction f
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définit une probabilité cylindrique i de type O (prop.(2.1.10)). En outre, les f,
sont bornées dans <2 (E’, L2, 1)), done les Ar, sont uniformément de type 0; et
les f, convergent simplement vers f, donc les A¢, cylindriquement vers As: s est
de type O approximable. Donec, d’aprés les hypothéses, u(1s) est de Radon sur
o(G"”, G')=G=o(H’, H). Alors fo'u définit une probabilité de Radon sur ¢(H’, H),
H Banach séparable; donc (prop.(1.19.0)) elle est décomposée, par ¢;€ L2, ¢
o(H’, H)). Nous avons donc défini une application linéaire fi»¢; de S dans
L2, ¢ G). Soient f; des éléments de & tendant vers f dans .7, et telles que
les ¢, =¢; aient une limite ¢ dans LR, ¢; G); nous allons montrer que ¢=¢y, ce
qui prouvera que le graphe de cette application est fermé. D’un cbté les f; conver-
gent vers fdans &2 (E’; LY£, p)), done les fiotu vers fo'u dans SZ(H; L°(2, 1)) ().
De T'autre les ¢, convergent vers ¢ dans L2, ¢#; G), donc a fortiori les ¢%
convergent vers ¢* dans P(H; LR, 1)); de ¢f=fiomu on déduit alors bien ¢*
=foly done ¢=¢;, donc le graphe est fermé.

Si alors le théoréme du graphe fermé est applicable, on en déduira que fi— ¢,
est continue; si en particulier f€ .9, alors f=¢*, ¢€ L%, p; Ey), et on aura
exactement prouvé 6). Or L (E’; LNQ, p)) est métrisable et complet, done aussi
S5 et LY, i 6(H’, H)) est métrisable et complet (prop. (0.3)). Donc la démon-
stration est achevée si G=¢(H’, H), H Banach séparable.

Supposons maintenant G=o¢(H’, H), H Banach quelconque. Comme S (E’;
L%%2, 1)) est métrisable, on pourra démontrer la continuité cherchée en montrant
que toute suite convergente est transformée en une suite convergente.

Soit donc (¢,)..~ une suite de fonctions étagées sur £ a valeurs dans E,
convergeant vers 0 dans &2 (E’; L%, ¢)). Chaque ¢, prend ses valeurs dans un
sous-espace vectoriel E, de dimension finie de E, donc #°¢, dans un sous-espace
vectoriel G, de dimension finie de G; si G%=H, est son polaire dans H, G, est
aussi le dual du quotient H/H,; comme il est de dimension finie, la norme d’un
point de G, est la borne supérieure du module de son produit scalaire avec les
éléments d’une partie dénombrable de la boule unité de H/H,, ou aussi, en les
relevant, d’une partie dénombrable N, de la boule unité de H. Pour tout point
o de 2, la norme de n’'importe quel ¢,(») est donc aussi Sup [<p.(@), £>| lorsque &
parcouft N=UN.,; ou encore il existe un sous-espace de Banach séparable H de

H tel que, pour tout @ et tout =, la norme de ¢,(w) soit égale A la borne supérieure

() tu applique H dans E’, mais n’est peut étre pas continue, par exemple pour E=o(F,
F), E'=F, ou on sait seulement qu’elle est continue de H dans Fy. C’est pourquoi
nous écrivons &Z.(H; L2, 1)), c’est I'espace £ muni de la topologie de la convergence
simple sur H.
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des modules de ses produits scalaires avec les éléments de la boule unité de H;
ou encore la norme de ¢,(w) est celle de son image dans H, dual de H, quotient
de H’ par le polaire de H. On est~dogc ramené 3 ~remplacer u:E—oe(H', H) par
la composée u:E—>o(H’, H)—0o(H’, H); comme H est un Banach séparable, le
résultat est démontré.

Soit maintenant G un Banach. On suppose seulement que u est approximative-
ment O-radonifiante de E dans ¢(G’’, G’); cela entrdine la continuité de ¢ — wuco,
lorsque I’on prend pour %°¢ la convergence dans L%%, ¢#; G’/ fort); mais comme les
uop prennent leurs valeurs dans G, cela revient 4 leur convergence dans
LR, #; G), d’ou le résultat.

Il ne reste plus que le cas ou G est un quasi-Banach. Avant d’y venir, re-
marquons un fait général. Nous n’avons montré l’existence d’une correspondance
o ¢y de 7 dans LY@, ¢; o(H’, H)) que pour H Banach séparable. Mais nous
pouvons maintenant dire qu’elle existe pour H quelconque et qu’elle est méme
continue de .7 dans L2, ¢; H'). En effet, a posteriori, si % est approximative-
ment O-radonifiante de E dans o(H’, H), ¢*—ucp est linéaire continue de
S c FE, LN2, 1)) dans L%, p1; H'); elle se prolonge donc de maniére unique,
LR, 1; H) étant complet, en une application linéaire continue de &7 dans
L2, p; H'); égalité ¢%=fo'u étant vraie pour f€.% est vraie pour f e
par continuité, les deux membres dépendant continuement de f€ .97 & valeurs
dans F(H'; L%, pr)). De la méme maniére, pour G Banach, il existe une applir
cation 7 — L2, ¢; G”") done S — L2, ¢; G), avec la méme propriété. Dans
tous les cas, si Ay est la probabilité cylindrique associée a f, celle qui est associée
a ¢y c. d d. Arotu=0¢s(p), est u(ds); en effet, c’est vrai pour f€.97, et les deux
membres dépendent continuement de f€.%7 & valeurs dans

P o(H', H) ou PG, .

Passons alors au dernier cas, G quasi-Banach. Nous allons appliquer les cas an-
térieurs, et appliquer encore une fois le théoréme du graphe fermé. Supposons «
approximativement O-radonifiante de E dans ¢(G”/, G’). Elle est a fortiori appro-
ximativement O-radonifiante de E dans a((C?N)”, (@N)’); donc & tout f €7 on
peut associer ¢ ;€ L%%2, ; Gy), avec ¢ *=folu, w(f)=¢s(1), et f— ¢, est linéaire
continue. Mais nous savons que iy est de type O trés approximable; donc u(2y)
est de Radon sur ¢(G”’, G’), et portée par le sous-espace vectoriel I engendré par
I’adhérence B’’ de la boule unité B de G; donc ¢; prend ses valeurs dans cet
espace I'. Donc ¢ € LY2, 1; 6(G”’, G')), pour ’espace bitopologique ¢(G’’, G’).
L’espace I'p~ est complet, pour sa quasi-norme, puisque sa boule unité B’’



Probabilitis cylindriques et applications radonifiantes 221

est compacte donc compléte dans I'. Donc la proposition (0.3) dit que L°(%, z
o(G”", G")) est complet. Or fi— ¢, est linéaire de . dans LR, 1 o(G”, G")) et
son graphe est fermé, puisqu’elle est continue de . dans L°(2, #; (Gy)'’) moins
fin que L2, ¢ 06(G”, G)). Done f— ¢ est continue de .57 dans L2, i o(G”, &)
et a fortiori continue de .& dans L%, ¢; G), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE (4.4 bis) (extension & p=0 du corollaire (3.5 ter)).

Soit u une application linéaire faiblement continue de o(F’, F), F Banach,
dans G. Elle est approximativement 0-radonifiante de o(F’, F) dans (G, G'),
81 et seulement st elle U'est de F’ dans o(G'’, G').

DEMONSTRATION. Soit 2 une combinaison linéaire finie de masses ponctuelles,
}Z=O<§<Nc"5(w, ch,,=1, a,€F’. On sait, par (2.1.7 bis), que

(4.4 ter) Sup Ju(6(Q) = Sup  J(E7(2) .

¢eF,llEI<1 §reFr,lsrli<t

Cela signifie que J¥(2) a la méme valeur, qu’on considére 2 comme probabilité
cylindrique sur F” ou sur o(F, F'). La condition (4.2) est alors la méme dans les
d)eux cas, ce qui démontre le corollaire, d’aprés le théoréme (4.1).
/' (4.5) La condition de Pietsch.

PROPOSITION (4.6). Soit w une application linéaire faiblement continue de
E dans G. Supposons qu’il existe une probabilité v sur un espace topologique X,
et une application linéaire continue v de morme <1 de Ex=(E ou F') dans
L>(X,v), telle que, dans le cas ouw E=c(F’, F), v envoie la boule unité de
(L~(X,v)) dans Uadhérence, dans o(F'’, F’), de la boule unité¢ de F, et que
d’autre part, la convergence de v(e), e€ E, vers 0 dans L%X,v) entraine la
convergence de u(e) vers 0 dans G ou H’. Alors u est approximativement 0-
radonifiante de E dans ¢(G”,G’). La condition de I'énoncé signifie qu’il existe
un oy, 0<a,<1, et un R>0 fint tels que

4.7 lu(e)l| < RJy(v, v(e) ;
alors la condition (4.2) est réalisée comme swit: pour tout B, 0< <1, on a
4.8) Jo(w(2)) < RJ% 5(2) .

DEMONSTRATION. Il suffit naturellement de démontrer la derniére propriété;
en effet, (4.7) traduit exactement la propriété de convergence antérieure, compte
tenu de la définition des voisinages de 0 dans L%X,v), et (4.8) entrainera (4.2),
avee M=R, a=a,8, d’ou le résultat par le théoréme fondamental (4.1). Il est
numériquement intéressant de constater que les quantités «, M, ont une forme
trés spécialle; M=R est indépendant de B, et a=a,8 est proportionnel & 3. On
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procéde d’abord comme dans le cas p>0, proposition (3.6), avec les mémes nota-
tions: X est compact, v envoie E dans C(X), et *v envoie la boule unité de M(X)
dans la boule unité de E’ ou ’adhérence, dans o(F"’, F”), de la boule unité de F.
Soit 2 une combinaison finie de masses ponctuelles, 2=3 ¢,0,), sur E; cherchons
a quelle condition Js(u(2))<R, ou " :

4.9 Me€ E; lu(B)|>R}= =

<
llul@p) >R

D’aprés l'inégalité (4.7), [lu(e)l|>R implique J (v, v(e))>1; donc (4.9) sera sfire-
ment réalisée si 'on a

(4.10) He€ E; Jyv, v(e)>1}< 8,
ou

(4.11) He€ E;vize X; [(w(e)) (@) >1}>a}<B .

Il est facile d’utiliser le théoréme de Fubini. Nous avons une probabilité v
sur X, une probabilité 2 discréte sur E, et nous considérons sur XX E la mesure
v®2; soit Y I’ensemble des (z, ¢) tels que |(v(e))(x)| >1 ou |(Co(x), ep]>1. L’appli-
cation de Fubini ne pose pas de probléme, la fonction (e, ) — (v(e))(x) étant con-
tinue. Alors (4.11) s’écrit, en designant par Y, ’ensemble {xr€ X; (2, e)€ Y}:

(4.12) He€ E;u(Y,)>a}<pB .

Mais alors (4.12) sera sfirement vraie si

(ARY)<ap .

Et 4 son tour cette inégalité sera slirement vraie si A(Y.)<a,8 pour tout z€ X,
ou Y,={e€FE;(x,e)€ Y}). Mais AY,)=1e€ E; [{*v(x), e>|>1} est la mesure, pour
(Ifv(@) N F(Ry), de 11, +0]; done AY,)<af équivaut a J,((v(x))(2)<1.
Comme ‘v(x) est dans la boule unité de E’ ou l’adhérence dans o(F’/, F’) de la
boule unité de F', (4.14) sera slirement réalisé si

e guog - Jogs(€(2)) ou JE DL,
lgll<1
ce qui donne bien (4.8). CQFD.

RECIPROQUE (4.12.1) (SUNYACH). (3%

Soit w une application linéaire faiblement continue O-radonifiante de E
dans o(G"’,G’). Alors il existe un espace X, une probabilité v sur X, et une
application linéaire continue v de E dans L™(X,v) vérifiant toutes les condi-
tions énoncées dans (4.6). Si, pour 0<al<l, 0<Bi<1, M, on a Uinégalité (4.2)
(¥7) SunyacH [1].
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pour des 2 combinaisons finies de masses ponctuelles, alors on peut prendre
pour X la boule unité de E' ou U'adhérence, dans o(F"’, F’), de la boule unité
de F, pour v Uapplication canonique définie par (v(e))(&)=<e, £>, et trouver
une probabilité v pour laquelle on ait (4.7) avec un R=M,, nombre donné >M;,
et un ay donnée <aif(®®).

DEMONSTRATION. Supposons donc (4.2) réalisée. Alors Jg(u())>M; entraine

(4.12.2) Sup Jo;((2))>1, ou Sup (IE@A)NAIL, + o)) >af .
lle<iit lEl<1

Nous aurons besoin, pour trouver une probabilité sur ’espace X décrit ci-dessus,
d’introduire des fonctions continues; il faut donc remplacer la fonction caractéris-
tique de ]1, +co] par une fonction continue. Soit donc k une fonction continue
sur R, 0<h<1, égale & 0 dans [—a, +a], 0<a<]1, et & 1 dans le complémentaire
de 1—1, +1[. Alore Jg(u(d))>M} entraine

(4.12.3) Sup (E)(R) > ou SupS h(<E, eD)die)> e .
EI<L Iel<t J g

Sur I’espace C(X) des fonctions réelles continues sur X (X est muni de la topologie
o(E’, E) ou o(F"’, F”)), considérons alors les deux ensembles suivants:

1) l'ouvert U formé des g€ C(X) telles que Max g<ai,
2) I’ensemble K des g€ C(X) de la forme

g($)=g h(LE, e)da(e) , avec Jg(u(N>M; (9>0).
E

L’ouvert U est convexe. L’ensemble K est aussi convexe; en effet, ’ensemble
des 2 vérifiant Jg(u(2))>M; est convexe, car cette inégalité équivaut & dire que
la A-mesure de ’ensemble {¢€ E; ||u(e)]| >M{} est > B4, et la fonction

A g h(<e, e2)da(e)

est affine, donc K, image d’un convexe par une application affine, est convexe.

Enfin U et K sont disjoints & cause de (4.12.3). Donc ils peuvent étre séparés
par une forme linéaire continue (Hahn-Banach), soit ve M(X), vérifiant v(g)<af
pour toute g€ U, et v(g)>a} pour toute g€ K. La premiére inégalité montre que
v>0, car, si g<0, tous ses multiples sont dans U, donc »(g)<0; en outre, en
faisant g=constante <a}, on voit que »(1)<1. La deuxiéme inégalité donne, pour
toute 4, combinaison finie de masses ponctuelles telle que Jg(u(4))>M;:

(38) Pour M, et a, fixés on peut trouver v; v dépend de M, et ap, et n’a pas de raison
d’étre unique.
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S du(e)g 1, e)dae) >l
X E
done a fortiori
S dOee B; 1<, >l >a)>af .
X

En particulier, prenons 2=d.), y€E, donc Jy(u(3,)=|u(y)|. Alors, pour ¢

donné, AHe€E;|<t edl>a} vaut 0 ou 1 selon que K& »Dl<a ou >a. Donc
llu(y)| > M; entraine

S dv(§)>al, done >a,,
K& vd|>a

pour n’importe quel a,<ag, ou J,(y(v)>a.
Alors J,(y(»))<a impliquera [[u(y)[|<M;, et on aura I'inégalité

(129 huw< 27, o)

ce qui est exactement (4.7), avec R=Mi/a=M,, nombre arbitraire >Mj}, et «,,
nombre arbitraire <aj. (On ne peut pas nécessairement remplacer M, par M},
ni @, par af, car a— J,(y(v)), pour ¥ et v donnés, peut étre discontinue & gauche
au point af, et d’autre part la probabilité v trouvée dépendait du choix de la fone-
tion & donc de a<1.)

COROLLAIRE (4.12.5). Si on a wune inégalité (4.2), pour un systéme par-
ticulier of, B4, M, pour toutes les 2 combinaisons finies de masses ponctuelles,
alors u est approximativement O-radonifiante de E dans ¢(G’’, G'); alors on a
la méme inégalité (4.2), avec J7(2) au lieu de J 1‘6(2) au 2° membre, pour toute
2 cylindrique de type 0 approximable, et, pour tout B, on aura une inégalité
analogue, avec M=M;, a=ayB, a, nombre arbitraire <aj.

Ceci est évidemment une amélioration considérable, et d’ailleurs assez sur-
prenante, de I'implication 3=—1 du théoréme (4.1). Noter que, pour j quelcon-
que, le M qu’'on trouve est indépendant de B, et le a est proportionnel & B; la
valeur de B¢ n’intervient pas.

DEMONSTRATION. A partir du systéme «af, B!, M}, on trouve une probabilité
v sur X suivant la proposition (4.12.1), donc une inégalité (4.7), avec R=M,>Mj,,
et a<la,. Alors (4.8) donne, pour S quelconque, Jﬂ(u(l))<MoJ:‘.‘°p(2); ceci étant
vrai pour tout M,>Mj, on a aussi

(4.12.6) Jou(R) <M % p(R) .
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Par contre, on ne peut sans doute pas remplacer @, par aj. Assez curieusement,
(4.12.6) ne redonne pas I'inégalité de départ pour S8=3); elle remplace aj par a,B.
Par contre, si 2 est cylindrique de type O approximable, elle vérifie sirement
I'inégalité Jx(u(R))< MjJ ’:Z(l), puisqu’on sait maintenant que u(4) est de Radon
(voir fin de la partie A de la démonstration du théoréme (4.1)).

PROPOSITION (4.12.7). Pour que u soit approximativement O-radonifiante de
E dans (G, G'), il faut et il suffit qu'elle admette une factorisation

Ey—— LHX, v) —— LUX, v)

:r
UL J

L
XA

ou v a les propriétés énoncées dans la proposition (4.6), ot j est l'imjection
cg,nonique, J' UVimjection camonique, dans L%X,v), d’un sous-espace vectoriel
fermé L muni de la topologie induite, u, et us sont continues.

Méme démonstration que pour le 2) de la proposition (3.6), en utilisant les
propositions (4.6) et (4.12.1).

PROPOSITION (4.13) (KWAPIEN) (*). Soit u une application linéaire faiblement
continue de E dans G. Supposons que, pour toute probabilité cylindrique 2 sur
E, de type p approximable, p>0, u(d) soit de Radon sur G (resp. o(G"’,G’))
(sans qu’on la suppose d’ordre p). Alors w est approximativement p-radoni-
fiante de E dans G (resp. o(G'’, G')).

DEMONSTRATION. En utilisant la méme méthode que dans la partie F) de la
démonstration du théoréme (4.1), on prouvera, par le théoréme du graphe fermé,
que la condition de I’énoncé entraine ceci: l'application ¢*—uocp est continue de
&, dans LY@, p; G), ol 5 est I'espace des applications p-étagées de 2 dans E,
muni de la topologie induite par & (E'; L*(2, p)).

G ou H’

Puisque cette application est continue, si B est un poids quelconque (non
nécessairement homogéne) plus faible que L° (voir (1.12 bis), il existe B>0 fini
tel que |l¢*||,<R entraine B(y, uc¢)<1/2. Prenons en particulier pour poids celui
de I'exemple (1.7), c. & d. le poids

vio S_ Inf (1, £)do(t) .
Ry

(*) KWAPIEN [1].
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Montrons maintenant que % est p-sommante. Soit (a.);<»<» une suite finie de
points de E, avec [al¥*<R. On peut toujours supposer tous les u(a,)#0; nous
allons montrer que |u(a)llp<1/2. Soit (¢,)o<n<y une suite quelconque de nombres
>0, de somme 1, et 9="LJNQ,. une partition de £ en parties pg-mesurables 2, de
mesures ¢,, ce qui est toujours possible puisque ¢ est diffuse. Soit ¢ la fonction
étagée, égale & (1/c¥/?)-a, sur £2,. On aura

le*ll»=Sup [Ka, Olie=llal3<R .
ell<t

On en déduira donc

(4.14) X It (1, fu(p@)duo) <1,
o2
c. & d.
(4.15) S e Inf(l L )H><l.
: o<n<N " T oey? " 2
Cette inégalité est valable quels que soient les c¢,, avec c¢,>0, 0<Z:<N¢:,.=1.
Prenons
llula)]”
416 ey= @I
@.16) (@)%
Alors ,
14
S @)= lu@ls

Alors (4.15) devient simplement, puisque > ¢,=1:

Inf (1, l\u(a)l\pK%, done uu(a)np<%.

On en déduit bien que u est p-sommante, avee 7 (u)<1/2R.

On déduit alors du théoréme (3.4) que % est approximativement p-radonifiante
de E dans ¢(G’”, G’). Si donc A est une probabilité cylindrique de type p approxi-
mable, #(2) est de Radon d’ordre p dans ¢(G’’, G’); si en outre on ait déja qu’elle
est de Radon dans G, u est approximativement p-radonifiante de E dans G.

CQFD.

COROLLAIRE (4.17). Soit u une application linéaire faiblement continue de
E dans G, approximativement O-radonifiante de E dans o(G'’,G’). Elle est
approximativement g-radonifiante de E dans ¢(G’’, G’) pour tout ¢>0; en outre
elle est continue de E ou F' dans G ou H’, et Uimage de la boule unité est
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relativement compacte dans o(G, G') ou o(H', H'"). Si w est approzimativement
0-radonifiante de E dans G lui-méme, elle est approximativement q-radonifiante
de E dans G pour tout q>0.

DEMONSTRATION. L’application u transformera toute probabilité cylindrique
de type ¢ approximable en une probabilité de Radon sur G ou ¢(G”,G"), le
théoréme de Kwapien précédent dit donc qu’elle la transforme en une probabilité de
Radon d’ordre ¢q. La propriété de compacité et de continuité est alors ((3.5 quinto),
remarque & la démonstration de 2) la conséquence du théoréme de PIETSCH (3.6).

(4.18) Absence d’intérét des applications (p, q)-radonifiantes.

Une application u: E — G est dite (p, g)-sommante, si I'image par » de toute
suite scalairement I de E est une suite absolument ! dans G; p>0, ¢>0 (4).
Une telle application est forcément nulle si ¢<p; soit en effet a € E; pour toute
suite (c,),en€I", la suite (ac,),en est I” donc scalairement I; on en déduira que
la suite (u(a)c,),.n est absolument 1; comme une suite (¢,)..y qui est I? n’est
pas nécessairement 1? si ¢<p, on a u(e)=0. Mais, pour p>q, il existe une théorie
fructueuse des applications (p, ¢)-sommantes.

/) Au contraire, il n’y a aucune théorie intéressante des applications (p, q)-radoni-

fiantes. Une telle application est nulle cette fois si ¢>p; en effet, prenons pour
A 'image, par I'application t—ta de R dans E, de la probabilité ¢ sur R, avec
lellp<+oo. Alors 2 est de Radon d’ordre p donc a fortiori de type p; on en
déduira que u(2) est d’ordre ¢, c. & d. que |ju(a)ll |#ll¢<-+oo; comme une probabilité
d’ordre p sur R n’est pas nécessairement d’ordre ¢, on a wu(a)=0. Il ne reste
donc & étudier que les applications (p, g)-radonifiantes, pour ¢<p; mais la proposi-
tion (4.13) dit qu’une telle application est approximativement p-radonifiante, c. &
d. approximativement (p, p)-radonifiante.

Cette différence tient & la différence essentielle entre les espaces [”, qui sont
des L? par rapport 4 la mesure discréte infinie 2 O sur N, et les L par rap-
port & des mesures de masse 1. Si 'on mtrodulsalt des espaces L’ par rapport &
des mesures de masse infinie et diffuses, on trouverait que toute application
“(p, q)-intégrante” est nulle. Seuls les ! donnent donc une étude intéressante pour
qFp.

COROLLAIRE (4.18 bis). Soit u une application linéaire faiblement continue
de E dans G, approzimativement O-radonifiante de E dans (G, G’). Alors
elle est approximativement g-radonifiante pour tout ¢>0, et en outre, si Uon
a (4.7, on a

(%) KWAPIEN [2].
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1 \1/?
(4.18 ter) nq(u)<R(——) .
Qg
DEMONSTRATION. Reprenons les notations de la proposition (4.5). Pour tout ¢
fini >0, et tout e€ E, ¢>0:
(4.18 quarto) S [(v(e))(@)1'dv(z) > e"v{x € X; |(v(e))(x)| >e} .
p.¢

Prenons ¢<J,(v, v(e)), alors
vz e X; |(vie))(@) >e} >ay ,

donc on a
le(m))(xn"du(x»c"ao;
ceci était vrai pour tout c<J,(v, v(e)), on aura
(4.18 quinto) S 1(0(€))(@)1du(®) > ao(ug(v, V(@) -
X
Alors, de (4.7) on déduira
1\
(4.18 sexto) llu(e)[|<R<a—) o)k »
0

qui reste évidemment vrai pour ¢ infini. Alors le théoréme (3.6) montre que
est approximativement g-radonifiante (ce qui est donc une autre démonstration du
corollaire (4.17)), et I'inégalité (3.7) avec m,(4)<M montre que
1\1/9
w<B(;)" @ CQFD.

PROPOSITION (4.19). Soit u une application linéaire faiblement continue de
E dans G. Si elle est approximativement O-radonifiante de E dans o(G"”’, ('),
elle Vest de E dans G lui-méme, si G est un Banach réflexif, ou st G est un
Banach séparable, dual d’un Banach.

La démonstration est la méme que celle de la proposition (3.9).

PROPOSITION (4.20). Soit u:E— G, approximativement 0-radonifiante de E
dans G. Alors, st le couple (E, E') a la propriété d’ approximation métrique,
elle est O-radonifiante de E dans G.

En effet, toute probabilité cylindrique de type O est alors de type 0 approxi-

(41) Un résultat récent de MAUREY [3] montre que, si 4 est approximativement 0-radoni-
fiante de E dans o(G"’, G’), np(u) tend toujours vers une limite finie quand p tend vers 0.
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mable (corollaire (2.11), partie 2)).

(4.21) Quelques contre-evemples et problémes ouverts.
1) En général nous avons pu montrer que u était “approximativement radoni-
fiante”, et non “radonifiante”, sauf avec des hypothéses d’approximation. Comme
personne ne sait si ces hypothéses d’approximation sont toujours vérifiées ou non,
on ne peut évidemment pas montrer, par des contre-exemples, que ces hypothéses

sont indispensables. Il serait quand méme intéressant de s’en débarrasser; je
doute qu’on y parvienne simplement.

2) En général nous avons dii mettre ¢(G’/, G’), au lieu de G lui-méme (sauf dans
des cas signalés aux propositions (3.9) et (4.19)). Si p=-+ o0, il est trivial que c’est en
général inévitable; nous I'avons indiqué & la remarque aprés la démonstration du
point 2) de la proposition (8.9). Si p=1, on ne peut pas non plus en général mettre G
4 la place de o(G””, G’). Considérons par exemple I’application canonique de C(X)
dans LY(X,v), ou X est un compact et v une probabilité de Radon sur X; elle est
1-sommante, montrons qu’elle n’est pas 1l-radonifiante, si v n’est pas atomique.

Pour abréger, écrivons C, L!, au lieu de C(X), L*(X,v). 1l existe un homéo-
morphisme canonique 0:x— ¢, de X sur un compact X du dual a(M,C) de C.
L’image par 6 de la probabilité v est une probabilité ¥ sur X donc sur o(M, C);
on l'appelle la probabilité canonique de (M, C) définie par v. On peut la définir
par la méthode des fonctions aléatoires. Prenons =X, p=v. Alors d: 26,
est une application continue donc g-mesurable de 2 dans o(M, C), et on a juste-
ment P=¢(¢). On introduira alors l'application ¢*=f, de C (dual de o(M, C))
dans L=(2, p), qui est £—<p, &>; si £€C, <, &> n’est autre que ¢ elle-méme, ou
plus exactement son image & dans L”CL°. Bien entendu, ¥ est d’ordre + oo,
puisqu’elle est portée par la boule unité, et [|J]|l =1

Mais alors ¢* se “prolonge” trivialement & M; pour toute mesure mé€ M, ap-
pelons m/v la densité de la partie absolument continue de m par rapport & v; alors
F:m— m/v est une application linéaire continue de M dans L(%2, z), qui “prolonge”
¢* au sens évident suivant: sa composée avec l'application canonique de C dans
M (c. & d. £+ &v; ce n’est pas nécessairement une injection, donc le mot prolonger
est abusif, ¢’est pourquoi nous I’avons mis entre guillemets) est ¢* (car £v/v=classe
£ de ¢ dans L!). Elle définit donc une fonction aléatoire F' sur le dual M de C,
done une probabilité cylindrique i=2 sur C, qui sera appelée probabilité cylindri-
que canonique de C définie par ». Et puisque F prolonge ¢*, cela signifie que 2 a
pour image ¥ par I’application canonique autotransposée C—da(M,C), £—év. 1l
n’est d’ailleurs pas étonnant que I'image de F par C—d(M, C) soit de Radon, car
cette application, qui se factorise par C—ei Lt RiailA a(M, C), est 1-sommante, A=2p
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est évidlemment de type 1, avec |A¥=|F|l¢unrty=1, et L' G o(M, C) est faible-
ment compacte. Si alors C— L,, £— &, était radonifiante, déja 1'image de 2 dans
L' devrait étre de Radon; son image ¥ dans M serait alors portée par vL! (image
de L' dans M). Donc ¢ devrait prendre p-presque toutes ses valeurs dans vL!,
ou encore v-presque tout X devrait &tre dans vL!. Or 0¢; n’est dans vL! que si
v posséde une masse au point z: donc v-presque tout point x de X devrait porter
une masse pour v, qui serait atomique, contrairement & 1’hypothése. Donc il est
bien prouvé que C— L!, 1-sommante, n’est pas 1-radonifiante, si v n’est pas atomique.

REMARQUE. A fortiori, I'image de 2 par ca L?, p>1, n’est pas de Radon.
On sait que C— L” est p-radonifiante, mais 4 n’est pas de type p>1. La fonction
aléatoire associée a l'image de 1 dans L’ est l’application identique de L?’ dans
L*’; elle est continue de L” dans L', de norme 1; donc I'image de 4, probabilité
cylindrique de type 1, est une probabilité cylindrique de type p’ dans L?, avec
||2))*,=1 dans L?. C’est encore vrai pour p=1 ou +co; et son image dans o(M, C)
est de Radon, d’ordre +oco0. On peut aussi dire que, pour v non atomique, 1’appli-
cation canonique de L} dans L° n’est jamais décomposée, pour p>1; alors que
I’application canonique de C dans L~ est décomposée par ¢.
3) Pour tout p>1, on connait des applications qui sont p-radonifiantes, et ne sont
pas ¢-radonifiantes pour ¢<p. Des exemples ont été donnés par PIETSCH pour p>1.
Pour p=1, on remarquera que tout opérateur nucléaire est 1-radonifiant; (corollaire
(8.8.4); mais si I’on considére ’application diagonale (x,), .~ (@z%:)n v de ¢® dans
I, qui est nucléaire pour g la,| < +co, on démontre (*?) qu’elle n’est pas g-radoni-
fiante pour ¢<1 si > la,llogl/la,|=+oco. D’autre part on connait des applica-
tions O-radonifiantes. Mais, si £ est un Banach ou un dual *faible de Banach, il
n’existe pas d’application linéaire faiblement continue, qui soit p-radonifiante pour
un p<1, sans étre O-radonifiante, donc g-radonifiante pour tout ¢>0. C’est un
résultat qui vient d’étre trouvé par Simone CHEVET [1] et MAUREY [3].

Si E est un dual *-faible ¢(F”, F') d’'un quasi-Banach F, alors on a facilement
des exemples (voir remarque apres la prop. (3.8.2)).
4) Soient E, G des Banach, et supposons que u:E— G soit approximativement
p-radonifiante de E dans ¢(G’/, G). Alors, si I'on part de p>1, elle est toujours
approximativement g-radonifiante de E dans G lui-méme pour tout ¢>p; cela
résulte de la proposition (3.9), 3). Le méme résultat subsiste-t-il si I’on part de
p quelconque? Dans ce cas, on en déduirait en fait, en négligeant les cas in-
existants de 0<p<1, que, si % est approximativement O-radonifiante de E dans

(42) ScEWARTZ [2].
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o(G”, G), elle est toujours approximativement g¢-radonifiante de E dans G lui-
méme, pour tout ¢>0. C’est ce que vérifient, semble-t-il, tous les exemples con-
nus, avec méme ¢>0!

5) L’application p>7,(u) est continue sur ]0, +oo], si % est un opérateur de
Hilbert-Schmidt entre deux espaces hilbertiens (Voir plus loin, prop. (5.20.1)).
Plus généralement, si E et G sont par exemple des Banach, et si u est p,-som-
mante de E dans G, p— 7,(u) est-elle continue sur [p,, +o]? (43)

§5. Le théoréme de dualité.

(5.1). Le cotype.

Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son dual, ® un poids,
0" une fonction >0 sur E’, finie ou non. On dit qu’une probabilité cylindri-
que 2 sur E est de cotype (?,0’) (on devrait plutdt dire antitype ou type inverse,
plutét que cotype qui invoque une dualité inexistante avec le type; mais 'un

N

sonne mal et 'autre est trop long, et j’ai & contre-coeur adopté antérieurement
cotype), s, pour tout S€FE’,

(5.2) 0'(6)<0(4(2) .

Elle est alors a fortiori de cotype (@, 8”), si > et §’<6’. On peut alors diversifier
cette notion comme on I'a fait pour le type, en inversant toutes les propriétés.

Si @ est un poids homogéne, et si E’ est une topologie vectorielle sur E’,
2 sera de cotype @, si, quel que soit le voisinage fermé V de 0 dans EI, il
existe M>0 fini tel que 05(8) < M®P(E(R) pour tout £€ E’: ou encore, si, lorsque
D(£(2)) tend vers 0, & tend vers 0 dans EY.

On adapte immédiatement au cas @=| |, »>0. On dira ensuite que 1 est
de cotype 0, relativement a E%, si, lorsque £(2) tend vers 6 dans P (K), ¢ tend
vers 0 dans E%; c. & d. si, pour tout voisinage de 0 fermé V dans E%, il existe
un M>0 et un a, 0<a<l, tel que 0},(5) < MJ(£(2)).

En termes de fonctions aléatoires linéaires, si A=4;, f application linéaire de
E’ dans L°(2, p), 2 est de cotype @ homogéne, si et seulement si la convergence
de P(g, f(£)) vers 0 entraine la convergence de & vers O dans Ef; 2 est de cotype
p, 0<p<+oo, 8i la convergence de f(¢) vers 0 dans L*(2, p) entraine la conver-
gence de & vers 0 dans Ef.

Si E, est quasi-normé, A est de cotype &, poids homogene, s’il existe une
fonction 6’ proportionnelle & la quasi-norme telle que 2 soit de cotype (@,6’). On
posera alors:

(4%) Des résultats partiels ont été obtenus pas MAUREY et SUNYACH (non publiés).



232 Laurent SCHWARTZ
(5.3) *@(2)=( ”ggl o)),

c. a d. le plus petit nombre M>0 tel que, pour tout £€ E’, on ait
(5.4) el < M@(£(2)) .

On remarquera alors que, si 74 est ’homothétique de 2 dans le rapport z, on a

*0(cl)=-1*0(2) .
]
Cette définition est naturelle du point de vue suivant: on désire que, dans les
cas les plus avantageux, *@(2) soit le plus faible. En particulier, 1 est de cotype
@ si et seulement si *@(2)< +co.

(5.4 bis) Nous donnerons des exemples plus tard, mais on peut les consulter
dés maintenant au §6; Ils sont naturellement bien plus difficiles & fournir que
les exemples pour le type, et dans bien des cas il n’en existe pas. Une probabilité
cylindrique choisie n’importe comment sur E n’a aucun cotype intéressant (**). Par
exemple, si A2 est une combinaison finie de masses ponctuelles sur E Banach de
dimension infinie, 1= n%v €0y, il existe toujours un £+0 tel que tous les <§, a,>
soient nuls; alors &£(1)=4d, et comme les poids homogénes sont généralement nuls
sur 8, *@(1)=-+oo, 1 n'est pas de cotype @; une probabilité cylindrique 2 ne peut
étre de cotype @ homogéne que si elle est assez “grosse”. Dans le méme ordre
d’idées, si u est application linéaire continue de E dans G, et si 1 est.de cotype
@ homogeéne, u(4) n’est pas en général de cotype @, comme le montre I’exemple
de =0, ou u(2)=4d. Par contre, si 1 est de cotype (@,60’), u(2) est de cotype
(P, 6"-tu), car, pour n€G,

O((u(2))) =D((*ul(n)(2) <O’ (*u(n)=(0"*u)(n) .

Voici toutefois des exemples élémentaires.
a) St E est de dimension finie, une probabilité de Radon 2 sur E est de co-
type p, 0<p<+oo, st et seulement si elle m’est portée par aucun sous-espace
vectoriel propre de E. En effet, 4 2 on peut associer une fonction aléatoire
linéaire sur E’, avec 2=E, p=2, f(§) étant la variable aléatoire x+—<x,&>: 2> K.
L’image par f de E’ est un sous-espace vectoriel de L°(%2, ¢r). Tout d’abord 2 ne
peut étre de cotype » que si f est injective; sans quoi la convergence de f(§)
vers 0 dans L”(2, ) n’entrainera pas celle de ¢ dans E’. Mais alors f(¢) ne peut
converger vers 0 dans L?(2, p) que si f(£) est dans f(E')NLP(2, p) et y converge

() En fait, si @ est un poids quelconque, et si 0’(§)=d(£(2)), alors 2 est de type et de
cotype (@, §’); mais c’est en général un résultat inutilisable.
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vers 0; la restriction de f~! 4 ce sous-espace de dimension finie étant forcément
continue, cela entraine bien la convergence de ¢ vers 0 dans E’. Donc 1 est de
cotype p si et seulement si f est injective, c. & d. si £(2)=46 implique £=0, c. & d.
si 4 n’est portée par aucun hyperplan de E.

b) Soit 7 la probabilité cylindrique de Gauss sur un espace hilbertien E sur R.
D’aprés (2.1.8 bis), pour tout poids ® homogéne, #(£(1))=|£|d(r;). Donc 2 est de
cotype @ si et seulement si @(7,)>0; et alors *@(y)=(d(7,))"t. On a donc toujours
*O()=(D*(r))t. Si 0<P(79)<-+oo, 7 est & la fois de type et de cotype @; elle est
de type et de cotype p, pour 0<p<+oo, et de cotype +oo, avee *|r];=0. Si
@ est le poids inhomogéne de 1’exemple (1.5), et si ¢’ est la fonction

1
V(e T
v est de type et cotype (@, 6’).

(5.5) La propriété d'interversion de Fubini.

Soient A, B, deux poids, # une probabilité de Radon sur un espace topologique
X et v une probabilité de Radon sur un espace topologique Y. Si f est une fone-
tion >0 sur XX Y, (#Qv)-mesurable, on peut faire le calcul suivant; fixer z€ X,
et calculer la valeur de B sur la probabilité v et la fonction f,:y— f(x, y); cette
quantité est définie quand f, est p-mesurable, donc pour -presque toutes les
valeurs de 2. Nous la noterons.

(5.5 bis) B(dv(y), f(x, ¥)).

C’est une fonction de x€ X. Elle est z-mesurable. En effet, f étant (2Qv)-
mesurable, x — f, est #-mesurable de X dans LYY, v); puis g+— B(v, g)=B(g(»)) est
semi-continue inférieurement sur L% Y,v), donc universellement mesurable, donc
x> B, f,) est pg-mesurable. On peut calculer la valeur de A sur g et cette
fonction; il sera naturel de la noter

(5.6) A(du(2), Bdu(y), f(=z, 9))) .

Soient maintenant C, D, deux autres poids. On dira que (C, D)<(4, B) si, quels
que soient X, Y, g, v, f, on a 'inégalité

(5.7) C(dv(y), D(dpx), f(=, ¥))) < Aldu(x), Bldu(y), f(x, ¥))) .

Exemples.

Exemple (5.7.1). Pour p>0 fini, on peut prendre A4, B, C, D=|| |,. L’inégalité
devient une égalité, c’est le théoréme de Fubini.

Exemple (5.7.2). On peut aussi prendre || [l;. pour A, B, C, D. C’est une
égalité facile & démontrer:
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(Sup. e88.)(x@.) S =(Sup. €s8.) 4 ((Sup. ess.)g, n (f(2, ¥))) .

Exzemple-PROPOSITION (5.7.8). On a (J;, J;)<(Jo, Jy), toutes les fois que 76>a
+B—af (a fortiori toutes les fois que 7d>a+p).
DEMONSTRATION. 1) Supposons

/

(5.7.4) Ju(du(x), Joldu(y), f(z, ¥))<a .
(5.7.4) équivaut a
(5.7.5) Hre X; Joldv(y), f(z, y)>a}<a;

qui lui-méme équivaut a
(5.7.6) Hre X;viye Y; fx, y)>at>pi<a.

Si alors on considére I’ensemble A des (x,y) pour lesquels f(x,%)>a, qui est
(#Qv)-mesurable, on voit que, sauf pour des # d’'un ensemble X’ de y-mesure <a,
on a viyeY; (x, y)€ A}<B; done, par Fubini, (¢Qv)(A)<a+(1—a)B. Donc:

(5.7.7) (£Qv){(x, )€ XX Y; f(x, ¥)>a}<a+(1—a)b,
ou encore
(5-7-8) Ja+(1—rx)ﬁ(#®”: f) <a.

Ceci étant vrai pour tout a, on a I'inégalité

(5.7.9) Jars-at(QV, ) < Juldp(x), Te(du(y), f(z, ¥))) .
2) Supposons maintenant

(5.7.10) Jo(eQ@v, f)<b ,
c.ad

(5.7.11) (e@v(z, y) € XX Y; flx, y) >b}<p .

L’ensemble des ¥€ Y pour lesquels p{x€ X; f(x, y) >b} >0 a alors nécessairement,
par Fubini, une v-mesure <p/d, ou

(6.7.12) Wye Y; plze X; flz, y)>b >0 < —;ﬁ ;

par le calcul inverse de celui de 1), c¢’est équivalent a
(5.7.13) Jos5(dv(y), J5(de(), f(z, ¥)))<b .
Comme b est arbitraire on a

(6.7.14) Jora(du(y), J,(dp(z), (=, YN <Jo(eQ@v, f) ,
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et a fortiori

(6.7.15)  Ji(du(y), J;(dulx), flx, ) <To(¢Qv, f) pour T3>p.

La combinaison de (5.7.9) et (5.7.15) donne le résultat, en faisant p=a- f—ap.

Exemple-PROPOSITION (5.7.16). Soit 3, 0<6<1. Quels que soient les J-poids
A, B, homogénes compacts de la forme (1.12), il existe un J-poids homogéne
compact C de la forme (1.12), tel que

(5.7.17) (C, J;)<(4A, B).
DEMONSTRATION. Soit 7, 0<7<1, D’aprés (5.7.8), (J+, J5)<(Ju/mrrs, Jarara)-

Supposons A= Sup a(a)J,, B= Sup b(B)Js. Alors on a toujours
<a<l 0< 8t

(5.7.18) <a (r -g—)b(r %) I, J,) <4, B).

Si alors on pose

c ) 0 7
os<1rl§1 (T 2)b(7’ 2) T
il répond & la question.

ProPOSITION (5.8). (Condition de Pietsch généralisée). Soient E, G, des
espaces vectoriels topologiques séparés par leurs duals. Soit u une application
linéaire faiblement continue de E dans G. Supposons qu'il existe une pro-
babilité de Radon v sur o(E', E), de cotype (B, Bou), d’ordre (4,’), ou A, B,
sont des poids, B est une fonction >0 semi-continue inférieurement sur G, «
une fonction >0 semi-continue inférieurement sur o(E’',E). Si A et B sont
des poids vérifiant la condition d’interversion de Fubini

(5.9) (B, B)<(4, 4),

B compact, alors Uapplication u est approximativement (A, «’; B, B)-préradoni-
fiante de E dans G, radonifiante si S est compact.

DEMONSTRATION. Nous allons appliquer le théoréme (2.4) et la remarque qui
le suit (& propos du “préradonifiante”). Soit 2 une probabilité de Radon sur E,
portée par un compact de dimension finie, de type (4, «’). Son image u() est de
Radon sur G, portée par un compact de dimension finie. Majorons B(u(%), 8):

(5.10) B(u(3), B)=B{(8-u)())=B(2, fou)=B(di(z), (B-u)z)) .
L’hypothése du cotype s’écrit
(5.11) (ﬂ°u)(x)<§(w(v))=§(dv($), Ke, 1) .
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Donc (5.10) est majoré par
(5.12) B(dv(x), (B(dw(£), KKz, O1)) ,

lui-méme majoré, d’aprés (5.9), par

(5.13) A(du(8), (AdA(x), KKz, ON)=A(du(§), AEWR)) . ‘
Mais 2 est de type (A, '), donc c’est majoré par

(5.19) Adue), d(§)=A0, @)<1,

puisque v est d’ordre (4, ’).

La régle de Fubini était applicable parce que (z, &) <z, £>| est continue sur
Exae(E’, E), lorsqu’on la restreint & un sous espace de dimension finie de E, donc
(AQv)-mesurable. Le théoréme (2.4) prouve alors le théoréme.

REMARQUE 1. Pour la définition du type (4, a’) pour 2, a’ doit seulement étre
>0 sur E’, sans condition de semi-continuité; c’est pour 'ordre (4, a’) de v que
la semi-continuité de a’ intervient. On peut affaiblir un peu les hypothéses sur o/,
qui interviennent & cause de v; supposons qu’il existe un sous-espace U de E’, &
injection continue dans ¢(E’, E), tel que v soit portée par U et de Radon sur U,
et que a’, >0 arbitraire sur E’, soit semi-continue inférieurement sur U; alors le
résultat subsiste. En effet, on considére d’abord v comme probabilité de Radon
sur o(E’, E), et rien n’est & modifier jusqu’a (5.13) inclus. Ensuite on a toujours
A(8(2))<a’(8), sans hypothése sur «’>0. Mais, puisque o« est semi-continue in-
férieurement sur U sur lequel » est de Radon, on a la majoration (5.14), sur U,
d’ou le résultat.

REMARQUE 1 bis. Supposons que ni B ni B ne soient compacts. Il reste vrai
que, si 2 est une probabilité de Radon sur E, de type (4, a’) sur E, alors u(3)
est (sirement de Radon) d’ordre (B, ) sur G, pourvu qu’on puisse appliquer
Fubini (56.9), et que (z, &) —<x, &, application de EXo(E’, E) dans K, soit (AQv)-
mesurable. Cela sera slirement vrai si cette forme bilinéaire est universellement
mesurable, ce qui est vrai si E est souslinien, ainsi que o(E’, E), car elle est
séparément continue (*%); ce sera aussi vrai sans hypothése sur E, E/, si 1 est
portée par un sous-espace de dimension finie.

REMARQUE 2. On voit comment il s’agit d’'une généralisation du théoréme de
PIETSCH. Supposons pour simplifier le cas ot A=A=B=B=| |,, p>0. Sup-
posons qu’il existe, comme dans le théoréme de PIETSCH, une probabilité de Radon
v sur la boule unité de o(E’, E), E et B Banach, et que

(45) SCHWARTZ [1], 1%r¢ partie, chap. II, proposition.
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Cela veut exactement dire que v est de cotype (B, Beu) ou B est la norme; et
bien évidemment, v étant portée par la boule unité, elle est d’ordre (A4,a),
a’=norme. Ce que nous venons de montrer prouve de nouveau que u est alors
approximativement p-préradonifiante de E dans G, avec 7y(u)<1l. La partie du
théoréme de PIETSCH est bien entendu la partie la plus facile; mais je ne pense pas
qu'il existe de réciproque dans le cas général. (**) D’autre part, dans cette partie
facile du théoréme de PIETSCH, l'interversion de Fubini était inapparente, pour
p>0, parce que c’était une interversion d’un signe 3! fini et d’une intégrale, pour
les applications p-sommantes; de toute facon, pour les applications p-radonifiantes,
le théoréme était moins trivial et reposait aussi sur le théoréme (2.4); d’autre
part, la regle d’interversion de Fubini a été trés apparente dans le théoréme de
PIETSCH pour p=0, proposition (4.6) (cette proposition (4.6) résulte bien entendu
de celle que nous venons de démontrer). Finalement, dans tous les cas, on utilise
exactement I'arsenal utilisé ici.

COROLLAIRE (5.15) (théoréme de dualité). Faisons sur E, G, u, o/, 8, A, B,
A, B, les mémes hypothéses qu’au théoréme précédent. S’il existe ume proba-
bilité cylindrique o sur o(G’, G), de cotype (B, B), telle que v="u(p) soit de Radon
sur o(E', E), d’ordre (A, a’). Alors u est approximativement (A, a’; B, B)-pré-
radonifiante de E dans G, radonifiante si B est compacte.

En effet, v="'u(o) est de cotype (B, Bou) et il suffira d’appliquer le théoréme:

(Bow)(x) < B((u())(0))= B((z~"u)(p)) = B(x(»)) .

Changement de motations.

Remarquons d’abord qu’on peut retenir & peu prés correctement les hypothéses
qui interviennent. La compacité est supposée pour B, B, ce qui est normal pour
obtenir des probabilités de Radon sur G. Dans l'inégalité de Fubini, on se sou-
viendra simplement que le poids le plus important est B, puisqu’il sera relatif aux
probabilités de Radon obtenues sur G; on le place & I'extréme gauche, et le reste
en découle de facon rapide: (B, B)<(4, A) par des régles d’interversion.

Mais il est souvent commode de changer les notations. Les espaces les plus
importants sont en fait E’, sur laguelle ‘u(p) est de Radon (pour la topologie
#(E', E)) et G, sur laquelle on obtiendra des probabilités de Radon (si 1 est
cylindrique sur E, de type (A, a’)-approximable, u(1) est de Radon sur G). On
les appellera V et U, alors que E et G’ s’appelleront V’ et U’. On remplacera
alors ' par a. Pour p, qui est cylindrique sur o(V’, V), de cotype (B, p), on dira
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plutdt qu’elle est de cotype (B, 8, V) (B est une fonction sur V, et le cotype fait
intervenir les images de p par les éléments de V); pour ‘u(p), qui est de Radon
sur U, d’ordre (4, @), on dira qu’elle est d’ordre (4, a, U). 'Si 2 est une proba-
bilité cylindrique sur o(U’, U), de type (A, a)-approximable, on dira qu’elle est de
type (A, a, U)-approximable (a est une fonction sur U, et le type fait intervenir
les images de 2 par les éléments de U), tandis que pour (1), de Radon d’ordre
(B, p) sur V, on dira qu’elle est de Radon d’ordre (B, 5, V).

On aura alors la variante suivante du corollaire précédent.

COROLLAIRE (5.15), variante. Soient U, V, deux espaces vectoriels topologi-
ques, séparés par leurs duals. Soit v une application linéaire continue de
a(V", V) dans o(U, U’), de transposée ‘v=u continue de ¢(U’, U) dans o(V, V).
Soient A, B, A, B, 4 poids, satisfaisant d la régle dimterversion de Fubini
(5.9) (B, B)<(A, A). On suppose en outre B compact. Soient a une fonction
>0 semi-continue inférieurement sur U, B une fonction >0 semi-continue in-
férieurement sur V. Supposons qu’il existe une probabilité cylindrique o de co-
type (B, B, V), dont V'image v(p) soit de Radon d’ordre (4, a, U). Alors u est
approximativement (A, a; B, f)-radonifiante de o(U’, U) dans V, radonifiante
81 B est compacte; dans ce dernier cas, si 2 est une probabilité cylindrique de
tyve (4, a, U)-approrimable, u(2) est de Radon d’ordre (B, B, V).

1l suffit en effet d’appliquer la remarque 1 qui suit la proposition (5.8): U est
plus fine que o(U, U’), mais a est supposée semi-continue inférieurement sur U.

() Uea.aa L 0 p

u
22U — Vi3 wd)
Figure

REMARQUE. On peut refaire la remarque (1 bis) de la proposition (5.8).

(5.17) Cas de poids homogénes et de quasi-Banach.

Supposons, comme partout aux deux paragraphes précédents, que E soit un
Banach ou un dual *-faible o(F”, F') d'un quasi-Banach F'; dans ce dernier cas,
E'=F sera muni de la quasi-norme donnée sur F. Supposons ensuite que G soit
un quasi-Banach, ou un dual *-faible ¢(H’, H) d’'un Banach H; on sait que dans
ce cas ¢(G”,G’) est muni de la jauge de I’adhérence de la quasi-boule unité de G
(structure bitopologique canonique). Enfin soit % une application linéaire faible-
ment continue de E dans G: u est continue de o(E, E’) ou o(F’, F) dans o(G, G’)
ou o(H’, H). Par transposition, nous avons une situation exactement analogue; le
1er espace devient o(G’, G), dual =-faible du quasi-Banach G, ou le Banach H; le
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deuxiéme espace devient le dual *faible de Banach o(E’, E), ou le quasi-Banach
F; et v="u est faiblement continue du 1¢r dans le 2:me, de o(G’, G) ou o(H, H')
dans ¢(E’, E) ou o(F, F’). Par application du théoréme de dualité, on va se de-
mander si # est approximativement (A, B)-radonifiante de E ou o(F’, F') dans
(G, ") ou o(H’, H), dont les quasi-boules sont toujours compactes.

Nous me le répéterons plus: E, F, G, H, vérifient les mémes propriétés
qu'aux §§3 et 4. (Bien entendu, dans les applications, on aura souvent & inter-
vertir les différents espaces, la situation étant autoduale!)

PROPOSITION (5.17). Soient A, B, A, B, 4 poids homogénes satisfaisant d
Uinégalité de Fubini, (B, B)<(A4, A), B étant compact. Supposons qu'il existe
une probabilité cylindrique p sur o(G’, G) ou H, de cotype B, dont I'image v(p)
soit de Radon sur o(E', E) ou o(F", F'), d'ordre A. Alors u est approximative-
ment (A, B)-radonifiante de E ou oF’,F) dans (G, G) ou o(H',H). En
outre, si 1 est une probabilité cylindrique sur E ou o(F’, F') de type A appro-
ximable, on a Uinégalité:

(5.18) Bu(2)) <*B(o)A(v(0) A**(2) .

DEMONSTRATION. Supposons d’abord v(p) de Radon sur o(E’,E) ou F. 1l
suffit alors d’appliquer le théoréme général (5.15), avee a’=(1/A(v(0))) X quasi-norme,
B=(1/*B(0)) Xquasi-norme. Soit 1 cylindrique, et supposons que A**()<1/A(v(0));
alors elle est de type (4, (1/A(v(0))) X quasi-norme)-approximable. On en déduira que
(1) est de Radon d’ordre (B, 1/*B(p) X quasi-norme), done d’ordre B, avec B(u(l))
<*B(p). Par homothétie, on en déduira I'inégalité (5.18), & condition évidemment
de remplacer G par o(G'’,G’), sur lequel la norme est compacte. Supposons
maintenant que (o) soit seulement de Radon d’ordre A sur o(F”/,F’). On en
déduit seulement, a priori, que la conclusion subsiste pour 2 cylindrique sur
a(F', F'"), de type A approximable, le type étant calculé avec la jauge de (1.18
bis) sur F”’. Mais soit 2 de Radon sur o(F”, F'), portée par un compact de di-
mension finie. Comme o(F”, F”’) et o(F’, F') induisent la méme topologie sur un
sous-espace vectoriel de dimension finie, elle est aussi de Radon portée par un
compact de dimension finie dans o(F”, F"’). Si §” € F” est dans la quasi-boule
unité, il est limite de &; de la quasi-boule unité de F', pour la convergence simple
sur F’, donc aussi pour la convergence uniforme sur tout compact de dimension
finie; alors les £,(4) convergent étroitement vers &’(2). Si done A*(A)=M, mesuré
pour 2 sur o(F”, F'), on a A(§,())<M, donc aussi A(£"/(2))<M, et encore AX()<M,
mesuré pour A sur o(F”, F"’); autrement dit, A*(1) est le méme dans les deux cas.
Alors, il restera vrai que Bu(2)<*B(p)A(v(0)) A*(4), 2 considérée sur o(F”, F),
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et u sera encore approximativement radonifiante & partir de o(F”, F'). CQFD.

REMARQUE 1. L’homogénéité de la formule (5.18) est correcte; si 'on rem-
place 2 par son homothétique 72, B(u(1)) et A*%(2) sont multipliés par |z|; si 'on
remplace p par o, A(v(p)) est multiplié par |z|, mais *B(o) par 1/|z]. Les cas
“avantageux”, ceux qui donnent & B(u(2)) de petites valeurs, sont bien ceux pour
lesquels *B(p), A(v(p)), A**(2) sont petits.

PROPOSITION (5.19). S’il existe une probabilité cylindrique o sur o(G’, G) ou
H, de cotype p, 0<p<+oo, dont Uimage v(p) soit de Radon d’ordre p sur
o(E', E) ou o(F"’, F’), u est approximativement p-radonifiante de E ou o(F’, F')
dans ¢(G'’,G’) ou o(H’, H), et on a, pour p>0:

(5.20) m(u) <*lollpllvo)l, .

DEMONSTRATION. Pour »>0, c’est la proposition précédente, avec les poids
I I, Prenons done p=0. Puisque p est de cotype 0, il existe un 6>0 tel qu’elle
soit de cotype B=J;. Ensuite v(p) est de Radon sur o(E", E’), done il existe un
J-poids A (homogéne compact de la forme (1.12)), tel qu’elle soit d’ordre A (voir
(1.18), point 7). Si 2 est une probabilité cylindrique sur o(F’, F') ou E, de type
0 approximable, il existe un J-poids A, tel que A soit de type A approximable,
d’aprés (2.1.7). Alors, d’aprés (5.7.16), 9, A, A, étant donnés, il existe un J-poids
B de la forme (1.12), tel que l'on ait la propriété d’interversion de Fubini (B, J;)
<(4, A). On en déduit que u est approximativement (A, B)-radonifiante de E ou
o(F’, F) dans ¢(H’, H) ou ¢(G'’,G’), par la proposition (5.17). Donc u(2) est de
Radon et u est bien approximativement O-radonifiante.

Donnons quelques applications immédiates du théoréme de dualité.

ProPOSITION (5.20.1). Soient E, G, deux espaces hilbertiens, u ume applica-
tion linéaire continue de E dans G. Alors les 8 propriétés suivantes sonmt
equivalentes:
a) u est de Hilbert-Schmidt;
b) u est p-radonifiante, pour un p>0 fini;
b’) u est p-radonifiante, pour tout p>90;
¢) Uimage par u de la probabilité cylindrique de Gauss v de Er est de Radon
dans G.

En outre, pour u de Hilbert-Schmidt, et st K=R, pour tout p>0, on a
Uégalité:

(5.20.2) mp(u)=mo(*w) =7 (u¥)=7,ll7 lu()» ,
ol 7 est la probabilité de Gauss normale sur R, e **’dt; la fonction p— mp(u)
est continue décroissante sur 10, +oo], et tend vers une limité finie mo(u) pour
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p tendant vers 0, et la fonction p— |71ollsms(u) est croissante; on a done
(5.20.3) mo(w) < 7ol 7ol oma(u) , 0<p<+o0 .

DEMONSTRATION. On peut toujours supposer K=R (voir (3.3 ter)).
A) Supposons u de Hilbert-Schmidt. Elle admet une factorisation u= %a,eﬁ.@gn
nE

ol X |a,|)+o0,(e')pen et (fu)wen 6tant des systémes orthonormés; donc elle
est 2-nucléaire & gauche, donc 2-radonifiante par (3.8.2), 3. Donc a entraine b.
En outre, (ng.v la,|5)t2=]u|l;, norme de Hilbert-Schmidt de %, donc la norme N(u)
2-nucléaire de u est majorée par sa norme de Hilbert-Schmidt, et m(u)<Na(u)
<|lullz (plus loin, 1'égalité m»(w)=|lull; entrainera alors aussi leur égalité avec la
norme 2-nucléaire de u).

B) La probabilité cylindrique de Gauss 7 est de type p, pour tout p fini (d’aprés
(2.1.8 bis)); donc b entraine ec.

C) Supposons maintenant que u(y) soit de Radon. Comme p=y est de cotype p
(p>0 arbitraire) (par (5.4 bis)), le théoréme de dualité (5.19) dit que *u est appro-
ximativement p-radonifiante de G’ dans ¢(E’/, E), donc p-radonifiante de G’ dans
E’ par (3.9), 1, et (4.19 et 20). Mais alors, comme la probabilité cylindrique de
Gauss 7’ de G’ est de type p, ‘u(y’) est de Radon; et la méme démonstration
montre alors que u est p-radonifiante de E dans G, pour tout »p>0 fini. Donec ¢
implique b’.

D) Montrons enfin que b’ implique a. On peut prendre p=2. Alors u est en
particulier 2-sommante. Si (e,)..~ est une base hilbertienne de E, elle est scalaire-
ment 12, et [(e.)nenlF¥=1; donc (ule,))ne~ est 1%, et [[(w(en)nenllo<my(u). Cela veut
exactement dire que u est de Hilbert-Schmidt, et sa norme de Hilbert-Schmidt
llul: est <z(w). On a ainsi démontré 1'équivalence des 4 conditions, et I'égalité
m(u)=|lul, donec aussi =|‘ul;=ms("u).

E) 1l reste & montrer les diverses propriétés métriques.

Tout d’abord, il existe des applications linéaires continues v et w, de norme
<1, telles que w=vo(w*u)2, (u*u)" *=wou, done =w*ow*; done mp(u)<ms((u*u)'/?)
<mp(u*). Par symétrie, on en déduit que my(u)=np(u*)=mnp((u*u)'/2)=mn,((uu*)"/?),
égaux aussi & 7,(‘u) parce que ‘u est isomorphe & w*.

La probabilité de Gauss est de type et de cotype p, 0<p<+oo; d’une part,
d’aprés la définition méme de 7p(u):

Il <z (7 IF=7(w)ll70ll5 »
d’autre part, par le théoréme de dualité:

() =7, ('w) <*l7ll o lu@)l» =7oll5* le)ll5 -
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La comparaison des deux inégalités donne I'égalité (5.20.2), pour 0<p<-+co.
Cette formule montre bien que p+ |l7,l,7»(u) est continue croissante sur 10, -+ ool[;
et on sait déja que p— m,(u) est décroissante. Lorsque p tend vers 0, [7oll,7p(u)
=|lw(7)ll, a une limite finie, puisqu’elle est une fonction croissante; mais [|7ol,
tend vers une limite finie et non nulle [yllo, & savoir la moyenne géométrique
exp(gﬂ° et logltldt). Done 7p(u) a une limite finie (et non nulle puisque
pan(z; est décroissante!), et on a bien (5.20.3). Reste & montrer que, quand p
tend vers —+oo, wp(u) tend vers w.(u)=|lu| (nous savons déja que mp(u)>7(u)).
Quittes & remplacer % par (u*w)Y/2, nous pouvons supposer E=G et u hermitien
positif. Supposons d’abord E=R", et u diagonale de valeurs propres a;, @y, ---
a,, 0<a,<|lull. Alors

dt

& t2 > ptd /ol
r= Qe "hdt, u@)= & e "tk
k=1 k=1 ay

hud P
lu(r)ll>= (S (3434 -« +L)Pr2 exp(—z > ti/czi) dt1 - dt,, )1/
R™ k=1 ag -

ca,

» 1/?
= (S (@14 - - +alt1)?/2 exp (—n 5 ti)dtl dt,,)
R" k=1

1
<tul ([, lerevat)
R™
+oo 1/?P
=lul (S| "ot riar)
0

(S,=aire de la sphére unité de R")
_ S, p+n \\*?
=lul (g T (P5™)) -

Alors
S, ( pt+n ) ye
mo(u)= lu@)l» <l O (P+™)/2 92
’ “ OHP 2 (p+1 ) ’
o (P+1 /2 2

qui tend vers |lu|| pour p infini.
Si maintenant E est de dimension infinie, et 4 hermitien >0, on peut écrire
E=E,®FE;, u=u®u, avec |lu,]l=|ull, et mo(uz)=|uzll.<e. On a done, pour p>2:
(U D) =7 (11 D0) + (0B u,)) < mp(t; D0) +7p(0Duz) <mp(uy)+¢ .

Done li? np(w) < ||ul+¢ done =|lull. CQFD.
P+
REMARQUES. 1) Bien entendu, (5.20.3) est bien meilleur que (4.18 ter).
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2) Puisque u est O-radonifiante dés qu’elle est p-radonifiante pour un p>0, on
doit pouvoir obtenir des inégalités (4.2) & partir de 7,(u). Soit 1 une probabilité
sur G, portée par un ensemble fini. On peut appliquer les inégalités (5.18), en
tenant compte de la remarque 1 bis aprés la proposition (5.8). On prendra A=J,,
B=J., de sorte qu’on aura Fubini (B, B)<(4, A) avec A=J,, B=J;, pourvu que
€d>0+7, par (5.7.3). Pour la probabilité cylindrique de Gauss 7’ sur G/, on a
*J;(r)=J73'(70), et Jo(*u(y’)) peut étre majoré & partir de mo(*u)=mu=|ul,. Posons
tu=v. On a |[v(")ls=Iroll»7»(v); done, pour M>0 fini arbitraire,

lroll2 x3(0) > M S dwEE) 3

=M

ensuite 7,(v)=n,(u), de sorte que, si = “r"—lﬁ{’;ﬂ‘l on a Jy(v(r")) <M. Alors (5.18)
donnera

(5.20.3 bis)  J.(w(D)<J7 (o) MI%A) pour e5>n+ MHM_n(u_)

Nous sommes amenés & poser

+oo .
5=2§ et >1—2¢ ,

c

done J,(7o)=c, puis MJ3'(7,)=R.
On en déduit que l'on a
(5.20.3 ter) J(u(2)<RJ3Q2) ,

g8'il existe un p>0 et un ¢>0 tels que

(5.20.3 quarto) 6> (1_126)+ (r;+ ”“'{'ﬁ;’:’,"‘)\).
Aux notations prés (¢, 7, R, au lieu de 8, @, M), c’est une inégalité (4.2), et
alors le corollaire (4.12.5) nous dit que, si 4 est une probabilité cylindrique de
type 0 sur E, u(d) est de Radon sur G et vérifie la méme inégalité. Cette in-
égalité signifie que, si 1 est scalairement concentrée & » prés sur la boule unité
de E (donc J#¥(1)<1), alors u(2) est concentrée & ¢ pres sur la boule de rayon R
de G (J.(u(2))<R). Pour 7 et ||ull donnés, on peut trouver R assez grand pour

qu’on puisse prendre ¢=7’ donné >7. Déterminons en effet d’abord ¢>0 tel que
—dyi—+220—§+ <y’. Alors (5.20.3 quarto) est slirement vérifiée, avec p=2, si

1 lral2laeli? .
> i—20)" (’7+ R*c? )
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lt"}‘g"—:””’ <2¢, et l'inégalité sera alors sfirement
réalisée si e>-(—19+720)+ done pour e=7’.

Il n’est pas facile, pour |lul:, R et n» donnés, d’estimer le minimum du 2°
membre de (5.20.8 quarto) suivant le choix de p et c.

On peut toutefois trouver des estimations raisonnables. Posons p=2¢+1,

ensuite, pour R assez grand,

donec I’ (p ;1) =q!, et appliquons la formule de Stirling, pour q tendant vers

Vinfini (avee mp(u) <7 (uw)=|lul,):

P » 20+1 2041 a+1 _
"To‘gepp”cguz — ( ”;22) (%) q‘,\,(“;ll ) <_;> qqe—q¢2ﬂq

”u” 2
Recirne

~const. (ag)'"V'q , a=
Choisissons ¢=1/ae, d’oul ag=1/e, et on trouve:

1 ¢*R? cR
constante X e71/%*—— =constante X (ex <-—n )) .
va P iz ) Tulls

Si done n/ est n’importe quelle constante <=, on voit qu’il existe une constante
C.'=C telle que (5.20.3 quarto) soit sirement vérifié §’il existe ¢>0 tel que

(5.20.8 quinto) e> 1 <77+Cexp<—n—' c2R? )) .
(1—20)* lul
(Les calculs précédents n’étaient valable que pour ¢ assez grand, donc —— > k,

2 P2
constante convenable; mais le 2° membre de l'inégalité est >Cexp (—n’ c_R_)

lloell2

done >1 pour <k si C est assez grand, donc (5.20.3 quinto) est valable sans

ll ll2

restriction.)

Il reste encore le choix de ¢ pour rendre cette inégalité aussi bonne que pos-
gible. Nous voulons que, pour |lu|. donné, si 7 tend vers 0, et R vers l'infini,
aussi peu que possible, ¢ tende vers 0 a peu prés comme 7. Nous choisirons ¢ de
maniére que

2R2

c . flaell
Cexp(—n'm)=an, soit, c¢= RJ‘Z \/21

et alors on aura, maintenant I'inégalité

(5.20.3 sexto) > (1+Cn)n

=)
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On voit que, pour |ul; donné, si » tend vers 0, on pourra prendre un e, certes
R

>7, mais tel que ¢/7 tende vers 1, en choisissant simplement R tel que —=——

\/ log%—

tende ver +co.

On peut conclure:

COROLLAIRE (5.20.3 septimo).
1) Pour tout 7>0, et tout ¢>7, il existe ¢ assez petit pour que Uon ait la
propriété suivante: st E et G sont des espaces hilbertiens, si u est une ap-
plication linéaire de Hilbert-Schmidt de E dans G, avec |ul./R<o, si 2 est une
probabilité cylindrique sur E, de type 0, scalairement concentrée a n prés sur
la boule unité, alors w(2) est de Radon, concentrée ¢ ¢ prés sur la boule de
rayon R.
2) Il existe des constantes universelles, A, B, ayant la propriétés suivante.
Si u est une application de Hilbert-Schmidt d’un Hilbert E dans un Hilbert
G, s1 4 est une probabilité cylindrique de type 0 sur E, scalairement concentrée
a 7 prés sur E, alors u(2) est une probabilité de Radon sur G, concentrée a ¢
prés sur la boule de rayon R, avec

7(1+A4y)

=(1—B H;l«eﬂz \/log%)+ .

Ces inégalités sont bien meilleures que celles de SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. III,

(5.20.3 septimo)

§2, lemme 1. A ce moment, nous avions une majoration en Max (z, S), S=|lul:/R;
pour obtenir une quantité ¢ de l'ordre de %, on devait faire S de l'ordre de 7.
Maintenant pour obtenir ¢ de 'ordre de 7, on doit simplement faire S petit devant
1///log1/y; et on peut en outre, comme nous venons de le voir, obtenir ¢>7
arbitraire, pourvu que S soit assez petit.

PROPOSITION (5.20.4). Soit u une applicatioon linéaire continue d’un Hil-
bert E dans un Banach G. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
a) u est 2-radonifiante;
b) wu est p-radonifiante pour tout p>0;
c) w admet une factorisation E— L—G, ou les applications sont continues,
L est un Hilbert, et E— L est de Hilbert-Schmidt;
d) pour toute base hilbertienne (e:);.: de E, %}I llue,)||2< 400}
e) ‘u se factorise par G’ - L' —> E’, ou les applications sont continues, L’ est
un Hilbert, et L' —> E' est de Hilbert-Schmidt.

Si ces propriétés sont réalisées, ‘u est p-radonifiante de o(G’, G) dans E’
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pour tout p>0. Plus généralement, si l'image u(y) par w de la probabilité
cylindrique de Gauss v de Ex est de Radon dans o(G", G’), alors ‘u est appro-
ximativement p-radonifiante de o(G’, G) dans E’, pour tout p>0.

On a enfin, st u est 2-radonifiante, et si K=R, les inégalités suivantes,
pour p<2:

(5.20.5) To(w) <I7oll7 17ollama(m) ,  7o(*w) < |I7oll3* 170lloma(we)

70 étant la probabilité de Gauss normale sur R. En particulier, quand p tend
vers 0, mo(u) et npo(*u) ont des limites finies, mo(u), m(*u), avec

(5.20.6) mo(w) <lIrolla*Ivollema(u) ,  mo(tu) <ll7olla I7olls7wa(as)

DEMONSTRATION. On peut toujours supposer K=R (voir (8.3 ter)).
A) Supposons a. Alors % admet une factorisation de Pietsch (3.6), 2. Alors
E - C(X)— L¥X,v) est de Hilbert-Schmidt, donc aussi £ — L. Donc a implique c.
B) Un opérateur de Hilbert-Schmidt est p-radonifiant pour tout »>0, d’aprés la
proposition précédente, donc ¢ implique b, qui implique trivialement a. Donc a, b,
¢, sont équivalentes.
C) Ensuite ¢ implique trivialement d. L’implication d = a est un théoréme de
SLOWIKOWSKI (4¢); donc d est équivalente & a, b, c.
D) Bien évidemment c¢ implique e par transposition. Inversement supposons e.
Par transposition, on en déduit une factorisation de **u: E— L—G’. Mais, si
L, est I'image de E par la premiére application, son image dans G’/ est nécessaire-
ment dans G, donc u admet la factorisation E— L, — G, donc e implique e, et
toutes les propriétés sont bien équivalentes.
E) Si les propriétés précédentes sont réalisées, L’ — E’ est p-radonifiante pour
tout p>0, et o(G’,G) > L’ est transposée de L — G continue, donc le 1) de (2.12)
dit que ‘u est p-radonifiante de ¢(G’, G) dans E’.
F) Supposons que I'image u(y) de la probabilité cylindrique de Gauss de E soit
de Radon dans ¢(G’’, G’). Le théoréme de dualité (5.19) dit, puisque 7 est de co-
type p par (5.4 bis), que *u est approximativement p-radonifiante de ¢(G’, G) dans
o(E’, E), donc dans E’ par PHILLIPS.
G) Supposons u 2-radonifiante. La factorisation de Pietsch, utilisée dans la partie
A de la démonstration, donne une E — L de Hilbert-Schmidt, de norme Hilbert-
Schmidt <1; comme L->G est de norme |lus||<my(x), les résultats de la proposi-
tion (5.20.1) donnent les inégalités (5.20.5) relatives & m»(w). L’utilisation de 1’ap-
plication de Hilbert-Schmidt L’ — E’, de norme Hilbert-Schmidt <1, donne pour

(46) SLOWIKOWSKY [1].
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tw: B L B les inégalités (5.20.5) relatives a m,(*n). Et (5.20.6) résulte de
(5.20.5) en faisant tendre p vers 0.

REMARQUE 1. Sans supposer u 2-radonifiante, supposons seulement que 1’image
u(7) de la probabilité cylindrique de Gauss 7 de E soit de Radon dans ¢(G”’, @).
Il résulte en tout cas du théoréme de SHEPP-LANDAU (2.1.8 ter) que u(y) est de
tout ordre fini, done |lu(y)|l;<+oo. Alors le théoréme de dualité appliqué & I’indice
p, 0<p<2, et la formule (5.20), montrent en tout cas que, pour tout p<2:

mp(*u) < |l7oll 2 ()l -

Il en résulte encore que 7,(*u) a une limite finie quand p tend vers 0. (*)

REMARQUE 2. Si I'on suppose seulement qu’il existe une base hilbertienne
(e)ic; de E telle que 2 llu(e)l?<+oo, cela entraine une décomposition
fu= E a,e7&Qg., avec 2 Ia,.lz<+00, (e4)n e v scalairement 12, (g,),.n bornée, donc
tu est 2-nucléa1re a gauche de ¢(G’, G) dans E’, done, (par (3.8.4)), 2-radonifiante
de o(G’, G) dans E’, avec nz(u)<(,§~ e, |2)172=( EI lules)I?)r/2 .

(5.21) Le théoreme de dualité en situation gémérale.

E G 44 @
n (l N
a U vV B
n n
a v & & v i E G u@) B

Figure

Les théorémes de dualité (5,15), (5,17), (5,19), ne sont pas tout-A-fait assez
généraux pour les applications. On doit souvent se placer dans une situation
plus compliquée.

Soient E, G, &, &, des espaces vectoriels topologiques, séparés par leurs duals.
On suppose E contenu dans &, avec une injection linéaire continue et dense, et
de méme G dans &. Alors, par transposition, on a aussi &/CE’, avec injection
linéaire continuestet dense pour les topologies *-faibles, et de méme pour &’ et G/.
Supposons alors v linaire faiblement continue de ¥ dans &, opérant aussi, par
restriction, comme application linéaire faiblement continue de G dans E. Alors
w="v aura les mémes propriétés: ¢(E’, E)—>d(G’,G), et o( &', &) o(Z’, &).

Soient maintenant & et 5 des fonctions >0 semi-continues inférieurement sur

(#7) Un résultat récent de MAUREY [1] montre que, dans tous les cas, si 7p(v)<+oco pour
un p<1, il tend vers une limite finie quand p tend vers 0.
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&, o(G’, G), respectivement. On supposera S compacte. Soit o une probabilité
eylindrique sur &, de cotype (B, f), dont l'image v(o) dans £ soit de Radon,
d’ordre (A4, @. D’aprés le théoréme de dualité (5.17), si les poids A, B, A4, B,
vérifient la régle de Fubini (B, B)<(4, A), et si B est compact, 'application u,
de o( ¥/, &) dans o(Z&’, &), est approximativement (4, & B, B)-radonifiante.
Mais, dans la pratique, & et & seront de trés gros espaces, donc &’ et &’/
trés petits, et ce résultat est donc trés insuffisant. On voudrait que u, qui opére
aussi de o(E’, E) dans ¢(G’, G), soit radonifiante; or E et G sont trés petits, done
E’ et G’ trés gros, ce qui donnera done un bon résultat.

Introduisons un sous-espace vectoriel topologique U, contenu dans & et con-
tenant E, avec des injections linéaires continues EGUC &, E non nécessairement
dense dans U. On remplacera & par a, fonction >0 définie et semi-continue in-
férieurement sur U seulement. Mais on supposera que v(p), probabilité de Radon
sur &, provient d’une probabilité de Radon, nécessairement unique, v sur U,
d’ordre (A, a) sur U.

Enfin V sera un sous-espace de G’ contenant &/, avec injection continue de
V dans (G’ G), rien n’étant supposé sur l'injection de &’ dans V. Et B sera
seulement une fonction >0 définie et compacte sur V. On introduira alors les
définitions:

DEFINITIONS (5.22). 1) Une probabilité cylindrique 2 sur o(E’, E) est dite

de type (&', U)-(A, a)-approximable, si elle est limite cylindrique de pro-
babilités de Radon 2; sur o(E’, E), portees par des compacts de dimension finie
de &', et vérifiant, pour tout e€ U (UcC &): Ale(2,))<ale).
2) L’application linéaire u est dite approximativement (E’, U)-(A, a; B, p)-
radontfiante, si, pour toute A cylindrique sur o(E’, E), de type ( £’, U)-(4A, a)-
approvimable, u(2) est une probabilité de Radon sur o(G’,G), provenant d’une
probabilité de Radon (nécessairement unique) 4 sur V, d’ordre (B, B).

N. B. On doit dire que u(4) provient de 4 et non qu’elle est une probabilité
de Radon 4 sur V, car u n’est pas une application linéaire faiblement continue de
o(E’, E) dans V (voir remarque aprés corollaire (1.18 ter)). Aussi notre dénomina-
tion “radonifiante dans V” est-elle abusive; mais il n’y a pas de confusion possible,
car elle est relative au diagramme complet avec E, G, &, & et leurs duals,
UetV.

Exemple simple. Prenons E=G= <7 (R"), espace des fonctions C” sur R" i
support compact; ¥ ==<'(R"), espace des distributions, muni de la
topologie o( =2/, ). On pourra, pour U et V, prendre L?, avec sa topologie
hilbertienne, aussi bien que L™ avec sa topologie normée ou sa topologie a(L”, L}).
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Dans le cas de L™ fort, E n’est pas dense dans U, &’ n’est pas dense dans V;
dans le cas de L? ou L™ forts, o( &/, £)—V n’est pas continue.

Le théoréme de dualité général s’énonce alors:

THEOREME DE DUALITE GENERAL (5.23). Soient E, G, &, &, U, V, des es-
paces vectortiels topologiques séparés par leurs duals. On suppose que GC &
avec une injection continue dense, ECUC & avec des injections continues, E
dense dans &, £'cVcG, avec une injection continue VGo(G/, G). On sup-
pose que v est ume application linéaire faiblement continue de & dans &,
ainsi que de G dans E. Soient A, B, A, B, des poids satisfaisant a la régle
d’interversion de Fubini (5,9): (B, B)<(4, A); on suppose B compact. Soit B
une fonction >0 compacte sur V, a une fonction >0 semi-continue inférieure-
ment sur U. Supposons qu’il existe une probabilité cylindrique p sur &, de
cotype (B, p), d’image v(o) dans &, provenant d'une probabilité de Radon v
d’ordre (A,a) sur U. Alors u est approzimativement ( &', U)<(A, a; B, p)-
radontfiante de o(E’, E) dans V.

DEMONSTRATION. 1) Soit 2 une probabilité de Radon sur &/, portée par un
compact de dimension finie, telle que, pour tout e€ U, A(e(1))<a(e). Alors u(d)
est forcément de Radon sur &/, portée par un compact de dimension finie; mon-
trons que B(B(u(2)))<1. Le calcul est exactement le méme que pour la proposition
(5.8), nous ne le donnerons que succinctement.

(5.24) B(u(2), B)=B(2, Bow)=B(dA(e’), B(ule)) ,

ou e’ parcourt &/, qui porte 4.
Pour ¢’€ &/, donc u(e’)e &'

(5.25)  Blule”)< B(ue’)(0))=Ble’ (v(p)))= B(e’(v))= B(du(e), I<e’, e>) ,
o e parcourt &, et ¢’€ &’. Donc:
(5.26) B(u(2), B)< B(dA(e’), B(dv(e), I<e’, eD])) .

Mais (e, ) — |<e’, e>| est continue sur le produit d’un sous espace vectoriel de
dimension finie de &’/ par &, donc (AQv)-mesurable, donc:

(6.27)  Bu(d), H<A(dve), AdA(e), I<e’, ed))=A(dv(e), Ale(2))) .
Mais v est portée par U, de Radon sur U, et, pour e€ U, A(e(2))<a(e). Alors
(5.28) B(u(2), <A, a)<1.

2) Soit maintenant A cylindrique sur o(E’, E), de type ( &’, U)-(A, a)-approxi-
mable. Soient 2; des probabilités de Radon convergeant cylindriquement vers 2,
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et vérifiant les conditions de 1). Alors toutes les u(4;) sont de Radon, et pro-
viennent de probabilités de Radon 4; sur V, d’ordre (B, 8). Puisque B est com-
pact, et que B est compacte sur V, ’ensemble des probabilités de Radon d’ordre
(B, B) sur V est un compact pour la topologie cylindrique sur é(V) (théoréme
(1.17)). Quitte & remplacer les 4; par un filtre plus fin, on peut donc supposer
que les 4; ont une limite 4 dans j‘(V), 4 de Radon d’ordre (B, 8) sur V. Alors
I'image de 4 dans ¢(G’, G) est nécessairement la limite cylindrique des w(;), done
u(2), et u() provient bien de 4, probabilité de Radon sur V, d’ordre (B, B).
CQFD.

REMARQUE. Bien entendu, si G= £ =d¢(V’, V), E= &€ =U, on retrouve ex~
actement le théoréme (5.15).

(6.29) Elimination des propriétés spéciales d’approximation.

La propriété de ( &/, U)-approximation est évidemment trés compliquée. Il
importe de I’éliminer, et de se ramener & la propriété d’approximation ordinaire
déja utilisée, et que I'on sait elle-méme éliminer dans les cas usuels.

PROPOSITION (5.29). Soient a, &, semi-continues inférieurement >0 sur U.
Supposons qu’il existe des applications linéaires faiblement continues =; de &
dans E, telles que, pour e€ E,e’€ E’, lim<xn;e, e'>=<e, ¢’> (autrement dit, les
n; convergent vers l'identité sur E powr'J la convergence simple faible), et que,
pour tout e€ U, a(ze))<ale). Alors toute probabilité cylindrique sur o(E', E),
de type (A, a)-approximable, est de type (L', U)-(A, &)-approximabdle.

DEMONSTRATION. Il suffit évidemment de montrer que, si 2 est une probabi-
lité de Radon sur E’, portée par un compact de dimension finie, de type (A, ),
elle est de type ( &/, U)-(A, &)-approximable. Or posons 2,=‘z(4); puisque 7; est
faiblement continue de & dans E, ‘z; est continue de o(E’, E) dans o &/, &),
donc 2; est une probabilité de Radon portée par un compact d’un sous-espace de
dimension finie de &’. Pour e€ U, 7,(¢) est dans E; on a done, puisque 2 est de
type (4, a):

Ae(2,))=Ale(*r (1)) = A((x ())(D) < al(z () <&le) .

Donc 4; est de type ( &/, U)-(A, &). 1l reste & voir que les 2; convergent vers 2,
cylindriquement dans ¢(E’, E). Or elles convergent méme étroitement. En effet,
les 'z; convergent vers l'identité sur o(E’, E), simplement donc uniformément sur
tout compact de dimension finie, donec uniformément sur le support de 2; on sait
qu’alors les ‘m;(2) convergent étroitement vers 2.

(5.30) Supposons désormais que A, B, A, B, soient des poids homogénes. Change-
ons les notations, comme nous I'avons fait pour la variante du corollaire (5.15). Sup-~
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posons que U et V soient des espaces bitopologiques. Nous dirons que p est de
cotype (B, V), pour dire qu’elle est de cotype B sur & relativement 2 la topologie
induite sur &’ par la quasi-norme de V, et que 2 est de type (A, U)-approxi-
mable, pour dire qu’elle est de type A approximable, sur o(E’, E), relativement
a la topologie induite sur E par la quasi-norme de U. Cela permettre d’introduire
des quantités A%*(2), *B,(p). Si alors v(p) provient d’une probabilité de Radon v
sur U, nous appellerons A,(v(p)) la quantité A(, | ll,); et, si u(4) provient d’une
probabilité de Radon 4 sur V, nous appellerons By(u(2)) la quantité B(4, || ).
Plus précisément:

*E’v(p)=(13f Bg'(0)*, pour g’e &, lg’ly>1;
Ay(we)=A0, | 1l,0);

AF()=(Sup A(e(2)), pour e€E, lell,y<1;
By(u(2)=B(4, || |,v).

(5.31)

Alors on aura le théoréme suivant, dont les applications s’avéreront trés auto-
matiques:

THEOREME DE DUALITE GENERAL POUR LES QUASI-BANACH (5.32). Soient E,
&, G, &, comme au théoréme (6.23). Soit U un espace bitopologique, ECU
c &, les injections étant continues. On suppose qu’'il existe des applications
linéaires faiblement continues =; de & dans E, convergeant vers lidentité
dans E pour la convergence simple faible, et un ¢>0 tel que ||z e)lly<cllely pour
tout eeU. Soit V un espace vectoriel bitopologique, €' Vca(@, Q), la 2éme
injection étant continue; on suppose la quasi-norme de V compacte pour sa
1%r¢ topologie. Soient A, B, A, B, des poids vérifiant Uinégalité de Fubini
(B, B)<(4, A). Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p sur &,
de cotype (B,V), dont Uimage v(p) soit de Radon sur &, provemant d'une
probabilité de Radon v sur U, d’ordre A. Alors, pour toute probabilité
cylindrique A sur o(E', E), de type (A, U)-approximable, I'image w(2) est de
Radon sur o(G’,®), et provient d’une probabilité de Radon A sur V, d’ordre
B. En outre, on a Uinégalité:

(5.33) By(u(2)<c *By(p)Ay(v(0) A¥*(2) .
Tout a maintenant été démontré; la proposition (5.29) s’applique aveec @=ca.
L’inégalité (5.33) se démontre comme (5.18). En particulier:

COROLLAIRE (5.34). Dans les mémes conditions que pour (5.32), 8’il existe
une probabilité cylindrique p sur &, de cotype (p,V), 0<p< + oo, dont I'image
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v(p) provienne d’une probabilité de Radon d’ordre p sur U, alors, pour toute
probabilité cylindrique 2 sur o(E’, E), de type (p, U)-approximabdle, u(2) pro-
vient d’une probabilité de Radon d’ordre p sur V. En outre, pour p>0:

(5.35) lu@l5.v<e*lell,.vlviolls.oll2lF% .

DEMONSTRATION. Le cas p>0 résulte du théoréme précédent avee A=B=A
=B=| |l Supposons p=0. Puisque p est de cotype (0,V), il existe un >0 tel
qu’elle soit de cotype (J;,V). Ensuite v est de Radon sur U, donc il existe un
J-poids A de la forme (1.12), tel que v soit d’ordre A. Soit enfin 2 cylindrique
sur o(E’, E), de type (0, U)-approximable; il existe un J-poids A, tel que 2 soit
de type (A, U)-approximable. D’aprés la proposition (5.7.16), il existe alors un
J-poids B, tel que l'on ait Fubini (5.9): (B, J;)<(4, A). On applique alors le
théoréme précédent: u(2) provient d’une probabilité de Radon d’ordre B sur U,
donc en particulier de Radon sur U.

(5.836) Retour aux applications radonifiantes usuelles.

Supposons réalisées toutes les conditions du théoréme (5.32). On serait heureux
de pouvoir maintenant dire que, d’une certaine maniére, # est radonifiante au sens
des §§ antérieurs, en supprimant tout le complexe E, &, etc..., qui aura simple-
ment servi & le prouver.

A partir de U nous construirons d’abord U,, adhérence de E dans U (22me
topologie!), que nous munirons de la topologie quasi-normée induite par .U (on
devra supposer 'injection EG,U continue); nous supposerons ;U complet, done U,
est un quasi-Banach; et c’est son dual Uj qui interviendra, comme premier espace,
soit avec la topologie U} de Banach, soit avec la topologie o(Uf, U;) de dual
*-faible de quasi-Banach U,; U} jouera le rdle de E, ou o(U/, U,) le rdle de o(F”, F')
du §8. Le deuxiéme espace est tantét .V, muni de sa quasi-norme, qui est com-
plet puisque la quasi-boule de .V est compacte dans V=V, tantdt ,V=V.
C’est lui qui sera ’espace G du §3 (qui pourra étre un ¢(H’, H) dans le cas de
1V). On aura besoin de savoir que u="'v envoie U} dans V, et qu’elle est faible-
ment continue, soit de Uj dans .V ou V, soit de ¢(Uj, U,) dans ,V ou V.

PROPOSITION (5.36). Supposées réalisées toutes les conditions du théoréme
(56.82), et en outre Uinjection de E dans U continue, ;U complet, et le poids
A plus fort que L°. Soit U, Vadhérence de E dans U, qu’'on munira de la
topologie quasi-normée induite par ;U.

1) L’injection canonique (U}, Uo)—j—m(E' , E) définit une bijection j:1— 2, de
Vemsemble des probabilités cylindriques sur o(Ub, Uy) de type A, sur 'ensemble
des probabilités cylindriques sur o(E’, E), de type (4, U) et
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(5.37) A¥Q)=A}W2) .

2) Si U, a la propriété d’approximation métrique, toute probabilité cylindri-
que 2 sur o(E’', E), de type (A, U), est de type (A, U) approzimable, et A¥*(2)
=A¥().

3) L’application u envoie le sous-espace Uj de E’ dans V; elle est toujours
continue de U (muni de sa topologie normée de dual), dans .V, muni de sa
2éme topologie (de quasi-Bamach); elle est aussi continue de o(Uj, U,) dans
0.V, (:VY) ou dans o(V, V'), si ;U est un Banach réflexif.

4) L’application w est approximativement (A, B)-radonifiante de U} dans
o(V)Y, VYY) (dans .V si c'est un Banach réflexif); de o(U}, U,) dans
a(V), V)) (dans .V si c’est un Banach réflexif) ou dans V, si elle est
Sfaiblement continue de o(Ut, Uy) dans .V ou V. Dans ce cas, pour toute 2
cylindrique de type A-approximable sur U} ou o(U}, U,), sutvant le cas con-
sidere, on a

(5.38) B(u(2)< ¢ *By(p)Ay(v(p) A**(3) .

5) Ces résultats sont valables si on remplace partout A, B, A, B, par p, 0<p
<4o0; et, pour p>0:

(5.38 bis) lu@ll2<e *loll.vlve)ls.ullal%e .

DEMONSTRATION. 1) Tout d’abord, les injections continues denses £ — Uy, —> &
donnent des injections continues *-faiblement denses &’ — U§j— E’, qui permettent
d’identifier U} & un sous-espace de E’. Alors on a bien une injection o(U%, Uy)
—j-m(E” , E), donc une application correspondante f :1—2 pour les probabilités
cylindriques; et il est évident que I'image d’une probabilité cylindriques 2 de
o(U, Uy), de type A, est de type (A, U) dans o(E’, E), et que AF(A)<A*); car
ces deux quantités sont les bornes supérieures de A(e(4)), pour e€ E, |le[y <1 #il
g’agit de la premiére, pour e¢€ Uy, llelly<1 s’il s’agit de la deuxiéme. Nous devons
montrer que f est bijective entre les ensembles indiqués. Montrons d’abord qu’elle
est injective. Soient 1;, 4, des probabilités cylindriques sur o(Ui, U,), de méme
image dans o(E’, E); cela veut dire que e(1,)=e(1;) pour tout e€ E. Mais, A étant
plus fort que L°, (2.1.1) et (2.1.5) montrent que e e(1;) et e—e(1;) sont continues
de U, dans &#(K), donc elles coincident sur U, dans lequel E est dense; donc
2, =1,.

Montrons qu’elle est surjective. Soit donc 2 une probabilité cylindrique sur
o(E', E), de type (A, U). Elle peut s’écrire comme une 4, ol f est une applica-
tion linéaire de E dans un L°(%, p), continue sur Ey,, E muni de la topologie de
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la quasi-norme de U, puisque A est plus fort que L°. Mais alors, E étant dense
dans U, elle se prolonge en une application linéaire continue f de U, dans
LYR, p); celle-ci définit une probabilité cylindrique 1=27 sur o(U}, U,), ayant pré-
cisément pour image J(@)=21. Soit e€ Us; soit (€s)nen une suite de E tendant vers
dans U,. Les fle.) convergent vers fle) dans L%, 1); donc les e.(Q)=(fle.))(r)
vers e(1)=(fle))(1) dans P(K); la semi-continuité inférieure du poids A donne

Ae())<lim. inf. Ale,(2))=lim. inf. A(e,(2))<lim. inf. A% |e,l|=A%Q)|lell .

Done 2 est de type A sur o(Uj, U,), et A¥A)<A¥QR), ce qui démontre la
partie 1).

REMARQUE. Si 1 est une probabilité cylindrique sur o(Uj, U,), de type A ap-

proximable, alors l=5‘ 1 est cylindrique sur o(E’, E), de type (4, U) approximable.
La réciproque ne me semble pas slire; méme si elle est vraie, la démonstration
semble trop compliquée pour l'intérét du résultat.
2) Supposons que U, ait la propriété d’approximation métrique. Soit 2 de type
(4, U) sur o(E’, E); elle provient d’une 1, de type A sur o(U}, U;). Mais alors
2 est de type A approximable, d’aprés la proposition (2.8), car (a(U}, Uy), Uy) a la
propriété d’approximation métrique, voir (2.6.4). Donec 2 est de type (4, U) ap-
proximable.

8) Soit e¢’€ Uj; alors d(.., est de type (0, U), car, si e tend vers 0 dans Ey,,
e(0(61)=0(<e,e'>) tend vers d. Donc son image u(d /) provient d’une probabilité de
Radon sur V, donc u(¢’)€ V. Comme u est continue pour les topologies o(E/, E),
a(G’, G), moins fines que celles de .V et U}, le théoréme du graphe fermé assure
que u est continue de Uj dans ,V. Mais elle n’est pas nécessairement continue
de o(U%, Uy) dans oV, (:V)’) ou a(V, V’); elle 'est stirement si ;U est un Banach
réflexif, car alors U, I'est aussi, et la continuité de U} dans .V entraine la con-
tinuité de o(Uj, U,) dans o(;V, (;V)), a fortiori dans o(V, V7).

REMARQUE. Dans la pratique, ce résultat 3) ne peut pas étre une belle dé-

couverte; il est slirement toujours visible que u envoie U} dans V, bien avant
qu’on ait toutes les propriétés des mesures o ou 2! De méme, le fait que u soit
ou non continue de o(Uj, Uy) dans o(;V, (:V)) ou o(V, V'), doit étre visible &
Ioeil nu tout de suite.
4) Soit 1 une probabilité de Radon sur o(Uj, U,), portée par un compact de di-
mension finie, de type A; identifions-I3 & son image dans o¢(E’, E). Alors u(1) est
de Radon d’ordre B dans V, donc aussi dans ;V puisque portée par un sous-espace
de dimension finie, et ’on a I’'inégalité tirée de (5.33) et de (5.37);
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(5.39) Bu()<c *By(0) Ay(v(0) A*Q) .

Dans cette inégalité, A*(1) est Sup A(e(2)) pour e dans la boule unité de U,; si
on prend le Sup pour e dans la boule unité du Banach U}, elle est plus grande, et
I'inégalité est a fortiori vraie, ce qui permet de considérer 1 indifféremment com-
me cylindrique sur (U}, Uy) ou sur Usj.

Il suffit d’appliquer le théoréme (2.4) pour aboutir aux conclusions désirées,

compte tenu de ce que la quasi-boule de o((;V)”, (:V)’) est compacte dans cette
espace, ou de ce que celle de ;V est compacte dans V=,V. Si, dans I’énoncé, nous
devons supposer la continuité faible de u de o(Uj, U,) dans .V ou V, c’est parce
que cela ne semble pas automatique, et que, sans continuité faible, cela n’a méme
pas de sens de dire que I’application est radonifiante.
5) Le cas p>0 se déduit immédiatement de ce qui précéde. Pour p=0, on re-
marquera, comme pour le corollaire (5.34), que p est d’un cotype (J;, V) et d’un
ordre (4, U), A J-poids (compact homogéne de la forme (1.12)). Soit alors A un
J-poids. Il existe alors un J-poids B, vérifiant Fubini (5.9): (B,J;)<(4, 4)
d’apres la proposition (5.7.16). On peut alors appliquer le 4) précédent, A étant
plus fort que L°; donc u est approximativement (A4, B)-radonifiante avec une
inégalité (5.38), ot B est remplacé par J,. Alors la condition 4) du théoréme (4.1)
donne le résultat.

REMARQUE. Ce n’est, apparemment, pas un triomphe; on a seulement obtenu
le méme résultat qu’au théoréme (5.15) ou (5.17), au prix d’échafaudages bien plus
compliqués. Mais, comme on le verra par des exemples, c’est ainsi que les choses
se présentent souvent en pratique, et non dans la situation simple du théoréme
(5.17). En outre, comme nous I’avons déja signalé, et comme les exemples du §6
le montreront, 'application des précédents théorémes est remarquablement auto-
matique.

§6. Exemples et applications.

(6.1) Cas d’espaces vectoriels de dimension finie.

Ces cas sont forcément trés élémentaires. Comme toutes les probabilités
cylindriques sont de Radon, les hypothéses d’approximation sont toujours réalisées;
en outre, la compacité de B et B n’est jamais nécessaire (voir remarque 1 bis
aprés la proposition (5.8)). Le théoréme de PROKHOROV (1.1) n’a pas non plus
3 étre utilisé. La seule chose qui interviendra sera la formule d’interversion de
Fubini (5.9). En définitive tout devrait étre trivial; les exemples (6.2) et (6.3)
montreront néanmoins qu’on obtient des applications intéressantes, ce qui prouve
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que leur caractére trivial n’était pas toujours apparu!

Ezxemple (6.1.2) Un théoréme de SALEM-ZYGMUND: Polynomes trigonométri-
ques aléatoires.

Nous prendrons E=G= & = &€ =C?**1, y=Identité. Nous appliquerons (5.15)

ou (5.8). Nous choisirons p d’une maniére qui va nous rapprocher des espaces
de suites qui serout traités en (6.II).
1) Considérons la suite Z=(Z,).,.<y de variables aléatoires, définie par Z,(t)=e?*"¢;
elles sont relatives 4 I’espace probabilisé (T, dt), ou T est le tore, et dt sa pro-
babilité de Haar. Elles définissent une fonction aléatoire f sur C?*¥*, 3 savoir
c=(c,) vimi<y '—’IENC"Z"’ donc une probabilité p sur C?*¥*1, i savoir p; au sens du
n° (1.19); f est décomposée (dimension finie!), et o est aussi 'image Z(dt) de dt
par lapplication Z:¢ > (e* "),y de T dans C* ™ et I’EN(:,,Z,. est la variable
aléatoire f(c) ou <Z, c).

LEMME (6.1.2;1). Soit P un polynome trigonométrique de degré <N, P(t)=
I”%vc,.c),z"””. S’il est majoré em module par M sauf sur un ensemble de
valeurs de t de mesure <1/(N+2)(*8), il est majoré en module par 2M partout.

DEMONSTRATION DU LEMME. Ecartons le cas trivial N=0. Soit 2M’ =1\f?¥ | P(¢).
On sait (BERNSTEIN) que l'on a alors |P/(t)|<2M’N. Alors, si |t—t,|<1/2N, on
aura |P(t)—P(t)|<M’, donc |P(t)|>|P(t))|l—M’. Or il existe un ¢, tel que
|P(t)|=2M’, done, sur tout un intervalle de centre ¢, et de rayon 1/2N, donc de
mesure 1/N, on aura |P(t)|>M’. Si donc I'ensemble des £ pour lesquels |P(t)|>M
est de mesure <1/(N-+2) done <1/N, on a nécessairement M’< M, ce qui démontre
le lemme.

Revenons alors & ce qui précéde. Si on suppose

Jiinso(dt, <Z, )=J/wna(dt, fe) <M,
c.ad. si

) 1
. 2iTnt <___.. ,
Mes{teT; I]"ENcne |>M} Ni2

le lemme nous dit que
Max | > c.e* " ™|<2M.

teT [m<N

Soit A 1a norme sur C*N*! définie par:

(6.1.2;2) Blo)=-LMax| 3 coed=™|;
2 teT In<N

(4%) On peut remplacer N+2 par N, sauf pour N=0 ou 1, ou par N+1, sauf pour N=0.
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c’est la demi-norme de V=_<# L~ (parce que c’est la demi-norme, dans L>(T, dt),
du polyndme trigonométrique .Z ¢, image par Fourier de la suite finie c€ C2¥N*1);
le lemme nous dit done que

Be) < Jywa(dt, f(€))=d1/nvialcp)) ,
done que p est de cotype (Jy/ w2, B).

Par ailleurs on a |Z,(t)|=1, donc ¢(t) est p-presque slirement dans la boule
unité de C?* *! pour la norme I”, c. & d. la norme «a, a(c)=|1§§2.§ le.l, de U=l~.
Done p est d’ordre (|| |, @) ou encore (J,, a) (le poids J, est aussi le poids || ).
Nous avons donc trouvé une probabilité o sur C2¥*!, de cotype (B, B), d’ordre
(4, a), avee B=J, /x40, A=J,ou | |l., f=demi-norme & L*, a=norme . Donc
I'application identique de C?*¥*! est (A, a; B, f)-radonifiante, si 'on a l'inégalité de
Fubini (5.9); celle-ci est vérifiée, d’aprés (5.7.3), si I'on a

(6.1.2;3) B=J,, A=J,, N;H%y.

On a donec démontré:

ProrosITION (6.1.2;4) L’application identique de C* *! est (J,,a;J., p)-
radonifiante, ou B est la moitié¢ de la norme F L”, a la norme 1°, pourvu
que ¢>(N+2).

En d’autres termes, en remplacant a par Ra, B par B/R, 8i 2 est une pro-
babilité sur C*N*1, scalairement concentrée a 7 prés sur la 1*-boule

B,={ze C?¥*!; 3 |z,I<R},
In|l<N

elle est concentrée a ¢ prés sur la # L -boule

B,={z€ C*¥*1; Max Il lZNz,.ez"’”"|<2R} .
n|<

2) Soit X=(X,)m<~ une suite de variables aléatoires réelles ou complexes,
X,:2—> C. Elle définit une fonction aléatoire linéaire g sur C2¥*1, & savoir
¢~ X ¢,X,, et donc une probabilité i, sur C*¥*'; g ou A, ou X est de type
(Jq,l;[;l;i et seulement si, pour tout c€ C?¥*1, tel que |clli»<1, on a J; (g, g(c))<1.
D’autre part les X, définissent une application p-mesurable ¢ de £ dans C2¥N*1,
et I'on a g(c)=<p, c>, et 4, sera d’ordre (J;, B) si et seulement si J, (g, Bop)<1.
On aura donc, en remplacant «, 8, par Ra, B/R, 0K R<+oo:

COROLLAIRE (6.1.2;5). Soit R>0. Soit X=(X,)n<y une suite de variables
aléatoires, verifiant:

(6.1.2;5) Ho€eld; Im{:"c.X.(w)l >R}<y
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pour c€ C*N*, |leli=<1; alors elle vérifie
(6.1.2;6) roef; %{arx I w%v X, (0)e?*™| >2R}<(N+2)p .
(6.1.2:10) Variables aléatoires subnormales:

Convenons de dire qu’une variable aléatoire complexe U est A-subnormale,
A>0 fini, si, pour tout (§,7)€R?, on a

6.1.2;11) & (exp (6Re U+ Im U))<exp (A2(&2+72)) . (49)

C’est le cas si U(*°) est gaussienne normale, avec A=1/4x, car

+ 2 Ez
S__mexp (Et—ntd)dt= exp(4 2) .

C’est aussi le cas si U est la variable du jeu de pile ou face, égale & +1 avee la
probabilité 1/2, avec A=1/+"2:
& (expelU)= % (e*+e¢)<exp (é— 62> .

Supposons que (U,) <y soit une famille finie de variables aléatoires indépendantes
A-subnormales. Alors, si les a, sont des nombres complexes,1 I%Vla,.P:S", la

variable‘ EN a,U, est AS-subnormale. En effet, les variables étant indépendantes,
nl<
I’espérance du produit est le produit des espérances, donc

6.1.2;12) & (exp (EMEN Rea,U,+ nl"EN Ime,U,))
= EN & (exp ¢Rea,U,+7Ima,U,))
”EIN & (exp ((¢ Re (a,)+7Im (a,)) Re U,

+(7 Re (@,)—& Im (a,)) Im U,))
< nEIN exp (A2(£2+7?)|a,|?) <exp (A2S2(£2+72) .

I

Si U est A-subnormale, on a l'inégalité:

(6.1.2;12 bis) L (exp k|U)< & (exp k|Re Ul exp k|Im UJ)
< & ((exp(k Re U)+exp(—k Re U))exp(k Im U)+exp(— kIm 0))
= ¢ (exp (kRe U+kIm U))+ & (exp (kRe U—kIm U))
+ & (exp (—kRe U+kIm U))+ & (exp (—kRe U—kIm U))
<4 exp (2k2A?) .

(%) & veux dire: I’espérance mathématique.
(%) Le A de A-subnormale n’a aucun rapport avec le poids A antérieur, et la vanable
aléatoire U n’a aucun rapport avec ’espace U antérieur!!!
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En particulier, U est de tout ordre p fini >0, et
(6.1.2;12 ter)  F(IUI")< & (exp (pIU1)) <4 exp (2p*A?) .
Si U est A-subnormale et symétrique, on a des inégalités meilleures, car
& (Re U))= & ((Im U)")=0
pour % impair;

(;:;' Z (Re U< & (exp (kRe U))<exp (A2k?) ,

d’ol, en faisant A2%k:=n:

& (Re Uy")<(@n)! £

n Aﬁn
n®

et

(6.1.2;12 quarto) Z(IU*")<2" & ((Re U)*)+ & ((Im U)*")
<(2n)! ( ZeA* )' L C2ptre=2n/ 'y 2 APy~
n
<Cn!(84%»",

C constante universelle; ce qui est meilleur que 4¢®**4* donné par (6.1.2;12 ter).
On en déduit aussitdt, toujours pour U symétrique et A-subnormale:

61212 quint)) & (exp IU)= 5 & (% |U|2“)

C . 1
1—8kA? <40 si k< AT

<C X (BkAd)"=
n>0

Ceci posé, soient U,, |n|<N, des variables aléatoires indépendantes A-subnor-
males. Cherchons & réaliser (6.1.2;5), avec ananUn,’ %v (a,)?=S2. Utilisons
(6.1.2;12), et (6.1.2;12 bis) avec AS au lieu de A4; il vient, pour |¢l;-<1:

(6.1.2;13) Hoe2; | |n§N .2, U, (0)|> R}
<exp (—kR) & (exp (k| |1.§'1v caa U,l))
<4 exp (—kR+2k*A2S?) ,

R__.
4428 °

—R:
(6.1.2;14) HoeR;| 3 cranUn@)>RE<4 exp( 3AIS? ) .

Ceci est vrai pour tout k>0. Faisons k=

(Donc 6.1.2;5) sera réalisée, si
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6.1.214 bis) 4exp (— <y ou R> %AS«/I—og_(l/ry) ,

R2
w5
C constante universelle convenable. Il restera a transporter cette valeur de R dans
(6.1.2;6). Raisonnons sur le polyndme trigonométrique aléatoire P= I,E;.NX,.eZ"”“:

COROLLAIRE (6.1.2;15). Soit P un polynome trigonométrique aléatoire de
degré <N, P(t)=m§NX,,e2"‘”’, ou les X, sont des variables aléatoires indépen-
dantes, subnormales avec des inégalités:

Xn:anUnvl EN |, |2=82, ¢ (exp (¢ Re U,+7Im U,))<e42 2+

pour |n|<N, (& 1)€ R2

Alors la variable aléatoire I\ilea;: |P(t)| est majorée par CSA ~log (I/7) avec
une probabilité >1—(N+2)y, C étant une constante universelle convenable.

On prend souvent p=1/N?, alors (N+2)7~1/N, et +log A/y)~+'2log N.

C’est un théoréme de SALEM-ZYGMUND (*!); naturellement la démonstration clas-
sique est essentiellement la méme qu’ici; elle est “plus courte” puisqu’elle ne
nécessite pas les dizaines de pages qui ont précédé le présent corollaire, mais,
comme nous l’avons dit au début de (6.I), en dimension finie, tout ce qui précéde
est trivial. L’intérét des présentes méthodes est que ’on peut, en partant prati-
quement de n’importe quelle étude d’une probabilité p, comme celle qui précéde
le lemme (6.1.2;1), obtenir un théoréme!

Exemple (6.1.3). L’inégalité de MENCHOV.
Prenons toujours E=G= & = £ =CY. Considérons la suite finie de variables
aléatoires Z=(Z,),<.<n, sur le tore T, muni de sa mesure de Haar dt, définie par:

6.1.3;1) Z,(t)y=(e¥ ™"t e2im (ML ... - eBENY) f(E)

ol f est une fonction >0 que nous préciserons plus loin, qui actuellement doit
simplement étre intégrable.
Pour toute suite ¢=(c,),<.<y complexe, on a

6.1.3;2) e, Z>= %1 cnZn=( ivi_“l C.e** ") f(t) ,
avec
(6.1.3; 3) Cn=cl+02+ DRI

c’est pour obtenir les sommes partielles C, que nous introduisons cette sorte de
variables aléatoires Z,.

(51) Voir J.P. KAHANE [1], chap. VI, page 54.
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Supposons qu’on ait I'inégalité |<c, Z>||.?(r.ay<1, pour un p>1. Si 1/f€
1 N .
L*(T,dt), avec [1/fl.#" (r.an=1, on en déduira || 3 Cpe**"|| 11,4y <1, donc
n=1
Sup [C,[<1.
1<n<N'
Si donc nous appelons V I’espace C¥ muni de la norme

(6.1.3;4) lelly= Sup |C,I,
1<na<N
on voit que la suite (Z,),<,<y est de cotype (p, V), donc définit une probabilité

p sur C¥ muni de la norme de dual de V, de cotype p, avec *|pl»<1.
Nous prendrons pour f la fonction

ket pour % <t<1,
(6.1.3;5) f)=
1\v* 1
k(N) pour 0<t<—ﬁ,

k étant choisi pour que [|1/f]|l.*" (r.an=1. Comme

o (! dt , (N .
k- S - +k? S Ndt=Fk "'(log N+1),
/N

0

on doit prendre k=(log N+1)V/*’,

[Le motif du choix de cette fonction f apparaitra mieux ensuite. C’est au
voisinage de 0 qu’il est intéressant que f tende vers 0; nous voulons que 1/
soit intégrable; le “cas limite” est obtenu par 1/f* =const.1/t, qui n’est pas
intégrable, mais qui, remplacée par une constante dans l’intervalle [0,1/N] le de-
vient; le choix de 1/N viendra du fait que la variable Nt va intervenir].

Soit @a=(a,),<.<y une suite de nombres complexes, et prenons pour v l’appli-
cation @:(Cp)icncn P (@aCh)icncy de CV dans lui-méme. La suite aZ=(a,Z,)i<ncn
est dans I® (i.e. C¥ muni de la norme [*), donc définit une probabilité de Radon
sur l?; est-elle d’ordre p? Nous avons & majorer

1/p
(6.1.3;6) laZ lp.19=[[0(0) Ip.19= (S( = |a,.z,<t>|")dt) .

Comme |e?*™t+ ... +e%*Nt|<Min (2/t, N), on aura

(6.1.3;8) e =t ... 4 VY | f(2)]

, , 2 , 1
—t"’—tw (log N-+1)"' = -2 (log N+ 17" pour . <t<1;
<
1 1/p’ , /o 1
N<ﬁ) (log N-+1)/” =N1/* (log N+1¥*' pour 0<¢< - .
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Dol

§1 3 ayZ, ()P dt <2°( X |a,|”) log N(log N+1)** ,
1N » n

1/N
S 3 lanZ, )P dt <( X |an|”)(log N+1)*7"
P n
d’ou

6159 lool=(| Siazore)”

T n

< (Kzg Nla,,l")"”(log N+1)V?' (27 log N+1)V? ,

La formule (5.20) donne alors

(6.1.3;10) (‘1) <C(S la,|?)/?(log N+1) ,

ol C est une constante universelle; ‘v est ici considérée comme application linéaire
de C¥, muni de la norme I*’, dans C¥, muni de la norme de V. Les calculs ont
été faits pour p fini, mais subsistent pour p=-+oo.

D’ou:

PROPOSITION (6.1.3;11) (Inégalité de Menchov généralisée).

Soit a=(a,)cn<y une suite finie. L’application a:(x,)— (a,x,), de CV
dans lui-méme, est p-radonifiante, 1<p<+oo, de C¥ muni de la norme 1%,
dans C¥ muni de la norme (6.1.3;4), et 'on a Uinégalité:

7p(a@) <C(1+log N)(K%Nla,.l’)”’ ,

o C est ume constante universelle.

St X=(X,)1<n<n €st une suite de variables aléatoires sur un (2, ), de type
p, on a Uinegalite

/
(S ( Sup o Xy(w)+ --- +a,.X,(m>|)"dp(w))’ ’
g 1sSn<N
<C( S (a,?)?(1+log N)
1€a<N

X Sup (SﬂlZc,.X,,(w)i’d;x(w))ll’ .

flell;p<1

C’est I'inégalité de MENCHOV généralisée. Pour p=2, on obtient I'inégalité de
MENCHOV, relative & une suite orthonormée X=(X,),<»<x; les X, sont supposées
deux 3 deux orthogonales, de norme quadratique 1, de sorte que X est de type
2, avee |X[f=1. Alors
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COROLLAIRE (6.1.3;12) (Inégalité de MENCHOV) (). Soit X=(X,).<n<y Une suite
finie de variables aléatoires orthonormées. Alors on a Vinégalité:

/:
(S ( Sup | X(w)+ - +anx,(w)|>2dp<w))‘ :
g l<n<N
<O S la,)/41+l0g N) ,

ot C est une constante universelle.

De 14 on déduit classiquement le théoréme de MENCHOV, qui dit que, si
X=(X,)nen est une suite infinie orthonormée de variables aléatoires, et si
,ENIa,.IZ log*’n<-+co, alors la série E.Na,‘X,, converge presque slirement. Mais
nous le retrouverons plus loin, par application directe du théoréme de dualité.

Bien entendu la proposition (6.1.3;11) n’est pas forcément intéressante pour
toutes les valeurs de p. Prenons p=1 ou méme <1. L’inégalité | X||¥<1 s’éerit

|| e Xulo)dute) < S leal”;

elle entraine
S X0 (0) P dpe) <1
Q
pour tout 7, qui & son tour entraine l'inégalité antérieure. Et alors

S (Sup [ Xiw)+ -+ +axXu()))du)

2 1<n

< S 5 1o, 1?1 X, (@) Pdp@) < 3 layl”
an »

ce qui est une inégalité meilleure que (6.1.3;10), sans terme en log N. On peut
en dire autant pour p=-+oo. Dire que [ X|[¥~.<1, c’est dire que IZ”: c.X,| reste
bornée par 1 sur 2 si Sup lc,/<1. Alors bien évidemment

(6.1.3;13) Sug lgugv |ay Xy(w)+ -+ +anX”(w)l<Sl:p laal,

sans terme en log N. Il est possible que 2 soit la seule valeur de p pour laquelle
I’inégalité obtenue soit intéressante.

Exemples: (6.II): suites infinies de variables aléatoires.

Considérons 'espace K" des suites de nombres (réels ou complexes, suivant que
K=R ou C; fréquemment nous remplacerons K" par K?), muni de sa topologie
produit. Son dual K™ est I’espace des suites finies; la topologie *-forte sur ce

(5%) Voir DooB [1], théoréme 4.2 (chap. IV, §4).
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dual est la topologie fine de K™, limite inductive de celles des sous-espaces de
dimension finie K{.t.2.-*."} ou aussi de tous les sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie. KV et K'™ gont réflexifs, chacun est le dual de l'autre, et ils sont
tous deux nucléaires et conucléaires, et tonnelés. Toute probabilité cylindrique
sur K" est de Radon, comme limite projective dénombrable de ses projections sur
les quotients de dimension finie K{©.t.-:*."},

Nous nous placerons alors dans les conditions du théoréme (5.32). Les grands
espaces &, &, seront o(KY, K™), les petits E, G, seront K™, les injections
E— &,G— %, étant 'injection continue naturelle K™ — o(K", K™). Fréquem-
ment v sera I’identité; autrement, elle devra appliquer continuement K" dans lui-
méme (ou o(K", K™), c’est la méme chose), et appliquer K dans lui-méme
(auquel cas elle sera sfirement continue, toute fonction linéaire sur K™ étant
continue). L’espace V sera un espace bitopologique K'™cC Vcoa(K”, K'™), la 28me
injection étant continue (la premiére l'’est aussi automatiquement, mais on ne
g’en sert pas). L’espace U sera lui bitopologique K™Mc Uca(K", K‘M), avec des
injections continues. Il devra en outre posséder une certaine propriété d’approxi-
mation sur laquelle nous reviendrons.

Soit 2 une probabilité de Radon sur K". Elle définit une suite de variables
aléatoires (X,),en, X,:(2,)> K, ou 2 est K", py=21, X,=n,, projection de K"
sur son n-iéme facteur K. Inversement toute suite de variables aléatoires (X,), e
X, p-mesurable 2> K, 2 et ¢ quelconques, définit une telle probabilité 2; car
elle définit une fonction aléatoire linéaire f sur K™, avec f(c)=n§vc,.X,,, d’ol une
probabilité eylindrique 2,=4, qui est de Radon; d’ailleurs f est décomposée, f=o¢*,
ou ¢ est I'application p-mesurable o+ (X, (®)),.~y de £ dans KV, de sorte que 'on
a aussi 7=¢(¢). On sait qu’il y a ainsi correspondance bijective entre les pro-
babilités (cylindriques ou de Radon) sur KV, et les classes d’isonomie de suites de
variables aléatoires (X,),e~. Si alors A est un poids homogéne, la probabilité 2
est de type (4, U), si et seulement si (définition (5.30)) elle est de type A relative-
ment a la topologie (K™); induite par .U sur le dual K™ de K"; cela exprime
exactement que, si c€ K™ converge vers 0 dans K™ pour la topologie induite
par U, Ay, "ch,,X,,) converge vers 0; et alors A¥(2)= Sup A(p,ﬂ,f‘_.Nc,X,‘).

ceK(N),Ilcl'V<1
De méme, 2 est de type (p, U), 0<p<+0, si et seulement si c— ENc,X,. est
ne

continue de K™, muni de la topologie induite par .U, dans L*(2, ¢); et aussi si,
pour |clly borné, ce K‘”’,ﬂ%vc,.Xn est borné en moyenne d’ordre p.

De méme, p est de cotype (B, V), si et seulement si, pour c€ K™, la conver-
gence de B(y, ENc,.X,‘) vers 0 entraine la convergence de ¢ vers 0 dans K™ pour
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la topologie de la quasi-norme de V; et *By(0)=  Inf By, 3 e X)) et p

ce KN, el <1
est de cotype (p,V), 0<p<+oo, si et seulement si, pour c€ K™, la conver-

gence de nZE:Nc,.X,, vers 0 dans L*(%2, #) entraine la convergence de ¢ vers 0 dans
K™ pour la topologie de la quasi-norme de V.

ProPOSITION (6.I1.1) Soit (X,)..~ une suite de variables aléatoires, associée
a une probabilité 2 sur K", et soit ;U complet, normal par tromcatures (%).
Pour quielle soit de type (p, U), il faut et il suffit que, pour toute suite c€ U,
la sériegchn converge en moyenne d’ordre p (en probabilité si p=0).

Cela résulte de ce que ,U est de Baire (voir démonstration de SCHWARTZ [2]).

PRroPOSITION (6.I1.1 bis) St .V est complet, et si les X, sont des variables
aléatoires réelles, symétriques et indépendantes, non nulles, la suite (X,)nen
est de cotype (p, V), st et seulement si, pour c€ K", la convergence de la série
:ﬁoc,,X,. en moyenne d’ordre p (en probabilité pour p=0) entraine ce V.

B La démonstration est la méme que celle de la proposition (2.0) du §2 de
Schwartz [2] (La démonstration pour p quelconque est & peine différente de ce
qu’elle est pour p=0: si u et v sont deux variables aléatoires réelles indépendantes
symétriques, on a toujours Esp. (|u|?)<2Esp. (lu+v|?).)

Regardons maintenant les propriétés d’approximation.

THEOREME (6.11.1 ter) Supposons réalisées les hypothéses de la proposition
(5.29), avec E=G=K"™, &= 2 =K". Supposons en outre que les r; convergent
vers Uidentité dans (K™, K™). Alors toute probabilité sur K", de type
(A, a), est de type (K™, U)-(A, a)-approximable.

L’intérét de cet énoncé est que non seulement il raméne la propriété spéciale
d’approximation & la propriété usuelle, comme la proposition (5.29), mais qu’il
permet de supprimer toute hypothése d’approximation.

DEMONSTRATION. Soit donc 2 de Radon sur K", de type (4, a). Considérons
les 2;=*'z;2). Chaque ‘r; applique continuement K" dans K'Y, donc un Fréchet
dans un dual de Fréchet, donc elle est “bornée”, autrement dit il existe un ouvert
d’image bornée; comme les bornés de KV sont de dimension finie, I'image ‘z (K")
est de dimension finie. Donc 4; est une probabilité de Radon portée par un sous-
espace vectoriel de dimension finie. Le calcul fait dans la démonstration de la
proposition (5.29) montre que 2; est de type (A, &). Il reste 4 montrer que 4 est
limite cylindrique des 4;. Par transposition, et compte tenu de ce que les parties
équicontinues de (K™)’ (resp. KV)’ sont les parties relativement compactes de K"
(resp. K™Y, les ‘z; convergent vers I'identité dans <~ (K", K"). Soit alors w une

(53) Voir SCHWARTZ [2], page 4b.
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application linéaire continue de K" dans un espace vectoriel de dimension finie.
Les wo'z; convergent vers w, uniformément sur tout compact de K"; d’aprés le
théoréme 2 du chap. 2, § 3, de la 2!me partie de SCHWARTZ [1], les we'zr (4) convergent
étroitement vers w(4), 1 étant scalairement concentrée sur les compacts puisque
de Radon. Donc les 1; convergent cylindriquement vers 4. CQFD.

COROLLAIRE (6.I1.1 quarto). Supposons que les quasi-boules de U soient
stables par tromcature. Alors toute probabilité 2 sur U, de type (A, U), A
homogeéne, est de type (K™, U)-(A, U)-approximable, et les conditions du théo-
réme (5.82) sont réalisées, avec c=1, et A}*())=A*(Q).

Rappelons que la j-iéme troncature est I'application ¢+—¢;, ou (¢;.=c, pour
n<j, 0 pour n>j); alors ces troncatures sont les applications ;. Puisque U
a ses boules stables par troncature, on a, pour tout e€ U, |z,e)ly<llely d’ot
(5.82) avec c=1.

Il nous reste maintenant & donner une suite d’exemples.

Exemple (6.11.2;1). Un théoréme de KHINTCHINE et KOLMOCOROV.

Prenons pour e la probabilité associée & la suite Z=(Z,),.~ de variables aléa-
toires indépendantes du jeu de pile ou face, égales & +1 avec la probabilité 1/2.

Cette suite de variables aléatoires est de cotype (p, [?), pour tout >0, et de
type (p, I?), pour tout p>0 fini. Pour p=0, on peut en effet appliquer les proposition
(6.I11.1 et 1 bis): la série gocﬂZn est convergente en probabilité, si et seulement si
c¢€l?(**). Puisqu’alors elle est de cotype (0, [2), elle est a fortiori de cotype (p, l?)
pour tout »p>0. Montrons qu’elle est de type (p,[?), pour tout p fini >0, sans
utiliser la proposition (6.II.1). Les Z, sont (1/2)-subnormales et indépendantes, alors
ENc“Z,, pour ¢ € K™, est une variable subnormale vérifiant une inégalité analogue
a (6.1.2;12) avec S=llc|;z; si ce K™ converge vers 0 dans /2, on déduit aussitdt
de (6.1.2;12 ter) que <Z, ¢) converge vers 0 en moyenne d’ordre p, pour tout p
fini, en probabilité pour p=0. Iei :V=I2, Banach, V=o(l?,[?). Les Z, sont bornées
en module par 1, donc elles définissent une application & valeurs dans [*c K*, mais
qui n’est mesurable que pour la topologie o(l°, I') (cet espace est lusinien, et I’ap-
plication est mesurable pour la topologie plus faible induite par K") et non pour
la topologie normée l*. Nous devons donc prendre V=o(l>, ') les quasi-boules
étant les boules de I°; et alors p provient d’une probabilité de Radon sur V,
d’ordre p pour tout p>0. Donc p est de cotype (p, 1% et d’ordre (p,s(l>,1Y)),
0<p<+oco. En appliquant le théoréme (5.32), on en déduit que, si 1 est de
Radon sur K", de type (p,a(l>, 1Y), elle provient d’une probabilité de Radon

(54) SCHWARTZ [2], page 45.
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sur 12, d’ordre p. Si 1 est définie & partir d’une suite (X,)..y de variables aléa-
toires: 2—> K, le type (p, o(I=, ') se vérifiera comme suit: si c€ KV converge
vers 0 dans K™, pour la topologie induite par I* (ou par c%), ENc,,X,. converge
vers 0 en moyenne d’ordre p; ou encore, d’aprés la propositior: e(6.II.1), si, pour
tout c€ ¢’ la série ENG,,X,‘ est convergente en moyenne d’ordre p. Le fait que
2 provienne d’une probabilité de Radon sur l? s’exprime alors en disant que l’ap-
plication définie par (X,),.y: 2— K", est presque sfirement & valeurs dans [2, et
mesurable & valeurs dans I?; comme [? est polonais, cela veut simplement dire que
(Xa)nen est presque slirement dans [2. D’autre part on peut appliquer la pro-
position (5.36), avee U,=c°, o(U}, Uy)=a(l, c®); ’application identique de (i, ¢°)
dans [* est faiblement continue. On aura donc:

PROPOSITION (6.11.2;2) (KaINTCHINE et KOLMOGOROV) (%%). Soit 0<p<+oo. Soit
(Xo)nen une suite de variables aléatoires, telle que, pour toute suite c€c® (i.e.
tendant vers 0 a U'infini), la série "gnc,.X, converge en moyenne d’ordre p (%).
Alors la série ENIX,,P converge presque strement, et en outre la variable
aléatoire ( ENIX,.P)W est d’ordre p (moyenne d’ordre p finte). L’application
tdentique de o(lt, c®) dans I* est p-radonifiante, pour tout p>0. Pour p>0, on
a Uinégalité

(6.11.2;3) (Z(('ENIX,.P)’“))‘/‘KM Sup (g(l}e}’vcnxnl’))‘/’

ceCM,jlclle<1

ol Ty, norme p-sommante de Uinjection 1! — 1%, décroit avec p.

En fait, seuls les cas 0<p<2 ont de I'intérét, car, pour p>2, la proposition
(6.I1.3;1) donnera des résultats plus avantageux.

REMARQUE. Comme 1’a remarqué KWAPIEN, un opérateur de Hilbert-Schmidt
entre deux espaces hilbertiens se factorise par 1*-512, ol « est une application
diagonale (¢u)nen— (@nCa)nen, avecn,z‘_,NIa"|2<+oo; alors elle se factorise par
[25 01 > 12, la 22me application étant l'injection canonique, et alors la proposition
(6.I1.2;2) montre qu’elle est 0-radonifiante, nouvelle démonstration de la proposition
(5.20.1).

Exemple (6.11.3) Séries de Fourier aléatoires.

Soit T le tore muni de sa probabilité de Haar dt, et considérons la suite de
variables aléatoires de Fourier (¢t e%*"™),cz. Elle définit une probabilité de Radon
p sur C?. Il est bien évident que, pour p>1, elle est de cotype et type (p, & L);
car c€ C® converge vers 0 dans & L® si et seulement si Ezc,,e“""‘ converge

(55) Voir KHINTCHINE et KOLMOGOROV [1].
(%) On sait alors qu’il en est de méme pour c€l™, si p<+co. Voir SCHWARTZ [3].
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vers 0 dans L?, d’aprés la définition méme de ’espace de suites .&# L?. On peut
done prendre V=% L?, si p>1, avec ,V=0(F L?, F L*); et *|pls,=1.
D’autre part, |e**"'|=1, de sorte, que, comme dans I’exemple précédent, p provient
d’une probabilité de Radon sur U=o(l~, ') (il s’agit ici de I°(Z),IYZ), et non de
I°(N), IM(N), comme dans les exemples antérieurs). En outre, |p|,.;=1. Pour
p=1, il faut remplacer L! par M=(’, espace des mesures de Radon sur 7, avec
sa norme et sa topologie o(M, C), de fagcon que sa boule unité soit faiblement
compacte. Alors, par le théoréme de dualité, si 4 est une probabilité sur C%, de
type (p,[l”), elle provient d’une probabilité de Radon sur & L? (remplacé par
o(F L, # LY pour p=-+co, o(M, C) pour p=1). Ici encore on peut appliquer
la proposition (5.36) avee o(Uj, Uy)=0a(lt, c°).

On observera que les résultats acquis ici sont moins bons que ceux de la pro-
position précédente pour p<2, les mémes pour p=2, meilleurs pour p>2. En
effet, 2c & L® pour p<2, &# L*Cl?® pour p>2. Aussi pouvons-nous, méme
pour p=1, conserver ici & L' au lieu de & M, puisqu’'on peut méme prendre
P= L* Alors:

PRoPOSITION (6.I1.8;1) Soit p>1. Soit (X,)nez une suite de variables aléa-
toires: 2— C, telle que, pour toute suite c€c%Z), la sé'riegizc,,X,. soit conver-
gente en moyenne d’ordre p. Alors (X,),cz est presque stirement dans F L?,
pour 1<p<+oo; autrement dit, pour p-presque tout w€ 2, (X,(),ez est une
suite de coefficients de Fourier d'ume fonction F, de L?(T,dt). En outre, la
variable aléatoire (X, nezll+1? est d’ordre p:

1/? 1/»

632 (| ol Fora)’ < sw (|15 an@raw) .

2 T c€0(2),[lelj,0<1 \ J0 7€EZ
L’application identique de o(l*, c)) dans F L®, pour p<-+oo, dans o( F L=,
F LY) pour p=-+o, est p-radonifiante, de norme n,<1.

REMARQUE. Le caractére semi-trivial du résultat obtenu saute aux yeux. Ce
n’est pas étonnant; les propriétés de p sont triviales, et, comme sur C? toutes les
probabilités cylindriques sont de Radon, et que les troncatures C?— C'® donnent
des approximations immédiates, le théoréme de dualité ne peut se résumer ici qu’en
Fubini et la compacité faible des boules de &# L? (pour 1<p<-+o0). Donnons
effectivement une démonstration élémentaire du résultat ci-dessus, pour p fini
pour simplifier. Pour N fini, on a de toute évidence, par Fubini:

6139 | dw| |3 Keeerar
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=S dtS | 3 X, (@)e™|°dpu(w)
T 2 In|<N

< Sup SIchXn(w)l’d#(w)=M (M=(|A]%?) .

ce €2 el u<1 Jo IMI<N

Mais la faible compacité de la boule de L” entraine ceci: si ¢=(c,).cz est une
suite, ou bien

lim. inf.S | S ce¥ ™|Pdt< 4o ,
T InISN

N—too
auquel cas c est la suite des coefficients de Fourier d’une fonction G, de L*(T, dt),
et alors

lim S | > c,.e“’””l”dt=STIGD(t)l’dt;

N—+oo Jp In|<N

ou bien

lim. inf.g | 3 cq.e®™™|Pdt=+c ,
T InI<N

N—too

et dans ce cas nous écrirons, de maniére purement formelle,
S 1G.(8)|Pdt=+oo .
T

(C’est purement formel, en ce sens que G. n’existe méme pas!). Le théoréme de
Fatou donne alors, si nous abrégeons par F, la fonction G., ot ¢=(X,(@))nez:

(6.11.3: 4) S d,u(w)g \F.(£)|7dt <lim. inf.S d,u(w)S | 3 X, () |?dt< M.
2 T N—roo ] T Inl<N

Cela redonne l'inégalité (6.11.3;2), et le fait que, pour p-presque tout o,
(X, (@), ez est dans & L. Donc la proposition (6.II.3;1) est en fait triviale, et
ne mérite d’étre retenue que parce que, pour p=>2, elle donne un résultat meilleur
que la proposition (6.I1.2;2). J’ignore d’ailleurs tout-a-fait si I'on pourrait obtenir
d’autre résultats meilleurs, méme par d’autres applications du théoréme de dualité!

COROLLAIRE (6.I1.3;5). Soit (@n)ncz ume suite de 13(Z). Soit (U,)nez unme
suite de variables aléatoires indépendantes: (2, p) > C, A-subnormales, c. a d.
vérifiant une inégalité (6.1.2;11). Alors, pour p-presque tout w€ 2, la suite
( Up(@)), .z est sutie de coefficients de Fourier d’une fonction de LP(T,dt),
pour tout p fini (*).

DEMONSTRATION. En effet, nous avons vu que la suite de variables aléatoires

(57) Voir J.P. KAHANE [1], proposition 10, page 44.
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X.=a,U, est alors de type (p,[”), voir (6.1.2;12 ter). On peut obtenir mieux,
avec des variables aléatoires indépendantes subnormales symétriques.
ProPosITION (6.11.3;6). Supposons que les U, soient des variables aléatoires
2-C, indépendantes symétriques A-subnormales- (inégalité (6.1.2;11)). Soit
(@n)ncz une suite de nombres complexes, E.Zla,,lz=82<+oo. Alors, pour p-pres-

que tout w€, (X, (w)=a,U,(®)),cz est suite des coefficients de Fourier d’une

fonction F,:t—F,t), telle que exp (k|F,1?)€ LAT, dt), si k<1/8S%A2, et on a
Uinégalitée
C
JI1.8;6 bi F,@)»dt< ————,
(6.IL.3;6 bis) Sndy(w)grexp POt < s
C constante universelle. (°7)

DEMONSTRATION. Prenons toujours E=G=C?, & = £ =C?, y=v=identité.
Prenons pour B le poids

6.11.3;6 ter) Bo)= 8 exp (ks?)dv(s), ve P (R,) .

Comment alors choisir 5 pour que o, définie par les variables aléatoires (£ — €**"*), ¢ z,
soit de cotype (B, #)? On a, pour ¢€ C?:

6.I1.3;7) B, Ezc,,e“""‘)=g exp (k] 5 c.et*dt .
ne T ne

Nous prendrons donec pour V l’espace CZ? lui-méme. Nous prendrons pour S la
fonction égale & +oo aux points de C? qui ne sont pas des suites de Fourier de
fonctions, et, pour ¢c=% G., G.€ L\(T, dt), définie par la formule

Blo)= S exp (KIG.()dt < + o .
T
On a bien B(c(o))=8(c), c€ C®. Montrons que 3 est compacte sur C?. Comme
Bo=3 LS |G.(t) 2d
n=0 n! Jr

il suffit de montrer que chacune des fonctions m—»S |G.(t)I?"dt est compacte; en
T

effet, dans ce cas, B sera semi-continue inférieurement comme somme de fonctions
semi-continues inférieurement >0, et minorée par une fonction compacte, donc
compacte elle-méme.

Or l'ensemble des ¢ pour lesquels | [G.(t)[*"dt<M n’est autre qu’une boule
T

de L**(T,dt) munie de la topologie o(L?*", C®) de la convergence simple des
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coefficients de Fourier; cette boule est faiblement compacte dans L**, donc a for-
tiori dans ¢(L%**, C'®),

Ensuite p provient d’une probabilité de Radon sur la boule unité de o(I=, 1Y),
portée par la sphére unité. Elle est done d’ordre (A, a), si A est le poids

1 . . N N
_ﬁ” i, @ la fonction égale & M sur cette boule et & +oo en dehors, ecar

a(p)=0u1 € FP(R,), et '1—||5<+M)“1=1; nous choisirons M plus loin.

M
D’autre part, si nous prenons A=B, B=A, la formule de Fubini est réalisée,
d
S “0) Sexp (l.f2(z, 9))dpe(z) = S 29, Sexp (kl.f*(z, DA (y) .

Done, st 2 est une probabilité de Radon sur C?, de type (A,a), elle est une
probabilité de Radon d’ordre (B, B).

Partons donc d’une suite (U,)..z de variables aléatoire 2— C, indépendantes
symétriques A-subnormales, et de X,=a,U,, ZZ la,|2=S82. Alors on sait que

pour ceC?® EZc,,X,,= Ezcna,, U, est AS-subnormale, également symétrique
(inégalité (6.1.2;12)). Alors (6.1.2;12 quinto) montre que, pour [ecli=<1:

(6.11.3; 8) Ay, EZC”X")= & (exp ki "Z‘_.zc,.X,.lz)

c 1
<Teksrar POV k<gmgr e

e

. c
done (Xues st de type (4,0 sl 75
M= 1—8kA2S2° Alors elle sera d’ordre (B, ), ce qui signifie exactement que,

<M; nous -choisirons done

pour g-presque tout o, (X,(®)),.z est dans I’ensemble des points ol 8 est finie, c.
a d. suite de Fourier d’une fonction F', sur T, avec exp (k|F,|?)€ L\(T;dt), et
qu’on a l'inégalité (6.11.3;6 bis).
Exemple (6.11.4). Applications radonifiantes dans les espaces de suites 1°.
Soit (Z,),.~ une suite de variables aléatoires, indépendantes, réelles, suivant
la loi stable d’indice s, 0<s<2, de fonction caractéristique ¢+ exp (—I[¢|°) (*°).
Elles définissent une probabilité o sur RY, dont nous allons chercher les
propriétés. Pour c€ R™, la variable "GEI‘.V ¢, Z, suit une loi analogue, mais de para-

métre |c[,s, c. & d. de fonction caractéristique t— exp (—llc/li|¢|"). Done, pour

(%8) Dans ces formules, A est employée avec deux significations différentes: dans (A4, a),
c’est un poids, égal & B, défini a (6.I1.3;6 ter); dans C/(1—8kS2A4?), c’est un nombre,
les variables aléatoires X, étant supposées A-subnormales. Le lecteur, espérons-le, s’y
retrouvera!

(5%) Pour s=2, ce n’est donc pas la loi de Gauss normale exp (—zz?)dz, d’image de Fourier
t+— exp (—nt?).
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ceC™, si ”%vc,,Z,. converge vers 0 en probabilité, ¢ converge vers 0 dans I’, et
p est de cotype (0,1°), a fortiori de cotype (p,1®) pour tout »>0. Pour le théo-
réme de dualité, son type n’est pas intéressant, mais il sera utile de le connaitre.
La loi stable d’indice s est de la forme 6,(x)dx, ou 6 est continue >0, et se com-
porte & l'infini comme |x|°~! pour s#2; alors son moment d’ordre p est fini pour
p<s, infini pour p>s. Pour s=2, c’est une loi de Gauss, et tous ses moments
d’ordre fini sont finis. Done, si ¢c€ C'™ converge vers 0 dans I°, n.;‘_‘,Nc,,Z,, converge
vers 0 en moyenne d’ordre p pour p<s, si s#2, pour tout p fini si s=2; autre-
ment dit p est de type (p,[°), avee p<s, si s#2, et p fini quelconque si s=2.
Soit ensuite a=(a,),.y une suite de nombres réels. On considérera 1’application
diagonale, que nous noterons «, de R™ dans R" et de R™ dans B™:(c.)nen
= (@,Cu)nen. Clest elle qui sera I'application v du théoréme (5.29). Les espaces
1 ont tous la propriété d’approximation par troncature, permettant d’appliquer la
proposition (6.II.1 ter) et de supprimer toute hypothése d’approximation.

L’espace bitopologique V sera ici: pour 1<s<2, l’espace a(l°,1%), avec la
norme I°; pour s=1, I’espace o(l, ¢’ avec la norme I!'; pour 0<s<1, I’espace
a(l’, K™) (topologie induite par KV) avec la quasi-norme [°; il est bien ainsi tou-
jours vérifié que la quasi-boule est compacte pour la 12re topologie de V. L’espace
U sera 1l avec sa quasi-norme et sa topologie, si ¢<-+oo, et o(l”, ') avee la
norme [* si g=+o. L’image v(0) proviendra alors d’une probabilité de Radon v
sur U, si et seulement si la suite (@,Z,),.n est p-presque slirement dans I?. En
utilisant le théoréme des 3 séries de KOLMOGOROV, nous avons montré dans un
article antérieur le résultat suivant:

LEMME (6.11.4.0). On a presque strement (a,Z,),.nE1’, autrement dit v(o)
provient d’une probabilité de Radon sur U, si et seulement si:

a€ MG o poyyr s#q, $<2;
1

|l

ael, ¢ d d. lea,.l"(H log

)<+00, pour s=q+2;

a€l’', pour s=2, q fini.

On pourra alors appliquer le 5 de la proposition (5.36), pour p=0. Ici U, sera I?
lui-méme si ¢q<+o0, ¢ si g=+o0. Alors Uj sera 1%, si 1<qg< 400, I” sig<1. On
gardera U} (Banach réflexif) comme espace de départ pour 1<¢< -0, on partira de
ao(Uj, U,) dans les autres cas, ¢. & d. o(l*, ¢®) pour g=-co, a(l>, 1% pour ¢<1.
Comme espace d’arrivée, on aura ;V=I[’, ;V défini comme ci-dessus.

PROPOSITION (6.11.4.1). Comsidérons Uapplication diagonale a:(c )aen™
(@nCn)ncn, de KY dans KV et soit 0<a, b<2. Les conditions suivantes soit
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équivalentes:

1) a est p-radonifiante, pour tout p>0, de 1*" pour 1<a<2, de o(l~,1°) pour
a<l, dans I;

2) a est p-radonifiante pour au moins un p, 0<p<a pour a<2, p fini pour
a=2;

3) ae€lMrb poyr a#b ou a=b=2, a€l*~ pour a=b+2.

REMARQUE. Pour 1<a<2, il est équivalent de prendre 1*' ou o(l%’, 1*) comme
premier espace; on peut donc toujours prendre o(l°',1%), en convenant de poser
a’=-+co pour a<l1.

DEMONSTRATION. Bien évidemment 1 implique 2.

Supposons 2 réalisée. Considérons la probabilité cylindrique p définie antéri-
eurement, pour l'indice s=a. Nous avons vu qu’elle est de type p, p<a si a<2,
p fini si a=2, en tant que probabilité (cylindrique ou de Radon) sur K", pour la
quasi-norme || |, sur K™; elle est associée & I’application linéaire continue définie
par (Z,)nen, de K™, munie de la topologie induite par 1%, dans L*(2, p). Mais
cette application se prolonge en une application linéaire continue de [* dans
L?(2, ), autrement dit p peut aussi se définir comme probabilité cylindrique de
type p sur o(l*’, 1% lui-méme. Son image »(p) par a doit donc &tre de Radon
dans 1%, donc en particulier provenir d’une probabilité de Radon v dans I’espace U
antérieur, correspondant & Il’indice ¢=b. Donc, d’aprés le lemme (6.11.4.0),
a € [Mine.d) pour a#b ou a=b=2, a€l®" pour a=b+2. Donc 2 implique 3.

Supposons maintenant 3 réalisée. Alors si nous considérons cette fois la pro-
babilité o sur KV correspondant & s=b, elle est de cotype (0,0%); et son image
v(p) par a provient, on I’a vu au lemme, d’une probabilité de Radon v sur ’espace
U correspondant & l'indice g=a, c. & d. I*. On peut donc appliquer le théoréme
de dualité (5.36), compte tenu de ce qu’ici u='v, qui est la méme application a,
est trivialement faiblement continue de o(Uj, Uy) dans ;V. On en déduit que a
est approximativement p-radonifiante, pour tout p»>0, de a(l*’,1%) dans o((l%)",
(®". Comme l® vérifie la propriété d’approximation métrique par troncatures,
on peut supprimer approximativement. On peut remplacer o((I%)”, (I*)’) par I*, a
priori seulement pour b>1. Mais on remarque que « peut toujours s’écrire a=pr, olt
8 a les mémes propriétés que a, et out y€c°; r définit alors une application com-
pacte de I* dans I, et le corollaire (3.9.1) montre alors, I° étant séparable, que «
est p-radonifiante de o(l*’,1°) dans I’ lui-méme (le corollaire (3.9.1) a été démontré
pour p>0, mais s’étend évidemment & p=0). CQFD.

REMARQUE. C’est & partir de ce théoréme que, dans un article antérieur, (°°)

(%) SCHWARTZ [2].
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nous avons caractérisé les applications diagonales O-radonifiantes entre les espaces
de suites. Pour les applications p-radonifiantes, p>0, le résultat général n’est
pas encore connu. Voir un résultat partiel & la remarque suivant (3.8.2). (%))

Exemple (6.11.5): le théoréme de MENCHOV.

On pourrait démontrer simplement ce théoréme 3 partir de l’inégalité de
Menchov (6.1.3;12). Mais, méme au prix de complications formelles, nous pré-
férons le déduire du théoréme de dualité, car le passage des variables aléatoires Z,
de ’exemple (6.1.3) & celles du présent exemple est instruectif. Nous prendrons un
espace topologique T= T§NT’+ T, ot S et + désignent la somme topologique.
Pour le munir d’une probabilité, nous appellerons dt., df les mesures de Haar de
T., f', puis nous choisirons des ¢,, ¥ tels que rezl‘,v ¢,+&=1, et nous prendrons la
probabilité dt sur T définie de maniére évidente par T% e,dt,+&dt. Nous étudie-
rons une suite (Z,),.n, de variables aléatoires sur (T, dt); N,={1,2,8, ---}. Soit
2"<n<2"*, re N. Nous définirons la variable aléatoire Z, sur T comme suit.
Sur T,, elle vaut (e¥*ntrg2icmitite ... Lg2iverti-tity =1/2¢ (43 ol f, est la fone-
tion définie & la formule (6.1.3;5), pour p=2 et N=2" (nombre des termes de la
suite 27, 2"+1, -+, 27t1—1), soit:

tY%(r log 24+1)¥2  pour % <t«1;

6ILEL)  filt)=
1
377

(rlog 2+1)/2 pour 0<t<—217.

de sorte que
I/ fellLecr,, aep=1 .
Sur 7, nous prendrons
Z, =gt g 1/2(r 1) |
Sur tous les T,, s#r, Z,=0.

Montrons que cette suite Z=(Z,),.n, de variables aléatoires est de cotype 2,
par rapport & un certain espace VcCM. Soit donc c¢=(c,),en, Une suite finie
€ C'"v, et supposons que

©1L5:2) S | S enZaltdt<1 .

T nehg

Nous poserons

(1) PIETSCH a presque complétement trouvé le résultat général. Vois GOULAOUIC-SCHWARTZ
(1], exposés 29 et 31.
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1/2
(6.IL5; 3) (X IS c,.z,,lzs,dt> =1,
T, neNyg

1/2
(SJ > annlzédt> =§, avec §0r£+?2<1 .

T neNy

On peut alors refaire le calcul de I’exemple (6.1.3), avec p=2 et N=2". Et on
trouve, pour l'intégration sur 7,:

(6-11-594) M. ()= S\lp l62r+ 02r+1+ <o e,l

argn<ar 1

1/2
<<S | X 1c,.Z,.(t,)lf"s,dt,) =1, .

T, 2r<a<ert
Pour l'intégration sur 7', on trouve, si on pose:

(6.11.5;5) S=1 =2 cl,

argn<ar +1
Pinégalité
- \1/2
6156 (I r+18tere< (| 13 rrs @eneive)
re T Tre
. A\1/2
=(S~| 5 c,,z,,(mzzdt) =7,
T neNy
Alors, de I'inégalité 2}‘,0 r24+72<1, on déduit que, si
” E ann“Lz(T- v)<1 ’
neNl

on a:
(6.11.5; 8) ( Eo ((r+128%(c) +M2(@))/3<1 .

Ceci va nous donner trés exactement un bon cotype pour la suite Z. Appelons
V le sous-espace de C™ formé des suites pour lesquelles le premier membre de
(6.I1.5;8) est fini, et prenons ce premier membre comme norme. Alors V est un
Banach, & injection continue dans C™t. Il apparait comme un espace de la forme
I2((V),en); V. est I'espace vectoriel (de dimension finie) des suites (cs)arca<ar+i,
muni de la norme

fllelly,=((r+1)28%(c) +M3(e))*/? ;
et 12((V,),.n) est ’espace des suites (v.),cn v-€ V., pour tout r, telles que

(2 oIy )72 < o0,

avec
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[@)rewllizcr,, e m=( E:N v, lI%,)2 .

Le dual de I2((V,)ren) est 13((V%),.n), et ces espaces sont réflexifs (les V, étant
de dimension finie, donc réflexifs!); en outre, V et V’ contiennent C*™ et sont
contenus dans C™, avec des injections continues denses. (On remarquera (ce qui
n’est pas utile ici) que V n’est pas normal par troncatures, mais qu’il est normal
par les troncatures de rang 2", r€ N, les boules étant stables par ces troncatures;
donc en particulier qu’il est normal (voir début de (6.1I)).)

Alors l’inégalité (6.11.5;8) s’écrit, pour c€ C'™) (suite finie!):

(6.11.5;8 bis) lely<ll % eaZallzer.
ne Ny

autrement dit la suite Z=(Z,),.n; est de cotype (2, V), ou encore définit une
probabilité eylindrique (ou de Radon) p sur C™ de cotype (2, V).

Nous allons maintenant montrer que, si a=(a,),.n; est une suite telle que
E‘,Nlla,,lzlogzn<+00, l'application diagonale v ou a:(Cu)nen; ™ (@nCh)nen; donne
une suite aZ=(a,Z,),.n; qui est 2-presque slirement dans U=I*N;); ou encore
que v(p) provient d’une probabilité de Radon d’ordre 2 sur I* (car v(p) est porté
par [?, donc provient d’une probabilité de Radon sur !* muni de la topologie in-

duite par C™, donc aussi pour sa topologie, qui est polonaise). Nous voulons
P
montrer que ¢

S S lanZa (@)t <+oo .
TnENy

D’abord, sur T,, nous avons, pour 2"'<n<27*!;
(6.1L5;9) |Z.(6)] < Min (-%— 2’) V(L) .

En faisant le calcul (6.1.3;9), avec N=2", p=2, on trouve

(6.11.5;10) S S anZa(t,) e, dt,

T, 2T<n<2rt

= > |aal? (rlog 2+1) (47 log 2+1)

ar<m<2r+l

<eonst. ( X |aal|?) (r+1)?

argn<ar+l
<const. > laal?*(log n+1)2.
ar<n<ar+l
Possons maintenant 3 7. Toutes les |Z.| sont &/2(r+1) sur T, pour 2"<n<27,
donc
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6.1L5;11) S~ S anZa()ledi
T m€EN. 1

2r<n<er+l

< EN('r-I-l)2 > |agl?<const. }_j,v |a,|? log n+1)2 .
re nenNy
Et finalement on a bien
1/
6.1L5;12) (ST 5 la,.Z,.(t)Izdt) * <const. ( 5 lal* (log n+1))¥2 .
ne Ny nehNy

On a done les inégalités

(6.IL5;13)  *|lollo,v<1, [[v(0)ll.12<const. ( ZN |a.|? (log n+1)%)2 .
neE 1

Le théoréeme de dualité est donc applicable. Il montre que ‘v, qui n’est autre
que v, est 2-radonifiante de [? dans V (Banach réflexif!), avec

77:2(‘1;)<C(ﬂ%vlloz,,l2 (log n+1)3)v/2 ,
Remarquons que ’espace S des séries convergentes, c. & d. des suites ¢=(Ca)nen,
telles que glcn converge (non absolument!), muni de la norme
(6.11.5;14) lells= §eu“x: le;+eat -+ +eal
est un Banach, et que VCS avec une injection continue. S est normal par

troncatures, et ses boules sont stables par troncature. En effet, pour 27°<2"<n
<27 on a

Iczfo+02’l‘0+1+ M +Cn|< 2 S,(C)—*“M,-(c)

0> (s+1)282(c))1/02<2 1 )”z+( S M)
= 827 * seN (s-|-—1)2 83rg '

<const. ( § ((s+1)2S¥ec)+ M)/ .

Si done c€ V, la derniére parenthése tend vers 0 pour 7, tendant vers oo,

done la série X ¢. converge. En outre, en faisant 7,=0:
neNy

llells<const. llellv .

On pourra donc énoncer le résultat suivant:
PROPOSITION (6.11.5;15) (Théoréme de MENCHOV). (*3) Pour toute suite c€ C™,
posons
S.o)=| X ¢l

arg<n<er 1

(%2) Voir DooB [1], chap. IV, §4, théoréme (4.2). Les présents résultats sont notablement
plus forts que celui de MENCHOV.
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Mr(c)= Sup Iczr+czr+l+ cee +0,.‘ ;

zr<,.<gr+1
appelons V Despace des suites c€ C™ pour lesquelles
llellv=( g‘.}v(r+1)2S’,(c)JrM’r(C))‘/2

est fini; normons-le par c— |clly; c’est un Banach réflexif. Si S est Uespace

des séries convergentes, c¢. & d. des suites c€C™ telles que 3 c. converge,
n=1

normé par

llells= S%I;IL) leg+ca+ =+ +enl ,

c’est un Banach. Alors VCS, avec une injection continue. Si a est une suite
(@n)nenys telle que ZI‘,V la,|? (log n+1)% converge, Uapplication diagonale
ne 1

a: (Cn)nem and (ancn)nle
est O-radonifiante de 1* dans V, a fortiori dans S. En outre, sa norme =,
pour tous les p>0, est majorée par C( EN |as|? (log n+1)2)Y/2, out C est une con-
ne Ny
stante universelle.

COROLLAIRE (6.11.5;16). Si X=(X,)nen, est une suite orthonormée de vari-
ables aléatoires complexes (donc de type (2,1?), et si Ellv |a,|? (log n+1)% con-
neiNy

0
verge, la série X a,X, converge presque siirement, et en outre
n=1

1/2
(6.11.5;17) <SD(S1}¥1) las Xy(w)+ -+ +aan(fH)|2)d#(w))
<O( 2>1Ianl2 (log n+1)%)2,

ou C est une constante universelle.
On peut ensuite réappliquer le théoréme de dualité ou encore le théoréme
(5.20.4), I*> étant un Hilbert. Remarquons que le dual S’ de S est (par la méthode

8

d’Abel) I'espace des suites ¢ & variation bornée, avec la norme
llells'= X len—€nsal+ lim leal ,
n>0 n—oe

équivalente i la norme

|cll+ 2 |cn+1_cn| .
nz=0

L’espace S, isomorphe & un espace [ (norme définie par un Sup) n’est pas réflexif;
il est donc intéressant de garder o(S’, S) au lieu de S’. D’autre part, pour les
suites X=(X,)ncn, de type (p,S), on pourra appliquer la proposition (6.II.1).
Alors:

COROLLAIRE (6.11.5;17 bis). Si 1E:Nllar,,lz (log n+1)2< 40, Vapplication a est p-
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radonifiante de I* dans V et dans S, et de V' et o(S’, S) dans 12, pour tout p>0.
St X=(X,)nen, €st une suite de variables aléatoires sur (2, p), telle que, pour

toute c€l?, la série EIG”X” converge en probabilité (resp. en moyenne d’ordre
p>0), st

3 laal? (log n+1)P < +o0 ,
la série gla,,X,, converge presque strement (°®) (resp. et en outre:
(6.11.5;18) || ”SeuNzl) ly Xy +a Xo+ - - +anXallrro.m
<C(w§v1 la.|? (log n+1)%)1/2 ”cslclplll 12 enXallzrg, m

pour p>0, C étant une constante universelle). Si maintenant X=(X.)uen, €st
une suite de variables aléatoires telle que, pour toute suite c€ C™ telle que
la série glc,. converge, la série glch,, converge en probabilité (resp. en
moyenne d’ordre p>0), si

ZN |al? log n+1)2< 40 ,
ne 1

la série ZN lanXnl? converge presque siirement (resp. et en outre
nEN]

GIL519) I 3 1@ Xal 70,0
ne Ny
<C(S laal* log n-+ 1YY Sup 15 eaXulliram ,
cilg

pour p>0, o C est une constante universelle).

(6.11.6) Les suites sommables d’un espace L*.

Reprenons des variables aléatoires analogues & celles de ’exemple (6.1.3), mais
pour une suite infinie et pour p=1. Autrement dit, T sera le tore muni de sa
mesure de Haar dt, et Z sera la suite (Z,)..n, de variables aléatoires définie par

(6.IL6; 1) Za(f)=et 6B 4 oo et

Montrons qu’elle est de cotype (1,S), S étant I’espace des séries convergentes,
défini 2 'exemple précédent. On a exactement, pour une suite finie c€ C'"7:

(6-11‘6; 2) 21\’ ann(t)z % Cnez‘.“"ty Cn:cn+c»+1+0n+z+ e
neN;

nenNg

(%) Comparer (6.11.4;1) et (6.I1.5;17 bis). Si la convergence de X [c.|* entraine la con-
vergence en probabilité de 3 ¢.Xx, alors: i
1) Si 3 lanl< 4+, 2 [a,,X,,lnconverge presque slirement (par (6.11.4;1));
2) Si Zﬂj Ia,,]zlog2'n<ﬂ+00, g anXn converge presque sirement (par (6.11.5;17 bis)).
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(Comme c¢ est une suite finie, cette formule ne nécessite aucune hypothése de con-
vergence). Alors:

6.11.6:3) SuplCn|<S | C,.ez”'"‘ldt=§ | 3 caZa(®)ldt .
neNy T meN;

T nelNy
Or, sur S, la norme

¢+ Sup le;+cot+ -+ el
neIV1

est équivalente & la norme

c— Sup lentCapat - |,

neN;

donc on voit bien que Z=(Z,)..n, est de cotype (1, S) (ou définit sur C" une pro-
babilité o de cotype (1, S), et *||o]l;,s<2). Ensuite on suppose que a=(an)rcn, €8t
une suite de nombres complexes, vérifiant une majoration |a,|<const. (log n-+1)"*",
€>0. Montrons qu’alors la suite aZ=(anZ.)»cn; est 1-presque slirement dans I*.

On a les majorations:

(6.11.6; 4) | Za(0)] <Min(%, n) )
Soit 1 <t 1 N>1. Alors
N+1 N’

const.

lanZn(t)l < W ’

pour n<N, soit

N
22 < e—.
lanZa(t)| <const (log N+
D’autre part
"Z” < _ﬂ)ﬂit__ _1_ >N ,
lanZn(t) log n L™ ¢ pour n>N+1
soit, puisque -:— <N+1,
Za )< const. N .
a2 0 (log N+1)1*
Finalement
N
J1.6; 5 ndu(t)| < t, ———————
@169 2 e ZulB)l const. o NI
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1 1
our <t —.
P N Alors

N+1 —

(6.11.6; 6) ST( Sup laa Zu(®))dt
ne 1

[ 1/N oo N 1 1
<> S <const. (——- )
2 ) yoen <S80 2 Gog Nt N N41

S 1
=const.
nst. 2 log N4 )™ (VD)

Cette inégalité prouve donc bien que aZ est 1-presque sfirement dans [*. Comme
la boule unité de I~ est compacte dans C™, cela prouve que v(o), ol v est ’appli-
cation diagonale «, provient d’'une probabilité de Radon sur I” muni de la
topologie induite par C™, ou encore sur ¢(I*,1!), qui est lusinien. U sera donc
I’espace bitopologique (s(1>, 1Y), | |,~). Appliquons le théoréme de dualité. L’es-
pace S n’est pas réflexif. Mais nous pouvons le munir de la topologie induite

<+4oo,

par C™, pour laquelle sa boule unité est compacte; notons-le ainsi S,; nous
raisonnerons sur 1’espace bitopologique V=(S,, || |ls). La proposition (5.36) s’appli-
que, avee Uy=c’, done o(U}, Uy)=a(l!, c¢°). 11 est trivial que a="*v est continue de
a(lt, ¢®) dans (S, S’). Mais le théoréme de dualité nous donnera une probabilité
de Radon sur S, ou sur ¢(S’”,S’), non sur S. On écrira a,=P.r., la suite B
ayant des propriétés analogues & «a, et 7 étant une suite >0 décroissante et
tendant vers 0. Alors 7 opére de S dans S, par le théoréme d’Abel, et comme
un opérateur compact; en effet, si 7, est la suite tronquée de 7 au n-iéme
terme, 7, est un opérateur de rang fini, et, pour ¢€S, Abel donne:

7¢—70c=(0,0, +-- 0, 7ns1Cns1) Tns2Cntz) * )

lre—Fael <7at1 §1>1§ [ens1t =+ FCnsil <2rayallells .

Le corollaire (3.9.1) donnera alors une probabilité de Radon sur S (nous avons
fait la méme chose pour démontrer (6.I1.4;1)). Alors,

PROPOSITION (6.11.6;7) (KwAPIEN, PEECZYNSKI). () Soit a=(as)nen, une suite
telle que |a,|<const. (log n+1)"17%, ¢>0. L'application diagonale a est 1-radoni-
fiante de o(lt, c®) dans Uespace S des séries conmvergentes. St X=(X.)ncn, est
une suite de variables aléatoires scalairement I' dans L'(2, p), c. a d. telle que,
pour toute suite c€c’, ,E‘v . ¢, X, converge dans L'(2, 1), alors la série “Zl:v : anXa

est presque sirement convergente et

S Sull) |, X () +Fa: Xo(@) <+« Fa,Xa(o)ldpo)<+oo .
o ">

(¢4) KwAPIEN-PELCZYNSKI [1].
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La derniére affirmation résulte de ce qu’une suite X—(X,'),.e,.,1 dans un
Banach B est scalairement [, si et seulement si (c,,),.eNr—»}_‘,c,.X est continue de
C™, muni de la topologie induite par ¢°, dans B; c. a d pour B=L'(2, p), si
X est de type (1, ¢9).

Exemple (6.I1.7). 11 est difficile de dire, parmi tous les exemples que l'on
peut trouver, lesquels sont bons et lesquels médiocres ou inutiles. En voici un,
dont j’ignore la valeur. ’

Reprenons les Z, de I’exemple précédent, données par (6.I1.6;1). Nous avons
vu que Z=(Z.)uen; est de cotype (1,8S), avec *||Z|;,s<2. Appelons maintenant
D Y'espace des suites c=(cn)ncn; telles que §:1[? |en—c€n—1| <40 (en posant c¢,=0),
et posons |cllp= ,,SB,R‘“"_C""" D est un Banach, avec C™cDcC™, les injec-
tions étant continues. Or Z est 1l-presque s@irement dans D; en effet,

S Sup |Z,(t)— Zn-a(8)ldt=1 .

T neN

On peut donc appliquer le théoréme de dualité.

Nous prendrons pour U I’espace bitopologique D, la topologie étant induite
par C™, la norme étant || [|p. Il faut toutefois que la propriété d’approximation
du théoréme (5.32) suit vérifiée.

On ne pourra pas ici prendre pour =; une troncature; en effet, D contient
des suites dont le terme général tend vers 4oo, exemple (n).cn;; les troncatures
ne sont pas des opérations équicontinues! Mais définissons 7; comme suit; #(c)=¢’,
avee ch=c, pour n<J; ciyp=c;+(1—k/j), pour 0<k<j; ¢»=0 pour n>2j. Alors
n; est continue de C"' dans C™Y; en outre, pour c€D, on a, pour tout =,
leal<mlicllp, alors

lefrrrr—Ciril <lCjppr1— ,+k|+ |01+k|<3||0||0,

done
Iz p<3lellp -

On prendra pour V l'espace bitopologique S, la topologie étant induite par C™,
la norme étant || |ls; 1a boule unité est alors compacte pour la topologie. On en
déduit, avee 2X1%x3=6:

ProposITION (6.11.7;1). Soit X=(X.)nen,; une suite de variables aléatoires
telle que

(6.1L.7;2) IXI.0=Sup || X caXallto.m<+oo.

ce ClM1) el p<1 nEM
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Alors la série "Z_IX,. converge presque surement, et en outre

N
(6.11.7; 3) S§L1);v)l|ElXﬂ(w)Idp(w)<6||Xl|ﬁ.o> .
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Index terminologique et index des notations.

Cet index pouvant &tre rapidement parcouru, nous avons rassemblé les notions voisines,
plutét que de faire un classement par ordre alphabétique.

p-quasi-norme, espace quasi-normé, quasi-Banach, Ex : (0.00).
L2(Q, ¢; E): (0.0 bis) et (0.2).
Espace bitopologique, 1 E, :E : (0.2).

PROKHOROV : (1.1).

Poids ¢: (1.1bis). | llp, II ll+:(1.3), (1.4).
Poids M, :(1.8), J.:(1.9). J-poids: (1.12).

Poids plus fort ou plus faible que L°: (1.12 bis).
Poids compact : (1.18). Poids homogéne : (1.14).
Fonction compacte : (1.15).

Ordre d’une probabilité de Radon, ordre (@, 6) ou @ : (1.15 bis), (1.18).
Ensemble uniformément d’ordre ¢ : (1.18).
@(2), J«(2), ordre p, ordre 0, Al : (1.18).

Probabilité cylindrique, topologie cylindrique, S*(E) : (1.17).
Fonction aléatoire décomposée (1.19).

Type d’une probabilité cylindrique (2.1.0).

Type (9, ¢’), type @ : (2.1.1). Ensemble uniformément de type @ :(2.1.8).
Type p, type 0:(2.1.4), (2.1.5).

o*), JEQ), A1y : (2.1.7).

Probabilité cylindrique de Gauss : (2.1.8 bis).

Probabilité cylindrique de type (@, &) ou @-approximable ou trés approximable : (2.2.0).
d*a(2), P*ta(2): (2.2.0).

Application (4, a’; B, f)-radonifiante, approximativement ou trés approximativement
radonifiante, p-radonifiante : (2.3), (2.4).

Propriété d’approximation équicontinue: (2.6.3), d’approximation métrique : (2.6.4).
Application décomposante : (2.13).

Application p-sommante : (3.1 bis). Suite scalairement I?, ¥?(E):(3.1). Norme ITy(u):
(8.3).



Probabilités cylindriques et applications radonifiantes

Inégalité de PIETSCH : (3.6).
Opérateur p-nucléaire : (3.8.3).

Cotype: (5.1). *@(2), *||allp : (5.8).

Inégalité de FuBINI (C, D)<(A, B): (5.9).

Ordre, type, cotype (A, a, U) ou (B, 5, V) : (5.16).
Probabilité cylindrique (=, U)—(A4, a)-approximable : (5.22).

Variable aléatoire subnormale : (6.1.2.11).
(Recu le 8 aolit 1970)
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