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Probabilités cylindriques et applications radonifiantes

Par Laurent SCHWARTZ

Cet article est amicalement dédié au Professeur Kôsaku YosiDA.
La présente théorie peut être indifféremment présentée sous forme linéaire ou

non linéaire. La forme non linéaire, où il s'agit d'espaces topologiques quelconques,
paraît plus générale que la forme linéaire, où on se restreint aux espaces vectoriels
topologiques. Mais tout espace topologique séparé peut être plongé dans l'espace
de ses probabilités de Radon, muni de la topologie de la convergence étroite (*),
de sorte que le cas non linéaire est aussi un cas particulier du cas linéaire. Nous
traiterons ici le cas linéaire, qui a l'avantage de permettre l'utilisation systématique
des propriétés des espaces vectoriels topologiques.

Nous commençons par des préliminaires, sur les espaces vectoriels quasi-normés
et les espaces bitopologiques. La nécessité de considérer les applications p-radoni-
fiantes, non seulement pour p>l, mais aussi pour p<l (et même pour p=0), mène
assez rapidement à étendre aussi les espaces de Banach, et à considérer les quasi-
Banach, munis de p-normes ou quasi-normes, et qui ne sont plus localement con-
vexes. Nous en donnons d'abord les définitions essentielles. Nous étudions ensuite
les espaces Lp, 0<p<+oo , à valeurs dans des quasi-Banach, pour lesquels il y a
un théorème de FisCHER-RlESZ, proposition (0.1). Mais on aura aussi besoin
d'autre chose; si F est un Banach, on devra utiliser l'espace des applications
jW-mesurables de Q dans <J(F', F), dont la norme est de puissance p-ième intégrable,
espace que nous nommons LP(Q, pt; o(F', F)) ; il est aussi complet, proposition (0.2).
Cela mène naturellement à introduire les espaces bitopologiques, muni d'une part
d'une topologie, d'autre part d'une quasi-norme définissant une topologie plus fine;
et on a encore un théorème de Fischer-Riesz, proposition (0.2 bis). Ces espaces
bitopologiques jouent constamment un rôle important dans la suite; on trouvera
par exemple, si G est un quasi-Banach, des probabilités de Radon sur le bidual
a(G",G'), pour lesquels la norme est de puissance p-ième intégrable. Le § se
termine par l'étude analogue des espaces L° de classes de fonctions mesurables, avec
la convergence en probabilité. On parlera donc ensuite des Lp

f avec 0<p<+°°.

Le §1 donne le théorème de compacité de PROKHOROV (1.1) (compacité d'un
ensemble de probabilités pour la topologie étroite), fondement de toute la théorie.
Pour bien analyser ensuite les probabilités de Radon, nous introduisons les fonctions

La topologie étroite sera définie dans la démonstration du théorème (1.1).
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poids sur l'espace &(R+) des probabilités sur la demi-droite achevée R+ : (1.1 bis).
Les principaux exemples sont (1.3), (1.4), (1.9) (les poids Ja, d'un usage constant
ensuite), (1.12) (les J-poids, très importants aussi). Les poids plus forts ou plus
faibles que L°, (1.12 bis), les poids compacts, (1.13), seront fondamentaux. Les poids
homogènes, (1.14), sont les plus importants dans la pratique; il semble même que
finalement ce soient les seuls importants, comme le montrent des résultats plus
récents d'AssoUAD. Les poids servent remarquablement pour analyser les compacts
de ^(R), et la topologie des espaces Lp et L°.

Aux poids sur ^(R+), on doit associer les fonctions compactes sur des espaces
topologiques, (1.15). On définit alors un ordre d'une probabilité de Radon sur un
espace topologique X, à partir d'un poids et d'une fonction >0 sur X. La proposi-
tion (1.16) est la traduction, en terme de fonctions et poids, du théorème de PROK-
HOROV (1.1). Nous introduisons ensuite les probabilités cylindriques. Soulignons
d'abord que, sans que ce soit jamais explicitement mentionné dans la suite, tous les

espaces vectoriels topologiques, seront supposés séparés par leur dual (mais non
nécessairement localement convexes). Pour les définitions et propriétés élémentaires
des probabilités cylindriques, nous renvoyons à SCHWARTZ [1] et [4]. Nous intro-
duisons ici, sur l'espace é?(E) des probabilités cylindriques sur E, la topologie
cylindrique. La proposition (1.17.0) donne une propriété importante de convergence
cylindrique. Le théorème (1.17) est alors encore une fois une expression du
théorème de compacité de PROKHOROV (1.1), il sera fondamental dans l'étude des
applications radonifiantes. A partir de (1.18), nous spécifions le poids et étudions
les probabilités de Radon d'ordre p, 0 < p < + °°, puis aussi p=0, d'où le théorème
(1.18 bis) traduisant encore PROKHOROV, et le corollaire (1.18 ter). On sait qu'il y a
équivalence entre probabilité cylindrique et classe d'isonomie de fonctions aléatoires
linéaires sur le dual; (1.19) donne alors les relations entre ce qui précède et des
énoncés sur des fonctions aléatoires (fonctions aléatoires décomposées). Le théorème
(1.20) fait pendant à (1.18 bis).

Le §2 introduit le type et les applications radonifiantes, qui seront l'objet es-
sentiel du présent travail. Le type est défini à (2.1.0). Il est lié à la concentration
scalaire des probabilités cylindriques, (2.1.00). Toutes les considérations sur le type
de (2.1) seront fondamentales ensuite, notamment le corollaire de (2.1.8.0), l'exemple
de la probabilité cylindrique de Gauss (2.1.8 bis), la proposition (2.1.10) et ses corol-
laires. A (2.2.0) nous introduisons les conditions d'approximation qui joueront un
rôle essentiel ensuite. En réalité ces conditions sont peut-être superflues; en effet
une vieille conjecture de Banach exprime que tous les espaces de Banach ont la
propriété d'approximation, et dans ce cas (bien qu'il ne s'agisse pas exactement de
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la même hypothèse), toutes les précautions prises ici sont superflues; en attendant
mieux, on ne peut pas s'en passer, et elles interviendront d'un bout à l'autre de
cet article, apportant une gêne et une complication dont on se passerait volontiers.
On passe à (2.3) à la définition des applications radonifiantes; une application est
(A, a'; B, ^-radonifiante, si elle transforme toute probabilité cylindrique de type
(A, a') en une probabilité de Radon d'ordre (B, p), définition (2.3). On est, hélas,
comme il vient d'être dit, obligé de considérer les applications approximativement
radonifiantes, très approximativement radonifiantes. Le théorème (2.4) est le critère
fondamental, dérivant directement de PROKHOROV (1.1). Dans (2.6) on introduit les
propriétés d'approximation du type de celle de Banach, qui permettront de supprimer
approximativement ou très approximativement dans les énoncés ultérieurs. Les
définitions (2.6.3), (2.6.4), les propositions (2.7), (2.8), (2.9), sont importantes. La
proposition (2.10) permet alors de ramener "très approximativement" à "approxima-
tivement", d'où le corollaire (2.11) qui combine tout ce qui précède. Le § se termine
par (2.13) qui donne des énoncés en termes de fonctions aléatoires linéaires et
d'applications décomposantes, avec la proposition (2.14).

Le § 3 traite des applications p-radonifiantes dans les Banach et les quasi-Banach,
pour 0 < p < + ° o . C'est ici que sont les développements les plus récents et les plus
intéressantes des dernières années sur les probabilités cylindriques: la rencontre de
la théorie des probabilités cylindriques, avec ses applications probabilistes, avec la
théorie, déjà presque achevée antérieurement, des applications p-sommantes. Ren-
contre double: des critères pour les applications p-sommantes donneront des critères
pour les applications p-radonifiantes, avec applications probabilistes, mais aussi des
méthodes probabilistes donneront des critères pour les applications p-sommantes (lois
de Gauss-Lévy). Dans tout ce §, le premier espace sera un Banach E ou un dual
*-faible o(F', F) d'un quasi-Banach F, le deuxième espace sera un quasi-Banach G
ou un dual *-faible o{H', H) d'un Banach H. A (3.1), on définit les applications
p-sommantes, la proposition (3.2) est fondamentale. Le théorème le plus important
de cet article est alors (3.4), donnant la relation entre applications p-sommantes de
E dans G et applications approximativement p-radonifiantes de E dans o{G"f G').

La proposition (3.6), aussi fondamentale, est l'inégalité de PlETSCH, connue pour les
applications p-sommantes, et que nous redémontrons ici, puisqu'elle servira alors
pour les applications p-radonifiantes.

Toutes les propositions suivantes sont importantes, le corollaire (3.8), la proposi-
tion (3.8.0) (une application p-radonifiantes est aussi g-radonifiante pour q>p);

(3.8.2) donne des exemples courants, et notamment les opérateurs p-nucléaires
(3.8.3). On cherche ensuite à remplacer a(G",G') par G lui-même; c'est possible si
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G est réflexif ou si l<2><+oo (proposition (3.9)). On cherche ensuite à supprimer
"approximativement" ; on le peut si (E, E') a la propriété d'approximation métrique
ou si p > l (proposition (3.10)). Tous ces résultats sont récapitulés à (3.11 bis). Et
le § se termine à (3.13) par le point de vue des fonctions aléatoires linéaires et des
applications décomposantes. La proposition (3.14) donne un critère qui sera très
utile.

Le §4 étudie le cas p=0 , les applications O-radonifiantes. Elles ont été con-
nues (théorème de MINLOS) avant les p-radonifiantes pour p>0; cependant elles sont
plus difficiles, et leur liaison avec des 0-sommantes n'existe pas vraiment. Cette
étude est aussi fondamentale pour les applications probabilistes. Le théorème fonda-
mental (4.1) est l'analogue de (3.4) pour p=0. Sa démonstration est assez longue,
mais importante. L'inégalité de PlETSCH est (4.5) et (4.12.1) (SUNYACH); elle est
nouvelle, puisque rien d'analogue n'existait pour des applications sommantes avec
p=0. Autre version: (4.12.7). Le théorème de KWAPIEN (4.13) étend à p = 0 un
résultat antérieur (3.8.0): une application 0-radonifiante est tf-radonifiante pour tout
q>0. On passe de a(G", G') h G h (4.19), on supprime "approximativement" à
(4.20).

Le §5 donne le théorème de dualité, le moyen pratique le plus commode pour
montrer qu'une application est radonifiante. On définit d'abord le cotype, (5.1), puis
la propriété d'interversion de Fubini pour les poids, (5.5), avec les critères pratiques
(5.7.3) et (5.7.13), utiles pour le type et l'ordre 0. On a alors la condition de
PlETSCH généralisée (5.8), d'où le théorème de dualité (5.15), fondamental. Le
corollaire est une variante dans les notations, qui sera commode. La proposition
(5.17) traite le cas des poids homogènes, dont le cas p, proposition (5.19), est le
plus important. Une bonne application est donnée à (5.20.1) : les applications radoni-
fiantes entre espaces de Hubert sont les opérateurs de Hilbert-Schmidt, application
immédiate du théorème de dualité. Si d'ailleurs le premier est hilbertien, on a aussi
un bon énoncé, proposition (5.20.4). On va maintenant se placer dans une situation
plus générale, à partir de (5.21). Cette situation est notablement plus compliquée,
et inutile dans le cas des Banach. Mais, dans la pratique, les espaces de suites sont
agréablement considérés comme sous-espaces de l'espace KN de toutes les suites, les
espaces fonctionnels comme sous-espaces de l'espace &' des distributions; c'est à
cette situation générale qu'on devra faire face. Une bonne figure récapitulative
est donnée dès le début. Le théorème de dualité général est alors (5.23) ; on élimine
les conditions d'approximation spéciale à (5.29), d'où un théorème général de dualité
pour des quasi-Banach à (5.32), avec le corollaire (5.34) pour le cas p. A (5.36) on
fait la liaison avec les §§3 et 4, et le théorème de dualité (5.15).
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Le §6 va donner de nombreux exemples et applications. Les exemples (6.1)
sont en dimension finie; là toutes les probabilités sont de Radon, et le seul intérêt
est d'obtenir des inégalités précises résultant des théorèmes antérieurs. Dans
(6.1.2), nous partons d'une inégalité sur les polynômes trigonométriques, d'où la
proposition (6.1.2; 4) par application du théorème de dualité, avec la variante
(6.1.2; 5) en termes de suites de variables aléatoires. L'introduction des variables
aléatoires subnormales (6.1.2; 10) permet d'obtenir le théorème de SALEM-ZYGMUND

pour les polynômes trigonométriques aléatoires, (6.1.2; 15). Ensuite à (6.1.3), nous
introduisons les variables trigonométriques encore une fois pour un autre théorème
de dualité; nous en déduirons l'inégalité de MENCHOV (6.1.3; 11) et (6.1.3; 12). A
partir de (6.II) nous passons aux suites infinies de variables aléatoires, pour appli-
quer le théorème de dualité en situation générale, (5.23). Les propositions (6.II.1,
puis 1 bis, 1 ter et 1 quarto) donnent les conditions générales d'utilisation. Comme
exemples, nous donnerons d'abord un théorème de KHINTCHINE-KOLMOGOROV,

(6.II.2; 2), un résultat sur les séries de Fourier aléatoires (6.II.3), puis les applica-
tions O-radonifiantes dans les espaces de suites, (6.II.4), que nous ne traitons pas
complètement car il fait l'objet détaillé d'un article antérieur, et nous terminons
par le théorème de MENCHOV, (6.II.5), un théorème de KWAPIEN-PELCZYNSKI,
(6.II.6), et une autre application (6.II.7). Ce montre que de nombreux exemples
usuels, déjà connus ou non, peuvent être déduits des théorèmes de dualité.

Depuis que cet article a été écrit, de nouveaux théorèmes ont été démontrés,
qu'il est impossible d'incorporer dans le texte. Signalons avant tout les applications
û>-sommantes (p-sommantes pour — K p < 0 ) , de MAURE Y [2], et la résolution de la
conjecture de PlETSCH pour les Banach (toute application p-radonifiante pour un
p<l est 0-radonifiante, et même ^-sommante), par Simone CHEVET [1] et MAUREY

[3]. D'autre part PlETSCH a presque achevé l'étude des applications p-radonifiantes
dans les espaces de suites (GOULAOUIC-SCHWARTZ [1], exposés 29 et 31). Signalons
qu'une partie des résultats du présent article ont été exposés dans un séminaire,
à l'Ecole polytechnique (1969-70) (SCHWARTZ [4]).

§0. Préliminaires: Les espaces vectoriels quasi-normës et les espaces bito-
pologiques.

(0.00) On appelle p-quasi-norme sur un espace vectoriel E sur le corps K=R

ou C, 0 < p < l , une application o?i->||aj|| de E dans R+, vérifiant les propriétés

suivantes :

a) ||fc»|l = l*IM pour keK, xeE;
b) \\x+y\\p<\\x\\p+\\y\\p, pour %, yeE;
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c) ||*|| >0 pour
Une 1-quasi-norme est une norme. Une p-quasi-norme est une g-quasi-norme pour
q<p. Une quasi-norme définit sur E une topologie d'espace vectoriel, pour laquelle
un système fondamental de voisinages de 0 est formé par les quasi-boules fermées
de centre origine; cette topologie est métrisable, car (x, y) «-» \\x—y\\p est une
distance qui la définit. Pour cette topologie, les quasi-boules fermées sont fermées
et la quasi-norme est continue, car |||a||p— ||ylH<ll&—y\\p. On appellera espace
vectoriel quasi-normé un espace vectoriel muni d'une quasi-norme, et de la
topologie correspondante. L'espace LP(X, /*) relatif à un espace topologique X et
une mesure p sur X est un espace vectoriel quasi-normé, norme pour p>l, p-quasi-
normé pour p<l. Son dual est réduit à {0} si y- est diffuse et p < l ; de tels espaces
vectoriels sans dual seront inutilisables pour tout ce qui suit; aussi tous les espaces
vectoriels topologiques, dans la suite, seront-ils automatiquement supposés séparés
par leur dual, sauf mention explicite du contraire; mais, bien entendu, les
espaces vectoriels topologiques qu'on formera à partir d'eux ne le seront pas néces-
sairement.

Un espace vectoriel quasi-normé complet sera appelé un quasi-Banach.
L'enveloppe convexe équilibrée fermée de la quasi-boule unité de E a une

jauge, qui est une norme (c'est trivialement une semi-norme, mais c'est une norme
parce que E est séparé par son dual) ; l'espace E muni de cette norme se notera
EN9 et E->EN est continue. Les espaces E et EN ont le même dual E', qui est
un Banach pour la norme ||£||= Sup |<£, a?>|. Alors EN s'envoie isométriquement
dans le bidual En. Bien entendu, la boule unité de E' est *-faiblement compacte.
La boule unité de EN est o(E", £7')-dense dans celle de E" et faiblement fermée
dans E, mais la boule unité de E n'a aucune raison d'avoir les mêmes propriétés.
Si E est un quasi-Banach, EN n'a aucune raison de l'être. Considérons par exemple
l'espace V, 0 < s < l , des suites c—{cn)n&N telles que 2 |c»r< + oo, avec ||c||,=

»ÊJV

( 2 \cn\°)l/8. C'est un espace vectoriel s-quasi-normé, et un quasi-Banach. La

boule unité contient tous les éléments sTO=(cw=0 pour n^m, cm=l), de quasi-

norme 1; l'enveloppe convexe équilibrée fermée de la quasi-boule unité est donc

l'ensemble des suites cel8 dont la norme dans l1 est < 1 . Donc (l*)N est l'espace

l' muni de la norme induite par ï1; il n'est pas complet. Le dual de V comme de

l1 est l°°. La boule unité de l* est compacte dans l'espace KN, donc sûrement

fermée dans V muni de la topologie o(l*, ï°°). Dans la suite, nous supposerons

automatiquement, sauf mention expresse du contraire, que la boule unité de E

est faiblement fermée (ce qui entraine a fortiori que E soit séparé par son dual!).

L'espace vectoriel norme EN, bien que généralement non complet, est tonnelé si E
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est complet (par exemple l', 0 < s < l , est tonnelé pour la topologie induite par ll).

En effet, un tonneau T pour EN Test a fortiori pour E, qui est de Baire, donc
c'est un voisinage de 0 dans E, donc dans EN puisqu'il est convexe. Toute partie
*-f aiblement bornée de E' est équicontinue sur EN et sur E, et *-f ortement bornée
dans Ef, (ENY ou (ÊN)'. Pour qu'un p-quasi-normé E soit complet, il faut et il
suffit que, pour toute suite (xn)neN de E telle que E ll»w||p<+oo, la série S xn

converge. Et, dans ce cas, || S xn\\
p< S \\xn\\

p.
neN neN

Soient E, G, des espaces vectoriels quasi-normés (Si E est g-quasi-normé et
G p-quasi-normé, ils sont tous deux Min (p, g)-quasi-normés.). Une application
linéaire u continue de E dans G est faiblement continue; la réciproque n'est pas
vraie. Mais, si u est faiblement continue, lu est toujours continue de <x(G', G) dans
o(E', E) et de G' dans Ef ; u est faiblement continue si et seulement si elle est
continue de EN dans GN. Par exemple l'application identique de V, muni de la
topologie induite par l1 dans l*, est faiblement continue, mais n'est pas continue.
Dans le même ordre d'idées, une partie est faiblement bornée dans E si et seule-
ment si elle est bornée dans EN, mais elle ne l'est pas nécessairement dans E; par
exemple, dans l8, la boule unité de la norme l1 est faiblement bornée mais non
bornée. Sur J*f(E;G), la fonction u^-* IMI= Sup \\u(x)\\ est une p-quasi-norme si

||X||<1

G est p-quasi-normé ; pour cette quasi-norme, £f(E\G) est complet si G est

complet, et alors J*f(Ê;G) est identique à J*f(E;G). Si u est seulement faible-

ment continue de E dans G, la quantité | |M||= Sup \\u(x)\\ est infinie si u n'est pas
IMKi

continue; mais \\u\\N, norme de u dans J2^(iïw ; G^), est toujours finie; on a
d'ailleurs toujours IMU<IM|. Soient E, G, des espaces quasi-normés, ainsi que
F, H, et H complet. Une application linéaire faiblement continue u de <J(F', F)
dans G (c. à d., continue de a(F', F) dans <J(G, G')) est continue de F' dans
GN', car l'image par u de la boule unité de F'\ o(F', F)-bornée, est bornée dans
o{G, GO, donc bornée dans GN\ elle a donc une norme ||tt|U finie. Une application
linéaire faiblement continue de E dans o{H', H) est continue de EN dans H', a
fortiori de E dans 127; en effet, la boule unité de EN est faiblement bornée,
donc son image est bornée dans e(H', H), donc bornée dans H' parce que HN est
tonnelé. Elle a donc une norme IMI=IMU, indifféremment en tant qu'opérateur de
E dans W ou de EN dans H', car l'image de la boule unité de E est contenue
dans les mêmes boules que celle de la boule unité de EN, H' étant norme. Enfin,
si u est une application linéaire continue de o(F', F) dans o(Hf, H), elle est con-
tinue de F' dans H' pour la même raison. On peut éventuellement tout écrire
avec une formulation unique. Ayant défini EN lorsque E est un quasi-normé, on
peut pour E=a(F', F), F quasi-normé, appelés EN l'espace de Banach F'. On
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notera cependant que E est plus fin que EN pour E quasi-normé, alors que EN est

plus fin que E pour E dual *-faible d'un quasi-normé.

D'autre part, si E=o(F', F), F quasi-normé, ce que nous appellerons E'
sera toujours F muni de sa quasi-norme. Alors:

PROPOSITION (0.0). Si E est ou un espace quasi-normé ou un dual *-faible
d'un quasi-normé, G un quasi-normé ou un dual *-faible d'un quasi-Banach,
une application linéaire faiblement continue u de E dans G est continue de EN
dans GN.

L'énoncé ainsi donné couvre d'un seul coup 4 cas différents. C'est plus com-

mode, mais il faudra souvent en fait 4 démonstrations différentes; d'un autre

^côté, chaque fois qu'un seul énoncé couvrira les 4 cas, tous ceux qui s'appuieront

sur lui feront de même. Parfois, il semblera plus clair de donner les 4 énoncés;

ainsi la proposition (0.0) pourra aussi s'énoncer:

(0.0 bis) Soient E un quasi-normé ou o{F', F) le dual *-faible d'un quasi-

normé, G un quasi-normé ou o{H', H) le dual *-faible d'un quasi-Banach, u

une application linéaire faiblement continue de E ou CF(F', F) dans G ou

o(H', H). Alors elle est continue de EN ou F' dans GN ou H'.

Le mélange fréquent des deux types d'énoncé est en fait incorrect. Par ex-

emple, au § 3, il est dit au début que E est ou bien un Banach ou bien un dual

*-faible d'un quasi-Banach F. Alors, dans un énoncé tel que celui de la pro-

position (3.5 quinto), il y a une incorrection à dire que u est continue de E ou F'

dans G ou Hf\ il est ici sous-entendu que le 1er espace est E ou o(F', F)f mais que,

s'il est appelé E, il n'est pas un o(F', F), mais un Banach; et u ne serait évidem-

ment pas continue de E dans G si E avait le droit d'être o{F', F), elle n'est pas

continue de o{F', F) dans G mais de F' dans G. Cette incorrection ne semble pas

grave, mais aide au contraire à mieux comprendre!

Espaces Lp. Soit Q un espace topologique séparé muni d'une mesure de Radon

/*>0 (finie ou non) et soit E g-quasi-normé. On appelle Lp(Q,ft;E), 0 < p < + oo,

l'espace vectoriel des /i-classes de fonctions ƒ sur Q, à valeurs dans E, /^-mesurables

(Lusin) et telles que \ IIƒ(<*>)Fc£M<y)< + °°, et on pose

Ill/illp ou H/| | ,

Pour p = + oo, Lr{Q,tï,E) est l'espace des /^-classes de fonctions /«-mesurables et
bornées, avec H/IU=(Sup.ess.)#«ll/IU.

PROPOSITION (0.1). Lp{Q,p;E) est Min (p, q)-quasi-normé {2) si E est q-quasi-

(2) Mais non nécessairement séparé par son dual!
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norme, et complet si E est complet (Fischer-Riesz).

DÉMONSTRATION. Soient f et g deux fonctions de LP(Q, fi; E). Supposons
d'abord l>q>p; c'est connu si p=l, supposons donc p<l, et montrons que
LP(Q, pt; E) est p-quasi-normé. Comme E est aussi p-quasi-normé, on a

\\f(v)+g(a>)\\idlt(a>)<[ (\\f(w)\\l+\\g(w)\\i)dp(w) f

ce qui prouve le résultat ||/+flf|lS<||/||J + ||flf|l5- Supposons maintenant q<pf et
montrons que LP(Q, pt; E) est g-quasi-normé. Soit d'abord p fini. Posons || ƒ(<*>)||£
=a(o»), ||flr(a>)||i=j9(a>). Alors

KL q/P

= (S («H
(a(œ))p/qdv((o)\Q V A (^(co))p/qdft((o)\qP (Minkowski, avec -

G
qui est l'inégalité cherchée.

Pour p = + oo, on aura simplement

(Sup. ess.

ou

et L°°(£, fi; E) est encore g-quasi-normé.

Si E est complet LP(Q, fi; E) est complet (Fischer-Riesz). Pour le voir, on

démontre que, si (fn)neN est une suite de LP(Q, fi; E) telle que S IIAIIpln(p>g) < + oo,
neN

alors S / w converge dans Lp(Q,pi;E). Or, si q>p, c'est connu pour p=l, donc
neN oo

on peut supposer p<l; alors, par hypothèse S ll/»Mllêdj"M< + o ° , donc, pour

/«-presque tout a), 2 11/nMllë converge, et par suite, E étant p-quasi-normé,
oo n=0

S A(Û>) converge vers une limite /(Û>) ; ƒ est mesurable comme limite d'une suite

de fonctions mesurables à valeurs dans un espace métrisable;
11/115=

donc ƒ € Lp(i2, fi; E) ; et enfin

5 < S S \\fn(<o)\\PEdfi(a>)
n>m JQ
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tend vers 0 pour m infini, donc 2 / » converge vers ƒ dans LP(Q, //; E). Supposons
n=0 oo

ensuite q<p, et soit (/tt)»6* une suite de Lp(Q,ft;E) telle que 2JI/J

Soit d'abord p fini. De
oo /(• \Q/P

2 ( 1 \\fn(<0)\\P
Edfi(c0)) < + O O ,

on déduit, en posant

\Q/P

2 (1 («•

d'où, par Fischer-Riesz appliqué à plq>l, on déduit que 2 #n(û>) converge //-presque
oo »=0

partout, donc, E étant g-quasi-normé, que 2 A M converge /«-presque partout vers
n=0

une limite /(Û>); ƒ est encore //-mesurable; en posant ||f(<o)\\E—a(œ), on a

« M < E«n(û>), et

G
Q/P oo /Ç \q/p

donc feLp(Q, ft;E); et

tend vers 0 pour m infini, donc S ƒ» converge vers ƒ dans LP(Q, /*; .Ë7), qui est

bien complet. Pour p infini, on suppose S (Sup. ess.)Hjf»(co)\\QE< + oo; donc, pour
oo «=0 oo

//-presque tout coeQ, 2 ll/n(<y)ll!< + o°, donc E / « W converge vers une limite

ƒ(<»), avec ||/(û))ll|<Soll/n(û))|||; ƒ est ^-mesurable; puis

(Sup. esB.),||/||f <(Sup. ess.U S | | /J|i)< E (Sup. ess.)^||/B|||<+oo ,
w=0 n=0

donc feL°°(Q,ft;E); et en raisonnant sur S , on voit encore que S A converge

vers ƒ dans L°°(Q, /r, £7), qui est bien complet. CQFD.

Soit ensuite E=o(F', F) le dual *-faible d'un quasi-normé F. Nous appellerons

Lp(Q,ft;E) (8), 0<p< + oo, l'espace des //-classes de fonctions //-mesurables ƒ sur

Q à valeurs dans E=<J(F',F), telles que \ ||/(â>)||£'d/z(û>)< + oo, et nous poserons

G \l/P Jû

\\f((o)U>dt*(a))J ; pour p=oo, LM(Q, pi; E) est l'espace des /^-classes de

fonctions //-mesurables à valeurs dans <T(F', F), et bornées en norme, avec | | / |U=

(3) Ce n'est pas conforme à la définition courante de LP(Q, /*; E),
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(Sup. ess.)/>ll/\\E- Les mêmes démonstrations que précédemment montrent que

Lp(Q,fi;E) est Min (p, l)-quasi-normé, car F' est toujours un Banach pour sa

norme. D'autre part:

PROPOSITION (0.2). LP(Q, pi; o(F', F)) est complet; si F est un Banach réflexif

ou si F' est séparablet LP(Q, pi; o(F', F))=LP(Q, pt; F').

DÉMONSTRATION. On sait que Ff est un Banach. Les démonstrations faites

antérieurement pour E quasi-normé sont encore valables pour E=o(F', F), tant

qu'il ne s'agit que des inégalités, car on raisonne alors sur le Banach F' (on fait

donc q=l dans les calculs précédents) ; la seule chose à montrer est que, si les ƒ„

sont //-mesurables, ƒ est aussi //-mesurable. On sait toujours que ƒ est //-presque

partout égale à la somme 2 fn, avec 2 I I /JI JF'< + 0 0 //-presque partout. Soit K
n n

un compact de Q, et soit <5>0. Il existe d'abord un compact K'cK, tel que

pt(K\K')<ôl2, et que, toutes les fonctions fn soient continues de K' dans a(F', F),

puisque les fn sont //-mesurables-Lusin de Q dans o{F', F), Ensuite, d'après

EGOROV, il existe un compact K"ŒK', tel que piK'\K")<èl2f et que, sur K",

la série S H/nMIIf' converge uniformément (les fonctions | | /J | , composées de ƒ»

^-mesurables Q-+<J(F', F), et de la fonction norme, semi-continue inférieurement

sur o(F',F), sont //-mesurables de Q dans R+); donc, sur Kn', la série S / n con-
n

verge uniformément, quand on munit F1 de la structure uniforme de la norme, a

fortiori quand on le munit de la structure uniforme o(F', F). Donc la restriction

de ƒ à K" est continue de Ktf dans o(F', F). Comme ö est arbitraire, ƒ est bien

//-mesurable de Q dans o(F' F), et LP(Q, pt; o{F', F)) est bien complet.

Si F est un Banach réflexif, Ff l'est aussi, et un théorème connu de PHILIPPS

(*) dit que toute fonction à valeurs dans l'espace F'\ faiblement mesurable, est

aussi mesurable. Il en est de même si F' est séparable donc polonais, car toute

application dans F', mesurable pour une topologie séparée plus faible que la sienne,

Test aussi pour sa topologie. Dans les deux cas, on a donc LP(Q, pt; o{F', F) )=

LP(Q, fi; F ' ) . CQFD.

Espaces bitopologiques. L'exemple que nous venons d'étudier avec o(F', F)

introduit une structure nouvelle qu'on rencontrera souvent.

On appellera espace vectoriel bitopologique E un espace vectoriel, avec:

1) une topologie vectorielle, pour laquelle il est séparé par son dual;

2) une partie B bornée équilibrée fermée, qu'on appellera la quasi-boule unité,

définissant donc une jauge j B , qui, sur le sous-espace vectoriel EB engendré par B9

soit une quasi-norme, notée aussi || ||. Cette quasi-norme définit donc sur EB une
(*) Voir PHILIPPS [1].
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topologie plus fine que celle de 1), et quasi-normée. La quasi-norme, prolongée par
+ 00 en dehors de EB, est semi-continue inférieurement sur E. Sauf mention ex-
presse du contraire, la topologie de E est celle de 1, qu'on appelle aussi la première;
d'ailleurs la deuxième n'existe que sur EB (son injection dans la première est
continue). Si toutefois il devait y avoir confusion (par exemple si EB~E), on
écrira XJ57 et 2E. Si E et G sont deux espaces vectoriels bitopologiques, et si u
est une application linéaire de E dans G, on dira qu'elle est continue ou faiblement
continue, si elle l'est pour les premières topologies. Si on écrit qu'elle est 2-continue
ou continue pour les deuxièmes topologies, on voudra dire qu'elle envoie la quasi-
boule unité de E dans une quasi-boule de G.

Soient Q un espace topologique muni d'une mesure de Radon /OO, et E un
espace vectoriel bitopologique. On appelle LP(Q, /*; E) l'espace des ^-classes d'appli-
cations /^-mesurables f de Q dans E (donc relativement à la première topologie de
E), et telles que

Wlp=(( WfWWPdft(a>)y/P < + oo si

et

| | | / | U ( S ) l l / ( ) | | < + si p=

Si la quasi-norme de EB est une g-quasi-norme, ƒ H-> ||| ƒ|||P est une Min (p, q)-

quasi-norme.

Notons que la fonction O>H-> ||/(Û>)|| est /^-mesurable, car la quasi-norme de E

est semi-continue inférieurement pour sa l è r e topologie. Notons aussi que la seule
condition |||/ilP< + o° implique que ƒ prenne /^-presque toutes ses valeurs dans EB.

Reprenons alors le cas considéré plus haut; si F est quasi-normé, E=<J(F',F)

est un espace bitopologique, avec comme lè r e topologie <T(F', F) et comme quasi-
norme sa norme de dual. Et ce que nous avons appelé LP(Q, p.\ <?(F', F)) est bien
compatible avec ce que nous venons de définir pour un espace bitopologique quel-
conque. Si E est un quasi-normé, il est aussi bitopologique, avec la topologie
a(E, E') et sa quasi-norme (mais aussi bien sûr pour sa quasi-norme et la topologie
qu'elle définit comme lè r e topologie). Un cas très important dans la suite sera
celui-ci.

Soit G un espace quasi-normé. Son dual G' est un Banach, et admet un dual
G", bidual de G. La boule unité de G admet alors une adhérence B" dans ff(G",
G'), qui est d'ailleurs compacte, car la boule unité de G est contenue dans celle de
GN. Alors la topologie o(G", G') et la quasi-boule B" définissent une bitopologie,
qu'on appellera la bitopologie canonique a(Gn', G').
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Alors les propositions (0.1) et (0.2) admettent la généralisation suivante:

PROPOSITION (0.2 bis). Si E est un espace vectoriel bitopologique, Vespace LP(Q,

pt; E), 0 < p < + oo, est complet si EB est complet pour la 2ème topologie.

DÉMONSTRATION. On prendra une série 2 / w , avec S Ill/J|p i n (p '9)<+00 , et on
n n

devra montrer qu'elle est convergente. On trouvera une limite ^-presque partout

ƒ, exactement comme dans la proposition (0.1), et toutes les inégalités de la

démonstration de la proposition (0.1) subsisteront; la seule difficulté consistera à

montrer que ƒ est ^-mesurable pour la lère-topologie de E. Pour cela, on procédera

comme dans la démonstration de la proposition (0.2), E jouant le rôle de o(Ff, F).

(On utilise seulement le fait que 2E, muni de la quasi-norme, est plus fin que iE).

Enfin, pour p=0, et pi de masse 1, on définit L°(Q, pi; E) comme l'espace

vectoriel des ^-classes d'applications ^-mesurables de Q dans E (pour la lè re topologie),

prenant leurs valeurs dans EB. On le munit toujours de la topologie définie par la

famille de jauges f^ Ja(jt, f)=lnî {M>0; pt{(oeQ; || ƒ(<*>) ||>M}< a}, 0 < a < l , dite

topologie de la convergence en probabilité relativement à la structure uniforme de

EB définie par la quasi-norme (5). Alors:
PROPOSITION (0.3). L°(Q, pt; E) est un espace vectoriel topologique métrisable,

complet si EB est complet pour sa 2e topologie. En outre, si F est un Banach

réflexif, ou si F' est séparable, L°(Q, pt; o(F', F))=L°(Q, pt; Ff).

DÉMONSTRATION. Tout d'abord, si ƒ et g sont deux fonctions ^-mesurables et
>0, on a toujours Ja+p(p, f+g)<Ja(t*,f)+J(i(pi,g). En effet, ƒ est majorée par
JAP1,/), sauf sur un ensemble de points de Q de /^-mesure <«, et g majorée par
J^g) sauf sur un ensemble de ^-mesure <fi; donc f+g est majorée par
Ja(f*tf)+Jp(t*t g), sauf sur un ensemble de ^-mesure <a+/3, et donc Ja+pifrf+g)

^Jaif* f)+Jp(p> g)* A fortiori, si ƒ et g sont des fonctions sur Q, ^-mesurables, à
valeurs dans E, on a Ja+fi(p, \\f+g\\9)<Ja(p, II ƒ I I ' R ^ , lltfll9). Si donc nous ap-
pelons V=V(a,e) l'ensemble des feL°(Q,pr,E) telles que Ja(fi, | |/ | |9)<s, alors
W= V(a/2, e/2) vérifie TT+ Wd V; on en déduit aussitôt que les V(a, s), pour 0 < a < l ,
et e>0, forment un système fondamental de voisinages de 0 d'une topologie d'espace
vectoriel. Comme on en déduit immédiatement une base dénombrable, avec
a=l /m, e=lM, L°(Q, pt; E) est métrisable. Montrons qu'il est complet si 2EB est
complet. Soit donc (fn)neN une suite de Cauchy. Il suffit de prouver qu'on peut
en extraire une suite partielle convergente. Or il en existe une suite partielle

(5) La convergence en probabilité est associée à une structure uniforme (voir SCHWARTZ
[1], 2e partie chap. 5, §1). Mais ici il s'agit de la convergence en probabilité pour la
structure uniforme de En, alors que les fonctions ne sont pas mesurables à valeurs
dans EB\
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(f*k)k*N telle que

2*+l

Posons fnk+1—fnk=0k. Il s'agit de montrer que la série ^0h converge dans

L°(Q, pt\ E), avec

T / II Z} II Q\ y "*•

Pour tous JeiV,

Comme l'ensemble

croit avec m, et que sa mesure reste <l /2 ' , il en sera de même pour l'ensemble

réunion

fl,= {a>eQ; ||0*(Û>)||?+ • • • +\\0i+m(<»)\\9+ ' ' • > ^ r } ; Posons

fit= U fl1' , de sorte que

pour /^-presque tout Û>, la série 2 ll#jfc(û>)ll9 converge, a fortiori la série S^*^) con-

verge dans zEB \ soit (̂Û>) sa somme. Alors 0 est une fonction définie ^-presque
i—i

partout sur Ü à valeurs dans EB, et on a ||0(Û>)— S ^*(û>)||ff<l/2' pour a)£Qi,

C k=o
Qu la série 2 f̂c converge uniformément, par rapport à

k

la structure uniforme de 2EB définie par la quasi-norme, donc a fortiori pour la

structure uniforme iE de la l è r e topologie; en effet pour œ&Qi, et pour tout £'>î,

donc œeQi',\\0(v)—5ï0k(a>)\\g<ll2l'. Mais, pour tout l, il existe Q^Qu p(&i)<

l/2£~2, tel que les restrictions des 0k h [jQi soient toutes continues de \jüi dans E,

et 2#jfe converge uniformément vers 0 sur (Jöz; donc la restriction de 6 à ^Qt

est continue de (Ji^ dans JE1, et par suite 0 est //-mesurable-Lusin de Q dans Ü7.

En outre, 2 #fe converge vers 0 dans L°(Q, pt; E) d'après sa définition, puisque
•7i/«i(j«, 11^- 2^ l l f f )< l /2 ' . Donc L°(Q,fi;E) est bien complet. La partie relative

lc=0

à F' se démontre comme la proposition (0.2). CQFD.
REMARQUE. Si G est quasi-normé, l'espace bitopologique a(G", G') satisfait
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aux conditions des proposition (0.2 bis et 3) ; car B" est compacte donc complète
pour o(G", G'), donc EB" est complet pour la quasi-norme (6).

§ 1. Le théorème de compacité de PROKHOROV; poids; probabilités cylindriques.
THÉORÈME (1.1). Soient X un espace topologique séparé, ^(X) Vespace des

probabilités de Radon sur X (mesures de Radon >Q de masse 1), muni de la

topologie de la convergence étroite. Soit ^ une partie de ^(X). Une condi-

tion suffisante pour que ^ soit relativement compacte dans ^(X) est la

suivante :

Quel que soit e>0, il existe un compact K$ de X tel que, pour toute ^ 6 ^ ^ ,

on ait À(Ke)>l—s.

DÉMONSTRATION. La topologie de la convergence étroite, pour X complète-

ment régulier, est la topologie de la convergence simple sur l'espace é^(X) des

fonctions continues bornées; elle est induite par la topologie vague de l'espace des

probabilités sur le compactifié de Cech X de X. Si alors ƒ est une fonction semi-

continue inférieurement sur X, >0 ou même bornée inférieurement, donc enveloppe

supérieure de fonctions continues bornées, la fonction A i—> -̂ (ƒ) est semi-continue

inférieurement pour la topologie étroite. Autrement dit, l'ensemble des X pour

lesquelles X(f)<M est étroitement fermé; si des Aj convergent étroitement vers A,

lim.inf. *j(f)>X(f). TOPSOE (7) a étendu la définition de la convergence étroite

au cas où X n'est plus nécessairement complètement régulier. C'est précisément

la topologie la moins fine pour laquelle X^À(f) soit semi-continue inférieurement,

pour toute ƒ semi-continue inférieurement bornée sur X; on peut se contenter,

pour des A de masse fixée égale à 1, de fonctions / > 0 car, dès que ƒ est semi-

continue inférieurement bornée, il existe un M tel que f-{-M soit semi-continue

inférieurement bornée > 0.

Démontrons le théorème seulement dans le cas où X est complètement régulier ;

c'est plus simple, et cela nous suffira pour la suite. Soit X le compactifié de Cech

de X. Puisque la topologie étroite sur &(X) est induite par la topologie étroite

(ou vague) de ^(X), et que ^(X) est vaguement compact, il suffit de montrer

que l'adhérence Jiê de ^ dans ^(X) est dans &>(X). Or, la fonction X h^À(K)

étant semi-continue supérieurement pour la topologie étroite, on voit que, pour tout

s>0 et toute ^ 6 , / , on a X(KS)>1—s. Donc toute l £ ^ est portée par une

réunion dénombrable de compacts de X donc par X. CQFD.

(1.1 bis) Les fonctions-poids.

(6) Voir BOURBAKI [1], démonstration du lemme 1, chap. III, §3, n°. 4.
00 F. TOPSOE [1].
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DÉFINITIONS. Soit R+ la demi-droite >0 achevée (sous-ensemble des éléments

>0 de la droite réelle achevée R, donc réunion de la demi-droite >0 et de +°o ;

avec sa topologie compacte usuelle). Une fonction poids 0 sera une application

de ^&(R+) dans R+, ayant les propriétés suivantes:

(1) 0 est croissante pour la relation d'ordre /*<v ([*<v signifiant que, pour

tout a>0, [*(]a, +oo])<i;(]a, +00])); autrement dit, si p<v, on a 0(/*)<0(v);

(2) 0 est semi-continue inférieurement, sur ^(R+) muni de la topologie étroite.

Autrement dit, si lim / ^ = ^ pour la convergence étroite, on a lim. inf. 0(fjtj)>0(fi).
3 3

Notons que la relation d'ordre définie ici n'est pas la relation usuelle entre

mesures (qui serait triviale pour des mesures ayant toutes la même masse l î ) .

Soit pte^{R+)\ pour t>0, soit Af(*)=M]t,+<*>]); la relation d'ordre entre les

mesures est la relation d'ordre usuelle entre leurs fonctions de répartition M.

Notons que l'on a toujours les inégalités

(1.2) (l-M(t))ô{0)+M(t)ô(t)<fi<(l~M(t))o{t)+M(t)ô(+œ) .

Si fi est une probabilité sur R ou C, appelons \p\ son image dans R+ par l'appli-

cation t*->\t\ (pas de confusion possible avec la notation habituelle de module d'une

mesure, puisque /* est déjà >0); on posera alors <P(JM)=#(IA«I), ce qui permet

d'étendre 0 aux probabilités sur R ou C. Soient X un espace topologique séparé,

X une probabilité de Radon sur X, ƒ une fonction sur X à valeurs dans R ou C,

^-mesurable. Alors l'image /U) est une probabilité de Radon sur JR ou C, et on

peut calculer 0{f{X)), que nous noterons aussi 0(Z, f)=0{Z, \f\).

PROPOSITION (1.2 bis). 1') Pour X, X donnés, si Q<f<g, on a fW<g(X),

donc 0(Z,f)<0(*,g).

2') Pour X, ƒ donnés, ƒ semi-continue inférieurement >0, Vapplication

%\-*0{ù,f) est semi-continue inférieurement sur

Soit en effet l im^=A, suivant un ultrafiltre sur ^(X). Comme ^{R+) est

compact parce que R+ est compact, on a lim f(^j)=^e^(R+). Donc pour toute

fonction continue réelle <p sur R+f on a lim Zj((p° f )=lim( f (à j))(<p)=fi{<p). Prenons
3 3

en particulier <p croissante et >0, alors <p°f est semi-continue inférieurement sur

X, de sorte que, d'après la définition même de la convergence étroite des mesures,

lim.inf. Xs (<p°f)>H(pof)=f(Z)(<p). Donc, pour y continue, croissante et >0, on a
Mais toute fonction caractéristique d'un intervalle ouvert ]a, +00]

est limite simple d'une suite de telles fonctions <p, bornées par 1, donc, par

Lebesgue, j"(]a, + 00])>(f(X))(]a, +00]) ou, pour la relation d'ordre des mesures sur

La croissance de 0 donne donc 0(j*)>0(l,f). Et la semi-continuité
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inférieure de 0 sur &(R+) donne lim.inf.0(Zjf f)>0(fi), donc finalement lim.inf.

) . ' CQFD.

Exemples de fonctions-poids sur

Exemple (1.3).

Re-

définit un poids || ||p. Pour X probabilité de Radon sur X topologique, et ƒ i-

mesurable à valeurs dans R ou C,

l,f\\p=([\f(x)\pd*(x)y9 =

cette dernière quasi-norme (c'est une norme pour p > l , non pour p < l , Lp n'étant
pas localement convexe) étant supposée égale à +°o pour f£Lp(X, X).

Exemple (1.4).

|| (J.||oo= Maximum du support de p

définit un poids || IU. Pour X de Radon sur X et ƒ ^-mesurable, à valeurs dans

R ou C,

(la dernière norme supposée égale à + œ pour ƒ $ L°°(X, X)).

Exemple (1.5) (utile pour les variables aléatoire gaussiennes). J"I-M_ exp(k7utz)dfi(t)

est un poids.
Exemple (1.6). Les exemples (1.3), (1.5) sont des cas particuliers du suivant:

soit (p une fonction >0 sur R+, croissante, continue à gauche (donc semi-continue

inférieurement) : #(/*)= \ (p{t)d(J.(t) est un poids. La croissance de O est assurée

par celle de <p, comme on le voit en utilisant la formule d'intégration par parties
dans les intégrales de Stieltjes; si M(£)=/*(]£, +oo]), on a en effet

<p(t)dfi(t)=<p{0) + [+M(t)d<p(t),
R+ Jo

avec d<p>0, et la relation d'ordre pour les mesures p. est exactement la relation
d'ordre habituelle pour les fonctions M correspondantes. Ensuite la semi-continuité
inférieure de 0 est assurée par celle de (p.

Pour X, X, comme précédemment on a
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Exemple (1.7). Prenons un poids 0 de la forme (1.6,) avec y>(+oo)<+oo,

<p(t)>0 pour t>0 et tendant vers 0 pour t tendant vers 0. L'inégalité (1.2) nous

donne, pour tout t:

M(t)<p(t)<0(ri<(l-M(t))<p(t)+M(t)<p(+oo) .

On en déduit aisément que 0(p3) converge vers 0 si et seulement si /*,- converge
étroitement vers ô (Le. si, pour tout £>0, M3(t) tend vers 0). Alors, pour X, X

donnés, f3- fonctions /(-mesurables sur X, à valeurs finies réelles ou complexes,
®(*,fj) converge vers 0 si et seulement si f3 converge vers 0 en probabilité re-
lativement à X, c. à d. vers 0 dans L°(X, X). Dans la pratique, on prend fréquem-
ment <p(t)=Inî (1, t).

Exemple (1.8). Pour tout a>0, ftt->M(a)=ft(]a, +°o]) est un poids; il est de
la forme (1.6), avec <p fonction caractéristique de l'ouvert ]a, +oo]. Nous appel-
lerons Ma ce poids.

Pour que fJt3e^(R+) converge étroitement vers ô, il faut et il suffit que, pour
tout a>0, Ma(fij) converge vers 0. Pour que f3- converge vers 0 dans L°(X, X), il faut
et il suffit que, pour tout a>0, Ma(X,f3) converge vers 0. En d'autres termes, les
ensembles {f*e ^(R+); Ma(fi)<e}, a>0, s>0, forment un système fondamental de
voisinages de ô dans ^*(R+), et les ensembles {f€L°(X, X); Ma(X, ƒ)<£} un système
fondamental de voisinages de 0 dans L°(X, X).

Exemple (1.9). Soit a>0. Pour toute j " , il existe un plus petit nombre a>0
tel que j«(]a, +oo])<«. Appelons Ja(fjt) ce nombre; Ja est un poids. Il est en effet
trivialement croissant; il est semi-continu inférieurement, car l'ensemble des p

pour lesquelles /«(;")<& est exactement l'ensemble des p pour lesquelles j«Q&, +°°])
<a, il est donc fermé dans ^&(R+). Le cas a > l est sans intérêt, car Ja est
identiquement nulle. Pour a=0, on retrouve l'exemple (1.4).

Il y a une relation évidente entre les poids Ma (exemple précédent) et les poids
Ja. Pour 0<a< + oo, 0 < a < l , l'inégalité Ma(fi)<a est équivalente à //(]a, +oo])<a,
donc à Ja(ti)<a. (a^Ma(fi) et av-+Ja(n) sont deux fonctions réciproques l'une de
l'autre). Soit X un espace topologique séparé, X une probabilité de Radon sur X.

Un système fondamental de voisinages de 0 de L°(X, X) est donné par les homo-
thétiques des Fa, 0 < « < l :

ƒ 6

la jauge de ce voisinage Va est précisément donnée par

/f->Inf {aeR+;X{xeX; \f(x)\>a}<a}=Ja(X,f) .

C'est pourquoi ces poids Ja joueront un rôle essentiel pour tout ce qui concernera
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la convergence en probabilité. Ici encore, f*3e^(R+) converge étroitement vers

ô, si et seulement si, pour tout a>0 , JJj*3) tend vers 0; f5 converge vers 0 dans

L°(Xf À), si et seulement si, pour tout a>0, Ja(*,fj) tend vers 0.

PROPOSITION (1.10). Toute constante >0 est un poids. La somme et l'enveloppe

supérieure d'une famille quelconque de poids sont des poids. Le produit

d'un poids par un nombre >0 est un poids. Si 0 est un poids, et si <p est une

fonction >0, croissante et continue à gauche sur R+, <p°0 est un poids. Si S

est un espace topologique séparé muni d'une mesure p>0, et si (0s)8es est une

famille de poids indexée par S, telle que, pour toute /*€ &*(R+), s^08(£t) soit

p-mesurable, alors 0 définie par 0(/^)= \ 0s(f
jl)dp(s) est un poids.

Tout se démontre assez facilement. Bornons-nous par exemple à montrer que,

pour <p>0, croissante et continue à gauche, ç>°0 est un poids; il suffit de voir

qu'elle est semi-continue inférieurement pour la topologie étroite. Soit a > 0 ; il

existe /3 (maximum de ^-1([0, a])), tel que <p{t)<a soit équivalent à £</3; alors

l'ensemble des n qui vérifient <p(0(f*))<a est exactement l'ensemble de celles qui

vérifient #(/*)</S, il est donc fermé, d'où le résultat.

Plusieurs des exemples précédents sont formés d'après ce théorème. Prenons

par exemple les poids (1.6) ; d'après la formule de Stieltjes, ils s'écrivent

<p(0) + \ Msd<p(s), ce sont donc des intégrales de poids.

Exemple (1.11). En appliquant la proposition (1.10) aux Ma de l'exemple (1.8),

en nous bornant à des a>0, on trouve que, pour toute fonction <p>0 sur

]0, -f oo[, Sup <p(t)Mt est un poids. On peut naturellement se borner à des fonc-

tions <p croissantes (car, pour t'>t, Mt><Mt, donc, si <p(t')<<p(t), (p(t')Mt><<p(t)Mt,

et par suite t' n'intervient pas dans le calcul de Sup; on peut donc toujours

remplacer <p par la plus petite majorante croissante).

Supposons en particulier <p croissante, ç>(+oo)<-foo, cp(t)>0 pour t>0 et

tendant vers 0 pour t tendant vers 0. Les inégalités (1.2) donnent alors, pour tout

t fini > 0 :

<p(t-O)Mt(fi)<0(fi)<M3,x(<p(t), <p(+oo)Mt(fi)) .

Alors 0{fx3) converge vers 0 si et seulement si p3 tend vers ô, et ƒ,• converge vers
0 dans L°(X, X) si et seulement si 0(X, f3) tend vers 0.

Exemple (1.12). En appliquant la proposition 1.10 aux Ja de l'exemple (1.9),
en nous bornant à 0 < a < l , on voit que, pour toute fonction <p>0 sur ]0, l[,
Sup (p(a)Ja est un poids. Ici encore on peut prendre <p croissante, car a\-*Ja est
0<a<l

décroissante. Supposons <p(a)>0 pour a>0 . Soit £>0 fini, on a
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)=O si a>M(t), t si a<M(t) ;

Ja((l-M(t))dw+M(t)d{+oo))=t si a>M(t), +00 si a<M(t) .

Alors les inégalités (1.2) donnent

tp(M(t)-O)t<0(ji)<+oo .

On peut seulement conclure que, si 0([i3) tend vers 0, Mt(jJts) tend vers 0 pour tout
£>0, et fij tend vers ô; la réciproque n'est pas vraie, puisque (1—fc)d(0)+Arô(+oo)
tend vers ö pour k>0 tendant vers 0, et que 0 vaut toujours +00 sur une telle
mesure. Les poids Sup <p(a)Ja, avec <p partout > 0 et bornée, seront très utilisés

0<a<l

plus tard ; on les appellera les J-poids (la raison pour laquelle on suppose <p bornée

sera vue à l'exemple (2.10 bis).

(1.12 bis) Poids plus forts et plus faibles que L°. Un poids 0 est dit plus

fort que L°, si la convergence de 0{pt3) vers 0 implique la convergence étroite des

fij vers ô; alors pour X, X, donnés, fjeL°(X, X), la convergence de 0(Z,f3) vers 0

implique la convergence des f3 vers 0 dans L°(X, X), d'où la dénomination "plus

fort que L°". Inversement, 0 est dit plus faible que L° si la convergence des zo-

vers 3 implique la convergence des 0(fi3) vers 0; et alors la convergence des f3-

dans un L°(X, X) entraîne la convergence des 0(1, f3) vers 0. Un poids plus fort et

plus faible que L° est dit équivalent à L°. (8)

0 est plus fort que L°, si et seulement si les ensembles {fie ^(R+); 0(t*)<e}, s>0,

forment une base de filtre plus fine que le filtre des voisinages de à dans ^(R+)',

et plus faible si elle est moins fine, c. à d. si chacun de ces ensembles est un

voisinage de ö dans ^(R+). 0 est équivalente à L°, si et seulement si ces ensembles

forment un système fondamental de voisinages de ô.

PROPOSITION (1.12 ter). Un poids 0 est plus fort que L°, si et seulement si

)=O implique t*=d. Il est plus faible que L° si et seulement si 0((l~k)ô{t)

tend vers 0 quand t>0 et k>0 tendent vers 0.

DÉMONSTRATION. Si 0 est plus fort que L°, bien évidemment 0(f*)=O implique

jjt=ô. Inversement, supposons cette condition réalisée; soient des m formant un

ultrafiltre, tel que 0(t*3) converge vers 0; comme &*(R+) est compact, les fi3- ont

une limite étroite /*; la semi-continuité inférieure de 0 entraîne #(//)=0, donc fi=ô,

et 0 est plus fort que L°.
Si 0 est plus faible que L°, il est certain que 0((1—AOd(t,+fó (+«>)) doit tendre

vers 0 quand k et t tendent vers 0, puisque (1—k)ô{t)+kd{+Oo) tend vers ô. In-

(8) De toute façon, si ƒ> converge vers ƒ dans L°(X, X), fj(X) converge étroitement vers
f(X), donc f\-*0(Xtf) est semi-continue inférieurement de L°(X, X) dans R+.
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versement supposons cette condition réalisée. Supposons que Pj tende vers ô. Soit
e>0. Soient t>0 et k>0 tels que 0((l—k)ôit) + ko(+<»))<e. H existe j0 tel que
Pj(]tf +œ])<fc pour j>j0; alors Pj<(l—k)ô{t)+kd[+co)f donc 0(Pj)<e pour j > i ô ,
donc tfKty) tend vers 0, et 0 est plus faible que L°.

Exemples. Les exemples (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) si <p(t)>0 pour t>0, sont plus
forts que L°; les exemples (1.6) si ^(+oo)<+oo et si <p(t) tend vers 0 quand t tend
vers 0, sont plus faibles que L°. On retrouve ce qui est dit à l'exemple (1.7) pour
l'équivalence avec L°. Les poids Ma (exemple (1.8)) pour a>0 , Ja (exemple (1.9))
pour a>0, sont plus faibles que L°. L'exemple (1.11), avec ç?(+°o)< + oo, <p(t)>0

pour t>0 et tendant vers 0 pour t tendant vers 0, est équivalent à L°; l'exemple
(1.12) avec <p(a)>0 pour a>0 est plus fort que L°, et il est plus faible, si <p est
bornée et nulle au voisinage de «=0. Les J-poids (exemple (1.12)) sont plus forts
que L°.

(1.13) Poids compacts.

DÉFINITION. Un poids 0 sur &*(R+) est compact si, pour tout M>0 fini,

Vensemble {pe ^(R+);0(p)<M} est un compact de ^*(R+). Nous disons bien
&(R+) et non &(R+)*> en effet, cet ensemble est toujours fermé à cause de la
semi-continuité inférieure de 0, et comme ^(R+) est compact, il est toujours
compact dans ^*(R+). Donc 0 est compact, si et seulement si $(//)<+ oo impli-

que p soit portée par R+. Le critère de PROKHOROV (théorème (1.1)) dit que 0

est compact, si et seulement si, pour tout M>0 fini et tout s>0, il existe a>0

fini tel que 0({i)<M implique p(]a, +°o])<s.

Mais, si fi porte la masse k>0 à l'infini, j">(l—AOd«»-f Arô(+oo), donc:
PROPOSITION (1.13). 0 est compact si et seulement si 0((l—k)ô{o) +kôt+oo))=+oo

pour
Les exemples (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) si ^(+oo)= + oo, (l.ll) (0= Sup <p(t)Mu 9

0<t<+oo

croissante), si lim^(£)=+o°, (1.12) (0= Sup <p(a)Ja, ç> croissante) si <p{a)>0 pour
t-++oo 0<a<l

tout a, donnent des poids compacts; les J-poids de (1.12) sont compacts. Soit X un
espace topologique séparé, et soit X une probabilité de Radon sur X. Un ensemble
B de L°(X, X) est borné, si et seulement si, pour tout e>0, il existe a fini tel que
X{xeX; \f(x)\>a}<e pour toute feB. Cela veut exactement dire que l'ensemble
des f(Z) est relativement compact dans &(R) ou &*(C); si donc 0 est compact,
l'ensemble {feL°(X, Z);0(X,f)<M} est borné dans L°(X, À), pour tout M fini.

(1.14) Poids homogènes.

DÉFINITION. Pour j«e^*(jR+), et r > 0 fini, soit vp l'image de n par l'homo-
thétie de centre origine et de rapport r (la notation pourrait faire confondre avec
le produit de p. par r, ce qui serait absurde pour les mesures ayant toutes la même
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masse 1). Alors 0 est dit homogène (sous-entendu de degré 1), si on a toujours
0(rfi)=T0(fi). Pour ƒ ^-mesurable sur X, on aura alors 0(ï, tf)~\r\0(l, ƒ), parce
que, pour r > 0 : r(/(^))=(r/)Ü). Les exemples (1.3), (1.4), (1.9) (les Ja), (1.12)
sont homogènes. Donc (1.3), (1.4), (1.12) si y est partout >0, sont homogènes
compacts; les /-poids sont homogènes compacts. Les poids homogènes joueront un
rôle important à cause de l'intervention des semi-normes dans les espaces vectoriels
topologiques, qui sont elles-mêmes homogènes. La notion d'homogénéité indique
le rôle important que joueront les Ja pour étudier l'espace L°(X, À).

(1.14 bis) Remarque. Nous n'avons pas donné un seul exemple de poids 0 à
la fois plus faible que L° et compact. C'est inévitable. Les proposition (1.12 ter)
et (1.13) l'excluent. Si 0 est plus faible que L°, alors, pour tout M>0 fini,
l'ensemble {fie ^(R+); 0(ft)<M} est un voisinage de ô dans ^(R+). Or, d'après
la définition d'un voisinage de d dans ^(R+), il n'est jamais compact. On peut
encore le voir autrement. Pour X, ;, donnés, M>Q fini, {/eL°(X, Z);0(À, | / | ) < M }
devrait être un voisinage de 0, et borné; or, sauf dans des cas triviaux, les
voisinages de 0 dans un L°(X, À) ne sont jamais bornés.

Remarquons aussi que nous avons trouvé des poids homogènes plus faibles que
L° (exemple: les Ja, a>0) ou plus forts (exemple (1.12), avec <p>0) mais jamais
équivalents à L°. C'est inévitable. Sans quoi les ensembles {ƒ 6 L°(X, 2); 0(X, ƒ) < M},

M fini >0, formeraient un système fondamental de voisinages de 0 de L°(X, À),

et comme ils sont homothétiques, ces voisinages seraient bornés, ce qui est
impossible.

Un poids homogène compact est plus fort que L° (et évidemment pas plus
faible, sans quoi il serait homogène et équivalent, ou compact et plus faible, ce
qui, nous venons de le voir, est exclu). En effet, soit 0(fi)—O. La fonction
a*-j>0((l--k)Öio)+kö(a)), k fixé, est homogène en a; pour a infini elle doit tendre
vers +oo, si k>0, puisque 0 est compact; donc elle est =£0 pour tout a > 0 et tout
fc>0. Or O=0(fJt)>0((l-k)ôiO)-{-kô{a)) pour &=ftQa, +«>]); donc ftQa, +oo])=0
pour tout a > 0 , donc //=0.

On peut aussi préciser:
PROPOSITION (1.14 ter).

1) Pour qu'une partie ^ de ^*{R+) soit relativement compacte dans ^*(R+),

il faut et il suffit qu'il existe un poids compact 0 tel que 0(t*)<l pour toute

pG^'. On peut même supposer 0 de la forme (1.11) (avec lim <p(t)=+oo)f ou
t->+oo

J-poids de la forme (1.12) (avec <p partout >0 et bornée) (donc homogène et plus
fort que L°).
2) Pour qu'une partie B d'un L°(X, X) soit bornée, il faut et il suffit qu'il
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existe un poids compact 0 tel que 0(/L,f)<l pour toute feB; on peut en outrq

choisir 0 de la forme (1.11) ou J-poids (1.12).

DÉMONSTRATION. NOUS venons déjà d'indiquer à la remarque précédente, que
B est borné si et seulement si l'ensemble ^ des I/1M, ƒ 6 B, est relativement
compact dans ^(R+). Donc 2) résultera de 1). La suffisance de la condition est
la définition même des poids compacts. Montrons qu'elle est nécessaire. Soit donc

une partie relativement compacte de ^(R+). Pour tout e>0, il existe
, e) fini > 1 tel que /i(]a, + °o])<e pour toute A«6^^; mais cela veut dire que

ou

donc que 0(pi) <1 , si 0 est le poids défini par

Sup — Jlfau,,) ou par Sup
o < < s o < a

(1.15) Fonctions >0 compactes sur un espace topologique.

DÉFINITION. Une fonction 6 sur un espace topologique séparé X est dite

compacte, si elle est >0 (à valeurs, comme toujours, finies ou non), et si, pour

tout a < + oo, Vensemble {xeX;0(x)<a} est compact. Cela entraîne la semi-con-

tinuité inférieure de 0.

Un poids compact est une fonction compacte sur ^(R+). L'exemple le plus

important sera le suivant: si F est un espace de Banach, la norme sur o(F',F)

est compacte. La norme sur un Banach réflexif est compacte pour la topologie

faible. Si E est un espace vectoriel topologique, F un sous-espace vectoriel de E,

muni d'une structure de Banach avec injection continue, et si la boule unité de F

est compacte dans E, la fonction sur E, égale à la norme sur F et à +oo sur

(jF, est compacte.

(1.15 bis) Ordre d'une probabilité de Radon.

DÉFINITION. Soient X un espace topologique séparé, 6 une fonction >0 semi-
continue inférieurement sur X, 0 un poinds sur ^(R+). On dit qu'une probabilité
de Radon X sur X est d'ordre (0, 0), si 0(1, 0) (c. à d. 0(6(X)))<1. Si X est d'ordre
(0,0), elle est a fortiori d'ordre (0,0), si 0<0 et 0<0.

Alors on a le corollaire trivial suivant du théorème de PROKÏIOROV:

PROPOSITION (1.16). Soient X un espace topologique séparé, 0 une fonction

compacte >0 sur X, 0 un poids compact sur &*(R+). L'ensemble ^ des

probabilités de Radon X sur X, d'ordre (0,0), c. à d. vérifiant 0(X,0)<1, est

compact dans &(X).

DÉMONSTRATION. Pour tout e>0, il existe a e<+oo tel que #(/*)< 1 entraîne
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e, +cx)])<e; donc 0(Z,O)<1 entraîne t(Ke)=X({xeX; 0(x)<at})>l-e, et, comme
cet ensemble Ke est compact, le théorème de PROKHOROV dit que ^ est relative-
ment compact dans é?(X). Mais la fonction X*-*0(X, 6) est semi-continue in-
férieurement sur &(X), donc ^ est fermé, donc il est compact. CQFD.

REMARQUE 1. L'inégalité <1 peut évidemment être remplacée par <M, M

fini >0.
REMARQUE 2. Si 0(Z, 0)<+OO, 0 compact, d(X) est portée par R+, donc X est

portée par l'ensemble {xeX; 0(x)<+oo}.

Applications aux probabilités cylindriques sur les espaces vectoriels topologi-

ques. (9)

(1.17.00) La topologie cylindrique.

DÉFINITION. Dans toute la suite, les espaces vectoriels topologiques considérés,
même si ce n'est pas explicitement écrit, seront sur K=R ou C, non nécessaire-

ment localement convexes, mais séparés par leur dual (donc séparés). Soit E un
v

tel espace vectoriel. Appelons é?(E) l'espace des probabilités cylindriques sur E;

nous le munirons de la topologie la moins fine pour laquelle, pour toute application
linéaire continue v de E dans un espace vectoriel G de dimension finie, l'application
k*-+v(X) de £?(E) dans &*(G), soit continue. En d'autres termes, des probabilités
cylindriques Xs convergent vers une probabilité cylindrique A, si et seulement si,
pour toute v, v(Aj) converge vers v(X) dans &(G). On appellera topologie cylindri-
que cette topologie, convergence cylindrique la convergence correspondante. Tri-
vialement l'injection ^{E)->^(E) est continue; et ^(E) est séparé, parce que
les £P{G) sont séparées (pour G de dimension finie) et que les v: éfr(E)-^>&(G)

séparent les points de &{E), par définition même des probabilités cylindriques.
PROPOSITION (1.17.0).

1) Si K=R, pour que des probabilités cylindriques Aj converge cylindriquement

vers une probabilité cylindrique X, il faut et il suffit que les images de Fourier

^~Aj convergent vers ^~X, uniformément sur tout compact contenu dans un

sous-espace vectoriel de dimension finie.

2) Pour K=R ou C, il faut et il suffit que, pour tout ÇeE', les images f(^)
convergent vers Ç(Z) dans ^(K).

3) Sur l'espace ^(Eo) des probabilités de Radon sur Ea=<j(E, E')f la topologie

cylindrique n'est autre que la topologie étroite.

DÉMONSTRATION. On peut toujours, dans tous les cas, supposer K=R.

1) L'image de Fourier de v(Z), v application linéaire continue de E dans un espace
(9) Les probabilités cylindriques sont définies et étudiées dans SCHWARTZ [1], 2e partie,

et dans SCHWARTZ [4].



Probabilités cylindriques et applications radonifiantes 168

vectoriel de dimension finie, est l'image réciproque par lv de ^~l\ la l è r e partie
résulte alors du théorème de convergence de Paul LÉVY.

2) Si Xi converge cylindriquement vers A, évidemment £(^) converge étroitement
vers £C*). Supposons inversement que, pour tout ?, f(^) converge étroitement vers
£C*). Soit v l'application linéaire continue de E dans Rn définie par n éléments du
dual, fi, f2» •••> ?n. Sûrement, par compacité, les v(X3) ont une limite étroite v

dans &(Rn), R étant un compactifié de R. Mais les projections de v sur les
facteurs sont les images de l par £lf £2> •••, fn> donc portées par R; donc y est
portée par Rn. Mais alors v(X) et y sont des probabilités sur Rn, ayant même
image de Fourier puisque leurs images par toute forme linéaire sur Rn coincident;
donc v{X)=v. Ainsi, pour toute v, les v(l3) convergent vers v(Z), et par suite Xs

converge cylindriquement vers h

3) Pour que la topologie cylindrique sur &(Ea), a priori moins fine que la
topologie étroite, soit la même, il faut et il suffit que, pour toute fonction ƒ semi-
continue inférieurement bornée sur Ea, Àt-*A(f) soit semi-continue inférieurement
pour la topologie cylindrique. Comme la masse est toujours 1, il suffit que ce soit
vrai pour / > 0 , d'où simplement pour f=X<?, où les & forment une base, stable
par réunions finies, de la topologie Ea, car toute fonction / > 0 semi-continue in-
férieurement est enveloppe supérieure de sommes finies de x^. Or de tels ouverts
formant une base de Ea peuvent être définis par les v~\Q), v:E->G linéaires
continues de E dans les espaces vectoriels de dimension finie, Q ouverts de G. Alors
l(y-1{Q))=(v(l)){Q)'i X*-+v(2) est continue de é?(E) dans ^ ( G ) , et m v ( f i ) est
semi-continue inférieurement sur ^ ( G ) , d'où le résultat. CQFD.

COROLLAIRE. Soient <2> un poids, 6 une fonction >0 semi-continue inférieure-

ment sur Eo=a(E,E'). Sur Vespace ^{Ea) des probabilités de Radon sur Eaf

la fonction X H* &(X, 6) est semi-continue inférieurement pour la topologie

cylindrique.

Il suffit d'appliquer la proposition précédente et la proposition (1.2 bis).
THÉORÈME (1.17). Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son

dual, 0 une fonction compacte sur E9 O un poids compact. Uensemble ^ des

probabilités de Radon sur Ef d'ordre (&,0), c. à d. vérifiant <2>(̂ , ̂ )<1 , est com-

pact dans &(E), donc fermé dans é?(E).

En d'autres termes, toute probabilité cylindrique Z, limite cylindrique de

probabilités de Radon X3- d'ordre (0, Q), est elle-même une probabilité de Radon,

d'ordre (0, 0).

(1.18) Exemple fondamental: probabilités de Radon d'ordre p sur des

Banach.
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1) Soient E un espace vectoriel topologique, B une partie équilibrée fermée de

E. La jauge de B est la fonction 0B ou j B définie par 0B(x)=lnf {k>Q;%ekB}.

Bien entendu, 0B vaut +00 sur le complémentaire du sous-espace vectoriel EB

engendré par B. Et 0B est semi-continue inférieurement, car, pour a fini>0,
0B(x)<a équivaut à xQaB, qui est fermé.

2) Soit alors 0 un poids homogène (il n'est pas intéressant de considérer les poids
non homogènes, car les jauges sont homogènes). On dit qu'une probabilité de

Radon X sur E est d'ordre 0, s'il existe une partie B, équilibrée fermée bornée,

telle que X soit d'ordre (0,0B), i.e. que 0(X,0B)<1. Cela implique, si 0 est com-
pact, que X soit portée par EB.

3) Un ensemble ^ de &{E) est dit uniformément d'ordre 0 s'il existe une
même partie B bornée équilibrée fermée telle que toutes les ^ 6 ^ soient d'ordre
( * , eB).
4) En particulier, X est dite d'ordre p, 0<p<+oo, si elle est d'ordre || \\p, poids

défini aux exemples (1.3) et (1.4).

5) Nous aurons toujours, dans la suite, à étendre les résultats relatifs aux poids

II ||p à p=0. Une probabilité de Radon X sur E est dite d'ordre 0, si, pour tout

a>0, elle est d'ordre Ja. Ce n'est donc pas un poids qui intervient, mais la famille

des poids Ja. Mais alors toute probabilité de Radon est automatiquement d'ordre

0; en effet, il existe une partie équilibrée bornée (et même compacte) B telle que

>l((jjB)<a, ou Ja(X,jB)^l, et X est d'ordre (JafjB).

6) Un ensemble ^ 6 ^(E) est alors uniformément d'ordre p, 0 < p < + ° o , s'il
est uniformément d'ordre || ||P. Il est uniformément d'ordre 0 si, pour tout a>0 ,
il est uniformément d'ordre J«; bien entendu, bien que toute probabilité de Radon
soit d'ordre 0, un ensemble ^^ Œ^(E) n'est pas en général uniformément d'ordre
0. Si les parties bornées de E sont relativement compactes, ^ est uniformément
d'ordre 0 si et seulement s'il est relativement compact dans *0^(E); c'est exacte-
ment l'énoncé du théorème de PROKHOROV (1.1).
6 bis) On peut raffiner, et se donner un ensemble J7~ de parties bornées équilibrées
fermées de E. Alors X sera dite d'ordre 0 (homogène) relativement à ^", ou
d'ordre (0,^), s'il existe une partie Bej^ telle que X soit d'ordre (0,0B); on
étendra de même toutes les notions précédentes.

7) Soit E un espace vectoriel bitopologique, de quasi-boule unité B, de quasi-
norme 6. Alors une probabilité de Radon X sur E (pour sa lè re topologie!) sera
dite d'ordre 0, 0 poids homogène, s'il existe M>0 fini tel que X soit d'ordre
(0, 0/M), ou encore si 0(X, 0) est fini. On notera par 0(X) la quantité 0(X, 0). Si
TX est l'homothétique de X par l'homothétie de centre origine et de rapport r,
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0(TX)=\T\0(X). Sur l'espace des probabilités de Radon, X\->0(X) est semi-continue
inférieurement pour la topologie étroite ou cylindrique (prop. (1.2 bis) et corollaire
de la prop. (1.17.0)).

En prenant <P=|| ||P, X est d'ordre p, 0<p< +oo, si et seulement s'il existe
M>0 fini tel que X soit d'ordre (|| \\pt0/M)t ou si p , 0\\p, noté p | | p , est fini; ou
encore si 6 est dans LP(E, X), et P I I P = ||^||LP(£;^). Nécessairement X est alors portée
par EB.

Un ensemble ^ est uniformément d'ordre 0 si et seulement si 0(1) est borné
par un nombre M>0 fini pour Xe^'; on notera par 0(^) la borne supérieure
de #C*) pour i e ^ .

Puis ^ est, comme précédemment, d'ordre 0, si, pour tout a, 0 < a < l , elle est
d'ordre Ja; une probabilité de Radon X sur E est d'ordre 0 si et seulement si elle
est portée par EB. Mais on peut dire plus. Pour tout a>0, il existe R(a)>l fini
tel que la boule de rayon R(a) contienne une masse >1—a, donc, si 0 est le J-poids
(forme (1.12)) 0— Sup (HR(a)) Ja, X est d'ordre 0. Et un ensemble ^ de pro-

0<a<l

habilités de Radon sur E est uniformément d'ordre 0 si et seulement s'il existe un
J-poids 0 tel que les 2 6 ^ # soient uniformément d'ordre 0. Cela veut exactement
dire, d'après l'énoncé 1 de la proposition (1.14 ter), que l'ensemble des 0{X), 2 e . , / ,
est une partie relativement compacte de ^(R+).

Dans les exemples donnés au § 6, nous aurons souvent besoin de ce fait : si X
est une probabilité de Radon sur E, elle est concentrée à s près sur la quasi-boule
de rayon R, si et seulement si Je(X)=Je(X,d)<:R; et X est d'ordre ((HR)Je,0).

8) Soient E un quasi-normé, EN son espace norme associé. Une probabilité de
Radon X sur E, d'ordre 0 homogène, l'est a fortiori sur EN, puisque l'injection
E->EN est continue de quasi-norme < 1 ; et WK^))^ < ($U))i?. Si E est dual
*-faible o(Ff, F) d'un quasi-normé F, une probabilité de Radon X d'ordre 0 sur
EN=F' l'est a fortiori sur E, et alors (0(X))EN=(0(X))E puisque les normes sont les
mêmes.

Le passage de E à EN donne donc lieu à des résultats opposés dans les deux
cas; ce n'est pas étonnant, puisque E est plus fin que EN dans le premier et moins
fin dans le deuxième.

Le théorème (1.17) admet alors le corollaire trivial suivant:
THÉORÈME (1.18 bis). Soient E un espace vectoriel topologique (séparé par

son dual) t 0 un poids homogène compact, ^" un ensemble de parties équilibrées

compactes de E. Alors toute probabilité cylindrique X, limite cylindrique de

probabilités de Radon X3- uniformément d'ordre 0 pour J?~ (resp. uniformément

d'ordre p, 0<p<+oo) , est elle-même de Radon d'ordre 0 (resp. d'ordre p) pour
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DÉMONSTRATION. Par définition, il existe une partie Be^~, telle que les Xt

soient d'ordre (0, 0B). Alors B est compacte, donc âB est une fonction compacte,
et on peut appliquer le théorème (1.17).

Ce résultat s'applique automatiquement pour Q=\\ \\p, p>0. Pour le cas de
Tordre 0, c'est ce qui a été dit à 7).

Nous nous attacherons spécialement, dans la suite, au cas où E est, soit un
espace vectoriel quasi-normé, soit un dual *-faible o(F', F) d'un quasi-normé F.

Dans le second cas, la boule est compacte, mais pas dans le premier.
Nous pourrions songer à prendre l'image dans o(Etr, E') par l'application

canonique de E dans o(E", E') ; la boule unité de E" est alors compacte. Mais

nous perdons alors énormément; toute l'originalité de E par rapport à EN dis-
paraît, puisque EN a le même dual et le même bidual que E. Nous sommes donc
amenés à la convention suivante: dans o(E",Ef), la fonction 6 qui interviendra

sera toujours la jauge 6B de Vadhérence B ou B" (pour la topologie o(E"', E'))

de la boule unité B de E. On voit que B peut être beaucoup plus petite que la boule
unité de E", donc dB beaucoup plus grande que la norme de E" (et bien sûr com-
pacte pour o(E", Ef)). Une probabilité de Radon d'ordre 0 dans E a une image
dans o(En, E') qui est de Radon d'ordre 0, pour cette fonction 0. Et c'est par

rapport à cette fonction 0 qu'on définira les probabilités de Radon d'ordre 0

dans o(E", E'), les ensembles uniformément d'ordre 0, d'ordre 0, etc. • • •. Cela
revient (en omettant de le mentionner!) à prendre la conception (6 bis) de (1.18),
avec ^~ = ensemble des parties bornées de o(E", Ef), adhérences des parties bornées
de E. C'est donc, comme il est dit dans les préliminaires avant la proposition
(0.2 bis), l'espace bitopologique o(En\ E') qui intervient ici.

Rappelons que, pour E quasi-normé, on suppose toujours implicitement (pré-

liminaires, (0.00)) que la boule unité de E est faiblement fermée. Alors 6%

induit sur E exactement la quasi-norme 0.

Remarquons aussi que, pour E=G(F', F), F quasi-Banach, on peut employer
encore o(E", E') pour désigner E lui-même, car E'=F, conventionnellement muni
de sa quasi-norme (préliminaires, (0.00)).

COROLLAIRE (1.18 ter). Soit E un espace vectoriel quasi-normé ou un dual

*-faïble d'un quasi-normé. Soit 0 un poids homogène compact. Toute pro-

babilité cylindrique X, limite cylindrique de probabilités de Radon Xjt uniformé-

ment d'ordre 0 (resp. uniformément d'ordre p, 0<p<+<*>), a une image dans

Vespace bitopologique o(E", E') qui est encore de Radon d'ordre 0 (resp. d'ordre

p). En outre, 0(X)< lim. inf. O(XS). Enfin X est de Radon sur E lui-même, si
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E est un Banach réflexif, et alors d'ordre 0 (resp. d'ordre p).

Seul le cas réflexif demande une démonstration. Dans ce cas, la norme est
compacte pour o(E, E'), et nous savons seulement que X a une image dans o(E, E')

qui est de Radon. Mais, d'après un théorème de Phillips, toute probabilité de
Radon sur o(E, E') provient d'une probabilité de Radon sur E lui-même. Donc il
existe l de Radon sur E telle que X et À aient même image dans o{E, E') ; mais
&*(E)-+ ,0*(<7(E, E')) est toujours une bijection (10), donc À=î, et X est bien de
Radon sur E. CQFD.

REMARQUE. Supposons F Banach réflexif, E=o(Ff, F). Alors X provient d'une
probabilité de Radon sur F' fort. Cela n'a pas de sens a priori de dire que X est

une probabilité de Radon sur Fr, puisqu'elle est donné comme probabilité cylindri-
que sur e(F',F), donc pas sur F'. Toutefois, puisque éfr(F')-*é?*{o(F', F)) est
une bijection (F' ayant pour dual F"=F), on peut quand même identifier &(Ff)

V

et &(o(F'\ F)) par cette bijection, et il est alors correct de dire que X, probabilité
cylindrique sur o(F', F) donc sur F', est de Radon sur F'.

Mais supposons F non réflexif, et F' séparable. Il est alors polonais de sorte
que ^{Ff)->^{o{F'tF)) est bijective; donc X provient d'une probabilité de
Radon 1 (unique) sur F'. Mais il est ici totalement incorrect de dire que X est

une probabilité de Radon sur F'; car é^{Ff)-+&(o{F', F)) n'est pas injectivef

et on ne peut donc pas identifier ^{F') à un sous-espace de éP(o{F', F)); on ne
peut donc pas écrire A=Â (n).

(1.19) Fonctions aléatoires linéaires, applications décomposées.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé par son dual. Soit ƒ une fonc-
tion aléatoire linéaire sur E', c. à d. une application linéaire de Ef dans un espace
L°(Q, p), Q espace topologique séparé, /* probabilité de Radon sur Q. On sait
qu'elle définit une probabilité cylindrique 1 sur E que nous noterons Xft et qu'on
établit ainsi une correspondance bijective entre é?*(E) et l'ensemble des classes
d'isonomie de fonctions aléatoires linéaires sur Ef (12).

On dit que ƒ est décomposée, s'il existe une application //-mesurable (au sens
de Lusin) <p de Q dans E, telle que, pour tout f 6Ü7', f(Ç)eL°(Q, fi) soit la ^-classe
de la fonction <ç>, £> ou £°ç>, c. à d. de la fonction <yi-»<V(<y), f>; s'il en est ainsi,
<p est unique à un ensemble négligeable près, autrement dit la jW-classe de <p est
unique. Nous appellerons f9 ou ç>* la fonction aléatoire £H-»<£>, f>; la probabilité

(10) D'après leur définition même, les probabilités cylindriques sur E ne dépendent que
de la topologie affaiblie o(E, E').

(u) La probabilité cylindrique ô{a) construite dans SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. II, §3,
exemple 2, est sur l1; son image dans o(ll,c°) est nulle.

(12) SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. V, §2.
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associée qui est alors de Radon, est Xf(p ou J?*, et c'est l'image <p(fi); on pourra

aussi la noter X9. Si ƒ est décomposée, nous appellerons aussi <pf l'application <p

telle que f=f9, et alors <Pf(p)=Xf.

PROPOSITION (1.19.0) Pour que ƒ soit décomposée, il est nécessaire que sa

probabilité cylindrique associée Xf soit de Radon (puisqu'elle n'est autre que
l'image <p(p)); inversement, si Xf est de Radon et portée par une réunion dé-

nombrable de compacts métrisables de E, ƒ est décomposée (13).

Cette condition est réalisée, pour Xf de Radon, si E est souslinien ou quasi-

normé ou métrisable, ou si son dual est ^-faiblement séparable, ou si E=a(F', F),

F quasi-normé séparable ou Banach réflexif.

Voici quelques conséquences de cette manière de voir.

1) Soit 0 un poids sur ^{R+), et soit 0 une fonction semi-continue inférieure-

ment >0 sur E. Soit <p une application /^-mesurable de Q dans E, X=<p(/i) sa

probabilité de Radon associée. Alors 0(X, 6)=0{/x, doy). Donc X est d'ordre (0, 0)

si et seulement si 0{ft, 0o^>)<l.

2) Soit E un espace vectoriel bitopologique, 0 sa quasi-norme, et soit 0 un poids

homogène, et toujours X=(p(fi). Alors 0(X,d) se note 0(X) (voir (1.18), 7), et vaut

0{fJL> \\<p\\) qu'on peut aussi noter 0(ft, <p). Donc <p(fj) est d'ordre 0, si et seulement

si 0(p, <p)< + oo. Si £%? est un ensemble d'applications ^-mesurables de Q dans E,

on appellera 0(pt, é%?) la borne supérieure des $(/*, <p) pour ^ 6 ^ ; c'est aussi

0{^&)y si ^ ^ est l'ensemble des <p(/j), (pG&; et ^& est uniformément

d'ordre 0, si et seulement si 0(f*, £$) est fini.

Un ensemble é% cLp(Q, p; E) est borné dans LV(Q; f*; E) si et seulement si
l'ensemble des 0o<p correspondantes est borné dans LP(Q, p), c. à d. s'il existe un
poids 0, proportionnel à || ||P (exemples (1.3 et 4)) pour p>0, ou un J-poids 0

(forme (1.12)) pour p=0, tel que 0{p, ^ ) < + oo (prop. (1.14 ter)). On peut alors
relier les espaces Lp et les probabilités d'ordre p par ceci, d'après (1.18) : Si <p est

une application ^-mesurable de Q dans E, <p(fi) est d'ordre p, 0<p<+oo , si et

seulement si <pB LP(Q, ft; E) ; et, pour un ensemble & de fonctions /^-mesura-

bles, Vensemble ^^^ des (p{p), <p£&, est uniformément d'ordre p, si et seule-

ment si é%? est une partie bornée de LP(Q, /*; E) ; et on a

(1.19) \\<p(ft)\\p=\\<P\\LP(Q.l>;E) POUr P>0.

3) D'autre part, soient f5 : E' -> L°(Q, p) des fonctions aléatoires linéaires, con-

(18) SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. V, §4, théorème 11. Ce que nous appelons ici décom-
posée s'appelait alors mesurablement décomposée Nous ne redonnons pas ici la démon-
stration de ce théorème.
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vergeant vers f:E'-+ L°(Q, pt) pour la topologie de la convergence simple. Alors

les probabilités cylindriques associées Xj convergent cylindriquement vers À.

En effet, soit v une application linéaire continue de E dans Kn ; elle peut être
définie comme (Çl9 £2, •••,£»), où les & sont des éléments de E'; alors v{X3) est
l'image Wj(fi) de n par l'application //-mesurable w^ /^ f i ) , / } (&) , ••-,ƒƒ(£»)) de Q

dans Kn ; puisque les ƒ} convergent simplement vers ƒ, les ƒ}(£*) convergent vers
ƒ(£*) dans L°(Q, fi) pour tout &, 1 < K % , donc les applications wô convergent vers
l'application w=(/(£i), ƒ(&),•••,ƒ(£»)) de £ dans HLW, pour la ^-convergence en
probabilité; donc les images v(Xj)=wj(fi) convergent étroitement dans ^(Kn) vers
w(fi)=v(2), et les Àj convergent cylindriquement vers L CQFD.

Le théorème (1.18) donne alors:

THÉORÈME (1.20). Soit E un espace vectoriel quasi-normé (resp. un dual

<r(F', F), F quasi-normé). Soit ƒ une application linéaire de E' dans L°(Q, fi).

Supposons que ƒ soit limite simple d'applications fé décomposées par des

(pjiQ-^E, qui forment un ensemble borné dans LP(Q, fx; E). Alors la probabilité

cylindrique À associée à ƒ est de Radon d'ordre p dans o(E", E') (resp. o(F', F)).

En outre, ƒ est décomposée par une fonction <p 6 LP(Q, fi; E) si E est un Banach

réflexif {resp. <peLp(Q, fi;o(F', F)), si F est séparahle, LP(Q, f*; F') si F est un

Banach réflexif ou si F' est séparable).

DÉMONSTRATION. Les seules parties non triviales sont celles de la fin. Si E

est un Banach réflexif, X est de Radon sur E métrisable, donc ƒ est décomposée

par une <p6Lp(Q, /*; E). Si F est un Banach réflexif, F' Test aussi, 1 est alors de

Radon sur F', et ici encore ƒ est décomposée par (peLp(Q, f*;F'). Si F est sépar-

able, les compacts de Ô(F', F) sont métrisables, donc ƒ est réalisée par <p 6 LP(Q, fi;

o{F\F)). Si enfin F' est séparable, donc polonais, ƒ est décomposée par <peLp(Q,

fi\ o{F', F)) qui est LP(Q, fi; Fr). Mais, comme nous l'avons signalé à la remarque

qui suit le théorème (1.18), il n'est pas correct de dire que X est de Radon sur F'

dans ce dernier cas.

REMARQUE. Bien entendu, lorsque ƒ est réalisable par <p:Q->E, il n'est pas

exact que les <pj convergent nécessairement vers <p dans LP(Q, fi;E).

§2. Le type et les applications radonifiantes.

(2.1.0) Le type d'une probabilité cylindrique. Définition.
Soit E un espace vectoriel topologique, séparé par son dual. Soient 0 un

poids sur &(R+), 0' une fonction >0 quelconque sur E'. On dit qu'une
probabilité cylindrique X sur E est de type (0,0'), si, pour tout ÇeE't qui
définit donc une probabilité image f (A) sur K, on ai
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Noter la différence entre type et ordre. L'ordre (0, 6) n'a été défini que pour des
probabilités de Eadon, et 0 était une fonction sur E; le type (0, 0') est défini pour
des probabilités cylindriques, et 0f est une fonction sur E'. En outre, si X est de
type (0,0'), elle est a fortiori de type (0, 0') si 0<0 et 0f>0' (alors qu'on devait
prendre 0<0 pour l'ordre). D'ailleurs, si X, de Radon, est d'ordre {0, 0), 0 homo-
gène, elle est aussi d'ordre (T0, (l/r)0), r > 0 fini; si X, cylindrique, est de type
(0, 0'), elle est aussi de type (T0, T0').

Enfin l'ensemble des probabilités cylindriques, de type (0, 0r) est cylindrique-
ment fermé, puisque X*->@{Ç{X)) est semi-continue inférieurement sur ^(E).

(2.1.00) Les propriétés de concentration scalaire des probabilités cylindriques
sont des propriétés de type. Soit A une partie équilibrée de E, et soit AT la jauge
de A0 dans E'. Si X est scalairement concentrée à e près sur A, alors, pour tout
ÇeE', Ç(X) est concentrée à e près sur £(A), donc a fortiori sur [—AT(f), +ZV(£)],
car HA) est pincé entre [~N($)> +N(Ç)] et [-N(Ç), +N(Ç)] ; donc X est de type
(/e, N). Inversement, si X est de type (Jt9 N), alors, pour tout £, Ç(X) est scalaire-
ment concentrée à s près sur [—N($), +N(Ç)], donc, sinon sur HA), en tout cas
sur tout (l+<5)f(A), <5>0; et X est scalairement concentrée à s près sur tout
(l-H)A. Si A est faiblement compact, HA) est compact donc est nécessairement
l'intervalle fermé [—2V(f), +Af(f)], et X est scalairement concentrée à s près sur

A, si et seulement si elle est de type (Je, N).

(2.1.1) Sait 0 un poids homogène, et soit <& une topologie vectorielle sur E'

{non nécessairement séparée). On dira qu'une probabilité cylindrique X sur E

est de type 0 pour la topologie E'®, s'il existe un voisinage V de 0 de 2£@,
équilibré fermé, tel que X soit de type (0, 0y), où 0f

v est la jauge de V. Cela
revient à dire que l'ensemble {£eE';0(Ç(X))<l} est un voisinage de 0 dans E'&; ou
encore que, lorsque f tend vers 0 dans E^t 0(Ç(X)) tend vers 0.

(2.1.3) Un ensemble ^ de probabilités cylindriques est alors dit uniformé-

ment de type 0 pour E'9, s'il existe un même voisinage V de 0 de E'e tel que

toutes les l e j ' soient de type (0,0'v); ou encore si l'intersection D {£€!£';

0($(X))<1} est un voisinage de 0 de E'%\ ou encore si, quand $ tend vers 0 dans

E'ç, 0(Ç(X)) tend vers 0 uniformément pour Xe^t.

(2.1.4) X est dite de type p pour E'@t 0<p<+oof si elle est de type \\ \\p;

de même pour un ensemble ^ uniformément de type p;

(2.1.5) X sera dite de type 0 pour E'@, si, pour tout a>Q, elle est de type

Ja (exemple (1.9)). Notons ici que cela ne fait pas intervenir un type déterminé,
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mais une famille de types, les Ja; le type 0 nécessite donc toujours un examen
spécial. S'il existe un J-poids 0 (compact de la forme (1.12)) tel que X soit de type
0, elle est de type 0, mais ce n'est pas nécessaire. Comme les ensembles {fie ^(M+) ;

, «>0, s>0, forment un système fondamental de voisinages de ô dans
on voit que X est de type 0, si et seulement si, lorsque ? tend vers 0

dans E'B, Ç(X) tend vers ô dans ^(K).

Si © est une famille de parties équilibrées bornées de E, stable par homothétie,
et si E& est la topologie de la ©-convergence, alors X est de type 0 pour E'e, si et
seulement si elle est scalairement ©-concentrée (M). Cela résulte immédiatement de
(2.1.00).

(2.1.6) Bien entendu un ensemble ^ € &(E) est dit uniformément de type
0, pour E'®, si, pour tout a>0, il est uniformément de type Ja. Cela exprime
que, quand f tend vers 0 dans 22@, fU) tend vers ô, uniformément pour Xe^^'.
Si © est un ensemble de parties équilibrées bornées de E, stable par homothéties
et réunions finies, dire que ^ est uniformément de type 0 pour E'^, c'est dire
que les Xe^f sont uniformément scalairement ^-concentrées, c. à d. que, pour
tout e>0, il existe A e © telle que, pour tout SeE' et toute ^ 6 ^ , Ç(X) soit con-
centrées sur £(A) à s près.

(2.1.7) Souvent E'& sera le dual fort de E, mais ce peut être aussi E'ef E'v
(topologie de Mackey). Dans un article antérieur (15), E était l'espace o(l°°, l8) avec
0 < s < l ; alors E'=l8, et E'B était justement la topologie quasi-normée de I*, non
localement convexe. Aux §§ 5 et 6, il arrivera fréquemment, E étant arbitraire,
que E'® soit norme ou quasi-normé : par exemple E sera l'espace 3î\Rn) des
distributions sur Rn, JE© sera l'espace &(Rn) muni de la norme L2 ou L°°. Dans
ce cas, la quasi-norme de E® sera sous-entendue; ^ sera de type 0, poids homogène,
si et seulement s'il exist M>0 fini tel que, pour tout ? e £ " , 0(?(*))<M||£||; elle
sera de type p>0, si ||fU)||P<ikf||f||. Nous noterons alors par 0*(X), pour 0 homo-
gène et E'® quasi-normé, la borne inférieure des M>0 tels que 0(Ç(fy)<M\\$\\, ou

encore 0*(X)= Sup 0(Ç(X)).
HeiKi

Pour un ensemble ^ de probabilités cylindriques, $ * C ^ ) sera Sup#*U); X
sera de type 0, ^ sera uniformément de type 0, si et seulement si $*U)<+oo,

. La fonction X\-+0*(X) est semi-continue inférieurement sur

Dans ce cas, X est de type 0, si et seulement si, pour tout a>0, il existe
Ma>l fini tel que JafêU))<MJ|f||, donc s'il existe un J-poids 0 (homogène com-

(") SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. II, §3.
(15) SCHWARTZ [2].
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pact de la forme (1.12)), à savoir 0— Sup (UMa)Ja, tel que #(£U))<||£|| pour tout
0<a<l

ÇeE', c. à d. tel que #*(;i)<l. Un ensemble ^te^(E) sera uniformément de
type 0, si Von peut choisir les mêmes Ma donc le même type 0 de la forme (1.12),
pour toutes les Ze ^', c. à d. s'il existe un J-poids 0, tel que 0H^^)<1. La
proposition (1.14 ter) montre alors que ^ est uniformément de type 0, si et
seulement si Vensemble des ?C2), ||?||<1, tè^tâ', est relativement compact dans

(2.1.7 bis) Soit E un espace vectoriel quasi-normé. Une probabilité cylindrique
de type O (homogène) sur E ou sur EN, c'est la même chose, puisqu'ils ont le
même dual, et #*U) a la même valeur dans les deux cas. Si E est un dual
a{F',F), F quasi-normé, une probabilité cylindrique sur F', Test a fortiori sur
E=o(F',F), et (**«)*<(**«)*' .

Mais soient 0 un poids homogène, X une probabilité de Radon sur Ff (F norme),
portée par un compact d'un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors 0*(Z)
a la même valeur, qu'on considère X comme probabilité sur o(Ff, F), relativement
à la norme donnée sur F, ou comme probabilité sur F' ou a{F', F"), relativement
à la norme usuelle sur F". En effet, soit { " e F , ||£"||<1; il est limite, dans
o(F",Ff), de f y de F de norme <1. Les £,- convergent vers ?" uniformément sur
tout compact de dimension finie, donc sur le support de X, donc Çj(À) converge
étroitement vers $"(X) sur K, donc 0(?"(J))<lim.inf. dK?/*)), et par suite

Sup $(?"(<*))< Sup <P(?W)), donc ces deux quantités sont bien égales. Si F est
lie"li<i imi<i

seulement quasi-normé, cette conclusion ne subsiste pas.
Toutes les fois que E sera un espace vectoriel quasi-normé, il sera entendu,

si rien d'autre n'est spécifié, qu'il est muni de sa quasi-norme, et que Ef^=E'
est son Banach dual muni de sa norme; toutes les fois que E=o(F', F), F
quasi-normé, il sera entendu que E'®=E' est F muni de sa quasi-norme.

(2.1.8) Un autre fait montrera que l'ordre est plus fort que le type. Sup-
posons que E'@ soit la topologie forte. Soit A une probabilité de Radon, d'ordre
0 homogène. Soit B un borné équilibré fermé, tel que 0(JL,OB)<1. Soit V=B° le
polaire de B, voisinage de 0 de E'; alors, pour ÇeE', |<£, x}\<6B(x)6^); alors la
fonction £ sur E est majorée en module par la fonction 0'v(Ç)0B ; donc

donc X est de type 0.

Pour E quasi-normé ou dual *-faible d'un quasi-normé, pour 0 homogène, on
a toujours l'inégalité, pour k de Radon:

(2.1.8 bis) 0*(À)<0(X) ;
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En effet, pour

(2.1.8.00) II y a cependant un cas où une hypothèse sur le type aboutit à une

conclusion sur l'ordre:

PROPOSITION (2.1.8.0). Soit F un quasi-Banach. Une probabilité cylindrique

À sur o(F',F), de type +00, est de Radon d'ordre +00, et PII+oo=PH+«,.

DÉMONSTRATION. D'après (2.1.00), X est scalairement concentrée (à 0 près) sur

la boule de rayon PU?» (car || ||+c«=Jo); donc elle est aussi cylindriquement con-

centrée (à 0 près) sur cette boule (16) ; comme celle-ci est compacte, le théorème de

PROKHOROV affirme que X est de Radon, et en outre elle est portée par cette boule,

donc p||+oo=p||*oo.

COROLLAIRE. Si E est un Banach réflexif, une probabilité cylindrique X de

type +00 sur E est de Radon d'ordre +00, et p||+oo=p||+oo.

En effet, elle est de Radon d'ordre +00 sur o(E,Ef), donc sur E d'après le
théorème de PHILLIPS.

REMARQUE. La conclusion ne subsiste pas si E est un Banach non réflexif.
Soit en effet a" un point de E" non dans E, de norme 1; dia,f) est une probabilité
de Radon sur E", donc cylindrique sur E, scalairement portée par toute boule de
rayon > 1 , donc de type +00, et non de Radon sur E.

Mais, si E est un Banach, toute probabilité cylindrique de type -f 00 sur E est
de Radon d'ordre +00 sur o(E",E'), et P||+oo=PII+oo. Ce n'est plus vrai pour E

quasi-Banach, avec l'espace bitopologique o(E", E); en effet, X est de type +00 sur
E si et seulement si elle l'est sur EN, et alors elle est seulement de Radon d'ordre
+00 sur <T((ÊN)", (ÊN)'), et non sur o(E", E'); autrement dit, X est bien de Radon
sur o(E", E'), mais elle est portée par la boule de rayon PII+00 de E", non par
l'adhérence, dans o(E", E'), de la quasi-boule de rayon PHÏ*, de E.

(2.1.8 bis). Exemple: la probabilité cylindrique de Gauss sur un espace

hilbertien et ses images.

Soit E un espace hilbertien sur R. Soit r sa probabilité cylindrique de Gauss
(pour nous, ici, la probabilité normale de Gauss r<> sur R est exp (—nt2)dt). Pour tout
ÇeE'f |(r) est la loi de Gauss sur R de paramètre ||?||, c. à d.

t2 \ dt

qui est aussi image de ?0 par l'homothétie de rapport ||f || sur R. Soit alors 0 un

poids homogène; on a 0(£(r))=llfll#(ro); T est de type 0 si et seulement si 0(n)

< + oo, et on a exactement 0*(r)=®(ïo)- Par exemple

(16) SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. II, §3, proposition 5.
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a) I^II*^ ( 5 l t r e x p ( — ^
b) y n'est pas de type +00;

c) r est de type 0, et, pour tout a, 0 < a < l , Ji(r)=Ja(ïo)',

si a=2Î+°°exp(-7rt2)(ta, J*(r)=R .

d) Considérons maintenant un poids 0 non homogène, celui de l'exemple (1.5).

Alors

+00 si

Posons 6i(^)=^=- . Alors r est de type (Ok, 0'k) .

Soit maintenant u une application linéaire faiblement continue de E dans un
espace vectoriel topologique G. Alors u(r) a toujours une propriété remarquable,
dès qu'elle est de Radon:

THÉORÈME (2.1.8 ter) (Shepp-Landau). Soient E un espace hilbertien sur R,

G un espace vectoriel sur R, localement convexe quasi-complet, u une application

linéaire continue de E dans G. Soit r la probabilité cylindrique de Gauss sur

E. Alorsf ou bien Vimage (u(y))v dans RG' donne à G une mesure intérieure

nulle (et une mesure nulle si o(G, G') est souslinieri), ou bien u(r) est de Radon

sur o(G, G') ; dans ce dernier cas, si K est un faiblement compact convexe de G

portant une masse >0 pour u(r), Vintégrale \ exp(k7rd2
K(y))d(ur)(y) est finie

pour k assez petit, 0K étant la jauge de K; en particulier, u(r) est d'ordre p
pour tout p fini, et, si G est norme, U(T) est de Radon sur G, et

\ exv(k\\y\\*)d(ur)(y)< + oo

pour k assez petit.

DÉMONSTRATION. Lemme de Shepp-Landau. (17)
1) Soit ï la probabilité de Gauss de Rn. Soit C un ensemble convexe de

Rn, contenant Vorigine, et supposons que r(C)>\ e~*i2dt, c>0. Alors, pour tout
J—c»

p ) SHEPP-LANDAU [1]. On trouvera une variante dans FERNIQUE [1].
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e~*t2dt.

2) Soit (Xn)neN une suite gaussienne de variables aléatoires (i.e. toute

combinaison linéaire finie de ces variables aléatoires est gaussienne). Alors la

variable aléatoire Sup \Xn\ est presque sûrement finie ou presque sûrement
neN

infinie.

Démontrons alors le théorème.
Si, pour tout faiblement compact K de G, et pour tout 3>0, il existe une ap-

plication linéaire continue v de G dans un espace Rn, neN, telle que (vu(r))(v(K))

<d, alors la probabilité de Radon (u(r))v sur RG' donne à K une mesure nulle,
puisque

(u(r))v(K)=lnf {u<r))v(v-l(v(K))=In£ (v(u(r)))(v(K))=0 ;
V V

donc (U(T))V donne à G une mesure intérieure nulle, et une mesure nulle, si on est

sûr que G est /«-mesurable dans RG', en particulier si o(G, G') est souslinien.

Supposons le contraire vérifié ; alors il existe un faiblement compact K et un

nombre ô>0 tels que, pour tout v, (v(u(r)))(v(K))>ô. Soit f:G-*L°(Qfft) une

fonction aléatoire associée à u(r). Comme G est supposé quasi-complet, l'enveloppe

convexe équilibrée de K est faiblement compacte, nous pouvons donc supposer K

convexe équilibré faiblement compact. Montrons qu'il existe un entier w>0 tel que

u(r) soit cylindriquement concentrée sur nK à s près, e donné >0. Supposons que

ce ne soit pas vrai, montrons que nous aboutissons à une contradiction. Pour tout

n, il existera une application linéaire continue vn de G dans un espace vectoriel Hn

de dimension finie, telle que (vn(u(r)))(vn(nK))<l—s. Mais vn(nK) est un convexe

équilibré compact de Hn, il est l'intersection filtrante des intersections finies de

demi-espaces fermés qui le contiennent; on peut passer à la limite pour de telles

intersections, de sorte qu'il existe un système fini de formes linéaires y]n,ô sur Hnt

jeJn fini, tel que, d'une part vn(nK)cQn={he Hn; Vi, \yn,j(h)\<n}, et d'autre part

(vn(u(r)))(Qn)<l—s. Posons Vn,joVn=Çn.j', on a d'une part Ifn-iöOKl, c. à d.

£n,y6ÜL° pour tout n et tout j£Jn, d'autre part

p{a>eQ; Sup K / ^ . ^ M ! > » } > « .

Nous avons maintenant une famille dénombrable de variables aléatoires, les XtttJ-

=/(fn.j)» JGJnt neN, cette famille est gaussienne, et

; Sup |
neN
jeJn

D'après le lemme, cette probabilité est donc 1. Cela implique qu'il existe un
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ensemble fini P de K° tel que ju{û>e£; Sup \Xn,A>l}>l—ô. Soit v l'application

linéaire continue de G dans H=RP définie par les f e P ; puisque PaK°, l'image

v(K) est contenue dans le cube unité fermé Q de H~RP; donc (t;(tt(r)))(Q)

>(v(u(r)))(v(K))>ô; mais, d'autre part, /<{a>ei2;Sup l / ( f ) l > l } > l - d implique aussi

(>y(w(r)))((|Q)>l—d, ce qui est contradictoire. On voit donc bien que u(T) est

cylindriquement concentrée à e près sur nK pour n assez grand, donc cylindrique-

ment concentrée sur la famille des multiples de K, donc u(y) est de Radon sur

«KG, G').
Pour démontrer la 2ème partie du théorème, où intervient la jauge de K, le

résultat ne change pas si on remplace K par un multiple de K; on peut donc
toujours supposer que u(r) est concentrée sur K à s près, e< l /2 ; on peut alors

e~nt dt, c>0. Pour toute application linéaire continue v de G dans
«

un espace vectoriel de dimension finie, vu peut se factoriser sous la forme wp, où

p est une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F de E de dimension

finie. Posons C=w~i(v(K)), convexe équilibré de F ; on a exactement

(w(r))M10)=(w^

et une égalité analogue en remplaçant K et C par TK et rC, r > l ; de (p(T)){C)
2 ^ et du lemme précédent appliqué à F, on tire

J-o

e~"t2dt.

S +OO

e~Ki dt près sur TK. Appelons 0K
TC

la jauge de K (qui, rappelons-le, est infinie en dehors du sous-espace vectoriel

engendré par K). L'image V—QKMT)) est une probabilité de Radon sur R+, véri-

fiant

Si N(T)=V(]T, +00]), on sait (formule de l'exemple 1.6)) que

(2.1.8 quarto) (+°°eknr2dv(z) = 1 + [+°°N(T)2k7CTek*v%dv .
Jo Jo

Comme N(r)< constante e~xr2c2
t cette intégrale est sûrement finie pour fc<c\ Or

elle est égale à \ ekseKl1l)d(ur){y). Si G est norme, le théorème de Phillips dit que
Je?

u(r) est de Radon sur G; en outre il existe une constante h telle que ||
d'où le résultat final.
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(2.1.9) Tout cela peut aussi s'exprimer en termes de fonctions aléatoires liné-
aires ƒ: E' -*LP(Q, fi). La probabilité cylindrique Xf associée à ƒ est alors de type
(O,0r), si et seulement si, pour tout ÇeE', Q(f*,f(Ç))<O'(Ç), puisque £(^/) n'est
autre que l'image de fi par f(?)eL°(Q, fi). Alors, pour O homogène, X est de type
0, relativement à E'®, si et seulement si, lorsque ? tend vers 0 dans E'm,
®(p, ƒ(£)) tend vers 0.

Le cas du type p vaut une proposition:
PROPOSITION (2.1.10). Pour que la probabilité cylindrique If associée à

f:E'-*L*(Q, fi), soit de type p, 0<p<+oo, pour E'e, il faut et il suffit que f soit
continue de E'@ dans LP(Q, fi) ; pour qu'un ensemble ^ de probabilités cylindri-
ques associées à un ensemble B de fonctions ƒ soit uniformément de type p, il
faut et il suffit que Vensemble B soit équicontinu de E'e dans LP(Q, fi).

DÉMONSTRATION. Comme les 17 sont des espaces vectoriels topologiques, la
continuité résulte de la continuité à Vorigine. Alors c'est évident pour p>0:
dire que If est de type p, c'est dire que, quand f tend vers 0 dans Ef

%, WJ)\9

tend vers 0, ou encore que ƒ(£) tend vers 0 dans LP(Q, fi). Pour p=0, dire que
X est de type 0, c'est dire que, quand f tend vers 0 dans E®, Ç(X) tend vers Ô dans
&*(K) ou que (ƒ(£))(/*) tend vers ô dans ^(K) ou que ƒ(£) tend vers 0 dans
L°(Q, fi). CQPD.

COROLLAIRE (2.1.11). Si S est un ensemble de parties équilibrées bornées de
E, stable par homothéties et réunions finies, et si E% est la ^-topologie, X est
scalairement ^-concentrée, si et seulement si fx est continue de E& dans

mo, fi), n
II suffit d'utiliser (2.1.5).
COROLLAIRE (2.1.12). Si E^ est quasi-normé, une application linéaire f de

E' dans U(Q, fi) définit une probabilité cylindrique If, qui est de type p,
0<p<+oo, si et seulement si f est continue de 2£@ dans LP(O, fi), et alors, pour
p>0:

(2.1.12)

Un ensemble & d'applications linéaires ƒ donne un ensemble ^& de probabi-
lités cylindriques, qui est uniformément de type p, si et seulement si & est
une partie bornée de £f{E'ç\Lp(Q, fi)), et, si p>0:

\S p P/ii

En effet, puisque E'@ est quasi-normé, un ensemble équicontinu d'applications liné-

(18) SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. V, §2, théorème 2.
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aires de E'm dans LP(Q, p) est exactement un ensemble borné.
(2.1.12 bis). Notation. Si ƒ est une application linéaire de E' dans un L°(Q, /i),

e t si Xf est la probabilité associée, $*U/) sera aussi noté &*(f*, ƒ ) . Si <p est une
application /^-mesurable de Q dans E, on écrira indifféremment

Pour p>0, E quasi-normé ou dual *-faible d'un quasi-normé, \\f\\^Œf,Lp(Q.f))

sera aussi noté ||/||*; et alors | | / | |$=p/l l ï . et, si <peLp{Q, & E), ||ç>*|lï=|l/4J
= 11̂ (̂ )11*. L'inégalité (2.1.8) montre que WIP>||ç>*||*, de sorte que l'injection
(p\-*f9=z(p* permet d'identifier LP(Q, p; E) à un sous-espace vectoriel de Sif(Ef;

Lp(Q,pt)), muni d'une topologie plus fine; cette identification reste valable pour
p=0, puisque d'après (2.1.8), pour tout a,

) = Sup/„(/*, ƒ,(£)) .
llflK

COROLLAIRE (2.1.13). Si 0 est un poids homogène plus fort que L°, et si X

est une probabilité cylindrique sur E de type O pour E^ alors f H> f(^) est con-

tinue de E'B dans &>{K).

DÉMONSTRATION. NOUS avions vu à (2.1.5) la continuité à l'origine seulement.
Mais À est de type 0; alors, si ^=^/, ƒ est continue de Ef dans L°(Q, p), et comme
ensuite h^>h{fj) est continue de L°(Q, ft) dans £^(K), on en déduit le résultat (le
passage à fx nous a donné une structure vectorielle, celle de L°(Q, ft), et la
continuité partout résulte alors de la continuité à l'origine).

(2.0) Les probabilités cylindriques approximables.

DÉFINITION. Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son dual,

0 un poids, 6' une fonction >0 sur E'. Une probabilité cylindrique à sur E

est dite de type (@, d')-approximable (resp. très approximable), si elle est limite

cylindrique de (ou encore: cylindriquement adhérente à Vensemble des) pro-

babilités de Radon, portées par des compacts de sous-espaces vectoriels de dimen-

sion finie {resp. portées par des ensembles finis), de type (0, 0'). Cela entraîne
évidemment que X elle aussi soit de type (0, 0'), l'ensemble des probabilités cylindri-
ques de type (0, 0') étant cylindriquement fermé.

REMARQUE (2.00). Bien entendu, l'hypothèse d'approximation de X par des Xô de
type (0, 0') qui sont de Radon portées par des sous-espaces de dimension finie

est essentielle ; mais le fait que les ^ soient portées par des compacts peut toujours
se réaliser automatiquement, et peut donc être supprimé dans les hypothèses. En
effet, toute Xs de Radon, de type (0, df), est limite étroite, donc cylindrique, de
ses tronquées, c. à d. des probabilités XjtK=XKXj-\-Xj(^K)df K compact, et celles-ci
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sont a fortiori de type (0,0'), car, pour tout &eEf, l'image de XjtK par
If I :&•"->!<£, #>l est majorée (pour la relation d'ordre sur ^(R+)) par l'image de Xs.

Si 0 est un poids homogène, et si © est une topologie vectorielle sur E', À

sera dite de type 0 approximable pour la topologie E'e, s'il existe un voisinage

V de 0 équilibré fermé de E^, tel que X soit de type (0, O'v) approximable ; ou

encore, si X est limite cylindrique de Xjf probabilités de Radon portées par des,

compacts de dimension finie, uniformément de type 0 pour E®. Le cas du type

p>0 s'en déduit. Pour p=0, nous dirons que X est de type 0 approximable

(resp. très approximable) pour E'e, si elle est limite cylindrique de Xjf probabilités

de Radon portées par des compacts de dimension finie (resp. par des ensembles

finis), uniformément de type 0 pour £@(19).

Si 0 est un poids homogène, E un quasi-normé ou un dual *-faible d'un quasi-
normé, nous noterons par 0*a(A) (resp. 0*ta(X)), la borne inférieure des 0*(^f),

pour tous les ensembles ^ de probabilités de Radon portées par des compacts
de dimension finie (resp. par des ensembles finis), auxquels X est cylindriquement
adhérente. On a évidemment:

(2.2) 0*(X)<0*a(X)<0*ta(X) .

Notons que X est cylindriquement adhérente à un ensemble ^f de probabilités de
Radon portées par des compacts de dimension finie (resp. des ensembles finis) tel
que 0*(^<^)=0*a(X) (resp. 0*ta(X)), si cette quantité est >0. Montrons le par
exemple pour 0*a(X), en supposant pour simplifier 0*a(X)=l. Pour tout e>0, il
existe ^^e, ensemble de probabilités de Radon portées par des compacts de dimen-
sion finie, tel que 0*(^'e)<lJrs, et que X soit cylindriquement adhérente à ^^S.

Soit c^€V(l+s) l'image de ^ , par l'homothétie de E, de centre origine, de rap-
port l/(l+s). Alors ^/(1+e) est cylindriquement adhérente à ^^J(l+e), et
0*(^^ e /( l+«))<l. Comme X est limite cylindrique des ^/(1+s), lorsque e tend vers
0, X est cylindriquement adhérente à la réunion ^^ des ^€^/(l+s) pour s>0, et
^ # répond à la question. Le résultat subsiste pour 0*a(l) (ou 0*ta(Z))=O, si 0

est tel que, sur &(R+), $(j«)=0 équivaut à j"=d, c. à d. si 0 est plus fort que L°.
Car alors, si 0*(Z)=Q, on a $(À)=ô pour tout £, donc X=ô, et on peut prendre

(2.3) Les applications radonifiantes.

DÉFINITION. Soient E, G, deux espaces vectoriels topologiques, chacun séparé

par son dual. Soient A et B deux poids, a! une fonction >0 sur Er, fi une

(19) At t en t ion ! C'est plus for t que de dire que, pour t o u t a, X e s t de type Ja approxi-
mable!
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fonction semi-continue inférieurement >O sur G. Une application linéaire
faiblement continue u de E dans G est dite (A, a'; B, P)-radonifiante, si, pour
toute probabilité cylindrique X sur E, de type (A, a'), Vimage u(X) est de Radon
sur G, d'ordre (B, jS). On dit que u est approximativement (resp. très ap-
proximativement) (A, a'; B, p)-radoni fiante, si, pour toute X, de type (A, a')
approximable (resp. très approximdble), u(X) est de Radon d'ordre (B, fi).

Une probabilité cylindrique de type (A, a') très approximable est a fortiori de
type (A, a') approximable, et a fortiori de type (A, a') ; donc une application u,

qui est {A, a'; B, j8)-radonifiante, est a fortiori approximativement (A, a'; Bt /3)-
radonifiante et une application approximativement (A, a'; B, j9)-radonifiante Test a
fortiori très approximativement.

Il y aura un grand nombre de variantes de récriture (A, a!\ B, fi). Si A et B

sont homogènes, si E'@ est une topologie vectorielle sur E1, si J7~ est un ensemble
de parties équilibrées bornées fermées de G, on parlera d'applications (A, E'e; B, ^~)-

radonifiantes. Si par exemple E et G sont des espaces quasi-normés ou des duals
*-faibles d'espaces quasi-normés (indépendamment l'un de l'autre), et si on prend pour
Ef% la quasi-norme (2.1.7 bis), et G avec sa quasi-norme, on aura des applications
(A, B)-radonifiantes, et 0-radonifiantes si A==B=&. E t c .

Donnons seulement la plus importante de ces définitions. On dira que u est
p-radonifiante, si, pour toute Z cylindrique de type p sur E, u(X) est de Radon
d'ordre p. On dira que u est approximativement (resp. très approximativement)
p-radonifiante, si, pour toute ^ cylindrique de type p approximable (resp. très ap-
proximable), u{X) est de Radon d'ordre p.

Nous allons maintenant faire deux choses: donner un critère pour qu'une ap-
plication u soit approximativement radonifiante, et ensuite donner un critère pour
qu'une application approximativement radonifiante soit radonifiante.

THÉORÈME (2.4). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés par
leurs duals. Soient A et B deux poids, a' une fonction >0 sur E, fi une
fonction semi-continue inférieurement >0 sur G. Supposons B et p compacts.
Pour que V application linéaire faiblement continue w.E-^G soit approximative-
ment (resp. très approximativement) (A, a'\ B, fi) radonifiante, il faut et il
suffit que, pour toute probabilité X de Radon, portée par un compact de dimen-
sion finie (resp. portée par un ensemble fini) de E, de type (A, a'), u(X) (qui
est nécessairement de Radon, et portée par un ensemble de même nature) soit
d'ordre (B, jB).

L'intérêt de ce critère est qu'il porte uniquement sur des X de Radon de nature
très simple.
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DÉMONSTRATION. La condition est évidemment nécessaire. Mais sa suffisance
résulte assez trivialement de ce qui précède. Soit X de type (A, a') approximable.
Elle est limite cylindrique de probabilités Xj9 de Radon, portées par des compacts
de dimension finie (resp. portées par des ensembles finis), toutes de type (A,a');

d'après l'hypothèse, les u{l5) sont alors d'ordre (B, fi) ; comme B et fi sont com-
pactes, le théorème (1.17) dit que u{X) est aussi de Radon d'ordre (B, fi).

CQFD.

REMARQUE 1. Supposons toutes les mêmes conditions réalisées, sauf la com-

pacité de la fonction fi. La conclusion, bien entendu, ne subsiste pas. Mais, si
w est une application linéaire faiblement continue quelconque de G dans un espace
vectoriel topologique Glf séparé par son dual, et si fii est une fonction >0 compacte

sur Gu telle que fi^w^fi, alors la composée w°u est approximativement (resp. très
approximativement) (A, ct!\ B, /JJ-radonifiante. En effet, pour les X considérées,

On pourra dire, dans cette situation, que u est approximativement (resp. très ap-
proximativement) (A, a!\ B, fi)-préradoni fiante. On pourra souvent utiliser cette
remarque, mais nous préférons ne pas introduire la notion, sauf dans des cas très
exceptionnels, et supposer la plupart du temps la compacité de fi.

On pourra introduire ici toutes les mêmes variantes qu'antérieurement lorsque
A et B sont des poids homogènes. Il y a plusieurs définitions possibles, pas forcé-
ment équivalentes; il semble inutile de se donner cette peine.

REMARQUE 2. Supposons, comme dans la remarque 1, fi non compacte, et u

approximativement (A, a'; B, /3)-préradonifiante. Il y a un grand nombre de cas où
l'on peut conclure.
A) Supposons par exemple que fi soit encore semi-continue inférieurement pour la
topologie affaiblie Ga=o(G, G'). Si alors ^ est de type (A, «O-approximable, et si

Von sait que u{X) est de Radon sur G, on peut conclure que u(X) est d'ordre
(B, fi). En effet, X est limite cylindrique de Xê de Radon portées par des compacts
de dimension finie, de type (A, a') ; donc u(X) est limite cylindrique de probabilités
de Radon d'ordre (B, fi). Mais on sait que, dans l'espace & (Ga) des probabilités
de Radon sur GCf l'ensemble de celles qui sont d'ordre (B, fi) est étroitement fermé
(point 2 dans (1.1 bis)), donc cylindriquement fermé (prop. (1.17.0), point 3), donc
u(X) est d'ordre (B, fi).

B) Soit Go une topologie plus faible que celle de G, encore séparée par son dual,
et sur laquelle fi soit compacte. Alors, si X est de type (A, a')-approximable, u(X)

est de Radon d'ordre (B, fi) sur Go. Supposons G souslinien; alors l'image de
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dans Go provient d'une probabilité de Radon v sur G. Dès lors v et u(X), probabilités
cylindriques sur G, ont même image dans Go. Si G et Go ont le même dual, ou
si Ton sait que u(X) et v sont toutes deux concentrées sur les faiblement compacts
convexes de G, on pourra affirmer que u(X)=v, donc que u(Z) est de Radon sur G,
d'ordre (B, fi). Ce procédé a été plusieurs fois utilisé dans un article antérieur sur
les applications radonifiantes dans les espaces de suites.

(2.4 bis) Changements de topologies sur E et G.

Si une application linéaire u faiblement continue de E dans G est radonifiante,
le reste-t-elle lorsqu'on change les topologies de E et G, de manière bien entendu
qu'elle reste faiblement continue? Il y a seulement des résultats sur les applica-
tions approximativement radonifiantes:

PROPOSITION (2.4 ter). Soient E, G, a', p, A, B, comme au théorème (2.4).
1) Si u est approximativement (resp. très approximativement) (A, a'\ B, /3)-
radonifiante, elle le reste pour toute topologie plus fine de G, si u reste faible-

ment continue et fi reste compacte.

2) Supposons A et B homogènes, E—o(F', F), F Banach. Si u est faiblement

continue de o(F', F) dans G, elle est approximativement (resp. très approxima-

tivement) (A, B)-radonifiante de o(F', F) dans G, si et seulement si elle Vest de

F' dans G.

DÉMONSTRATION. 1) II suffit d'appliquer le théorème (2.4).
2) On applique le même théorème, et (2.1.7 bis).

REMARQUE. Les mêmes résultats ne subsistent peut être pas si l'on supprime
"approximativement".

Variante: théorème (2.5):
Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques, séparés par leurs duals, soit

S une topologie vectorielle sur E', J?~ un ensemble de parties équilibrées com-

pactes de G, et soient A et B des poids homogènes. Supposons B compact. Pour

que Vapplication linéaire faiblement continue u de E dans G soit approxima-

tivement (resp. très approximativement) (A, E'®, B, j7~)-radonifiante, il suffit

que, pour tout ensemble de probabilités de Radon sur E, portées par des com-

pacts de dimension finie (resp. par des ensembles finis), uniformément de type

A pour Ef
%, leurs images par u soient uniformément d'ordre B pour J7~. On

peut remplacer le type A et Vordre B par le type et Vordre p, 0<p<+oo.
DÉMONSTRATION. Soit 1 de type A approximable (resp. très approximable)

pour la topologie E&. Elle est limite cylindrique de probabilités XJt de Radon, por-
tées par des compacts de dimension finie (resp. par des ensembles finis), uniformément
de type A pour E&. Alors, d'après l'hypothèse, les u(X3) sont uniformément d'ordre
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B, et convergent-cylindriquement vers u(Z); le théorème (1.18 bis) donne alors le
résultat, et aussi pour l'indice p, 0 < p < + oo.

REMARQUE. Ici par contre la condition n'a aucune raison d'être nécessaire.
On trouvera au corollaire (2.9) la possibilité de supprimer le mot "approximative-
ment".

Le cas du type et de l'ordre p, 0<p<+oo , est le plus important, on l'étudiera
plus à fond au § 3.

(2.6) Les propriétés d'approximation.

DÉFINITION (2.6.1). On dit qu'un espace vectoriel topologique E a la pro-

priété d'approximation équicontinue, si l'application identique est limite, pour

la topologie de la convergence simple, d'applications linéaires de rang fini

équicontinues.

On conjecture que tous les espaces vectoriels topologiques localement convexes
ont cette propriété. Bien entendu seul un espace séparé par son dual est suscep-
tible de l'avoir; car si toutes les formes linéaires continues s'annulent en aBE, il
en est de même de toutes les applications linéaires continues de rang fini, et de
telles applications ne peuvent donc tendre vers l'identité au point a que si a=0 .
Aussi des espaces tels que LP(X, X), où A est une mesure diffuse, n'ont-ils jamais
cette propriété pour 0 < p < l . Mais les espaces de suites lp, même pour 0 < p < l ,
ont cette propriété de façon évidente, par troncature des suites.

(2.6.2) Soit E un quasi-normé. On dit qu'il a la propriété d'approxima-

tion métrique, si l'application identique est limite, pour la topologie de la

convergence simple, d'applications linéaires de rang fini de quasi-norme < 1 .
Ici encore on conjecture que tout E séparé par son dual a la propriété d'approxima-
tion métrique; si E est un Banach réflexif, un théorème de Grothendieck dit que,
si E & la propriété d'approximation équicontinue, il a la propriété d'approximation
métrique; on sait aussi que, si E' & la propriété d'approximation métrique, E la
possède également (20).

Mais nous aurons besoin d'une propriété plus forte:

(2.6.3) Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son dual, et soit

S une topologie vectorielle sur Ef.

On dira que (E, EQ a la propriété d'approximation équicontinue, si l'ap-

plication identique de E'@ est limite, pour la topologie de la convergence simple,

d'applications linéaires de rang fini, équicontinues, toutes continues de o(E', E)

dans lui-même {donc aussi de o(E', E) dans E'B, puisque l'image est de dimen-

sion finie, donc que o(E', E) induit une topologie plus fine que E'B sur l'imaffe).

(2°) GROTHENDIECK [1], 23 partie, §5, n°. 2, proposition 40, page 180.
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(2.6.4) Un couple (E, E'e), ou Ef
% est quasi-normé, est dit avoir la propriété

d'approximation métrique, si l'application identique de E'& est limite, pour la
topologie de la convergence simple, d'applications linéaires de rang fini, de
quasi-norme <1, continues de o(E', E) dans lui-même (ou dans E'€).

On appliquera surtout cette définition à E quasi-normé, ou dual *-faible d'un
quasi-normé, E'e étant toujours défini comme à (2.1.7 bis).

Comme une application linéaire continue de o(E', E) dans lui-même est a for-
tiori continue de Er dans lui-même, (2.6.4) implique, si E est un Banach, que E',
donc E, ait la propriété d'approximation métrique; et c'est équivalent à cette
propriété si E est réflexif, puisqu'alors toute application linéaire continue pour E'
Test aussi pour o(E', E). Pour E—o(F', F), cela veut simplement dire que F a la
propriété d'approximation métrique (mais non nécessairement F'), car toute forme
linéaire continue sur F est continue par o(F,Fr). Cette propriété est satisfaite
pour tous les espaces E=LP, puisqu'ils sont réflexif s, pour K p < + o o . Montrons
qu'elle l'est aussi pour L1 et L00:

PROPOSITION (2.7). Le couple (L1, L00) et le couple (C, M) ont la propriété
d'approximation métrique, ainsi que (L°°, (L00)'), et (M, M').
1) Soit donc E—Ll{X, X), X de Radon >0 sur X. Soient e>0, et fv i = l , 2, • • -, n,
un nombre fini de fonctions de L°°. Nous devons trouver u, linéaire continue de
a(L°°, L1) dans L°°, de norme <1 dans L°°, et telle que, pour Ki<n: lin/*—/<IU<«.
On peut trouver un nombre fini de parties boréliennes non ^-négligeables, disjointes,
Xj, Kj<N, de réunion X, telles que, sur chacune d'elles, chaque ft soit somme
d'une constante citj et d'une fonction ^-presque partout majorée en module par e/2.
Soit <Pj une fonction >0 sur X5, nulle ailleurs, d'intégrale 1. Posons

où Xj est la fonction caractéristique de Xé. C'est une application linéaire de rang
<N, continue de o{L°°, L1) dans L00, car les <Pj sont dans L1 et les Xj dans L00; sa
norme est <1, car, pour ||/||«»<1,

2;
Puisque, dans Xjf f. est la somme de c i t i et d'une fonction majorée en module

par e/2, \ <PjfidÀ est la somme de c{ ,• et d'une fonction majorée en module par
JXj Ç

e/2 (à cause de \ Pj<M=l); alors ufi est la somme de %cK fc et d'une fonction
JXy i '

majorée en module par 2 ^ / 2 = s / 2 ; mais ƒ< a la même propriété, donc ||w/|—/<|L

est majorée par e. CQFD.
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1 bis) Comme l'espace M des mesures de Radon sur un compact est isomorphe à
un espace L1, le couple (ikf, M') a la propriété d'approximation métrique (21).
2) Soit maintenant E=C(X), espace des fonctions continues sur un espace compact
X, et soit M son dual, espace des mesures de Radon. Soient s>0, et pit i=l, 2, • • -,
n, des mesures sur X Nous devons trouver u, linéaire continue de o(M, C) dans
M, de norme <1 , et telle que, pour tout i, Wu^—ft||<e (norme dans M). Soit À
une mesure >0 de masse 1, dominant toutes les pv de sorte qu'on peut écrire
Pi—fi** fi^L}(X, X). Pour chaque fv on peut trouver une fonction continue gv

telle que \\fi—gi\\Lhx,x)<el3, ou encore \\f^—fl^||jf<e/3; alors, si u de norme < 1
vérifie, pour tout i, IMfir^)-£^|U<s/3, elle vérifie aussi \\uft.-ft.\Ke. Soit alors
Qjf Kj<N, un ensemble d'ouverts recouvrant X, tels que, dans chaque Qê, chaque
fonction gi ait une oscillation <e/6, c. à d. diffère d'une constante citi par une
fonction majorée en module par s/6. Soit ajf Kj<N, une partition de l'unité par
des fonctions continues, 0 < a y < l , ctj ayant son support dans Qif S « i = l . Et dé-
finissons u par

) ; / \ (en prenant 0 si ^(«^=0).

Comme les ai sont dans C, et les a^l dans M, u est bien linéaire, de rang

continue de o(M, C) dans M. Supposons IMI<1; on a

donc

donc IMI<1. Enfin uig^) diffère de

3 i>3 3 *(aj) 3 *'

d'une mesure dont le module est majoré par

. S CXjÀ S

donc dont la norme est majorée par s/6; or gtX a la même propriété, car

0i*=O2flV*i*; donc on a bien \\u(giXi—giX\\M<el3f donc Hu/i,—ftlU<e. CQFD.

2 bis) Comme L°°(X, )̂ est isomorphe à C(HT), où ÜT est le spectre de l'algèbre de

(21) S. KÀKUTANI [1].
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Banach L°°(X, 2), le couple (L°°, (L°°)0 a aussi la propriété d'approximation métrique.

Nous allons voir maintenant que, pour des espaces ayant la propriété d'a|>-
proximation, c. à d. sans doute tous les espaces usuels et peut-être tous les espaces,
alors les probabilités cylindriques deviennent approximables.

PEOPOSITION (2.8). Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son

dual, © une topologie vectorielle sur E'. Supposons que (E, E'@) ait la propriété

d'approximation équicontinue. Alors, si 0 est un poids homogène plus fort

que L°, toute probabilité cylindrique X sur E, de type 0 pour E'@, est de type 0

approximable pour E'@; toute X de type p, 0<p<+oo , est de type p appro-

ximable. Si E's est quasi-normé, et si (E, E'^) a la propriété d'approximation

métrique, toute probabilité cylindrique X, de type 0, est de type 0 approximable,

et $*a(A)=<p*U).

DÉMONSTRATION. Soient n5 des applications linéaires de E'® dans lui-même, de
rangs finis, équicontinues, et continues de o(E', E) dans lui-même, convergeant
simplement vers l'identité. Puisque X est de type ©, il existe un voisinage F de G
dans E'99 tel que 0(HX))<O/

V{^) pour tout ÇeE'. Il existe un voisinage W de 0
dans E® tel que ni(W)aV pour tout j , à cause de l'équicontinuité; ou encore
0yU •,(£))< 0{r(£). Considérons alors les probabilités cylindriques images de X par les
titj, applications linéaires continues de rang fini de E dans lui-même. Pour tout
ÇeE', on a |(t7riU))=(fo^i)(A)=(^i(ç))(^). Or 0 est supposé plus fort que L°;
donc, d'après le corollaire (2.1.13), lorsque 7cd converge vers l'identité, et par suite
7tj(Ç) converge vers f dans E'%, alors (n ${$))(%) converge vers £(A) dans ^(K) ; donc
k est limite cylindrique des %nsX (prop. (1.17.0)). Comme enfin *(*,.(£)(*)) <6f

v(n^))

<0{F(£)> ces tni(?) sont uniformément de type 0. Nous venons donc de montrer
que X est cylindriquement adhérente a l'ensemble des tnp)t probabilités de Radon
portées par des sous-espaces vectoriels de dimension finie, et toutes de type (0, 6f

w).

Cela prouve, d'après la remarque (2.2.00) permettant le passage de ^ de Radon portées
par des sous-espaces de dimension finie à des Xjtk de Radon portées par des com-
pacts de dimension finie, que X est de type (0, #{r)-approximable.

Le cas quasi-normé, avec la propriété d'approximation métrique, se ramène à
ce qui précède. Soit $*U)=a. Alors X est de type ((lla)0t 0'), où 0' est la norme;
donc V est la boule unité, mais aussi W'puisque les normes des nô sont <1 , donc les
Xitk sont aussi de type ((Ua)0,O'), donc 0*(Xjfk)<a donc 0*a(Z)<0*{X), donc =0(À).

Le type p>0 se ramène à ce qui précède, en prenant 0=\\ \\P; examinons le
cas d'une X de type 0 pour E'3. Il reste vrai que A est limite cylindrique des
'tfjM; quand f tend vers 0 dans E'®, il en est de même de nfê), uniformément par
rapport à j , puisque les ns sont équicontinues, donc les £(*^(^))=(7Tj(f))(^) con-
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vergent uniformément vers ô dans &(K) (2.1.5), donc, d'après (2.1.6), les tiüj(X)

sont uniformément de type 0. Il en est a fortiori de même des Xjtk comme plus
haut, donc X est encore de type 0 approximable.

COROLLAIRE (2.9). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques, séparés

par leurs duals, et soit © une topologie vectorielle sur E'. Soient A, B, deux

poids homogènes, A plus fort que L°. Supposons que (E, E'&) ait la propriété

d'approximation équicontinue. Pour qu'une application linéaire u faiblement

continue de E dans G soit (A, E'@; B) radonifiante, (il faut et) il suffit qu'elle

soit approximativement (A, E'@; B) radonifiante. Pour que u soit p-radonifiante

pour E'ef 0 < p < + ° o , il (faut et il) suffit qu'elle le soit approximativement.

On voit l'intérêt de ce corollaire, puisque le théorème (2.5) donnera alors une
condition suffisante pour que u soit radonifiante.

Voici maintenant une proposition que nous ne démontrerons, pour simplifier,
que dans le cas où E—o(F', F), F quasi-normé, et où ü% est la topologie quasi-
normée F:

PROPOSITION (2.9.1). Toute probabilité cylindrique X sur a(Ff, F), F quasi-

norme, de type p>\, est de type p approximable, et PII*a = PII*-

Démonstration. On peut réaliser X comme Xf, ƒ application linéaire continue

de F dans un espace LP(Q, fJ), avec ||/||p=PII*. Mais LP(Q, fi), pour l < p < + o o , a

la propriété d'approximation métrique; donc ƒ est limite, pour la topologie de la

convergence simple, d'applications linéaires continues de rang fini, ƒ}, de F dans

Lp(Q,fj), de norme <p | | * . Les X^—Xf. convergent cylindriquement vers X. Une

telle application ƒ} s'écrit comme somme finie Eai,«®^,n» gj,nGLp(Q, fi), a'j

elle est alors décomposée, réalisable par l'application <Pj de Q dans

JÏQj.nfaWn', donc X^Xfj est la probabilité de Radon <Pj(f*), portée par un sous-
n

espace vectoriel de dimension finie de F'. Celle-ci à son tour est limite étroite de

probabilités Xj>kf portées par des compacts de ce sous-espace vectoriel de dimension

finie, pour lesquelles Piffc||p<PH*, ce qui démontre la proposition.

Nous allons maintenant passer aux probabilités de Radon portées par des

ensembles finis (c. à d. des combinaisons linéaires finies de masses discrètes).
PROPOSITION (2.10). Soient E un quasi-normé (resp. un dual *-faible d'un

quasi-normé F) et 0 un poids homogène ayant la propriété suivante:

Pour fjt probabilité de Radon sur R+, désignons par /H-e sa translatée par

la translation e, e>0; on a l'inégalité 0(t*+e)<0(tt)+k(e,b), si le support

de ^ est dans [0, b], oü k est une fonction qui, pour tout b fini, tend vers 0

quand e tend vers 0.
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Alors, si une probabilité de Radon X sur E (resp. F') est de type 0, die est

de type 0 très approximable, et 0*(A)=0*a(2)—0*ta(À).

DÉMONSTRATION. On peut toujours supposer <2>*(̂ )<1.

On peut d'abord remplacer X par une h=^K)d{0)+XK^ K compact, qui

vérifiera encore 0(£Uff))<||f|| (voir remarque (2.2.00)); cela revient à supposer dé-
sormais que la probabilité donnée X est portée par un compact K. On peut alors
partager K en réunion finie de parties boréliennes Ku K2, • • -, Kn, chacune de
diamètre <s . Soit ai choisi dans Ki arbitrairement, et posons ^e= 2 KK^UÏ*.

Montrons que, quels que soient les choix des K et des aiy Ze tend étroitement vers
X pour s tendant vers 0; et d'autre part majorons les $(£(^e)), pour f e £ " , ||£||<1.
Soit ht l'application de K dans lui-même, qui envoie chaque Ki sur le point at choisi
dans Kt. Si <p est une fonction continue bornée sur E, elle est uniformément
continue sur K, et par suite <p°he converge vers <p uniformément quand e tend vers
0; or Zs(<p)=(he(Z))(<p)=Z(<p°he) tend donc vers À(<p) pour s tendant vers 0, ce qui
montre bien que h tend étroitement vers X. Soient ÇeE', et soit |£| la fonction
0H>|<a;,£>|. Alors lflW«)=|f|(fc.W))=(|f|ofc.)W). Mais la fonction |£°/ie-£|, sur le
compact K, est majorée par s; donc |?°/&e| est majorée par |£| + e, et par suite

( 2 2 ) .

Comme X a son support dans K, |£|U) a son support dans [0, b], b étant le maximum

de la norme sur K, Donc

*(«^))<*(£tf))+fc(e, b)<l+k(e, b) .

Remplaçons alors À6 par son homothétique Ai par rapport à l'origine, dans le rapport

; K converge encore étroitement vers l pour s tendant vers 0, et

maintenant 0(ÇW))<1 pour ÇeE', ||£||<1, donc 0*(K)<1. CQFD.

(2.10 bis) EXEMPLES. On peut prendre <P=|| ||P, pour tout p>0. Si
et si Supp. juc[0, 6], on a

tpd(ft+e)(t) =

lorsque s tend vers 0, tn->(t+e)p tend vers tp uniformément sur [0,6], donc le
2ème membre tend vers le 1er, uniformément par rapport à j " € ^ [ 0 , 6]; la racine
p-ième aussi, donc ||/*+e||p tend vers \\ft\\p quand s tend vers 0, uniformément par
rapport à p> donc la propriété (2.10) est bien réalisée. Pour p=oo on a triviale-

(22) Attention au sens du dernier membre, donné dans la proposition et au sens de <,
donné à (1.1 bis)!
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ment
D'autre part, si 0 est un /-poids de la forme (1.12), 0= Sup <p(a)Ja, avec <p>0

0<a<l

et bornée, la propriété est vraie aussi; car /«(/*+s)=/«(/*)+s, donc
Sup </?(«). C'est à cause de cette proposition que nous avons supposé,
0<a<l

dans la définition des /-poids (1.12), que la fonction <p était bornée. Enfin on peut
aussi prendre 0—Ja.

REMARQUE. Il était essentiel de se ramener à X portée par un compact K, et
d'avoir des K{ de diamètre <s . Si X est une probabilité de Radon sur un espace
o(Ff,F), le résultat n'est plus valable) mais si on sait qu'elle portée par un sous-
espace vectoriel de dimension finie, c'est aussi une probabilité de Radon pour F', et
le résultat précédent s'applique. Donc:

COROLLAIRE (2.11). Soient 0 un poids homogène vérifiant les conditions de

la proposition (2.10). Soit E un quasi-normé ou un dual *-faible d'un quasi-

norme.

1) Toute probabilité cylindrique X sur E, de type 0 approximable, est de type

0 très approximable, et

(2.11) 0*ta(À)=0*a(Z) .

Toute probabilité cylindrique de type p approximable, 0<p<+oo , est de type p

très approximable, et

PII*u = Pllîa Pour Î » 0 .

Si G est un espace vectoriel topologique (séparé par son dual), et si u est une

application linéaire faiblement continue de E dans G, très approximativement

0 ou p-radonifiante, elle est approximativement 0 ou p-radonifiante.

2) Si en outre le couple (E, E') a la propriété d'approximation métrique, toute

probabilité cylindrique X sur E, de type 0 ou p, est de type 0 ou p très appro-

ximable, et on a

(2.11 quarto) 0*ta(X)=0*a(X)=0*(Z)

\\X\W = U\\ia = U\\i Pour p>0.

Toute application linéaire u faiblement continue de E dans G, très appro-

ximativement 0 ou p-radoni fiante, est 0 ou p-radoni fiante.

Tout est évident. Le cas p=Q se traite comme suit. Si X est de type 0, il

existe un /-poids 0, tel que X soit de type 0; elle est donc de type 0 approximable

pour (2.1.7), donc elle est de type 0 très approximable, a fortiori de type 0 très

approximable.
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PROPOSITION (2.12).

1) Soit u une application linéaire faiblement continue (A, B)-radonifiante de

E dans G, relativement à une topologie vectorielle E'e sur E et un ensemble ^~

de parties bornées équilibrées fermées de G, A et B étant des poids homogènes.

Soient v une application linéaire faiblement continue de Et dans E, w une

application linéaire continue de G dans Gx. On suppose en outre que Von se

donne sur E{ une topologie vectorielle (E[)®v et que la transposée tv est continue

de E'@ dans (J57î)@i ; on suppose aussi qu'on se donne un ensemble J7\ de bornés

équilibrés fermés de Gu et que, pour Dej7\, w(D)e^\. Alors la composée

wuv: Ei-^+E^+G^+Gx est (A, B)-radonifiante relativement à la topologie {E[)9l

et à &\.

2) Soit u:E->G une application linéaire faiblement continue {A, B)-radonifi-

ante relativement à une topologie E'@ sur E', A et B étant des poids homogènes.

Supposons que u(E)dGlt sous espace vectoriel de G. Alors, si Gx est Vadhérence

de Gi dans G et si G est localement convexe, u est encore (A, B)-radonifiante de

E dans Gu relativement à E'&.

3) Soit u une application linéaire faiblement continue de E dans un quasi-

Banach G, et soient E'® une topologie vectorielle sur Er et A et B des poids

homogènes. Supposons qu'il existe une application linéaire faiblement continue

v de E dans un norme C, (A, B)-radonifiante relativement à Er
%, et que, pour

tout x de E, ||w(aOH<||t;(a5)||. Alors u est (A, B)-radonifiante relativement à E'%.

Mêmes énoncés avec approximativement ou très approximativement radoni-

fiante, et avec p-radonifiante, 0<p<+oo, approximativement ou très appro-

ximativement p-radoni fiante.

1) Soit ^ une probabilité cylindrique sur Ex de type A relativement à (El)&v Alors
v(Â), probabilité cylindrique sur E, est de type A relativement à E'e: si ÇeE' tend
vers 0 dans E'&, lv(S) tend vers 0 dans (Ĵ Osi grâce à l'hypothèse sur *v, et alors
A(£(i;(;0))=A(e'y(£))U)) tend bien vers 0. Alors u{)) sera de Radon d'ordre B sur
G. Il existe donc une partie bornée équilibrée fermée D£^~ telle que u(Z) soit
d'ordre (B,jD). Puisque w est continue (ici la seule continuité faible ne suffirait
pas), wuv(Z) est de Radon sur Gx\ et elle est d'ordre (B,jDl), où A est l'adhérence
de w(D), car JD1

OW<ÛD- Si en outre tous les espaces (E{)®v E'&, G, Gu sont quasi-
normés, on aura des inégalités plus précises, car

A*(t;W))= Sup A(É(vü)))= Sup iK(M
iieiKi ifii<i

<\\tv\\ Sup

et
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B(wuv(l))<\\w\\B(uv(À)) .

2) Soit X une probabilité cylindrique de type A sur E. Appelons m Y application
u, considérée comme opérant de E dans Gu et j l'injection canonique de Gx dans
G. Nous savons que u est (A, J5)-radonifiante, et nous voulons montrer que ux

Test aussi. L ' image Ui(Z) est cylindrique sur G ^ ju1(Z)=u(Z) est de Radon sur G,

mais cylindriquement concentrée (à 0 près) sur Gi donc portée par Gx qu'il est
faiblement fermé (23); donc il existe une probabilité de Radon vx sur Glf telle que
u(Z)=j(vi). Alors uM) e t vt ont même image par j ; comme j est un morphisme
strict (24), vi=Ui(Z), qui est donc de Radon. E t comme u(X) est d'ordre B, vx Test
aussi.

3) s'en déduit. Car v(x) H-> U(X) est une application linéaire bien définie, de norme
< 1 , de v(E)dC dans G. Donc elle se prolonge en une application linéaire continue
w de v(E) dans G; mais, d 'après 2), v est p-radonifiante de E dans v(E), donc

u—WoV Test de E dans G d 'après 1).

REMARQUE. Dans 2, on ne pourrait pas prendre G non localement convexe,
même en appelant Gx l 'adhérence faible de Gt. En effet, la topologie affaiblie de
Gx est alors plus fine que l'induite par la topologie affaiblie de G, et ux n 'est plus
nécessairement faiblement continue de E dans Gx. Même si l'on suppose u con-
tinue, Ui est aussi continue, et on t rouvera encore que ux{X) e t vx ont même image
par j ; mais j , morphisme strict , n 'est plus nécessairement un morphisme faible
str ict , e t cela ne prouve plus que Ui(X) et vt soient égales. Aussi, dans 3, C doit
il ê t re norme et pas seulement quasi-normé.

(2.13) Enoncés en termes d'applications décomposantes.

Soit ƒ une application linéaire de E' dans un L°(Q, //). On dira qu'elle est de
type (A, a'), A poids, a ' fonction > 0 sur Ef> si la probabilité cylindrique associée
If est de type (A, a'); cela veut dire que, pour tout ÇeE', Ait*, ƒ(£))<«'(?)• On
introduira toutes les variantes antérieures (de type A homogène pour une topologie
E', de type p , e t c . ) . On dira qu'une application //-mesurable <p de Q dans G est
d'ordre {B, fi), B poids, /3 fonction > 0 semi-continue inférieurement sur G, si la
probabilité image <p(fi) est d'ordre (B, £), c. à d. si $(/*, £°£>)<1; avec les mêmes
variantes. On dira alors qu'une application linéaire *u de o(G', G) dans a{Ef, E)

est (A, a ' ; B, fi) décomposante, si, pour toute application linéaire ƒ de Ef dans
L°(Q, fi), de type (A, a'), la composée f o t u , application linéaire de G' dans L°(Q, pt),

est décomposée, réalisable par une application <p ^-mesurable de Q dans G, d'ordre

(23) SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. II, §3, proposition 3.
(24) SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. II, §3, remarque après l'exemple 3 de la proposition 6.
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(B, fi). Par ailleurs, ƒ sera dite de type (A, a')-approximable, si elle est limite,

pour la topologie de la convergence simple, d'applications linéaires fj de rang fini,

continues de &(E', E) dans L°(Q, p), de type (A, a'). Si fj est de rang fini, elle est

de la forme ƒ,-= 2 9n,3®dn.j (somme finie), gn.jGL°{Q, fi), an,jBE; alors elle est
n

décomposée par <p:co\r^^lgntj(o))an,jt application //-mesurable de Q dans E, à
valeurs dans un sous-espace vectoriel de dimension finie ; donc X f. est une probabilité
de Radon portée par un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, à savoir
Ç>iG"); d'après la remarque (2.2.00), cela entraîne que If soit de type (A, a') appro-
ximable; la réciproque n'est peut-être pas vraie.

Comme il n'y a donc pas équivalence exacte entre probabilités cylindriques ap-
proximables et fonctions aléatoires linéaires approximables, ni entre probabilités de
Radon et fonctions aléatoires linéaires décomposées, on ne peut pas donner de bon-
nes conditions nécessaires et suffisantes, mais on aura ceci (voir prop. (1.19.0)) :

PROPOSITION (2.14). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés

par leurs duals, A, B, deux poids, af une fonction >0 sur E', p une fonction

>0 semi-continue inférieurement sur G. Si une application linéaire *u con-

tinue de <?{G', G) dans o{E', E), est (A, a'; B, fi) décomposante, u est (A, a'; B, /3)
radonifiante; la réciproque est vraie si G a ses parties compactes métrisables

(par exemple s'il est souslinien, ou si c'est un Banach, ou un dual *-faible d'un

Banach séparable, ou si G' est ^-faiblement séparable). Si G vérifie ces condi-

tions et si u est approximativement {A, a'; B, /3) radoni fiante, lu est approxima-

tivement (A, a'; B, ^-décomposante.

REMARQUE. Certaines des démonstrations antérieures faisaient au fond usage
du point de vue des fonctions aléatoires linéaires. Supposons par exemple que le
couple (Er E's) ait la propriété d'approximation équicontinue, par des 7cjm Si alors
ƒ est linéaire de E' dans L°(Q, /*), de type 0 homogène pour E®, alors les f°^j=fj

convergent simplement vers ƒ, mais sont continues de o(E', E) dans L°(Q, /0, et on
voit aisément, à cause de l'équicontinuité, que les fj sont uniformément de type 0

pour Ef&. C'est une manière de démontrer la proposition (2.8), peu différente
d'ailleurs de celle qui a été adoptée. La démonstration de la proposition (2.9.1)
utilise très exactement les fonctions aléatoires. Quant à la proposition (2.10), on
aurait pu représenter la probabilité X de Radon sur E par l'application <p identique
de E=zQ, //-mesurable avec i«=^; et approcher <p par des applications p étagées <pé

de Q dans E; la probabilité image <Pj(fi), pour <Pj étagée, est une combinaison
linéaire finie de masses ponctuelles. Ce serait, sous une autre forme, une transcrip-
tion exacte de la démonstration qui a été donnée.
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§3. Les applications p-radonifiantes dans les quasi-Banach, 0<2><+<x>.

Dans ce chapitre, pour des raisons qui seront vues plus loin, E sera toujours
un Banach ou un dual *-faible d'un quasi-Banach F; dans ce dernier cas, Er sera
F muni de sa quasi-norme. G sera un quasi-Banach ou un dual *-faible d'un
Banach H; dans le deuxième cas, o(G", G') sera G—o(H', H) lui-même, mais dans
le premier cas, o(G", G') sera, pour le calcul de l'ordre des probabilités de Radon,
accompagné de la jauge de l'adhérence de la quasi-boule unité de G, c. à. d. muni
de sa structure bitopologique canonique (préliminairs). Comme toujours, F et G
sont séparés par leurs duals et mêmes leurs boules unités sont faiblement fermées.
Chaque énoncé couvrira donc 4 cas, dans les conditions énoncé à la proposition (0.0)
des préliminaires. D'autre part, 0<p<-foo.

(3.1) Les applications p-sommantes.

1) Une suite a=(an)neN d'éléments de E est dite scalairement lp
9 0<p<+oot

si, pour tout £ e E', la suite <a, ?>=«aw, £»W6;v est dans l*. Dans ce cas, l'applica-
tion ? I-* <a, £> de E' ou F dans V est continue, car Ef ou F est de Baire et elle
est limite d'une suite d'applications linéaires continues, à savoir les applications
tronquées: si UN est la suite (a0, ait --,aN, 0, 0, •••)> ?t-><âNt £> est continue, et
tend vers £•-•<#, £> pour N infini. Donc la quantité ||a||*= Sup ||<a, £>||,p est finie.
On vérifie sans peine qu'on peut la prendre comme Min (p, l)-quasi-norme sur
l'espace vectoriel S^P(E) des suites scalairement V de E. En outre, S^P(E) est un
p-quasi-Banach ; (ce ne serait plus vrai si E était seulement un quasi-Banach).

En effet, soit (ak)kei* une suite de Cauchy dans E; pour tout nGN, la suite (aJ)fc6iV

est alors une suite de Cauchy pour la topologie de la convergence uniforme sur la
boule unité de Ef ou de F; elle converge donc vers une limite an dans E ou F',

complets dans les cas indiqués (mais, si E est seulement un quasi-Banach, la
topologie de la convergence uniforme sur la boule unité de E' est celle de ENf qui
n'est pas complet). Ensuite il est trivial de voir que la suite a=(an)nerf est scalaire-
ment lp et que ak converge vers a dans S^P(E).

Une suite scalairement lp dans EN l'est a fortiori dans E, donc S^p(EN)(zS^p(E)t

et ||a||^P(^)>||a||^P(jj). Il y a coincidence des espaces et égalité des normes, si E

est un Banach, ou un dual *-faible d'un Banach, ou est dual *-faible d'un quasi-
Banach pourvu que p>l. Ces deux dernières affirmations sont les seules non
triviales. Soit donc E=o(F', F), F Banach.

Soit a' une suite scalairement V de a(F', F). Soit f ' e F ' , de norme < 1 ; il
existe un f € F , lui aussi de norme < 1 , tel que <ai,f> soit aussi voisin qu'on le
veut de <ai, f">, pour &=0,1, • • -, AT (la boule unité de F est dense dans celle de
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F" pour la topologie o(F", F')); alors, de l'inégalité ||<a', e>||,i><||a'||$ pour
on déduit ||<âfc,Ê">|lii><||a'||$ pour tout N et tout £" de F" de norme < 1 ; donc
<<&',£"> est dans V et sa quasi-norme dans V est <||a'|l* pour | £ " | < 1 . (Nous
avons déjà vu à (2.1.7 bis) que ce résultat ne subsiste pas nécessairement pour
E—<J(F',F), F quasi-Banach. Si par exemple nous prenons F=l8, 0 < s < l ,
E=<T(1°O, l*), la "base" des sm=(cw=0 pour n^m, c m =l) est une suite scalairement
V dans o(V°, l'), non dans l°°). Ce résultat subsiste pour E—a(F', F), F quasi-
Banach, si p>l. Car alors, si a' est une suite scalairement V de o(F', F), l'appli-
cation linéaire f >-»<a, £> de F dans V est continue de norme ||a'||$. Mais, V étant
norme pour p > l , elle est alors continue de FN dans lp, de norme ||a||*> donc se
prolonge par continuité en une forme linéaire continue de FN dans lp, de même
norme. Elle est donc scalairement V dans o(F',FN)=o((FN)',ÊN), donc, d'après
ce qui précède, dans (FN)'=F'.

On peut appliquer ces résultats avec p = + o o : une suite scalairement l°° ou
scalairement bornée de E est simplement une suite bornée dans EN. On peut
résumer ces résultats en une proposition:

PROPOSITION (3.1 bis). S i a=(an)neN est scalairement lp, la quantité ||a||*=

Sup ||<a, £>llzf> est finie; sur Vespace Sfp(E) des suites scalairement lp, ai->||a||$
i leii^i

est une Min (p, l)-quasi-norme, pour laquelle S^p est complet. L'espace S^V{EN)

est contenu dans S^P(E) avec une norme plus grande; les espaces sont les mêmes,

avec la même norme, si E est un Banacht ou un o(F', F) avec F Banach, ou si

p>l. Les suites scalairement l°° ou scalairement bornées de E sont simplement

les suites bornées de EN.

2) On appellera lp(G) l'espace des suites absolument lp de G. Pour une telle
suite, on posera l|a||p=||(||an||)nejvlliP. D'après la proposition (0.1) des préliminaires,
on définit ainsi une Min (p, (j)-quasi-norme sur lp(G), si G est g-quasi-normé (donc une
Min (p, l)-quasi-norme pour G=o(H', H), car c'est la même chose que pour H',

Banach, et lp(o(H', H))=lp(H')). En outre, lp(G) ainsi quasi-normé est un quasi-
Banach (Fischer-Riesz). On a toujours lp(G)czS^p(G), et || ||$<|| ||P. Evidemment
lp{G)czlp(GN) avec une norme plus grande, et il y a coincidence des espaces et
égalité des normes pour G Banach ou dual *-faible d'un Banach.

3) On dit qu'une application linéaire faiblement continue u de E dans G est
p-sommante, si, pour toute suite a d'éléments de E, scalairement lp, la suite image
u(a) est absolument lp. (25).

PROPOSITION (3.2). Pour que l'application linéaire faiblement continue u de
(25) PIETSCH [1], C'est là qu'on trouvera les premiers théorèmes fondamentaux sur les

applications p sommantes.



Probabilités cylindriques et applications radonifiantes 195

E dans G soit p-sommante, il faut et il suffit qu'il existe une constante M>0
finie telle que, pour toute suite finie a (c. à d. toute suite dont tous les termes
sont nuls sauf un nombre fini), on ait l'inégalité:

(3.3) iMa)||P<M||a| |*.

DÉMONSTRATION. Supposons d'abord (3.3) vérifiée. Alors, pour toute suite a

d'éléments de E, scalairement lp, le second membre est majoré par M\\a\\î, pour
toutes les suites tronquées âN de a, donc le 1er membre aussi, donc la suite
(||tt(a«)||)»ew e s t dans lp, et u est p-sommante. Inversement, soit u p-sommante;
l'application qu'elle définit de S^P(E) dans lp(E), à savoir a«-»tt(a), est linéaire et
continue, comme limite simple de ses tronquées a H-> (U(O))N continues (S^P(E) est de
Baire); donc il existe bien M>0 fini tel que Ton ait, pour toute aeS^p(E)f

l'inégalité (3.3). (Le résultat ne subsisterait plus nécessairement pour E quasi-

Banach, car nous avons vu qu'alors £fp(E)=£fp(EN) n'est plus complet donc
plus de Baire. On voit pourquoi nous avions absolument besoin que S?P(E) soit

complet). Le plus petit M>0 ayant la propriété ci-dessus se note np(u) et se
nomme quasi-norme p-sommante de u. On voit aussitôt que, sur l'espace vectoriel
np(E; G) des applications p-sommantes, c'est une Min (p, (j)-quasi-norme si G est
g-quasi-normé (donc une Min (p, l)-quasi-norme si G=CJ(H', H), car H' est un
Banach).

REMARQUE (3.3 bis). 1) II résulte de ce que nous avons vu que, si u est
faiblement continue de E dans G, donc continue de EN dans GNt et si elle est p-
sommante de E dans G, elle l'est de EN dans GN, avec une quasi-norme p-sommante
au plus égale; en effet, une suite scalairement V de EN Test dans E, donc son
image par u est absolument p-sommante dans G, donc dans GN.

2) Si maintenant u est continue de EN dans G#, elle n'est même pas nécssaire-
ment faiblement continue de E dans G. Si on la suppose faiblement continue de E

dans G et p-sommante de EN dans GN, elle n'est pas nécessairement p-sommante
de E dans G; elle l'est cependant, pourvu que, d'une part, E soit un Banach ou
un dual *-faible d'un Banach ou que p > l , et d'autre part que G soit un Banach
ou un dual *-faible d'un Banach. En effet, dans ce cas, les suites scalairement lp

sont les mêmes dans E et dans EN, et les suites absolument lp sont les mêmes
dans G et dans GN.

3) Pour les applications p-radonifiantes, la situation est plus compliquée. Une ap-
plication linéaire u faiblement continue de E dans G, p-radonifiante, ne l'est plus
nécessairement de EN dans GN. On peut seulement dire qu'elle l'est sûrement de
EN dans G car une probabilité cylindrique de type p dans EN l'est dans E; elle
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n'est sûrement p-radonifiante de EN dans GN que pour 6 quasi-Banach, puisqu'alors

G-*GN est continue. Nous allons voir que, pour les applications approximative-

ment p-radonifiantes, on peut avoir un résultat meilleur (voir prop. (3.5 ter)).

REMARQUE 4. Soient E, G, des espaces vectoriels comme précédemment, sur

le corps C; on peut affaiblir leur structure et les considérer comme espaces

vectoriels sur R; nous les noterons respectivement Ec, ER, GC, GR. Il est facile

de voir que u est p-sommante sur C si et seulement elle Test sur R, mais (nP(u))c

et (IZP(U))R ne sont pas égaux. Par exemple, pour des espaces hilbertiens, TT2 est

la norme de Hilbert-Schmidt || ||2, et il est bien connu que (||t^||2)«=v/ 2 (||te||2)c

Nous ne chercherons pas à obtenir la meilleure relation possible, mais à donner

une majoration rapide. Si Ç est une forme C-linéaire continue sur E, on sait que

£=ReÇ est une forme JR-linéaire continue, de même norme: ||£|| = ||C||, et que

d'ailleurs on a £(#)=£(#)—iÇ(ix) (le fait que la norme soit la même résulte de ce

que trivialement ||£||<||Ç||, mais que, pour tout C, il existe un a de norme < 1 tel

que IKC, a>||>||CI|—e, et qu'on peut le choisir de façon que <Ç, a> soit réel. On

peut aussi dire que, pour tout x de norme <1 , eidx est aussi de norme < 1 , et

qu'alors |<f, e**œ>| = l cos0<£, #>+ sin#<f, ia?>|, doit être <||£|| ; ceci étant vrai pour

tout 09 </\<£9*>\%+\<Ç,i*>\%<\\S\\, donc |<C,»>l = l«»)-«(fe) |< | |e | | , et HCIKII îl).
Soit alors a=(an)neN une suite de points de E. Pour tout £6(2?JI) ' , f=ReÇ, avec

', on a aussitôt ||<a, f>||,p<||<a, C>litp, donc (||a||Ö*<(||a||$)c. Alors

Sup ||u(a)||jp< Sup
*

II nous faut une majoration dans l'autre sens. Si a=(an)neN, ia=(ian)nçN, on a
toujours ||m||?=|MI* sur C comme sur R (Sur C c'est trivial. Mais, si Çe(ER)'

=ReÇ, et si nous posons f=ImÇ, ou !(&) = — Ç(ix), on a ||f|| = ||£||; comme
<m, |>=<a, ?>, on en déduit l'égalité sur R.).

On a toujours:

a) pour p < l : ||<a, Olllp<(ll<a, S>ViP+\\<ia9 OIIW1/P. Donc, avec ||C||<1, et par
suite IlelKl: (||a|lî)c<21/*(||a||*)n;

b) pour p > l : ||<afOlliP<ll<a,e>ll,p+ll<ia,f>lliP d'où (||a||î)c<2(||a||*)ii.
Alors, en posant p=Min (p, 1) :

= Sup \\u{a)\\p<21'* Sup \ ï
* *

Finalement

(3.3 ter) (7rP(u))c<(xp(u))R<(xP(u))c2
1'mn{>>l) .

THÉORÈME (3.4). Soit uiE-tG linéaire faiblement continue. Les propriétés
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suivantes sont équivalentes:
1) u est p-sommante;

2) u est approximativement p-radonifiante de E dans o(G", G') ;
3) u est très approximativement p-radonifiante de E dans o(G", G') ;
4) II existe une constante M>0 finie telle que, pour toute probabilité de Radon

X sur E, combinaison finie de masses ponctuelles, on ait V inégalité

(3.5) \W)\\p<MU\\* ;

en outre, si ces propriétés sont réalisées, la meilleure constante M de (3.6) est
aussi 7tp(u), et Von a, pour toute probabilité cylindrique Z sur E, de type p ap~
proximable, Vinégalité

(3.5 bis) \\u(m<M\\ma .

DÉMONSTRATION. A) Montrons que 3) implique trivialement 1). Soit a une
suite d'éléments de E. Faisons correspondre à la suite a la probabilité de Radon

4 = S " ^ 7 3(2<»+l>/Pail) •

Elle est de type p, si et seulement si a est scalairement lp. En effet,

6(4)= S £ ( d t ) / ) = S 'dS „n+l £ ( ( 2 g w ) ) S o , H - i < £ , a w » ,

et ||?(4)1U est exactement la norme dans V de la suite <a, 0 ; donc on a exacte-

ment ||>UI*=||a||*, et Xa est de type p si et seulement si a est scalairement lp. Con-

sidérons alors la probabilité image

Alors IM*a)llp> dans G ou dans o(G",G'), est exactement la norme de la suite
(\\u(an)\\)neN dans V, c. à d. la norme ||w(a)||P de u{a) dans P(G). Par ailleurs la
probabilité de Radon Àa, si elle est de type p, est de type p très approximable ;
car, si nous appelons dN la suite tronquée, la probabilité XzN tend vers la probabilité
la étroitement donc cylindriquement, et on a toujours ||â^ll*<lla|lî. Si donc u est
très approximativement p-radonifiante, et si a est scalairement lp, Àa est de type p

très approximable, donc u(Za) de Radon d'ordre p, donc u(a) est absolument lp, et
u est bien p-sommante. En outre, si l'on a une inégalité (3.5), son application à
Xa donne 7Zp{u)<*M.

B) Maintenant 1) implique 4). Soit en effet A une combinaison linéaire finie de

masses ponctuelles, Z= S cnà{a >, cn>0, S c n =l . Considérons dans E la suite
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finie ax, dont le w-ième terme est ci/pan pour n<N, 0 pour n>N. Pour tout

ÇeE', on a Ç(J)= E cn5<,,an>, et \W)h=\\<ai, &1*, de sorte que Pltë

Ensuite u(a) est la suite de w-ième terme c\(pu(an) pour n<N, 0 pour n>N;

Mais, puisque u est supposée p-sommante, on a ||u(a;)||p<7rp(u)||a^||?, donc (3.5)
avec M<7üp(u).

C) Ensuite 4) implique 3); c'est le théorème (2.5); c'est pourquoi nous rem-
plaçons G par o(G", G')t dont les parties bornées sont relativement compactes.

En combinant A, B, C, on voit que 1, 3, 4, sont équivalentes. En outre, en
appliquant le théorème (2.4) à A=\\ ||p, a'=norme, B=1IM\\ ||p, é n o r m e , on voit
que l'inégalité (3.5 bis) s'en déduit. A) et B) montrent bien que la meilleure
constante M est 7rp(u).

D) Le corollaire (2.11) montre l'équivalence de 2) et 3).
REMARQUE 1. Supposons que E soit un quasi-Banach, G étant toujours un

Banach ou dual *-faible d'un Banach. Le théorème ne subsiste plus, parce que
S*V{E) n'est plus complet. Mais il reste vrai que 4) implique 2) et 3), qui sont
toujours équivalents, et que 2) ou 3) implique 1); ce qui ne subsiste pas, c'est que
1) implique 4). (Bien entendu, on pourrait conserver l'implication 1==>4, en
changeant la définition de ^-sommante, et en appelant p-sommante une application u

telle qu'il existe M>0 fini vérifiant, pour toute suite finie a d'éléments de E,

IMa)IU<M||a||*. Mais alors c'est l'implication 3 = > 1 qui disparaîtrait, à moins de
changer aussi la définition de p-radonifiante en y incluant une inégalité (3.5)).

REMARQUE 2. Si donc u est p-sommante, elle est, dans un certain sens (pré-
cisé par l'inégalité (3.5 bis)), uniformément approximativement p-radonifiante de
E dans #(G", G'). On peut même dire, en supprimant G", qu'elle est uniformément
approximativement p-préradonifiante de E dans G, au sens de la remarque 2 qui
suit le théorème (2.4): elle est en effet approximativement (|| ||P, || \\E; llnp(u)\\ \\P,

|| ||G)-préradonifiante. On en déduit toutes les conséquences indiquées à ce moment.
Par exemple, si Go est une topologie vectorielle sur G, moins fine que celle de G,
séparée par son dual, et telle que les quasi-boules de G soient compactes dans Go,
alors u sera approximativement p-radonifiante de E dans G, muni de la topologie
Go et de ses propres quasi-boules. Mais G devient, en fait, un espace bitopologique,
pour la topologie Go et la quasi-norme initiale sur G; et, bien entendu, on peut
toujours remplacer a(G", G') par n'importe quel espace bitopologique dont les quasi-
boules sont compactes pour la lè r e topologie.

COROLLAIRE (3.5 ter). Supposons que E soit un dual *-faible o(F', F) d'un
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Banach F, ou un dual *~faible d'un quasi-Banach F si p>l. Soit u une ap-
plication linéaire faiblement continue de E dans G. Alors u est approximative-
ment (resp. très approximativement) p-radonifiante de o(F', F) dans o(G", G'),
si et seulement si elle Vest de F' dans o(Gn', G').

En effet, on se ramène aux applications u, faiblement continues de E dans G,

p-sommantes de o(F', F) dans G ou de F' dans G ; et alors cela résulte de ce que

Sfv(o(F', F))=-S?V(F') dans les cas indiqués, voir proposition (3.1 bis).

PROPOSITION (3.5 quinto). 1) L'application identique de o(F', F), F quasi-

Banach, est oo-radonifiante, de norme n^ égale à 1 (sauf si F={0}).

2) Pour que u soit oo-radoni fiante de E ou o(F', F) dans <J(G", GO ou o(W\ H),

il faut et il suffit que Vimage de la boule (ou de toute partie bornée) soit bornée,

ou encore que u soit continue de E ou F' dans G ou JET', et 7Too(tt) = IMI (26).

3) Pour que u soit oo-radonifiante de E ou o(F', F) dans o(G, G') (G si c'est

un Banach, par Phillips) ou <*(H', H), il faut et il suffit que Vimage de la

boule unité soit bornée et faiblement relativement compacte (relativement com-

pacte dans o(G, G') ou o(H', H)). (27)

DÉMONSTRATION. 1) Résulte de (2.1.8.0).

2) Supposons que le 1er espace soit o(F', F) et que u soit continue de Ff dans
G ou H'. Si ^ est une probabilité cylindrique de type +oo sur o(F',F), elle
est de Radon, portée par la boule de rayon p||*oo, d'après 1, donc u(X) est de Radon
sur G ou o(Hf, H), portée par l'image de cette boule, donc par la boule de rayon
\\u\\ lUHÎoo. On a donc nao(u)<\\u\\. Si le 1er espace est E, l'application E->(G ou
o(H',H))^(o(G",G') ou o(H',H)) se factorise par E'-> o(E"', E') -> (o(G"', G') ou
o(H', H)); l'image de X dans o(E", E'), d'après 1), est de Radon portée par la boule
de rayon IUH£, donc son image dans <?(G", G') ou o(H', H) par tlu est de Radon
portée par la boule de rayon \uu\ Ml**,; mais la boule unité de E", adhérence
(pour o(E", E')) de la boule unité de E, a pour image par uu l'adhérence (dans
o(G",G') ou o(H',H)) de la boule de rayon \\u\\ de G ou H', donc ||"tt|| = |MI, et
u(X) est de Radon sur o(G", G') ou o(H', H), portée par la boule de rayon ||it|| UWL>

donc encore ^oo(u)<||w||. Inversement, si u est œ-radonifiante, l'inégalité (3.5) ap-
pliquée à une seule masse ponctuelle donne 7r«>(tt)>IMI, donc u est continue de E

ou F ' dans G ou H', et n~(u)-=\\u\\.

REMARQUE. Pour p quelconque, si u est p-sommante, on a aussi toujours

(26) E e t G sont toujours des espaces bitopologiques, e t la propriété énoncée ici d i t que
u es t continue pour les deuxièmes topologies de E e t G.

(27) Si G es t un quasi-Banach, une par t ie faiblement compacte est faiblement bornée,
mais pas nécessairement bornée.
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7üp(u)> \\u\\, et u est nécessairement continue de E ou F' dans G ou H', et Vimage

de la boule unité est bornée.

3) Si le 2ème espace est o(H', H), tout est déjà démontré, puisque la boule de
o(H', H) est compacte. Supposons donc qu'il soit un quasi-Banach G. Supposons
que l'image par u de la boule unité de E ou de F' soit dans un faiblement compact
K. Alors l'image par uu de la boule unité de E" ou Ff est dans K lui-même, et
2 montre que u est oo-radonifiante de E ou o(Ff

f F) dans o{G, G'), avec ^oo(w)=||ti||.
Montrons la réciproque, toujours pour G quasi-Banach. Elle est évidente d'après 2,
si le 1er espace est o(F', F), car la boule unité de o(F', F) est compacte et que u

est supposée continue de o(F', F) dans o{G, G'). Supposons donc que le 1er espace
soit E Banach, et que u soit oo-radonifiante de E dans G. Soit a" un point de
En\ alors <5(a") est une probabilité cylindrique sur E, de type +°° . Donc son
image est de Radon sur <J(G,G'); or c'est à{ttu{a^)); donc uu(a'f)eG, uu applique
E" dans G lui-même. Comme elle est continue de o(En\ E') dans o{G", G'), elle
l'est de o{E", E') dans <r(G, G'), et l'image par uu de la boule unité de E" est un
compact de a(G, G7).

REMARQUE. <5(a") est même de type + oo très approximable, il suffit donc que
u soit très approximativement oo-radonifiante de E dans <r(G, G') pour que la con-
clusion subsiste.

PROPOSITION (3.6). Inégalité de Pietsch. (28)

Pour que u soit p-sommante, ou approximativement p-radonifiante de E

dans o(G",G'), 0 < p < + oo, U faut et il suffit qu'elle vérifie la condition de

Pietsch, c. à d. Vune des 2 conditions équivalentes suivantes:

1) II existe un espace topologique séparé X, une probabilité v sur X, une

constante M>0, et une application linéaire continue v de EN (c. à d. E ou F')

dans L°°(X, v) de norme <1 , telle, en outre, si E—a(F', F), F quasi-Banach, que
lv envoie la boule unité de (L°°)' dans Vadhérence, Bn\ dans o(F", F'), de la

quasi-boule unité B de F, avec

(3.7) \\u(e)\\<M\\v(e)\\Lplx.v) , pour eeE.

Dans ce cas, on peut choisir X=boule unité de o(E', E) si E est un Banach,

X~B" si E~o{F',F), prendre pour v Vapplication canonique qui à eeE fait
correspondre la fonction ê:Ç*-><e, £> sur X, et le plus petit M possible est np(u).

2) II existe X, v, v comme ci-dessus, et un sous-espace vectoriel fermé L de

LP(X, y), tels que Von ait le diagramme commutatif:

(28) PIETSCH [1J.
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G ou H'

où j est V injection canonique de L°° dans Lp, jf V injection canonique de L dans

LP(X, v) (L est muni de la topologie induite par LP(X, v)), ux et u2 sont con-

tinues, u=u2°u1; dans ce casf on peut choisir la factorisation de manière que

DÉMONSTRATION. Comme il s'agit d'une extension de l'inégalité de Pietsch à
des cas plus larges (p éventuellement < 1 , et quasi-Banach au lieu de Banach), nous
redémontrerons succinctement cette inégalité.

Supposons que u vérifie (3.7). Montrons qu'elle est p-sommante. Soit (att)n6iV

une suite finie de E. On a

\\u(an)\\p<Mp [ \v(a%)tè)\pdv(Ç) .
)x

En remplaçant éventuellement X par le spectre de l'algèbre de Banach L°°, on
peut toujours supposer qu'en fait LT{X1v)=C{X) avec la même norme; alors
(lï°)'=M(X). L'application ei—>v(e)(Ç), pour f fixé, est linéaire continue sur Ex,

donc définit un élément du dual (EN)', qui n'est autre que l'image par lv de la mesure
5(|)6 M; il est donc dans la boule unité de Ef si E est un Banach, dans Bn si
E—o{Ff, F) . On a donc

\\u(a)\\p
p= S \\u(an)\\

p<Mp Sup S Ko», ?>r<(l|a||*)p .

t
ou y e B"

Donc u est bien p-sommante, et TÜP(U)<M.

Inversement, supposons u p-sommante. Considérons le compact X, boule unité
de Ef si E est un Banach, et B" si E=o(F', F). Considérons, comme Pietsch, la
quantité :

Inf Max ((p^)+\\<afO\\PiP^p(u))p~\\u(a)\\p
P) ,

a ÇeX

où a parcourt l'ensemble des suites finies d'éléments de E, et <p est dans l'espace

C{X) des fonctions continues réelles sur le compact X. Elle est comprise entre

Min<p et Max (p, sous-additive et positivement homogène, donc il existe une pro-

babilité de Radon v sur X qui minore cette fonction, et on vérifie que v répond à

la question.
La deuxième partie du théorème est une conséquence de la première. Si la
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condition est réalisée on a sûrement ||i*(x)||< litote) I K I M \\v(x)\\LP(X.»), donc u est
p-sommante, et ^ ( w X f e l l . Inversement supposons u p-sommante, et X, v, v,

comme dans la l è r e partie. Alors jv(x) H-> U(X) est une application linéaire bien définie,
et de norme <nP(u), de jv(E), muni de la topologie induite par LP(X, v), dans G;
elle se prolonge de manière unique en w2, de L=jv(E) dans G (complet), avec la
même quasi-norme.

COROLLAIRE (3.8). Si u est p-sommante f p fini, de E dans G ou o{H', H),

V image par u de la boule unité est relativement compacte dans o(G, G') ou

o(H',H").

DÉMONSTRATION. Reprenons la factorisation du théorème de Pietsch. On peut
toujours supposer p > l , car, si u est p-sommante elle est aussi ç-sommante pour
tout q>p. (29) L'image de la boule unité de E par Ui est alors une partie bornée
de L, fermé de LP(X, v) donc réflexif, donc elle est faiblement compacte dans L.
Ensuite u2 est continue de L dans G ou H', donc de <r(L, U) dans o(G, G') ou
o(H', H"), d'où le résultat.

PROPOSITION (3.8.0). 1) Supposons que u, linéaire faiblement continue de

E dans G, soit approximativement p-radonifiante de E dans <?(G", G'). Alors

elle est aussi approximativement q-radonifiante, pour tout q>p, et nq(u)<7rp(u).

2) Si maintenant u est approximativement p-radonifiante de E dans G lui-

même, elle est aussi approximativement q-radonifiante pour q>p.

3) Si u est p-radonifiante de E dans G, elle est aussi q-radonifiante pour q>pf

si G a ses parties compactes métrisàbles (par exemple si G est un quasi-Banach,

ou un dual *-faible d'un Banach séparable).

DÉMONSTRATION. 1) résulte du théorème correspondant pour les applications
sommantes. Comme toutefois celui-ci n'a pas de démonstration publiée dans le cas
où il intervient des quasi-Banach, donnons-là de nouveau. Soit donc u p-sommante
de E dans G. Soit a une suite scalairement lq dans E, q>p. Soit r défini par
l/r=l/p—1/g. Alors, si c est une suite positive V, la suite multipliée ca=(cnan)neN

est scalairement lp; donc u(ca) est absolument lv. Mais alors (||tt(aw)||)n6jv est une
suite de nombres >0 dont le produit par toute suite positive V est lp, donc elle est
V. CQFD.
2) résulte de 1, si G est un dual *-faible de Banach (car alors G=<7(G//, G')), ou
si c'est un Banach, car, si X est une probabilité cylindrique de type q approximable
sur E, 1) montrera que u(X) est de Radon d'ordre q sur o(Gn, G'), mais en même
temps on sait déjà qu'elle est de Radon sur G (d'ordre p), donc elle est de Radon
sur G d'ordre q, puisque la jauge de Bn induit sur G sa quasi-norme.

(2») C'est un fait connu. Nous le redémontrerons à la prop. (3.8.0).
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3) Soit u p-radonifiante, soit X une probabilité cylindrique de type q sur E, donc

de type p. On peut la réaliser comme une Àff ƒ application linéaire continue de E'

dans un Lq(Q, fi). Son image u(X) est alors réalisée par f^w, comme G a ses

parties compactes métrisables, on sait que f°fu est décomposée, par une fonction

<p:Q-+G, /^-mesurable, appartenant à Lp(Q,fi;G), puisqu'on sait que u W est de

Radon d'ordre p (prop. (1.19.0)). Soit ensuite a une fonction > 0 sur Q, appartenant

à Lr{Q, fjt)t l / r= l /p—1/g . Alors af est linéaire continue de E1 dans LP{Q, p), donc

définit une probabilité cylindrique de type p sur E; son image par u est donc une

probabilité de Radon d'ordre p sur G. Mais cette image est réalisée par afotu=

aif^u), et elle est alors décomposée par a<p. Donc a(peLp(Q, f*;G) pour toute

aeLr(Qfft) et > 0 , donc <peLq(Q, ft;G); donc u(Z)=<p(fi) est de Radon d'ordre q sur

G.

PROPOSITION (3.8.2). 1) Soit X un espace topologique séparé et soit v une

probabilité de Radon sur X. Abrégeons par Lp Vespace LP(X, y). Alors Vinjec-

tion canonique j de <r(L°°, L1) dans Lp, pour K p < + o o , dans o(LF,Ll) pour

p = + oo, dans o((Lp)", (Lp)') pour p = l ou pour p<l si v est atomique^ est p-

radonifianUy et sa quasi-norme np est 1.

2) Soit maintenant X un espace topologique séparé, v une mesure de Radon

> 0 quelconque sur X. Soit ex une fonction de Lp. Alors la multiplication

ft-+<xft de o{V°,Ll) dans Lp pour K p < + o o , dans o{LT,Ll) pour p = + o o , dans

(T((LP ) / / , (LPY) pour p=l ou pour p<l si v est atomique, est p-radonifiante, et sa

norme KV est \a\Lv.

2 bis) Soit X un espace topologique, v une mesure de Radon > 0 sur X, 6 une

fonction v-mesurable réelle partout > 0 sur X. Appelons 0-L°°(X,v) Vespace des

fonctions (p sur X, telles que ^/^6L°°(X, v) avec la norme <p\-> \\(plO\\Loo(Xf^; n

est le dual de Vespace l/d'U-iX,»), défini de manière analogue. Alors, si

0eLp(X,v), Vinjection canonique de a(â'Loo(X,v)flld'L1(X,v)) dans lui-même

pour p = + oo, dans Lp(X,v) pour K p < + o o , dans o{(Lp{X,v))",(Lp{X,v)y) si

p=l, ou si p<l et v est atomique, est p-radoni fiante, et sa quasi-norme np est

3) Soit <x=(an)neN une suite de nombres de K. Supposons aelp. L'application

diagonale (cn)neN^(ancn)n^N est p-radoni fiante, de a(l°°, l1) dans lp pour Kp<

+ oo, de od00,^) dans lui-même pour p = + oo, de o(l°°,lp) dans lp pour 0 < p < l ,

et sa norme np est M ^ . Si «6c°, Vapplication est °°-radonifiante de o{l°°9l
l)

dans c°, et sa norme n^ est ||«||co.

1) Tout d'abord, l'injection canonique de o(D°, L1) dans Lp est bien faiblement

continue; c'est trivial si p>l, mais, si p<l et v atomique, cela résulte de ce
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qu'elle est faiblement continue de o(LTt L
1) dans L1 et de ce que L1 -» U est con-

tinue donc faiblement continue. Comme les suites scalairement V de L°° ou de
<T(L°°, L1) sont les mêmes, on peut remplacer tf(L°°, L1) par L°° pour montrer que
T injection canonique j est p-sommante. On peut ensuite, en considérant le spectre
de l'algèbre de Banach L°°, changer d'espace, ce qui revient à supposer X compact,
et à remplacer L°° par C(X)=C, de dual M. Alors x*-*ô{x) est une application
continue de X dans <J(M, C), et l'image de v par cette application est une
probabilité de Radon î> sur o(M, C). Pour toute ƒ 6 C, on a

(L
et la proposition (3.6) montre alors que j est p-sommante. On en déduit qu'elle est
approximativement p-radonifiante de o{L°°, L1) dans e{(Lp)'f, (Lp)'), toutes les fois que
Lp est séparé par son dual (condition qui est intervenue dès le début comme hypo-
thèse implicite partout, et faute de laquelle toutes les notions écrites perdent tout
leur sens), ce qui est le cas pour p > l , ou pour p < l si v est atomique. On peut
supprimer "approximativement", parce que L1 a la propriété d'approximation mé-
trique (voir (2.6.4)). On peut remplacer le bidual *-faible de Lp par Lp lui-même
pour K p < + o o , parce que Lp est réflexif, et que les probabilités de Radon sur
a(Lp,Lp') et sur Lp sont les mêmes d'après PHILLIPS. On a nP(j)<l, mais | | i | |= l
donc 7tp(j)=l.

2) Supposons, pour simplifier, ||a||Lp=l. La multiplication par a est bien faible-
ment continue de <?(L°°, L1) dans Lp pour p fini, dans lui-même pour p infini : lais-
sons de côté ce cas trivial et supposons p fini. L'application se factorise par

a(L~(X, v), LHX, v))-+*(L~(X, \a\pv), U(X, \a\*i>))-+Lp(X, \a\pv)-^Lp(X, v) .

La lè r e application est faiblement continue, de transposée (la multiplication par
\a\p): ü d J a r ^ L 1 ^ , ^ continue de norme 1. La 2^me est faiblement
continue de <7(L°°(X, \a\pv), U(X, \a\pv)) dans LP(X, \a\pv), p-sommante d'après 1
(\a\pv est une probabilité), de norme ^ P = l . La 3è m e , la multiplication par a, est
linéaire continue de LP(X, \a\pv) dans LP(X, y), de norme 1. Donc, d'après la pro-
position (2.12), l'application composée est p-radonifiante de norme TT P <1; mais sa
norme est 1, donc sa quasi-norme TTP est 1.
2 bis) II suffit de remarquer que l'application identique considérée est composée de
la multiplication par 1/0, isomorphisme de 6L°°(Xt v) sur L°°(X, v) (de transposé
Tisomorphisme multiplication par I/O de Lx(Xf v) sur (H0)L1(Xt v)), et de la mul-
tiplication par 0, application p-radonifiante, d'après 2, de o(L°°(Xf v), U(X, v)) dans
lui-même pour p= + oof dans LP(X, v) pour K p < + o o , dans <x((Lp(X, y))", (LP(X, v))')
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pour p = l , ou pour p<l et v atomique, et de ^p-quasi-norme ||0||z,p.

3) Pour p>l, en prenant X=N, v=51ö(n), on applique 2), et on trouve que
neN

l'application donnée est p-sommante de <T(£°°, l1) dans V pour p fini, dans lui-même
pour p=+oo . Soit maintenant p < l . La multiplication par a est continue de
(lp)'=l°° dans lp, donc, par transposition, faiblement continue de a(l°°f l

p) dans lp.

Cherchons à appliquer la proposition (3.6), en supposant ||a||,p=l. Nous prendrons
sur le dual V de o(V°, lp) la probabilité de Radon, portée par la boule unité,
y= 2 l«Jp<5(£tt),

 £n étant (ck=0 pour k^nfcn—l)elp. Si alors c est une suite de
neiV

l°°, on a, pour la suite ac de P :

G
c. à d. (3.7), avec M=l. Donc l'application est p-sommante de o(l°°, lp) dans lp,

avec 7TP<1; comme sa norme est 1, nP=l.

On en déduit dans tous les cas que la multiplication par a est p-préradonifiante
(l'espace V ayant la propriété d'approximation métrique). Nons allons démontrer,
comme le dit l'énoncé, qu'elle est même radonifiante ; c'est évident pour p=+oo,
prenons p fini. On peut en effet (du Bois-Reymond) exprimer la suite a comme
produit de deux suites, cc—^j, avec fiGlp, Hi8||Ip<||a||ip+e, s>0 arbitrairement
choisi à l'avance, et r^c°, ||rllco<l. Le résultat précédent dit que la multiplication
par p est p-préradonifiante de o(V°,lp) (p=Min(p, 1)) dans lp, de norme 7Tp<||j8||„»,
et alors la multiplication par y est compacte de lp dans lui-même, de norme < 1 .
Donc la multiplication par a est bien p-radonifiante (remarque 1 suivant le théorème
(2.4), avec ^=quasi-norme de lp, /3i=jauge de l'image compacte de la quasi-boule
unité par la multiplication par r, w= multiplication par r), avec un ^p<||a|| lp+e, et
ceci pour tout s>0, d'où le résultat cherché. Le résultat relatif à c° pour p=+oo
se démontre de la même manière.

REMARQUE. Le problème des multiplications c^ac qui sont p-radonifiantes
d'un espace de suites l* dans un autre n'est pas encore résolu. (29) Bornons-nous simple-
ment au problème suivant: pour quelles suites a=(an)neN la multiplication cy-*ac
est-elle p-radonifiante de oQr, l1), pour s > l , de o(l°°f V) pour s < l , dans l', pour s
fini, dans a(l°°f l

1) si s = + oo? Même ici je ne connais pas la réponse. Mais sup-
posons s < l . Alors la condition nécessaire et suffisante est:

2 K | 8 < + o o , si p>s;

2 M8(l+ < + o o , si p<8 .

(29) PIETSCH a trouvé récemment une solution presque complète de ce problème. Voir
GOULAOUIC-SCHWARTZ [1], exposé n° 31.
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Supposons en effet p>s. Si S | a» r<+°° , l'application est s-radonifiante, donc a
neN

fortiori ;p-radonifiante. Par ailleurs cette condition est déjà nécessaire pour que la

multiplication opère de ï°° dans l8. Supposons maintenant p<s. Si

S I«J'(:
neJV \

1 +

les résultats d'un article antérieur (30) montrent que l'application est même 0-radoni-
fiante; le corollaire (4.17) de la proposition (4.13) montrera donc qu'elle est p-radoni-
fiante pour tout p>0. Supposons au contraire cette condition non réalisée. Considérons
une suite de variables aléatoires indépendantes (Zn)neN, suivant la loi stable d'ex-
posant s. Alors 2 cnZn, pour une suite finie c (tous les cn nuls sauf un nombre

neN

fini) suit la loi stable d'exposant s, de paramètre ||c||,«; alors (Esp. | ^ cnZn\
p)i/p

neN

est proportionnel à ||c||j«, parce que la loi stable d'exposant s a un moment d'ordre
p<s fini. Donc la suite (Zn)neN définit une probabilité cylindrique sur o(l°°, l8), de
type p. Or, si

Kl
son image par la multiplication a n'est même pas de Radon dans l8, la série

S \anZn\* est presque sûrement divergente; ce qui prouve que la multiplication
neN

par a n'est pas p-radonifiante pour p<s, de o(l°°y l
8) dans l8.

Ceci nous donne un exemple d'une application qui est p-radonifiante pour

p>s mais pas pour p<s: la multiplication ci->ac de (j(l°°fl
8) dans l8, 0 < s < l , si

et

Applications aux opérateurs p-nuclêaires.

Nous allons en déduire une application aux opérateurs ^-nucléaires. Soient E,

G, des espaces vectoriels topologiques séparés par leurs duals, u une application
linéaire faiblement continue de E dans G. Nous dirons que u est p-nucléaire à
gauche, relativement à une topologie, vectorielle E& sur E', 0 < p < + ° o , si elle se
factorise par des applications linéaires faiblement continues:

(3.8.3) u:E-^o(l-,V)-^lp-^G (31), avec: p=Min (p , l ) , 0 < p < + o o ;

v transposée d'une application linéaire continue de lp dans E'& (nous prendrons

(8°) SCHWARTZ [2].
(81) Un opérateur p-nucléaire à droite correspondrait à une factorisation

E-+lp' ou o{F,lp) selon que p> l ou p<l -*lp->G.
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E'z=E' si E est un Banach, F si E=o(F',F), F quasi-Banach) ; a=application
diagonale, c^ac, (cn)neN^(cnan)neM avec S \an\

p< + oo si p< + oo, liman=0 si
p = + oo; w continue.

Essayons de voir la forme de telles applications u.

1) Soit v ayant les propriétés indiquées. Posons v(e)—(<e'n, è»neNel°°; alors chaque

e'n est une forme linéaire sur E, continue car v est faiblement continue, donc

e'nGE'. La transposée de v est CH->2 cne'„, qui doit être une application linéaire
_ n e JV

continue de lp dans E^; cela signifie exactement, si E est un Banach ou un dual

*-faible d'un quasi-Banach F , qu'il existe un M>Q fini tel que, pour toute suite

finie c, || 2 cne'n\\E' O\LF^M\\C\\ÏP, et le plus petit nombre M possible est
weiV

W'vW&iiPiE' OMF)', cela signifie aussi exactement, par le théorème de Banach-Steinhaus
(E' ou Fêtant de Baire), que, pour toute suite c£lp, la série 2 cne'n est convergente

«eiv

dans E' ou F; enfin, si F est un Banach ou le dual *-faible d'un Banach F, cela
signifie exactement que la suite (e'n)neN est bornée, car alors c>->2 cne'n est bien

n e JV

continue de l1, donc, de lp, dans F ' ou F, mais ceci ne subsiste plus pour E=o(F', F),

F quasi-Banach, car, si (ef
n)nç.n e s t bornée dans F, cela entraîne seulement que

c »-> 2 Cn̂ n soit continue de i1 ou V dans F^ , non dans F.

2) w est définie par une suite (gn)neN de G, ayant des propriétés analogues: si G

est un quasi-Banach ou un dual *-faible d'un Banach, il existe ikf>0 fini tel que,

pour toute suite finie c, || S cngn\\G<M\\c\\lp, et le plus petit nombre M possible

est | |W||^«P ,G); ou bien, pour toute c£lp, la série 2 cwflrn est convergente dans G.
«e AT

Cela équivaut à dire que la suite {gn)nex e s t scalairement lp'', p'=pl(p—l), si p > l ,
p ' = + œ si p < l (et scalairement bornée veut dire bornée) et si G est un Banach

ou un dual *-faible d'un Banach, mais cette équivalence ne subsiste pas nécessaire-
ment si G est un quasi-Banach.
3) La factorisation exprime donc que u est de la forme ei-»2 «w<6n, è>gn, les suites

nGiV

(e'*)neN de E\ (an)neN de K, (gn)neN de G ayant les propriétés indiquées.

Le prototype d'une application p-nucléaire à gauche est donc une multiplication

a:a(l°°tl
p)-+lp, avec E | a J p < + °°» Pour p fini, lim a n=0 pour p infini. Si p = l f

«6iV n-*+oo

E et G étant des Banach, u est exactement une application nucléaire.

La quasi-norme p-nucléaire de u est la borne inférieure des quantités

||*v||̂ «p,£)ll«llip||w||j^(ip,G)» P° u r toutes les factorisations possibles de u. Alors la

proposition (3.8.2), point 3, a le corollaire trivial suivant, compte tenu de la pro-

position (2.12), point 1:

COROLLAIRE (3.8.4). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés

par leurs duals, et soit E'B une topologie vectorielle sur Ef. Un opérateur
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linéaire faiblement continu u de E dans G, p-nucléaire à gauche de E dans G

relativement à 2%, est p-radonifiant, 0 < p < + ° o . Si E et G vérifient les condi-

tions générales indiquées au début du §, np(u) est majoré par la norme p-

nucléaire de u.

(3.9) Remplacement de a(G", G') par G lui-même.

PROPOSITION (3.9). Supposons que u soit une application linéaire faiblement

continue p-sommante de E dans G.

Alors u est approximativement p-radonifiante de E dans G lui-même dans

chacun des cas suivants:

0) G=o(H',H), H Banach;

1) G est un Banach réflexif;

2) p < + o o ; G est un dual fort séparable de Banach; E est un Banach, ou un

dual *-faible de Banach, ou un dual *-faible de quasi-Banach si p>l;

3) K p < + o o , E est un Banach;

4) p = l , E est un Banach réflexif ou un Banach de dual séparable;

5) p = - foo, E est un Banach réflexif ou un o(F',F), F quasi-Banach.

En outre, dans les cas 3), 4) et 5) on peut supprimer approximativement.

DÉMONSTRATION. 0) est évident puisqu'alors o{G",G')=G.

1) Le cas 1) résulte du théorème de PHILLIPS: toute probabilité de Radon sur
o(G, G') l'est aussi sur G.
2) Supposons G—H', H Banach, G séparable, et p < - f œ . Soit X une probabilité
cylindrique sur E, de type p (resp. de type p approximable). On sait que u est p-

sommante de E dans H', donc dans o(H', H), donc u(X), probabilité cylindrique
sur H', a une image de Radon d'ordre p dans o(H'f H). Mais H' est polonais,
donc il existe une probabilité de Radon v sur H.' de même image que uO) dans
o(H', H). Mais v est concentrée sur les compacts de H'', donc a fortiori sur les
convexes o(H', üP')-compacts. Puis X est scalairement concentrée sur les boules
de E (corollaire (2.1.5 ou 11)), car X est de type 0, soit si E est un Banach, soit si
E=o(F',F), F Banach, soit si E=o{F',F), F quasi-Banach, et p>l, car alors
fx est continue de F dans LV{Q, pt) localement convexe, donc de FN dans LP(Q, fi).

Or on sait que l'image par u d'une boule de E est relativement compacte dans
o(Hf, H") pour p fini (corollaire (3.8)). Donc u{X) est scalairement concentrée sur
la famille des parties o(Hf> H'0-compactes convexes. Donc v et u{X) coincident. (82)

REMARQUE. Dans ce cas 2), supposons que E soit de la forme o(F', F). Nous

avons supposé u faiblement continue, donc continue de o{F', F) dans o(H', H") .

(32) SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. II, §3, proposition 6.
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Et alors la conclusion précédente est valable. Mais supposons seulement u continue
de <KF', F) dans o(H', H); si X est une probabilité cylindrique de type p approxi-
mable sur F ' , alors, comme u est continue de F' dans H' et encore p-sommante,
il reste vrai que u(X) est de Radon sur HP; mais si X est seulement de type p ap-
proximable sur o(F',F), la conclusion ne subsiste pas; en effet, u(Z) est de Radon
sur o(H', H), donc provient d'une probabilité de Radon v sur H.'; mais cela n'a
aucun sens de dire que u(Z)—v, car u(X) n'est pas définie comme probabilité cylin-
drique sur W (voir remarque après le corollaire (1.18 ter)).

REMARQUE. Le résultat 2) ne subsiste pas pour p = + oo. Si en effet on prend
l'application u identique de H' dans lui-même, on peut trouver une probabilité
cylindrique sur H', de type +oo, (dont l'image dans o(H', H) est forcément de
Radon) mais qui n'est pas de Radon.

Exemple: H non réflexif, X=öla»>) avec a'"e H'" et ZH'czH'". Elle est
cylindrique sur H', de type +oo, mais non de Radon; son image dans o(H', H) est
ôia>u où a/ est l'image de a" ' par o{H.'"y H") -> o(H', H) ; a'e H' est la forme
linéaire sur Hy restriction à HcH" de a!h\ forme linéaire sur H".

3) Supposons Kp<+oo, E Banach. Utilisons la factorisation de (3.6), point 2.
D'après la proposition (3.8.2), j : L°°(X, v) -> LP(X, v) est déjà p-radonifiante ; donc
aussi jv. Alors ut est p-radonifiante de E dans LP(X, v), mais envoie E dans le
sous-espace fermé L: elle est donc p-radonifiante de E dans L d'après la proposition
(2.12), 2) ; et alors u est p-radonifiante de E dans G. (La vérification des normes
pas à pas montre en outre que l'on a l'inégalité IM^)||j,<*rp(tt)IWI*, pour toute
probabilité cylindrique X de E, de type p, approximable ou non.)

REMARQUE. Si E=a(F', F), u est sûrement p-radonifiante de F' dans G lui-
même, peut-être pas de o(F',F) dans G; dans la factorisation de PlETSCH, 2 du
théorème (3.6), v est continue de F' dans L°°, mais n'a aucune continuité à partir
de o{F', F), même pour F Banach.
4) Supposons p = l . Alors on a la factorisation de (3.6). L'application j : L°°(X, v) ->
U(Xyv) est intégrale; si alors E est un Banach réflexif, E-^+L^X,») est faible-
ment compacte, et un théorème de GROTHENDIECK dit que j-v est nucléaire de E

dans le bidual fort de L1. De même, si E est un Banach et si E' est séparable,
un autre théorème de GROTHENDIECK (88) dit que la composée de jv avec l'injection
canonique de LH-X", v) dans son bidual fort est nucléaire. De toute façon, L est
un sous-espace vectoriel fermé du bidual fort M de L1. Alors uu comme applica-
tion de E dans M, est 1-radonifiante (corollaire (3.8.4)) ; et alors la proposition (2.12),

GROTHENDIECK [1], 1ère partie, §4, n° 3, corollaire 2 et corollaire 3, p. 134.
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2), dit que ux est 1-radonifiante de E dans L, donc u de E dans G. CQFD.
5) Supposons p = + oo. Si -E7 est un Banach réflexif ou un o{F', F), sa boule unité
est faiblement compacte, donc son image par u faiblement continue Test aussi.
Mais u est déjà supposée oo-sommante, donc par la remarque dans la démonstration
de point 2 de (3.5 quinto), l'image par u de la boule unité est bornée. Donc le
point 3 de (3.5 quinto) donne le résultat.

COROLLAIRE (3.9.1). Soit u:E-+G p-sommante. Soit w:G->Gx linéaire

continue, telle que l'image de la boule unité soit faiblement compacte, Gt

Banachf ou dual *-faible de Banach, ou quasi-Banach séparable. Soit t; : JS7i—> E,

linéaire faiblement continue, telle que Vimage de la boule unité soit faiblement

compacte. Alors w°u est approximativement p-radonifiante de E dans Gx lui-

même) u°v est p-radonifiante de Ex dans G lui-même {indépendamment de tous

les cas qui pourraient résulter de Vapplication à u°v de la prop. (3.9)), si p = l ,
E et Ex Banach, ou si p=H-oo, E Banach.

DÉMONSTRATION. 1) Considérons w°u. Soit X cylindrique de type p appoxi-
mable sur E; u{X) est de Radon d'ordre p sur o(G", G;). Si G est un o(H't H),

o(G",G')—G, et alors wu(Z) sera de Radon d'ordre p sur Gx. Soit donc G quasi-
Banach. Si Gx est un o{H'u Hx), c'est aussi vrai, car Hw est continue de <?(G", G')
dans Gif et wu(Z) est de Radon d'ordre p sur Gx. Soit donc Gx quasi-Banach.
Alors, puisque l'image par w de la boule unité de G est faiblement compacte dans
Gi, w est continue de o(GN,G') dans a(Gi,G{); donc wu{X), probabilité cylindrique
sur Glt a une image de Radon dans o(Glf G{). Cette image provient alors d'une
probabilité de Radon v sur Gx lui-même, soit si Gx est un Banach par PHILLIPS, soit
s'il est séparable, car il est alors polonais; et comme ^(G1)->^(<7(G1 , GO) est in-
jective, wu(X) et v, ayant même image dans o(Gu G[), coincident, et wu(Z) est de
Radon sur Gx.

2) Considérons u°v. Soit d'abord p = l , E et E± Banach. On introduit, comme
dans le 4 de la proposition précédente, le diagramme de PiETSCH. On voit de la même
manière que u°v est nucléaire de Ex dans le bidual fort de &{X, v), et on termine
de la même manière. Supposons maintenant p = + oo. Si X est cylindrique de type
+ oo sur Elt elle est de Radon, portée par une boule sur G(E[', E[). Comme Hu est
supposée continue de o(E[', E{) dans o(E, E'), v(X) est de Radon sur a(E, E1), portée
par une boule donc de Radon sur E parce que E est un Banach, à cause du
théorème de PHILLIPS. Comme ensuite u est supposée oo -sommante, elle est con-
tinue de E dans G ou W par le 2 de (3.5 quinto), donc uv(Z) est une probabilité
de Radon sur G ou H', portée par une boule.

(3.10) Suppression des conditions d'approximation.
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PROPOSITION (3.10). Soit u linéaire faiblement continue p-sommante de E
dans G. Alors u est p-radonifiante de E dans °{G", G'), dans chacun des cas
suivants*. *

1) Le couple (E, Ef) a la propriété d'approximation métrique',

2) p>\.

Si en outre Vune des conditions de la proposition (3.9) est réalisée, u est

p-radonifiante de E dans G lui-même. Dans tous les cas précédents, on a

(3.11) \\u(*)\\,<*p(u)U\\i,

pour X cylindrique de type p.

DÉMONSTRATION. 1) résulte du corollaire (2.11), partie 2), puisqu'alors toute

probabilité cylindrique de type p sur E est de type p approximable, avec
| | ; | | * « — | | 3 | i *\ \ A \ \ P — i i ^ i i p »

2) Le cas K p < + o o a été traité à la proposition (3.10), cas 3, si E est un
Banach. Supposons maintenant p=l, E Banach. En reprenant la démonstration du
cas K p < + o o , on peut maintenant seulement dire que j est p-radonifiante de

JL°°(X, v) dans o{A", A'), A=L1(X, v), donc aussi jv de E dans o(A"', A'). Mais elle
envoie E dans L, elle sera donc p-radonifiante de E dans l'adhérence de L dans
a(A", Af)y muni de la topologie induite, c. à d. dans G(L",L')\ et alors u—u^Ux

sera p-radonifiante de E dans o{G",G'). Supposons ensuite p= + oof E Banach.
L'application identique de E dans o(E", E') est oo-radonifiante par (3.5 quinto), et
u est continue de o{En\ E') dans o{G", G') puisqu'elle est continue de E dans G

(voir (3.5 quinto)), d'où le résultat. Le cas E Banach est donc réglé; le cas
E=o(F', F), F quasi-Banach, est toujours réglé par la proposition (2.9.1).

CQFD.

(3.11 bis) Récapitulation.

Récapitulons les résultats obtenus. Soient E un Banach ou un dual *-faible

d'un quasi-Banach F, G un quasi-Banach ou un dual *-faible d'un Banach H.

Soit u linéaire faiblement continue p-sommante de E dans G. Alors elle est

approximativement p-radonifiante de E dans o(G", G') (ce qui signifie G si

G=a(H',H)). En outre:

1) Si p = + ° o , elle est p-radonifiante de E dans o(G",Gf), et dans G si E ou

G est un Banach réflexif;

2) Si K p < + oo, u est p-radonifiante de E dans o(G", Gf), et dans G si G est

un Banach réflexif ou un dual séparàble de Banach, ou si E est un Banach;

3) Si p=l, u est p-radonifiante de E dans o(G", G'), et dans G si G est un

Banach réflexif, ou un dual séparàble de Banach, ou si E est un Banach ré-
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flexif ou de dual séparable ;

4) Si 0 < p < l , u est seulement approximativement p-radonifiante de E dans

<r(G", G') ; vn peut remplacer o(G", G') par G si G est un Banaœh réflexif, ou

si G est un dual séparable de Banach et E un Banach ou un dual *~faiUe de

Banach ; on peut supprimer approximativement si le couple (E, E') a la. pro-

priété d'approximation métrique.

COROLLAIRE (3.12). (34) Soit E un Banach réfiexif (resp. séparable)f et soit Q

un espace topologique muni d'une probabilité de Radon p. Toute application

<p:Q-*E', appartenant à L°°(Q, /*; E') (resp. L°°(Q, /*; o(E', E)) définit une appli-

cation linéaire p* de E dans L°°(Q, ft), à savoir #i-»<^, œ>. L'application <p*-+<p*

ainsi définie est une bijection linéaire isométrique de L°°(Qt /*; E') {resp. L°°(Q,

fi; <J(E', E)) sur £f(E\ L°°(Q, /*)) (qui est aussi l'espace des formes bilinéaires con-

tinues sur ExL1(Qf fi)f ou le dual de U(Q, p,E)).

DÉMONSTRATION. Les affirmations de la dernière parenthèse sont bien connues.
De même il est trivial que <p\-*(p* est linéaire continue avec ||£>*||<|IM||. In-
versement, soit ƒ une application linéaire continue de E dans L°°(Q, //). Elle
définit une probabilité cylindrique Xf de type +oo sur o(Ef,E), avec P/Hï>=li/ll
(corollaire (2.1.12)). Mais alors celle-ci est de Radon d'ordre + oo sur o(E',E),

avec Plloo=IUIi£, d'après le corollaire précédent; donc, si E est réflexif, de Radon
sur E1 par le théorème de PHILLIPS. Si E est réflexif ou séparable, il résulte
du début de (1.19.0) que ƒ est alors décomposable, c. à d. réalisable (ƒ=£>*) par une
application <p:Q->E', //-mesurable pour E réflexif, //-mesurable de Q dans o(E', E)

pour E séparable; et alors, d'après (1.19.0),

donc <pv-*<p* est une surjection. Par ailleurs, si ç?*=0, comme ^( /0=^*, on a

X<P*=Ö donc ^ = 0 ; donc elle est injective, et isométrique par les dernières égalités.

REMARQUE. Si £«, au lieu d'être une probabilité, est une mesure de Radon >0
arbitraire sur Q, un concassage de Q(Sb) ramène aussitôt à des mesures de masses
finies, et le résultat subsiste.

(3.13) Point de vue des applications décomposantes.

La proposition (2.14) donne toujours tous les résultats voulus. Il est néanmoins
intéressant de se placer dans une situation autonome, non dualisée. Nous nous
bornerons alors au cas où F et H sont des Banach. Nous considérerons des ap-

(34) C'est une version du théorème de Dunford-Pettis, n'exigeant pas le théorème de
relèvement de L°°, mais faisant sur E des hypothèses particulières.

C85) Voir SCHWAETZ [1], chap. I, définition 13.
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plications linéaire continues f de F dans LP(Q, //), donc de type p pour E=o(F', F);

éventuellement nous supposerons ƒ limite simple d'applications linéaires continues
fi de rang fini, bornées dans £f(F\ LP(Q, //)), c. à d. ƒ de type p approximable. Et
nous chercherons quand une application linéaire continue v de H dans F est telle
que, pour toute ƒ, f°v soit décomposée, par une application <p appartenant à
LP(Q, ft; H') ou LP(Q, [x; o(H', H)), c. à d. p-décomposée relativement à H' ou
o{H', H). Nous aurons donc la notion d'application v p-décomposante, ou appro-
ximativement p-décomposante, de H dans F, relativement à H' ou o(H', H).

PROPOSITION (3.13). Nous supposons ici exceptionnellement p>0.
1) Si v est p-décomposante de H dans F, relativement à o(H', H), alors u—lr

est p-radonifiante de o(Ff, F) dans o(H', H).

2) Si v est p-décomposante de H dans F, relativement à H', alors u=tv est

p-radonifiante de F' dans H', et de o{F', F) dans H' si elle est continue de

a(F', F) dans a(H', H").

3) Si u—lv est p-radonifiante (resp. approximativement p-radonifiante) de

o(F', F) dans o{H', H), alors, si H est séparable ou réflexif, v est p-décompo-

fa>nte (resp. approximativement p-décomposante) de H dans F, relativement à

o(H', H) ; elle Vest même relativement à H', si H est réflexif ou H' séparable.

4) Soit u une application linéaire faiblement continue de E dans G, p-radoni-

fiante (resp. approximativement p-radonifiante). Alors, si ƒ est une application

linéaire continue de Ef dans un LP(Q, /*) (resp. continue approximable), f°lu est

décomposée, par une fonction de Lp(Q,fi;G), dans les cas suivants: G est un

Banach, ou G=G(H', H), H Banach séparable ou réflexif.

DÉMONSTRATION. 1) Soit X cylindrique de type p sur E=o(Ff, F). Alors elle
peut s'écrire Xff où ƒ est une application linéaire continue de F dans un LP(Q, //).
Alors f°v est réalisée par <peLp(Q, pr,o(H', H)), et u{k) est la probabilité de
Radon image (p(fj), d'ordre p sur o(W\ H).

2) Cela n'aurait aucun sens de dire que u est p-radonifiante de o(F', F) dans H',

car elle n'est pas faiblement continue. Mais elle est continue de F' dans H' et la
démonstration est la même que pour 1) ; et elle est aussi p-radonifiante, si elle est
faiblement continue de o(F', F) dans H'.

3) Soit ƒ6 Jï?(F; LP(Q, p)), éventuellement approximable. Alors Xf est cylindrique
de type p sur E=e(F', F), éventuellement de type p approximable. Donc, suivant
les hypothèses faites sur u, u(X) est de Radon d'ordre p sur o(H', H). Si alors
H est séparable ou réflexif, v°f est forcément réalisée par <p£ LP(Q, fr,o(H', H)),

d'après le théorème (1.20). Celui-ci montre aussi, que, s H est réflexif ou H'

séparable, <p est /^-mesurable de Q dans H'.
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4) résulte de la proposition (1.19.0).

REMARQUE. Soit u:E-*G. Soit <p une application de Q dans E, scalaire-

ment Lp; autrement dit, pour tout f6l£ ' , la fonction <<p, £> est dans LP{Q, fi).

Alors ç>* :£*-><?>,£> est continue de E' dans LP(Q, fi). En effet, son graphe est
fermé; si (£JweiV est une suite de Ef convergeant vers ÇeE' et si les <p, £w> con-
vergent vers une limite g dans LP(Q, fi), on peut, quitte à extraire une suite par-
tielle, supposer aussi que les <sp, £w> convergent vers g, ^-presque partout; mais,
pour tout coeQ, <^(Û>), £»> converge vers <$>{(*>), £>; donc flr=<^, £>» et le graphe est
bien fermé ; et le théorème du graphe fermé est applicable, car E' et LP(Q, fi)

sont tous deux métrisables et complets. Alors la composée u°(p définit la fonction
aléatoire y^w. G' -^>LP(Q, fi); et donc elle est décomposée si u est p-radonifiante,

(car rien ne dit que 9* soit approximable) et si G est un Banach ou un o(H', H),

H Banach réflexif ou séparable. Cela ne prouve pas que u°<p soit dans LP(Q, fi; G),
mais seulement qu'elle est scalairement fx-presque partout égale à une fonction

de LP(Q, fjt; G) ; elle sera elle-même dans LP(Q, fi; G) dans les cas suivants : G est

un Banach séparable ou G=a(H', H), H Banach séparable, car alors une fonction
scalairement presque partout nulle à valeurs dans G est presque partout nulle.

PROPOSITION (3.14). Maintenant de nouveau p>0. Soit u une application

linéaire faiblement continue de E dans G. Pour que u soit approximativement

p-radonifiante de E dans a(G",G'), il est:

a) nécessaire qu'il existe une constante M>0 telle que, pour tout espace topologi-

que Q muni d'une probabilité de Radon fi et toute application <p fi-mesuràble de

Q dans EN, appartenant à LP(Q, fi; EN), on ait Vinégalité

(3.15) | |ljM°**W;G)<MSUP \\<<p,
iieiKi

b) suffisant qu'on ait la même inégalité pour au moins un espace Q et une

probabilité fi non réduite à un nombre fini de masses ponctuelles, et les fonc-

tions <p fi-êtagées de LP(Q, fi; EN). Dans ce cas, la meilleure constante M est

REMARQUE. L'inégalité (3.15) exprime que <pt-*u°<p de LP(Q, fi; EN), muni

de la topologie moins fine induite par £f{E';Lp{Q,fji))y dans Lp(Q,fx;G), est

continue.

DÉMONSTRATION, a) Supposons u approximativement p-radonifiante de E

dans <KG", G'). La probabilité image <p(fi) est de Radon sur EN, donc elle est de
type p approximable sur EN (prop. (2.10)); donc u(Z) est de Radon d'ordre p sur
G, parce que, d'après la remarque de la démonstration du point 2 de (3.5 quinto),
u est continue de EN dans G. Or u(X)=u(<p(fi)); alors on peut appliquer (3.5 bis),
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et comme IM/i)||J= Sup \\<<p, £>||Lp«,.,o et que ||tt(^))llp=|||uo9|||LPu,i/i;C,, on a bien

(3.15), avec M<np(u).

b) Supposons (3.15) réalisée pour un Q et une fi non réduite à un nombre fini de
masses discrètes, et seulement pour des <p j«-étagées à valeurs dans EN. Si
a=(an)neN est une suite finie de points E, et si l'on partage Q en réunion de parties
Qn disjointes de mesures cn, 2 c » = l , on peut considérer la fonction <pa /*-étagée qui

n

sur Qn prend la valeur constante (Ucl
n
/P)an. Alors, pour f e E', <^a, £> est la fonc-

tion S XaJXIcV'KÇ, an>, dont la norme dans LP(Q, fi) est ||<£, a>||{p, de sorte que la

borne supérieure de ces bornes pour | |f | |<l est ||a||J. Ensuite u°<pa est la fonction

S k d W W a J , dont la norme dans Lp(Q,fi-,G) est \\u(a)\\iP(E) = \\u(a)\\P; alors

(3.15) appliquée à <pa donne (3.3), donc u est bien p-sommante, et np(u)<M.

REMARQUE. On pourra, dans 6, se borner à prendre Q=N, j«=Sl/(2n+1)5(«),
où £=[0,1], v=dx.

§ 4. Applications O-radonifiantes dans les espaces de Banach.

) Dans tout ce paragraphe, E est un Banach ou un dual *-faible d'un quasi-
Banach, G un quasi-Banach ou un dual *-faible d'un Banach; pour tous les quasi-
Banach, la boule unité est comme toujours supposée faiblement fermée. Les appli-
cations O-radonifiantes sont celles que j'avais appelées antérieurement radonifiantes:
u est 0-radonifiante de E dans G, si pour toute probabilité cylindrique A, de type
0 sur E (c. à d. scalairement concentrée sur les parties bornées si E est un Banach
ou un dual *-faible de Banach), u(Z) est une probabilité de Radon sur G (qui est
automatiquement d'ordre 0). Lorsque G est un quasi-Banach, il faut faire plus
attention aux applications O-radonifiantes de E dans o{G", G') ; une probabilité de
Radon sur tf(G", G') n'est plus automatiquement d'ordre 0 au sens de l'espace
bitopologique o{G", GO; elle ne l'est que si, dans a(G",G'), elle est portée par le
sous-espace vectoriel engendré par l'adhérence B" de la boule unité B de G, car
alors, pour tout s>0, il existera un R(e) fini tel que la masse de R(e)B" soit
>l-s.

THÉORÈME (4.1). Soit u une application linéaire faiblement continue de E

dans G. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) u est approximativement 0-radonifiante de E dans o(G", G') ;
2) u est très approximativement 0-radonifiante de E dans o(G", G') ;
3) Quel que soit p, 0< i ô<l , il existe ay 0 < a < l , et M>0 fini tels que, pour

toute probabilité de Radon A sur E, combinaison lineaire finie de masses ponc-

tuelles, on ait Vinégalité:
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(4.2) Jp(u(X))<MJ*(X) (voir exemple (1.9)) .

Dans ce cas, pour toute probabilité X de Radon sur EN, u(X) est de Radon sur

G, et on a les mêmes inégalités; pour toute probabilité cylindrique X sur E, de

type 0 approximable, u(X) est de Radon sur o(G", G'), et on a les mêmes in-

égalitésf où JÎ(X) est remplacé par J%a(X).

4) Pour tout J-poids A, de la forme (1.12) il existe un J-poids B, de la forme

(1.12), tel que, pour toute probabilité de Radon X sur Ef combinaison linéaire

finie de masses ponctuelles, on ait

(4.3) B(u(X))<A*(X) ;

dans ce cas, pour toute probabilité cylindrique X sur E, de type 0 approximable,
u{A) est de Radon sur o(G", G'), et on a:

(4.4) B(u(X))<A*a(X) ;

5) Quels que soient Vespace topologique Q et la probabilité de Radon p sur Q,

Vapplication linéaire continue <py->u°<p de L°(Q, ft; EN) dans L°(Q,fi;GN) envoie

L°(Q,fJt;EN) dans L°(£,//;G), et reste continue de L°(Q,fi;EN) dans L°(Qffx;G)

quand on munit L°(Q, yr, EN) de la topologie induite par son injection <p*-*f<p

(où ƒ'<p=y* est la fonction aléatoire linéaire ? !-><<?, £> de E' dans L°(Q, y)) dans

6) La même application linéaire est continue, pour au moins un espace

topologique Q et une probabilité de Radon t* sur 0, diffuse, et lorsqu'on se

restreint aux <p y-étagées.

DÉMONSTRATION. A) Supposons une inégalité (4.2) vérifiée, avec un a, un /3,
un M, pour des ^ combinaisons finies de masses ponctuelles; montrons qu'elle est
vérifiée pour toute A de Radon sur EN. Tout d'abord, en l'appliquant à une seule
masse ponctuelle, on trouve aussitôt que ||u(aî)||<M||û5||, ou | |u| |<M: u est continue
de EN (c. à d. de E ou F') dans G ou H', donc toujours dans G, ce qui étend à
p = 0 la remarque de la démonstration du 2 de (3.5 quinto). Soit ^ une probabilité
de Radon sur EN. Elle est limite étroite, sur EN, de probabilités de Radon Xjt

portées par des ensembles finis, avec Jt(Zj)<JÎ(Z) (prop. (2.10)). Donc u(X) est
limite étroite, sur G, de probabilités u(*3), qui vérifient Jp(u(l3))<MJ*(X).

D'après la propriété 2' du (1.2 bis), on en déduit que Jp(u(X))<MJ*(X). Par
contre, il n'est évidemment pas actuellement démontrable que, si une inégalité
(4.2) est vérifiée, avec un fi, un a, un M, la même inégalité soit vérifiée pour
toute probabilité cylindrique X, de type 0 approximable, avec Jîa(X) au second
membre; car u(X) n'a au stade actuel aucune raison d'être de Radon. Mais, quand
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tout le reste de la démonstration sera terminé, il sera vrai que si, pour tout fi,

il existe un a et un M tels que (4.2) soit vrai, alors, pour toute X cylindrique de
type 0 approximable, uU) est de Radon, et on aura le système des mêmes

inégalités, avec JtW au second membre et c'est tout à fait évident. En effet,
pour tout <5>0, X est limite cylindrique de probabilités ^ portées par des ensembles
finis, avec J"î(^)<Jïa(^)-{-<5; les u(%3) convergent cylindriquement vers u(Z); mais
on saura que u(Z) est de Radon sur o(G", G'), donc les u(*3) convergent vers u(X)

étroitement sur o(G",G') (prop. (1.17.0)). Alors on aura ^ W y ) < ¥ J * ( ^ ) <
M(J*a(*)+ô), donc aussi Jfi(u(X))<M(J*a(*)+à), et par suite <MJ*a(t).

En réalité on peut dire plus. Si l'on a une inégalité (4.2), avec un j8, un a,

un M, si 1 est une probabilité cylindrique de type Ja approximable, et si on sait

que u{X) est de Radon, elle vérifiera la même inégalité avec Jta{X) au second
membre. Ceci donnera plus tard une très bonne amélioration du résultat actuel:
voir corollaire (4.12.5).

A') Montrons maintenant que la proposition 3 de l'énoncé entraîne le propriété
5. Soit <p une application ^-mesurable de Q dans EN (c. à d. E muni de la topologie
o!e la norme). Alors l=<p(t*) est une probabilité de Radon sur EN. Le poids Ja

définit dans L°(Q, fî) une jauge, et la jauge correspondante de f9 dans £?{Er)

L°(Q, /i)) est Sup Jtt(ft, <<p, £»=J*(X). Ensuite u(X)=(u°<p)bt) est une probabilité de
iieiKi

Radon sur G et u°<p est ^-mesurable de Q dans G; sa jauge associée au poids Jp,
dans L°(Q, fi) G), est Jp(fi, u°<p)=Jp(u(A)). Alors l'inégalité (4.2), pour des pro-
babilités de Radon sur EN, prouve bien que l'application <p\-+u°<p est continue,
de L°(Q,fi)EN) muni de la topologie induite par £f(E')L\Q,fx))y dans L\Qyfi)G)

(et même en fait dans L°(Q, fi) H') si G=o(H', H)).

B) 5 entraîne trivialement 6).
C) Montrons que 6) entraîne l'inégalité (4.2) pour des combinaisons finies de mas-
ses ponctuelles, c. à d. 3). La continuité supposée par 6) entraîne, pour tout p,

l'existence d'un a([$)~a et d'un M(P)—M9 tels que, pour toute <p ^-étagée: Q-+E,

on ait JB(V, w ) < M S u p Ja(fi, <<p, £». Soit X une probabilité de Radon de la forme
S cnd{an) ; comme fi est supposée diffuse, il existe une partition finie Q— U 42n,» n

avec fi(Qn)=cn; prenons alors la fonction //-étagée <p, égale à an sur Qn. Alors

(p(fjt) est A, et l'inégalité ci-dessus est exactement (4.2).

Nous avons donc montré l'équivalence de 3, 5 et 6.

D) Montrons maintenant que 3) entraîne (4.3). Soit A un poids de la forme

(1.12), A= Sup <p(a)Ja9 <p>0 bornée. Appelons B(A) = B le poids Sup ";f, Jp,
0<a<l O<0<1 M{p)

et montrons que l'on a (4.3). Soit ^ une combinaison finie de masses ponctuelles.



218 Laurent SCHWARTZ

Pour tout jS, on a (4.2); donc ^|^-J /3(uW)<^(a(iS))J r*(^)(^)<A*W; ceci étant

vrai pour tout /3, on a bien (4.3). Ceci en réalité ne fait aucune hypothèse sur
<p. Mais nous voulons en déduire d'autres conclusions qui exigeront les restric-
tions indiquées sur <p dans l'énoncé: <p est partout >0 et bornée.

E) Mais (4.3), pour toutes les probabilités combinaisons linéaires finies de masses
ponctuelles, entraîne que u soit très approximativement (A, l?)-radonifiante, de
E dans o{G"Gf), d'après le théorème (2.5), parce que, <p étant partout >0, B est
un poids compact. Soit alors ^ une probabilité cylindrique de type 0 très ap-
proximable. D'après (2.1.7), il existe un /-poids A tel que X soit de type A très
approximable ; alors u(Z) est de Radon d'ordre B(A). Donc u est très approxima-
tivement O-radonifiante de E dans <T(G", G'), donc approximativement O-radonifiante,
car 1) et 2) sont équivalentes d'après (2.11). Donc les inégalités (4.3) entraînent
2). En outre, pour tout couple (A, B) tel que l'on ait (4.3), on a encore, pour
toute X cylindrique de type A très approximable, l'inégalité 2?(ttC*))<A*taU).
Comme la fonction a\-+<p(a) définissant A est supposée bornée, nous avons vu aux
exemples suivant la proposition (2.10), que toute probabilité cylindrique de type A

approximable est aussi très approximable et que A*ta(/l)=A*aC2), donc on a bien
(4.4). En conclusion de D et E, 3 entraîne 4, et 4 entraîne les propriétés équi-
valentes 1) et 2). En conclusion de A, B, C, D, E: 3, 5, et 6 sont équivalentes;
1 et 2 sont équivalentes; et 3-5-6 entraîne 1-2 et 4.

F) Montrons maintenant que 4 entraîne 6. Comme =Sf (£"; L°(£,/*)) est métris-
able, il suffit, pour montrer que (p^v-^u^ est continue, de montrer qu'elle trans-
forme toute partie bornée en une partie bornée. Soit donc é% une partie bornée
de Sf (E'; L°(Q, j«)), formée de fonctions p*, <p jU-étagées sur Q à valeurs dans E.

D'après le corollaire (2.1.12), l'ensemble des <p(fi), <p€&, est uniformément de
type 0; donc, par (2.1.7), il existe un J-poids A tel que <S§ soit uniformément
de type A, A * ( ^ ) < 1 . Par (4.3), on en déduira que, pour le poids B corres-
pondant, B(U{&))<1. Ce qui signifie exactement, B étant un poids homogène
compact, que u(&) est borné dans L°(Q, fx\ G), ce qui démontre 6). En conclusion
de A, B, C, D, E, F : 1 et 2 sont équivalentes; 3, 4, 5, 6, sont équivalentes;
et 3-4-5-6 entraînent 1-2.
G) Pour terminer, nous allons montrer que 1) entraîne 6), en utilisant le théorème
du graphe fermé. Supposons d'abord G=o(H', H), H Banach séparable. Soit J^

l'espace vectoriel des applications linéaires continues de E' dans L°(Q, /i), qui sont
décomposées, réalisées par des applications /i-étagées de 42 dans E. Soit *$f son
adhérence dans ^{Ef\h\Q,y>))\ nous munirons Jàf de la topologie induite par
£f(E'\ L°(£, fi)). Soit / e j â P , limite d'une suite ( /J» 6* de J / . La fonction ƒ
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définit une probabilité cylindrique Af de type 0 (prop. (2.1.10)). En outre, les fn

sont bornées dans £?(E', L°(Q, fi)), donc les Afn sont uniformément de type 0; et
les fn convergent simplement vers ƒ, donc les Afn cylindriquement vers Af : A/ est
de type 0 approximable. Donc, d'après les hypothèses, u(Af) est de Radon sur
a(G", G')=G=o(H', H). Alors f^u définit une probabilité de Radon sur o(H', H),

H Banach séparable; donc (prop. (1.19.0)) elle est décomposée, par (pfeL\Q,tr,

a(H', H)). Nous avons donc défini une application linéaire ƒ H-> <pf de J ^ dans
L°(Q, /*; G). Soient fk des éléments de J ^ tendant vers ƒ dans JàP, et telles que
les <Pfk—<Pk aient une limite <f> dans L°(Q, /*; G); nous allons montrer que <P=4>f, ce
qui prouvera que le graphe de cette application est fermé. D'un côté les fk conver-
gent vers ƒ dans £f(E'\ L°(Q, p)), donc lesfko*u vers fofu dans £f8(H; L°(Q, /*)) (86).
De l'autre les <pk convergent vers 4> dans L°(Q, /r, G), donc a fortiori les <p%

convergent vers <p* dans Jtf(H; L°(Q, /*)); de <Pt=fh°tu on déduit alors bien ^*
=f^u donc <p~<pf, donc le graphe est fermé.

Si alors le théorème du graphe fermé est applicable, on en déduira que /*-+</>/

est continue; si en particulier fej^t alors f=<p*, <peL°(Q, ft; EN), et on aura
exactement prouvé 6). Or J*?(E'; L°(Q, $) est métrisable et complet, donc aussi
J ^ ; et L°(Qtfjr,o(H'tH)) est métrisable et complet (prop. (0.3)). Donc la démon-
stration est achevée si G=a(H', H), H Banach séparable.

Supposons maintenant G—o{H', H), H Banach quelconque. Comme Jzf(E';

L°(Q, f*)) est métrisable, on pourra démontrer la continuité cherchée en montrant
que toute suite convergente est transformée en une suite convergente.

Soit donc (<pn)neN une suite de fonctions étagées sur Q à valeurs dans E,

convergeant vers 0 dans £f{E'\LP(Q,tJL)). Chaque <pn prend ses valeurs dans un
sous-espace vectoriel En de dimension finie de E, donc u°<pn dans un sous-espace
vectoriel Gn de dimension finie de G; si G°n=Hn est son polaire dans H, Gn est
aussi le dual du quotient H/Hn; comme il est de dimension finie, la norme d'un
point de Gn est la borne supérieure du module de son produit scalaire avec les
éléments d'une partie dénombrable de la boule unité de H/Hn, ou aussi, en les
relevant, d'une partie dénombrable Nn de la boule unité de H. Pour tout point
(o de Q, la norme de n'importe quel (pn(co) est donc aussi Sup I<Ç>»(Û>), £>l lorsque £
parcourt N=\jNn; ou encore il existe un sous-espace de Banach séparable H de

n

H tel que, pour tout o» et tout n, la norme de <pn((o) soit égale à la borne supérieure
(S6) lu applique H dans E', mais n'est peut être pas continue, par exemple pour E=o(F',

F), E'=F, où on sait seulement qu'elle est continue de H dans 2<V. C'est pourquoi
nous écrivons 2,(H; LP(Q, $), c'est l'espace & muni de la topologie de la convergence
simple sur H.
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des modules de ses produits scalaires avec les éléments de la boule unité de H;
ou encore la norme de <pn(<o) est celle de son image dans H', dual de H, quotient
de B.' par le polaire de H. On est donc ramené à remplacer u:E-*o(H', H) par
la composée U:E-><J(H', H)-*o(Hr, H); comme H est un Banach séparable, le
résultat est démontré.

Soit maintenant G un Banach. On suppose seulement que u est approximative-

ment O-radonifiante de E dans o(G"fG')\ cela entrâine la continuité de <p\r->u°<p,

lorsque Ton prend pour u°<p la convergence dans L°(Q, ft; G" fort) ; mais comme les

u°<p prennent leurs valeurs dans G, cela revient à leur convergence dans

L°(Q,tt;G), d'où le résultat.

Il ne reste plus que le cas où G est un quasi-Banach. Avant d'y venir, re-

marquons un fait général. Nous n'avons montré l'existence d'une correspondance

ƒ-> <pf de JZf dans L°(Q, pr, o(H', H)) que pour H Banach séparable. Mais nous

pouvons maintenant dire qu'elle existe pour H quelconque et qu'elle est même

continue de j y dans L°(Q, pt; H'). En effet, a posteriori, si u est approximative-

ment O-radonifiante de E dans o{H',H), (p*^~*u°<p est linéaire continue de

J / c i f t ^ , L°(Q, fi)) dans L°(Q, pt; H')\ elle se prolonge donc de manière unique,

L°(Q, pt; H') étant complet, en une application linéaire continue de «J^ dans

L°(Q,p;H'); l'égalité 0 j = / o ' u étant vraie pour fejtf est vraie pour fej^

par continuité, les deux membres dépendant continuement de / e j ^ à valeurs

dans J*f8(H'; L\Q, pi)). De la même manière, pour G Banach, il existe une applir

cation S/ -> L°(Q, p; G") donc J&-*L\Q, p; G), avec la même propriété. Dans

tous les cas, si Xf est la probabilité cylindrique associée à ƒ, celle qui est associée

à <Pf, c. à d. ^/o*u=^/(i"), est u(Zf); en effet, c'est vrai pour ƒ 6 J ^ , et les deux

membres dépendent continuement de ƒ 6 J ^ à valeurs dans

ou

Passons alors au dernier cas, G quasi-Banach. Nous allons appliquer les cas an-

térieurs, et appliquer encore une fois le théorème du graphe fermé. Supposons u

approximativement O-radonifiante de E dans o(G", G'). Elle est a fortiori appro-

ximativement O-radonifiante de E dans o({ûN)n
y{ûNY)', donc à tout ƒ 6 J ^ on

peut associer <pfeL°(Q, pt; ôN), avec <f>*=fotu9 u(Zf)=<pf(pî), et f-*<f>f est linéaire

continue. Mais nous savons que Xf est de type 0 très approximable ; donc u{Zf)

est de Radon sur a(G", G'), et portée par le sous-espace vectoriel F engendré par

l'adhérence B" de la boule unité B de G; donc (pf prend ses valeurs dans cet

espace T. Donc 4>feL°(Q, pi;a(G",G')), pour l'espace bitopologique <r(G", G').

L'espace FB» est complet, pour sa quasi-norme, puisque sa boule unité B"
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est compacte donc complète dans F. Donc la proposition (0.3) dit que L°(Q, p;

a(G"fG')) est complet. Or f^<pf est linéaire de j â ? dans L°(Q, ^ ;<T(G" ,G0) et

son graphe est fermé, puisqu'elle est continue de Jà? dans L°(Q, & {GN)") moins

fin que L°(Q, & a(G", GO). Donc ƒ ̂  <pf est continue de ^f dans L°(Q, F, °{G", GO)

et a fortiori continue de S/ dans L°(Q, /u; G), ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE (4.4 bis) (extension à p=0 du corollaire (3.5 ter)).

Soit u une application linéaire faiblement continue de o{F', F), F Banach,

dans G. Elle est approximativement Q-radonifiante de o(F', F) dans o{G", GO,
si et seulement si elle Vest de F' dans e(G", G').

DÉMONSTRATION. Soit X une combinaison linéaire finie de masses ponctuelles,

*= S cnd(an)> 2 c w = l , aneF'. On sait, par (2.1.7 bis), que
0<»<JV n

(4.4 ter) Sup JM*)) = Sup JM"(X)).
fe*Mlfll<l e*e*M|*||<i

Cela signifie que J*(Z) a la même valeur, qu'on considère X comme probabilité

cylindrique sur F' ou sur o(Ff, F). La condition (4.2) est alors la même dans les

deux cas, ce qui démontre le corollaire, d'après le théorème (4.1).

' (4.5) La condition de Pietsch.

PROPOSITION (4.6). Soit u une application linéaire faiblement continus de

E dans G. Supposons qu'il existe une probabilité v sur un espace topologique X,

et une application linéaire continue v de norme <1 de EN={E ou F') dans

L°°(X, v), telle que, dans le cas où E=a(F', F), lv envoie la boule unité de

(L°°(X, v)Y dans Vadhérence, dans o{F", F'), de la boule unité de F, et que

d'autre part, la convergence de v(e), eeE, vers 0 dans L°(X,v) entraîne la

convergence de u(e) vers 0 dans G ou H'. Alors u est approximativement 0-
radonifiante de E dans tf(G", GO. La condition de Vénoncé signifie qu'il existe

un a0, 0<a0<l, et un R>0 fini tels que

(4.7) \\u(e)\\<RJao(v,v(e));

alors la condition (4.2) est réalisée comme suit: pour tout /3, 0< i S<l , on a

(4.8) JjM*))<RJiofM -

DÉMONSTRATION. Il suffit naturellement de démontrer la dernière propriété;
en effet, (4.7) traduit exactement la propriété de convergence antérieure, compte
tenu de la définition des voisinages de 0 dans L°(X, y), et (4.8) entraînera (4.2),
avec M=R, a=aop, d'où le résultat par le théorème fondamental (4.1). Il est
numériquement intéressant de constater que les quantités a, M, ont une forme
très spécialle; M=R est indépendant de j3, et a=aop est proportionnel à j3. On
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procède d'abord comme dans le cas p>0, proposition (3.6), avec les mêmes nota-
tions: X est compact, v envoie E dans C(X), et *v envoie la boule unité de M(X)

dans la boule unité de Er ou l'adhérence, dans o(F", F'), de la boule unité de F.

Soit X une combinaison finie de masses ponctuelles, ^ = 2 cnölan), sur E; cherchons
n

à quelle condition Jp(u{X))<R, ou
(4.9) X{eeE; \\u(B)\\>R}=

ll

D'après l'inégalité (4.7), \\u(e)\\>R implique Jao(v, v(e))>l; donc (4.9) sera sûre-
ment réalisée si l'on a

(4.10) k{eeE; Jao(v, v(e))>l}<j3 ,

ou

(4.11) X{eeE; * 6 l ; \(v(e))(x)\>l}>ao}<p .

Il est facile d'utiliser le théorème de Fubini. Nous avons une probabilité y

sur X, une probabilité X discrète sur E, et nous considérons sur XxE la mesure
v®Z; soit Y l'ensemble des (x,e) tels que \(v(e))(x)\>l ou \(t/v(x)tey\>l. L'appli-
cation de Fubini ne pose pas de problème, la fonction (e, x) H» (v{e)){x) étant con-
tinue. Alors (4.11) s'écrit, en désignant par Ye l'ensemble {xeX; (x, e)€ Y}:

(4.12) X{eeE;v{Ye)>cc0}<p .

Mais alors (4.12) sera sûrement vraie si
Z

Et à son tour cette inégalité sera sûrement vraie si Z(Yx)<aop pour tout xeX,

où Yx={eeE; (a?, e)e Y}. Mais À(Yx)=À{eeE; Klv(x), e>|>l} est la mesure, pour
( l ' v ( s ) l )«c^ ( J l + ) , de ]1, +oo]; donc *(Yx)<aop équivaut à Jao^v(xW))<l.

Comme lv{x) est dans la boule unité de E' ou l'adhérence dans o(F", F') de la
boule unité de F, (4.14) sera sûrement réalisé si

Sup Jao/KfW) ou J Î O ^ ) < 1 ,
ÇeE' ou F

lielKi

ce qui donne bien (4.8). CQFD.

RÉCIPROQUE (4.12.1) (SUNYACH). (37)

Soit u une application linéaire faiblement continue 0-radonifiante de E

dans o{G", G7). Alors il existe un espace X, une probabilité v sur X, et une

application linéaire continue v de E dans L°°(X, v) vérifiant toutes les condi-

tions énoncées dans (4.6). Si, pour 0<a{<l , 0<j8J<l, M$, on a Vinégalité (4.2)

(87) SUNYACH [1].
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pour des X combinaisons finies de masses ponctuelles, alors on peut prendre

pour X la boule unité de E' ou V'adhérence, dans o(F", F'), de la boule unité

de F, pour v Vapplication canonique définie par (v(e))(Ç)=<e, £>, et trouver

une probabilité v pour laquelle on ait (4.7) avec un R=M0, nombre donné >M'O,

et un «o donné <aó(38).
DÉMONSTRATION. Supposons donc (4.2) réalisée. Alors J^(u(X))>Mi entraîne

(4.12.2) Sup Jr«{tôW))>l , ou Sup (|fW)|)(]l, + oo])>a0' .

Nous aurons besoin, pour trouver une probabilité sur l'espace X décrit ci-dessus,
d'introduire des fonctions continues; il faut donc remplacer la fonction caractéris-
tique de ]1, +oo] par une fonction continue. Soit donc h une fonction continue
sur R, 0<&<l, égale à 0 dans [—a, +a] , 0 < a < l , et à 1 dans le complémentaire
de ]—1, +1[. Alore J^(u(X))>Mi entraîne

(4.12.3) Sup(Ê«)(«>a£ ou Sup ( *«£, e>W(e)>a'o .Sup (

Sur l'espace C(X) des fonctions réelles continues sur X (X est muni de la topologie
<J(E',E) ou <J(F",F')), considérons alors les deux ensembles suivants:

1) l'ouvert 17 formé des geC(X) telles que MaxôKao,
2) l'ensemble K des geC(X) de la forme

0(0= ( h«Ç,e»d*(e), avec J^(u(X))>Mi (g>0) .
JE

L'ouvert U est convexe. L'ensemble K est aussi convexe; en effet, l'ensemble
des X vérifiant Jfó(u(X))>Mi est convexe, car cette inégalité équivaut à dire que
la ^-mesure de l'ensemble {eeE; \\u(e)\\>Mi} est >P'O, et la fonction

est affine, donc K, image d'un convexe par une application affine, est convexe.
Enfin U et K sont disjoints à cause de (4.12.3). Donc ils peuvent être séparés

par une forme linéaire continue (Hahn-Banach), soit veM(X), vérifiant v(g)<a'o
pour toute g e U, et v{g)><*Q pour toute geK. La première inégalité montre que
y>0, car, si g<0, tous ses multiples sont dans U, donc v(g)<0; en outre, en
faisant 0=constante <a£, on voit que v(l)<l. La deuxième inégalité donne, pour
toute À, combinaison finie de masses ponctuelles telle que

(88) Pour Mo et a0 fixés on peut trouver v\ v dépend de Mo et aOt et n'a pas de raison
d'être unique.
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donc a fortiori

ï;\<Ç,e>\>a}>a'o.[ M

En particulier, prenons ^=5(„), y e E, donc /^(^(^»)) = ||^(i/)||. Alors, pour f

donné, ^{eel£; |<£, e>|>a} vaut 0 ou 1 selon que |<£, y>\<a ou >a . Donc

fî entraîne

l<e,
, donc >a0 ,

pour n'importe quel ao<ai, ou

Alors J«0(y(v))<a impliquera \\u(y)\\<MÓ, et on aura l'inégalité

(4.12.4) \\u(y)\\<^Jao(y(»)) >

ce qui est exactement (4.7), avec R=MiIa=M0, nombre arbitraire >Mi, et aQ,

nombre arbitraire <a'o. (On ne peut pas nécessairement remplacer Mo par Mi,

ni a0 par ai, car aH/a(|/(v)), pour y et v donnés, peut être discontinue à gauche
au point ai, et d'autre part la probabilité v trouvée dépendait du choix de la fonc-
tion h donc de a< l . )

COROLLAIRE (4.12.5). Si on a une inégalité (4.2), pour un système par-

ticulier «o, Pit Mi, pour toutes les X combinaisons finies de masses ponctuellest

alors u est approximativement 0-radonifiante de E dans o(G"> G') ; alors on a

la même inégalité (4.2), avec J"*,aU) au lieu de J*,W) au 2e membre, pour toute

X cylindrique de type 0 approximable, et, pour tout p, on aura une inégalité

analogue, avec M=Mi, a=aofi, a0 nombre arbitraire <a'o.

Ceci est évidemment une amélioration considérable, et d'ailleurs assez sur-
prenante, de l'implication 3 = > 1 du théorème (4.1). Noter que, pour p quelcon-
que, le M qu'on trouve est indépendant de p, et le a est proportionnel à P; la
valeur de Pi n'intervient pas.

DÉMONSTRATION. A partir du système ai, pi, Mi, on trouve une probabilité
v sur X suivant la proposition (4.12.1), donc une inégalité (4.7), avec R=M0>Mi,

et a<a0. Alors (4.8) donne, pour p quelconque, J/sCwWX-MôJÎ^U); ceci étant
vrai pour tout M0>Mi, on a aussi

(4.12.6)
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Par contre, on ne peut sans doute pas remplacer a0 par ai. Assez curieusement,

(4.12.6) ne redonne pas l'inégalité de départ pour £=£$; elle remplace a'o par aop.

Par contre, si À est cylindrique de type 0 approximable, elle vérifie sûrement

l'inégalité Jp(u(X))<MiJ^ï(À), puisqu'on sait maintenant que u(X) est de Radon

(voir fin de la partie A de la démonstration du théorème (4.1)).

PROPOSITION (4.12.7). Pour que u soit approximativement Q-radonifiante de

E dans e(G", G'), il faut et il suffit qu'elle admette une factorisation

, v) - i - * LHX, v)

G ou H'

où v a les propriétés énoncées dans la proposition (4.6), où j est Vinjection

canonique, j ' l'injection canonique, dans L°(X, v), d'un sous-espace vectoriel

fermé L muni de la topologie induite, ux et u2 sont continues.

Même démonstration que pour le 2) de la proposition (3.6), en utilisant les
propositions (4.6) et (4.12.1).

PROPOSITION (4.13) (KWAPIEN) (39). Soit u une application linéaire faiblement

continue de E dans G. Supposons que, pour toute probabilité cylindrique X sur

E, de type p approximable, p>0, u(X) soit de Radon sur G (resp. o(G",G'))

(sans qu'on la suppose d'ordre p). Alors u est approximativement p-radoni-

fiante de E dans G (resp. o(G", G')).

DÉMONSTRATION. En utilisant la même méthode que dans la partie F) de la
démonstration du théorème (4.1), on prouvera, par le théorème du graphe fermé,
que la condition de l'énoncé entraîne ceci: l'application <p*ï-+u°(p est continue de
Sfp dans L°(Q, & G), où £/v est l'espace des applications ^-étagées de Q dans E,

muni de la topologie induite par £f(E'\ LP(Q, fi)).

Puisque cette application est continue, si B est un poids quelconque (non
nécessairement homogène) plus faible que L° (voir (1.12 bis), il existe 2?>0 fini
tel que ||p*||P<# entraîne B(fi, w°^)<l/2. Prenons en particulier pour poids celui
de l'exemple (1.7), c. à d. le poids

lni(l,t)dv(t) .

(") KWAPIEN [1].
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Montrons maintenant que u est p-sommante. Soit (an)x*<v une suite finie de
points de E, avec ||a||J<B. On peut toujours supposer tous les u(an)^0; nous
allons montrer que ||u(a)||P<l/2. Soit (cn)o^n<N une suite quelconque de nombres
>0, de somme 1, et Q= U Qn une partition de Q en parties /^-mesurables Qn de
mesures cn, ce qui est toujours possible puisque pi est diffuse. Soit <p la fonction
étagée, égale à (l/c«/p)-aw sur Qn. On aura

||9*||p=Sup||<afe>||I»=||a||*<iî.
i i f I I I

On en déduira donc

(4.14) \ Inf (1, \\u(cp(a>)) \\)dfi(a>) < \ ,

c. à d.

(4.15) S cn Inf ( l , - ^
o<*<jy \ Cln

Cette inégalité est valable quels que soient les cn, avec cw>0, S c*=l.
Prenons

Alors

47ll(„)ll
Cn

Alors (4.15) devient simplement, puisque 2 ^ = 1 :

Inf(l, | |u(a)| |P)<-|-, donc ||u(a)||p<-|-.

On en déduit bien que u est p-sommante, avec 7TP(U)<1/2JR.

On déduit alors du théorème (3.4) que u est approximativement p-radonifiante
de E dans <r(G", G'). Si donc X est une probabilité cylindrique de type p approxi-
mable, u(X) est de Radon d'ordre p dans o{G", G'); si en outre on ait déjà qu'elle
est de Radon dans G, u est approximativement p-radonifiante de E dans G.

CQFD.
COROLLAIRE (4.17). Soit u une application linéaire faiblement continue de

E dans G, approximativement O-radonifiante de E dans o(G", G'). Elle est
approximativement q-radonifiante de E dans <KG", GO pour tout q>0; en outre
elle est continua de E ou F' dans G ou H', et l'image de la boule unité est
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relativement compacte dans <J(G, G') ou o(H', H"). Si u est approximativement
O-radonifiante de E dans G lui-même, elle est approximativement q-radonifiante
de E dans G pour tout q>0.

DÉMONSTRATION. L'application u transformera toute probabilité cylindrique
de type q approximable en une probabilité de Radon sur G ou a(G",G'), le
théorème de Kwapien précédent dit donc qu'elle la transforme en une probabilité de
Radon d'ordre q. La propriété de compacité et de continuité est alors ((3.5 quinto),
remarque à la démonstration de 2) la conséquence du théorème de PlETSCH (3.6).

(4.18) Absence d'intérêt des applications (p, q)~radonifiantes.

Une application uiE-^G est dite (p, qO-sommante, si l'image par u de toute
suite scalairement lp de E est une suite absolument V dans G; p>0, q>0 (40).
Une telle application est forcément nulle si q<p; soit en effet a e E; pour toute
suite (cn)neNelp, la suite (acn)neN est V donc scalairement l9; on en déduira que
la suite (u(a)cn)neN est absolument l9; comme une suite (cn)neN qui est lp n'est
pas nécessairement l9 si q<p, on a u(a)=0. Mais, pour p>q, il existe une théorie
fructueuse des applications (p, g)-sommantes.
I Au contraire, il n'y a aucune théorie intéressante des applications (p, </)-radoni-

fiantes. Une telle application est nulle cette fois si q>p', en effet, prenons pour
À l'image, par l'application t*-*ta de R dans E, de la probabilité y. sur !?, avec
||/*||p< + oo. Alors l est de Radon d'ordre p donc a fortiori de type p; on en
déduira que u(Z) est d'ordre q, c. à d. que \\u(a)\\ ||j«IU< + °o; comme une probabilité
d'ordre p sur R n'est pas nécessairement d'ordre q, on a u(a)=0. Il ne reste
donc à étudier que les applications (p, g)-radonifiantes, pour q<p; mais la proposi-
tion (4.13) dit qu'une telle application est approximativement p-radonifiante, c. à
d. approximativement (p, p)-radonifiante.

Cette différence tient à la différence essentielle entre les espaces lp, qui sont
des Lp par rapport à la mesure discrète infinie S 8(n) sur N, et les Lp par rap-

ne N

port à des mesures de masse 1. Si l'on introduisait des espaces Lp par rapport à
des mesures de masse infinie et diffuses, on trouverait que toute application
"(p> ^-intégrante" est nulle. Seuls les l donnent donc une étude intéressante pour

COROLLAIRE (4.18 bis). Soit u une application linéaire faiblement continus

de E dans G, approximativement O-radonifiante de E dans o(G", G'). Alors

elle est approximativement q-radonifiante pour tout <7>0, et en outre, si Von

a (4.7), on a

(«) KWAPIEN [2].
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(4.18 ter) 7tq(u)<R(— Y'*.

DÉMONSTRATION. Reprenons les notations de la proposition (4.5). Pour tout q

fini >0, et tout eeE, c>0 :

(4.18 quarto) [ \(v(e))(x)\qdv(x)>cqv{x6 X) \(v(e))(x)\>c} .

Prenons c<Jao(v, v{e)), alors

v{xeX;\(v(e))(x)\>e}>a0,

donc on a

[ Me))(x)\qdv{x)>c*aQ;

ceci était vrai pour tout c<Jao(v, v(e)), on aura

(4.18 quinto) [\(v(e))(x)\qdv(x)>ao(Jao(v, v(e)))q .

Alors, de (4.7) on déduira

/ 1 \v g

(4.18 sexto) II»(6)||<JB( — ) \\v{e)\\L*<x.,) ,

qui reste évidemment vrai pour q infini. Alors le théorème (3.6) montre qwé u

est approximativement g-radonifiante (ce qui est donc une autre démonstration du

corollaire (4.17)), et l'inégalité (3.7) avec nq(uXM montre que

CQFD.

PROPOSITION (4.19). Soit u une application linéaire faiblement continue de

E dans G. Si elle est approximativement O-radonifiante de E dans o{G", Gf),

elle Vest de E dans G lui-même, si G est un Banach réflexif, ou si G est un

Banach séparable, dual d'un Banach.

La démonstration est la même que celle de la proposition (3.9).
PROPOSITION (4.20). Soit u:E-*G, approximativement O-radonifiante de E

dans G. Alors, si le couple (E, Ef) a la propriété d'approximation métrique,

elle est O-radonifiante de E dans G.

En effet, toute probabilité cylindrique de type 0 est alors de type 0 approxi-

(41) Un résultat récent de MAUREY [3] montre que, si u est approximativement O-radoni-
fiante de E dans o{G", G'), np(u) tend toujours vers une limite finie quand p tend vers 0.
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mable (corollaire (2.11), partie 2)).

(4.21) Quelques contre-exemples et problèmes ouverts.

1) En général nous avons pu montrer que u était "approximativement radoni-
fiante", et non "radonifiante", sauf avec des hypothèses d'approximation. Comme
personne ne sait si ces hypothèses d'approximation sont toujours vérifiées ou non,
on ne peut évidemment pas montrer, par des contre-exemples, que ces hypothèses
sont indispensables. Il serait quand même intéressant de s'en débarrasser; je
doute qu'on y parvienne simplement.

2) En général nous avons dû mettre o(G", (?')> au lieu de G lui-même (sauf dans
des cas signalés aux propositions (3.9) et (4.19)). Si p = + oo, il est trivial que c'est en
général inévitable; nous l'avons indiqué à la remarque après la démonstration du
point 2) de la proposition (3.9). Si p = l , on ne peut pas non plus en général mettre G

à la place de #((?", G'). Considérons par exemple l'application canonique de C(X)

dans L\Xf v), où X est un compact et v une probabilité de Radon sur X; elle est
1-sommante, montrons qu'elle n'est pas 1-radonifiante, si v n'est pas atomique.

Pour abréger, écrivons C, L1, au lieu de C(X), Ll{X, v). Il existe un homéo-
morphisme canonique ô:x^ôix)f de X sur un compact X du dual o{M,C) de C.

L'image par ô de la probabilité v est une probabilité v sur X donc sur o(M, C) ;
on l'appelle la probabilité canonique de o(My C) définie par v. On peut la définir
par la méthode des fonctions aléatoires. Prenons Q=X, /*=». Alors d:x^ôix)

est une application continue donc ^-mesurable de Q dans o(M, C), et on a juste-
ment v=<p(fi). On introduira alors l'application <p*=f9 de C (dual de o(M, C))

dans L°°{Q, /*), qui est £•"•<£>,£>; si f e C , <£>, O n'est autre que £ elle-même, ou
plus exactement son image £' dans L°°cL0. Bien entendu, v est d'ordre +oo,
puisqu'elle est portée par la boule unité, et | |Ê | | + 0 O =1.

Mais alors #>* se "prolonge" trivialement à M; pour toute mesure me M, ap-
pelons m/v la densité de la partie absolument continue de m par rapport à v\ alors
F:m*-*mlv est une application linéaire continue de M dans LX{Q, ̂ ), qui "prolonge"
y* au sens évident suivant : sa composée avec l'application canonique de C dans
M (c. à d. f i-»£v; ce n'est pas nécessairement une injection, donc le mot prolonger
est abusif, c'est pourquoi nous l'avons mis entre guillemets) est #>* (car ?v/y=classe
f' de S dans L1). Elle définit donc une fonction aléatoire F sur le dual M de C,
donc une probabilité cylindrique XF=À sur C, qui sera appelée probabilité cylindri-
que canonique de C définie par v. Et puisque F prolonge <p*9 cela signifie que À a
pour image v par l'application canonique autotransposée C-><r(M, C), £*->fy. Il
n'est d'ailleurs pas étonnant que l'image de F par C-xj(ikf, C) soit de Radon, car
cette application, qui se factorise par C—*-+ L1 >o(Mt C), est 1-sommante, Â=ÂF
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est évidemment de type 1, avec Mllf=l |F|U ( M ; L i )=l, et LlÇa(M,C) est faible-

ment compacte. Si alors C-+Lu f H* f, était radonifiante, déjà l'image de 2. dans

L1 devrait être de Radon ; son image y dans M serait alors portée par vL1 (image

de Ll dans M). Donc <p devrait prendre //-presque toutes ses valeurs dans vLl
9

ou encore y-presque tout X devrait être dans vL1. Or dlx) n'est dans v& que si

y possède une masse au point x : donc y-presque tout point x de X devrait porter

une masse pour y, qui serait atomique, contrairement à l'hypothèse. Donc il est

bien prouvé que C-+L1,1-sommante, n'est pas 1-radonifiante, si y n'est pas atomique.

REMARQUE. A fortiori, l'image de X par C-Z>LP, p > l , n'est pas de Radon.

On sait que C-*LP est p-radonifiante, mais X n'est pas de type p > l . La fonction

aléatoire associée à l'image de X dans Lp est l'application identique de U' dans

Lp'; elle est continue de 17' dans 27', de norme 1; donc l'image de l, probabilité

cylindrique de type 1, est une probabilité cylindrique de type p' dans Lp, avec

p | | * ' = l dans Lp. C'est encore vrai pour p~l ou +oo; et son image dans o{M, C)

est de Radon, d'ordre +co. On peut aussi dire que, pour y non atomique, l'appli-

cation canonique de Lf
v dans L° n'est jamais décomposée, pour p>l; alors que

l'application canonique de C dans L°° est décomposée par <p.

3) Pour tout p > l , on connaît des applications qui sont p-radonifiantes, et ne sont

pas g-radonifiantes pour q<p. Des exemples ont été donnés par PlETSCH pour p>l.

Pour 2>=1, on remarquera que tout opérateur nucléaire est 1-radonifiant ; (corollaire

(3.8.4); mais si l'on considère l'application diagonale (xn)n e N *-+ {anxn)n e N de c° dans

l1, qui est nucléaire pour 2 l«%l< + °°, on démontre (42) qu'elle n'est pas g-radoni-

fiante pour q<l si 2 I«J logl/|a t t | = + oo. D'autre part on connaît des applica-

tions O-radonifiantes. Mais, si E est un Banach ou un dual *-faible de Banach, il

n'existe pas d'application linéaire faiblement continue, qui soit p-radonifiante pour

un p < l , sans être 0-radonifiante, donc g-radonifiante pour tout q>0. C'est un

résultat qui vient d'être trouvé par Simone CHEVET [1] et MAUREY [3],

Si E est un dual *-faible a(F', F) d'un quasi-Banach F , alors on a facilement

des exemples (voir remarque après la prop. (3.8.2)).

4) Soient E, G des Banach, et supposons que u:E—>G soit approximativement
p-radonifiante de E dans o(G", G). Alors, si l'on part de p > l , elle est toujours
approximativement g-radonifiante de E dans G lui-même pour tout q>p; cela
résulte de la proposition (3.9), 3). Le même résultat subsiste-t-il si l'on part de
p quelconque? Dans ce cas, on en déduirait en fait, en négligeant les cas in-
existants de 0 < p < l , que, si u est approximativement 0-radonifiante de E dans

(42) SCHWARTZ [2].
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a(G", G), elle est toujours approximativement g-radonifiante de E dans G lui-
même, pour tout q>0. C'est ce que vérifient, semble-t-il, tous les exemples con-
nus, avec même q>0l

5) L'application p^7rp(u) est continue sur ]0, +00], si u est un opérateur de
Hilbert-Schmidt entre deux espaces hilbertiens (Voir plus loin, prop. (5.20.1)).
Plus généralement, si E et G sont par exemple des Banach, et si u est p0-som-
mante de E dans G, p^>np(u) est-elle continue sur [p0, +00]? («)

§5. Le théorème de dualité.

(5.1). Le cotype.

Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son dual, 0 un poids,
0' une fonction >0 sur E', finie ou non. On dit qu'une probabilité cylindri-
que X sur E est de cotype (0, d') (on devrait plutôt dire antitype ou type inverse,
plutôt que cotype qui invoque une dualité inexistante avec le type; mais l'un
sonne mal et l'autre est trop long, et j 'ai à contre-coeur adopté antérieurement
cotype), si, pour tout

(5.2)

Elle est alors a fortiori de cotype (0,d'), si 0>0 et 0 '<0 ' . On peut alors diversifier
cette notion comme on l'a fait pour le type, en inversant toutes les propriétés.

Si 0 est un poids homogène, et si J5@ est une topologie vectorielle sur E',

X sera de cotype 0, si, quel que soit le voisinage fermé V de 0 dans E'B, il

existe M>0 fini tel que #£(<?)<M$(fC2)) pour tout ÇeE': ou encore, si, lorsque

0(Ç(X)) tend vers 0, £ tend vers 0 dans E'%.

On adapte immédiatement au cas <P=|| ||P, p>0. On dira ensuite que X est

de cotype 0, relativement à Ei, si, lorsque f(^) tend vers ô dans ^(K), f tend

vers 0 dans E'e; c. à d. si, pour tout voisinage de 0 fermé V dans E'^, il existe

un M>0 et un a, 0<a:<l, tel que d'v{i)<MJa(Ç{))).

En termes de fonctions aléatoires linéaires, si ^=^/ , ƒ application linéaire de
Er dans L°(Q, {*), À est de cotype 0 homogène, si et seulement si la convergence
de 0(fJ-tf{%)) vers 0 entraîne la convergence de S vers 0 dans E'e; X est de cotype

p, 0<p< + oo, si la convergence de f (S) vers 0 dans LP(Q, p) entraîne la conver-

gence de f vers 0 dans Ef
%.

Si E's est quasi-normé, X est de cotype 0, poids homogène, s'il existe une
fonction 0' proportionnelle à la quasi-norme telle que X soit de cotype (0,0f). On
posera alors:

(*3) Des résultats partiels ont été obtenus pas MAUKEY et SUNYACH (non publiés).
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(5.3) "»«=( Inf
I I5II>1

c. à d. le plus petit nombre M>0 tel que, pour tout ÇGE', on ait

(5.4) lieiKMflfêtf)) .

On remarquera alors que, si rX est l'homothétique de X dans le rapport r, on a

kl

Cette définition est naturelle du point de vue suivant: on désire que, dans les
cas les plus avantageux, *0(À) soit le plus faible. En particulier, X est de cotype
0 si et seulement si *0{A)< + oo.

(5.4 bis) Nous donnerons des exemples plus tard, mais on peut les consulter

dès maintenant au § 6 ; Ils sont naturellement bien plus difficiles à fournir que

les exemples pour le type, et dans bien des cas il n'en existe pas. Une probabilité

cylindrique choisie n'importe comment sur E n'a aucun cotype intéressant (44). Par

exemple, si X est une combinaison finie de masses ponctuelles sur E Banach de

dimension infinie, X= 2 ctt5(aw), il existe toujours un f=£0 tel que tous les <Ç, any

soient nuls; alors Ç(A)=d, et comme les poids homogènes sont généralement nuls

sur ô, *$U)= + oo, X n'est pas de cotype 0; une probabilité cylindrique X ne peut

être de cotype 0 homogène que si elle est assez "grosse". Dans le même ordre

d'idées, si u est application linéaire continue de E dans G, et si X est de cotype

0 homogène, u(X) n'est pas en général de cotype 0, comme le montre l'exemple

de u=0, où u{X)~ô. Par contre, si X est de cotype ($, df), u(X) est de cotype

(0f6
fotu)t car, pour

Voici toutefois des exemples élémentaires.

a) Si E est de dimension finie, une probabilité de Radon X sur E est de co-

type p, 0 < p < + oo, si et seulement si elle n'est portée par aucun sous-espace

vectoriel propre de E. En effet, à X on peut associer une fonction aléatoire
linéaire sur E', avec Q=E, [i=X, ƒ(£) étant la variable aléatoire #!-><#, cyiQ-^K.

L'image par ƒ de Er est un sous-espace vectoriel de L°(Q, pi). Tout d'abord X ne
peut être de cotype p que si ƒ est injective ; sans quoi la convergence de ƒ(£)
vers 0 dans LP{Q, fi) n'entraînera pas celle de f dans E'. Mais alors ƒ(£) ne peut
converger vers 0 dans LP(Q, /*) que si ƒ (S ) est dans ƒ (JE") R LP(Q, p) et y converge

(**) En fait, si 0 est un poids quelconque, et si O'(ç)=0(Ç(k)), alors X est de type et de
cotype (0,0'); Tasiis c'est en général un résultat inutilisable.
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vers 0; la restriction de f~l à ce sous-espace de dimension finie étant forcément
continue, cela entraîne bien la convergence de f vers 0 dans E'. Donc À est de
cotype p si et seulement si ƒ est injective, c. à d. si Ç(Z)=ô implique f=0, c. à d.
si À n'est portée par aucun hyperplan de E.

b) Soit r la probabilité cylindrique de Gauss sur un espace hilbertien E sur R.

D'après (2.1.8 bis), pour tout poids 0 homogène, #(fC2))=|l?ll0(ro). Donc À est de
cotype 0 si et seulement si 0(ro)>O; et alors *0(r)=(0(ro))~l- On a donc toujours
*0(ï)=(0*(r))~1- Si 0«P(7o)< + °o, y est à la fois de type et de cotype 0; elle est
de type et de cotype p, pour 0 < p < + œ, et de cotype +oo, avec *||rll+oo=0. Si
0 est le poids inhomogène de l'exemple (1.5), et si 0' est la fonction

T est de type et cotype (0,0f).

(5.5) La propriété d'interversion de FvMni.

Soient A, B, deux poids, /a une probabilité de Radon sur un espace topologique
X et v une probabilité de Radon sur un espace topologique Y. Si ƒ est une fonc-
tion >0 sur 1 x 7 , (//®y)-mesurable, on peut faire le calcul suivant; fixer x£X,

et calculer la valeur de B sur la probabilité v et la fonction f*iy*-*f(x, y); cette
quantité est définie quand fx est ^-mesurable, donc pour //-presque toutes les
valeurs de x. Nous la noterons.

(5.5 bis) B(dv(y),f(x,y)).

C'est une fonction de xeX. Elle est £H*iesurable. En effet, ƒ étant G«(8>iO-
mesurable, x^fx est /^-mesurable de X dans L°(Y, v); puis g*-*B(v, g)—B(g{v)) est
semi-continue inférieurement sur L°(Y,v), donc universellement mesurable, donc
x*-+B(v,fx) est /^-mesurable. On peut calculer la valeur de A sur n et cette
fonction; il sera naturel de la noter

(5.6) AidtKx), B(dv{y), f(x, y))).

Soient maintenant C, D, deux autres poids. On dira que (C, D)<(A, B) si, quels
que soient X, Y, ft, y, ƒ, on a l'inégalité

(5.7) C(dv(y), D(df*(x),f(x, y)))<A(drix), B(dv(y),f(x, y))).

Exemples.
Exemple (5.7.1). Pour p>0 fini, on peut prendre A, B, C, D=\\ ||p. L'inégalité

devient une égalité, c'est le théorème de Fubini.

Exemple (5.7.2). On peut aussi prendre || \\+oo pour A, Bf C, D. C'est une

égalité facile à démontrer:
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(Sup. ess.)(^®v)/=(Sup. ess.)d/Kx)((Sup. ess.)du{y)(f(x9 y))) .

JKcerapZe-PROPOSiTiON (5.7.3). On a (Jr, JôX(Ja, Jp), toutes les fois que Td>a
+ £—a/3 (a fortiori toutes les fois que

DÉMONSTRATION. 1) Supposons

(5.7.4) JJLdrtx), Jp(dv(y),f(x,

(5.7.4) équivaut à

(5.7.5) pixeX; J?(dv{y), f(x, y))>a}<a ;

qui lui-même équivaut à

(5.7.6) rtxeX; v{ye Y;f(x, y)>a}>p}<a .

Si alors on considère l'ensemble A des (x, y) pour lesquels f{x,y)>a, qui est
(j"®y)-mesurable, on voit que, sauf pour des x d'un ensemble Xf de //-mesure <a,
on a v{ye Y; (x, y)e A}</3; donc, par Fubini, (j«(8)y)(A)<a+(l—a)fi. Donc:

(5.7.7) (jM®»){te, y)eXx Y;f(x9 y)>a}<a+(l-a)P ,

ou encore

(5.7.8) Ja+<i-a)&®v,f)«i.

Ceci étant vrai pour tout a, on a l'inégalité

(5.7.9) J*+p-aite®v,f)<Ja{dtKx)9 J{kdv{y)J(x, y))) .

2) Supposons maintenant

(5.7.10) Jp(p®v,f)<b,

c. à d.

(5.7.11) (p®v){(x,y)eXxY;f(x,y)>b}<p.

L'ensemble des y e Y pour lesquels t*{xe X; f(x, y)>b}>ô a alors nécessairement,
par Fubini, une y-mesure <plö, ou

(5.7.12) v{ye £

par le calcul inverse de celui de 1), c'est équivalent à

(5.7.13) Jp/d(dv(y), J9(diKx), ƒ(*, y)))<b .

Comme b est arbitraire on a

(5.7.14) Jp/iidviy), J^dfix), f(x, y)))<J,U®u, ƒ ) ,
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et a fortiori

(5.7.15) Jr(dv(y), Jô(dp(x), f(x, y)))<JP(p®i>, ƒ) pour 7ô>p .

La combinaison de (5.7.9) et (5.7.15) donne le résultat, en faisant p=a+p-ap.
Exemple-FROTOSiTiox (5.7.16). Soit ô, 0<<5<l. Quels que soient les J-poids

A, B, homogènes compacts de la forme (1.12), il existe un J-poids homogène
compact C de la forme (1.12), tel que

(5.7.17) (C,JÔ)<(A,B).

DÉMONSTRATION. Soit r, 0<r<l , D'après (5.7.3), (Jr, Ja)<(Jii/2>ra»
Supposons A= Sup a(a)Ja, B= Sup &(£)//?. Alors on a toujours

0<a<l 0<jS<l P

(5.7.18)

Si alors on pose

il répond à la question.

PROPOSITION (5.8). (Condition de Pietsch généralisée). Soient E, G, des
espaces vectoriels topologiques séparés par leurs duals. Soit u une application
linéaire faiblement continue de E dans G. Supposons qu'il existe une pro-
babilité de Radon v sur o(E',E), de cotype (B, P°u)t d'ordre (Â,a')t où Âf Bf

sont des poids, p est une fonction >0 semi-continue intérieurement sur G, et
une fonction >0 semi-continue intérieurement sur o{E'', E). Si A et B sont
des poids vérifiant la condition d'interversion de Fubini

(5.9) (B,B)<U,A),

B compact, alors Vapplication u est approximativement (A, a'; B, fi)-prêradoni-
fiante de E dans G, radonifiante si P est compact.

DÉMONSTRATION. NOUS allons appliquer le théorème (2.4) et la remarque qui
le suit (à propos du "préradonifiante"). Soit X une probabilité de Radon sur E9

portée par un compact de dimension finie, de type (A, oc'). Son image u(X) est de
Radon sur G, portée par un compact de dimension finie. Majorons B(u(X), P) t

(5.10) B{u{X), P)=

L'hypothèse du cotype s'écrit

(5.11) (PoU)(x)<B(x(v))=B(dv(S), !<*, Ol) .
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Donc (5.10) est majoré par

(5.12) B(dv(x), (B(dv(Ç), \<x,

lui-même majoré, d'après (5.9), par

(5.13) Â(dv(Ç), (A(dX(x), \<x, Ç > \ ) ) Â

Mais X est de type (A, a')> donc c'est majoré par

(5.14) Â(d»tè), «'(?))=!(», « ' K l ,

puisque v est d'ordre (Â, a').

La règle de Fubini était applicable parce que (x, f ) H-> KX, ?>l est continue sur
EX<J(E', E), lorsqu'on la restreint à un sous espace de dimension finie de E, donc
(A(g)y)-mesurable. Le théorème (2.4) prouve alors le théorème.

REMARQUE 1. Pour la définition du type (A, a') pour À, a' doit seulement être
>0 sur E', sans condition de semi-continuité; c'est pour l'ordre (Â, a') de v que
la semi-continuité de af intervient. On peut affaiblir un peu les hypothèses sur a',
qui interviennent à cause de v; supposons qu'il existe un sous-espace U de E', à
injection continue dans o{E', E), tel que v soit portée par U et de Radon sur U,

et que «', >0 arbitraire sur E', soit semi-continue inférieurement sur U; alors le
résultat subsiste. En effet, on considère d'abord y comme probabilité de Radon
sur o(E'', E), et rien n'est à modifier jusqu'à (5.13) inclus. Ensuite on a toujours
A(£U))<a'(£), sans hypothèse sur a/>0. Mais, puisque a! est semi-cotitinue in-
férieurement sur U sur lequel v est de Radon, on a la majoration (5.14), sur U,

d'où le résultat.

REMARQUE 1 bis. Supposons que ni B ni p ne soient compacts. Il reste vrai
que, si X est une probabilité de Radon sur E, de type (A, a') sur E, alors u(Z)

est (sûrement de Radon) d'ordre (B, fi) sur G, pourvu qu'on puisse appliquer
Fubini (5.9), et que (a?, <?) i-^<a;, f>, application de Exa{E',E) dans K, soit C*(g)v)-
mesurable. Cela sera sûrement vrai si cette forme bilinéaire est universellement
mesurable, ce qui est vrai si E est souslinien, ainsi que o(E', E), car elle est
séparément continue (45) ; ce sera aussi vrai sans hypothèse sur E, E'\ si X est
portée par un sous-espace de dimension finie.

REMARQUE 2. On voit comment il s'agit d'une généralisation du théorème de
PlETSCH. Supposons pour simplifier le cas où A=Â=B—B—\\ \\p, p>0. Sup-
posons qu'il existe, comme dans le théorème de PlETSCH, une probabilité de Radon
v sur la boule unité de a(E', E), E et B Banach, et que

(45) SCHWARTZ [1], 1ère p a r t ie, chap. II, proposition.
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\<x, e

Cela veut exactement dire que v est de cotype (B, fioU) où P est la norme; et
bien évidemment, v étant portée par la boule unité, elle est d'ordre (Â, «0,
a'=norme. Ce que nous venons de montrer prouve de nouveau que u est alors
approximativement p-préradonifiante de E dans G, avec nP(v)<l. La partie du
théorème de PiETSCH est bien entendu la partie la plus facile ; mais je ne pense pas
qu'il existe de réciproque dans le cas général. (45) D'autre part, dans cette partie
facile du théorème de PiETSCH, l'interversion de Fubini était inapparente, pour

p>0, parce que c'était une interversion d'un signe 2 fini et d'une intégrale, pour
les applications p-sommantes; de toute façon, pour les applications p-radonifiantes,
le théorème était moins trivial et reposait aussi sur le théorème (2.4); d'autre
part, la règle d'interversion de Fubini a été très apparente dans le théorème de
PiETSCH pour p=0, proposition (4.6) (cette proposition (4.6) résulte bien entendu
de celle que nous venons de démontrer). Finalement, dans tous les cas, on utilise
exactement l'arsenal utilisé ici.

COROLLAIRE (5.15) (théorème de dualité). Faisons sur E, G, u, a', p, A, B,

Â, B, les mêmes hypothèses qu'au théorème précédent. S'il existe une proba-

bilité cylindrique p sur o{G', G), de cotype (B, p), telle que v=*u(p) soit de Radon

sur o(E', E), d'ordre (Â, a'). Alors u est approximativement (A, ar\ B, P)-pré-

radonifiante de E dans G, radonifiante si P est compacte.

En effet, v=^lu(p) est de cotype (B, pou) et il suffira d'appliquer le théorème:

(Pou)(x)<B((u(x))(p))=B((xotu)(p))=B(xM) .

Changement de notations.

Remarquons d'abord qu'on peut retenir à peu près correctement les hypothèses
qui interviennent. La compacité est supposée pour B, p, ce qui est normal pour
obtenir des probabilités de Radon sur G. Dans l'inégalité de Fubini, on se sou-
viendra simplement que le poids le plus important est B, puisqu'il sera relatif aux
probabilités de Radon obtenues sur G; on le place à l'extrême gauche, et le reste
en découle de façon rapide: (B, B)<(Â, A) par des règles d'interversion.

Mais il est souvent commode de changer les notations. Les espaces les plus
importants sont en fait E', sur laquelle *u(p) est de Radon (pour la topologie
o(E',E)) et G, sur laquelle on obtiendra des probabilités de Radon (si X est
cylindrique sur E, de type (A, «O-approximable, u(Z) est de Radon sur G). On
les appellera V et U, alors que E et G' s'appelleront V' et U'. On remplacera
alors a' par a. Pour p, qui est cylindrique sur a( V', V)t de cotype (B, P), on dira
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plutôt qu'elle est de cotype (B, p , V) (P est une fonction sur V, e t le cotype fai t

intervenir les images de p par les éléments de V); pour *u(p), qui est de Radon

sur U, d'ordre (Â, a), on dira qu'elle est d'ordre (Â, a, U). Si X est une proba-

bilité cylindrique sur o(U', U), de type (A, a)-approximable, on dira qu'elle est de

type (A, a, £7>approximable (a est une fonction sur U, et le type fait intervenir

les images de 1 par les éléments de U), tandis que pour u(X)y de Radon d 'ordre

(B, P) sur V, on dira qu'elle est de Radon d'ordre (B, p , V).

On aura alors la variante suivante du corollaire précédent.

COROLLAIRE (5.15), variante. Soient U, V, deux espaces vectoriels topologie

quest séparés par leurs duals. Soit v une application linéaire continue de

0(V', V) dans o{U, Uf), de transposée tv—u continue de cr(U', U) dans o(V, F ' ) .

Soient A, B, Â, B, U poids, satisfaisant à la règle d'interversion de Fubini
(5.9) (B, BX(Â, A). On suppose en outre B compact. Soient a une fonction
>0 semi-continue inférieurement sur U, p une fonction >0 semi-continue in-
férieurement sur V. Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p de co-
type (B, p, V), dont Vimage v(p) soit de Radon d'ordre (Â, a, U). Alors u est
approximativement (A, a; B, P)-radonifiante de o(U', U) dans V, radonifiante
si P est compacte; dans ce dernier cas, si X est une probabilité cylindrique de
type {A, a, U)-approximable, u(X) est de Radon d'ordre (B, p, V).

Il suffit en effet d'appliquer la remarque 1 qui suit la proposition (5.8) : U est
plus fine que o(U, U'), mais a est supposée semi-continue inférieurement sur U.

v(p) Ua.A.Â< V' p

rfi.B.BU' -^V.
Figure

REMARQUE. On peut refaire la remarque (1 bis) de la proposition (5.8).

(5.17) Cas de poids homogènes et de quasi-Banach..
Supposons, comme partout aux deux paragraphes précédents, que E soit un

Banach ou un dual *-faible o{Fr, F) d'un quasi-Banach F; dans ce dernier cas,
E'=F sera muni de la quasi-norme donnée sur F. Supposons ensuite que G soit
un quasi-Banach, ou un dual *-faible o(W, H) d'un Banach H; on sait que dans
ce cas o(G", G') est muni de la jauge de l'adhérence de la quasi-boule unité de G
(structure bitopologique canonique). Enfin soit u une application linéaire faible-
ment continue de E dans G: u est continue de o{E, Er) ou o{F', F) dans a{G, G')
ou <t(Hf, H). Par transposition, nous avons une situation exactement analogue; le
1er espace devient a(G', G), dual *-faible du quasi-Banach G, où le Banach H; le
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deuxième espace devient le dual *-faible de Banach a(E', E), ou te quasi-Banach
F ; et v—lu est faiblement continue du 1er dans le 2-me, de <J(G', G) ou o(H, W)

dans o(E', E) ou <r(F, F'). Par application du théorème de dualité, on va se de-
mander si u est approximativement (A, I?)-radonifiante de E ou o(F', F) dans
c(G", G') ou o(H', H), dont les quasi-boules sont toujours compactes.

Nous ne le répéterons plus: E, F, G, H, vérifient les mêmes propriétés

qu'aux §§ 3 et 4. (Bien entendu, dans les applications, on aura souvent à inter-
vertir les différents espaces, la situation étant autoduale!)

PROPOSITION (5.17). Soient A, B, Â, B, U poids homogènes satisfaisant à

Vinégalité de Fubini, (B, B)<{Â, A), B étant compact. Supposons qu'il existe

une probabilité cylindrique p sur o(G', G) ou H, de cotype B, dont Vimage v(p)

soit de Radon sur a(E', E) ou <x(F", F'), d'ordre Â. Alors u est approximative-

ment (A, B)-radonifiante de E ou <r(F', F) dans o(G", G') ou o(H', H). En

outre, si X est une probabilité cylindrique sur E ou <J{F', F) de type A appro-

ximablef on a Vinégalité:

(5.18) B(u(X)) < *B(p)Â(v(p))A**(À) .

DÉMONSTRATION. Supposons d'abord v(p) de Radon sur <J(E',E) OU F. II
suffit alors d'appliquer le théorème général (5.15), avec a'=(1/Â(v(p)))x quasi-norme,
P=(l/*B(p))Xquasi-norme. Soit X cylindrique, et supposons que A*a(Z)^l/Â(v(p));

alors elle est de type (A, (HÂ(v(p))) xquasi-norme)-approximable. On en déduira que
u(X) est de Radon d'ordre (B, l/*Ê(p)xquasi-norme), donc d'ordre B, avec B(u(X))

<*5(/>). Par homothétie, on en déduira l'inégalité (5.18), à condition évidemment
de remplacer G par o{G"', G;), sur lequel la norme est compacte. Supposons
maintenant que v(p) soit seulement de Radon d'ordre A sur o(Fn', F'). On en
déduit seulement, a priori, que la conclusion subsiste pour X cylindrique sur

o{F', F"), de type A approximable, le type étant calculé avec la jauge de (1.18
bis) sur F". Mais soit l de Radon sur o{F', F), portée par un compact de di-
mension finie. Comme o(F', F") et o{F\ F) induisent la même topologie sur un
sous-espace vectoriel de dimension finie, elle est aussi de Radon portée par un
compact de dimension finie dans a(F',F"). Si f ' e F " est dans la quasi-boule
unité, il est limite de Çj de la quasi-boule unité de F, pour la convergence simple
sur F', donc aussi pour la convergence uniforme sur tout compact de dimension
finie; alors les S M) convergent étroitement vers Ç"(X). Si donc A*(X)=M, mesuré
pour X sur a{F', F) , on a A(f/A))<Af, donc aussi A W ) ) < M , et encore A*U)<M,
mesuré pour X sur <r(F', F") ; autrement dit, A*(X) est le même dans les deux cas.
Alors, il restera vrai que B(u(*))<*BQ>)Â(v(p)) A*(k), X considérée sur <*{F',F),
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et u sera encore approximativement radonifiante à partir de o(F', F). CQFD.

REMARQUE 1. L'homogénéité de la formule (5.18) est correcte; si Ton rem-
place X par son homothétique rXt B(u(fy) et A*a(A) sont multipliés par |r| ; si Ton
remplace p par rp, Â(v(p)) est multiplié par |r|, mais *B(p) par l/|r|. Les cas
"avantageux", ceux qui donnent à B(u(X)) de petites valeurs, sont bien ceux pour
lesquels *B(p), Â(v(p)), A*a(Z) sont petits.

PROPOSITION (5.19). S'il existe une probabilité cylindrique p sur a(G', G) ou

H, de cotype p, 0 < p < + oo, dont l'image v(p) soit de Radon d'ordre p sur

o(E', E) ou o(F", F'), u est approximativement p-radonifiante de E ou o(F', F)

dans <r(G", G') ou o(H',H), et on a, pour p>0:

(5.20) xAu)<*\\p\\p\\v(p)\\P .

DÉMONSTRATION. Pour p>0, c'est la proposition précédente, avec les poids
II ||p. Prenons donc p=0. Puisque p est de cotype 0, il existe un ô>0 tel qu'elle
soit de cotype B=JÔ. Ensuite v(p) est de Radon sur a{E",E'), donc il existe un
J-poids Â (homogène compact de la forme (1.12)), tel qu'elle soit d'ordre Â (voir
(1.18), point 7). Si X est une probabilité cylindrique sur o(F', F) ou E, de type
0 approximable, il existe un J-poids A, tel que l soit de type A approximable,
d'après (2.1.7). Alors, d'après (5.7.16), ô, Â, A, étant donnés, il existe un J-poids
B de la forme (1.12), tel que l'on ait la propriété d'interversion de Fubini (B, Jô)
<(Â, A). On en déduit que u est approximativement (A, J5)-radonifiante de E ou
o(F', F) dans a(H', H) ou <x(G", GO, par la proposition (5.17). Donc u(Z) est de
Radon et u est bien approximativement 0-radonifiante.

Donnons quelques applications immédiates du théorème de dualité.
PROPOSITION (5.20.1). Soient E, G, deux espaces hilbertiens, u une applicor

tion linéaire continue de E dans G. Alors les 3 propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) u est de Hilbert-Schmidt;
b) u est p-radonifiante, pour un p>0 fini;
b') u est p-radonifiante, pour tout p>0;
c) Vimage par u de la probabilité cylindrique de Gauss y de ER est de Radon
dans G.

En outre, pour u de Hilbert-Schmidt, et si K—R, pour tout p>0, on a
l'égalité :

(5.20.2) ^(u)=^(eu)=^(u*)=||rollp1lk(r)llp,

où ro est la probabilité de Gauss normale sur R, e~*t2dt; la fonction pt-+np(u)
est continue décroissante sur ]0, +°o], et tend vers une limité finie 7to(u) pour
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p tendant vers 0, et la fonction p*-+ \\TO\\P^P(U) est croissante; on a donc

(5.20.3) *o(u)<\\ro\\ïl\\ro\\pKp(u) , 0<p<+oo m

DÉMONSTRATION. On peut toujours supposer K=R (voir (3.3 ter)).
A) Supposons u de Hilbert-Schmidt. Elle admet une factorisation u= 2 ane«®gn,

nePi

où 2 l«*l2<+°°, («Oneiv et (fn)neN étant des systèmes orthonormés; donc elle
est 2-nucléaire à gauche, donc 2-radonifiante par (3.8.2), 3. Donc a entraîne b.
En outre, ( 2 KI2)1/2=1MI2, norme de Hilbert-Schmidt de u, donc la norme N2(u)

ne N

2-nucléaire de u est majorée par sa norme de Hilbert-Schmidt, et 7u2(u)<N2(u)

<\\u\\2 (plus loin, l'égalité Mu)=\\u\\2 entraînera alors aussi leur égalité avec la
norme 2-nucléaire de u).

B) La probabilité cylindrique de Gauss y est de type pf pour tout p fini (d'après
(2.1.8 bis)); donc b entraîne c.
C) Supposons maintenant que u{y) soit de Kadon. Comme p=y est de cotype p

(p>0 arbitraire) (par (5.4 bis)), le théorème de dualité (5.19) dit que lu est appro-
ximativement p-radonifiante de G' dans o{E", E), donc p-radonifiante de G' dans
W par (3.9), 1, et (4.19 et 20). Mais alors, comme la probabilité cylindrique de
Gauss f de G' est de type p, lu{y') est de Radon; et la même démonstration
montre alors que u est p-radonifiante de E dans G, pour tout p>0 fini. Donc c
implique b'.
D) Montrons enfin que b' implique a. On peut prendre p=2. Alors u est en
particulier 2-sommante. Si (en)neis est une base hilbertienne de E, elle est scalaire-
ment l2, et ||(ew)»eivll*=l; donc (u(en))ney est l2, et \\(u{e%))neN\\2<n2(u). Cela veut
exactement dire que u est de Hilbert-Schmidt, et sa norme de Hilbert-Schmidt
IM|2 est <n2(u). On a ainsi démontré l'équivalence des 4 conditions, et l'égalité
^2{u)=\\u\\2 donc aussi =\\tu\\2=n2(

tu).

E) II reste à montrer les diverses propriétés métriques.

Tout d'abord, il existe des applications linéaires continues v et w, de norme

< 1 , telles que u=-v°(u*u)l/2> (u*u)12:=w°u, donc =u*°w*; donc nP{u)<7zP((u*u)l/2)

<7zp(u*). Par symétrie, on en déduit que nP(u)=7üp(u*)=7üP((u*u)1/2)==7:p((uu*)1/2),

égaux aussi à TT^U) parce que 'u est isomorphe à w*.

La probabilité de Gauss est de type et de cotype p, 0 < p < + oo; d'une part,

d'après la définition même de TÜP{U):

d'autre part, par le théorème de dualité:
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La comparaison des deux inégalités donne l'égalité (5.20.2), pour 0<p<- foo .
Cette formule montre bien que p1-» II 7*0 II P^PM est continue croissante sur ]0, + °o[;
et on sait déjà que pt-+7üp(u) est décroissante. Lorsque p tend vers 0, ||7*0 II Pnp(u)

— \\u(r)\\P a une limite finie, puisqu'elle est une fonction croissante; mais UrolU
tend vers une limite finie et non nulle llrollo, à savoir la moyenne géométrique
expf i e~fft2log \t\dtY Donc np(u) a une limite finie (et non nulle puisque

p^>7rp(u) est décroissante!), et on a bien (5.20.3). Reste à montrer que, quand p
tend vers + ° ° , nP(u) tend vers ffoo(w)=IMI (nous savons déjà que 7rp(^)>7roo(^)).
Quittes à remplacer u par (w%)1/2, nous pouvons supposer E=G et u hermitien
positif. Supposons d'abord E=Rn, et u diagonale de valeurs propres au a2, •••,

Alors

:(g)6-*ti/«l*** ,

î/p

P - « m - 1/P

1/9

(S„=aire de la sphère unité de iî")
S. r I P+n \yp

Alors

qui tend vers \\u\\ pour p infini.
Si maintenant E est de dimension infinie, et u hermitien >0, on peut écrire

z, u—Ui®u2, avec ||tti|| = ||u||, et n ^ W H W U O . On a donc, pour p>2:

Donc Hmicp(u)<\\u\\ + e donc =||w||. CQFD.
p-^+oo

REMARQUES. 1) Bien entendu, (5.20.3) est bien meilleur que (4.18 ter).
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2) Puisque u est O-radonifiante dès qu'elle est p-radonifiante pour un p>09 on
doit pouvoir obtenir des inégalités (4.2) à partir de np(u). Soit X une probabilité
sur G, portée par un ensemble fini. On peut appliquer les inégalités (5.18), en
tenant compte de la remarque 1 bis après la proposition (5.8). On prendra A~JV,

B=Je, de sorte qu'on aura Fubini (B, J5)<(Â, A) avec Â=J0, B=JÔ, pourvu que
eô>0+r], par (5.7.3). Pour la probabilité cylindrique de Gauss f sur G', on a
*Jö(/)=J~ö1(ro)> et JeCuir')) peut être majoré à partir de îr2('tt)=*r2tt=IMl2. Posons
*u=v. On a \\v(r')\\p=\\ro\\pXp(v); donc, pour M>0 fini arbitraire,

\\ro\\l*$(v)>Mp[fBa,
J\\Ç\\>M

ensuite icp(v)=*p(u), de sorte que, si 6= ^K^Uu) ^ Q n & j ^ ( r > ) ) < i k f # A l o r s ( 5 1 8 )
M

donnera

(5.20.3 bis) J.(u{Xi)<JlH7o)MJiS(X) pour eö>v+ ^o

Nous sommes amenés à poser

ô=2\+1"e-*t%dt>l-2c 9
Je

donc Ja(ro)=c, puis MJ71(^o)=^.

On en déduit que Ton a

(5.20.3 ter) Je(u(X))<RJ*(X),

s'il existe un p>0 et un c>0 tels que

Aux notations près (s, 37, i£, au lieu de fi, a, M), c'est une inégalité (4.2), et

alors le corollaire (4.12.5) nous dit que, si ^ est une probabilité cylindrique de

type 0 sur E, u(X) est de Radon sur G et vérifie la même inégalité. Cette in-

égalité signifie que, si A est scalairement concentrée à y près sur la boule unité

de E (donc J?(>2)<1), alors u(X) est concentrée à £ près sur la boule de rayon R

de G (JeiuifyXtR). Pour rj et \\u\\ donnés, on peut trouver R assez grand pour

qu'on puisse prendre e=yf donné >rj. Déterminons en effet d'abord c>0 tel que

^ c
+ <?/. Alors (5.20.3 quarto) est sûrement vérifiée, avec p=2, si
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ensuite, pour R assez grand, p* f <2c, et l'inégalité sera alors sûrement
c

v+2c
réalisée si g> donc pour e—f}f.

(1—£e)
II n'est pas facile, pour ||u||2, R et t] donnés, d'estimer le minimum du 2e

membre de (5.20.3 quarto) suivant le choix de p et c.

On peut toutefois trouver des estimations raisonnables. Posons p = 2 g + l ,
donc r(- j ^ Q Î , et appliquons la formule de Stirling, pour q tendant vers
l'infini (avec 7tp(u)<n2(u)=\\u\\2)'-

C

Choisissons q=l/ae, d'où aq=lle, et on trouve:

constante x e~1/ae —F= = constante X ( exp \—n %—.- j ) „c „ .

Si donc TU' est n'importe quelle constante <JT, on voit qu'il existe une constante
Cn'=C telle que (5.20.3 quarto) soit sûrement vérifié s'il existe c>0 tel que

(5.20.3 quinto)

c2R2

(Les calculs précédents n'étaient valable que pour q assez grand, donc —— >k ,
ll̂ lli

— T T ' ———-1

c2R2

donc >1 pour TT-T-T <fc si C est assez grand, donc (5.20.3 quinto) est valable sans
Nil

restriction.)
Il reste encore le choix de c pour rendre cette inégalité aussi bonne que pos-

sible. Nous voulons que, pour \\u\\2 donné, si -q tend vers 0, et R vers l'infini,

aussi peu que possible, e tende vers 0 à peu près comme rj. Nous choisirons c de

manière que

|=Cty2 , soit, c=

et alors on aura, maintenant l'inégalité

(5.20.3 sexto) e]
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On voit que, pour ||u||2 donné, si y] tend vers 0, on pourra prendre un e, certes

>rj, mais tel que s/37 tende vers 1, en choisissant simplement R tel que

tende ver +00.

On peut conclure:
COROLLAIRE (5.20.3 septimo).

1) Pour tout r] >0, et tout e>y, il existe a assez petit pour que Von ait la

propriété suivante: si E et G sont des espaces hilbertiens, si u est une ap-

plication linéaire de Hilbert-Schmidt de E dans G, avec \\u\\2IR<a, si X est une

probabilité cylindrique sur E, de type 0, scalairement concentrée à 37 près sur

la boule unité, alors u(À) est de Radon, concentrée à s près sur la boule de

rayon R.

2) II existe des constantes universelles, A, B, ayant la propriétés suivante.

Si u est une application de Hilbert-Schmidt d'un Hubert E dans un Hubert

G, si X est une probabilité cylindrique de type 0 sur E, scalairement concentrée

à r] près sur E, alors u(Z) est une probabilité de Radon sur G, concentrée à e

près sur la boule de rayon R, avec

(5.20.3 septimo) e-

Ces inégalités sont bien meilleures que celles de SCHWARTZ [1], 2e partie, chap. III,

§ 2, lemme 1. A ce moment, nous avions une majoration en Max (17, S)t S=\\u\\zlR;

pour obtenir une quantité s de l'ordre de 57, on devait faire S de Tordre de y.

Maintenant pour obtenir s de Tordre de 37, on doit simplement faire S petit devant

et on peut en outre, comme nous venons de le voir, obtenir

arbitraire, pourvu que S soit assez petit.

PROPOSITION (5.20.4). Soit u une applicatioon linéaire continue d'un Hu-

bert E dans un Banach G. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) u est 2-radonifiante;

b) u est p-radonifiante pour tout p>0;

c) u admet une factorisation E-+L-+G, où les applications sont continues,

L est un Hubert, et E-*L est de Hilbert-Schmidt;

d) pour toute base hilbertienne (ei)isI de E, S IMe»)||2<-f 00;

e) lu se factorise par G'-+L' -+E', où les applications sont continues, U est
un Hubert, et U-*E' est de Hilbert-Schmidt.

Si ces propriétés sont réalisées, lu est p-radonifiante de o(G', G) dans E'
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pour tout p>0. Plus généralement, si l'image u(y) par u de la probabilité

cylindrique de Gauss y de ER est de Radon dans o(Gn, G'), alors lu est appro-

ximativement p-radonifiante de <i(G',G) dans E', pour tout p>0.

On a enfin, si u est 2-radonifiante, et si K=R, les inégalités suivantes,

pour p<2:

(5.20.5) xp(u)<\\n\\?ho\\&2(u), xpi'uXWroWp'Wroh^iu),

To étant la probabilité de Gauss normale sur R. En particulier, quand p tend

vers 0, np(u) et xp^u) ont des limites finies, no(u), x^u), avec

(5.20.6) *o(u)<\\ro\klro\\&*(u), ^ K l I r o l l ^ I r o l ^ M

DÉMONSTRATION. On peut toujours supposer K=R (voir (3.3 ter)).

A) Supposons a. Alors u admet une factorisation de Pietsch (3.6), 2. Alors
E-> C(X) -> L2(X, v) est de Hilbert-Schmidt, donc aussi E->L. Donc a implique c.
B) Un opérateur de Hilbert-Schmidt est p-radonifiant pour tout p>0, d'après la
proposition précédente, donc c implique b, qui implique trivialement a. Donc a, b,
c, sont équivalentes.

C) Ensuite c implique trivialement d. L'implication d =^> a est un théorème de
SLOWIKOWSKI (46); donc d est équivalente à a, b, c.

D) Bien évidemment c implique e par transposition. Inversement supposons e.
Par transposition, on en déduit une factorisation de uu\ E^>L-+Gn'. Mais, si
Lo est l'image de E par la première application, son image dans G" est nécessaire-
ment dans G, donc u admet la factorisation 2£—> L0-^Gt donc e implique c, et
toutes les propriétés sont bien équivalentes.
E) Si les propriétés précédentes sont réalisées, U —> Ef est p-radonifiante pour
tout p>0, et o(G',G)^>L' est transposée de L-^G continue, donc le 1) de (2.12)
dit que lu est p-radonifiante de #(G', G) dans E'.

F) Supposons que l'image u(r) de la probabilité cylindrique de Gauss de E soit
de Radon dans o(G", G'). Le théorème de dualité (5.19) dit, puisque r est de co-
type p par (5.4 bis), que *u est approximativement p-radonifiante de a(G', G) dans
a(E', E), donc dans E' par PHILLIPS.

G) Supposons u 2-radonifiante. La factorisation de Pietsch, utilisée dans la partie

A de la démonstration, donne une E^>L de Hilbert-Schmidt, de norme Hilbert-

Schmidt < 1 ; comme L-^>G est de norme \\u2\\<n2(u), les résultats de la proposi-

tion (5.20.1) donnent les inégalités (5.20.5) relatives à nv(u). L'utilisation de l'ap-

plication de Hilbert-Schmidt L'-*Ef, de norme Hilbert-Schmidt <1 , donne pour

(*«) SiXWIKOWSKY [1] .
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'u: G'^U-^E' les inégalités (5.20.5) relatives à 7rP(lu). Et (5.20.6) résulte de
(5.20.5) en faisant tendre p vers 0.

REMARQUE 1. Sans supposer u 2-radonifiante, supposons seulement que l'image
u(r) de la probabilité cylindrique de Gauss y de E soit de Radon dans <J(G", &).

Il résulte en tout cas du théorème de SHEPP-LANDAU (2.1.8 ter) que u(r) est de
tout ordre fini, donc ||tt(r)||2< + oo. Alors le théorème de dualité appliqué à l'indice
p, 0<p<2 , et la formule (5.20), montrent en tout cas que, pour tout

Il en résulte encore que TCP(*U) a une limite finie quand p tend vers 0. (47)

REMARQUE 2. Si Ton suppose seulement qu'il existe une base hilbertienne
(eùiei de E telle que S \\u(ei)\\2<-\-oof cela entraîne une décomposition

iel

'u= S a»e£<E>0«, avec S |aJ 2 <+°°» (e£)n6jv scalairement l2
f (gn)neN bornée, donc

neN neN
%u est 2-nucléaire a gauche de o(G', G) dans E', donc, (par (3.8.4)), 2-radonifiante
de o(G',G) dans £", avec n2(u)<( 2 KI2)1 / 2=( 2

neN t e l

(5.21) I#e théorème de dualité en situation générale.

a

E «

a
u
a
g 5 «

G

r

— s

g"
n

v /s
a
& u(X)

Figure

Les théorèmes de dualité (5,15), (5,17), (5,19), ne sont pas tout-à-fait assez
généraux pour les applications. On doit souvent se placer dans une situation
plus compliquée.

Soient E, G, i ? , ^ , des espaces vectoriels topologiques, séparés par leurs duals.
On suppose E contenu dans g7 , avec une injection linéaire continue et dense, et
de même G dans &. Alors, par transposition, on a aussi g^ 'c l? ' , avec injection
linéaire continuestet dense pour les topologies *-faibles, et de même pour gf ' et G*.

Supposons alors v linéaire faiblement continue de & dans g7 , opérant aussi, par
restriction, comme application linéaire faiblement continue de G dans E. Alors
u^v aura les mêmes propriétés: a(E', E)->a(G',G), et a( g7 ' , %')^o( gf ' ,gf ) .

Soient maintenant a et j3 des fonctions >0 semi-continues inférieurement sur

(47) Un résultat récent de MAUREY [1] montre que, dans tous les cas, si ^P(t;)<+oo pour
un p<l, il tend vers une limite finie quand p tend vers 0.
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£?, a(G'fG), respectivement. On supposera j5 compacte. Soit p une probabilité
cylindrique sur ^ , de cotype (B, |3), dont l'image v(p) dans g* soit de Radon,
d'ordre (Â, â). D'après le théorème de dualité (5.17), si les poids A, B, Â, B,

vérifient la règle de Fubini (B, B)<(Â, A), et si B est compact, l'application u,

de a{ g7 ' , g7) dans oi^', <&), est approximativement (A, â; B, j9)-radonifiante.
Mais, dans la pratique, g7 et ! ^ seront de très gros espaces, donc g77 et Sf'
très petits, et ce résultat est donc très insuffisant. On voudrait que u, qui opère
aussi de o(E',E) dans o(G', G), soit radonifiante ; or E et G sont très petits, donc
E' et G' très gros, ce qui donnera donc un bon résultat.

Introduisons un sous-espace vectoriel topologique U, contenu dans g* et con-
tenant E, avec des injections linéaires continues EQUQ S?, 2? non nécessairement
dense dans U. On remplacera â par a, fonction >0 définie et semi-continue in-
férieurement sur U seulement. Mais on supposera que v(p), probabilité de Radon
sur g% provient d'une probabilité de Radon, nécessairement unique, v sur U,

d'ordre (Â, a) sur U.

Enfin V sera un sous-espace de G' contenant S?', avec injection continue de
V dans <x(G' G), rien n'étant supposé sur l'injection de &' dans V. Et 0 sera
seulement une fonction >0 définie et compacte sur V. On introduira alors les
définitions :

DÉFINITIONS (5.22). 1) Une probabilité cylindrique X sur <J(E', E) est dite

de type ( £?', U)-(A, a)-approximable, si elle est limite cylindrique de pro-

babilités de Radon ^ sur o(E't E), portées par des compacts de dimension finie

de g*', et vérifiant, pour tout eeU (Ua g7) : A(e(^))<a(e).
2) U application linéaire u est dite approximativement ( g " , U)-(A, a; B, £)-
radonifiante, si, pour toute X cylindrique sur o{E', E), de type ( g*;, U)-(A, a)-

approximable, u(^) est une probabilité de Radon sur o(Gf, G), provenant d'une

probabilité de Radon (nécessairement unique) A sur V, d'ordre (By £).

N. B. On doit dire que u(X) provient de A et non qu'elle est une probabilité
de Radon A sur F, car u n'est pas une application linéaire faiblement continue de
o(Ef, E) dans V (voir remarque après corollaire (1.18 ter)). Aussi notre dénomina-
tion "radonifiante dans F " est-elle abusive; mais il n'y a pas de confusion possible,
car elle est relative au diagramme complet avec E, G, g% & et leurs duals,
17 et V.

Exemple simple. Prenons E—G=&(Rn), espace des fonctions C°° sur Rn à
support compact; g*= & = &'(Rn), espace des distributions, muni de la
topologie a(&', &). On pourra, pour U et V, prendre L2, avec sa topologie
hilbertienne, aussi bien que L°° avec sa topologie normée ou sa topologie a(L°°9 U).
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Dans le cas de L°° fort, E n'est pas dense dans U, gf ' n'est pas dense dans V;
dans le cas de L2 ou L°° forts, <J{&', &)-+V n'est pas continue.

Le théorème de dualité général s'énonce alors:

THÉORÈME DE DUALITÉ GÉNÉRAL (5.23). Soient E, G, g% S^, U, V, des es-
paces vectoriels topologiques séparés par leurs duals. On suppose que Ga gf
avec une injection continue dense, EczUci g7 avec des injections continues, E

dense dans g% ^ c F c G ' , avec une injection continue VQo(Gf,G). On sup-

pose que v est une application linéaire faiblement continue de & dans g7,
ainsi que de G dans E. Soient A, B, Â, B, des poids satisfaisant à la règle

d'interversion de Fubini (5,9): (B, É)<(Â, A); on suppose B compact. Soit j8
une fonction >0 compacte sur V, a une fonction >0 semi-continue inférieure-

ment sur U. Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p sur &', de

cotype (B, £), d'image v(p) dans g% provenant d'une probabilité de Radon v

d'ordre (Â,a) sur U. Alors u est approximativement {<£',TJ)-{A, a; B, jS)-
radonifiante de <J(E', E) dans V.

DÉMONSTRATION. 1) Soit À une probabilité de Radon sur gf', portée par un
compact de dimension finie, telle que, pour tout e6 U, A(e(Z))<a(e). Alors u{X)
est forcément de Radon sur ^ , portée par un compact de dimension finie; mon-
trons que B(P(u(2)))<l. Le calcul est exactement le même que pour la proposition
(5.8), nous ne le donnerons que succinctement.

(5.24)

où e' parcourt g7', qui porte X.
Pour e'e g", donc u(e')e gf':

(5.25) p(u(e'))<B((m')(p))=B(e'(v(p)))=B(e'(v))==B(dv(e),

où e parcourt g7, et e'e g7'. Donc:

(5.26) B(u(l), jS)< B(cM(e'), B(dv(e), \<e', e>|)) .

Mais (e', e) *-> |<e', e>| est continue sur le produit d'un sous espace vectoriel de
dimension finie de g " par g7 , donc (*(g)v)-mesurable, donc:

(5.27) B(u(X), P)<Â(dv(e), A(d*(e'), \<e', é>\))=Â(du(e)t A(e(X))) .

Mais y est portée par U, de Radon sur U, et, pour e6U, A(e(Z))<a(e). Alors

(5.28) B(u(X), P)<Â(v, «)<1 .

2) Soit maintenant X cylindrique sur a(E',E), de type ( g", U)-(A, a)-approxi-
mable. Soient Âj des probabilités de Radon convergeant cylindriquement vers Xf
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et vérifiant les conditions de 1). Alors toutes les u(X3) sont de Radon, et pro-

viennent de probabilités de Radon A. sur F, d'ordre (B, P). Puisque B est com-

pact, et que p est compacte sur V, l'ensemble des probabilités de Radon d'ordre

(B, P) sur V est un compact pour la topologie cylindrique sur é?(V) (théorème

(1.17)). Quitte à remplacer les Xj par un filtre plus fin, on peut donc supposer

que les As ont une limite A dans é?*(V), A de Radon d'ordre (B, P) sur V. Alors

l'image de A dans <J(G', G) est nécessairement la limite cylindrique des u(A3)t donc

u(A), et u(A) provient bien de A, probabilité de Radon sur V, d'ordre (B, P).

CQFD.

REMARQUE. Bien entendu, si G=&=a{V', F) , E= ^ = U, on retrouve ex-

actement le théorème (5.15).

(5.29) Elimination des propriétés spéciales d'approximation.

La propriété de (g77 , £/)-approxirnation est évidemment très compliquée. Il

importe de l'éliminer, et de se ramener à la propriété d'approximation ordinaire

déjà utilisée, et que l'on sait elle-même éliminer dans les cas usuels.

PROPOSITION (5.29). Soient ex, â, semi-continues inférieurement >0 sur U.

Supposons qu'il existe des applications linéaires faiblement continues ns de g*

dans E, telles quet pour eeE,e'eE', l i m ^ e , e'>=<e, e'> (autrement dit, les

Kj convergent vers l'identité sur E pour la convergence simple faible), et que,

pour tout eeU, a(7uj(e))<â(e). Alors toute probabilité cylindrique sur o(E',E)t

de type (A, a)-approximablef est de type ( g*', U)-(A, â)-approximable.

DÉMONSTRATION. Il suffit évidemment de montrer que, si X est une probabi-

lité de Radon sur Ef, portée par un compact de dimension finie, de type (A, a),

elle est de type ( g " , U)-(A,â)-approximable. Or posons A^n^A); puisque it. est

faiblement continue de g7 dans E, ti:i est continue de a(E',E) dans o{ g*7, g*),

donc Aj est une probabilité de Radon portée par un compact d'un sous-espace de

dimension finie de g " . Pour eGU, 7z5(e) est dans E; on a donc, puisque A est de

type (A, a) :

Donc Xj est de type ( g ^ , U)-(A, a). Il reste à voir que les Aj convergent vers X,

cylindriquement dans o{Ef, E). Or elles convergent même étroitement. En effet,

les tni convergent vers l'identité sur e(E', E), simplement donc uniformément sur

tout compact de dimension finie, donc uniformément sur le support de A; on sait

qu'alors les tni(X) convergent étroitement vers A.

(5.30) Supposons désormais que A, B, Â, B, soient des poids homogènes. Change-

ons les notations, comme nous l'avons fait pour la variante du corollaire (5.15). Sup-
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posons que U et V soient des espaces bitopologiques. Nous dirons que p est de
cotype (B, V), pour dire qu'elle est de cotype B sur ^ relativement à la topologie
induite sur gf' par la quasi-norme de V, et que X est de type {A, U>approxi-
mable, pour dire qu'elle est de type A approximable, sur o(E',E), relativement
à la topologie induite sur E par la quasi-norme de U. Cela permettre d'introduire
des quantités A$a(2), *Bv(p). Si alors v(p) provient d'une probabilité de Eadon v
sur U, nous appellerons Âv(v(p)) la quantité Â(v, II \\2Ü); et, si u{X) provient d'une
probabilité de Radon A sur V, nous appellerons Bv(u(X)) la quantité B(A, \\ \\sV).
Plus précisément:

*Bv(p)=(InîB(g'(p)))-\ pour g'e gf', \\g\v>l\
g' *

ÂUWP))=Â(V,\\ M ;
(5.31)

Afi(X)={SxivA(e(X))), pour eeE,
e

Bv(u(X))=B(A,\\ \\2y).

Alors on aura le théorème suivant, dont les applications s'avéreront très auto-
matiques :

THÉORÈME DE DUALITÉ GÉNÉRAL POUR LES QUASI-BANACH (5.32). Soient E,
g% G, <&, comme au théorème (5.23). Soit U un espace bitopologique, EaU
c g7 , les injections étant continues. On suppose qu'il existe des applications
linéaires faiblement continues ^ de g* dans E, convergeant vers l'identité
dans E pour la convergence simple faible, et un c>0 tel que lki(e)||^<c||e||C; pour
tout eeU. Soit V un espace vectoriel bitopologique, &'aV<z<j(G',G), la 2ème

injection étant continue; on suppose la quasi-norme de V compacte pour sa
lère topologie. Soient A, B, Â, B, des poids vérifiant l'inégalité de Fubini
(B, Ë)<(Â, A). Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p sur &,
de cotype (B,V), dont l'image v(p) soit de Radon sur g7, provenant d'une
probabilité de Radon v sur U, d'ordre Â. Alors, pour toute probabilité
cylindrique X sur o(E', E), de type (A, U)-approximable, l'image u(X) est de
Radon sur o(G', G), et provient d'une probabilité de Radon A sur V, d'ordre
B. En outre, on a l'inégalité:

(5.33)

Tout a maintenant été démontré; la proposition (5.29) s'applique avec â=ca.

L'inégalité (5.33) se démontre comme (5.18). En particulier:

COROLLAIRE (5.34). Dans les mêmes conditions que pour (5.32), s'il existe

une probabilité cylindrique p sur &, de cotype (p,V), 0<p<+oo, dont l'image
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v(p) provienne d'une probabilité de Radon d'ordre p sur U, alors, pour toute

probabilité cylindrique X sur o{E', E), de type (p, U)-approximable, u(Z) pro-

vient d'une probabilité de Radon d'ordre p sur V. En outre, pour p>0:

(5.35) \W)\\P,V<C *\\p\\P,v\\v(p)\\P,u\\mau •

DÉMONSTRATION. Le cas p>0 résulte du théorème précédent avec A~B=Â

= 5 = | | ||p. Supposons p=0. Puisque p est de cotype (0,F), il existe un <5>0 tel

qu'elle soit de cotype (Jd,V). Ensuite v est de Radon sur Ut donc il existe un

/-poids Â de la forme (1.12), tel que v soit d'ordre Â. Soit enfin ^ cylindrique

sur o(E',E), de type (0, £/>approximable ; il existe un J-poids A, tel que X soit

de type (A, C7)-approximable. D'après la proposition (5.7.16), il existe alors un

J-poids B, tel que Ton ait Fubini (5.9): (B, Jd)<(Â, A). On applique alors le

théorème précédent: u(X) provient d'une probabilité de Radon d'ordre B sur U,

donc en particulier de Radon sur U.

(5.36) Retour aux applications radonifiantes usuelles.

Supposons réalisées toutes les conditions du théorème (5.32). On serait heureux

de pouvoir maintenant dire que, d'une certaine manière, u est radonifiante au sens

des §§ antérieurs, en supprimant tout le complexe E, g7 , e t c . , qui aura simple-

ment servi à le prouver.

A partir de U nous construirons d'abord Uo, adhérence de E dans 2U (2ème

topologie!), que nous munirons de la topologie quasi-normée induite par 2U (on

devra supposer l'injection EQ2U continue) ; nous supposerons 2U complet, donc Uo

est un quasi-Banach ; et c'est son dual U'o qui interviendra, comme premier espace,

soit avec la topologie U'o de Banach, soit avec la topologie <r(U'o, Uo) de dual

*-faible de quasi-Banach Uo; U'o jouera le rôle de Ey ou a(Ui, Uo) le rôle de o{F', F)

du §3. Le deuxième espace est tantôt 2V, muni de sa quasi-norme, qui est com-

plet puisque la quasi-boule de 2V est compacte dans iV=V, tantôt XV=V.

C'est lui qui sera l'espace G du § 3 (qui pourra être un o(Hf, H) dans le cas de

xV). On aura besoin de savoir que u—lv envoie Ü7Ó dans F, et qu'elle est faible-

ment continue, soit de U'o dans 2 Vou V, soit de O{UQ, UO) dans 2V ou 7 .

PROPOSITION (5.36). Supposées réalisées toutes les conditions du théorème

(5.32), et en outre l'injection de E dans 2U continue, 2U complet, et le poids

A plus fort que L°. Soit Uo l'adhérence de E dans 2U, qu'on munira de la

topologie quasi-normée induite par 2U.

1) L'injection canonique a(Uo, UQ)-^KJ(E',E) définit une bijection j:k^À9 de

l'ensemble des probabilités cylindriques sur o(WQ, Uo) de type A, sur l'ensemble

des probabilités cylindriques sur o(E', E), de type (A, U) et
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(5.37)

2) Si Uo a la propriété d'approximation métrique, toute probabilité cylindri-

que X sur o(E', E), de type (A, U), est de type (A, U) approximable, et A$a(X)

3) L'application u envoie le sous-espace U'o de E' dans V; elle est toujours

continue de U'o {muni de sa topologie normée de dual), dans 2V, muni de sa

2ème topologie {de quasi-Banach) ; elle est aussi continue de <J{U'O, Uo) dans

o{2V,{2V)') ou dans o{V, V), si 2U est un Banach réflexif.

4) L'application u est approximativement {A, B)-radonifiante de U'o dans

ffCGF)", {2V)') {dans 2V si c'est un Banach réflexif); de o{U'0,U0) dans

«KGV)", GVy) {dans 2V si c'est un Banach réflexif) ou dans V, si elle est

faiblement continue de <?{U'O, Uo) dans 2V ou V. Dans ce cas, pour toute X

cylindrique de type A-approximable sur U'o ou a( t/g, 27&), suivant le cas con-

sidéré, on a

(5.38) B{u{X))<c*Bv{p)Âu{v{p))A*aQ) .

5) Ces résultats sont valables si on remplace partout A, B, Â, B, par p, 0<p
< +oo; et, pour p>0:

(5.38 bis) WuG)\\p<c *\\p\\p.v\\v(p)\\p.uU\\ia .

DÉMONSTRATION. 1) Tout d'abord, les injections continues denses J57—> LT0 —> g*
donnent des injections continues ^-faiblement denses g7 ' -> U'o -> Er, qui permettent
d'identifier U& à un sous-espace de E'. Alors on a bien une injection o{Ui, Uo)

^a(Ef,E), donc une application correspondante j'.l^-^X pour les probabilités
cylindriques; et il est évident que l'image d'une probabilité cylindriques X de
o(Ui, Uo), de type A, est de type (A, U) dans o{E',E), et que A$U)<A*Û); car
ces deux quantités sont les bornes supérieures de A{e{X)), pour eeE, \\e\\u<l s'il
s'agit de la première, pour ee Uo, ||e||tf<l s'il s'agit de la deuxième. Nous devons
montrer que j est bijective entre les ensembles indiqués. Montrons d'abord qu'elle
est injective. Soient h, À2, des probabilités cylindriques sur o{U'Q, Uo), de même
image dans o{E',E); cela veut dire que e{h)=e{l2) pour tout eeE. Mais, A étant
plus fort que L°, (2.1.1) et (2.1.5) montrent que e^eQù et e*-*e{X2) sont continues
de Uo dans &*{K), donc elles coincident sur Uo, dans lequel E est dense; donc

Montrons qu'elle est surjective. Soit donc X une probabilité cylindrique sur

a{E', E), de type (A, U). Elle peut s'écrire comme une Xf, où ƒ est une applica-

tion linéaire de E dans un L°(J2, ^), continue sur EUo, E muni de la topologie de
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la quasi-norme de Uo, puisque A est plus fort que L°. Mais alors, E étant dense

dans Uo, elle se prolonge en une application linéaire continue ƒ de Uo dans

L0(Q,/x); celle-ci définit une probabilité cylindrique X=Xj sur a{Uiy Uo), ayant pré-

cisément pour image j(l)=À. Soit eeU0; soit (en)neN une suite de E tendant vers

dans Uo. Les f(en) convergent vers f(e) dans L°(Qtfï); donc les enQ)—(f(en))(t*)

vers e(^)=(/(e))G") dans^CfiT); la semi-continuité inférieure du poids A donne

. inf. il(e»(î))=lim. inf. A(««U))<lîm. inf. A ^ l l e J

Donc ^ est de type A sur tf(£7o, ô)> et A*(I)<A$C*), ce qui démontre la

partie 1).

REMARQUE. Si I est une probabilité cylindrique sur o{Ui, Uo), de type A ap-

proximable, alors À=j 1 est cylindrique sur o{E', E), de type (A, U) approximable.

La réciproque ne me semble pas sûre; même si elle est vraie, la démonstration

semble trop compliquée pour l'intérêt du résultat.

2) Supposons que Uo ait la propriété d'approximation métrique. Soit X de type

(A, U) sur a(E',E); elle provient d'une I, de type A sur a(Uit Uo). Mais alors

1 est de type A approximable, d'après la proposition (2.8), car (e(Uo, Uo), Uo) a la

propriété d'approximation métrique, voir (2.6.4). Donc X est de type (A, U) ap-

proximable.

3) Soit e'eUi; alors ô{ét) est de type (0, U)9 car, si e tend vers 0 dans EUof

e(<5(«/))=<5«e,e'» tend vers <5. Donc son image u(3lef)) provient d'une probabilité de

Radon sur V, donc u(e') 6 V. Comme u est continue pour les topologies a{JS'% E),

a(G'fG), moins fines que celles de 2V et Ui, le théorème du graphe fermé assure

que u est continue de U& dans 2V. Mais elle n'est pas nécessairement continue

de <r(Ui, Uo) dans a(2V, (2F)') ou <r(V, V); elle l'est sûrement si 2U est un Banach

réflexif, car alors Uo Test aussi, et la continuité de U'o dans 2V entraîne la con-

tinuité de o(U'o, Uo) dans a(2V, dVY), a fortiori dans o(V, V).

REMARQUE. Dans la pratique, ce résultat 3) ne peut pas être une belle dé-

couverte; il est sûrement toujours visible que u envoie Ui dans V, bien avant

qu'on ait toutes les propriétés des mesures /> ou ^î De même, le fait que u soit

ou non continue de 0(U&,Uo) dans odVAiVY) ou a(V, V), doit être visible à

l'oeil nu tout de suite.

4) Soit 5 une probabilité de Radon sur a{Uf
0, Uo), portée par un compact de di-

mension finie, de type A; identifions-là à son image dans o{E',E). Alors u(X) est

de Radon d'ordre B dans V, donc aussi dans 2V puisque portée par un sous-espace

de dimension finie, et l'on a l'inégalité tirée de (5.33) et de (5.37);
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(5.39) B(u(l))<e *Bv(p)Aü(v(p))A*CX) .

Dans cette inégalité, A*(I) est Sup A(e(2)) pour e dans la boule unité de UQ; si
on prend le Sup pour e dans la boule unité du Banach UJ', elle est plus grande, et
l'inégalité est a fortiori vraie, ce qui permet de considérer 1 indifféremment com-
me cylindrique sur o(Ui, Uo) ou sur U'o.

Il suffit d'appliquer le théorème (2.4) pour aboutir aux conclusions désirées,
compte tenu de ce que la quasi-boule de <r((iV)"t (2V)') est compacte dans cette
espace, ou de ce que celle de 2V est compacte dans V=XV. Si, dans l'énoncé, nous
devons supposer la continuité faible de u de o{U'Q, Uo) dans 2V ou F, c'est parce
que cela ne semble pas automatique, et que, sans continuité faible, cela n'a même
pas de sens de dire que l'application est radonifiante.
5) Le cas p>0 se déduit immédiatement de ce qui précède. Pour p=0, on re-
marquera, comme pour le corollaire (5.34), que p est d'un cotype {J8, V) et d'un
ordre (Â, U), Â J-poids (compact homogène de la forme (1.12)). Soit alors A un
J-poids. Il existe alors un J-poids B, vérifiant Fubini (5.9): (B, JÔX(Â, A)

d'après la proposition (5.7.16). On peut alors appliquer le 4) précédent, A étant
plus fort que L°; donc u est approximativement (A, l?)-radonifiante avec une
inégalité (5.38), où B est remplacé par J8. Alors la condition 4) du théorème (4.1)
donne le résultat.

REMARQUE. Ce n'est, apparemment, pas un triomphe; on a seulement obtenu
le même résultat qu'au théorème (5.15) ou (5.17), au prix d'échafaudages bien plus
compliqués. Mais, comme on le verra par des exemples, c'est ainsi que les choses
se présentent souvent en pratique, et non dans la situation simple du théorème
(5.17). En outre, comme nous l'avons déjà signalé, et comme les exemples du § 6
le montreront, l'application des précédents théorèmes est remarquablement auto-
matique.

§ 6. Exemples et applications.

(6.1) Cas d'espaces vectoriels de dimension finie.

Ces cas sont forcément très élémentaires. Comme toutes les probabilités
cylindriques sont de Radon, les hypothèses d'approximation sont toujours réalisées ;
en outre, la compacité de B et P n'est jamais nécessaire (voir remarque Ibis
après la proposition (5.8)). Le théorème de PROKHOROV (1.1) n'a pas non plus
à être utilisé. La seule chose qui interviendra sera la formule d'interversion de
Fubini (5.9). En définitive tout devrait être trivial; les exemples (6.2) et (6.3)
montreront néanmoins qu'on obtient des applications intéressantes, ce qui prouve
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que leur caractère trivial n'était pas toujours apparu!

Exemple (6.1.2) Un théorème de SALEM-ZYGMUND : Polynômes trigonométri-

ques aléatoires.

Nous prendrons E=G= i ? = g?=C2N+1, u=Identité. Nous appliquerons (5.15)

ou (5.8). Nous choisirons p d'une manière qui va nous rapprocher des espaces

de suites qui serout traités en (6.II).

1) Considérons la suite Z=(Zn\n]<N de variables aléatoires, définie par Zn(t)=e2i*nt;

elles sont relatives à l'espace probabilisé (T,dt), où T est le tore, et dt sa pro-

babilité de Haar. Elles définissent une fonction aléatoire ƒ sur C2N+1, à savoir

o—(O^bM<tf ^ S cnZnf donc une probabilité p sur C2N+1, à savoir pf au sens du
|n|<.ff

n° (1.19); ƒ est décomposée (dimension finie!), et p est aussi l'image Z(dt) de dt

par l'application Z\t^{e2i1tnt\n^N de T dans C2N+1, et 2 cnZn est la variable

aléatoire f(c) ou <Z, c>.

LEMME (6.1.2; 1). Soit P un polynôme trigonométrique de degré <N, P( t)=

S cne
2iJrwt. S'ïi est majoré en module par M sauf sur un ensemble de

valeurs de t de mesure <l/(ZV+2)(48), il est majoré en module par 2M partout.
DÉMONSTRATION DU LEMME. Ecartons le cas trivial N~Q. Soit 2Jkf'=Max \P(t)\,

we T

On sait (BERNSTEIN) que l'on a alors \P'(t)\<2M'N. Alors, si \t—to\<U2N, on
aura |P( t ) -P( t o ) l<M / , donc \P(t)\>\P(U)\-M'. Or il existe un t0 tel que
\P(to)\=2M', donc, sur tout un intervalle de centre t0 et de rayon 1/2N, donc de
mesure 1/ZV, on aura \P(t)\>M'. Si donc l'ensemble des t pour lesquels \P{t)\>M

est de mesure <l/(iV+2) donc <HN, on a nécessairement M'<M, ce qui démontre
le lemme.

Revenons alors à ce qui précède. Si on suppose

Ji/(N+2)(dt, <Z, c»=Ji/(tf+2)(dt, f(c))<M,

c. à d. si

Mes{ t6T; | E cne
2i«nt\>M}<

InKAT

le lemme nous dit que

Max| S cne2iffnfl<2M.

Soit ^ la norme sur C 2 / m définie par:

(6.1.2;2) / ( ) 4 l S
2 teT \nt<N

On peut remplacer # + 2 par N, sauf pour iST=O ou 1, ou par iV+1, sauf pour N**Q.
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c'est la demi-norme de V=%^rU> (parce que c'est la demi-norme, dans L°°(T, dt),
du polynôme trigonométrique J^~c, image par Fourier de la suite finie cBC2N+1);
le lemme nous dit donc que

donc que p est de cotype ( J W + 2 Ï , P).
Par ailleurs on a \Z%(t)\=l, donc (p(t) est //-presque sûrement dans la boule

unité de C2N+1 pour la norme T, c. à d. la norme a, a(c)=Max | c j , de 17= °̂°.
Donc p est d'ordre (|| IU, a) ou encore (Jo, a) (le poids Jo est aussi le poids || || J .
Nous avons donc trouvé une probabilité p sur C2N+1, de cotype (B, P), d'ordre
(Â, à), avec B=J1/(N+2), Â—Jo ou || IL, /3=demi-norme ^~Z/°°, a=norme F. Donc
l'application identique de C2N+1 est (A, a; B, j3)-radonifiante, si l'on a l'inégalité de
Fubini (5.9); celle-ci est vérifiée, d'après (5.7.3), si l'on a

(6.1.2;3) B=JS, A=JV, ^

On a donc démontré:
PROPOSITION (6.1.2;4) L'application identique de C2N+1 est (Jv,a;Je,P)-

radonifiante, où P est la moitié de la norme ^*L°°, a la norme l°°, pourvu
que e>(N+2)y.

En d'autres termes, en remplaçant a par Ra, p par P/R, si X est une pro-
babilité sur C2N+1, scalairement concentrée à ^ près sur la ll-boule

Bt={zeC2N+l; S \zn\<R}t

\n\<N

elle est concentrée à s près sur la J^'L°°-boule

£2={zeC™+ 1;Max| 2 zne2i*nt\<2R}.
\n\<ir

2) Soit X=(Xn)\n\<N une suite de variables aléatoires réelles ou complexes,
Xn:Q-+C. Elle définit une fonction aléatoire linéaire g sur C2N+i, à savoir
c*-» 2 cnXnf et donc une probabilité lg sur C2N+1; g ou lg ou X est de type

\%\<isr

(J9,a) si et seulement si, pour tout ce C2N+1, tel que ||c|h°°<l, on a Jv (//, flr(c))<l.
D'autre part les Xn définissent une application //-mesurable <p de Q dans C21**1,
et Ton a g{c)—<sp, c>, et lg sera d'ordre (Jt, P) si et seulement si J* (f*, P°<p)<l.
On aura donc, en remplaçant a, p, par Ra, p/R, 0<R<-\-oo:

COROLLAIRE (6.1.2;5). Soit R>0. Soit X=(Xn)lnl<N une suite de variables
aléatoires, vérifiant:
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pour cGC2N+i, ||c||i°°<l; alors elle vérifie

E Xn((o)e2%tnt\>2R}<(N+2)y .
IKiV

(6.1.2:10) Variables aléatoires subnormales:
Convenons de dire qu'une variable aléatoire complexe U est A-subnormale,

A>0 fini, si, pour tout (f, y)eR2
f on a

(6.1.2; 11) g7(exp (£Re U+rjIm U))<exp (A2(£2+i?2)) . (49)

C'est le cas si C/(50) est gaussienne normale, avec A=1/4TT, car

C'est aussi le cas si U est la variable du jeu de pile ou face, égale à ± 1 avec la
probabilité 1/2, avec A = l / \ / T :

Supposons que (Un)[n[<N soit une famille finie de variables aléatoires indépendantes
A-subnormales. Alors, si les an sont des nombres complexes, 2 \^n\2=zS2

f la
|n|<2T

variable S <xnUn est AS-subnormale. En effet, les variables étant indépendantes,

l'espérance du produit est le produit des espérances, donc
(6.1.2;12) gr(exp(£ S Rea w ü.+? E lm a» ET.))

\n\<N \n\<N

+(V Re (aJ-Ç Im (a.)) Im U%))

Si E7 est A-subnormale, on a l'inégalité :

(6.1.2; 12 bis) g7(exp fc|l7|)< g'(exp k\Re U\ expfc|Im E7|)
< g?((exp(fcRe J7)+exp(-/cRe C7))(exp(fc Im ^)+exp(-&Im U)))
= g*(exp(A;Re C7+A;Im E )̂)+ g^(exp(fcRe îJ-felm 17))

+ g?(exp(~/cRe E7+feIin C7))+ g7(exp(-fcRe î7-fclm 17))
<4exp(2fc2A2) .

(49) ^ veux dire: Tespérance mathématique.
(*°) Le A de A-subnormale n'a aucun rapport avec le poids A antérieur, et la variable

aléatoire U n'a aucun rapport avec l'espace U antérieur!!! ' '
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En particulier, U est de tout ordre p fini >0, et

(6.1.2;12 ter) gf (|üïp)< gf (exp(p|17|))<4exp(2p2A2).

Si U est A-subnormale et symétrique, on a des inégalités meilleures, car

gf ((Re U)*)= gf ((Im U)n)=0

pour n impair;

gf((Re U)2n)< ^ ( e x p ^ R e ü'JXexp (A2A;2),
(2»)!

d'où, en faisant A2k2=n:

et

(6.1.2; 12 quarto) %>(\U\2n)<2n &{(Re U)2n)+ ^((Im U)2n))

n

C constante universelle; ce qui est meilleur que 4e8n2A2 donné par (6.1.2; 12 ter).
On en déduit aussitôt, toujours pour U symétrique et -A-subnormale :

(6.1.2; 12 quinto) i f (exp (k\ £/|2))= 2 & (•£- I Uf*)

s i

Ceci posé, soient Un9 \n\<N, des variables aléatoires indépendantes A-subnor-

males. Cherchons à réaliser (6.1.2;5), avec Xn=anUn, S (an)2=S2. Utilisons

(6.1.2; 12), et (6.1.2; 12 bis) avec AS au lieu de A; il vient, pour ||c||lco<l:

(6.1.2; 13) p{a>eQ;\ 2 cnanUn(œ)\>R}
\n\<N

<exp(-&JB)g'(exp(A;| 2 cHanU%\))

Ceci est vrai pour tout k>0. Faisons k=

(6.1.2; 14) p{a>eQ;\ ^cnanUn(œ)I>R)<4exp( 8 ^ 2 ) •

(Donc 6.1.2; 5) sera réalisée, si
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(6.1.2; 14 Mg) 4 e x p ( - ^ ^ r ) < ^ o u R>-jASVlog(Uy),

C constante universelle convenable. Il restera à transporter cette valeur de R dans
(6.1.2;6). Raisonnons sur le polynôme trigonométrique aléatoire P= S Xne

2i*nt:
inKN

COROLLAIRE (6.1.2; 15). Soit P un polynôme trigonométrique aléatoire de

degré <N, P(t)~ S Xne
Uznt, où les Xn sont des variables aléatoires indépen»

\n\KN

dantes, subnormales avec des inégalités:
Xn=anUn,

pour \n\<N, ($,y)eR\

Alors la variable aléatoire Max \P(t)\ est majorée par CSA Vlog (1/y) avec
teT

une probabilité >l~(AT+2)^, C étant une constante universelle convenable.

On prend souvent 7]=1/N\ alors (N+2)r]~i/Nf et v/log(l/?7)-V21og2Vr.
C*est un théorème de SALEM-ZYGMUND (51) ; naturellement la démonstration clas-

sique est essentiellement la même qu'ici; elle est "plus courte" puisqu'elle ne
nécessite pas les dizaines de pages qui ont précédé le présent corollaire, mais,
comme nous l'avons dit au début de (6.1), en dimension finie, tout ce qui précède
est trivial. L'intérêt des présentes méthodes est que l'on peut, en partant prati-
quement de n'importe quelle étude d'une probabilité p, comme celle qui précède
le lemme (6.1.2; 1), obtenir un théorème!

Exemple (6.1.3). L'inégalité de MENCHOV.

Prenons toujours E~G~ gf = ^ — CN. Considérons la suite finie de variables
aléatoires Z=(Zn)i<n<N, sur le tore T, muni de sa mesure de Haar dt, définie par:

(6.1.3; 1) Zn(t)=(e2i*nt+e*i*<n+1)t+ • • • +e2i*Nt)f(t) ,

où ƒ est une fonction >0 que nous préciserons plus loin, qui actuellement doit
simplement être intégrable.

Pour toute suite c~(cn)l<n<N complexe, on a

(6.1.3; 2) <fi, Z>= S cnZn=( £ C.e«" ' ) /») ,
»=»1 n = l

avec

(6.1.3; 3) a = d + c 2 + • • • + « • ;

c'est pour obtenir les sommes partielles Cn que nous introduisons cette sorte de

variables aléatoires Zn.

(51) Voir J. P. KAHANE [1], chap. VI, page 54.



Probabilités cylindriques et applications radonifiantes 261

Supposons qu'on ait l'inégalité ||<c, Z>\\LplT.it)<l, pour un p>\. Si 1//6

Lp'(T,dt), avec ||l//||L*'(T.d«=l, on en déduira || S Cne
2i*nt\\LiiT.dt)<l, donc

JupJCJ<l.
Si donc nous appelons V l'espace CN muni de la norme

(6.1.3;4) llcllv^SupJCJ ,

on voit que la suite (Zn)1<n<N est de cotype (p, V), donc définit une probabilité
p sur CN muni de la norme de dual de V, de cotype p, avec *||/>|IP<1.

Nous prendrons pour ƒ la fonction

Wp' pour jj <t<l ,
(6.1.3; 5) ƒ(*)=

( i \i/pf i

— J pour 0 < t < — ,
k étant choisi pour que IH/./ili/tT.do^l. Comme

Jl/iV t

on doit prendre Jc—

[Le motif du choix de cette fonction ƒ apparaîtra mieux ensuite. C'est au
voisinage de 0 qu'il est intéressant que ƒ tende vers 0; nous voulons que l / / p '
soit intégrable; le "cas limite" est obtenu par Ufp'=const. 1/t, qui n'est pas
intégrable, mais qui, remplacée par une constante dans l'intervalle [0,1/JV] le de-
vient; le choix de 1/N viendra du fait que la variable Nt va intervenir].

Soit (x=(an)i<n<N une suite de nombres complexes, et prenons pour v l'appli-
cation a : (Cn)l<n<N^(anCn)i<n<N de CN dans lui-même. La suite aZ=(anZn)l<n<N

est dans V (i.e. CN muni de la norme P), donc définit une probabilité de Radon
sur lp; est-elle d'ordre p? Nous avons à majorer

G
Comme \e

2i*nt+ -•• +e2iJrNt|<Min(2/^,A7'), on aura

(6.1.3;8) |e2i**«+ • • • +e2i*m\ \f(t)\

— t1/p'(\ogN+l)1/p'= -jp (logN+l)l/p' pour ^ < e < l ;

N(±-X/P' (log Ar+l^'^AT1/* dog 2ST+1)1/P' pour
\N I
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P'où

[ 2 \anZK(t)\'dt<2p(S knl") log WlogN+l)*»' ,
i/tr » »

UN

E |a.Z„(
o »

d'où

(6.1.8;9) Mrtll,= ( J r S l«- Xl/"

<( 2 KT

La formule (5.20) donne alors

(6.1.3; 10) JrPM<C(SI««
n

où C est une constante universelle ; lv est ici considérée comme application linéaire
de CN, muni de la norme lp', dans CN, muni de la norme de V. Les calculs ont
été faits pour p fini, mais subsistent pour p=+oo.

D'où:

PROPOSITION (6.1.3; 11) (Inégalité de Menchov généralisée).

Soit a=:(an)i<n<N une suite finie. L'application a:(xn)t-*(anxn), de CN

dans lui-même, est p-radonifiante, K p < + o o , de CN muni de la norme lp
f

dans CN muni de la norme (6.1.3;4), et l'on a l'inégalité:

^(a)<ai+iogAr)(i<syi«.r)1/j',

où C est une constante universelle.
Si X~(Xn)l<n<N est une suite de variables aléatoires sur un (Q, fi), de type

p, on a l'inégalité

r

( Sup WiX

X Sup (\

C'est l'inégalité de MENCHOV généralisée. Pour p=2, on obtient l'inégalité de
MENCHOV, relative à une suite orthonormée X=(Xn)l<n<N; les Xn sont supposées
deux à deux orthogonales, de norme quadratique 1, de sorte que X est de type
2, avec \\X\\Ï=1. Alors
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COROLLAIRE (6.1.3; 12) (Inégalité de MENCHOV) (58). Soit X=(Xn)i<n<N une suite
finie de variables aléatoires orthonormées. Alors on a Vinégalité*.

U/2

Sup \axXi((û)-\- • • • -\-anXn(w)\)2c

|aJ2)l/2(l+logAT),

(L
où C est une constante universelle.

De là on déduit classiquement le théorème de MENCHOV, qui dit que, si
X=(Xn)neN est une suite infinie orthonormée de variables aléatoires, et si
S kj 2 log%<+oo, alors la série 2,anXn converge presque sûrement. Mais

neJV «eJV

nous le retrouverons plus loin, par application directe du théorème de dualité.
Bien entendu la proposition (6.1.3; 11) n'est pas forcément intéressante pour

toutes les valeurs de p. Prenons p=l ou même <1. L'inégalité ||X||?<1 s'écrit

elle entraîne

pour tout nt qui à son tour entraîne l'inégalité antérieure. Et alors

Sup \a1X1(co)+ . . . +aNXN(ù>)\)'dtKù>)

ce qui est une inégalité meilleure que (6.1.3; 10), sans terme en logZV. On peut
en dire autant pour p= + oo. Dire que ||Z||?-<1, c'est dire que IScwXJ reste
bornée par 1 sur Q si Sup | c j < l . Alors bien évidemment

(6.1.3;13) Sup Sup \alXl(a>)+ • •• +a»Xll(û>)|<Sup \an\ ,

sans terme en logAf. Il est possible que 2 soit la seule valeur de p pour laquelle

l'inégalité obtenue soit intéressante.
Exemples: (6.II): suites infinies de variables aléatoires.
Considérons l'espace KN des suites de nombres (réels ou complexes, suivant que

K—R ou C; fréquemment nous remplacerons KN par Kz), muni de sa topologie

produit. Son dual K{N) est l'espace des suites finies; la topologie *-forte sur ce

(52) voir DOOB [1], théorème 4.2 (chap. IV, §4).
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dual est la topologie fine de K{N), limite inductive de celles des sous-espaces de
dimension finie K{0>l>2>m">n]

f ou aussi de tous les sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie. KN et K{N) sont réflexifs, chacun est le dual de l'autre, et ils sont
tous deux nucléaires et conucléaires, et tonnelés. Toute probabilité cylindrique
sur K" est de Radon, comme limite projective denombrable de ses projections sur
les quotients de dimension finie UT*0.1.---.*}.

Nous nous placerons alors dans les conditions du théorème (5.32). Les grands

espaces g*, ^ , seront o{KN,K{N)), les petits E, G, seront K{1S), les injections

JE-» g% G-> Sf, étant l'injection continue naturelle K^-^a{KN
y K[N)). Fréquem-

ment v sera l'identité; autrement, elle devra appliquer continuement KN dans lui-

même (ou o{KN, KiN)), c'est la même chose), et appliquer K(N) dans lui-même

(auquel cas elle sera sûrement continue, toute fonction linéaire sur Km étant

continue). L'espace V sera un espace bitopologique KlN)aV<zo(KN, K{N)), la 2ème

injection étant continue (la première l'est aussi automatiquement, mais on ne

s'en sert pas). L'espace U sera lui bitopologique K{N)aUc:o(KN, K{N)), avec des

injections continues. Il devra en outre posséder une certaine propriété d'approxi-

mation sur laquelle nous reviendrons.

Soit 1 une probabilité de Radon sur KN. Elle définit une suite de variables

aléatoires (Xn)neS, Xn : (Q, pi) -> K, où Q est KN
9 j«=^, Xn—7vn, projection de Ky

sur son w-ième facteur K. Inversement toute suite de variables aléatoires (Xn)n e N,

Xn jM-mesurable Q->K, Q et n quelconques, définit une telle probabilité l\ car

elle définit une fonction aléatoire linéaire ƒ sur K{N\ avec f{c)= S cnXn, d'où une
ne JV

probabilité cylindrique Zf=A, qui est de Radon; d'ailleurs ƒ est décomposée, f=<p*,

où <p est l'application /^-mesurable o) f-> (Xn((o))n e N de Q dans ÜL*, de sorte que l'on

a aussi À=(p(pi). On sait qu'il y a ainsi correspondance bijective entre les pro-

babilités (cylindriques ou de Radon) sur KN, et les classes d'isonomie de suites de

variables aléatoires (Xn)neN. Si alors A est un poids homogène, la probabilité À

est de type (A, U), si et seulement si (définition (5.30)) elle est de type A relative-

ment à la topologie (K(N% induite par %U sur le dual KlN) de Ky; cela exprime

exactement que, si ceK{N) converge vers 0 dans K{1S) pour la topologie induite

par 2U, A(fi, S cnXn) converge vers 0; et alors A${2)= Sup A({t, S cnXn).
neN c€K:^),||c|lF<l ^eN

De même, X est de type (p, U), 0<p<+oo, si et seulement si d->2c»Xw est
neN

continue de K(N\ muni de la topologie induite par 2U, dans Lp(Q,fi); et aussi si,
pour \\c\\u borné, ceK{N), 2 cnXn est borné en moyenne d'ordre p.

neN _

De même, p est de cotype (B, V), si et seulement si, pour C€ÜL(/V), la conver-
gence de B(ft, 2 cnXn) vers 0 entraîne la convergence de c vers 0 dans K{N) pour

eN
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la topologie de la quasi-norme de F ; et *Bv(p)= Inf B(ft, 2 enX%))"1; et p
ceJf(^),||c||F<l w e J V

est de cotype (p,V), 0<p<+oo , si et seulement si, pour ceK{N), la conver-

gence de 2 cnXn vers 0 dans LP(Q, //) entraîne la convergence de c vers 0 dans
neN

K{Pi) pour la topologie de la quasi-norme de V,

PROPOSITION (6.II.1) Soit (Xn)neN une suite de variables aléatoires, associée

à une probabilité X sur KN, et soit 2U complet, normal par troncatures (58).
Pour qu'elle soit de type (p, U), il faut et il suffit que, pour toute suite cBU,

-4- OO

la série 2 cnXn converge en moyenne d'ordre p (en probabilité si p=0).
Cela résulte de ce que 2U est de Baire (voir démonstration de SCHWARTZ [2]).

PROPOSITION (6.II.1 bis) Si 2V est complet, et si les Xn sont des variables

aléatoires réelles, symétriques et indépendantes, non nulles, la suite (Xn)neN

est de cotype (p, V), si et seulement si, pour cBKN, la convergence de la série

S cnXn en moyenne d'ordre p {en probabilité pour p=0) entraîne ce F.

La démonstration est la même que celle de la proposition (2.0) du § 2 de
Schwartz [2] (La démonstration pour p quelconque est à peine différente de ce
qu'elle est pour p=0: si u et v sont deux variables aléatoires réelles indépendantes
symétriques, on a toujours Esp. (Mp)<2Esp. (|w+i;|p).)

Regardons maintenant les propriétés d'approximation.
THÉORÈME (6.II.1 ter) Supposons réalisées les hypothèses de la proposition

(5.29), avec E=G=K{N), g*= ^ =KN. Supposons en outre que les n5 convergent

vers Videntité dans J*fc(K
iN), K{1S)). Alors toute probabilité sur KN, de type

(A, a), est de type (KiN), U)-(A, a)-approximable.

L'intérêt de cet énoncé est que non seulement il ramène la propriété spéciale
d'approximation à la propriété usuelle, comme la proposition (5.29), mais qu'il
permet de supprimer toute hypothèse d'approximation.

DÉMONSTRATION. Soit donc k de Radon sur K", de type (A, a). Considérons
les Xj=tnj(À). Chaque iit5 applique continuement KN dans KiN), donc un Fréchet
dans un dual de Fréchet, donc elle est "bornée", autrement dit il existe un ouvert
d'image bornée; comme les bornés de K{N) sont de dimension finie, l'image tnj(K

N)

est de dimension finie. Donc ^ est une probabilité de Radon portée par un sous-
espace vectoriel de dimension finie. Le calcul fait dans la démonstration de la
proposition (5.29) montre que X5 est de type (A, â). Il reste à montrer que X est
limite cylindrique des X5. Par transposition, et compte tenu de ce que les parties
équicontinues de (K{N))' (resp. KN)' sont les parties relativement compactes de KN

(resp. K{N)', les *nê convergent vers l'identité dans Jzfe(K
N, KN). Soit alors w une

(sa) voir SCHWARTZ [2], page 45.
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application linéaire continue de KN dans un espace vectoriel de dimension finie.
Les wotitj convergent vers w, uniformément sur tout compact de KN; d'après le
théorème 2 du chap. 2, § 3, de la 2ème partie de SCHWARTZ [1], les w^Tcft) convergent
étroitement vers w(Z), X étant scalairement concentrée sur les compacts puisque
de Radon. Donc les 1$ convergent cylindriquement vers h CQFD.

COROLLAIRE (6.II.1 quarto). Supposons que les quasi-boules de U soient

stables par troncature. Alors toute probabilité À sur U, de type (A, U), A

homogène, est de type (KlN), U)-(A, U)-approximable, et les conditions du théo-

rème (5.32) sont réalisées, avec c = l , et A§aC2)=A*C2).

Rappelons que la i-ième troncature est l'application c*-*có, où (cj,n=cn pour
n<j, 0 pour n>j); alors ces troncatures sont les applications x5. Puisque U

a ses boules stables par troncature, on a, pour tout eeU, \Wj(e)\\u<\\e\\u d'où
(5.32) avec c = l .

Il nous reste maintenant à donner une suite d'exemples.

Exemple (6.II.2;1). Un théorème de KHINTCHINE et KOLMOCOROV.

Prenons pour p la probabilité associée à la suite Z={Zn)neN de variables aléa-

toires indépendantes du jeu de pile ou face, égales à ± 1 avec la probabilité 1/2.

Cette suite de variables aléatoires est de cotype (p, l2), pour tout p>0, et de

type {p, l2), pour tout p>0 fini. Pour p=0, on peut en effet appliquer les proposition

(6.III.1 et 1 bis) : la série 2 cnZn est convergente en probabilité, si et seulement si
«. = 0

cSÎ2(54). Puisqu'alors elle est de cotype (0, l2), elle est a fortiori de cotype (p, l2)

pour tout p>0. Montrons qu'elle est de type (p, l2), pour tout p fini >0, sans

utiliser la proposition (6.II.1). Les Zn sont (l/2)-subnormales et indépendantes, alors

2 cnZni pour ceKm, est une variable subnormale vérifiant une inégalité analogue
neN

à (6.1.2; 12) avec S=||c||i2; si c6K{m converge vers 0 dans l2, on déduit aussitôt

de (6.1.2; 12 ter) que <ÜT, c> converge vers 0 en moyenne d'ordre p, pour tout p

fini, en probabilité pour p=0. Ici ïV=l2, Banach, V=o(l2, l2). Les Zn sont bornées

en module par 1, donc elles définissent une application à valeurs dans l°°c:KN, mais

qui n'est mesurable que pour la topologie 0(1™, l1) (cet espace est lusinien, et l'ap-

plication est mesurable pour la topologie plus faible induite par KN) et non pour

la topologie normée Z°°. Nous devons donc prendre V=a(l°°y l
1) les quasi-boules

étant les boules de ï°°; et alors p provient d'une probabilité de Radon sur F ,

d'ordre p pour tout p>0. Donc p est de cotype (p, l2) et d'ordre (p, a(l°°9 ï
1)),

0 < p < + o o . En appliquant le théorème (5.32), on en déduit que, si X est de

Radon sur KN
f de type (p, 0(1°°, l1)), elle provient d'une probabilité de Radon

SCHWARTZ [2], page 45.
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sur l2, d'ordre p. Si X est définie à partir d'une suite (Xn)neN de variables aléa-

toires: Q-+K, le type (p, a(V°, l1)) se vérifiera comme suit: si ceKm converge

vers 0 dans Km, pour la topologie induite par l°° (ou par c°), 2 cnXn converge
neN

vers 0 en moyenne d'ordre p; ou encore, d'après la proposition (6.II.1), si, pour
tout c6c°, la série 2 cnXn est convergente en moyenne d'ordre p. Le fait que

n 6 N

X provienne d'une probabilité de Radon sur l2 s'exprime alors en disant que l'ap-
plication définie par (Xn)neN: Q-*KN, est presque sûrement à valeurs dans l2, et
mesurable à valeurs dans l2; comme l2 est polonais, cela veut simplement dire que
(Xn)neN est presque sûrement dans l2. D'autre part on peut appliquer la pro-
position (5.36), avec U0=c°, o(U'0, U0)=<T(11,C°); l'application identique de ad1, c°)

dans l2 est faiblement continue. On aura donc:
PROPOSITION (6.II.2;2) (KHINTCHINE et KOLMOGOROV) (55). SoitO<P<+°°. Soit

(Xn)neN une suite de variables aléatoires, telle que, pour toute suite c6c° ii.e.

tendant vers 0 à Vinfini), la série 2 cnXn converge en moyenne d'ordre p(56).
neN

Alors la série 2 \Xn\
2 converge presque sûrement, et en outre la variable

neN

aléatoire ( 2 I-3L»I2)1/2 est d'ordre p (moyenne d'ordre p finie). L'application
neN

identique de ail1, c°) dans l2 est p-radonifiante, pour tout p>0. Pour p>0, on

a l'inégalité
(6il.2;3) ( £f (( 2 \Xu\*)"*))l"<*9 Sup ( gf (| 2 cnXn\*))1/p

N (W> N

| 2
neN

où îzp, norme p-sommante de l'injection V--+12, décroit avec p.

En fait, seuls les cas 0 < p < 2 ont de l'intérêt, car, pour p>2, la proposition

(6.II.3;1) donnera des résultats plus avantageux.

REMARQUE. Comme l'a remarqué KWAPIEN, un opérateur de Hilbert-Schmidt

entre deux espaces hilbertiens se factorise par 12-^12, où a est une application

diagonale (cn)»ejv->(a»cn)neiv, avec 2 K I 2 < + °°; alors elle se factorise par
ne N

l^^Ul1->l2
t la 2ème application étant l'injection canonique, et alors la proposition

(6.II.2; 2) montre qu'elle est O-radonifiante, nouvelle démonstration de la proposition
(5.20.1).

Exemple (6.II.3) Séries de Fourier aléatoires.

Soit T le tore muni de sa probabilité de Haar dt, et considérons la suite de
variables aléatoires de Fourier (t ̂ e2innt)nez- Elle définit une probabilité de Radon
p sur Cz. Il est bien évident que, pour p>\, elle est de cotype et type (p, ̂ L*) ;

car ceC(Z) converge vers 0 dans ^Lp si et seulement si S c / s n t converge
(55) vo i r KHINTCHINE e t KOLMOGOROV [1],
(56) On sai t alors qu'il en es t de même pour cel°°, si p < + o o . Voir SCHWAETZ [31.
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vers 0 dans Lp, d'après la définition même de l'espace de suites ^~LP. On peut

donc prendre 2V=^~LV, si p>l, avec 1V=a(^'Lp
J ^Lp'); et *\\p\\P,v=l.

D'autre part, |e2i3CnM=l, de sorte, que, comme dans l'exemple précédent, p provient

d'une probabilité de Radon sur U=(T(1°°, l1) (il s'agit ici de l°°(Z), IKZ), et non de

l°°(N), V-(N)y comme dans les exemples antérieurs). En outre, ||/o||P.^=l. Pour

p=l, il faut remplacer L1 par M—C', espace des mesures de Radon sur T, avec

sa norme et sa topologie o(M, C), de façon que sa boule unité soit faiblement

compacte. Alors, par le théorème de dualité, si X est une probabilité sur Cz, de

type (p, 1°°), elle provient d'une probabilité de Radon sur J^*LP (remplacé par

cij^~ L™, J^~ L1) pour p=+oo , o{M, C) pour p = l ) . Ici encore on peut appliquer

la proposition (5.36) avec o(Ui, U0)=a(l1
fc°).

On observera que les résultats acquis ici sont moins bons que ceux de la pro-

position précédente pour p<2, les mêmes pour p=2, meilleurs pour p>2. En

effet, l2aj^~Lp pour p<2, ^ " L p c £ 2 pour p>2. Aussi pouvons-nous, même

pour p=l, conserver ici J^~"D- au lieu de ^ M, puisqu'on peut même prendre

V=JTH. Alors:

PROPOSITION (6.II.3;1) Soit p>l. Soit (Xn)nez une suite de variables aléa-

toires: Q-*C, telle que, pour toute suite c6c°(Z), la sériel cnXn soit couver-

gente en moyenne d'ordre p. Alors (Xn)nez est presque sûrement dans ^"Lv,

pour K p < + o o ; autrement dit, pour y-presque tout coGQ, (Xn(o)))nez est une

suite de coefficients de Fourier d'une fonction F^ de Lp(T,dt). En outre, la

variable aléatoire \\(Xn)nez\\jrL
p est d'ordre p:

(\ dtt{<»)\ IF.im'dt)1'^ Sup (\
\JQ )T / c€0(^),f[c||zoo<l V J

L'application identique de ail1, c0) dans ^~LP, pour p < + °o, dans

J^~LX) pour p=+oo , est p-radonifiante, de norme TTP<1.

REMARQUE. Le caractère semi-trivial du résultat obtenu saute aux yeux. Ce

n'est pas étonnant; les propriétés de p sont triviales, et, comme sur Cz toutes les

probabilités cylindriques sont de Radon, et que les troncatures Cz —> C(Z) donnent

des approximations immédiates, le théorème de dualité ne peut se résumer ici qu'en

Fubini et la compacité faible des boules de ^~LP (pour K p < + o o ) . Donnons

effectivement une démonstration élémentaire du résultat ci-dessus, pour p fini

pour simplifier. Pour N fini, on a de toute évidence, par Fubini:

i E Xni(o)e2innt\pdt
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= ( dt\ 1 2 Xn(co)e2i*nt\pdfi(a>)

< Sup ( \ZcnXn(co)\pdfi(a>)=M(M={\\m)p).

Mais la faible compacité de la boule de Lp entraîne ceci: si c—(cn)neZ est une
suite, ou bien

lim.inf. [ | S cne
2i*nt\pdt<+oo ,

auquel cas c est la suite des coefficients de Fourier d'une fonction Ge de Lp(T,dt)9

et alors

lim j I S cne
2i*nt\pdt= [ \Gc(t)\

pdt ;

ou bien

lim.inf.î \ H cne
2i*nt\pdt=+oo f

et dans ce cas nous écrirons, de manière purement formelle,

[ \Gc(t)\
pdt= + 00 .

(C'est purement formel, en ce sens que Gc n'existe même pas!). Le théorème de
Fatou donne alors, si nous abrégeons par Fw la fonction Gc, où c=(Xn(a)))nBZ:

im.vaî\ df*(co)[ | E Xn(co)e2i*nt\pdt<M.\Fm(t)\vdt<\im.
N

Cela redonne l'inégalité (6.II.3;2), et le fait que, pour ju-presque tout o>,

(Xn(a)))nBZ est dans J^~LP. Donc la proposition (6.II.3;1) est en fait triviale, et
ne mérite d'être retenue que parce que, pour p>2, elle donne un résultat meilleur
que la proposition (6.II.2;2). J'ignore d'ailleurs tout-à-fait si l'on pourrait obtenir
d'autre résultats meilleurs, même par d'autres applications du théorème de dualité!

COROLLAIRE (6.II.3;5). Soit (an)neZ une suite de 12(Z). Soit (Un)neZ une

suite de variables aléatoires indépendantes : {Q, p) -> C, A-subnormaies, c. à d.

vérifiant une inégalité (6.1.2; 11). Alors, pour p-presque tout coeQ, la suite

(anUn((o))neZ est sutie de coefficients de Fourier d'une fonction de Lp(T,dt),

pour tout p fini (57).
DÉMONSTRATION. En effet, nous avons vu que la suite de variables aléatoires

(57) Voir J. P. KAHANE [1], proposition 10, page 44.
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Xn=anUn est alors de type (p, l°°), voir (6.1.2; 12 ter). On peut obtenir mieux,

avec des variables aléatoires indépendantes subnormales symétriques.

PROPOSITION (6.II.3;6). Supposons que les Un soient des variables aléatoires

Q-+C, indépendantes symétriques A-subnormales (inégalité (6.1.2; 11)). Soit

(an)nez une suite de nombres complexes, 2 k J 2 = S 2 < + o o . Alors, pour ft-pres-
neZ

que tout (oeQ, (Xn((o)=anUn((o))neZ est suite des coefficients de Fourier d'une

fonction Fn:t^>Fn(t), telle que exp(k\FJ2)eL1(T,dt), si k<l/SS2A2, et on a

Vinégalité

(6.II.3;6 bis) ( dp(a>)[ exv(k\Fw(t)\2)dt< C

C constante universelle. (57)

DÉMONSTRATION. Prenons toujours E=G=C{Z\ g ? = g 7 = C z , ^=i;=identité.

Prenons pour B le poids

(6.II.3; 6 ter) B(v) = ( exp (ks2)dv(s), v 6 & (R+) .

Comment alors choisir /3 pour que p, définie par les variables aléatoires (t*-*e2i*nt)neZt

soit de cotype (B,P)1 On a, pour c6C ( Z ) :

(6.II.3;7) B(dt, 2 cne
2i«nt)= [ exp (k\ 2 cne

2innt\z)dt . l

neZ J r ne Z

Nous prendrons donc pour V l'espace Cz lui-même. Nous prendrons pour jS la
fonction égale à +oo aux points de Cz qui ne sont pas des suites de Fourier de
fonctions, et, pour c=^Gc, GceU(T,dt), définie par la formule

]3(c)=î

On a bien B(c{p))—fi{c), ce C{Z). Montrons que jS est compacte sur Cz. Comme

\Gc(t)\
2ndt,2 \

n=o ni JT

il suffit de montrer que chacune des fonctions c»->\ \Gc(t)\
2ndt est compacte; en

effet, dans ce cas, £ sera semi-continue inférieurement comme somme de fonctions

semi-continues inférieurement >0, et minorée par une fonction compacte, donc

compacte elle-même.
Or l'ensemble des c pour lesquels \ \Gc(t)\

2ndt<M n'est autre qu'une boule
JT

de L2n(T,dt) munie de la topologie a(L2%
9C

{Z)) de la convergence simple des
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coefficients de Fourier; cette boule est faiblement compacte dans L2n, donc a for-
tiori dans o*(L2n, C(Z)).

Ensuite 9 provient d'une probabilité de Radon sur la boule unité de oQr, l1),

portée par la sphère unité. Elle est donc d'ordre (Â, a), si Â est le poids

— Il ||i, a la fonction égale à M sur cette boule et à +00 en dehors, car

a(p)=d{+M)e^(R+), et — | |5(+M)| | I=1; nous choisirons M plus loin.

D'autre part, si nous prenons Â=B, B—A, la formule de Fubini est réalisée,

exp m f2{x'y)l)dfi{x) = ( ̂ r \
Donc, si X est une probabilité de Radon sur Cz, de type (A, a), elle est une

probabilité de Radon d'ordre (B,P).

Partons donc d'une suite (Un)neZ de variables aléatoire Q-+C, indépendantes
symétriques A-subnormales, et de Xn=anUn, 2 \an\

2=S2. Alors on sait que
neZ

pour c6C (Z) 2 cnXn= 2 cnanUn est AS-subnormale, également symétrique
neZ neZ

(inégalité (6.1.2; 12)). Alors (6.1.2; 12 quinto) montre que, pour | | C | | I - < 1 :

(6.II.3;8) A(M, S cnXn)= g-(exp k\ E cnXn?)
neZ neZ , ( 5 8 )

donc (Xn)neZ est de type (A, a) si -— ^gi i <M; nous choisirons donc

ikf= —-Z-. Alors elle sera d'ordre (Bf B), ce qui signifie exactement que,
1—SkA2S2

pour //-presque tout co, (Xn((o))neZ est dans l'ensemble des points où /3 est finie, c.
àd . suite de Fourier d'une fonction Fm sur T, avec exp {k\Fw\2)eLl{T; dt), et
qu'on a l'inégalité (6.II.3;6 bis).

Exemple (6.II.4). Applications radonifiantes dans les espaces de suites lq.

Soit (Zn)neN une suite de variables aléatoires, indépendantes, réelles, suivant
la loi stable d'indice s, 0<s<2, de fonction caractéristique t i-»exp(— \t\') (59).

Elles définissent une probabilité p sur RN, dont nous allons chercher les

propriétés. Pour ceR{N), la variable 2 cnZn suit une loi analogue, mais de para-

mètre ||c||{«9 c. à d. de fonction caractéristique £i->exp (— ||c||M$D. Donc, pour
(58) Dans ces formules, A est employée avec deux significations différentes: dans {A, a),

c'est un poids, égal à B, défini à (6.II.3;6 ter) ; dans C / ( l - 8 kS2A2), c'est un nombre,
les variables aléatoires Xn é tan t supposées A-subnormales. Le lecteur, espérons-le, s'y
retrouvera!

(59) Pour s = 2 , ce n 'est donc pas la loi de Gauss normale exp(—nx2)dxt d'image de Fourier
£i-»exp(— nt2).
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c e ClN), si 2 cnZn converge vers 0 en probabilité, c converge vers 0 dans l8, et

9 est de cotype (0, l'), a fortiori de cotype (p, l8) pour tout p>0. Pour le théo-

rème de dualité, son type n'est pas intéressant, mais il sera utile de le connaître.

La loi stable d'indice s est de la forme 6s{x)dxf où 0 est continue >0, et se com-

porte à l'infini comme la?!8"1 pour s^2; alors son moment d'ordre p est fini pour

p<s, infini pour p>s. Pour s=2, c'est une loi de Gauss, et tous ses moments

d'ordre fini sont finis. Donc, si c6 C{N) converge vers 0 dans l\ 2 cnZn converge
neN

vers 0 en moyenne d'ordre p pour p<s, si s^2, pour tout p fini si s—2\ autre-

ment dit p est de type {pf l
8), avec p<s, si s^2, et p fini quelconque si s=2.

Soit ensuite a=(an)neN une suite de nombres réels. On considérera l'application

diagonale, que nous noterons a, de RN dans RN et de R{N) dans R{N) : (eJn6iV

*-* (<vJw e jv- C'est elle qui sera l'application v du théorème (5.29). Les espaces

lq ont tous la propriété d'approximation par troncature, permettant d'appliquer la

proposition (6.II.1 ter) et de supprimer toute hypothèse d'approximation.

L'espace bitopologique V sera ici: pour K s < 2 , l'espace o(ls,l8'), avec la

norme l8; pour s = l , l'espace o(ll,c°) avec la norme l1; pour 0 < s < l , l'espace

o(l8, K{1S)) (topologie induite par Kv) avec la quasi-norme l8 ; il est bien ainsi tou-

jours vérifié que la quasi-boule est compacte pour la lè re topologie de F. L'espace

U sera lq, avec sa quasi-norme et sa topologie, si q< + oof et oil^.l1) avec la

norme l°° si #= + °°. L'image v(p) proviendra alors d'une probabilité de Radon v

sur U, si et seulement si la suite (anZn)neN est ^-presque sûrement dans lq. En

utilisant le théorème des 3 séries de KOLMOGOROV, nous avons montré dans un

article antérieur le résultat suivant:

LEMME (6.II.4.0). On a presque sûrement (otnZn)neNelQ, autrement dit v(p)

provient d'une probabilité de Radon sur U, si et seulement si:

aeJ M m ( l t ) , pour s^qf s<2;

a6lq-, c. à d. E \an\
9(l+ log-^1- )< + oo, pour s-

neiV \ \an\J

aelq, pour s=2, q fini.

On pourra alors appliquer le 5 de la proposition (5.36), pour p=0. Ici Uo sera V

lui-même si #< + °o, c° si g= + oo. Alors Uo sera lq', si l < g < + oo, l°° si q<l. On
gardera Ui (Banach réflexif) comme espace de départ pour K g < + oo, on partira de
<r(Ut,Uo) dans les autres cas, c. à d. o(lx, c°) pour ç = + o o , o(l°°,lq) pour q<l.

Comme espace d'arrivée, on aura 2V—l\ iV défini comme ci-dessus.
PROPOSITION (6.II.4.1). Considérons Vapplication diagonale a:(cn)neNi-+

(«nC»)neJv, de K* dans KN et soit 0<a , 6<2, Les conditions suivantes soit
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équivalentes:

1) a est p-radonifiante, pour tout p>0, de la' pour K a < 2 , de a(l°°,la) pour
a < l , dans lb;

2) a est p-radonifiante pour au moins un p, 0<p<a pour a<2, p fini pour
a=2;

3) aelMin{a'b) pour a^b ou a=b=2, aela~ pour a=6^2.

REMARQUE. Pour K o < 2 , il est équivalent de prendre la' ou a{la', la) comme
premier espace; on peut donc toujours prendre e(la',la)f en convenant de poser
a '=+oo pour a < l .

DÉMONSTRATION. Bien évidemment 1 implique 2.

Supposons 2 réalisée. Considérons la probabilité cylindrique p définie antéri-
eurement, pour l'indice s=a . Nous avons vu qu'elle est de type p, p<a si a<2 ,
p fini si a=2, en tant que probabilité (cylindrique ou de Radon) sur KN, pour la
quasi-norme || ||a sur K{N); elle est associée à l'application linéaire continue définie
par (Zn)neN> de KiN), munie de la topologie induite par la, dans Lp(Q,fi). Mais
cette application se prolonge en une application linéaire continue de la dans
LP(Q, fi), autrement dit p peut aussi se définir comme probabilité cylindrique de
type p sur o{la',la) lui-même. Son image v(p) par a doit donc être de Radon
dans lh, donc en particulier provenir d'une probabilité de Radon v dans l'espace U

antérieur, correspondant à l'indice q=b. Donc, d'après le lemme (6.II.4.0),
aGlmuia>b) pour a^b ou a—b=2, aela~ pour a=6=£2. Donc 2 implique 3.

Supposons maintenant 3 réalisée. Alors si nous considérons cette fois la pro-
babilité p sur KN correspondant à s=b, elle est de cotype (0, lb) ; et son image
v(p) par a provient, on l'a vu au lemme, d'une probabilité de Radon v sur l'espace
U correspondant à l'indice q=a, c. k à. la. On peut donc appliquer le théorème
de dualité (5.36), compte tenu de ce qu'ici u=tvt qui est la même application a,

est trivialement faiblement continue de a{Ur
Qt Uo) dans 2V. On en déduit que a

est approximativement p-radonifiante, pour tout p>0 , de o(laf,la) dans <i((lb)"9

(lb)'). Comme la vérifie la propriété d'approximation métrique par troncatures,
on peut supprimer approximativement. On peut remplacer o({lb)"9 (l

b)') par lb, a
priori seulement pour 6>1. Mais on remarque que a peut toujours s'écrire «=^7-, où
fi a les mêmes propriétés que a, et où yGc0; y définit alors une application com-
pacte de lb dans lh

f et le corollaire (3.9.1) montre alors, lb étant séparable, que a

est p-radonifiante de o(la',la) dans lb lui-même (le corollaire (3.9.1) a été démontré
pour p>0, mais s'étend évidemment à p=0). CQFD.

REMARQUE. C'est à partir de ce théorème que, dans un article antérieur, (60)

(60) SCHWARTZ [2].
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nous avons caractérisé les applications diagonales O-radonifiantes entre les espaces
de suites. Pour les applications p-radonifiantes, p>0 , le résultat général n'est
pas encore connu. Voir un résultat partiel à la remarque suivant (3.8.2). (61)

Exemple (6.II.5): le théorème de MENCHOV.

On pourrait démontrer simplement ce théorème à partir de l'inégalité de
Menchov (6.1.3; 12). Mais, même au prix de complications formelles, nous pré-
férons le déduire du théorème de dualité, car le passage des variables aléatoires Zn

de l'exemple (6.1.3) à celles du présent exemple est instructif. Nous prendrons un
espace topologique T= 2 Tr+f, où 2 et + désignent la somme topologique.

reN

Pour le munir d'une probabilité, nous appellerons dtr, dt les mesures de Haar de

TV, f, puis nous choisirons des er, e tels que 2 e r + e = l , et nous prendrons la
reN

probabilité dt sur T définie de manière évidente par 2 £rdtr+£di. Nous étudie-
rez

rons une suite (Zn)neNl de variables aléatoires sur (T, dt); Ni={l, 2, 3, • • • } . Soit

2r<n<2r+1, reN. Nous définirons la variable aléatoire Zn sur T comme suit.

Sur Tr, elle vaut (e«*»«r+e«*<»+1)«H +e2i7C{2r+1-1)tr)e-1/2fr(tr), où fr est la fonc-

tion définie à la formule (6.1.3; 5), pour p=2 et N=2r (nombre des termes de la

suite 2r, 2 r + l , • • • , 2 r + 1 - l ) , soit:

tV2(r log2+1)1/2 pour ^ <*<1 ;

£Ji(rlog2+l)1'* pour 0<t<-i ,

de sorte que

Sur f, nous prendrons

Sur tous les T8, s^rf Zn=0 .

Montrons que cette suite Z=(Zn)neNl de variables aléatoires est de cotype 2,

par rapport à un certain espace VcC^1 . Soit donc c=(cn)neNl une suite finie

6 C(iVl), et supposons que

| 2 cnZn\Wt<l.

Nous poserons

(ei) PIETSCH a presque complètement trouvé le résultat général. Vois GOULÀOUIC-SCHWÀRTZ
[1], exposés 29 et 31.
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(6.H.5;3) f\ | 2 cnZn\HTc
\)TT «II,

.1 2 cnZn\*Ut) =f , avec 2 r ' + f ! < l .

On peut alors refaire le calcul de l'exemple (6.1.3), avec p=2 et N=2r. Et on
trouve, pour l'intégration sur Tr:

(6.IL5;4) Mr(c)= ^ Sup Ic2r+c2r+1+ - • - +c«i

<̂ * I 1 I ''S* /» 7 ^ \ | 2 c /J-f \ y

^ \ J r r 2»-<n<2r+l n r rj

Pour l'intégration sur f, on trouve, si on pose:

(6JL6;5) Sr(c)=\ E c.| ,

l'inégalité

(6.II.5; 6) ( E (r+l)2S2(c))1/2< ([ \ E (r+l)Sr(c)e2i;r2rH2d^Y/2

reiV \ J T r e i V /

Alors, de l'inégalité E rl+r2<l, on déduit que, si

II E

on a:

(6.II.5;8) ( S ((r+l)2S2
r(c)+M2

r(c)))1/2<l .

Ceci va nous donner très exactement un bon cotype pour la suite Z. Appelons
V le sous-espace de CNl formé des suites pour lesquelles le premier membre de
(6.II.5;8) est fini, et prenons ce premier membre comme norme. Alors V est un
Banach, à injection continue dans C"1. Il apparaît comme un espace de la forme
l2((Vr)reN); Vr est l'espace vectoriel (de dimension finie) des suites (cn)2r<n<2r+i9

muni de la norme

\\c\\vr=«r+l)*Sl(c)+M*Ac))l'% ;

et l2((Vr)reN) est l'espace des suites (vr)r6*, vre Vr pour tout r, telles que

avec
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Le dual de l2((Vr)reN) est l2((V'r)reN)> et ces espaces sont réflexifs (les Vr étant
de dimension finie, donc réflexifs!); en outre, V et V contiennent CiNl) et sont
contenus dans CNl, avec des injections continues denses. (On remarquera (ce qui
n'est pas utile ici) que V n'est pas normal par troncatures, mais qu'il est normal
par les troncatures de rang 2r, reN, les boules étant stables par ces troncatures;
donc en particulier qu'il est normal (voir début de (6.II)).)

Alors l'inégalité (6.II.5;8) s'écrit, pour ceC^) (suite finie!):

(6.IL5;8 bis) \\c\\v<\\ S cnZn\\LtlTtV) ,
ne Ni

autrement dit la suite Z=(Zn)neNl est de cotype (2, V), ou encore définit une
probabilité cylindrique (ou de Radon) p sur CNl de cotype (2, V).

Nous allons maintenant montrer que, si <x=(<xn)neNl est une suite telle que
2 kj2 log2w<+oo, l'application diagonale v ou a:(cn)nBNli-+(ancn)neNl donne

ne Ni

une suite aZ=(anZn)ne!Sl qui est 2-presque sûrement dans U=l2(Ni); ou encore

que v(p) provient d'une probabilité de Radon d'ordre 2 sur l2 (car v{p) est porté

par l2, donc provient d'une probabilité de Radon sur l2 muni de la topologie in-

duite par C*1, donc aussi pour sa topologie, qui est polonaise). Nous voulons

montrer que

( 2 \anZ%(t)\ldt<+oo .

D'abord, sur Tr, nous avons, pour 2 r<w<2 r + 1:

(6.II.5;9) \Zn(t)\ < Min ( y , 2r) e-r
1/2fr(tr) .

En faisant le calcul (6.1.3; 9), avec N=2r, p=2, on trouve

E \anZn(tr)\
2erdtr

= S |anl2(rlog2+l)(4rlog2+l)

<const. ( S |anl
2) (r+1)2

<const. S l«nl2 dog n+1)2.

Possons maintenant à f. Toutes les |Z.| sont r-v*(r+l) sur f, pour 2 r<w<2 r+1,
donc
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(6JI.5;11) \ 2 \anZn(i)\
2Ui

< r 2 y ( r+ l ) 2 ^ 2 KI2<const. 2 knl 2 ( logn+l) 2 .

Et finalement on a bien

On a donc les inégalités

(6.II.5;13) *IMI2.y<l, IM|0)i|2.*2<const. ( 2 kn |2 (logn+1)2)1/2 .

Le théorème de dualité est donc applicable. Il montre que lv, qui n'est autre
que v, est 2-radonifiante de l2 dans V (Banach réflexif !), avec

T

Remarquons que l'espace S des séries convergentes, c. à d. des suites c=(cn)neNi
oo

telles que 2 c» converge (non absolument!), muni de la norme

(6.II.5;14) \\ch= Sup Id+c2+ • • • +cn\
ne !>i

est un Banach, et que Va S avec une injection continue. S est normal par

troncatures, et ses boules sont stables par troncature. En effet, pour 2r°<2r<7&

<2 r + 1 , on a

|C2r0 + C2r0 + 1 + . ^ +Cnl< E S8(

((
»e/V (S + l ) 2

<const.( S

Si donc ce V, la dernière parenthèse tend vers 0 pour r0 tendant vers +<*>,

donc la série 2 cn converge. En outre, en faisant r o =0:
ne Ni

||c||s<const. ||c||v .

On pourra donc énoncer le résultat suivant:

PROPOSITION (6.II.5;15) (Théorème de MENCHOV). (62) Pour toute suite ceC%

posons

Sr(c)=\ 2 cn\

(62) Yoir DOOB [1], chap. IV, §4, théorème (4.2). Les présents résultats sont notablement
plus forts que celui de MENCHOV.
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Mr(c) — Sup |C2
r + <V+l + • • • +Cn\ ',

2*><»<2r+1

appelons V Vespace des suites c6CNl pour lesquelles

\\c\\v=( 2 (r+l)*S\(c)+MUc))t'*
reN

est fini; normons-le par ci-*||c||F; c'est un Banach réflexif. Si S est Vespace
oo

des séries convergentes, c. à d. des suites ceCNl telles que S cn converge,
norme par

\\c\\s=
n>L

c'est un Banach. Alors VŒS, avec une injection continue. Si a est une suite
(an)neNi> telle que 2 k»l2 (logw+1)2 converge, l'application diagonale

ne Ni

(X '. (Cn)n e JVi *-* (anCn)n e Ni

est O-radonifiante de l2 dans V, a fortiori dans S. En outre, sa norme KV,
pour tous les p>0, est majorée par C( 2 \an\

2 (log n+l)2)1/2
f où C est une con-

stante universelle.
COROLLAIRE (6.II.5;16). Si X=(Xn)neNl est une suite orthonormée de vari-

ables aléatoires complexes (donc de type (2,l2)), et si S k»l2 (logw+1)2 con-
oo n e Ni

verge, la série 2 ocnXn converge presque sûrement, et en outre
71 = 1

(6.II.5;17) ([ (Sup \alX1(a>)+ ••• + a n X n ( œ ' " ' V / 2

ou C est une constante universelle.
On peut ensuite réappliquer le théorème de dualité ou encore le théorème

(5.20.4), l2 étant un Hubert. Remarquons que le dual S' de S est (par la méthode
d'Abel) l'espace des suites c à variation bornée, avec la norme

\\e\\s'= S le»—c«+il+ lim \cn\ ,

équivalente à la norme

|Cil+ E |Cn+l — Cn\ •
n>0

L'espace S, isomorphe à un espace l°° (norme définie par un Sup) n'est pas réflexif;
il est donc intéressant de garder <J(S', S) au lieu de S'. D'autre part, pour les
suites X=(Xn)nBNl de type (p, S), on pourra appliquer la proposition (6.II.1).
Alors :

COROLLAIRE (6.IL5; 17 bis). Si S |an|
2(logtt+l)2<-J-oo, l'application a est p-
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radonifiante de l2 dans V et dans S, et de V' et o(S', S) dans l2, pour tout p>0.

Si X=(X»)*eiVl est une suite de variables aléatoires sur (Q,p), telle que, pour

toute cel2, la série 2 c n X n converge en probabilité (resp. en moyenne d'ordre

p>0), si

ik«l2(logn+l)2<-foo,

la série 2 anXn converge presque sûrement (68) (resp. et en outre :

(6.II.5;18) || Sup \a1Xl+a2Xl+ ••• +a%Xn\\\Lp<a.»
ne Ni

/2 SUP WZCnXnhPM,»
H | | < l

pour p>0, C étant une constante universelle). Si maintenant X=(Xn)neNi est
une suite de variables aléatoires telle que, pour toute suite c£CNi telle que

O© OO

la série 2 cn converge, la série 2 cnXn converge en probabilité (resp. en

moyenne d'ordre p>0), si
S K|2(logn+l)2<+oo ,

la série 2 \cxnXn\
2 converge presque sûrement (resp. et en outre

N

<C(SI«nl2dogw+l)2)1/2 Sup 112 C,
\\c\\S<l

pour p>0, où C est une constante universelle).

(6.II.6) Les suites sommables d'un espace L1.

Reprenons des variables aléatoires analogues à celles de l'exemple (6.1.3), mais
pour une suite infinie et pour p=l. Autrement dit, T sera le tore muni de sa
mesure de Haar dt, et Z sera la suite (Zn)neNl de variables aléatoires définie par

(6.II.6;1) Zn(t)=e2iKt+e2i7:2t + • • • +e2iKnt .

Montrons qu'elle est de cotype (1, S), S étant l'espace des séries convergentes,
défini à l'exemple précédent. On a exactement, pour une suite finie

(6.II.6;2) E CnZn(t)= S Cne
2Unt, Cn=cw+cn+i+Cn+2+

ne Ni ne Ni

M) Comparer (6.II.4;1) et (6.II.5;17 bis). Si la convergence de S |cn|2 entraine la con-

vergence en probabilité de 2 CnXnf alors:

1) Si 2 |anl<+°°» 2 \(XnXn\ converge presque sûrement (par (6.II.4;1));
n n

2) Si 21 |anl2log2w<+°°, HocnXn converge presque sûrement (par (6.II.5;17 bis)).
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(Comme c est une suite finie, cette formule ne nécessite aucune hypothèse de con-

vergence) . Alors :

(6.II.6;3) Sup|CJ<î I S Cne
2*nnt\dt=\ \ S cnZn(t)\dt.

Or, sur S, la norme

•• Cn\
ne l*i

est équivalente à la norme

donc on voit bien que Z=(Zn)neNl est de cotype (1, S) (ou définit sur CNi une pro-

babilité p de cotype (1, S), et *||/o||i,s<2). Ensuite on suppose que a=(an)neNl est

une suite de nombres complexes, vérifiant une majoration |an |<const. (logn+l)'1 '*,

s>0. Montrons qu'alors la suite aZ=(anZn)neNl est 1-presque sûrement dans î°°.

On a les majorations:

(6.II.6;4) IZn(t)|<Min(~,n) .

Soit -^rT<t<jj, N>1. Alors

i r7 / .M ^ const .

pour ?&<#, soit

D'autre part

\anZn{t)\< n
 COnBt' - f pour
(logn+l)1+e *

soit, puisque — <N+l ,

Finalement

(6.n.6;5) Sup |a.Z.(t)|<const.

i /7 m. / const. N



Probabilités cylindriques et applications radonifiantes 281

pour N^_x <t<jf- Alors

(6.II.6;6) Jr(Sup|anZw(«|)de

<» f l/N oo xr / H •* \

= c o n s t - â
Cette inégalité prouve donc bien que aZ est 1-presque sûrement dans I00. Comme

la boule unité de I00 est compacte dans C"1, cela prouve que vip), où v est l'appli-

cation diagonale a, provient d'une probabilité de Radon sur V° muni de la

topologie induite par C"1, ou encore sur oil00^1), qui est lusinien. U sera donc

l'espace bitopologique (a{l°°, l1), || | | r ) . Appliquons le théorème de dualité. L'es-

pace S n'est pas réflexif. Mais nous pouvons le munir de la topologie induite

par C\ pour laquelle sa boule unité est compacte; notons-le ainsi So; nous

raisonnerons sur l'espace bitopologique V=(S0, II Ils). La proposition (5.36) s'appli-

que, avec U0=c°, donc affli, U0)=o{ll,c°). Il est trivial que a=*v est continue de

ail1, c°) dans aiS, S'). Mais le théorème de dualité nous donnera une probabilité

de Radon sur So ou sur <r(S", S'), non sur S. On écrira an=^nrn, la suite p

ayant des propriétés analogues à a, et ï étant une suite >0 décroissante et

tendant vers 0. Alors y opère de S dans S, par le théorème d'Abel, et comme

un opérateur compact; en effet, si f» est la suite tronquée de y au w-ième

terme, fn est un opérateur de rang fini, et, pour ce S, Abel donne:

TC—f wC=(0, 0, • • • 0, Tn+lCn+U Tn+2Cn+2f ' ' ')

lire—f»c||<r»+iSup|c»+i-f ••• +cn+fc |<2rn+illc||s.

Le corollaire (3.9.1) donnera alors une probabilité de Radon sur S (nous avons

fait la même chose pour démontrer (6.II.4;1)). Alors,

PROPOSITION (6.II.6;7) iKwAPŒN, PELCZYNSKÏ). (64) Soit a=ian)neNl une suite

telle que |o?J<const. (logn+1)"1"5, «>0. L'application diagonale a est 1-radoni-

fiante de ad1, c°) dans l'espace S des séries convergentes. Si X=iXn)neNi est

une suite de variables aléatoires scalairement l1 dans LxiQ, /*), c. à d. telle que,

pour toute suite c6c°, 2 cnXn converge dans LliQ,n), alors la série 2 anXn

est presque sûrement convergente et

KWAPIEN-PELCZYNSKI [1].
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La dernière affirmation résulte de ce qu'une suite X=(Xn)n€Ni
oo

Banach B est scalairement I1, si et seulement si (cn)neN^^cnXn est continue de

ClNl), muni de la topologie induite par c°, dans B; c. à d., pour B^L^Q, p), si

X est de type (1, c°).

Exemple (6.II.7). Il est difficile de dire, parmi tous les exemples que Ton

peut trouver, lesquels sont bons et lesquels médiocres ou inutiles. En voici un,

dont j'ignore la valeur.

Reprenons les Zn de l'exemple précédent, données par (6.II.6;1). Nous avons

vu que Z=(Zn)neNi e s t de cotype (1, S), avec *| |Z| | l tS<2. Appelons maintenant

D l'espace des suites c=(cn)weiVl telles que Sup |c«—c»_il< + °o (en posant co=O),
ne Ni

et posons | |C||D= Sup \cn—cn-il. D est un Banach, avec OTcDcC^i, les injec-
neNi

tions étant continues. Or Z est 1-presque sûrement dans D; en effet,

SuT>\Zn(t)-Zn^(t)\dt=l.

On peut donc appliquer le théorème de dualité.

Nous prendrons pour U l'espace bitopologique D, la topologie étant induite

par CNi, la norme étant || \\D. Il faut toutefois que la propriété d'approximation

du théorème (5.32) suit vérifiée.

On ne pourra pas ici prendre pour KJ une troncature ; en effet, D contient

des suites dont le terme général tend vers +oo, exemple (n)neNi, les troncatures

ne sont pas des opérations équicontinuesî Mais définissons ^ comme suit; TT(C)=C',

avec c'n=Cn pour n<j; Cj+k^=cj+k(l—klj)t pour 0<k<j; c«=0 pour n>2j. Alors

7üj est continue de CAl dans C{pr^ ; en outre, pour c6D, on a, pour tout n9

alors

1

donc

On prendra pour V l'espace bitopologique S, la topologie étant induite par C*1,
la norme étant || ||sî la boule unité est alors compacte pour la topologie. On en
déduit, avec 2 x 1 x 3 = 6 :

PROPOSITION (6.II.7;1). Soit X=(Xn)neNl une suite de variables aléatoires

telle que

(6.II.7;2) 11X11?!.!»= Sup || E cnXn\\Luûtlt)<+oo .
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oo

Alors la série 2 Xn converge presque sûrement, et en outre

Sup | E Jr.(«)|dM®)<6|IX|irl.x» .
Ne Ni «=1
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Index terminologique et index des notations.

Cet index pouvant être rapidement parcouru, nous avons rassemblé les notions voisines,
plutôt que de faire un classement par ordre alphabétique.

p-quasi-norme, espace quasi-normé, quasi-Banach, E& : (0.00).
LP(Q,/i;E): (0.0 bis) et (0.2).
Espace bitopologique, iE, %E : (0.2).

PROKHOROV : (1.1).

Poids 0 : (1.1 bis). || ||p, II ll+oo : (1.3), (1.4).
Poids Ma : (1.8), Ja : (1.9). /-poids : (1.12).
Poids plus fort ou plus faible que L° : (1.12 bis).
Poids compact : (1.13). Poids homogène : (1.14).
Fonction compacte : (1.15).

Ordre d'une probabilité de Radon, ordre (#, 0) ou 0 : (1.15 bis), (1.18).
Ensemble uniformément d'ordre 0 : (1.18).
0Q), MX), ordre p, ordre 0, U\\P ' (1.18).

Probabilité cylindrique, topologie cylindrique, &*(E) : (1.17).

Fonction aléatoire décomposée (1.19).

Type d'une probabilité cylindrique (2.1.0).
Type (0,0'), type 0 : (2.1.1). Ensemble uniformément de type 0 : (2.1.3).
Type p, type 0 : (2.1.4), (2.1.5).
0*W, -7ÎO). IUII,* : (2.1.7).

Probabilité cylindrique de Gauss : (2.1.8 bis).

Probabilité cylindrique de type (0, 0') ou <P-approximable ou très approximable : (2.2.0).
0**(X), 0***(X) : (2.2.0).

Application (A, a!\ B, j8)-radonifiante, approximativement ou très approximativement
radoninante, p-radonifiante : (2.3), (2.4).

Propriété d'approximation équicontinue : (2.6.3), d'approximation métrique : (2.6.4).
Application décomposante : (2.13).

Application p-sommante : (3.1 bis). Suite scalairement lp, yp(E) : (3.1). Norme np(u):
(3.3).



Probabilités cylindriques et applications radonifiantes

Inégalité de PIETSCH : (3.6).
Opérateur p-nucléaire : (3.8.3).

Cotype : (5.1). * 0 » , *U\\9 : (5.3).
Inégalité de FUBINI (C, D)<(A, B) : (5.9).
Ordre, type, cotype (A, a, U) ou (B, ft V) : (5.15).
Probabilité cylindrique (£f', t/)-(A,a)-approximable :(5.22).

Variable aléatoire subnormale : (6.1.2.11).

(Reçu le 8 août 1970)
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Ecole Polytechnique
Paris V
France
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