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UN THEOREME DE DUALITE
POUR LES APPLICATIONS p-RADONIFIANTES
APPLICATIONS DE CE THEOREME

par L. SCHWARTZ

RESUME

Les théorémes indiqués ici ont intérét, pour les applications pratiques, 4 étre énoncés
dans des conditions trés générales ; toutefois, bien que la démonstration ne soit pas plus
difficile, leur énoncé devient alors long et compliqué, et dépasse le cadre d’une Note. Nous
nous bornerons donc 2 un cas particulier, utilisant notamment des espaces de Banach,
quitte & donner des exemples qui nécessiteraient le traitement général.

1. THEOREMES GENERAUX

DEFINITIONS — Soit E un Banach, X une probabilité cylindrique sur
E(') ; on dit qu’elle est p-typique (0 < p < ) si, pour toute fonction
aléatoire f associée sur E', f: E' —> L°(Q, p), f est continue de E’
dans LP (2, ). Elle est dite p-typique approximable, si, en outre, on peut
choisir (2, u, f) de maniére que f soit adhérente, pour la topologie de la
convergence simple, 4 un ensemble équicontinu d’applications linéaires de
rang fini de E' dans L?(2, u), continues sur o(E', E) [ceci sera toujours
le cas si E' a la propriété d’approximation métrique(?), ou si p > 1, car
alors L? a cette propriété]. On dira que \ est une mesure de Radon d’ordre
D, si elle est de Radon, et si 1a norme de E est dans L?(E , ). Une appli-
cation linéaire continue u : E———> F sera dite p-radonifiante, si, pour
toute probabilité cylindrique A sur E, p-typique, I'image u\ est de Radon
d’ordre p sur F. Elle sera dite approximativement p-radonifiante, si ceci
est seulement vrai pour les X\ p-typiques approximables.

(!) On utilisera les notations de Notes antérieures : L. Schwartz, Comptes rendus, 265,
série A, 1967, p. 832 ; 266, série A, 1968, p. 7 et 50 ; 268, sériec A, 1969, p. 646.

() Voir A. Grothendieck, Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires (Mém.
Amer. Math. Soc., n° 16, 1955 ; voir chap. I, § 5). On ignore si tout espace de Banach
a la propriété d’approximation métrique (conjecture de Banach). La propriété d’ap-
proximation métrique que nous considérons ici est un peu plus forte que celle de
Grothendieck : Papplication identique de E’ doit étre limite simple d’applications
linéaires de rang fini, de norme < 1, continues sur ¢(E', E).
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THEOREME 1 — Soit f : E' —> LP(Q, p) une fonction aléatoire linéaire
continue sur E', \ une probabilité cylindrique associée. Pour que \ soit de
Radon d’ordre p, il faut et il suffit que f soit réalisable a partir d’une fonc- -
tion ¢ :  —> E appartenant a LP (Y , u ; E), avec f(}) = <, ¥ > pour
¢€E'. [On dit que ¢y ELP(2,u;E), si ¢ est u-mesurable, et si, pour
p>0, lloll est dans LP (2, p).]

THEOREME 2 (théoréme de Prokhorov généralisé)(}) — Soit
f:E —>L°Q,w

une fonction aléatoire linéaire continue. Supposons que f soit adhérente,
pour la topologie de la convergence simple, & un ensemble de fonctions
f; : ' —> LP(Q, p), réalisables par des applications ¢, : & —> E,
formant une partie bornée de LP(S2 , u ; E). Alors la probabilité cylindrique
\ associée d f est de Radon d’ordre p sur o(E" , E') (c’est-d-dire de Radon
sur o(E" ,E'), et telle que la norme de E" soit dans L?(a(E" ,E'),\)),
de Radon d’ordre p sur E si E est réflexif. En outre, elle est réalisable par
une application ¢ : @ —> o(E" ,E'"), u-mesurable, ||p|| € L? (2, p), si
E est réflexif ou B' séparable; et p ELP(Q, u;E) si E est réflexif.

THEOREME 3 — Soit p > 0. Soit u : E —> F une application linéaire
continue. Pour qu’elle soit approximativement p-radonifiante (donc p-rado-
nifiante si E' a la propriété d’approximation métrique ou si p > 1) de E
dans o(F" ,F") (donc de E dans F si F est réflexif), il faut et il suffit
qu’elle vérifie la propriété suivante : il existe M = 0 tel que pour tout
Q, u, pour toute fonction o €ELP (2, u ; E), on ait l'inégalité

M llue el I<e,&>I

<M Su .
LP(Q, u;F) teE’, ||Iz||<1 LP(Q,p)

Il existe une condition analogue pour p = 0, mais plus compliquée d
écrire,

COROLLAIRE 1 — Soient 0<p<gq < + . Toute application liné-
aire continue de E dans F, approximativement p-radonifiante de E dans
o(F" , F'), est aussi approximativement g-radonifiante,

C’est immédiat ; considérons les pELY(Q, u ;E) et lesa € L™ (2, p),

Alors :

(1) Le théoréme de Prokhorov, donnant la condition pour qu’une mesure cylindrique soit
une mesure de Radon, est en étroite relation avec cet énoncé pour p = 0.
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luell = Sup llauell

L9@Q,u;F) ||.,||,p<1 LP(@,u;F)

I<ap,&>1

Sup
lall,<1,ligl<1 LP(@,p)

= Sup I<¢,t> :
||E|l|l£1 I<e.t "Lq(n-#)

Le méme résultat, avec des applications radonifiantes de E dans F,
est vrai et résulte du théoréme 1.

Je ne sais pas si ce résultat subsiste pour p = 0(*).

COROLLAIRE 2 — Soient u : E —>F et v: E —> G, des applica-
tions linéaires continues, telles que, pour tout x € E, on ait || v(x) || < |lu(x)]l.
Si alors u est approximativement p-radonifiante de E dans o(F" ,F'), v
est approximativement p-radonifiante de E dans ¢(G" , G").

2. LE THEOREME DE DUALITE

Soit A une probabilité cylindrique sur E ; on dit qu’elle est p-cotypique,
si, pour les fonctions aléatoires associées f : E' —> L°(Q, p), la conver-
gence de f(§) vers 0 dans L?(2, u) entraine celle de ¢ dans E'. Nous don-
nerons ensuite des exemples.

THEOREME 4 (Théoréme de dualité) — Soit u une application linéaire
continue de E dans F. Supposons qu’il existe une probabilité cylindrique vy
sur E, p-cotypique, dont l'image u~ par u soit une probabilité de Radon
d’ordre p sur o(F" ,F'"). Alors la transposée *u est approximativement p-
radonifiante (et p-radonifiante si F a la propriété d’approximation métrique
ou si p=>1)de o(F',F) dans o(E' ,E), et de F' dans E' si E est réflexif.

Le principe de la démonstration consiste & prouver, par Fubini, que
'u vérifie Pinégalité (1) du théoréme 3, ou celle qui lui correspond pour
p=0.

3. APPLICATIONS

Il semble qu'un grand nombre de résultats jusqu’ici disparates du
calcul des probabilités puissent se démontrer par application directe de ce

(*) Ce résultat a été démontré depuis, pour p = 0, par Kwapien.
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théoréme 4. En outre, Papplication est remarquablement rapide. Il y a
toutefois avantage & mettre en évidence E’ et F plutdt que E et F. Une
probabilité cylindrique vy sur E, p-cotypique, sera plutdt appelée une pro-
babilité (p , E')-cotypique ; uy est de Radon d’ordre p sur F. Si alors A
est une probabilité cylindrique sur o(F', F), p-typique, elle sera une pro-
babilité cylindrique (p , F)-typique ; et uX sera de Radon d’ordre p sur
E' (*-faible). En remplacant E' | F par U, V, et en faisant abstraction des
topologies fortes ou faibles : s’il existe vy, (p , U)-cotypique, uy de Radon
d’ordre p sur V, alors pour toute A, (p, V)-typique, 'u\ est de Radon
d’ordre p sur U.

Exemple 1 — Considérons I'espace de suites I°, 0 < s < 2. Soit (Z,),.n une
suite de variables aléatoires indépendantes, suivant la méme loi stable,

d’image de Fourier exp(— |7/°). Sic€L , Z ¢, Z, suit une loi analogue,
neN

d’image de Fourier exp(— | llcll, 7 |*). Donc p) ¢, Z, converge vers zéro
neN

en probabilité ou en moyenne d’ordre p quelconque fini pour s = 2, en
probabilité ou en moyenne d’ordre p quelconque <s pour s< 2, si et
seulement si ¢ converge vers zéro dans I°. Donc (Z,),.y définit une pro-
babilité cylindrique v, (p, I*)-cotypique [et aussi (p, I*)-typique !] pour
les valeurs de p indiquées. Soit o = (@), une suite de nombres réels, et

supposons que la série 2 la,Z,|? converge presque partout, avec Espé-
neN

rance (2 la, Z, I")p/q < + oo, Alors, si u est la multiplication par o, uy

sera de Radon d’ordre p sur /9. On en déduira (en prenant U = I*, V = [9)
que, pour toute suite (X,),.n de variables aléatoires (p, ! ?-typique,

2 lae, X, |* converge presque siirement, avec :
neN

Espérance ( 2 o, X, I* PP too,
neN

Ce sont ces résultats que nous avons appliqués pour trouver toutes les ap-
plications radonifiantes des /” dans les [ (avec p = 0). On voit la nécessité

de sortir des espaces de Banach (I° n’est pas localement convexe pour
s<1).

Nous donnerons d’autres exemples dans une publication ultérieure.
Les démonstrations et exemples seront publiés dans un article inséré dans

un volume du Journal de I’Université de Tokyo, en hommage au Professeur
Yosida.
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M. Stanislas Kwapien m’a récemment é&crit, et a démontré des relations
entre applications p-sommantes (au sens de Pietsch) et applications p-rado-
nifiantes ; il publiera ses résultats prochainement. Ses suggestions m’ont
aidé dans la formulation générale de certains résultats,

Exemple 2 —

Appelons (Z,),.n une suite de variables aléatoires indépendantes,
égales 2 £ 1 avec la probabilité 1/2 (jeu de pile ou face). On voit aisément

que 2, ¢, Z, converge vers z€ro en probabilité, ou en moyenne de tout
neN

ordre p fini, si, et seulement si, ¢ = (c,),.n converge vers zéro dans
1%("). Donc (Z,),.n définit une probabilité cylindrique v, (p, 1*)-cotypique
[et aussi (p, 1?)-typique]. Or, les | Z,, | sont bornées par 1. Donc le théoréme
de dualité donnera (avec E = /%, F = ¢°, u = identité) :

(P 2) L’injection canonique de a(I', c®) dans 1? est p-radonifiante
pour tout p = 0, fini ou non.

Cest la généralisation d’un théoréme de Kolmogorov-Khintchine-
Kwapien(?).

Exemple 3 —

Considérons la suite de variables aléatoires (w —> ™), , . En
appelant % L? P'espace des suites de.coefficients de Fourier de fonctions

de LP, 1<p<+oo, 2, c,e™* converge vers zéro dans L7 si, et seu-
nel

lement si, ¢ = (c,),.z converge vers zéro dans GLP ; donc, (Z,)pez définit
une probabilité cylindrique (p , FLP)-cotypique (et aussi typique). Or, les
|Z,| sont bornées par 1, donc cette probabilité est de Radon d’ordre p sur
o(I”,1"). Le théoréme de dualité donne :

(P 3) L’injection canonique de a(I', c®) dans FLP est p-radonifiante
pour 1 <p <+ oo,

(P 3) est moins bon que (P 2) pour p < 2, mais meilleur pour p = 2.

Donnons maintenant une application de (P 3). Si les Z,, sont des va-
riables aléatoires indépendantes, suivant la loi de Gauss normale, ou celle
de pile ou face (exemple 1), (Z,),.; définit une probabilité cylindrique

(!) Voir, par exemple, M. Loéve, Probability theory, Van Nostrand, Londres, 1963,
chap. V,

(®) Voir, par exemple, S. Kwapien, Comptes rendus, 267, série A, 1968, p. 698.
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p-typique sur 2 pour tout p fini ; donc, si ), la,? <o, (@,Z,),.z dé

neZl
finit une probabilité cylindrique p-typique sur I' pour tout p fini. Il en
est de méme si les Z, sont des variables aléatoires indépendantes suivant

la loi stable d’indice s, s <2, et si 2, |a,|* <+, et p <s. Donc

neZ

Papplication de (P 2) et (P 3) donne :
(P' 3) Si Z, est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant

la loi de Gauss normale, ou la loi de pile ou face, et si Z |oz,,|2 < 4 oo,
neZ

la suite (o,Z,),.; est dans 5 LP pour tout p fini > 1 ;si les Z, suivant la

loi stable d’indice s, et si 2, la, |* < + oo, la suite (x,Z,),.; €st presque
neZ
strement dans 1%,

C'est le théoréme de Paley-Zygmund ().

Exemple 4 —

Soit T un compact muni d’une probabilité de Radon v = 0. L’appli-
cation identique de L?(T, ), 1 < p < + oo, est une probabilité cylindrique
de p-cotype (et p-type) L?. Or, son image dans o(C', C) (espace des me-
sures de Radon sur T) est une probabilité de Radon d’ordre p sur ¢(C', C)
[Cest la mesure canonique de o(C',C) définie par v, c’est-d-dire I'image
de la mesure v sur T par 'application ¢ —> 8(,) de T dans (C', O)]. Le
théoré¢me de dualité donne alors :

(P 4) L’application identique de C(T) dans L?(T , v) est p-radonifiante,
pour 1 <p <+ oo,

On peut d’ailleurs le voir directement de fagon trés élémentaire.

Raisonnons en particulier sur la droite R ; elle n’est pas compacte,
mais nous prendrons pour v la mesure de Lebesgue, et remplacerons L
par LY . Pour tout espace de distributions W sur R, appelons W* I’espace
des distributions dont la dérivée d’ordre “fractionnaire” « € R est dans W.
Cet espace dépend en fait de la maniére de définir la dérivation fraction-
naire d’ordre a ; mais, si nous nous bornons i écrire qu’une distribution
sur R appartient & W* pour tout a < a,, c’est indépendant du procédé
choisi, pour tous les bons espaces W. Les (L?)* sont les espaces de Sobolev
H®. Alors, linjection C°—> (L2 )® est p-radonifiante, 1 <p < + o

(*) Voir J.P. Kahane, Some random series of functions, Heath mathematical monographs,
1968, propos. 10, p. 44, Un certain nombre de théorémes de ce livre relévent des mé-
thodes précédentes.
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Considérons alors I'injection canonique de (Lj,.)* dans (L% )%, pour

a— B> (1/a— 1/b)" (inégalités de Sobolev)('). Elle sera sarement p-
radonifiante si on peut la factoriser par des applications identiques

(L) —>C —> (L8 ,)? —> (L2,)°.
Dol :
(P' 4) L application identique de (L{.)* dans (L2 ) est sirement p-
radonifiante si

+

L1 1
a—ﬁ>;—+(;—;) , 1<p<+o, 1<a<+ow, 1<b<+oo.

Rien ne dit bien siir que cette condition suffisante soit nécessaire, car
les inégalités de Sobolev ne sont pas égalités. Néanmoins, assez curieu-
sement, le résultat précédent donne les résultats connus pas trop fins sur
les propriétés holdériennes des processus & accroissements indépendants.
En effet, en prenant a = 2, b = + o, on voit que I'injection canonique
de (Lfm)1 dans C est p-radonifiante, désque 0 < 1/2 — 1/p, 1 < p < + oo,
Or, si (F(#)),.r est la fonction de Wiener-Lévy du mouvement brownien,
elle définit une probabilité cylindrique “de Gauss” sur (L} )" (sa dérivée
définit la probabilité cylindrique de Gauss sur L?) ; la mesure de Gauss est

p-typique pour tout p fini (et aussi p-cotypique). Donc on peut affirmer :

(P" 4) La fonction aléatoire (F(t)),.g du mouvement brownien est
presque stirement dans C°, pour tout ¢ < 1/2, et définit une probabilité
de Radon de tout ordre p fini sur C° (%).

L’appartenance & C° pour o < (1/2) est équivalente & des relations
holdériennes de tout ordre < (1/2).

Par ailleurs, I'application identique de (Lfoc)l dans C, qui est p-rado-
nifiante pour tout p > 2, ne Pest plus pour p = 2, comme le montre le
contre-exemple du processus de Poisson(3).

Si maintenant (F(¢)),.,g est 4 accroissements aléatoires indépendants,
F(t") — F(¢) suivant la loi de fonction caractéristique
T—>exp(—|t' = tl-|171%,

F' définit une probabilité cylindrique (p, L*) typique, donc p-typique sur

(*) Voir L. Schwartz, Théorie des distributions, Hermann, Paris, 1966, chap. VI, § 6.

() Naturellement ces résultats sont bien connus (volr, par exemple, P. Lévy, Théorie de
l'addition des variables aléatoires, Gauthier-Villars, Paris, 1937, p. 168-172). M.
Dacunha-Castelle m’a indiqué que des résultats analogues pouvaient, par cette mé-
thode, étre obtenus pour le mouvement brownien 2 plusieurs paramétres de temps.

(®) Cela m’a été indiqué verbalement par M. Umemura (Kyoto).
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L* (et aussi cotypique), pour 1 <s <2, p <s. DoncF définit une proba-
bilité cylindrique p-typique sur (L)' ; donc

(P'"" 4) F est presque siirement dans (LY )° et définit une probabilité
de Radon d’ordre p sur (LY,.)°, 0 < (lfs), 1 <p <s().

L’appartenance 4 (L%, .)? pour o < (1/s) est équivalente 4 des relations
holdériennes, au sens de L}, de tout ordre < (1/s).

Exemple 5 —

Mais, les fonctions aléatoires F de ’exemple précédent étant aussi coty-
piques, on peut de nouveau d partir d’elles appliquer le théoréme de dualité,
On obtient ainsi un grand nombre de résultats. Donnons-en un, obtenu a
partir de la fonction du mouvement brownien :

(P5) Si M est 'espace des mesures de Radon sur R, lapplication
identique de M*® dans (Lfoc )" est p-radonifiante, pour oo — 8 > 1/2, pour
tout p 2 0, fini ou non.

Ces résultats, contrairement 3 ceux de (P’ 4), subsistent pour p = 0,
ce qui en augmente Pintérét.

Ces méthodes devraient permettre de chercher les conditions néces-
saires et suffisantes pour que (L{, )* —> (L’,’oc )® soit p-radonifiante, pro-

bléme dépendant de cing paramétres, a, b, p, o, §!

Pour divers résultats complémentaires,
voir Séminaire Schwartz, Ecole Polytechnique, 1969-70.

(1) Divers résultats ont été obtenus sur ces fonctions aléatoires F. Voir, par exemple,
P. Greenwood, The variation of a stable path is stable, preprint, University of British
Columbia, Canada. Ou R.M. Blumenthal et R.K. Getoor, Trans. Amer. Math. Soc.,
95, 1960, p. 263-273.
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