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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 268, p. 1612-1615 (30 juin 1969). Série A

CALCUL DES PROBABILITES. — Applications du théoréme de dualité sur
les applications p-radonifiantes. Note (*) de M. Laurext Scuwarrz,

présentée par M. Paul Lévy.

Cette Note donne des applications du théoréme de dualité (théor. 4) d’'une Note
antérieure (*). Nous en adopterons les notations. A la fin de cette Note antérieure
figurait déja un exemple, que nous appellerons ici exemple 1, et nous commencerons
donc par I'exemple 2.

Rappelons une terminologie : Une mesure cylindrique sur E, p-typique, sera aussi
dite (p, E")-typique, ou de p-type E’. De méme pour cotypique.

Ezemple 2. — Appelons (Z,),ex unc suite de variables aléatoires indé-
pendantes, égales 4 41 avee la probabilité 1/2 (jeu de pile ou face). On

voit aisément que Z ¢n L, converge vers zéro en probabilité, ou en moyenne
neN
de tout ordre p fini, si, et seulement si, ¢ = (ca),exy cOnverge vers zéro

dans I? (*). Donc (Z,),ex définit une probabilité cylindrique v, (p, [*)-coty-
pique [et aussi (p, I?)-typique]. Or, les | Z, | sont bornées par 1. Donc le
théoréme de dualité donnera (avec E = [I*, F = ¢°, u = identité) :

(P 2) L’injection canonique de o (', ¢°) dans I* est p-radonifiante pour
tout p > o, fini ou non.

Cest la généralisation d’un théoréme de Kolmogorov-Khintchine-
Kwapien (*).

Ezemple 3. — Considérons la suite de variables aléatoires (w > e™®), .
En appelant & L” Pespace des suites de coeflicients de Fourier de fonc-

tions de L?, 1<Zp é-}—oo,z c.e™" converge vers zéro dans L’ si, et
n€Z
seulement si, ¢ = (c,),ez converge vers zéro dans F L7; donc, (Z,).eg

définit une probabilité cylindrique (p, & LP)-cotypique (et aussi typique).
Or, les | Z, | sont bornées par 1, donc cette probabilité est de Radon
d’ordre p sur 5(I%, I'). Le théoréme de dualité donne :

(P 3) L’injection canonique de c(I', ¢°) dans F L? est p-radonifiante
pour 1< p < +-00.

(P 3) est moins bon que (P 2) pour p == 2, mais meilleur pour p>. 2.

Donnons maintenant une application de (P 3). Siles Z, sont des variables
aléatoires indépendantes, suivant la loi de Gauss normale, ou celle de pile
» ou face (exemple 1), (Z,),ez définit une probabilité cylindrique p-typique

sur [? pour tout p fim; done, si E |2, |* <00, (#.7.).eg définit une
n€Z

probabilité cylindrique p-typique sur I' pour tout p fini. Il en est de méme

si les Z, sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi stable



(2)
d’indice s, s <2, et si 2 | o)<+ o, et p<<s. Donc lapplication de
nezZ
(P 2) et (P 3) donne :

(P’ 3) Si Z, est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant

la loi de Gauss normale, ou la loi de pile ou face, et si 2 |2, > < 4 oo,
n€Z
la suite (%, Z,),ez est dans F LP pour tout p fini >x1; st les Z, suivant la lot

stable d’indice s, et si E |2, <400, la suite (%,Z,).cz est presque
nezZ
stirement dans [*.

C’est le théoréeme de Paley-Zygmund (*).

Exemple 4. — Soit T un compact muni d’une probabilité de Radon
v>» 0. L’application identique de L?(T, v), 1 = p = +o00, est une probabi-
lité cylindrique de p-cotype (et p-type) Lr. Or, son image dans o(C’, C)
(espace des mesures de Radon sur T) est une probabilité de Radon d’ordre
p sur a(C’; C) [c’est la mesure canonique de ¢(C’, C) définie par v, c’est-a-
dire I'image de la mesure v sur T par D’application t—08, de T dans
a(C’, C)]. Le théoréme de dualité donne alors :

(P 4) L’application identique de C(T) dans L? (T, v) est p-radonifiante,
pour 1< p < —+00.

On peut d’ailleurs le voir directement de facon trés élémentaire.

Raisonnons en particulier sur la droite R; elle n’est pas compacte, mais
nous prendrons pour v la mesure de Lebesgue, et remplacerons L? par

e Pour tout espace de distributions W sur R, appelons W* I’espace des
distributions dont la dérivée d’ordre « fractionnaire » « €R est dans W.
Cet espace dépend en fait de la maniére de définir la dérivation fraction-
naire d’ordre «; mais, si nous nous bornons a écrire qu’une distribution
sur R appartient a W® pour tout « < «,, c’est indépendant du procédé
choisi, pour tous les bons espaces W. Les (L*)* sont les espaces de
Sobolev H*. Alors, I'injection C¢ — (L{,.)? est p-radonifiante, 1 < p < +00.

Considérons alors I'injection canonique de (Lf,)* dans (L..)?, pour
a — B> (1/a —1/b)* (inégalités de Sobolev) (*). Elle sera srement p-rado-
nifiante si on peut la factoriser par des applications identiques

(Lfoe)*— CP— (Lfoe )P~ (Lfoc ).
D’ou :
(P’ 4) L’application identique de (L;)* dans (L..)? est strement
p-radonifiante si

1 1\*
a_5>é+<___>, 1IZpZ+w, 1ZaL+w0, 1LbL+oo.

p b 7

Rien ne dit bien str que cette condition suffisante soit nécessaire, car
les inégalités de Sobolev ne sont pas égalités. Néanmoins, assez curieu-
sement, le résultat précédent donne les résultats connus pas trop fins sur



(3)
les propriétés héldériennes des processus a accroissements indépendants.
En effet, en prenant a = 2, b = 400, on voit que I'injection canonique
de (Ly,.)" dans C” est p-radonifiante, dés que ¢ < 1/2 —1/p, 1= p < +-00.
Or, si (F(?)),er est la fonction de Wiener-Lévy du mouvement brownien,
elle définit une probabilité cylindrique « de Gauss » sur (L;,)" (sa dérivée
définit la probabilité cylindrique de Gauss sur L?); la mesure de Gauss est
p-typique pour tout p fini (et aussi p-cotypique). Donc on peut affirmer :

(P"4) La fonction aléatoire (F(t)),eg du mouvement brownien est presque
strement dans C°, pour tout ¢ <<1/2, et définit une probabilité de Radon de
tout ordre p fini sur C” (°).

L’appartenance a C” pour ¢ <<(1/2) est équivalente & des relations
holdériennes de tout ordre << (1/2).

Par ailleurs, ’application identique de (L;,)! dans C, qui est p-radoni-
fiante pour tout p > 2, ne 'est plus pour p = 2, comme le montre le
contre-exemple du processus de Poisson (7).

Si maintenant (F(t)),cg est a accroissements aléatoires indépendants,
F(t') — F(t) suivant la loi de fonction caractéristique

Te-exp(— |t —t¢t].]7]),

F’ définit une probabilité cylindrique (p, L*) typique, donc p-typique
sur L” (et aussi cotypique), pour 1<s <2, p<<s. Donc F définit une
probabilité cylindrique p-typique sur (Lj.)!; donc

(P" 4) F est presque sirement dans (L{,)° et définit une probabilité
de Radon d’ordre p sur (L), a<(1fs), 1=p<s (%).

L’appartenance a (L{,.)° pour ¢ < (1/s) est équivalente & des relations
héldériennes, au sens de L., de tout ordre << (1/s).

Ezemple 5. — Mais, les fonctions aléatoires F de 'exemple précédent
étant aussl cotypiques, on peut de nouveau a partir d’elles appliquer le
théoréme de dualité. On obtient ainsi un grand nombre de résultats.

Donnons-en un, obtenu a partir de la fonction du mouvement brownien:

(P5) Si M est Uespace des mesures de Radon sur R, Uapplication iden-
tigue de M* dans (L) est p-radonifiante, pour o — (3 >1/2, pour tout
p > o, fini ou non.

Ces résultats, contrairement a ceux de (P’ 4), subsistent pour p = o,
ce qui en augmente I'intérét.

Ces méthodes devraient permetire de chercher les conditions néces-
saires et suffisantes pour que (Lf,)*— (Ly,.)? soit p-radonifiante, probléme
dépendant de cinq parameétres, a, b, p, «, 3!

(*) Séance du 16 juin 1969.

(1) L. ScuwarTz, Comples rendus, 268, série A, 1969, p. 1410.

(?) Voir, par exemple, M. Lo&ve, Probability theory, Van Nostrand, Londres, 1963,
chap. V.
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(®) Voir, par exemple, S. KwapieN, Comples rendus, 267, série A, 1968, p. 698.

(*) Voir J. P. KAHANE, Some random series of functions, Heath mathematical mono-
graphs, 1968, propos. 10, p. 44. Un certain nombre de théorémes de ce livre releévent des
méthodes précédentes.

(?) Voir L. ScuwaRrTz, Théorie des distributions, Hermann, Paris, 1966, chap. VI, §6.

(*) Naturellement ces résultats sont bien connus (voir, par exemple, P. LEvy, Théorie
de Uaddition des variables aléatoires, Gauthier-Villars, Paris, 1937, p. 168-172). M. Dacunha-
Castelle m’a indiqué que des résultats analogues pouvaient, par cette méthode, étre obtenus
pour le mouvement brownien a plusieurs paramétres de temps.

(') Cela m’a été indiqué verbalement par M. Umemura (Kyoto).

(®) Divers résultats ont été obtenus sur ces fonctions aléatoires F. Voir, par exemple,
P. GREENWOOD, The variation of a stable path is stable, preprint, University of British
Columbia, Canada. Ou R. M. BLuMENTHAL et R. K. GEToOR, Trans. Amer. Math. Soc.,
95, 1960, p. 263-273.
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