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Mesures cylindriques et applications radonifiantes
dans les espaces de suites

Par Laurent SCHWARTZ

Résumé.

Soit X = (Xn)n&N une suite de variables aléatoires réelles. On dira qu'elle
'est de type Â\ 0 < s ^ + o o , si, pour toute suite c = (cn)neN de nombres réels
appartenant à ls, pour s fini, à c°, pour s infini, la série S cnXn converge en

1 1 . , . /
 n N

probabilité.
Soit a = (an)n(EN une suite de nombres réels. On dira qu'elle est de type

(Âs, Âq) ou (Âs, lq), si, pour toute suite X de variables aléatoires de type Âs, la
suite aX = (anXn)nŒN est presque sûrement dans Âq ou lq. Pour toutes les
valeurs de s et q, le théorème (3.9) donne la condition nécessaire et suffisante
pour qu'il en soit ainsi. Cela permet d'obtenir la condition nécessaire et suf-
fisante pour que a soit radonifiante d'un lp dans un lq, théorème (3.10). La
clef de la démonstration est le théorème (2.2), qui règle les cas s<^2, q^2;
les autres cas se règlent par les inégalités de Hölder sur les espaces lr (pro-
positions (3.4) à (3.8) inclusivement). Le théorème (2.2) n'est qu'un cas parti-
culier d'un théorème général de dualité, le théorème (0.1). Le théorème de
dualité (0.1) est lui-même un cas particulier d'un théorème de dualité très
général, qui sera donné prochainement dans un article en hommage au Pro-
fesseur Yosida (Journal of Faculty of Science, University of Tokyo, Section 1).
Ces différents résultats ont été annoncés dans des Notes aux Comptes Rendus
de l'Académie des Sciences de Paris. Voir Laurent Schwartz [7].

§ 0. Le théorème général de dualité.

Le théorème suivant, que j'appellerai principe de dualité, nous donnera
tous les théorèmes connus jusqu'à présent pour les applications radonifiantes
dans les espaces de suites.

Soit E un espace vectoriel topologique sur R ou C, non nécessairement
localement convexe, mais séparé par son dual; celui-ci, E', sera muni de la
topologie *-faible a(E', E). On suppose en outre donnée une injection continue
auto-transposée de E dans E'. On supposera aussi que le produit scalaire de
dualité, (e, ef)^>(e, e'} est universellement mesurable de ExE' dans R ou C.
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Cela sera toujours vrai dans les applications, car ce produit scalaire est séparé-
ment continu, et une application séparément continue sur un produit de deux
espaces sousliniens est universellement mesurable (voir Schwartz [6], lere-
partie, Chap. II). Soit F un espace vectoriel topologique séparé par son dual,
EdFciE', avec des injections continues. Soit (Q, p) un espace muni d'une
probabilité^, L\Q, //) l'espace des variables aléatoires réelles ou complexes
(c. à d. des //-classes d'applications //-mesurables de Q dans R ou C), muni de
la topologie de la convergence en probabilité. Soit X une variable aléatoire
sur (42, //), à valeurs dans E'y c. à d. une //-classe d'applications //-mesurables50

de Q dans E' (en fait, nous supposerons que X est une application //-mesur-
able de Q dans E', ce qui est sans inconvénient). Si <p e E, (X,<p} est la
variable aléatoire réelle co -> < X(w), (p >. On dira que X est de type F, si,
lorsque <p Œ E converge vers 0 dans E pour la topologie induite par F, <X <p}
converge vers 0 en probabilité; et de cotype F, si, lorsque (X,<p} converge
vers 0 en probabilité, <p converge vers 0 dans E pour la topologie induite par
F. On dira que le système {E, E', F) a la propriété d'approximation, s'il existe
une suite d'applications linéaires continues pn de E' dans o(E, E'), convergeant
simplement vers l'application identique sur E pour n infini (de sorte que les
transposées, qui envoient aussi continuement Ef dans o(E, Ef), convergent
simplement vers l'identité sur E' pour n infini), laissant F stable et équicon-
tinues de F dans F. Dans les paragraphes qui suivront, E' sera l'espace des
suites de nombres réels, RN, muni de la topologie produit ; E sera l'espace des
"suites finies", A, c. à d. l'espace des suites n'ayant qu'un nombre fini de
termes non nuls, muni de la topologie limite inductive habituelle. F sera
généralement l'un des espaces de suites lp, 0<£<;+oo, localement convexe
(Banach) pour p ̂ > 1, mais toujours séparé par son dual (qui est Z°° pour p <; 1).
L'application pn sera la " troncature " qui, à toute suite c = (cn)n(EN, fait cor-
respondre la suite n-tronquée (c0, clt •••, cn, 0, 0, •••). Comme les boules des lp

sont stables par troncature, les pn sont bien équicontinues sur les R Dans
d'autres applications que nous étudierons ultérieurement, E sera l'espace ^{R^
des fonctions C°° à support compact sur RN, E' sera l'espace des distributions
(muni de la topologie *-faible G(3)', £))). Soit (an)nGiV une suite de fonctions de
â), telle que les 1—an convergent vers 0 uniformément sur tout compact pour
n infini, ainsi que chacune de leurs dérivées, tout en restant bornées sur RN,
ainsi que chacune de leurs dérivées; soit Q3ra)nGiV une suite de fonctions de
â), ^ 0 , d'intégrale égale à 1, de support convergeant uniformément vers l'ori-
gine pour n infini; alors les applications T^an(^n * T) = pn(T) sont des appro-

1) Nous supposerons Q topologique et ^ de Radon, mais, moyennant des modifica-
tions de détail, on peut prendre des mesures abstraites. Voir Schwartz [6].

2) II s'agit de mesurabilité-Lusin ; mais, ici encore, c'est sans importance.
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ximations, et, pour tous les bons espaces F de fonctions ou distributions, les
pn laissent stable F et sont équicontinues de F dans F.

LEMME (0.0). Soient Ei9 E'tt F» comme précédemment, z = l, 2. On suppose
que Fx admet un voisinage de 0, Vlf qui est fermé dans E[, et que (E2, E2, F2) a
la propriété d'approximation, avec une suite d'applications pn. Soit Xx : (Qv pu
-+E[ une variable aléatoire à valeurs dans E[ ayant la propriété suivante:

Pour (p^Ev nAvi^Qi', \<X1(a)l),<Pl
s)\>Rl}^dl

(O-D
implique

Soit X2 : (Q2, fJL2)-^E2 une variable aléatoire à valeurs dans E2t ayant la propriété
suivante :

I II existe un voisinage de 0, W2, dans F2, tel que,

pour <p2 <E E2, cp2 Œ W2 implique

fx2{a)2ŒU2; \<X2(co2),(p2y\>R2}^d2.

Soit a une application linéaire continue de E[ dans E2, appliquant aussi con-
tinuement Ex dans E2.

Si alors aXx est concentrée à rj2 près sur W2, ou \J pnW2dW2,
 laX2 est

r>

concentrée à rjl près sur —rr-V» pourvu que Vd2
Jr7]2^d1, iç1 = ^/d2-\-rj2.

DÉMONSTRATION. Considérons <p2 = pnoeX^œ^) e E2. Par hypothèse, il existe
QldQ1, /^-mesurable, (JL^Q^^I—rj2y tel que, pour O)1ŒQ1, OCX^W^Œ W2, donc
pnaX^cOi) Œ W2. Il résulte alors de (0.2) que, pour w1 e Qx :

(0.3) fi2{co2 Œ Q2 ; \{X2(co2), pnaXyfajyi >R2}^ô2.

Considérons alors l'ensemble A des (cov co2) ^QlxQ2 tels que

Puisque le produit scalaire sur E2xE2 est supposé universellement mesurable,
A est (/^(gj/^ymesurable. Or, pour o)1 <=Qlf avec /a^Q^^l—rj2, l'ensemble des
o)2 G Q2 tels que (colf œ2) e A est de /*2-mesure â ^2 ; donc, par Fubini, (/^(g) fjt2)(A)
^^2+2?2- Donc, encore par Fubini, il existe (Q2)nclQ2, ft2(iu2)n)^l—Vô2+7]2,
tel que, pour co2 Œ (Q2)n :

(0.5) fti{ct>i s ^ i ; 1(^2(^2)» pnotXjfjco^yi > R2} ^ Vd2-\-Y]2 < ôx.

Mais (X2(a>2), pnaX1(ù)1)y = (latpnX2(co2), X^w^y. Il résulte alors de (0.1) que,

pour œ2 e (52)„, on a *a>BX8(o)2) G - ^ - Vv Mais les (i52)n sont tous ^-mesur-

ables, de j«2-mesure ^1—Vö2-\-7j2~; donc l'ensemble Q2 des co2 qui appartiennent

à (Q2)n pour une infinité de valeurs de n, a lui aussi une /vmesure è 1—VÔ2 + TJ2

^l-7]v Comme Fx est fermé, et que ^>nZ2(û>2) converge vers taX2(œt) pour
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n infini, on voit que, pour <y2 e £2, avec fj2(Q2)^l—7]lt on a W 2 ( Û ) ^

*aX2 est bien concentrée à 7jx près sur ~ D 2 - ^ I - cqfd.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème général de dualité :
THÉORÈME (0.1). Soient Ei9 E't, Fit comme au début, f = 1 , 2 . On suppose

que Fx admet un voisinage de 0, Vlf qui est fermé dans E[, que (E2, E'2, F2)
a la propriété d'approximation, et que F2 admet un système fondamental de
voisinage de 0, fermés dans F2 pour la topologie induite par E2. Soient Xt

une variable aléatoire à valeurs dans E[, de cotype Flf et X2 une variable aléa-
toire à valeurs dans E'2f de type F2. Soit a une application linéaire continue de
E[ dans E2, appliquant aussi continuement Ex dans E2. Si alors aXx est presque
sûrement dans F2,

 laX2 est presque sûrement dans Fx.
DÉMONSTRATION. Soit s > 0. Puisque Xx est de cotype Fv on peut trouver

i?j et ôx tels que Ton ait (0.1). Puisque X2 est de type F2, alors, quels que
soit ô2, il existe un voisinage V2 de 0 dans F2 tel que

(0.6) <p2^E2n V2 implique fi2{œ2 Œ Q2 ; | < X2(a)2), <p2}\ > 1}^<52.

Nous choisirons ô2 <̂  —^-d\ et <; -n-s2. Puisque les pn sont équicontinues sur

F2, il existe un autre voisinage de 0, V2, tel que \J pnV2C.V2', on peut le
n

supposer fermé dans F2 pour la topologie induite par E2. Alors la réunion
des multiples entiers de V2 est F2, et aXx est presque sûrement dans F2;
donc, pour tout rj2 > 0, il existe un R2 > 0 tel que aXx soit concentrée à rj2

près sur W2 = R2V
f
2. Nous prendrons 7)z<L^-8\ et ^ \ ^ - Si W2 = R2V2, on

a exactement (0.2). D'après le choix même de W2f aXx est concentrée à r]2

près sur W2- Donc laX2 sera concentrée à rj1 près sur ~^-Vv car Vd2+7]2
K-i

^Ô1\ et 7]1 = \/d2
Jrr)2 g e. Donc laX2 est concentrée à e près sur Flf e arbit-

raire, donc laX2 est presque sûrement dans Fv cqfd.
Voici pourquoi ce théorème a des conséquences importantes. Si Xx est

une variable aléatoire particulière à valeurs dans E[, de cotype Fx et si aXt

est presque sûrement dans F2f alors, quelle que soit la variable aléatoire X2 sur
E2, de type F2,

 laX2 est presque sûrement dans Fv On aura donc un théorème
disant que La est radonifiante de F2 dans Fv Nous verrons un tel énoncé plus
loin. Nous allons seulement maintenant appliquer ce théorème aux espaces
de suites, et, dans un article ultérieur, nous donnerons des applications aux
espaces de fonctions et distributions (par exemple on peut montrer, par cette
méthode, la continuité presque sûre de la fonction aléatoire du mouvement
brownien).
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§ 1. Espaces de suites.

L'espace JR* des suites (cn)nG2V de nombres réels sera muni de la topologie
produit ; A sera le sous-espace des " suites finies ", c. à d. dont tous les termes
sont nuls sauf un nombre fini, et il sera muni de la topologie limite inductive.
Un espace de suites S sera un sous-espace vectoriel de RN ; il sera dit normal
s'il est en outre muni d'une topologie d'espace vectoriel (non nécessairement
localement convexe), si AdSdRN

y les injections étant continues, et si A est
dense dans S; il sera dit normal par troncatures si toute suite c = (cn)nGN de
S est limite dans S de ses tronquées, cCp) = (c0, cv •••, cp, 0, 0, •••). Si S est
normal, son dual S' peut être identifié lui aussi à un espace de suites, normal
pour la topologie *-faible o(S', S), et normal par troncature si S l'est. Soit G
un espace vectoriel topologique (non nécessairement localement convexe) com-
plet. On peut identifier les suites X = (Zn)nGiV d'éléments de G aux applications
linéaires continues de A dans G, X définissant l'application linéaire (cn)nejyr

«-> 2 cnXn. La suite X est dite de type s, S étant un espace de suites réelles,

si l'application précédente est continue de A dans G, quand on munit A de la
topologie induite par S ; cela équivaut à dire, si S est normal, qu'elle se pro-
longe en une application linéaire continue de S dans G, et l'espace des suites
d'éléments de G, de type S, est exactement l'espace X(S, G) des applications
linéaires continues de S dans G3).

Si S est normal par troncatures et 1 = (Xn)n&N de type S, la série 2 cnXn

est convergente dans G, pour toute suite c e «S, et sa somme est l'image de
CŒS par ZGX(S, G). Inversement, si l'espace normal de suites S est de
Baire (ou s'il est localement convexe et tonnelé, et si G est localement con-
vexe), et si, pour toute suite c = (cn)n<EAr de S, la série 2 cnXn converge dans

ntziV

G, X est de type S; en effet l'application (cn)nŒN^ S cnXn qu'elle définit de
S dans G est limite, pour p infini, des applications linéaires continues (cn)nejv

-» S cnXn, donc continue par Baire (ou Banach-Steinhaus)4) ; dans ce cas encore,
S cnXn est l'image de c e S par I G X(S, G). En prenant G = R, on voit que,

neJV

si S est normal par troncature, alors, pour cScS, et c' <= S' la série 2 cnc
r
n

converge et représente le produit scalaire de dualité < c, c' > ; inversement, si
S est de Baire, ou s'il est localement convexe et tonnelé, et si, pour toute
suite cGcS, la série S cnc'n converge, alors c' est un élément de S', et 2 cnc'n

3) Si S n'est pas normal, et si X est de type S, elle ne définit plus une applica-
tion linéaire continue de S dans G. Mais, si A& est l'adhérence de A dans S, X est
de type Â<s, Â<$ est normal, et X est une application linéaire continue de A$ dans G.

4) Voir Bourbaki [1], Chap. III, §3.
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est le produit scalaire <c, c'}, pour toute suite c<=S. Dans la suite, S sera
souvent Pespace l* des suites de puissance s-ième sommable, 0 < s < +00, avec
sa topologie habituelle (non localement convexe si s < 1) ; ou l'espace c° des
suites convergeant vers 0 ; ou /°°, qui n'est pas normal. Dans tous les cas, on
pourra prendre l'espace Â\ adhérence de A dans ls, 0 < s ^ + o o . L'espace A*
est de Baire, et normal par troncature. On pourra aussi prendre pour S
l'espace /°°, muni de la topologie o(l°°, l1), qui est encore normal par troncature.

Le dual de Âs est /•', — + - ^ - = 1, pour l ^ s , et Z~ pour s < l .s s

Suites de variables aléatoires.

D'autre part (Q, fx) sera un espace de probabilités, c. à d. un espace O
muni d'une mesure / / ^ 0 de masse 1 (mesure abstraite ou de Radon, peu im-
porte). Une variable aléatoire réelle est alors une //-classe de fonctions fx-
mesurables sur Q à valeurs dans R ; l'espace G = L\Q, fi) de ces variables
aléatoires sera muni de la topologie de la convergence en mesure ou en pro-
babilité, où un système fondamental de voisinages de 0 est donné par les

(1.1) V(e, fl)= {ƒ e L°(û, fjt);fjt{o)ŒU; |/(o>)| > R} Se} .

C'est généralement cet espace L°(Q, fi) qui sera l'espace G introduit précédem-
ment ; une suite X = (Xn)n(EN de variables aléatoires sur (Q, fi) sera donc dite
de type S, S espace de suites réelles, si elle est continue de A dans L\Q, fi)
lorsqu'on munit A de la topologie induite par S. L°(ö, fx) est métrisable et
complet. Il n'est pas localement convexe.

Soit maintenant £T un espace de suites réelles arbitraire (sous espace de
RN, sans topologie). Une suite X = (Xn)n^N de variables aléatoires sur (42, fi)
sera dite p. s. dans £T(p. s. = //-presque sûrement), si, pour //-presque tout œ^Q,
la suite réelle (Xn(co))nŒN est un élément de 2*. La relation entre suites de
variables aléatoires de type S et suites p. s. dans £T est la suivante :

PROPOSITION (1.1). Soit S un espace de suites normal, et soit X = (Xn)n€iN

une suite de variables aléatoires sur (Q, fx).
1) Si S est métrisable, ou s'il est normal par troncatures et de Baire, et si

X est p. s. dans S', alors X est de type S.
2) Si S est localement convexe et nucléaire, et si X est de type S, est elle

p. s. dans S'.
DÉMONSTRATION. 1) Supposons d'abord S métrisable. Pour montrer que

X est de type S, nous devons montrer que l'application qu'elle définit de A
dans L\Q, fx) est continue, quand on munit A de la topologie induite par <S.
Mais, S étant métrisable, il suffit de montrer qu'elle est séquentiellement con-
tinue. Soit donc (c(p))p€EiV une suite d'éléments cCp) de A, convergeant vers 0
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dans S. Si X est p. s. dans S', la somme S c^Xn converge vers 0 pour p
nk=N

infini, //-presque sûrement, donc a fortiori en probabilité, ce qui démontre le
résultat.

Supposons maintenant S normal par troncature et de Baire. Soit X=(Xn)nçzN

p. s. dans S'. Soit c = (cn)neiV. La suite des tronquées, Ó& = (c0, cv— , cp, 0, 0, •••)
converge, pour p infini, vers c dans S ; pour //-presque tout co, la suite {Xn((o))nGN

est dans £', donc la série S cnXn(o)) converge ; la série S cnZn, convergente
n(=iN n<EN

//-presque sûrement, est a fortiori convergente en probabilité. Ceci étant vrai
pour toute c e S, S étant de Baire, cela prouve que X est de type S.

Dans ce cas 1), les hypothèses faites sur *S sont des hypothèses de régu-
larité raisonnables, vraies pour les espaces de suites usuels. On peut donc
dire que, dans les cas usuels, une suite X = (Xn)nGN de variables aléatoires p. s.
dans S' est de type «S. Mais la réciproque n'est pas vraie; la condition "X
est p. s. dans S' " est beaucoup plus forte que la condition " X est de type
S ". C'est toute la différence qui existe entre la convergence en probabilité
et la convergence presque sûre.

Le 2) de la proposition est une des formes du théorème classique de
Minios; nous ne la démontrerons pas ici. Toutes ces formes équivalentes du
théorème de Minios seront étudiées dans L. Schwartz [6], 2e partie, Chap. 4,
§ 3. Si par exemple nous prenons pour S l'espace des suites à décroissance
rapide, S' est l'espace des suites à croissance lente. L'espace S est métrisable,
et aussi normal par troncature, et de Baire, et nucléaire. Il est donc équivalent
de dire que la suite X = (Xn)nŒN de variables aléatoires est de type *S, ou que,
pour toute suite c à décroissance rapide, la série S cnXn converge en pro-

neJV

babilité, ou que, pour //-presque tout co e Q, la suite {Xn{o)))nEiN est à croissance
lente, ou que, pour toute suite c à décroissance rapide, la série S cnXn est

ne.N

p. s. convergente.
Soient maintenant £ un espace de suites normal, £T un espace de suites

arbitraire, et a = (an)nŒN une suite de nombres réels. Alors a définit par
multiplication (cn)nGN^(ancn)nGN une application linéaire continue de A dans
A, et de RN dans RN. Nous dirons que a est de type (S, 3), si, pour toute
suite X = (Xn)nGN de variables aléatoires, de type S, la suite aX = (anXn)neN

est p. s. dans ST. Par exemple, si S est nucléaire, l'identité (an = l pour tout
n) est de type (S, S') d'après Minios. L'étude des a qui sont de type (S, 3%
pour les différents espaces de suites S, £T, S normal, est donc en fait l'étude
d'une généralisation du théorème de Minios. Nous réglerons complètement le
cas des S = A\ £T = lq ou Âq, s et q > 0, finis ou non.

Supposons que a soit de type (S, £T). Soient Sv 3 \ , d'autres espaces an-
alogues. Soit j8 une suite, telle que la multiplication par fi opère linéairement
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et continuement de S dans Slt et y une suite qui opère par multiplication de
£T dans 2V Alors la suite produit a f r = (aBj8B7-B)B6* est de type (<Slf &J; en
effet, si Z est une suite de variable aléatoires de type Sv c. à d. un élément
de X(SV L\Q, /£)), alors $X est un élément de X(S, L\Q, fi)) par composition,
autrement dit fiX est de type S ; alors a[SX est p. s. dans 3", donc afiyX p. s.
dans 2V

Probabilités cylindriques et probabilités de Radon, applications radoni-
fiantes.

Soit G un espace vectoriel topologique, non nécessairement localement con-
vexe mais séparé par les éléments de son dual. Pour tout sous-espace vectoriel
fermé H de G, de codimension finie, nous noterons par TÜG/H l'application can-
onique de G dans le quotient G/H (de dimension finie) ; si H1C H2, nous noterons
par nG/H2,G/Hi l'application canonique de G/H1 sur G/H2. Une probabilité cylin-
drique X sur G5) est la donnée de probabilités de Radon XG/H sur tous les quo-
tients G/if, cohérentes au sens suivant : si H1C H2, XG/Jl2 = 7cG/H2tG/HlAG/Hl. Une
probabilité de Radon sur G est une probabilité cylindrique (en prenant pour
XG/H l'image nG,HX)\ mais la réciproque n'est pas vraie. Le théorème de Pro-
khorov6) donne la condition nécessaire et suffisante pour qu'une probabilité
cylindrique X sur G soit de Radon : il faut et il suffit que, pour tout s > 0, il
existe un compact K de G tel que, pour tout sous-espace vectoriel fermé de
codimension finie H, la mesure de nG/H(K) pour XG/H soit ^ 1—e. Introduisons
la notion suivante. Soit A une partie de G. Une probabilité cylindrique X
sur G est dite cylindriquement concentrée à e près sur A7\ si, pour tout H,
la mesure de 7cGfH(A) pour XG/H est ^ 1 — s ; on dira que X est scalairement
concentrée à e près sur A si ceci est seulement vrai lorsque H est un hyper-
plan (G/H de dimension 1). Si © est un ensemble de parties bornées de G,
stable par les homothéties, les réunions finies et les inclusions, on dira que la
probabilité cylindrique X est cylindriquement (ou scalairement) ©-concentrée,
si, pour tout e > 0, il existe i G @ telle que X soit cylindriquement (ou scalaire-
ment) concentrée à s près sur A. Le théorème de Prokhorov dit exactement
que X est de Radon si et seulement si elle est cylindriquement concentrée sur
l'ensemble des parties relativement compactes. C'est la concentration scalaire
qui est la propriété simple, de vérification facile, et la concentration cylindri-
que qui intervient dans Prokhorov, d'où les difficultés du problème. Si l'en-
semble S n'est pas indiqué, il est sous-entendu que c'est l'ensemble de toutes

5) Voir Schwartz [6], 2e partie, Chap. II, §1.
6) Schwartz [6], lere partie, Théorème (I, 20).
7) Schwartz [6], 2e partie, Chap. II, §3.
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les parties bornées. Une forme du théorème de Minlos dit que, si G est le
dual F' d'un espace vectoriel topologique F nucléaire, muni de la topologie
^-faible o{Ff, F), et si S est l'ensemble des parties équicontinues de F', une
probabilité cylindrique sur F', scalairement ©-concentrée, est de Radon. Notons
que les probabilités cylindriques sur G ne dépendent que de sa topologie
affaiblie a(G, G') ; et qu'elles sont les mêmes que les probabilités cylindriques
sur le complété faible de G, ou sur tout espace compris entre G et ce complété
faible et muni de la topologie définie par G'. Si u est une application linéaire
faiblement continue de G dans un autre espace vectoriel analogue Gv et si X
«est une probabilité cylindrique sur G, elle a une image u(X); u est dite <5-
radonifiante8), si, pour toute probabilité cylindrique X sur G, scalairement con-
centrée sur l'ensemble de parties <5, u(X) est de Radon sur Gv Par exemple,
si G = o(F', F), F nucléaire, et si (5 est l'ensemble des parties équicontinues
de F'y l'application identique de F' est ©-radonifiante.

Il est alors possible de traduire les propriétés des suites de variables
aléatoires en termes de probabilités cylindriques et d'applications radonifiantes.
Soit X = (Xn)nŒN une suite de variables aléatoires sur (Q, pi)', X définit une
/^-classe d'applications ^-mesurables de Q dans RN, d'où une mesure image
X(pî) = X sur RN, qui est nécessairement de Radon parce que RN est polonais.
Deux suites X, X', de variables aléatoires, X sur (42, pt), X' sur {Q1', pi'), Sont
dites isonomes, si les mesures images X et X' sur RN coïncident. Si donc l'on
considère les suites de variables aléatoires à une isonomie près, c. à d. les
classes d'isonomie de suites de variables aléatoires, on peut toujours supposer
que Q est RN, qne pt est une probabilité de Radon sur RN, et que Xn est la
projection canonique nn de RN sur son n-ième facteur R. Mais il est plus
conforme aux données de la pratique de supposer (Q, pi, Xn) arbitraires, et de
raisonner sur les classe d'isonomie de suites de variables aléatoires. Par ail-
leurs toute probabilité cylindrique sur RN est une probabilité de Radon, autre-
ment dit la condition de Prokhorov est toujours réalisée, parce que RN est
une limite projective dénombrable d'espaces de dimensions finies. Il existe
donc une correspondance bijective entre les probabilités cylindriques ou de
Radon sur RN, et les classes d'isonomie de suites de variables aléatoires. On
démontre alors ce qui suit (voir Schwartz [63, 2e partie, Chap. 5, § 2, Théo-
rème 2).

PROPOSITION (1.2). Soit X —(Xn)nGiV- une suite de variables aléatoires, X la
mesure de Radon correspondante X(pt) sur RN. Soit S un espace de suites
localement convexe normal. Soit S. un espace de suites arbitraire. Alors:

1) X est l'image, par lfinjection canonique S/-^RN
) d'une probabilité cylin-

drique sur o(S', S), scalairement concentrée sur l'ensemble <5 des parties équi-

8) Schwartz [6], 2e partie, Chap. II, §4, définition 2.
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continues de S', si et seulement si la suite X est de type S.
2) X est portee par 2", si et seulement si la suite X est p. s. dans £T.
COROLLAIRE (1.3). Soit a = (an)nGN une suite réelle. La suite a est de type

(S, £T) (c. à d. transforme toute suite X de type S en une suite p. s. dans 3), si
et seulement si la multiplication u par a envoie S' dans 2" (auquel cas elle est
forcement continue de o(S', S) dans <r(£T, A)), et si elle est radonifiante de a(S', S),
pour l'ensemble <5 des parties equicontinues de S', dans £T muni de la topologie
induite par RN. (Ceci signifie encore que, pour toute probabilité cylindrique X
sur a(S\ S), scalairement ^-concentrée, l'image u(X) dans RN est portée par Et).

Cette dernière formulation, entre parenthèses, ne suppose aucune topologie
choisie sur 2* ; mais elle n'est pas intrinsèque, car celle suppose £T donné comme
plongé dans RN.

REMARQUE. Si S n'est pas localement convexe, la proposition et son corol-
laire ne subsistent pas. Au lieu de dire que X est scalairement concentrée
sur l'ensemble des parties equicontinues de S', on devra continuer à dire qu'elle
est de type S.

Supposons u ©-radonifiante de a(S', S) dans £T muni de la topologie induite
par RN. Alors elle est aussi radonifiante de HJ dans £T dans les cas suivants :

a) 1J est un espace de suites normal, de même dual S que a(S', S). Car
alors il a les mêmes probabilités cylindriques. Mais <S devra toujours être
l'ensemble des parties equicontinues de S' si S est localement convexe ; sinon,
on ne pourra pas utiliser d'ensemble <5 de parties, et on devra parler de pro-
babilités cylindriques sur a(S', S) de type S. Par exemple, S sera dans la
suite l'espace Â\ 0 < s ^ + o o . Pour l < s < + o o , s' sera l'espace lv, p = s',
exposant conjugué de s; il devra être muni de la topologie affaiblie, donc
aussi, si l'on veut, de la topologie de la norme. Pour s = +oo, Â* = c°; S' sera
l'espace l1 muni de la topologie o(J}, c°) ; nous verrons comment obtenir aussi
des résultats pour la topologie o(ll, l°°) (bien qu'elle ne donne pas le même dual
c°, mais /°°), donc aussi pour la topologie de la norme sur l1 ; mais cela ne
résulte pas de la présente remarque. <5 sera là toujours l'ensemble des boules.
Pour s = 1, S' sera l'espace a(l°°, l1) ; on ne pourra pas le remplacer par l°° avec
la topologie de la norme, car elle n'a pas le même dual; mais on pourra
prendre a(c°, Z1), dense dans a(l°°, Z1), pourvu que S reste l'ensemble des boules
de l°° ; mais on pourra aussi prendre pour © l'ensemble des boules de c°, et c°
lui-même avec la topologie de la norme (pour le voir, nous devons montrer
que toute probabilité cylindrique sur a(l°°, Z1), scalairement concentrée sur l'en-
semble des boules de Z°°, l'est aussi sur l'ensemble des boules de c°. Cela
résulte trivialement de ce que l'image, par toute forme linéaire continue sur
tf(Z°°, Z1), de la boule unité de Z°° est contenue dans l'image de toute boule de
rayon > 1 de c°). Pour 0 < s < 1, le dual de Z* est toujours Z°°, qu'on munira
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de la topologie a(l°°t /*) ; comme /« n'est pas localement convexe, il n'y aura pas
d'ensemble <5 de parties, mais on parlera de mesures cylindriques sur a(l°°, /*),
de type /•. On pourra aussi prendre o(c\ l*) au lieu de G(1°°, /•).

b) Remplaçons la topologie de 2\ induite par RN, par une autre plus fine
£T0 (le problème n'a d'intérêt que dans la formulation intrinsèque, utilisant £T
avec une topologie, indépendamment du fait qu'il est plongé dans RN). Tout
d'abord u doit toujours être faiblement continue de a(S', S) dans £T0. Alors
2 admet par u une image, probabilité cylindrique v0 dans £T0, une autre v dans
£T, et v est l'image de v0 par l'injection continue 3:0-*3'. Nous sommes supposés
savoir que v est de Radon sur £T. Supposons que £T0 soit souslinienne (ou
même /^-analytique)*0. Alors v provient d'une mesure de Radon v'Q sur £T0. Si
v'0 = v0, u sera aussi radonifiante de a(Sf, S) dans £T0. Or v'o et v0 ont la même
image dans 3" ; si elles sont toutes deux scalairement concentrées sur l'ensem-
ble des parties faiblement compactes convexes de £T0, elles coïncideront10^ C'est
vrai de v0, puisque 1 est scalairement concentrée sur l'ensemble des parties
équicontinues de S', d'enveloppe convexe faiblement relativement compacte.
Quant à i/0, de Radon, elle est portée par les compacts de £T0; c'est seulement
si l'on sait que l'enveloppe convexe fermée d'un compact de £T0 est faiblement
compacte, que l'on pourra affirmer que v£ = iv On voit donc que £T0 devra
vérifier 3 conditions : u est encore faiblement continue de a(S', S) dans 3*0 ; £T0

est souslinienne ; dans 2 0̂, l'enveloppe convexe fermée d'un compact est faible-
ment compacte. Par exemple, si £T est lq, on pourra prendre pour £T0 la topo-
logie de la norme, pour 1 < ^ # < + O O , pourvu que u reste faiblement continue;
pour q = +oo, on devra prendre o(l°°, l1); si c'est c° au lieu de l°°, on pourra
prendre la topologie de la norme sur c° ; mais, pour 0 < q < 1, lp est bien
polonais, mais non localement convexe, et l'enveloppe convexe fermée d'un
compact n'est pas nécessairement faiblement compacte. Il semble donc, a
priori, que, pour £T = lg, 0 < q < 1, on doive conserver lq avec la topologie induite
par RN. Cependant, conservant à ST0, v0, v'o, la signification précédente, soit
3*! l'espace l1, vx et v[ les images de v0 et vj par l'injection lq—>ll. Alors vl et
v[ ont même image v dans RN ; mais le raisonnement précédent s'applique,
donc vx et v[ coïncident. Mais comme lq et l1 ont le même dual Z°°, elles ont
les mêmes mesures cylindriques, donc v0 et v'Q coïncident aussi, et on pourra
bien prendre lq avec la topologie de la quasi-norme même pour q < 1.

§ 2. Le principe de dualité, dans le cas particulier des espaces de suites.

PROPOSITION (2.0). Soit S un espace de suites complet, et metrisable ou

9) Voir Schwartz [6], lere partie, Chap. IL
10) Schwartz [6], 2e partie, Chap. II, §3, Corollaire de la prop. 6.
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normal par troncature. Soit Z = (Zn)nŒN une suite de variables aléatoires
symétriques et indépendantes, aucune n'étant la variable aléatoire nulle. Alors
il est équivalent de dire que Z est de cotype S, ou de dire que, si c <= RN est une
suite réelle, et si S cnZn converge en probabilité, alors c ŒS.

DÉMONSTRATION. Soit lz l'espace des suites réelles telles que 2 cnZn
nt-_JV

converge en probabilité. On peut le munir d'une topologie naturelle, où un
système fondamental de voisinages de 0 est donné par les

(2.1) WZ(R, S)={CŒ12',VPŒN, S cnZn e V(R, e)}

où V(R, e) est le voisinage de 0 de L\Q, pt) donné par (1.1). Comme L° est
métrisable et complet, on voit sans peine que lz, muni de cette topologie, est
métrisable et complet. En outre, lz est injecté continuement dans RN, et nor-
mal par troncature. En outre, comme les Zn sont indépendantes et symétri-
ques, si

(2.2) W'Z{R, S)={CŒIZ; £ cnZn Œ V(R, S)}

alors WZ(R, è)CLWz(R, e)C.Wz(R, 2e) (en effet, si u et v sont deux variables
aléatoires indépendantes et symétriques, Pr{ \u\ > R} ^2Pr{ \u+v\ > R}); donc
les WZ(R, s) forment encore un système fondamental de voisinages de 0 de
lz; et il est équivalent de dire que Z est de cotype S, ou de dire que l'injec-
tion de A dans S est continue, lorsqu'on munit A de la topologie induite par lz.

1) Soit donc d'abord Z de cotype S. L'application identique de A dans
S se prolonge continuement de lz dans s supposé complet, et ce prolongement
est l'identité, car c'est l'injection canonique de lz dans RN. Donc 1ZCLS.

2) Inversement, supposons lzdS. L'application identique de lz dans S
est continue pour les topologies induites par R^ sur ces deux espaces, donc
elle est continue de lz dans s, si on peut appliquer le théorème du graphe
fermé, par exemple si S est métrisable et complet. Mais, si S est normal par
troncature, cette application est aussi la limite des applications tronquées
c-*(c0, cv •••, cn, 0, 0, •••), continues de lz dans S; elle sera donc aussi continue
de lz dans S par Banach-Steinhaus, puisque lz est de Baire. Dans les deux
cas, l'injection de lz dans S est continue, et Z est de cotype S, cqfd.

Si donc S est à la fois normal par troncature, métrisable et complet, ce
qui sera le cas pour tous les espaces de suites considérés ici, et si Z est une
suite de variables indépendantes symétriques, Z sera à la fois de type et de
cotype S, si la convergence en probabilité de le série 2 cnZn est équivalente

n N

à l'appartenance de c à S. Nous dirons alors que Z est spéciale de type S.
Toute suite Z de variables aléatoires réelles, indépendantes et symétriques,
est spéciale de type lz

f et ce sont les seuls cas possibles. Mais il arrivera,
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dans la pratique, que certains de ces espaces lz soient très bien connus.

Supposons par exemple que Z = (Zn)nÇ=N soit une suite de variables indé-
pendantes, equidistribuées, chacune prenant les valeurs ± 1 avec la probabilité
1/2 (jeu de pile ou face). La série S cnZn converge en probabilité si et seule-

ment si £ | c n | 2 < + o o ; donc Z est de type spécial Z2, ou lz^l2. Soit main-

tenant ffs la loi de probabilité sur R, de fonction caractéristique £->exp(- \t\$),
0 < s ̂  2. Nous l'appellerons la loi stable d'exposant s, de paramètre 1. La
loi stable d'exposant s et de paramètre a est celle dont la fonction caractéristi-
que est t-^exp(— \at\s). Si alors Z = (Zn)nGN est une suite de variables aléa-
toires indépendantes, equidistribuées, de loi â8, la série 2 cnZn converge en

probabilité (aussi bien qu'en loi ou presque sûrement), si et seulement si
S \cn\s<+°°» et la loi de S cnZn est la loi stable d'exposant s et de para-
reet nt=N
mètre ( S \cn\

8)1/S' Donc la suite Z est de type spécial /*, lz~ls. (D'ailleurs,
ntJV

en prenant c&A, on voit tout de suite que Z est à la fois de type et de
cotype ls). M. Dacunha-Castelle m'a signalé la généralisation suivante, qui
résulte de ses travaux avec Bretagnolle. Une fonction poids (au sens d'Orlicz)
sera une fonction <p sur R, nulle à l'origine et > 0 partout ailleurs, continue,
paire, croissante sur R+, et pour laquelle il existe une constante k telle que,
pour 111 <̂  1, et t Œ R, on ait <p(Xf) ^ kX2(p(f). Par exemple on pourra prendre
<p(t) = \t\s, 0 < s ^ 2 . Soit P l'espace d'Orlicz des suites c, telles que S (pQcn\)
< +oo, muni de sa topologie évidente, métrisable et complète (mais non néces-
sairement localement convexe), normale par troncature. Alors:

PROPOSITION (2.1) (Dacunha-Castelle-BretagnoUe [2]). Soit <p une fonction
poids. Il existe une suite Z de variables aléatoires indépendantes, equidistribuées,
symétriques, non identiques à 0, telle que Z soit de type spécial l* ; si <p est " de
type négatif", on peut prendre pour loi des Zn celle dont la fonction carac-
téristique est exp (—<p). Inversement, si Z est une suite de variables aléatoires
indépendantes, equidistribuées, symétriques, non nulles, il existe une fonction
poids <p telle que Z soit spéciale de type l9.

Nous admettrons ce résultat ; nous l'avons constaté pour £>(f) = \t\*9 0<s
<;2, auquel cas l'espace l^ = llt{S est aussi ce qu'on appelle l'espace l'. Soit
alors <p une fonction poids, et soit 2* un espace de suites arbitraire. Rappelons
qu'une suite réelle a = (an)nejv est dite de type (/*, £T)» si> P ° u r t o u t e suite

(^n)neiv de type 19> l a s u i t e a% est P-s- d a n s ^ N o u s d i r o n s Que « est de
type faible (l9,^), s'il existe une suite Z=(Zn)ne iV de variables aléatoires indé-
pendantes equidistribuées symétriques, de type spécial l9, telle que aZ soit
p. s. dans £T. C'est évidemment un affaiblissement considérable de la condition
antérieure. Néanmoins on a le résultat suivant:
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THÉORÈME DE DUALITÉ (2.2). Soit 2* un espace de suites, Aa%(ZRN avec
des injections continues, 2* métrisable et complet, ayant un système fondamental
de voisinages de 0 stables par troncature et fermés dans £T pour la topologie
induite par RN. Soit <p une fonction poids. Si une suite a = (an)neN de nombres
réels est faiblement de type (/*, 20, elle est de type (£T, /*>).

COROLLAIRE (evident). Soit a une suite de nombres réels, et soient <p, (p,
deux fonctions poids. Alors a est de type (/*>, Z )̂ si et seulement si elle est de
type (Z<\ l9), ou si et seulement si elle est de l'un des types faibles correspondants.

DÉMONSTRATION. C'est une conséquence évidente du théorème (0.1). Soit
Z une suite de variables aléatoires indépendantes, symétriques, de type spécial
l*. Soit X une suite de variables aléatoires réelles, de type 2*. On prendra
EX = E2 = A9 E[ = E'2 = RN, F^l*, F2 = 2, XX = Z, X2 = X. Les boules de l*

sont fermées dans RN, et on suppose que F2 a un système fondamental de
voisinages de 0 stables par troncature, donc ces troncatures sont des approxi-
mations, et (E2, E'2, F2) a la propriété d'approximation. Puisque Z est de cotype
/<°, et que aZ est presque sûrement dans 2*, on voit que aX (a est autotrans-
posée) sera presque sûrement dans S, cqfd.

En somme, nous n'avons fait que particulariser l'énoncé du théorème (0.1),
mais c'est cela qui va nous être utile.

REMARQUE. Pour <p et (p données, Dacunha-Castelle a déterminé la con-
dition nécessaire et suffisante pour que a soit faiblement de type (1^,1^); il
a trouvé une autre fonction % analogue, telle que cette condition, symétrique
en <p et <ƒ>, s'écrive a e lx.

§ 3. Les suites a de type (Âs, Âq) ou (Âs, lq), s et q > 0.

Prenons d'abord pour Z une suite de variables indépendantes équidistri-
buées symétriques, chacune prenant les valeurs ± 1 , avec la probabilité 1/2
(pile ou face). Alors Z est p. s. dans /°°. Donc l'application identique (a = (l,
1, •••, 1, •••)) est de type faible (/2, /°°). Ici, 2* = /°°. D'où

PROPOSITION (3.1). L'application identique (ou la suite a = (l, 1, •••, 1, •••))

est de type (Z00, Z8) ou (c°, /2) , a fortiori de type (Z00, Âq) ou (c°, Âq) pour q^2.

En termes usuels, ceci veut dire : si X = (Xn)n^N est une suite de variables
aléatoires telle que, pour toute suite c = (cn)nGN convergeant vers 0, la série
S cnXn converge en probabilité, alors la série 2 \X2

n\ converge presque

sûrement. Ce résultat avait été démontré depuis longtemps par Kolmogorov
et Kintchine [4]. Considérons maintenant une suite Z = (Zn)nGN de variables
aléatoires indépendantes équidistribuées suivant la loi 6S, de fonction carac-
téristique exp(— \t\*), 0 < s ^ 2 . La suite Z est de type spécial Z*.

PROPOSITION (3.2). Pour la suite Z ci-dessus, la suite aZ est p. s. dans Âq
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ou lq, +oo^q>0, si et seulement si:
1) a e / I n f ( ^ si s±q, s*2;

2) ae /« - , c. à d. ̂ | a m | « ( l + |log-|^-j- |)<+oo, si s =

3) aŒlq si s = 2, q< +oo.
(Le cas s = 2, q=+oo, reste en dehors des précédents; il n'est pas difficile,
mais d'énoncé plus compliqué, et ne nous intéresse pas).

DÉMONSTRATION. Soit d'abord s < 2. On sait que 08 est absolument con-
tinue par rapport à dx, donc de la forme ds(x)dx, et que, pour x infini, 0$(x)
est de Tordre de \x\~s~l. Soit M^O. On a :

(3.1) Pr{\anZn\>M}=2J 'J 0&)dx~ const.
l«nT

Si donc 2 l«nl5<+°°. il est presque sûr que \anZn\ est ^M pour n assez

grand ; M étant quelconque, il est presque sûr que anZn converge vers 0 pour
n infini, donc CXZŒC0 p. S. Si, au contraire, H \an\

s=oo, il est presque sûr

que \anZn\ ne reste pas borné, donc p.s. aZ&l°°. Le cas s<2, q = +co, est
ainsi réglé. Supposons désormais la condition a G l' réalisée. La convergence
presque sûre de la série 2 \anZn\

q se régie par le théorème des deux séries

de Kolmogorov. Il y a convergence presque sûre, sachant que 2 Pr {| anZn \

> 1 } < + O O , si et seulement si, en posant Un(a)) = \ anZn(fiS) \q si | anZn{o)) \ ̂  1,
Un((o) = 0 si | anZn((o) | > 1, la série 2 E(Un) converge, où E est Pespérance
mathematiquen). Or

J l/I «n I
|*|«^x)dr.

0
/• +oo

Si ^ < s, I A:5 ŝ(x)öfA:< +oo, de sorte que aZ sera p. s. dans lq si seulement si
a&l* et a e / q , c. à d. simplement a G /« = /InfCl»«). Si au contraire s fg#,
Tintégrale précédente est infinie, et

l/larn |J l

pour s < q, cela donne £(£/„) ~ const. | an | *, et, si s= ^, E(f/n) ~ const. | an \
 9log

\an\

De sorte que aZ sera p. s. dans lq si et seulement si a Œ l* = llnUttq} si s=£#,

et 2 \an\
q(l+ l o g - r ^ l ) < +oo si s = q (toujours pour s ̂ 2). Pour s = 2, la

loi ^2 est la loi de Gauss normale. La décroissance à l'infini de â2 est beau-
coup plus rapide que \x\~z, elle est une exponentielle quadratique. Pour q

11) Voir Michel Loève [3].
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J +oo
xq02(x)dx sont finies, de sorte que aZ est p. s.

0

dans lq si et seulement si a e / * ; le cas ^ = oone nous intéressera pas.
Appliquons alors le théorème de dualité (2.2):
PROPOSITION (3.3). 1) Soient s, q^2, si^q, ou s = q = 2. La suite a est

de type (ls,lq) si et seulement si aŒllni(*-q).
2) Soit s — qi^2. La suite a est de type (Z5, lq) si et seulement si a<=!9~.
Le cas s = q = 2 est à peu près le théorème de Sazonov-Minlos. Le cas

s = q<2 figure déjà dans Schwartz [6] et [7]. Il faut aborder maintenant le
cas où s et q ne sont plus nécessairement <̂  2. On le fait en une série d'étapes.

PROPOSITION (3.4). Soit q^2. Si a<=ls, a est de type (Â*,Â*).
DÉMONSTRATION. La multiplication par a opère continuement de c° dans

Âs, donc, si X est de type As, aX est de type c° ; alors elle est p. s. dans As

pour q ̂  2 (proposition (3.1)).

PROPOSITION (3.5). Soit a de type (As, lq), s et q^l. Alors a eZ*.

DÉMONSTRATION. Soit s' l'exposant conjugué de s. Soit /3 une suite de
ls'. Alors fi opère continuement de As dans l1 ; donc, si Y est une suite de
variables aléatoires de type Z1, la suite fiY est de type Â\ Comme alors m
est de type (JL\ Z5), a fiY sera p. s. dans lq. Cela prouve que la suite produit
afi = (anPn)neN est de type (Z1, lq); si donc Z est une suite spéciale de type l\
la proposition (3.2) (appliquée à s = l) montre que a ^ e / 1 . Donc, pour toute
suite /3e / s ' , a fi est dans Z1; d'après Hölder, la suite a est dans ls.

PROPOSITION (3.6). Soit 0<s<q. Pour que a soit de type (A\ lq) ou {A\ Â%
il faut et il suffit que a soit dans ls.

DÉMONSTRATION. Si q ̂  2, c'est la proposition (3.3). Soit donc q > 2. Si
a<=ls, on sait que a est de type (Zs, Aq) par la proposition (3.4). Inversement,
soit a de type (Âs, lq). Si s < 2, a est a fortiori de type faible (Âs, lq), donc
la proposition (3.2) montre que a est dans l\ Si s ̂ 2 , la proposition (3.5)
montre que a est dans Zs.

PROPOSITION (3.7). Soit s = q. Pour que a soit de type(Âq,lq) ou (Aq, Âq),
il faut et il suffit que a soit dans lq si q^2t et dans lq~ (i.e.

(S
N

si q<2.

DÉMONSTRATION. Le cas q ̂  2 est la proposition (3.3). Soit donc q > 2.
Soit a Œ lq ; a opère continuement de c° dans Aq, donc, si X est de type Z4, aX
est de type c°. D'après la proposition (3.1), elle est alors p. s. dans Âq. Donc
a est de type (Âq, Âq). Inversement, supposons a de type (Z5, Z9). P a r l a
proposition (3.5), a est dans lq.

PROPOSITION (3.8). Soit s>q. Pour que a soit de type (A*, lq) il faut et il
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suffit que: a) a e / « , si 2^s>q; b) a e /*, si s > # ^ 2 ; c) a e / r , ÖW r = 2s<?/(2s
+2tf-s$) si s > 2 > 0.

DÉMONSTRATION. Le cas a) résulte de la proposition (3.3). Cas b). Si

a e / « , on sait que a est de type (As, lq) par la proposition (3.4). Inversement,

si a est de type (Âs, lq), on sait par la proposition (3.5) que a est dans /*.

Reste le cas c), s > 2 > q. L'exposant r qui intervient est donné par - -
1 1 1 .

= ——I— —2 * S°^ oc e lr. Elle peut s'écrire comme un produit de deux

suites, a = Pf,ovi /3 e /s, J-Œ l q~ 2 . Alors 0 opère continuement de c° dans yî*,
donc, si X est de type A\ fiX est de type c° ; elle est alors p. s. dans /2

(proposition (3.1)), et comme y opère de /2 dans /9, a Z = /3fZ est p. s. dans lq.
Donc a est bien de type (As, lq).

_ iTTi

Inversement, supposons a de type (,4S, lq). Soit /3 une suite de / 2 s . Alors
jS opère continuement de As dans /2, donc si Y est une suite de variables
aléatoires de type /2, /3 F est de type Zs. Alors a/3 F sera p. s. dans lq. Donc
la suite a/3 est de type Q2,lq); d'après la proposition (3.3), a/3 est dans lq.

i i

Donc, pour toute / 3 e / 2 s , a/3 est dans /9 ; cela prouve que a est dans

/« ^2 s J = r , cqfd.
Nous avons maintenant réglé tous les cas possibles. On peut les résumer

dans le théorème suivant :
THÉORÈME (3.9). Soient 0 < s , <?^+oo. Pour que la suite a soit de type

(ls,lq) ou (Is,lq), ou (ls, Aq) ou (Â*,Àq), il faut et il suffit que: a soit dans
[inf(s,q)f sauf dans les cas suivants:

a) s — q < 2 ; la condition est alors aŒlq~\
b) s > < 7 > 2 ; la condition est alors CCŒI';

1 1 1 1
c) s>2>q; la condition est alors a e / r , — =——i— g" •
REMARQUE. Reprenons la proposition (3.1). C'est la seule possible avec

a = (l, 1, — , 1, •••)• En écrivant en effect que a Œ Z°°, les seuls cas où elle peut
être de type (Âs, lq) ou (Zs, Âq), d'après les formules précédentes, sont s = +oo,
q ̂  2 (cas général avec s = q = oo, ou cas b)).

Passons maintenant aux applications radonifiantes; il suffit d'appliquer
les résultats de la fin du § 2 : Nous introduirons pour cela les espaces suivants.
L'espace Lp, l^p< +oo, sera: pour l<p, l'espace lp muni de la topologie de
la norme ou de la topologie affaiblie; et, pour p = l, l'espace l1 muni de la
topologie de la norme, ou de la topologie aÇl1, l°°) ou aÇJL1, c°). L'espace L°°-*,
0 < s ^ l , sera l'espace l°° ou l'espace c°, muni de la topologie induite par
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a(l°°, /*), ou, pour s = l, c° avec la topologie de la norme. Ensuite l'espace M9,
0<q<z+oo, sera: pour q^oo l'espace lq avec la topologie de la norme ou
quasi-norme ou la topologie affaiblie, ou a(l\ c°) pour q = l; pour q= +00,
l'espace /°° ou c°, avec la topologie induite par ail00, l1), ou la topologie de la
norme pour c°.

THÉORÈME (3.10). La multiplication par a = (an)n<BN est radonifiante de Lp

dans Mq, si et seulement si a<=lr, r= Inf (ƒ>',#), sauf dans les cas suivants:
a) p' = q<2; alors la condition est a^lq~',
b) p / > 2 , q^2; alors la condition est a^lp';

c) p<2, q<2; alors la condition est a<alr, — = - 9 H v-.
r Ù q p

La multiplication par a est radonifiante de L°°'s dans Mq, si et seulement si

a<=lr, r = Inf(s, q), sauf pour s = q, où c'est a<=lq~. Dans tous les cas, <& est

l'ensemble des boules, pour les espaces Lp ; pour les espaces L°°tS, comme l* n'est

pas localement convexe, il n'y aura pas d'ensemble de parties <5, mais on ne

considérera que des mesures cylindriques sur L00'8, de type ls.

DÉMONSTRATION. Tout résulte des considérations de la fin du § 2, sauf
un cas spécial : pour p = 1, le résultat n'est démontré que si on prend pour L1

l'espace ail1, c°). Mais, si a est radonifiante de o(ll, c°) dans Mq, elle l'est a
fortiori de o(ll, /°°) dans Mq. Inversement, supposons a radonifiante de ail1, /°°)
dans Mq. Soit y une suite (yn)n^N tendant vers 0. Alors y opère continuement
de ail1, c°) dans ail1, /°°); donc ay sera radonifiante de ail1, c°) dans Mq. Cela
impose ayŒlr, où r est forcément fini si q<2, mais vaut +00 si q^2. Si
q<2, on voit donc que ay est dans lr pour toute y G C°, donc a est elle aussi
dans lr, donc radonifiante de ail1, c°) dans Mq; si q^2, le cas est tout tranché,
car a est forcément bornée, et alors forcément radonifiante de eQ1, c°) dans
Mq. De aQ1, /°°), on passe à l1 pour la topologie de la norme.

Quelques exemples particuliers.

1) L'injection canonique de Lp dans Mq est radonifiante si et seulement
siïp = l, q^2. Voir KWAPIEN [5].

2) a est radonifiante de Lp dans M°°, si et seulement si aŒlp'. Elle est
radonifiante de L°°t$ dans M°°, si et seulement si a e / s .

3) a est radonifiante de ail00, l1) ou a(c°, l1), ou c°, dans Mq, q^l, si et
seulement si a e / 1 , sauf pour q = l, où la condition est « G / 1 - .

4) a est radonifiante de Lp dans Mp, 1 SP< +00, si et seulement si a e / p ' ,
si p^2, a e / 2 si p^2. Elle est radonifiante de L00'1 dans M°°, si et seulement
si ae/1.
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