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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 266, p. 7-9 (3 janvier 1968). Série A

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Réciproque du théoréme de Sazonov-Muinlos
dans des cas non hilbertiens. Note (*) de M. LaureNt Scuwarrz, présentée
par M. Paul Lévy.

Nous démontrons ici la réciproque du théoréme démontré dans une Note anté-
rieure; nous utilisons les mémes notations. Le corollaire 2 du premier théoréme est
particuliérement intéressant.

On sait que, sur R, la fonction z+>e~'*"" est de type positif; soit 0 =0,
son image de Fourier, fonction continue >o. On sait aussi qu’il existe
des constantes A, B, telles que A/|Z|"'=_0,(8)=B/[&|""" pour |{|>1.
Pour p=1, 0,(§) =2/(1 + 47*E?).

LemMe. — Soit 1=—p <<2. Il existe deux constantes universelles A,
¢, A>o0, o<c<1, ayant la propriété suivante. Si Y est la mesure
0,(x) 0, () ...0,(xn) doy dxs ... ATy sSUF R™, ST (%), 2 2. €St une sutte de nombres

H

réels, avec U= B, Bo=1 si |a|>1, et Bo=]o]" [1+ [log(1/[en])]|]

si |a,| <1, alors, si U> A, y nlest pas concentrée a ¢ prés sur la boule

m
-

B;={z€R"; Z]anxn]”ér de R™.
n=1

TutortMe. — Soit 1"p<<2. Soit (%,),exn une sutte de nombres réels

N

telle que 2[0(,, [ [1+ |log(1/|a.|)|] =. Alors Uopérateur u :

n=0

(‘,1"Il)neNl_> (:ann)n EN

ou bien n’opére pas de I’ dans 1?, ou, s’il opére, n’est pas radonifiant
[pour p=1, " est supposé munt de la topologie o (1, I')].
aDémonstration du théoréme. — En reprenant les notations du lemme,
ZB,,:—{—OO. Considérons sur RY la mesure produit y= ® 0(z,) dz..
n=0

n=—qu
Elle définit une probabilité cylindrique sur I, scalairement concentrée sur
les boules. Le lemme montre que son image u(y), mesure de Radon sur RY,
n’est concentrée a ¢ prés sur aucune boule de I, donc n’est pas portée
par l?, donc n’est pas une mesure de Radon sur [*, donc u n’est pas rado-
nifiante.

Cororraire 1. — Sotent E, F, des espaces vectoriels localement convexes,
F quasi-complet. Soit u une application linéaire continue de E dans F,

~ ' . ' . , . .
de la forme u=2a,,e,,®f,,, ou les e, sont dans une partie équicontinue

n=0

de E', les f. bornés, et ou E]a,,i [14|log(1/|2.|) |1 <+ = (ce qui implique

n=o0

que u soit nucléaire); alors u est radonifiante. La condition relative aux a,



(2)
est la meilleure possible (en particulier, un opérateur nucléaire n’est pas
nécessairement radonifiant).
En effet, u se factorise par E —1* : D'application e (<e, €,))nem
puis [*—I' : multiplication par les a,, qui est radonifiante, puis I'>F :

()\")HEN}_>Z )\nfn, d,Oﬁ le I‘ésultat.

n=0
©

Le contre-exemple, lorsque Z || [T+ |log(1/]on])]|] =00, est I'appli-

n—u

cation (%n),en+> (%Zn),exy de [* dans ' (qui est pourtant nucléaire

» \
. \
s1 Z[a,l|:+oo )

n=o 7/

Cororratre 2. — Soit (X,),ex une suite de variables aléatoires réelles,
d’enveloppe convexe bornée en probabilité. Soit (%,),en une suite de nombres

®

réels, telle que > |o|[1+ [log(1/|on|)|] <+ oo. Alors la série Mo Xa|

n=u0 n=—o

est presque siirement convergente. La condition sur les a, est la meilleure
possuble.

Démonstration. — Le fait que les X, aient une enveloppe convexe bornée

en mesure signifie exactement que, pour tout £ = (£,),cx, la série EE(,X,,
n=o
est convergente en probabilité. Sa somme f(£) est une variable aléatoire
réelle; done f: &~ f(£) est une fonction aléatoire, indexée par I', et
linéaire. Elle est limite d’une suite de fonctions aléatoires continues en
probabilité, donc, d’aprés le théoréme de Baire, elle est continue en proba-
bilité sur I'. Donc elle est associée a une mesure cylindrique . sur I* [muni
de la topologie a(l°, I')], scalairement concentrée sur les boules. D’aprés
la condition donnée sur les a,, 'image u(w) est une probabilité de Radon

w©

1 . . . ~ R
sur I', ce qui signifie exactement que Z]oc,lX,l\ est presque slirement
n=0o

convergente.

Si 2 [, |[14 |log(x/|an|)|] =+ =, le contre-exemple, compte tenu

n=0

de la démonstration du lemme et du théoréme 2, est celul qui avait
été donné par Dudley (') pour une question voisine, et qui m’a gran-
dement servi & trouver cet énoncé; les X, sont simplement des variables
aléatoires indépendantes suivant la loi de Cauchy [puisque, pour p=1,
0,(z)=2/1+ 47*2*]. On aurait pu retrouver ce résultat en utilisant,
au lieu du lemme antérieur, le théoréme des trois séries de Kolmogorov,
comme ’a fait Dudley. D’autre part, la série considérée, & cause du
théoréme de la probabilité o ou 1, n’étant pas presque siirement conver-



(35
gente, est presque siirement divergente, ce que ne montre pas la méthode
basée sur le lemme.

Applications décomposables. — Soit E un espace localement convexe,
f:E'—>M(Q, m) une fonction aléatoire réelle indexée par E’; on dit
qu’elle est décomposée, s’il existe une application ¢ de Q dans E, telle que,
pour tout £€E’, f(£) soit la m-classe de la fonction o> {o(w), £>; elle
est mesurablement décomposée si ¢ est m-mesurable.

Tutortme. — Soit E souslinien; f est décomposée si et seulement st la
probabilité cylindrique | sur E associée a f est de Radon, et alors f est mesu-
rablement décomposée (*).

(M. Badrikian a généralisé : dans le premier « si », on peut remplacer
la condition « E souslinien » par : « les parties compactes de E sont métri-
sables »).

Soit ensuite u une application linéaire faiblement continue de E dans F,
soit ‘u sa transposée. Soit 5 une famille de parties bornées de E. On dit
que u est S-décomposante ou S-mesurablement décomposante si, pour
toute f:Es— M(Q, m), linéaire et continue en probabilité, fo'u est
décomposée (resp. mesurablement décomposée). Alors :

Cororratre 1. — Si F est souslinien, u est S-radonifiante st et seulement
st ‘u est S-décomposante, ou S-mesurablement décomposante.

En prenant pour 5 I’ensemble de toutes les parties bornées, on déduit
alors des théorémes antérieurs :

CoroLrraIre 2. — Soit 1=—p <2.

Sott (2,),ex une suite de nombres réels. L’application (2,),ex™ (%2Zs),en
applique 1" dans l: et est décomposante ou mesurablement décomposante,

st et seulement st zfanll’[l-{—llog(r/[ani)u <+ oo.

n=o0

Cororraire 3. — Sotent E, F, des espaces localement convexes, F quasi-
complet. Soit u une application linéaire continue de E dans F, de la

< ., .
forme u=2ane;,®f,,, ou les e, sont dans une partie équicontinue, les f,

n=o0

bornés, et ZIan| [14 |log(1/|a.|)|] <4 . Alors 'u est mesurablement

décomposante. La condition sur les a, est la meilleure possible.
Il suffit encore d’utiliser une factorisation de u entre E -1 —>['>F,
et le corollaire 2.

(*) Séance du 27 novembre 1967.

(1) Le contre-exemple de Dudley est relatif a «,=1/nlog?n (oh 2a,,<+oo mais

N n

2 a,10g(1/a,) =400 ). Voir Random linear fonctionals, preprint (Massachusetts Institute

n
of Technology).
(2) On trouvera la démonstration de ce théoréme dans mon prochain livre sur les mesures
de Radon, Tata Institute of fundamental research, Bombay.
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