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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 263, p. 899-901 (19 décembre 1966). Série A

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Un nouveau théoréme sur les distributions.
Note (*) de MM. Bext FucLene et Laiurest Scuwartz, présentée par
M. Paul Lévy.

On sait que si une distribution (') sur R” a des dérivées partielles d’ordre n qui
sont des mesures, elle est une fonction (mesurable) localement essentiellement
bornée (%), tandis que, si ses dérivées d’ordre n sont des fonctions (localement inté-
grables), elie est une fonction continue. Nous montrons ici que, si les dérivées
d’ordre n sont des mesures, et si n > 2, elle est une fonction continue.

TutoriME. — Soit f une fonction sur R", intégrable, a support compact.
On suppose que 0"f[0x, 0z, .. .0z, (dérivée prise au sens des distributions)
est une mesure ., et que les dérivées premiéres dffdx;, i =1, 2, ..., n, sont
des fonctions g; (intégrables). Alors f est presque partout égale d une fonction
continue.

Démonstration. — Puisque f est & support compact,ona f=Yxu,ou Y
est la fonction d’Heaviside sur R", égale & 1 sur le « quadrant »
{x&R"; z;>>~0, 1=1,2,...,n}, et & o ailleurs (‘). On a donec, pour
. presque toutes les valeurs de z€R" :

Sf(x) =M (x) = ﬂf dp.(ty, ta, ..., ty).

LLXys s bn LTy

On a de méme f= g;%x Y; o0 Y, est la mesure produit tensoriel de la fonction
d’Heaviside sur 'axe des x; par les ¢ des axes des z;, j5i; ou encore,
pour presque toutes les valeurs de x€R" :

f(z) =Gi(x) = Bi(Zay Loy o vy Ti—gy by Zigty -y Ta) Al ().

<L x;

Posons
= (2, x;), ' = (&4, Tay -+ .y Xity Ligay «--, Tp) ER™, z;€R.

Pour presque toutes les valeurs de z'’€R"*, la fonction t+> g; (2, t) est
intégrable sur R, d’aprés Fubini; alors, pour presque tout z'€R"*, la
fonction t — G;(z, t) est continue sur R. Pour z'€R"' donné, appelons 7 )
la fonction caractéristique de l’ensemble de R" {yeR"; y,=x;
1<j<n, j#1i}; on considére ensuite sur R" la mesure produit .|,

puis son image W, sur R, par la projection (2, t) —t de R" sur R. Alors
on a exactement

M (&, z) = Ay (2).
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La fonction M est continue a droite pour I'ordre sur R" défini par : 2"y
st ;=" y; pour tout it =1, 2, ..., n. Les fonctions G; et M sont presque
partout égales, et mesurables. Donc, pour presque tout ' €R", les fonc-
tions t—> Gi(z',t) et t—>M(2',t) sont presque partout égales sur R;
la premiére est continue, la deuxiéme continue a droite, donc elles sont
partout égales. Donc, pour presque tout 2’ €R"*, la fonction ¢+ M(z', t)
est continue sur R, et par suite, la mesure [, n’a pas de masses ponctuelles.
Cela signifie que, pour tout a €R, W ({a}) est nul pour presque tout
' €R"™; s1 A, est ’ensemble

{yeRy y=(y, a), y, =z, v=j=<n, jFi},

on a done, pour tout a€R : w(A ) =o0 pour presque tout z'€R".
Appelons 1 la mesure sur R*! définie par w"(B)=pn(BX{a}) pour B
borélien dans R"™ (mesure induite par p sur R"' X {a} identifié a R*");
cela veut dire que @ donne une mesure nulle & presque tout ensemble

Buy={y'eR; y, L), 15 =n, j#il;

mais cela suffit a4 entrainer que p“ soit nulle, ou encore que
|| (R x{a})=o0 pour tout a€R. Le raisonnement fait sur l'indice i
étant valable pour i =1, 2, ..., n, on voit que | ne charge aucun hyper-
plan paralléle & n — 1 axes de coordonnées; cela entraine alors la continuité
de M, a laquelle f est presque partout égale.

C. Q. F. D.
Cororratre 1. — Sott f une fonction localement intégrable sur R", dont
toutes les dérivées de la forme 0'flox, oz, ...0x, (au sens des distribu-

tions), 1=_k=n, 11, <i,<<...<u<n, sont des mesures, et toutes les
dérivées d’ordre 1 des fonctions (localement intégrables); alors [ est presque
partout égale a une fonction continue.

En effet, pour toute « indéfiniment dérivable & support compact,
af vérifie les conditions du théoréeme, d’ou le résultat. Ce corollaire améliore
le théoréeme XVIII du chapitre VI de Schwartz (°). Notons que, pour
n > 2, il ne suffit pas de supposer que 0"f[/dx, dx,.. .0z, est une mesure
et que toutes les dérivées d’ordre 1 sont des fonctions, comme le montre
Pexemple d’une fonction indépendante de z,, arbitraire.

CoroLrLaire 2. — Soit f une fonction localement intégrable sur R", dont
les dérivées d’ordre n sont des mesures, n>>2. Alors f est presque partout
égale a une fonction continue.

En effet, les dérivées d’ordre =<~ n —1 sont des fonctions (), en parti-
culier les dérivées d’ordre 1, et ’'on peut appliquer le corollaire 1. Le résultat
serait évidemment inexact pour n =1, comme le montre ’exemple de la
fonction d’Heaviside, Y, de dérivée ¢, (mais il subsisterait, comme il est
connu, si I’on remplagait « mesures » par « fonctions »).
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Pour le cas ou I'on suppose que certaines dérivées d’ordre —n de f
sont des fonctions, on trouvera des compléments dans un article de Shilov,
4 paraitre prochainement.

(*) Séance du 28 novembre 1966.

(") Les notations sont celles de Schwartz (). Les expressions « intégrable, presque
partout », sont toujours relatives 4 la mesure de Lebesgue.

(*) ScuwaRTz, Théorie des Distributions, Hermann, Paris, 1959.

(®) Voir ScawarTz (?), théoréme XVIII du chapitre VI

(*) ScawarTz (?), form. (VI.6; 17).

(®) ScawarTz (?), théor. V du chapitre IIL

(°) ScawarTz (2), théor. XVIII du chapitre VI

() ScawarTz (?), théor. XV, a du chapitre VL

(B. F. : Department of Mathematics,
University of Aarhus, Danemark.)



