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MESURES DE RADON SUR DES ESPACES
NON LOCALEMENT COMPACTS

par

L. SCHWARTZ

§ 1. Introduction

Sur un espace localement compact X, une mesure de Radon est une forme
linéaire continue sur l’espace topologique C(X) des fonctions continues & support
compact. Par rapport & cette mesure, si elle est >0, on peut définir les mesures
des ensembles, les fonctions intégrables & valeurs dans des espaces de Banach
et les intégrales de ces fonctions, les applications mesurables, au sens de Lusin,
de X dans des espaces topologiques Y ().

Il y a une autre théorie, trés différente, celle des mesures abstraites. Une
tribu de parties sur un ensemble X est un ensemble de parties, contenant @ et X,
et stable par complémentation et par réunions et intersections dénombrables.
Une mesure abstraite >0, sur la tribu C, est une fonction m sur ‘C, & valeurs>0
finies ou non, dénombrablement additive, c¢. A d. telle que, pour toute suite
(An)nelN d’ensembles disjoints de la tribu T, on ait m( UINAn) = E|Nm(An).

ne ne

Par rapport & une mesure abstraite, on peut encore définir les ensembles
mesurables et leurs mesures, les fonctions intégrables & valeurs dans des espaces
de Banach et leurs intégrales; et les applications mesurables dans les espaces
topologiques Y (3).

Toute mesure de Radon>0 sur un espace localement compact X définit
une mesure abstraite sur la tribu borélienne C de X. Les ensembles mesurables
et leurs mesures, les fonctions intégrables a valeurs dans les Banach et leurs
intégrales, sont alors les mémes pour la mesure de Radon et la mesure abstraite
qu’elle définit; par contre les applications mesurables dans les espaces topolo-

(') On trouvera un exposé de la théorie des mesures de Radon dans Boursaxi [1],[2], [3].
(3) On trouvera un exposé de la théorie des mesures abstraites dans un grand nombre
d’ouvrages; voir par exemple Harmos [1].
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giques Y, si elles sont les mémes pour les espaces métrisables séparables Y, mais
ne sont pas en général les mémes pour Y arbitraire. Redonnons donc les deux
définitions:

A) Soit X un espace localement compact, p. une mesure de Radon>0 sur X.
Une application H de X dans Y est . — mesurable au sens de Lusin, si, quel que
soit le compact K de X et quel que soit 3>0, il existe un compact Ky K, tel que
w(K—Kg) <3, et que la restriction de H ¢ K sout continue.

B) Soient X un ensemble, C une tribu sur X, m une mesure>=>0 abstraite
sur C. L’application H de X dans Y est m-mesurable, si, pour tout borélien B de Y,
H™' (B) est m-mesurable.

La mesurabilité-Lusin de H, pour une mesure de Radon p, entraine sa
mesurabilité pour la mesure abstraite définie par p; mais non l'inverse, comme
le montrent des contre-exemples connus.

Pourquoi beaucoup d’analystes se sont-ils entétés & considérer surtout
des mesures de Radon, ce qui exige ’hypothése de locale compacité de X ? Les
probabilistes ont cependant besoin, de toute évidence, de mettre des lois de proba-
bilité sur des espaces de Banach de dimension infinie. D’ou un état de tension
et de guerre froide entre les divers partisans de diverses théories de la mesure.
Il y a & cela une raison assez impérieuse. Les mesures de Radon ont des propriétés
trés fortes, d’un usage constant en analyse, que n’ont pas les mesures abstraites:

1) En utilisant la partition de I'unité, on montre que la mesure exté-
rieure d’une réunion filtrante (méme non dénombrable) d’ouverts est la borne
supérieure de leurs mesures extérieures. En particulier, toute mesure de Radon qui
induit 0 sur une famille (méme non dénombrable) d’ouverts induit O sur leur réunion.

Rien de tel ne subsiste pour les mesures abstraites, qui ne permettent
jamais de sortir des réunions dénombrables. On étend d’ailleurs ce résultat aux
limites filtrantes croissantes de fonctions semi-continues inférieurement; et d’autre
part on démontre un théoréme de recollement des morceaux de mesures, qui
n’a pas d’équivalent en théorie des mesures abstraites. De méme la mesure d’une
intersection filtrante (méme non dénombrable) de fermés de mesures finies est
la borne inférieure de leurs mesures.

2) Soit m une mesure abstraite >0 sur une tribu C d’un ensemble X,
et soit H une application m-mesurable de X dans Y. On peut alors définir une
mesure image H(m) sur la tribu borélienne de Y; pour B borélien dans ¥, on
pose (H(m))(B)=m(H'(B)). Si alors B est une partie quelconque H(m)-mesu-
rable de Y, on montre que H '(B) est m-mesurable, et que l'on a encore
m(H\(B))=(H(m))(B). Mais la réciproque est inexacte.

ExempLE (1.1) Soit Y Vintervalle [0,1] de /R; et soit X une partie de Y,
non mesurable pour la mesure de Lebesgue v=dz, de mesure extérieure 1. Tout
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borélien A de X est lintersection de X avec un borélien A’ de Y; posons
m(A)=v(A'). La valeur trouvée est indépendante du choix de A’, car, si A’ est un
autre choix, la différence entre A’ et A’ (c. & d. ’ensemble des points qui appar-
tiennent & un seul des deux) est un borélien de ¥Y— X, donc sa mesure pour v
est nulle puisque la v-mesure intérieure de Y—X est supposée nulle. Alors
A-—>m(A) est une mesure abstraite sur la tribu borélienne de X. La mesure image
de m par l'injection naturelle H de X dans Y est la mesure de Lebesgue v sur Y,
puisque, pour tout borélien B de Y, on a justement v(B)=m(H (B))=m(X n B).
Si alors on prend I’ensemble non borélien B=Y—X, son intersection avec X
est vide donc m-mesurable, et cependant lui-méme n’est pas v=H(m)-mesurable,
par hypothése; il donne le contre-exemple souhaité.

On peut naturellement retourner la situation de diverses maniéres, on
ne supprime pas cet inconvénient. Au contraire, si . est une mesure de Radon >0,
H une application p-mesurable-Lusin de X dans un espace topologique Y
(condition plus forte que la mesurabilité abstraite en général), et moyennant
certaines conditions supplémentaires (par exemple si p est bornée), on a une
mesure de Radon image H(p) sur Y; mais, cette fois, B<Y est H(u)-mesurable,
st et seulement st H™'(B) est p-mesurable, et les mesures sont égales ('). Le but de
cet article est de donner une théorie des mesures de Radon valable sur des espaces
non localement compacts, avec les mémes propriétés que les mesures de Radon
sur des espaces localement compacts; et de provoquer ainsi la fin de la guerre
froide et la réconciliation générale. Que les probabilistes aient ou non besoin
du caractére Radon de la mesure, les mesures qu’ils considérent sont en fait de Radon,
a cause de notre proposition (8.3.).

Bien que la théorie soit valable pour des mesures quelconques, nous ne la
donnerons, pour simplifier, que pour des mesures bornées >0, de masse totale 1,
c. a. d. pour des lois de probabilité; mesure voudra dire, partout, mesure=0 de
masse 1.

§ 2. Définition. Principales propriétés. Prolongement de Lebesgue

Soit B(X) ’espace de Banach des fonctions continues bornées sur 1’espace
topologique X, muni de la norme || =Su§ | o(z) |.
xe

DeriniTiON (2.1). On appelle mesure de Radon sur X une forme linéaire
continue p. sur B(X), vérifiant u(p) =0 pour ¢ =0, u(1) =1, et en outre la condition
que nous appellerons (c,K):

(e,K): Quel que soit €>0, il existe un compact K de X tel que ¢eB(X),

() Boursaki [2], § 6, n.° 2, corollaire de la prop. 3.
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|¢]<1,9=0sur K, entraine | u(¢) |<e('). Cette définition coincide bien avec la défi-
nition habituelle des mesures si X est compact (il suffit de prendre K=X); et on
démontre sans peine qu’elle redonne les mesures habituelles (>0 de masse 1) si X
est localement compact.

Dans la suite, nous supposerons toujours, méme si ce n’est pas explicitement
répété, que les espaces considérés sont complétement réguliers (c. & d. uniformisables
ou plongeables dans des compacts); ¢’est dans ce cas seulement que les mesures
auront de bonnes propriétés. Rappelons que tout espace vectoriel topologique
séparé est complétement régulier. Nous appellerons 7(X) I'espace des mesures
de Radon sur X.

DEriniTION (2.2). Soit u une mesure de Radon sur X. Si f est une fonction
semi-continue inférieurement sur X,>0, d valeurs finies ou non, on appelle intégrale

* *
supérieure de f par rapport a p., et on note f flz)dp(x) ou f fdu., la borne supérieure
X X

des (@) pour les ¢ de B(X) vérifiant 0 < o <f. Si maintenant f est une fonction >0
quelconque sur X, a valeurs finies ou non, on appelle intégrale supérieure de f et on

*
note de la méme maniére, la borne inféricure des f gdw., pour les fonctions g semi-
x
-continues inférieurement, vérifiant f<g<-+ .
En somme, les définitions sont exactement les mémes que pour X loca-
lement compact. En outre, on démontre que toutes les propriétés sont les mémes;
en particulier I'inégalité de convexité dénombrable:

[ (St)is S [ e

X n=0 n=0%

pour des f,=>0 quelconques, et la formule

* %
Supf fid9~=f (Sup fi>dP-
el %

X \ tel
si les f; forment un ordonné filtrant croissant (non nécessairement a base dénom-
brable) de fonctions semi-continues inférieurement >0. La mesure extérieure
d’'un ensemble étant l'intégrale supérieure de sa fonction caractéristique, la
mesure extérieure d’une réunion dénombrable de parties est majorée par la

(') Cesont ces mesures que LEcay a introduites dans [1] sous le nom de «tight measures».
Cette définition est aussi équivalente & une autre donnée par CuoQueT dans [1]. Il y a d’ailleurs
eu tellement de travaux sur la théorie de la mesure qu’il est probable que ces définitions figu-
rent aussi chez d’autres auteurs. Il semble cependant que personne n’ait encore eu I'idée ou
la patience de vérifier que, parmi les diverses définitions possibles de classes particuliéres de
mesures abstraites, celle-1a et celle-1a seule possédait exactement toutes les propriétés désirées,
notamment celles qui sont données dans BourBAKI [2].
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somme des mesures, et la mesure extérieure d’une réunion filtrante croissante
(non nécessairement dénombrable) d’ouverts est la borne supérieure des mesures
extérieures de ces ouverts.

Soit maintenant F un espace de Banach, et soit F(X,u;F) I'espace vecto-

riel des fonctions f sur X, & valeurs dans F, telles que N(f) ———f* | f]| dw soit fini;
X
munissons-le de la semi-norme N. C’est un espace vectoriel semi-normé non

séparé complet. La forme linéaire u:B(X)—C, se prolonge en une application
linéaire B(X)®@F—~F appelée intégrale, et notée f— {f(x)du(z) ou [fdu. Alors:
b'e X

DiriniTioN (2.3). On appelle espace des fonctions p-intégrables sur X a
valeurs dans F, et on note C'(X,u;F), Uadhérence de B(X)®F dans F(X,u;F).
L’intégrale B(X)®F—F se prolonge par continuité en une application linéaire
continue de norme <1 de C'(X,u;F) dans F, encore appelée intégrale et notée de la
méme maniére. On appelle mesure d’une partie A de X Uintégrale de sa fonction
caractéristique;, elle se note aussi wu(A).

Cette intégrale a toutes les propriétés habituelles, en particulier le théoréme
de convergence majorée de Lebesgue.

§3. Mesure image

DEriNiTION (3.1) Soient H:X—>Y une application d’un espace compleé-
tement régulier X dans un espace topologique Y, . une mesure sur X. On dit que H
est p-mesurable si elle vérifie la propriété de Lusin:

Quel que soit 3>0, il existe un compact Kg de X tel que p(X— Kg)<8 et que
la restriction de H a Kg soit continue.

Une partie A de X est dite w-mesurable si sa fonction caractéristique est
u-mesurable. Les parties mesurables sont exactement les parties intégrables. Les
parties boréliennes sont mesurables, et . définit donc une mesure abstraite sur la
tribu borélienne de X (Voir a ce sujet le.§8).

Prorosition (3.1). Si X et Y sont complétement reguliers, st y est une
mesure sur X, si H est une application pu-mesurable de X dans Y, alors, pour toute
9eB(Y), Uimage réciproque @oH est p-intégrable sur X. En posant (H(u))(p)=
= [(po H)dy, on définit H(u) comme mesure de Radon sur Y. On Uappelle la mesure

b

image de p. par H.
En outre, on conserve toutes les propriétés qui font les avantages des
mesures de Radon sur les mesures abstraites:

PROPOSITION (3.2) Une partie B de Y est H(p)-mesurable, st et seulement
st H™\(B) est p-mesurable, et leurs mesures sont les mémes. Plus généralement,
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si F est un espace de Banach et f une application de Y dans F, f est H(u)-intégrable,
st et seulement si fo H est u-intégrable, et les intégrales sont les mémes; si Z est un
espace topologique, f une application de Y dans Z, f est H(u)-mesurable, si et seule-
ment si foH est p-mesurable, et alors (fo H)(u)=f(H(w)) (transitivité des mesures
images ).

Si F est un Banach, f une fonction sur X d valeurs dans F, f est u-intégrable
st et seulement si f est p-mesurable et |f| d’intégrale supérieure finie (*).

ProrosiTioN (3.3). Soit H une application continue injective de X dans Y.
Alors p—H(u) est injective de M(X) dans M(Y). Pour qu’une mesure v sur Y soit
Vimage par H d’une mesure sur X, il faut et il suffit que v soit concentrée sur H(X),
et que Uapplication réciproque H™': H(X)—X, définie v-presque partout sur Y, soit
v-mesurable; et alors Uunique mesure p. sur X telle que v=H(u) est H7'(v).

Il en résulte en particulier que, si T, et T, sont deux topologies complé-
tement réguliéres sur le méme ensemble X, T, plus fine que T,, toute mesure de
Radon p, sur (X,7,) définit une mesure de Radon p, sur (X,T,), et que 'appli-
cation ainsi définie p,—>p, est injective: on peut considérer U'ensemble M(X,T,)
des mesures de Radon sur (X,T,) comme un sous-ensemble de I'ensemble M(X,T,)
des mesures de Radon sur (X,T,).

DErFiNiTION (3.2). Sotent X et Y deux espaces topologiques, X complé-
tement régulier, et soit H une application de X dans Y. On dit que H est univer-
sellement mesurable, si elle est mesurable par rapport & toute mesure de Radon
sur X.

On dit que deux topologies complétement réguliéres T, et T, sur un ensemble X
sont Radon-équivalentes, si Uapplication identique de T, dans T, et Uapplication
identigue de T, dans T, sont toutes deux universellement mesurables. Alors il existe
une correspondance bijective entre les espaces M(X,T,) et M(X,T,) de mesures de
Radon sur (X,T,) et (X,T,).

En particulier, si T, est plus fine que T,, T, et T, sont Radon-équivalentes,
si et seulement si ’application identique de T, dans T, est universellement
mesurable, ou encore si linjection p,—>p, de M(X,T,) dans M(X,T,) définie
ci-dessus est une bijection. Alors:

ProrosiTioN (3.4). Si X est un espace vectoriel topologique localement
convere méirisable, toutes les topologies intermédiaires enire sa topologie initiale
et sa topologie affaiblie sont Radon-équivalentes, et elles ont les mémes mesures de
Radon (?).

() Voir Boursaki [2], § 6.

{(* Ceci n’est que la traduction, dans le langage des mesures de Radon sur des espaces
topologiques non localement compacts, d’un théoréme di essentiellement & Prmrvieps. Voir
a ce sujet GROTHENDIECK [1], § 4, n.° 1, théor¢me 4, page 104.
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ProrosiTion (3.5) Soit H: X—Y une application continue de X dans Y.
Soit v une mesure de Radon sur Y. Pour que v soit U'image par H d’une mesure
de Radon sur X, il faut et il suffit que, pour tout €0, il existe un compact K de X
tel que v(H(K))>=1—c¢ .

Si H est un homéomorphisme de X dans Y, alors il faut et il suffit que v
soit concentrée sur H(X); Uapplication u—>H(y) est alors une bijection de I’ensemble
M(X) des mesures sur X, sur Uensemble My x(Y) des mesures sur Y concentrées
sur H(X).

Prenons le cas particulier ou X est simplement un sous-espace
topologique de Y, H étant linjection canonique. Alors on peut canoni-
quement identifier les mesures sur X, et les mesures sur Y qui sont concentrées
sur X.

Ceci permet de donner une nouvelle définition des mesures de Radon sur un
espace topologique X complétement régulier. Soit en effect X son compactifié
universel de (,ech dire que X est complétement régulier revient & dire que X
peut étre identifié & un sous-espace topologique dense de X. On connait alors
les mesures de Radon sur X, qui est compact. On pourra donc définir une mesure
de Radon sur X comme une mesure de Radon sur X, concentrée sur X. Cette
définition est nécessairement identique a la définition antérieure (en outre on
pourrait remplacer X par n’importe quel autre compact Y dont X soit un
sous-espace topologique).

On dispose donc en fait de deux méthodes complétement différentes pour
faire cette théorie des mesures de Radon sur des espaces non localement compacts.
Ou bien on donne la définition du § 2; on regarde alors pas a pas tous les théorémes
démontrés dans les espaces localement compacts, en lisant Bourbaki page aprés
page, et on vérifie que 'on peut partout éliminer la locale compacité. Ou bien
au contraire, on adopte la deﬁmtlon donnée ici, utilisant la théorie des mesures
supposée déja faite sur le compact X. Par exemple, si’on veut démontrer le théo-
réme de convergence majorée de Lebesgue, on considérera une suite de fonctions f,
sur X A valeurs dans un Banach, convergeant p-presque partout vers une limite f,
p-intégrables, et majorées en norme par une fonction g=0, p-intégrable. On peut
alors identifier p. & une mesure y. sur X, concentrée sur X. Les fns T, g, sont alors
{i-presque partout définies sur X. On peut leur apphquer le théoréme de Lebes-
gue, demontré pour les mesures sur le compact X. Donc f est j-intégrable, et

lim f,dg. f fdy.; donc f est p-intégrable, et lim fandp = f fdw,cqfd. De
x

n—>oo 14 n—>co

toute facon, blen entendu, on doit montrer que les deux définitions données
sont équivalentes, pour toutes les notions introduites.

11 est bien évident que la premére méthode est la seule qui soit justifiable,
au point de vue logique; car pourquoi introduire d’abord une théorie de la mesure
sur les espaces localement compacts pour démontrer ensuite que ’hypothése de
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locale compacité ne servait a rien? Néanmoins, tout en gardant pour le présent
exposé cette méthode pure, c’est la deuxiéme méthode, plus courte et plus
paresseuse, que j’ai, en fait, utilisée, pour toutes les démonstrations.

§4. Produit par une fonction. Mesure induite. Produit tensoriel de deux
mesures

ProposiTiON (4.1). Soit w une mesure de Radon sur X, et soit p une
fonction >0, up-intégrable, d’intégrale 1. Alors la forme linéaire sur B(X) définie
par ¢— [ pody. est une mesure de Radon sur X; on Uappelle produit de . par p

X

et on Vécrit pu.
Si f est une fonction sur X ¢ valeurs dans un Banach F, f est pu-intégrable
si et seulement st pf est p-intégrable, et Uon a toujours [ fd(pu)= [ (pf)du.
X X

Sotent . et v deux mesures sur X. Pour que v soit de base p, c. d d. de la
forme pu,p p-intégrable, p>0, [ pdu=1, il faut et il suffit que toute partie p-négli-
geable de X soit aussi v-négligeable (Lebesgue-Nikodym) (').

ProrosiTION (4.2). Soit u une mesure sur X, et soit Z une partie p-mesu-
rable de X. La forme linéaire sur B(Z) définie par ¢— [ ¢du (ou Uintégrale sur Z
z

d’une fonction est Uintégrale sur X de sa prolongée par 0 sur X—Z ) est une mesure
de Radon sur Z ; on Uappelle la mesure induite par p. sur Z, et on la note p.;. L’image
de v, par Uinjection de Z dans X est le produit de . par la fonction caractéristique
X, de Z ; on peut donc aussi définir p., en utilisant la définition du § 3, en Uidentifiant
d la mesure x . sur X concentrée sur Z. On a les propriétés habituelles, en parti-
culier la transitivité des mesures induites; et, si f est une fonction sur Z da valeurs
dans un Banach F, elle est p.;-intégrable si et seulement st elle est p-intégrable sur Z,

et Von a (fdu, = [fdu (?).
z z

ProrosiTiON (4.3). Sotent X et Y deux espaces complétement réguliers,
w et v des mesures sur X et Y respectivement. Il existe une mesure \ et une seule
sur XXY qui vérifie, pour ¢€B(X) et YeB(Y), la formule Ne®{) = w(@)v(}).
Cette mesure s’appelle produit tensoriel de p. et v et se note u®v. Elle vérifie les
propriétés habituelles, en particulier le théoréme de Fubini (3).

(*) Voir BoursakI [2], §5.
(3 Voir BourBaki [2], §§1 et 7.
(®} Boursakr [1], chapitre III, §5, et BourBAkI [2], §8.
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§ 5. Limites projectives de mesures

Les théorémes de la théorie de la mesure sur les espaces localement compacts
s’étendent aux mesures sur des espaces complétement réguliers. Il n’y a que deux
exceptions: les théorémes relatifs aux limites projectives non dénombrables, et
les théorémes relatifs aux intégrales de mesures. Pour ceux-la, certaines hypo-
théses supplémentaires sont nécessaires. Nous regarderons dans ce paragraphe
le cas des limites projectives non dénombrables.

Soit I un ensemble ordonné filtrant d’indices. Pour tout i, soit X; un
espace topologique complétement régulier. On suppose en outre donné, pour
tout couple (7,j),i<j, une application continue ;; de X; dans X;, de maniére
que, pour i<j<k, on ait w; jo wj k= Tk et que w;; soit I'identité pour tout i.
Il existe alors une limite projective du systéme considéré; elle est définie par
un certain espace topologique Z et des applications continues 7; de Z dans les X,
telles que, pour i<j, on ait m;=m; ;o Il peut arriver que Z soit vide; mais,
si les X; sont compacts, Z est non Vlde et compact.

Supposons données des mesures y; sur les X;, telles que, pour i<(j, on ait
V-i="¢i,j(“j)- Existe-t-il sur Z une mesure p telle que, pour tout i, w,=w;(n)?
C’est vrai si les X; sont compacts ou si I est dénombrable (ou si X; est compact
sauf pour une infinité dénombrable de valeurs de iel), mais ce n’est en général
pas vrai si les X; sont seulement des espaces completement réguliers (méme
localement compacts), et / non dénombrable.

Posons-nous un probléme plus général. Soient un systéme projectif du type
précédent, et en outre un espace topologique complétement régulier X et des
applications continues H; de X dans les X, telles que, pour :<j on ait H;=m; ;o H;.
Celd revient exactement a se donner une application continue H de X dans la
limite projective Z, avec H;=m;0 H. Les mesures yu; sur les X étant données,
existe-t-il une mesure u sur X telle que, pour tout i, p;=H;() ? Le systéme de X,
des X;, des =;;, des H;, des yu;, s’appellera un systéme projectif d’espaces topo-

1,j?
loglques munis de mesures de Radon.

Proposition (5.1). Soit X,(X))ier, (%ij)iel, jeI, i <j,(H})iel,(8;)iel, un
systéme projectif d’espaces topologiques munis de mesures de Radon. Pour qu’il
existe une mesure p sur X, telle que p;=H (u) pour tout i, il faut et il suffit
que, pour tout ¢>0, il existe un compact K de X tel que, pour tout i,
wi(H(K) >1—

La démonstration se fait en utilisant la proposition (3.5) et le fait que,
puisqu’il s’agit de mesures de Radon, la mesure d’un ordonné filtrant décroissant
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(méme non dénombrable) de fermés est la borne inférieure des mesures.

Aucun théoréme aussi général ne peut donc exister en théorie des mesures
abstraites (').

§ 6. Mesures cylindriques sur un espace vectoriel localement convexe (?)

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé sur
le corps /R (pour simplifier). Soit I I’ensemble de sous-espaces vectoriels fermés
de codimension finie de E, ordonné en sens inverse de l'inclusion. Pour iel,
nous désignerons aussi par E; I’élément ¢ de I. Appelons H; 'application cano-
nique de E sur son quotient de dimension finie E/E;; pour i<j, c. ad. E;oEj,
appelons ; j 'application canonique de E/E; sur E/E;. Alors les espaces E[E;,
munis des =;j, ont une limite projective Z, qui est, comme on le voit aisément,
le complété faible de E, ou dual algébrique E’* du dual topologique E’ avec la

topologie o(E*,E’). Les H; déterminent une application linéaire continue H de
X=E dans Z, qui n’est autre que Vinjection canonique de E dans E'*.

DErFiNITION (6.1). On appelle mesure cylindrigue . sur E un systéme
projectif de mesures au sens du § 5, relatif aux E|E;,;j,H;; c. a d. la donnée,
pour chaque i, d’une mesure w;, sur E|E;, de maniére que, pour i<j, on ait
W= ﬂi,j(v-j) .

Il en résulte qu’une mesure cylindriqgue n’est pas en général une mesure
(sauf évidemment si E est de dimension finie); pour qu’elle soit une mesure, il
faut et il suffit que, pour tout € > 0, il existe un compact K de E tel que, pour
tout i, w;(H;(K))>1—c (proposition (5.1)).

On peut cependant faire avec les mesures cylindriques des opérations remar-
quables. Si p et v sont deux mesures cylindriques, on peut les convoler, et définir
une nouvelle mesure cylindrique pxv sur E. Si u est une application linéaire
continue de E dans un espace localement convexe séparé F, et si . est une mesure
cylindrique sur E, on peut définir une image u(w), mesure cylindrique sur F;
et u(psv) =u(p)*u(v). Enfin on peut définir I'image de Fourier Fu=¢ de p;
c’est une fonction a valeurs complexes de type positif sur le dual E’, égale a 1

() 1l existe précisément un théoréme analogue démontré par ProxHoROV, [1], mais ou
les X; sont supposés étre des espaces vectoriels de dimension finie, X un espace de Fréchet
séparable, les 7;, et les H; linéaires continues. Il s’agit certes 12 d’ hypothéses excessives, mais
de toute fagon, en théorie des mesures abstraites, on ne peut jamais sortir des réunions et inter-
sections dénombrables, et des restrictions sévéres sont inévitables. En outre, la démonstration
est plus compliquée.

() Voir GELFAND-VILENKIN [1], chap. IV.
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a l'origine, dont la restriction & tout sous-espace vectoriel de dimension finie est
continue; et inversement, toute fonction ¢ sur E’ ayant ces propriétés est I'image
de Fourier d’une mesure cylindrique unique sur E. Si u est linéaire continue
de E dans F, si p. est une mesure cylindrique sur E, d’image de Fourier ¢ sur E’,
alors 'image de Fourier de u(p) est I'image réciproque ‘u*(¢)=¢ o tu, par u, de ¢.

DErinNiTION (6.2). On dit qu’une mesure de Radon p. sur E est concentrée
a 8 prés sur une partie A de E, si u{4d)=1-3.

On dit qu’une mesure cylindrigue p. sur E est cylindriquement concentrée
a 3 prés sur une partie A de E, st, pour tout v, w,(H;(A))>1—3; on dit qu’elle est
scalairement concentrée a 8 prés sur A, si Uon a Uinégalité précédente toutes les fois
que E; est de codimension 1 dans E (c’est donc une condition plus faible).

Soit & un ensemble de parties de E; on dira que p est &-concentrée ou
cylindriquement ou scalairement &-concentrée, si, pour tout 3 >0, il existe
Ae@ telle que p soit concentrée ou cylindriquement ou scalairement concentrée
4 d prés sur A. On peut alors dire que p est une mesure de Radon si et seulement
si elle est cylindriquement c-concentrée, ¢ étant I’ensemble des parties compactes
de E, et elle est alors ¢ concentrée.

ProrositioN (6.1). Supposons Uensemble & filtrant et invariant par les
homothéties. Alors les 3 propriétés suivantes sont équivalentes:

1) La mesure cylindrique p est scalairement &-concentrée;

2) La fonction de type positif o=Fy. est continue sur E'sg (E' muni de
la topologie de la &-convergence);

3) L’application &—>¥%(n) est continue de E's dans Uespace M(IR) des
mesures sur /R munt de la topologie vague (*).

On peut aussi raisonner en termes de variables et fonctions aléatoires.
Si (Q,m) est l'espace des épreuves (nous supposerons Q complétement régulier
et m de Radon), une variable aléatoire & valeurs dans un espace topologique X
est une classe d’équivalence d’applications m-mesurables de Q dans X (deux
applications étant équivalentes si elles sont m-presque partout égales).

L’espace de ces variables aléatoires sera noté Mes(Q,m;X). Si X est un
espace uniforme, Mes(Q,m;X) peut étre muni de la structure uniforme de la
convergence en probabilité:

Si U est un entourage de la structure uniforme de X, et si €>0, I’ensemble
des éléments (x,y) de Mes(Qm;X) X Mes(Qm;X) tels que Pr{(x,y)¢ U}=

() Si E€E’E est une application linéaire continue de E dans IR, donc il existe une
image £(p) € M(IR) de la mesure cylindrique p sur E.
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=m({weQ;(x(w),y(w))¢U})<e est un entourage de cette structure; et on obtient
ainsi un systéme fondamental d’entourages.

La topologie correspondante est dite topologie de la convergence en
probabilité. On appelle maintenant fonction aléatoire f sur un ensemble T &
valeurs dans l’espace topologique X, une application de T dans Mes(Q,m;X);
pour tout te T,f(t)e Mes(Q,m;X) est donc une variable aléatoire sur X. Deux varia-
bles aléatoires zeMes(Q,m;X),x'ceMes(Q',m';X) (correspondant éventuellement
a des (Q,m) et (Q',m’) distincts, mais au méme X supposé complétement régulier),
sont dites isonomes (ou de méme loi de probabilité), si les mesures images z(m),z’(m),
sur X, coincident. Deux fonctions aléatoires f,f’, (correspondant a des (Q,m),
(Q',m’) éventuellement distincts, mais aux mémes T,X) sont dites isonomes, si,
pour tout systéme fini de valeurs t,t,...,.,,, de T, les variables aléatoires
(f@):f@2)s--f8)) 5 (F(2)sf (22),--»f(8,)), & valeurs dans X", sont isonomes. La
fonction aleatou'e f sera dite canomque, ¢’il existe une variable aleatmref a
valeurs dans le produit XT (X compactifié de Cech de X), telle que, pour tout ¢
de T, f({)=pr;o f, ou encore f@)(w)= prtf (w) m-presque slrement; nous abré-
gerons par f= prof.

Les propriétés des limites projectives de mesures sur des espaces compacts,
montrent alors que toute fonction aléatoire est isonome a une fonction aléatoire
canonique (pour laquelle Q= XT,f =identité). En outre, si deux fonctions aléa-
toires canomques f=pro f et f'=pro f sont isonomes, les varvables aléatoires fY f,
a valeurs dans XT, sont isonomes; si en outre f =f, alors f = f presque siire-
ment. Noter qu’en général, f est & valeurs dans X7 et non X7.

Si T est topologique et X muni d’une structure uniforme, la fonction aléatoire
fsur T a valeurs dans X est dite continue en probabilité, si elle est une applica-
tion continue de 7' dans ’espace topologique Mes(Q,m;X); c. & d. si, lorsque ¢
tend vers ¢, dans 7, la variable aléatoire f(t) sur X converge en probabilité vers
la variable aléatoire f(t,).

Pour T et X topologiques, une fonction aléatoire canonique f=pro f est
dite presque sirement continue (sous-entendu a valeurs dans X lui-méme et non
seulement dans X) si, pour m-presque tout w de Q, I’élément f(w) de XT, qui est
donc une apphcatlon de T dans X, est une application continue de 7 dans X.
Plus généralement, si 4 est un sous-ensemble de XT, on dira que f est presque
sirement dans 4, si, pour m-presque tout w,f ) appartient a 4.

ProrositioN (6.2). Soit E un espace vectoriel topologique sur IR, locale-
lement convexe séparé. Il existe une correspondance bijective entre les mesures
cylindriques . sur E et les classes d’tsonomie de fonctions aléatoires f réelles linéaires
sur E’. La mesure cylindrique p est scalairement S-concentrée, si et seulement
si la fonction aléatoire f est continue en probabilité sur E'g . Si p est cylindrique-
ment &-concentrée, et f canonique, alors f est presque stiremert continue sur E'g;
la réciproque est vraie si E est semi-réflexif et quasti complet et si & est U'ensemble
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de toutes les parties convexes équilibrées faiblement compactes. Enfin, si f est cano-
nique, p. est une mesure de Radon sur E faible, st et seulement si f est presque stirement
a valeurs dans E, et une mesure de Radon sur E, si et seulement si f est presque
stirement a valeurs dans une réunion dénombrable de compacts de E.

En changeant les roles de E et E’:

Proposition (6.3). Soit F un espace vectoriel topologique localement
conyexe séparé. Ily a une correspondance bijective enire les mesures *-cylindriques
sur son dual F’ muni de la topologie o(F',F) ('), et les classes d’isonomie de fonctions
aléatoires f linéaires sur F.

La mesure =-cylindrique p. sur F' est %-scalairement e-concenirée (¢ désignant
Pensemble des parties convexes équilibrées équicontinues faiblement fermées), st et
seulement si f est continue en probabilité sur F. St f est canonique et si p est *
cylindriquement e-concentrée, alors f est presque strement continue; la réciproque est
vraie si F est tonnelé. Enfin, si  est canonique, . est une mesure de Radon
sur F' muni de la topologie o(F',F), si et seulement st f est presque stirement
continue.

§7. Les théorémes de Minlos

Cette théorie des mesures de Radon permet de généraliser les théorémes,
démontrés (et énoncés sous une autre forme) par Minlos dans le cas particulier
d’espaces de Fréchet séparables; la raison fondamentale est qu’on peut utiliser
la proposition (5.1), qui ne fait pas d’hypothéses de dénombrabilité.

DeriNiTION (7.1). Soient E et F deux espaces de Banach, u une application
linéaire continue de E dans F. On dit que u est radonifiante, si, pour toute mesure
cylindrique p sur E, scalairement concentrée sur Uensemble des boules, U'image
u(w) est une mesure de Radon sur F.

ProposiTioN (7.1). (MINLOS) Si E et F sont hilbertiens, u est radoni-
fiante si et seulement st elle est de Hilbert-Schmidt (?).

J’ignore si un opérateur nucléaire d’'un Banach E dans un autre F est
radonifiant.

() Le symbole % exprime que F’ est considéré comme dual de F, muni de la topo-
logie o(F’,F). Par exemple, «k-scalairement...» veut dire: «pour tout fEF,..», alors que «scalai-
rement...» voudrait dire ou pourrait vouloir dire: «pour tout f7 du dual F” de F’ fort,.

(» Voir GELFAND-VILENKIN [1], chap. IV, et Minvos, [1].
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DErFiNiTION (7.2). Rappelons qu’un espace vectoriel topologique localement
convexe séparé E est dit nucléaire, si, pour tout voisinage convexe équilibré ouvert
U de O dans E, il en existe un autre V<U tel que Uapplication naturelle E,—~E;
soit nucléaire. Si & est un ensemble de parties convexes équilibrées fermées complé-
tantes (') de E, E est dit S-conucléaire, si, pour toute A€ @, il en existe une autre
B> A, telle que Uinjection canonique E ,— E p soit nucléaire.

Alors E est nucléaire si et seulement si E’ est e-conucléaire, £ étant la
famille des parties convexes équilibrées équicontinues faiblement fermées; si ¢
est I’ensemble des parties convexes équilibrées compactes de E, E est nucléaire
si et seulement si E est c-conucléaire.

On a alors:

Proposition (7.2) (TukoreME DE MINLOS GENERALISE) (3). Si E est
&-conucléaire, toute mesure cylindrique sur E, scalairement &-concenirée, est une
mesure de Radon sur E,G-concentrée; toute fonction continue de type positif sur
E'c est Uimage de Fourier d’'une mesure de Radon sur E, &-concentrée.

Si & a un systéme fondamental de parties A hilbertiennes (c. a d. telles que
E 4 soit hilbertien ), la réciproque est vraie: si toute mesure cylindrique sur E, scalai-
rement ©-concentrée, est une mesure de Radon &-concenirée, ou encore si toute
fonction continue de type positif sur E'g est U'tmage de Fourier d’une mesure de
Radon ©-concentrée sur E, alors E est S-conucléaire.

Si E est quasi-complet et admet un systéme fondamental de parties convexes
équilibrées compactes hilbertiennes, alors E, est nucléaire ou E est c-conucléaire,
st et seulement st toute mesure cylindrique sur E, scalairement c-concenirée, est une
mesure de Radon, ou encore si et seulement st toute fonction continue de type positif
sur E, est Uimage de Fourier d’une mesure de Radon sur E.

CoroLLAIRE. Soit E Uun des espaces D, D', E,E,S,8,0,,0,, de la
théorie des distributions; toute mesure cylindrique sur E, scalairement concen-
trée sur la famille des parties bornées, est une mesure de Radon; toute fonction
continue de type positif sur E' est U'image de Fourier d’une mesure de Radon
sur E.

Le théoréme de Minlos ne donnait de résultat que pour E=§',D’.

(*} Une partie A de E, convexe équilibrée fermée, est dite complétante, si ’espace
normé E, est un Banach. Si A4 est compléte, donc si E est quasi-complet et A fermée, elle est
complétante. Voir Scuwartz [1], page 198.

(!) Ce méme théoréme, sans hypothése de dénombrabilité, a été trouvé indépen-
damment par d’autres auteurs. (Yasuo UmeMuraA, Baprikian; & paraitre prochainement).
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§ 8. Espaces radoniens, polonais, lusiniens, sousliniens

DEFiniTION (8.1). Une mesure abstraite m (comme toujours, >0 et de
masse m(X)=1) sur la tribu borélienne d’un espace topologique X est dite intérieu-
rement réguliére si, pour tout borélien B,m(B) est la borne supérieure des mesures
des compacts de X contenus dans B.

Prorosition (8.1). Toute mesure de Radon . sur un espace complétement
régulier X définit, par B—>u(B), une mesure abstraite sur la tribu borélienne,
tntérieurement réguliére. Inversement, toute mesure abstraite sur la tribu borélienne
de X, intérieurement réguliére, provient d’une mesure de Radon unique.

En d’autres termes, on peut identifier Uensemble M(X) des mesures de
Radon sur X, au sous-ensemble de Uensemble des mesures abstraites sur la tribu
borélienne, formé des mesures abstraites intérieurement réguliéres.

On aurait pu prendre cela comme définition des mesures de Radon sur
X, a la place de celle du §2. Elle est, en tant que définition, plus simple que
celle du §2; mais certaines complications s’introduisent dans les démonstrations,
ce qui la rend sans doute équivalente en difficulté.

Reprenons ’exemple (1.1). La mesure m sur X est une mesure abstraite
sur la tribu borélienne de X, qui n’est pas intérieurement réguliére; en effet,
si elle I’était, cela reviendrait a dire que X a la mesure intérieure 1 pour v, et
comme il a la mesure extérieure 1, il serait mesurable, contrairement a I’hypo-
thése. Comme d’ailleurs l'injection X-—+Y est continue, si m était une mesure
de Radon sur X, on n’aurait plus trouvé la le contre-exemple cherché au §1,
en vertu des propriétés des mesures de Radon images. Donc m n’est pas de
Radon, mais son image v est de Radon.

DEriniTION (8.2). Un espace topologique complétement régulier X est
dit radonien, si toute mesure abstraite sur la tribu borélienne de X est intérieurement
réguliére, en d’autres termes, est une mesure de Radon sur X.

ProrositioN (8.2). Si X est radonien, il est universellement mesurable,
au sens suivant: pour tout espace complétement régulier Y ayant X comme sous-
-espace topologique, et toute mesure de Radon p. sur Y, X est p-mesurable. Soit X
un espace radonien, et soit Z un sous-espace de X ; alors Z est radonien st et seulement
s’il est mesurable pour toute mesure de Radon sur X.

C’est 1a le secret de la construction du contre-exemple (1.4). On verra
que Y=[0,1] est radonien (proposition (8.3)); alors, X étant non-mesurable pour
la mesure de Lebesgue v sur Y, il n’est siirement pas radonien.
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DirFiniTION (8.3). Un espace topologique X est polonais s’il peut étre
défini par une métrique pour laquelle il est complet, et s’il est séparable (c. @ d.
admet une partie dénombrable dense).

Par exemple, un espace de Fréchet séparable est polonais.

Un espace topologique X est dit lusinien s’il est séparé et s’il existe une topo-
logie plus fine pour laquelle il est polonais (autrement dit s’il existe une bijection
continue d’un espace polonais sur X).

Un espace topologique X est dit souslinien s’il est séparé et s’il existe une
surjection continue d’un espace polonais sur X (').

Un espace lusinien ou souslinien le reste si I’on affaiblit sa topologie,
pourvu qu’elle reste séparée. Un sous-espace lusinien d’un espace séparé est
borélien dans cet espace; un sous-espace d’un lusinien est lusinien si et seulement
§’il est borélien; tout borélien d’un souslinien est souslinien.

ProrositioN (8.3). Ur espace topologique complétement régulier souslinien
est radonten, et le reste pour toute topologie complétement réguliére plus faible. Sa
topologie est Radon-équivalente d toutes les topologies complétement réguliéres plus
faibles (2).

ProrositioN (8.4). Soient E, F, deux espaces vectoriels topologiques,
limites inductives strictes d’espaces de Fréchet séparables. Alors C,(E;F) est lusi-
nien; en particulier F et E, sont lusiniens ().

CoROLLAIRE. Les espaces D, D', E,E,S,S',0,,,0,, de la théorie des
distributions, sont lusiniens; ils sont donc boréliens dans tout espace topologique
dont ils sont sous-espaces; ils sont radoniens et le restent pour toute topologie compleé-
tement réguliére plus faible; et leur topologie est Radon-équivalente a toute topologie
complétement réguliére plus faible.

Depuis la premiére impression de cet article, quelques perfectionnements ont
été apportés. André Meyer a donné une définition différente, rendant inutile I’hypo-

(') On trouvera ces définitions dans Boursaxi [5], § 6. Cependant, dans cet ouvrage,
les espaces lusiniens ou sousliniens sont, avec beaucoup de précaution, supposés métrisables,
Le lecteur se convaincra que c’est complétement inutile, et que cela a pour unique résultat d’intro-
duire des complications, car on est alors obligé de montrer ou de supposer qu’un espace est
métrisable, pour démontrer qu’il est lusinien ou souslinien!

C’est & cause de cette hypothése de métrisabilité que P. CARTIER avait introduit dans [1]
les espaces standards; il a remarqué ultérieurement que ’hypothése de métrisabilité de Bourbaki
était superflue, de sorte que désormais les lusiniens ne sont plus nécessairement métrisables,
et la notion d’espace standard disparait.

(3 Conséquence facile du théoreme de Choquet; voir Boursaxkr [4], théoreme 5 du
§6, n.o 9.

(®)) Le résultat relatif a E; et F est dit & P. CARTIER, voir [1].
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thése de compléte régularité des espaces topologiques. D’autre part, j’ai donné
en Aolt-Septembre 1965 des conférences au Tata Institute of Fundamental
Research de Bombay, ou les mesures de Radon sont introduites, comme il est
dit a la proposition 8.1, sans aucune théorie supposée connue antérieurement
pour les espaces localement compacts, et sans hypothése de compléte régularité;
les mesures ne sont pas nécessairement finies ni>0. Ces conférences, ainsi que

d’autres que j’ai données a Paris, paraitront ultérieurement, avec toutes les
démonstrations.

1]
[2]
(3]
(4]
1]
(1]
11

11
[1]

1]
il

(11

[1}
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RESUME

Les mesures de Radon sont habituellement définies seulement sur des
espaces topologiques localement compacts; elles sont un cas particulier des mesures
abstraites, qui peuvent se définir sur des ensembles arbitraires. Mais les mesures
abstraites n’ont pas toutes les propriétés des mesures de Radon.

Le présent article définit des mesures de Radon sur des espaces topologiques
séparés arbitraires. Elles ont toutes les propriétés des mesures de Radon classi-
ques sur les espaces localement compacts. Pour qu’une mesure abstraite >0 finie,
définie sur la tribu borélienne d’un espace topologique, soit une mesure de Radon,
il faut et il suffit qu’elle soit «intérieurement réguliére».

Sur certains espaces, dits radoniens, toutes les mesures abstraites sur la
tribu borélienne sont des mesures de Radon. Les bons espaces topologiques de
I’analyse sont des espaces radoniens.

Sur les espaces vectoriels localement convexes, on peut introduire la
notion de mesure cylindrique, plus générale que celle de mesure de Radon.

Le théoréme de Minlos permet de reconnaitre, sur les espaces nucléaires,
a quelles conditions une mesure cylindrique est une mesure de Radon. Le
théoréme de Minlos nécessitait des conditions assez particuliéres de dénombra-
bilité. Le présent article étend les résultats aux cas plus généraux, et des appli-
cations aux fonctions aléatoires sont esquissées.



