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Introduction.

Le noyau attaché à un espace hilbertien a été introduit par S. Bergman, dans
le cas de l'espace des fonctions holomorphes sur un ouvert de C"; seul ou avec
d'autres auteurs, il l'a appliqué systématiquement à l'étude de certains prob-
lèmes relatifs aux fonctions holomorphes, en même temps qu'il a introduit
d'autres noyaux relatifs à d'autres espaces et les a utilisés à des problèmes aux
dérivées partielles (Voir Bergman, [1], Bergman et Schiffer[l]). C'est Aronszajn
qui a montré qu'il y avait là un cas particulier d'une situation générale: à
tout sous-espace hilbertien de l'espace des fonctions sur un ensemble X on
peut attacher un noyau" reproduisant"; il a étudié les relations entre le noyau
et l'espace, introduisant les opérations de multiplication par les scalaires et
d'addition, et la structure d'ordre; en même temps lui aussi montrait les
relations étroites entre les noyaux et la solution de certains problèmes aux
limites aux dérivées partielles (voir Aronszajn). Notre but est d'étendre encore
le formalisme. Si E est un espace vectoriel topologique quelconque, séparé,
localement convexe et quasi-complet, on peut définir un ensemble Hilb(E) des
sous-espaces hilbertiens de £, muni d'une structure de "cône convexe saillant",
défini par les opérations indiquées ci-dessus; on peut d'autre part introduire
l'espace J?+(E) des noyaux g; 0 relatifs à E, un noyau ^ 0 étant une application
linéaire faiblement continue ^ 0 de Ë' dans E; il est muni lui aussi d'une
structure de cône convexe saillant. Et il existe alors un isomorphisme canonique
entre ces deux cônes.

Le §0 introduit des généralités sur les espaces et anti-espaces, qui pourraient
ou devraient figurer dans la littérature élémentaire sur les espaces vectoriels
ainsi que la notion de conjuguée et d'adjointe d'une application linéaire
continue.

Le §1 introduit les sous-espaces préhilbertiens et hilbertiens d'un
espace vectoriel topologique, et la notion importante de complété d'un sous-
espace préhilbertien ; la notion de g-complété est moins nécessaire à la
compréhension de la suite.

Le §2 introduit le cône Hilb(£) des sous-espaces hilbertiens de JE, et définit
proprement les 3 structures fondamentales: multiplication par un scalaire
^ 0, addition, relation d'ordre.
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Le §3 introduit les noyaux relatifs à E, et des considérations vectorielles

topologiques.

Le §4 definitie noyau ^ 0 associé à un sous-espace hilbertien de E, ou noyau
reproduisant, ou encore l'application canonique de Hilb(£) dans ^ + (E) . La
Proposition 6 peut servir de définition. La Proposition 8 jouera un rôle fonda-
mental dans la suite: elle redonne l'espace hilbertien à partir de son noyau,
et montre donc que l'application canonique Hilb(£)-> J^+(E) est injective.

Le §5 établit le caractère bijectif de cette application : tout noyau ^ 0 est
le noyau associé à un sous-espace hilbertien unique (Proposition 10).

Le §6 établit l'isomorphisme entre les deux structures de cônes de Hilb(E)
et J£*(E): la bijection définie antérieurement conserve les 3 structures
fondamentales.

Le §7 donne un certain nombre de conséquences de cet isomorphisme. En
particulier la Proposition 14 établit l'existence et l'unicité de la différence de
deux sous-espaces hilbertiens, J(f>

1-J^2, si Jf1'^J^2. Les Propositions 18 et
19 traitent des sommes infinies de sous-espaces hilbertiens et de noyaux, donc
des bases hilb^rtiennes de sous-espaces hilbertiens (Corollaire 5 de la Propo-
sition 19), la Proposition 20 des intégrales (sommes mesurables) de sous-
espaces hilbertiens et de noyaux.

Le §8 étudie l'effet d'une application linéaire continue. Si E et F sont deux
espaces vectoriels topologiques, u une application linéaire continue de E dans
F, u définit deux applications qui se correspondent, l'une de Hilb(E) dans
Hilb(F), l'autre de &+(E) dans &+(F) (Proposition 21). On en déduit le
caractère fonctoriel des applications Hilb et «£?+ (page 188).

Le §9 rejoint le cas particulier étudié par Bergman et Aronszajn, où E est
l'espace des fonctions complexes sur un ensemble X, muni de la topologie de
la convergence simple. Les propositions démontrées ici sont souvent de simples
reproductions de celles d'Aronszajn. Pour voir les rapports entre le cas part-
ticulier et le cas général, on pourra lire ce qui est écrit page 191. La Proposition
27 bis reconstruit le noyau de Bergman sur une variété analytique complexe.

Le §10 étudie une situation toute nouvelle, tirée de la théorie des distri-
butions. L'espace 2, dont le dual^ ' est l'espace des distributions, est en
même temps un sous-espace de^'. Alors on étudie la situation où Ë' (c.à



118 LAURENT SCHWARTZ

est un sous-espace de E (c.a.d.^'). On définit en général la notion de sous-
espaces normaux de E, qui rejoint celle d'espaces de distributions normaux.
Si alors 3f est un sous-espace hilbertien de E, normal, son antidual «^' est
encore un sous-espace de E; leurs noyaux H, H' sont reliés de façon très
intéressante: ils sont en quelque sorte inverses l'un de l'autre, et chacun des
deux sous-espaces peut être reconstruit avec le noyau de l'autre (Propositions
28 bis à 31). On en déduit des applications aux problèmes aux limites des types
de Dirichlet et de Neumann (page 106).

Le § 11 étudie en détail un certain nombre d'applications à la théorie classique
du potentiel: charges et potentiels d'énergie finie, balayage, restriction à
un ouvert et opérateur de Green. Le langage des sous-espaces hilbertiens et
noyaux associés est ici très fécond.

Le §12 tente une généralisation aux espaces hermitiens (à métrique non
positive) et aux noyaux hermitiens associés. On rencontre là de grandes
difficultés. Il apparaît que , quelles que soient les méthodes employées, un
noyau hermitien est associé, non plus à un sous-espace hermitien, mais à une
classe de sous-espaces hermitiens; l'application canonique Herm(£)-» J?h(E),
qui étend l'application Hilb(E)-» J£?+(E), est surjective, mais n'est plus
injective. Néanmoins c'est peut-être là, non pas une monstruosité, mais une
nouveauté pleine d'intérêt.

Le §13 donne des conditions suffisantes, et dans certains cas nécessaires et
suffisantes (corollaires de la Proposition 41) pour qu'un noyau hermitien
provienne d'un seul sous-espace hermitien.

Le présent travail a été précédé de publications résumées, qui, éventuellement,
seront avantageusement lues avant (*).

D'autre part nous publierons ultérieurement des applications, aux opérateurs
différentiels (voir par exemple Proposition 34) et aux représentations unitaires
des groupes de Lie et distributions de type positif sur ces groupes.

(•) Voir Schwartz [4] et [5].
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§0. Espaces et anti-espaces

Anti-espace. Soit E un espace vectoriel topologique sur C,localement
convexe séparé^). On appelle anti-espace de E la donnée d'un espace vec-
toriel topologique localement convexe séparé E, et d'un anti-isomorphisme
de E sur E, qu'on appelle généralement conjugaison et qu'on note e **-> ê.
Bien entendu E est un anti-espace de E, pour l'anti-isomorphisme réciproque
ê^-^e. Il n'existe qu'un seul anti-espace, à un isomorphisme près. Autre-
ment dit, si 2?! et Ë2 sont deux anti-espaces de E, correspondant à des anti-
isomorphismes e-*>-±êx, e**-+ë2, il existe un isomorphisme unique i de Ël

sur E29 vérifiant iëi = ë2 pour tout e de E. Dans la pratique, on rencontre
de nombreux modèles d'anti-espaces:

Exemples. 1°) Plaçons sur E la structure initiale de groupe additif, mais
la loi de multiplication "canulée" par les scalaires complexes, notée
e **-> X x e, telle que

(0,1) X x e = Xe.

Muni de ces lois, et de la topologie intiale, E devient un nouvel espace
vectoriel topologique sur C, noté Ë. Alors E est un anti-espace de E, si on
prend pour conjugaison l'identité, e**-» e. Tout espace E possède donc un
anti-espace, et un seul à un isomorphisme près.

2°) Fréquemment un espace vectoriel topologique E est muni d'un anti-
automorphisme e<*—> ë. On peut alors prendre E = E, la conjugaison étant
l'anti-automorphisme donné. Pour anti-espace de Ë, on pourra prendre,
soit E, avec la conjugaison ë**—* e, soit E, avec la conjugaison ê^-> I :
Pisomorphisme canonique i entre ces deux anti-espaces, défini au début, est
alors e-«-+ I. En général, l'anti-automorphisme donné est une anti-in-
volution, c. à d. vérifie en outre I = e, de sorte que cette difficulté technique
n'intervient pas.

(!) Pour la plupart des définitions concernant les espaces vectoriels topologiques, nous
renverrons à Bourbaki [1]. Un espace vectoriel topologique est localement convexe si l'origine
a un système fondamental de voisinages convexes. Une application u est anti-linéaire si
u(x+y) = u(x) + u{y), et si, pour tout scalaire A, on a u (AJC) = I«(x). Un anti-isomorphisme
est un homéomorphisme anti-linéaire.
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Par exemple, si/est une fonction complexe sur un ensemble X, on définit
ƒ par f(x) =f(x), et beaucoup d' espaces fonctionnels de l'analyse admettent
l'anti-involution ƒ w-* ƒ, et sont ainsi leurs propres anti-espaces. Il en est
de même des espaces de courants et distributions (2).

3°) Soit .Sun anti-espace de E. Soit E' son dual (espace des formes linéaires
continues sur E); on notera par <e,e'> le produit scalaire de eeE et e'eE'.
Pour e' EE\ ê^-» <e',e> est une forme linéaire continue sur Ë, donc dé-
finit un élément e' de Ë'. Alors e' -*>-> e' est une bijection anti-linéaire de E'
sur Ë'\ elle est un homéomorphisme, donc un anti-isomorphisme, si on munit
E' et Ë' de topologies correspondantes (faible, forte, etc.. Si S est une famille
de parties de E, ® la famille des parties conjuguées dans Ë, on pourra prendre
sur E' et Ë' respectivement la (5-convergence et la S-convergence(3)). On
peut donc prendre Ë' comme anti-espace E' de E' avec la conjugaison
e1'**-> e'; on a donc la règle Ë' = E' et

(0,2) <e\ê> = <£',£>•

Compte tenu de la définition de la transposée(4) et de la contragrédiente
d'une application anti-linéaire, e'*«—* e' est la contragrédiente de e*»-* ë
d'après (0,2).

Par exemple, dans le cas 1.), Ë' n'est autre que l'anti-dual de E (espace
des formes anti-linéaires continues sur E). Dans le cas 2.), Ë' n'est autre
que E', et e'^-> ê' est une anti-involution sur E'9 contragrédiente de l'anti-
involution de E. C'est ainsi que, de l'anti-involution <j> **-> $> sur l'espace
Q){X) des fonctions C00 à support compact sur un ouvert X de Rn (ou des
formes différentielles C00 à support compact sur une variété X de classe C00),
on déduit l'anti-involution T**-* T sur l'espace 3>'(X) des distribution (ou
des courants) sur X9 par:

(0,3) CT,<?> = <X?>;
elle fait de Qt\X) son propre anti-espace.

(2) Pour les distributions, nous référerons à Schwartz [1 ] ; pour les courants, à de Rham [1 ].
(3) Voir Bourbaki [1], Chapitre III, §3 n°l.
(4) La transposée d'une application linéaire continue u de E dans F est l'application

linéaire m de F' dans E' définie par: <*/(*),ƒ> = <x,*«(/)>, pour xeE,/eE'; la trans-
posée d'une application anti-linéaire u est l'application anti-lineaire *u définie par (u(x)9y

9 y
= <x, *«(ƒ)>. La contragrédiente est toujours l'inverse de la transposée.
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On aura parfois avantage à introduire des produits scalaires sesqui-linéaires(5)
sur Ex Ë', E' x E, Ex E', E' x E:

i(e\ë') = (e'\ê) = <e,e'> (=
(0,4)

4°) Soit 2tf un espace hilbertien ; on notera par (e \f)# son produit scalaire
interne, sesquilinéaire. On peut prendre pour modèle de 3tf son dual ^ \
la conjugaison étant l'anti-isomorphisme canonique de 3tf sur ffl'\ si heJtP,
h sera alors l'élément de M" = indéfini par:

(0,4 bis) <fc, h} = (k | h)# , Vfe e ^ .

Dans ce cas, on sera amené à prendre pour 3fé" l'espace ^ lui-même, suivant
3. et (0,2), en identifiant l'élément h de J? à l'élément deif', représenté
par la forme linéaire continue sur J^:k^^ (h\k)jg>; (0,2) s'écrit ici, pour

(0,4 ter) <&,£> = (h \ k)^ , ce qui est (0,4 bis) avec interversion de h et fc.

Le produit scalaire (0,4) de heJf et keJf' = Jf n'est autre que leur
produit scalaire (h \ k)#> dans f̂7. Le système des 4 espaces ^ , 2tf\ #F, 3tf\
se réduit donc à 2, 2tf = JT et ^ = 3f'.

Si en outre on se donne une anti-involution sur #<f, alors les 4 espaces
deviennent canoniquement isomorphes. L'isomorphisme entre $f et «^'
est le suivant: h heJf on associe l'élément de Jf' définissant la forme
linéaire continue sur 3f :k-*>-* (k\h).

Cependant, en analyse, il sera en général impossible défaire ces identi-
fications'. 2? possédera assez généralement une anti-involution naturelle,
permettant d'identifier 2? et c2f, donc aussi ^f ' et 2tf\ mais les couples «?f,
#F et ^f', 3f' devront être distingués bien qu'étant isomorphes. Ainsi, dans
l'exemple 2, page 126, on aura ^ s = 2/F spar l'anti-involution naturelle de la (*)
conjugaison complexe ƒ *-+ ƒ, mais p f s ) ' = ^ Ô

(5) Une forme sesqui-linéaire JBsur isxFest une fonction à valeurs complexes telle que

2
l'application partielle e-+B(e, f) soit linéaire et l'application partielle ƒ->- B(e,f) anti-linéaire.
= „tournant dangereux". Voir N. Bourbaki, Eléments de Mathématiques, Fascicule
I, Paris 1939. Page VI.
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Désormais nous parlerons de Vanti-espace Ë de E sans spécifier quei

modèle aura été choisi. On supposera cependant toujours identifiés Ë'

et~Ë' suivant 3.) et (0.2).

Conjugée d'une application linéaire ou anti-linéaire.

Soit u une application linéaire ou anti-linéaire continue de E dans F. Alors

ü est une application de même nature, de Ë dans F, définie par

(0,5) üë = üT, ieeE.

Si en particulier u = e' eE\ correspondant à F = C, ü est l'élément e' de

E' défini par (0,2) à condition de prendre, pour C, C lui-même, et pour

conjugaison la conjugaison usuelle z ̂ -> z.

L'application u -̂ -> ü est un anti-isomorphisme de J?(E;F) (espace des

applications linéaires continues de E dans F) sur J?(Ë;F), de sorte qu'on

peut considérer le deuxième comme anti-espace du premier. On a maintenant,

pour eeE, f'eF', la formule

(0,6)

= U',u~e> = </',

de sorte que

(0,7) ~Hi =

Cet opérateur fw = *« sera aussi noté w* et appelé l'adjoint de t/.

D'après (0,6) il vérifie

(0,7 bis) <«*ƒ>•) = <r,we> ou </',we>

ou, avec (0,4):

(0,7 ter) {u*f'\e) = (f'\ue).

L'intérêt de lettres telles que f'9e9... est qu'elles indiquent aussitôt dans quel
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espace on opère. Mais elles présentent parfois l'inconvénient de tout noyer

dans les signes et indices. On pourra préférer retenir (0,7 bis) et (0,7 ter)

sous la forme:

<U*0,IÂ> = (<t>My 1 ^ -, ,
(0,7 quarto) > <i> e F\ ifr e E.

Si E et F sont hilbertiens et si on les identifie à Ë' et F' par 4.), u* devient
une application linéaire continue de F dans £, qui est bien l'adjointe usuelle.

[Il en est de même si u est anti-linéaire, à cela près que les dernières égalités
(056) sont à remplacer par

= <f'>ue> = <ƒ',

Ce qui remplace ici (0,7 bis) est

(0,9) <u*f'9e> = <f'9ue>9

tandis que (0,7 ter) est remplacé par

(0,10) (u*f\ë) = (ue\f).]

Enfin, si E,F,G, sont trois espaces, et si u applique E dans F et v applique
F dans G, on a v° u = v<> ü. Si u est inversible, ü l'est aussi et û'1 = u ~1.

Toutes ces formules sont assez faciles et assez mécaniques. On a les règles
générales :

1. Pour prendre la conjugée d'une expression, on conjugue tout ce qui
intervient dans cette expression (exemples: formules (0,2) ou (0,5)).

2. Au-dessus de chaque lettre, la parité du nombre des barres est la même
de part et d'autre d'un signe = ; à condition de considérer que * est l'équivalent
d'une barre (M* = tu), qu'une lettre placée après la verticale dans un pro-
duit scalaire ( | ) contient une barre ((a| ƒ?) = <a,jB», et que, si u est anti-
linéaire, u e contient une barre sur e. On vérifiera aisément cette règle dans
(0,6) et (0,8).
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§1. Sous-espaces hilbertiens d'un espace vectoriel topologique.

Dans la suite, E sera toujours un espace vectoriel topologique, sur le corps
C des complexes, séparé, localement convexe. On appellera sous-espace
hilbertien (resp. préhilbertien) ffl de E la donnée d'un sous-espace vectoriel
2tf de £, et d'une structure hilbertienne (resp. préhilbertienne) sur #F
[c. à d., rappelons-le, d'une forme hermitienne (x, y)-^^(x \ y)^, linéaire en x,
anti-linéaire en y, positive dans le cas préhilbertien, définie positive et telle
que Jf soit complet pour la norme x^-> | |x| |^ = (x|x)1/2 dans le cas hil-
bertien], pour laquelle l'injection naturelle de 3f dans E soit continue. Cette
dernière condition revient encore à dire que, sur Jf7, la topologie définie par la
norme est plus fine que la topologie induite par E; pour cela, il faut et il suffit
que la boule unité de 3f soit bornée dans E. On notera bien que, suivant cette
définition, deux structures hilbertiennes distinctes sur le même sous-espace
vectoriel de E sont considérées comme définissant deux sous-espaces hil-
bertiens distincts de E.

La définition des sous-espaces hilbertiens et préhilbertiens ayant été donnée
sans autre hypothèse sur E, nous supposerons désormais toujours, sans même
le mentionner dans Vénoncé, que E est quasi-complet(6), pour sa topologie
initiale. On considérera très fréquemment sa topologie affaiblie a{EiE')\
naturellement il n'est pas nécessairement quasi-complet pour cette dernière
(sauf et seulement sauf s'il est semi-réflexif(7)). Par contre, il est quasi-complet
pour la topologie T(E,E ' ) de Mackey, parce qu'elle est plus fine que la to-
pologie intiale, et a un système fondamental de voisinages de 0 (les polaires
des parties faiblement compactes convexes équilibrées de E') fermés pour
la topologie initiale(8). On se persuadera aisément que la topologie initiale

(6) Un espace vectoriel topologique est quasi-complet si toute partie fermée bornée est
complète. Pour un espace métrisable, quasi-complet est équivalent à complet.

(?) Pour la topologie affaiblie a (JE, E9), voir Bourbaki [1], chapitre IV, §2, n° 1. Comme
toute partie bornée de E est toujours faiblement précompacte, il est équivalent de dire qu'une
partie bornée faiblement fermée est faiblement complète ou qu'elle est faiblement compacte;
et ceci est justement la condition de semi-réflexivité de Mackey (Bourbaki [1], Chapitre
IV, §3, n° 3, Théorème 1).

(8) Pour la topologie T de Mackey, voir Bourbaki [1], chapitre IV, §2, n°3, théorème 2 et
corollaire. De cette définition résulte bien que la topologie initiale de E est moins fine que
r(E, E'). Le fait qu'un espace E, quasi-complet pour sa topologie initiale, le soit encore pour
la topologie T(E, E') résulte alors de Bourbaki [1], Chapitre I, §1, n°. 5, Proposition 8.
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ne joue aucun rôle dans la suite, et qu'on pourrait considérer simplement
un couple d'espaces en dualité, £, E', tels que E soit T-quasi-complet. Nous
avons préféré ne pas introduire cette topologie T, souvent peu familière.

Proposition 0. Soit 3f un sous-espace vectoriel de £, muni d'une
structure préhilbertienne. S'il est sous-espace préhilbertien de E quand
on munit E d'une topologie moins fine que la topologie initiale, mais ayant
les mêmes parties bornées (par exemple la topologie affaiblie Ö"(£,E')(9))>

il est sous-espace préhilbertien de E pour la topologie initiale. Soit Ef*
le dual algébrique de E' (c. à d. Vespace de toutes les formes linéaires sur
£' ; on a donc £ c £ ' * ) ; munissons-le de la topologie faible <r(E'*9E') (il
est alors complété faible de E). Si ffl est un sous-espace hilbertien de
E'*9#?C\E (muni de la structure préhilbertienne induite par Jf) est un
sous-espace hilbertien de E: si £F possède un sous-espace dense contenu
dans E, ou une base hilbertienne contenue dans E, alors ffl est un sous-
espace hilbertien de E.

Démonstration.

Le début est évident puisque ffl est sous-espace préhilbertien de E si et
seulement si la boule unité de J4? est \>ornée dans E : cela ne dépend par de
la topologie de £, mais seulement de ses parties bornées.

Soit 2? un sous-espace hilbertien de JE'*. Alors, soit hn9 n = l^,---, une
suite de Cauchy de 2tf contenue dans E; elle converge vers un élément de #F
pour la topologie de #F; mais c'est une suite de Cauchy de E, car 3f n £,
sous-espace préhilbertien de £ affaibli, est aussi sous-espace préhilbertien de
E pour sa topologie intiale; donc, E étant supposé quasi-complet pour sa-
topologie intiale, elle converge aussi vers un élément de E pour la topologie
de E. Ses limites dans #? et dans £ coïncident, car elles sont sa limite dans
E'*. Cela prouve bien que 2tf C\E est complet, c'est un sous-espace hil-
bertien de £. Si c^o est un sous-espace de #F contenu dans E, son adhérence
dans 3Pest alors dans #F C\E\ si donc^ 0 est dense dans ̂ , & est dans E. C'est
ce qui se produira si ffl a une base hilbertienne dans £, car le sous-espace
qu'elle engendre algébriquement est dense dans £F et contenu dans E.

(9) Toute partie faiblement bornée est aussi bornée pour la topologie initiale (Théorème
de Mackey, voir Bourbaki [1], Chapitre IV, §2, n°4, Théorème 3).
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Exemple 1. Sur un sous-espace vectoriel de dimension finie de £,

toute forme hermitienne définie positive définit une structure hilbertienne

dont la topologie est identique à la topologie induite par E puisqu'elles sont

toutes deux séparées(10), donc elle définit un sous-espace hilbertien de E.

Pour certains espaces E de dimension infinie assez "monstrueux", tous les

sous-espaces hilbertiens sont de dimension finie.

Soit, par exemple, E un espace vectoriel de dimension infinie, muni de la

topologie localement convexe la plus fine(n). Dans cette topologie, tout

sous-espace vectoriel est fermé. Si alors 3f est un sous-espace hilbertien de

E, tous ses sous-espaces vectoriels sont fermés dans E donc dans Jf, donc

3F est de dimension finie.

Exemple 2. Si E est l'espace 2' des distributions complexes sur Rn,

34? = L2 est un sous-espace hilbertien de E. Usuellement, on pose aussi

J>^0 = L2, et on définit l'espace Jfs, s entier ^0(1 2) , comme l'espace des

fonctions (plus exactement: classes de fonctions, au sens de l'équivalence

de Lebesgue) appartenant à L2, et dont les dérivées d'ordre ^ s, au sens des

distributions, sont aussi des fonctions de L2 (usuellement, on écrit Hs,

nous écrivons ici 34?s). Pour tout indice de dérivation p = (Pi,^**••?£«)

d'ordre |p\ = px + p2 + . . . + pn ^ s, on choisit ap, nombre > 0; alors on

peut munir 3fs du produit scalaire

(14) <j\g)*> = I LpDjD^gdx,
| P l-S R-

qui en fait un sous-espace hilbertien de Q>'.

En tant qu'espace vectoriel topologique, il est independant du choix des

ap , mais pas en tant qu'espace hilbertien.

(10) II n'y a qu'une tolopogie d'espace vectoriel séparée sur un espace vectoriel de dimen-
sion finie; voir Bourbaki [1], Chapitre I, § 2, n°. 3, Théorème 2.

(U) II existe sur tout espace vectoriel une topologie localement convexe plus fine que
toutes les autres, définie par exemple par la famille de toutes les semi-normes. Toutes les
semi-normes sont alors continues, donc aussi toutes les formes linéaires, donc tous les
hyperplans sont fermés, donc aussi tous les sous-espaces vectoriels, qui sont tous des inter-
sections d'hyperplans.

(12) Les espaces Jf s sont d'un usage courant en théorie des équations aux dérivées par-
tielles. On en trouvera par exemple une étude très complète dans Hörmander [1], Chapitre
II, Définition 2.4.1, avec la notation J^^S) .
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On définit ffl~s comme dual de #Fs; muni de son injection naturelle

dans <2J' transposée de l'injection naturelle dense de Sè dans 3Ps, et de sa

norme de dual de Jfs, il est encore un sous-espace hilbertien de @' (sa

structure hilbertienne dépendant du choix des ap)>

On définit plus généralement les Jfs pour s réel quelconque par la trans-

formation de Fourier, mais nous n'en ferons pas usage ici. Si maintenant X

est un ouvert de Rn
9jff\X), pour s entier ^ 0, est le sous-espace de 3i'(X)

(espace des distributions sur X) formé des fonctions de L2(X) dont les dé-

rivées d'ordre ^ s, au sens des distributions, sont dans L2(X); on le munit

du produit scalaire (1,1), où est remplacé par , qui dépend des ap

Rn x
et en fait un sous-espace hilbertien de <3)'{X). Q)(X) n'est pas dense dans

2tf\X) pour 5 ^ 1 ; soit 3?% l'adhérence de 3i(X) dans ^\X). Alors on dé-

finit 3^"\X) comme le dual de ^s
0 (X), muni de l'injection naturelle dans

2\X) transposée de l'injection dense de Q)(X) dans J^S
O(X); c'est encore

un sous-espace hilbertien de

Exemple 3. Soit X un espace de Riemann orienté de dimension n9 de

classe C00. Il existe alors une opération *, qui fait correspondre à toute forme

différentielle co de degré p une forme différentielle #Û> OU CO* de degré n — p;

l'opération * est antilinéaire. Soit J^ l'espace des classes de formes différen-

tielles mesurables, telles que la forme ^ 0 de degré n:coA co*, soit intégrable;

on peut munir Jf du produit scalaire :

(«I/O* = ƒ «.0,2) (aI/O* = J «Ap* .
x

Jf est un sous-espace hilbertien de l'espace Q)'{X) des courants sur X; on

l'utilise dans la théorie des formes harmoniques(13). Si X est compact, Jt9

en tant qu'espace vectoriel topologique, ne dépend pas de la structure rie-

mannienne de X, c. à d. de l'opération * (Jf est l'espace des classes de formes

mesurables, à coefficients L2 sur tout compact dans toute carte locale de X);

mais sa structure hilbertienne en dépend. Si X est un ouvert de R", le sous-

(13) Voir de Rham [1], Chapitre V, §24 et 25.
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espace $ de 3tf formé des formes de degré 0 n'est autre que L2(X), avec

sa norme usuelle.

Exemple 4. Soit X un espace topologique localement compact, ju une
mesure de Radon ^ 0 sur X. Pour toute ƒ• eL2(X,n) (ƒ • est une classe de
fonctions, et non une fonction), on peut définir la mesure de Radon /ju, où
ƒ est une fonction quelconque de la classe ƒ •. Nous appellerons A2(X,JA)

l'espace de ces mesures, muni du produit scalaire

(1,2 bis)

- ƒ
A2(X,JU) est un espace préhilbertien : mais comme f%->fii est une isométrie

de L2 sur A2, il est hilbertien comme L2 lui-même. Il est contenu dans l'espace

@'°(X) des mesures de Radon sur X. Par ailleurs, si f\i converge faiblement

vers 0 dans A2 (et a fortiori si elle converge fortement), elle converge

faiblement vers 0 dans 0 '° , car, pour

(1,2 ter)

Donc A2(X,fî) est un sous-espace hilbertien de @'°(X) faible, et aussi de
S'°(X) fort, qui a les mêmes parties bornées puisque @°(X) est complet^4).

Remarquons que A2(X,/JL) est muni d'une anti-involution naturelle, la
conjugaison complexe, induite par celle de @'°(X): /^^-> ffi=ffi. On
peut donc, suivant 4° page 121, identifier les 4 espaces A2, Â2, (A2)', (A2)';
l'élément ffi de A2 est, par exemple, identifié à l'élément de (A2)' définissant

la forme linéaire continue sur A2:gfi^-^ fgdfi. La formule (1,2 ter) peut
x

ainsi être remplacée par

(H) ^ o est l'espace des fonctions continues à support compact, muni de la topologie
limite inductive usuelle (Schwartz [1], chapitre III, §1). Il est complet (loc. cit. chapitre III,
théorème I) donc les parties faiblement bornées de son dual @'° sont aussi fortement bornées
(Bourbaki [1], Chapitre IV §3,n°. 2, Proposition 1).
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(1,2 quarto)

Si X est un ouvert de Rn, et si fi est la mesure de Lebesgue dx, on identifie
en général la fonction/, sa classe ƒ ' , et la mesure ou la distribution ƒ dx;
on identifie donc l}(X,dx) et A2(X,dx), ainsi que leurs duals et anti-espaces.

Complété d'un sous-espace préhilbertien de £.

Soit c^0 un sous-espace préhilbertien de E. On appelle complété de J^o

dans E tout sous-espace hilbertien ffl de E, induisant sur <^0 sa structure
préhilbertienne, et dans lequel ^ 0 soit dense.

Proposition 1. Soit Jf0 un sous-espace préhilbertien de E, j son in-
jection naturelle dans E; soit J^o le complété de J4?O(15), j l'application
linéaire continue de 3$?0 dans E prolongeant j . Pour que Jf0 ait un complété
JfdansE, il faut et il suffit que j soit injective; ou encore il faut et il suffit
que la boule unité Bo de J^o soit fermée dans J^o pour la topologie induite
par E. Dans ce cas, &? est unique; c'est Vimage de $0 par y, muni de la
structure hilvertienne transportée par j de celle de 3f0.

Démonstration. Le complète ^ 0 n'est pas en général un sous-espace
de E. Mais j , étant linéaire continue, se prolonge de manière unique en une
application linéaire continue j de «^0 dans Ê; en fait, comme J>f0 est norme,
son complété ^ 0 coïncide avec son quasi-complété $0, donc J envoie $0

dans le quasi-complété Ê, c. à d. dans E (supposé quasi-complet). On a un
diagramme commutatif

(1,3)

où J^0-^S^0 est l'injection canonique de 3f0 dans son complété. Le fait
que; soit injective n'entraîne nullement, en général, que/le soit.

(15) II est peut-être ambigu de dire "le" complété. Il y en a plusieurs définitions pos-

sibles; tous les complétés sont de toute façon canoniquement isomorphes, jf^ désigne donc

n'importe quel espace hilbertien dont J f 0 soit un sous-espace vectoriel dense, avec la structure

préhilbertienne induite.
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1) Supposons qu'il existe un complété #? de ^f 0 dans E. Puisque #? est
complet, et ^ 0 dense dans 3tf, il existe un isomorphisme canonique de &0

sur 34? et on a le diagramme commutatif :

j

E
(1-4)

0

Alors j est bien injective, ^ est bien unique, puisqu'il est l'image
sa structure est la transportée par j de celle de (^0)- La boule unité Bo de
e^o est l'intersection S n Jf odela boule unité B de 34? avec ^f0; Best faible-
ment compacte dans Jf7, donc dans E, donc fermée dans E; donc Bo est bien
fermée dans ^0 pour la topologie induite par E.

2°) Supposons j injective. Si alors nous appelons 34? l'image j(<&o)>
muni de la structure hilbertienne transportée par j de celle de 3&0, alors 34?
est hilbertien et l'injection 34? -* E est continue puisque j est continue, donc
3>f est un sous-espace hilbertien de E; comme 34?0 est dense dans 34?0, il
est dense dans 3#*, et 34? est le complété de 3t?0 dans E.

3°) Supposons que la boule unité Bo de Jf0 soit fermée dans 3>^0 pour
la topologie induite par E, Soit h un élément de Jf'o tel que j(h) = 0. Il existe
une suite d'éléments hn de 34?O, qui, pour n-> oo, convergent vers /i dans
^ o î JiK) = hn> donc /iw converge vers j{h) = 0 dans E. Soit e > 0; il existe
JV tel que, pour m^.N, n^N, \\hm — hn\\3ro^8; pour n-»oo, hm — hn

converge vers hm dans E, et comme la boule de rayon s de ^ 0
 e s t fermée

pour la topologie induite par E, on a || hm || j ro ^ ? pour m^N. Cela prouve
que Zzm converge vers 0 dans f̂0 pour m -> oo, donc /i = 0, et j est injective;
nous sommes ramenés à 2°), et la Proposition 1 est démontrée.

Contre-exemple. Soit E = L2(R), et ^ 0 le sous-espace des fonctions
continues de L2, muni du produit scalaire:

(1.5) (ƒ!*)*„ = jf(x)!&)dx +/(0)i(0).
R

^ 0 est un sous-espace préhilbertien de E.
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On peut identifier $Q au produit L 2 x C , muni du produit scalaire:

(1,6) ((ƒ,«)! (ft/0)j?o =
R

Tinjection canonique de Jf0 dans J^o étant définie par ƒ«*-• (ƒ,ƒ(())).
Alors l'application ƒ de ^ê0 dans £ est définie par (ƒ, a) «*-> ƒ, seule ap-

plication linéaire continue de jê0 dans E qui, composée avec l'injection de
J^o dans jê0, donne l'injection de c^0 dans £:ƒ**-> (ƒ,ƒ(())) «*-> ƒ. Alors
7 n'est pas injective; son noyau est {0} x C. Il est visible ici que Bo n'est
pas fermée dans Jf0 pour la topologie induite par E. Car l'adhérence Bo

de Bo dans £ est la boule unité de L2 (toute ƒ e L2, de norme ^ 1, est limite,
dans L2, de fneL2

9 continues, vérifiant ||/n||L2 ^ 1,/„(O) = 0, donc appar-
tenant à Bo); alors J50 n ^ 0 est strictement plus grande que Bo, et contient
par exemple, toute fonction ƒ e L2, continue, vérifiant ||/ ||L2 ^ 1, |/(0)| > 1,
donc n'appartenant pas à Bo.

Q-complété dans E d'un sous-espace préhilbertien ^To de E.

Supposons que les conditions énoncées dans la Proposition 1 ne soient
pas réalisées. Alors j n'est pas injective; soit Jf = (j)-1({0}) son noyau; on
a sûrement Jf C\ «^0 = {0}. Jl?Q/Jf est un espace hilbertien, et j se factorise
en 3tfo-+3#'o/J

r±*Ei où % est l'application canonique de ̂ f0 sur le quotient
, et où j * est injective. On peut alors, sur ffî=j(jê0), transporter

par J' la structure hilbertienne de $0/'Jf\ ffl est un sous-espace hilbertien
de E, dans lequel J^o est dense. Mais il induit sur J>^0 une norme plus faible
que celle de 3f09 à savoir celle de ̂ 0/J^; nous dirons que 2tf est le Q-com-
plété de J^Q dans E9 Q étant l'initiale de quotient. Dans l'exemple qui pré-
cède, le g-complété de «^0 dans L2 est L2. On peut caractériser Jf comme
suit:

Proposition 1 bis. Le Q-complété #? de 2tf0 dans E est le plus petit
sous-espace hilbertien de E contenant #P0, et sa norme est la plus grande
norme de sous-espace hilbertien de E qui induise sur 34?O une norme plus
faible que celle de Jf0 (c. à d. telle que Vinjection de 3f0 dans 3tf soit de
norme ^ 1).
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Démonstration. Soit cfT un sous-espace hilbetrien de E contentant «2f0.

Alors l'injection j de J^o dans E se factorise en J^o -> Jf -> E, composée

d'injections continues. Par prolongement continu, j se factorise en

J^o -> X -> E, donc j(^0) = Jti? a jf; Jt? est bien le plus petit sous-espace

hilbertien de E contenant ^ 0 - Si en outre «^0-> Jf a une norme ^ 1, alors

3tf'0-*3f SL une norme ;g 1, donc, par passage au quotient, tffjjV-^iï a

une norme ^ 1, donc aussi «^-> JT; la norme induite par X sur «2f est plus

petite que celle de ffl'.

§2. L'ensemble Hilb (E) des sous-espaces hilbertiens de E.

Nous appellerons Hilb(E) l'ensemble des sous-espaces hilbertiens de £.11

possède une structure remarquable.

1°) II existe une loi de multiplication des éléments de Hilb(£) par les

nombres réels ^ 0.

Soit ffl un sous-espace hilbertien de £, X un nombre réel ^ 0. Nous ap-

pellerons Xffl l'espace {0} si À = 0, et, si X > 0, l'espace ffl muni d'un nouveau

produit scalaire, obtenu en multipliant l'ancien par - (les relations ultérieures

montreront la nécessité de ce choix):

(2.1) (h\k)xje = \ih\h)* .

On a donc

(2.2) |*|*r--^|*U .

On a bien évidemment l'associativité

(2.3) (Xp)JT = Kv^X A ̂  0 , JU ̂  0 .

2°) II existe une loi d'addition sur Hilb(E).
Soient ^ , «^2J deux sous-espaces hilbertiens de £; nous allons définir

un sous-espace hilbertien «2^ + ^ 2 (attention, on n'a pas nécessairement
= {0}).
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Tout d'abord considérons la somme hilbertienne tf^ @J^2\
 c ' e s t Ie P r o"

duit 2/?x x c5f 2, muni du produit scalaire

(2.4) ((huh

On a donc aussi

(2.5) I K M I l | | I

Bien entendu ce n'est pas un sous-espace de E. Mais il existe une application

naturelle O de 3^1®^>
2 dans E, définie par:

(2.6) ®(huh2) = hx + h2.

<ï) est linéaire et continue. Son noyau J^ est l'ensemble des couples (hl9h2)

tels que h1 + h2 = 0, son image est la somme J^t + Jf2. Le noyau Jf est

fermé puisque O est continu, alors (^f, © ^ 2 ) / ^ e s t encore un espace

hilbertien, et l'on a un diagramme commutatif :

(2.7) ^7 © ^ *

où 7T est l'application canonique de ^ j ® ̂ f2 sur le quotient («^x

et où <I> • est linéaire continue injective. Si Jf est l'orthogonal de Jf dans

«^i©^f2, % est un isomorphisme (pour la structure hilbertienne) de

Ctr sur (JP1@Jtr2)/jV.

Alors nous appellerons J^f?
1 + ^ 2 l'espace somme, image de <D, muni de la

structure hilbertienne transportée par Q> • de celle de (Jf± © 34f2)/jV.

M?
1 + 3^2 est bien un espace hilbertien, son injection dans E est continue

puisque <D* est continue; c'est donc bien un sous-espace hilbertien de E.

En outre, O est un isomorphisme (pour la structure hilbertienne) de X sur
n/P I t/S?

&i ± ~r *7i 2 •

Pour un élément h* de (J^t Ç&tff^fjV, la norme-quotient est définie par:
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(2,8)

= Inf
n(hi,h2) =

On en déduit, pour un élément h de 34?t + #F 2, la formule:

(2,9) «Ml^2= Inf (IM^ + IIM^)-

Notons que, dans (2,8) comme dans (2,9), Inf est en réalité un Min, et

qu'on a exactement

pour Vunique élément (hl9 h2) de 2tfx ®3t?2 appartenant à l'orthogonal
du noyau Jf et tel que h1 + h2 = h.

En outre, pour h et k dans «^x + < 2̂5
 o n a

(2,11) (fc|fc)jr1 +jra

avec hi + h2 = h,k1 + k2 = k, pourvu que Vun au moins des éléments
(huh2), (kXik2), de 2tfx ®J^2, soit orthogonal à Jf.

On peut donc définir ^^ + ^2 sans passer par 2tf± © ̂ f2
 e t ^> en

disant simplement que, en tant qu'espace vectoriel, c'est la somme des sous-
espaces ^ et 1̂ 2 de E, et que sa norme est donnée par (2,9); mais c'est
la méthode ci-dessus qui montre que cette norme est hilbertienne (parce
qu'un quotient ( « ^ © Jf 2)/^T d'un Hubert par un sous-espace fermé est
un Hilbert).

Si 3f1njf2 = {0}, Jf est réduit à {0} ; il y a, pour heJ^1+^2,nn seul
couple (huh2) de J^t ©^f2 tel que hl + h2 = h, O est un isomorphisme
de ^ © ^ sur Jt?± +^f2. ^ et 3f2, sont deux sous-espaces fermés
orthogonaux et leur structure hilbertienne est induite par celle

On a les formules

l ( 1 2) v 2, ^ o .
(2,11 bis)

l(A ) * A^7 + il*, X et p ^ 0 .
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La première formule est triviale; montrons la deuxième qui l'est moins.
Les deux membres coïncident en tant qu'espaces vectoriels, il s'agit de montrer
que leurs normes coïncident. Bornons-nous au cas où A et /x sont > 0 , le
résultat étant trivial autrement.

Soit /iç^f. Cherchons sa norme dans /U^ + Ĵf7. Soient h1,h2, deux
éléments de Jiï tels que h1 + h2 = h; à quelle condition (/z1?/z2) est-il dans
.Jf, orthogonal de Jf dans XJfQfiJfl On doit avoir

(2,11 ter)

(2,12)

Klk,)^ + (h2\k2)^ = 0 , ou

pour tout couple (fc1,k2) de 2tf x 2/F tel que fc, + k2 = 0. Cela revient à
dire que

7̂  Jl

pour tout fcx de 2/P ou encore -y- = 0.

Les deux équations

(2,14)

donnent

(2,15)

Alors

JU

(2,16) (A+

_ II 7. Il 2

— H n \\
ce qui démontre bien la deuxième formule (2,11 ter).

V*
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La loi d'addition dans Hilb(E) est trivialement commutative, et a pour
élément neutre le sous-espace hilbertien {0}. D'autre part elle est associative:

(2.17) (JTt + 34?2) + 34?3 = ^i + i&i + ^ 3 )

Chacun des deux membres peut se noter ffi^ + 3tf2 + 3^z , et se définir
directement comme le sous-espace somme, muni de la norme

(2.18) ||ft|

la démonstration du caractère de sous-espace hilbertien de 34? ± + 34? 2 + «^3
utilisant l'application naturelle <ï> de M?

1®3^2®3^3 dans JE, définie par

3°) II existe dans Hilb(E) une relation d'ordre.
Soient 34?l9 34? 2, deux sous-espaces hilbertiens de E. Nous dirons que

34?x ^ 34?2 , si 34?\ c 34?2 , et si l'injection de Jf?± dans ^ 2
 est continue de

norme ^ 1, ce qui se traduit par

(2,19) WhW^^WhW^pomhe^ .

Cela revient aussi à dire que la boule unité ouverte (resp. fermée) de 34?±

est contenue dans la boule unité ouverte (resp. fermée) de 34?2 .
Par exemple, si nous reprenons l'Exemple 2 de la p. 126, on a 34?S(X) ^ 34?\X)

pour s ^ t, si le système des ap, | p [ ̂  s, se prolonge par celui des ap, \ p \ ̂  t.
Bien remarquer que l'inégalité ^ se traduit par l'inclusion c , mais par

une relation inversée ^ entre les normes. Il s'agit bien d'une relation d'ordre
parce que, si 34?\ ^ ffl2 et #?2 ^ $?u les deux espaces vectoriels sont les
mêmes avec la même norme, donc le même produit scalaire, en vertu de la
relation bien connue

(2,19 bis)

On a trivialement, pour à? ± {0} :

(2,20)
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D'autre part, ^ + 2tf2 ^ ^ et ^ JT2. En effet, d'une part tf^
et d'autre part, pour fte«^l5 on a:

(2,21) IMi.-KM
£ Inf

Proposition 2. Soient J^1,J>^2, deux sous-espaces hilbertiens de E.
Pour que Jf \ c 2tf 2, il faut et il suffit qu'il existe une constance c ̂  0 telle
que ^ <: cJ4f2

Démonstration

La condition est trivialement suffisante, montrons qu'elle est nécessaire.
Soit donc J>^1 aJ^2. L'injection de J^x dans 2tf2

 e s t continue d'après le
théorème du graphe fermé(16) (le graphe de cette injection est la diagonale
de J^t x J ^ ; comme l'injection de «#\ dans E est continue, il est fermé
dans Jft x E, donc dans ^ x J4?2). Soit y/c sa norme; alors on a, pour

(2,22) \\hU2=-

ce qui démontre la proposition.

Corollaire. Pour que ̂ f?
l et Jf2 soient le même sous-espace vectoriel

de E (avec des structures hilbertiennes éventuellement différentes), il faut
et il suffit qu'il existe une constante c^O telle que:

(2,23) ^x S c^f2 , c^2 ^ c^7!.

On dit alors que JfT1 et 3f2 sont équivalents, J^1^J^2.
Soit T un cône convexe saillant (c. à d. tel que m ( ~ r ) = {0}) dans un

espace vectoriel F. Alors il existe sur F une structure analogue à celle que
nous venons de définir sur Hilb(£) : la multiplication par les scalaires ^ 0
et l'addition sont induites par celles de F; d'autre part, F définit une structure
d'ordre sur F, donc a fortiori sur F, par

(16) Bourbaki [1], Chapitre I,§3,n<>.3, Corollaire 5 du Théorème 1.
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(2,24) u^vov-ueT.

Cette structure d'ordre sur F possède, par rapport à l'addition, une propriété

fondamentale: pour que u^v, il faut et il suffit qu'il existe un weT tel que

v = u + w, et ce w est unique (c'est w = v — u).

Nous démontrerons (Théorème 1) que Hilb(E), pour l'ensemble des 3

structures dont nous l'avons muni, est isomorphe à un cône F, convexe,

saillant, dans un espace vectoriel F; il en résultera (Proposition 14) que:

pour que 34?^3fu il faut et il suffit qu'il existe 3#?
2eHilb(E) tel que

$f = j ^ ± + j f 2 9 et un tel sous-espace hilbertien &f2
 est unique.

Proposition 3. Soient J^x et J^2 àeux sous-espaces hilbertiens de E.

Pour que 3#?
1C\3tf>

2 = {°}> il faut et il suffit que 3ft et 3f2 soient étrangers

pour la relation d'ordre, c. à d. que J f * ^ ^ , J f g Jf 2 -> implique 3f={0}.

Démonstration.

La condition est trivialement nécessaire, montrons qu'elle est suffisante.

Supposons Jf t et J^2 étrangers. Sur J^t C\3^2, définissons le produit scalaire

Il définit sur J^1nJ^f2 une structure de sous-espace préhilbertîen de E.

Mais il est complet; car, si (h„), n = 1,2,..., est une suite de Cauchy, elle est

a fortiori une suite de Cauchy dans J4?l et dans J4?2, donc elle converge vers

une limite dans chacun de ces deux espaces; ces deux limites coïncident, car

la convergence dans 2tfx ou dans 3tf2 implique la convergence dans E\ elles

sont donc égales à un élément h de Jtf^ n 2/?2, et h„ converge vers h dans

Donc '^f1njf ?2 e s t un sous-espace hilbertien de E ; il vérifie

3fl,3f1nJf2^je29 donc 3tf?
1nœ2 = {0}, ce qui démontre

la proposition.

Remarque. Les 3 structures définies sur Hilb(E) peuvent s'étendre à

l'ensemble des sous-espaces préhilbertiens de E. Alors le complété, s'il existe,

ou le Q-complété d'un sous-espace préhilbertien J^o de E (Proposition 1 bis)

est, au sens de la relation d'ordre ^ , le plus petit sous-espace hilbertien

de E qui soit plus grand que J^o .

(2,25) (fc|fc) = (fc|fc)*, +(h\k)
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§3. Les noyaux relatifs à E.

Soit E' Ie dual de E, On appellera noyau relatif à E une application linéaire
de Ë' dans E, continue pour les topologies faibles a(Ë\Ë)9 G(E,E'). On
sait qu'elle est alors a fortiori continue pour la topologie forte de Ë' et la
topologie intiale de E (17).

Pour ë' eË',Hë' est un élément deE; on peut donc, pour ƒ ' eE', définir
le produit scalaire (Hë', ƒ'>; il jouera un rôle essentiel dans la suite. On
peut aussi l'écrire (Hë'\ ƒ') suivant (0,4). L'adjoint H* = *H= *H applique
aussi Ë' dans E, c'est encore un noyau (donc J£?(Ê;E) est muni d'une anti-
involution naturelle); il est défini par (0,7 bis) ou (0,7 ter):

a i ) f Ve'eE', V/'eE',

Uu(ff*ê'|/') = (

On dit qu'un noyau H est hermitien si H* = H; cela se traduit par

<#*,ƒ'> = <tf/',e'>, e'eE',f'eE\ ou
(3,2)

ce qui est équivalent, comme il est bien connu, à

(3.3) Ve'eE', (Hë'9e'y ou (Hë'|ë') est réel.

Enfin, H est dit ^ 0 si

(3.4) Ve'eE', <JK',e'> ^ 0;

un noyau ^ 0 est hermitien.

Proposition 4. Toute application linéaire hermitienne de Ë' dans E
est un noyau {autrement dit est faiblement continue).

(17) Si u est continue de a (Ë\ Ë) dans G (E, E',) elle l'est a fortiori de o(Ë\Ë) dans
r o-(E,/; E') donc,d'aprèsBourbaki [1], chapitreIV, §4,n<>.2, Proposition 6,de Ë'fortdansE"
f fort, donc a fortiori de £^ort dans E initial, la topologie initiale de E étant moins fine que la

topologie induite par E"X
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Démonstration.

Si ë' converge vers 0 dans a(Ë', E), donc e' vers 0 dans c{E\ E),

(Hf',e'y converge vers 0 pour tout ƒ ' fixé, donc aussi <#£',ƒ'> d'après
l'hermiticité, et He' converge bien vers 0 dans <j(E,Er).

Au lieu de considérerles applications linéaires de E' dans £, on peut
considérer les formes sesquilinéaires sur E' x E' (ou sur Ë' x Ë'). Un noyau
H définit la forme H

(3.5) ff(e'J') = <Hf',e'> .

Proposition 5. Pour qu'une forme sesquilinéaire sur E' x E' soit
définie par un noyau suivant (3,5), il faut et il suffit qu'elle soit séparément
faiblement continue, et ce noyau est alors unique. La forme est hermitienne
(resp . ^ 0), si et seulement si le noyau est hermitien (resp. ^ 0).

Démonstration.

1°) Soit H un noyau. Si e' converge faiblement vers 0, alors, pour ƒ ' fLté,
le 2e membre de (3,5) converge bien versO. Si ƒ ' converge faiblement vers 0,
Hf' converge vers 0 dans E en vertu de la continuité faible de if, donc
(Hf',e'y converge encore vers 0 pour e' fixé.

2°) Soit B une forme sesquilinéaire séparément faiblement continue sur
E' x E'. Pour ƒ ' fixé dans Ë\ e' -+ B(e'J') est une forme linéaire faiblement
continue sur E\ donc il existe un élément unique H ƒ ' de E tel que

(3.6) B{e'J') = <Hf',e'y .

H est une application linéaire de Ë' dans E. Si ƒ ' converge faiblement vers0
dans E\ B(e'j') converge vers 0 pour tout e' fixé, donc Hf' converge faible-
ment vers 0: if est faiblement continue, c'est un noyau. La fin de l'énoncé
est évidente.

Remarque 1. Plus généralement, la forme H* associée à l'adjoint H*
de H est la symétrique hermitienne de Ê\

(3,6 bis) 5^'J')
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Remarque 2. Soit E'* le dual algébrique de E'. Toute forme linéaire
sur E' est continue pour la topologie G(E'9E'*), donc toute forme sesqui-
linéaire sur E' x E' est séparément continue; mais E' est le dual de a(E'*,£'),
et sa topologie faible correspondante est c(E',E'*); donc toute f orme ses-
quilinéaire sur E' x E' provient d'un noyau H relatif a £'* muni de la
topologie o(E'*,E').

Soit &(Ë';E)(1S) l'espace des noyaux relatifs à E. Alors l'ensemble
g?+(E) = &*(E'\E) des noyaux ^ 0 de E est un cône convexe saillant de
£e(Ë'\E) (il est saillant parce que, si H et - H sont ^ 0, on a (Hë',e'} = 0
pour tout e' eE'9 donc (Hf'ye'y — 0 quels que soient e' et ƒ ' de E', d'après
la relation

(3,7) 4<e',H/'> = (e' +f',H(e' +ƒ')> - <*' - ƒ 'fH(e' -ƒ ' )>

+ i<e' + if', H(e' + *ƒ')> - Ke' - if'9H(e' - if ')>,

donc H / ' = 0 pour tout ƒ ', donc H = 0).

Nous allons précisément montrer qu'il y a un isomorphisme naturel entre
Hilb(£) et J^+(£).

Sauf mention expresse du contraire nous munirons JP(E';E)de la topolo-
gie de la convergence simple faible (la moins fine pour laquelle chaque
application H-**-* <if/',e'> soit continue).

§4. Le noyau d'un sous-espace hilbertien de E: l'application
canonique de Hilb(£) dans L+(E).

Soit Jf un sous-espace hilbertien de £, j son injection dans E. Alors l'ad-
jointe j * est une application linéaire faiblement continue de Ë' dans M".
Appelons 9 l'isomorphisme canonique de tâ" sur ^f. Alors jOj*:

(4.1) E' - ^ - > ^ P —^-» M —^-> £

est une application linéaire faiblement continue H de Ë' dans £ ; nous dirons
que c'est le noyau de ^ , ou noyau associé à 3^. On notera qu'en fait il ap-

(18) Dans cette notation, j j ' et E sont supposes munis des topo logies o(Ë' 9 Ë)eta(E,E').
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plique Ë' dans 3%*, et qu'il est faiblement et fortement continu de Ë' dans
3tf\ nous ferons souvent (si cela n'introduit pas de causes d'erreur) cette
confusion entre jOj* et 6j*. Si en outre on identifie Jf' à Jtf*, alors H, en
tant qu'opérateur l ? ' - » ^ , n'est autre que j * .

Remarque. Si E est hilbertisable, c. à d. s'il est susceptible de struc-
tures hilbertiennes définissant sa topologie, et si 3? est E muni d'une de ces
structures hilbertiennes, H est l'isomorphisme canonique de Ë' sur E défini
par Jtf*. Inversement, si H est le noyau associé à un sous-espace hilbertien
2tf de JE, et si H(Ë') — E, on a nécessairement £? = E, donc E est hilberti-
sable, et Jt est une structure hilbertienne sur E.

Proposition 6. Le noyau H de 3P est Vunique application de Ë'
dans 3P telle que

(4.2) Ve'eE', V \

En particulier, pour e'eE\f'eE\ on a:

(4.3) (Hf \Hë')* = {Hf',e'>, donc

(4.4) \\Hê'\\]r = <ffë',e'> ^ 0:

H est un noyau ^ 0.

Démonstration. On a

(4,5)

c. à d. (4,2); Hë' est bien, pour ë' donné, le seul élément de 3F à vérifier cette
égalité quel que soit fte^f puisqu'elle détermine son produit scalaire avec
tout élément h de Jf. On obtient (4,3) en prenant h = Hf' (mais (4,3) n'est
plus une caractérisation de H, car9 par exemple, H = 0 vérifie (4,3) quels
que soient e' eE', f eE').

En faisant/' = e', on obtient (4,4), qui exprime bien que H est ^ o9 c.q.f.d.
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Alors «2f -># est une application de Hilb(E) dans &+{E) que nous appel-
lerons l'application canonique; nous montrerons que c'est un isomorphisme.

Proposition 7. Uimage H{Ë') est un sous-espace dense 3tf0 de ffî.
On peut la caractériser ainsi: heJf appartient a J^o, si et seulement si
la f orme linéaire k->(fe|/i)^ est continue sur ffl pour la topologie induite
par la topologie initiale ou la topologie affaiblie de E.

Démonstration. Comme j est injective, j * E' est faiblement dense
dans 5f'(19)> donc fortement dense puisque Jf7 est réflexif; comme 9 est
un homéomorphisme, Oj*(E') = H(Ë') est dense dans 2tf. (On peut aussi
dire: si he^F est orthogonal à H(Ë'), (4,2) montre que </î,e'> = 0 pour
tout e', donc que h = 0).

Si h est de la forme Hë', (4.2) (où l'on remplace h par k) montre bien que
la forme linéaire fc-»(fc|/i) = <fc,e'> est continue sur 2/f pour la topologie
induite par la topologie affaiblie de E. Inversement, si elle est continue pour
la topologie induite par E, le théorème de Hahn-Banach montre qu'il existe
un élément e' de E' tel que

(4,5bis) Vfee^, {k\h)„ = <fe,c'>;

mais <fc,e'> = (fc|ifê')^, on doit donc avoir h = Hë', ce qui démontre
la proposition.

Corollaire. Si E' est faiblement séparable (c. à d. admet un sous-
ensemble dénombrable faiblement dense), tous les sous-espaces hilbertiens
de E sont séparables.

Démonstration. Soit D un sous-ensemble dénombrable faiblement
total de E'. H étant faiblement continue et surjective de Ë' sur c^0, H(D)
est faiblement total, donc fortement total, dans Jf0; comme Jf0 est dense
dans Jf, H(D) est total dans 3f, Jf est séparable.

Remarque. Si E est un Banach séparable, son dual E' est faiblement
séparable. Plus généralement, si E est un espace séparable, et si {0} est inter-

(19) Bourbaki [1],ChapitreIV, §4,n<U, Propositions.^7 étant réflexif, le dual de

est 3^\ un sous-espace vectoriel de^f7' dense pour a(3tf", 3^), est alors dense dans

fort (Bourbaki [1], Chapitre IV, §2,n<>.3, Corollaire 1 de la Proposition 4).
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section dénombrable de voisinages, alors E' est faiblement séparable. Soit
en effet A' une partie équicontinue faiblement fermée de E'. Sur A', la struc-
ture uniforme delà convergence faible, c. à d. de la convergence simple sur
£, est identique a celle de la convergence sur un sous-ensemble dense de £,
d'après le théorème d'Ascoli(20); comme alors £ a un ensemble dénombrable
dense, A' a une structure uniforme ayant un système fondamental dénom-
brable d'entoutrages, donc est métrisable. D'autre part A' est faiblement
compacte, aussi d'après Ascoli; et un espace métrisable compact est sépa-
rable. Ainsi toute partie équicontinue faiblement fermée est faiblement sé-
parable. Mais, {0} étant dans E l'intersection d'une suite Vn de voisinages
de 0, il en résulte par polarité que E' est l'adhérence faible de l'enveloppe
convexe équilibrée de la réunion des F„° (21); chaque Fn° est équicontinu
faiblement fermé, donc faiblement séparable d'après ce que nous venons de
voir, donc aussi l'enveloppe convexe équilibrée de leur réunion, donc aussi
E1 (ai bis).

Par exemple les espaces E = 2, <f, y7, de la théorie des distributions, sont
séparables, et {0} est intersection dénombrable de voisinages(22); donc E'
est faiblement séparable, et même fortement parce que ces E sont réflexifs.
D'ailleurs 3f nous suffit; ensuite tout sous-espace hilbertien d'un espace de
distributions est sous-espace hilbertien de 2' donc séparable.

Il est d'ailleurs bon de remarquer que le précédent corollaire n'a rien à
voir avec les espaces hilbertiens. Par exemple, si Jf est un sous-espace de
Banach de E avec injection continue, si Jf est réflexif, et si E' est
faiblement séparable, alors 2tf est séparable. En effet, de Finjectivité de
3/F^E on déduit que la transposée E'-*&' a une image faiblement dense;
E' étant faiblement séparable, 2tf' est faiblement séparable, donc fortement

(20) pour les théorèmes d'Ascoli, voir Bourbaki [IL chapitre III, §3, n°.5, Proposition
5. Un espace uniforme à base dénombrable d'entourages est métrisable, théorème de Weil;
Bourbaki [2], §2,n<>.4, Théorème 1.

(21) Bourbaki [1], Chapitre IV, §1, no.3, Corollaire de la Proposition 3.
(2i bis) Tout ce raisonnement est celui qui est fait dans Bourbaki [1], Chapitre IV,

§2,n.°2, corollaire de la Proposition 3 ; mais ce corollaire introduit une hypothèse trop forte
(E métrisable).

(22) Les polynômes sont denses dans S, donc ê est séparable. Chacun de ses sous-espaces
2K, #compact de Rn, est donc séparable; donc 3f9 réunion dénombrable de @K, est sépa-
rable. Enfin 2 est dense dans Sf qui est donc séparable. Dans chacun de ces espaces, {0} est
l'intersection de la suite de voisinages Vm = {<t>l\Dp(l>(x)\ ^ 1/m pour |xj ^ m. , |p | ^ m } .
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puisque 2tf est réflexif, donc son dual^f est faiblement séparable comme vu
plus haut, donc séparable pour sa topologie initiale. La conclusion ne subsiste
pas si tâ n'est pas réflexif; par exemple L00, sous-espace de Banach non
réflexif de^ ' , n'est pas séparable.

Proposition 7 bis. Pour que Jfo = H(Ë') coïncide avec Jf, il faut
et il suffit que la topologie faible de #F soit induite par la topologie faible
de E. Si E est un espace de Fréchet, il faut et il suffit que la topologie initiale
de £F soit induite par celle de E; et aussi il faut et el suffit que Jf ou Jf0

soit fermé dans E, ou que H soit un homomorphisme faible (ou fort, si E
est réflexif)(23).

Démonstration. 3f0 = #? revient à dire, si l'on se reporte à la défini-
tion (4,1) de H, que j*(Ë') = J&'. Comme j*(E') est dense parce que j est
une injection(24), cela revient à dire que j*(Ë') est fermé dans «#', donc
que j est un homomorphisme faible(25), ce qui revient encore à dire que la
topologie affaiblie de Jf est induite par la topologie affaiblie de E.

Supposons que E soit un Fréchet. Alors j est un homomorphisme faible
si et seulement si c'est un homomorphisme fort, c. àd. si la topologie initiale
de ffî est induite par la topologie initiale de E; ou si et seulement sij(J^) = £?
est fermé dans E(2 6). Sij est un tel homomorphisme, c'est un monomorphisme ;
comme 0 est un isomorphisme, et j * un épimorphisme faible (fort si E est
réflexif) comme adjoint d'un monomorphisme(27), H = j 0 j * est un homo-
morphisme faible de Ë' dans E (un homomorphisme fort si E est réflexif);
d'autre part ^ 0 = Jt? est fermé dans E. Inversement, si H est un homomor-

(23) Rappelons que u est un homomorphisme de E dans F si elle est linéaire continue,
et si l'image d'un ouvert de E est un ouvert de u(E). Un monomorphisme est un homomor-
phisme injectif, un épimorphisme est un homomorphisme surjectif.

(24) Voir note (19), page 143.
(25) Bourbaki [1], Chapitre IV §4,n<U, Proposition 4.
(26) Dieudonné-Schwartz [1], Théorème 7 page 92. Bourbaki [1], chapitre 1, §3,n<>.3,

Corollaire 3 du Théorème 1.
(27) Le transposé (ou l'adjoint) d'un homomorphisme est un homomorphisme faible

d'image faiblement fermée (Dieudonné-Schwartz [1], Théorème 7 page 92); le transposé
d'une application injective a une image faiblement dense (note (19) page 143) donc le transposé
d'un monomorphisme est un épimorphisme faible. Mais/* envoie Ë' dans ^f^métrisable
de dual 3f ; donc si c'est un homomorphisme faible c'est un homomorphisme fort (Bourbaki
[1], Chapitre IV, §4,n<>.2, Exercice 3 b).
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phisme faible, dj* est a fortiori un homomorphisme faible, et comme 0 est
un isomorphisme, j * est un homomorphisme faible, donc aussi j(23)- Si
d'autre part Jf0 est fermé dans E, il l'est dans Jf, et comme il est dense,

Proposition 8. Soit #P un sous-espace hilbertien de E, H son noyau.
Alors un élément h de £'* {dual algébrique de E' ou complété faible de E)
appartient à J^ si et seulement si

en outre, dans ce cas, on a:

Démonstration.

1°) Si h e Je, on a, d'après (4,2) et (4,4) :

(4,8) |<M'>| =

le premier membre l(h) de (4,6) est alors fini et majoré par || h | j ^ .
2°) Supposons inversement l(h) < oo. La forme antilinéaire ê'^-> </i,e'>

est alors nulle sur l'ensemble des ë' tels que Hë' = 0; elle définit donc une
forme antilinéaire Hë' ^~> </i,e'> sur #(.£') = ^ 0 - En outre, sa norme est
^ /(/i). Donc il existe un élément k de 2tf tel que

(4.9) <ft,e'>=(fc|fl«')*; e t lfcl

L'égalité (4,2) appliquée à fc montre alors que

(4.10) </i, e'> = <fc, e'> pour tout e' 6 E' ,

donc fc = h ; ce qui prouve que heJ^ct que |j /ï || # ^ J(fc), ou = l(h) d'après 1°),

(28) Dieudonné-Schwartz [1], Théorème 7 page 92.
(29) Si le dénominateur est nul et non le numérateur pour un élément e' la borne su-

périeure est sûrement infinie; si les deux sont nuls, on ne tient pas compte de cet élément
e pour le calcul de la borne supérieure.
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Remarque. Il est commode de poser [fe||jr= + °° pour h^Jf; alors
(4,7) est vraie pour tout h de E'*.

Corollaire 1. Inapplication canonique de Hilb(E) dans J^+(E) est

injective.

En effet, la Proposition 8 montre que la connaissance de H détermine Jf9

avec sa structure hilbertienne.

Corollaire 2. Si heE'* vérifie (4,6), alors heE.

Proposition 9. Soit Bo Vensemble des Hê', e 'eE' , tels que
<Hê',e'>^ 1, et Bo son adhérence dans E.

Alors

je = U XB0 .

Démonstration. Bo est la boule unité de ^f0; comme J^o est dense
dans #F (Proposition 7), son adhérence B dans 3f est la boule unité
de ^f, et, comme celle-ci est faiblement compacte dans £F donc dans E, elle
est fermée dans E, et coïncide donc avec Bo, adhérence de Bo dans E. Comme
alors o n a ^ f = (J ÀB9 on a bien 34? = ( J ÀB0 .

AeR+1 AeR +

Remarque. Ceci donne une nouvelle caractérisation de J^ à partir de H,
donc redémontre le corollaire de la Préposition 8.

Exemple 1. Considérons l'exemple 3 de la page 127. Choisissons pour
3f l'espace 2 lui-même, et pour conjugaison la conjugaison usuelle des
formes, <£vv-> 0 (qui commute avec *). Alors (1,2) montre, d'après (4,2)
où l'on fait h = a, e' = *p, que #*/? = £, de sorte que H0 = * " 1 0 ;
H est bien une application linéaire continue de E' = Si dans E = &'.

On peut aussi prendre W=<2t, la conjugaison étant cette fois *"1:
(j) **-> *~1(j). Mais ce n'est pas une anti-involutiw. pour une forme <j> de
degré n - p , *~1*~\£=(-l)p ( B~p ty. On pourra éventuellement parti-
culariser les degrés, pour éviter des erreurs.

On considérera / c ^ ' = £; on prendra pour E' l'espace ^ P , avec
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P n — p Ç __ p
avec< r, <j> } = I TA <i>- On prendra alors pour Ë' l'espace Ùfy avec l'anti-

JX it-p p

isomorphisme <f> ^-> * -1(f>9 de 3 sur 2b \ il n'est plus question ici d'in-
volution puisque E' # Ë'. Le produit (T| 0) suivant (0,4) ( r = e, $ = ë' = *~ V>
avec e' = \j/ = *<£) est alors <T, *<£>; c'est bien celui qu'on considère dans
la théorie de Hodge-de Rham.

Alors (1,2) montre, toujours d'après (4,2) avec h = oc9 e'— */?, que

H( *-i *j8) = fi ou Hp = jS; if est l'identité, ou plus exactement l'injection

canonique de 3 dans 3t'\ c'est l'injection canonique de 3f dans ^ ' si l'on

ne spécifie pas les degrés.
Dans cet exemple, H n'est pas le même opérateur de 3 dans 3\ suivant

qu'on choisit la conjugaison usuelle ou *-1; ce n'est pas étonnant, puisque
H est un opérateur de S dans 2to\ et non de 3f dans 2b'.

Exemple 1 bis. Supposons que X soit un ouvert de Rn et prenons
Jf = L2(X). Prenons pour conjugaison la conjugaison usuelle. On a

c'est (4,2) avec H$ = <£, H est l'application identique, ou l'injection naturelle
de j?' = 3f dans E = 2iï' (cas particulier de ce que nous venons de voir dans
l'exemple 1, pour le degré p = 0, si l'on identifie formes de degré 0 et n par
la mesure de Lebesgue).

Exemple 1 ter. Reprenons l'Exemple 4 de la page 128. La formule
(1,2ter) où l'on remplace 0 par $>, est la formule (4,2), avec h =/jU,e' = $,
ë' = 0, si l'on prend H(j> = 0JU, qui définit bien H comme application linéaire
continue de Ë' = @°(X) (ou @(X) si X est un ouvert de Rn) dans E = @'°C(X)
(ou 9\X)).

Exemple 2. Reprenons l'Exemple 2 de la p. 126. Appelons D l'opérateur
différentiel

(4,11) D = 2 ( - ,
p

Alors on démontre que les noyaux des sous-espaces ïiilbertiens J(?~S(X),
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\ de ®'(X) (s entier ^0) , sont respectivement l'opérateur
différentiel D, et ses opérateurs de Green et de Neumann relativement à
l'ouvert X de Rn, tous considérés comme opérateurs de Ë' = @(X) dans
E = 2'(X). On pourrait le voir dès maintenant, mais nous préférons le voir
plus tard avec des méthodes appropriées (exemple pages 220 et 222).

Exemple 3. Soit E = @'(X), espace des distributions sur un ouvert X de
Rw. Alors E' = @(X)\ la conjugaison complexe établit sur ces espaces des
anti-involutions contragrédientes, qui font de chacun son propre anti-espace
Un noyau H est alors une application linéaire continue de & dans <3'\ le
théorème des noyaux(30) dit que c'est une distribution Hx ç sur X x X, l'ap-
plication H de 3) dans @' étant définie par

(4,12)

Le conjugué R est défini par la distribution conjuguée RXtV le transposé
'H par la distribution symétrique (fH)Jc^=jFf^x, et l'adjoint par (H*)x,5= H^x ;
un noyau H est hermitien si Hx^ = H% x . Un noyau H est de type positif si

(4,13) V0 e®(X\ ƒƒ HXtç (\>{x)W)dxd^ ̂  0 ;

alors il est hermitien ,et R est aussi de type positif.
Si Jf est un sous-espace hilbertien de @'{X), son noyau H est défini par

(4,2):

^ ( \ $ ) * < , £ > ou
(4,14)

Ici (4,3) et (4,4) deviennent:

(3<>) Théorème des noyaux, Schwartz [2], page 143 et Schwartz [3],Chapitre I, §4, Pro*
position 25.
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(4,15)

- S »-<
(4,16) V* e 2 , || H • $ || % = ƒƒ Hx i

XxX

On les utilisera aussi sous la forme

(4,17) .

\\H-4>\\% = (H •<}>,$}= JJ HXii<Kx)<KMxdt .
X

Soit maintenant X= R'\ et E l 'un des sous-espaces suivants de @>'(Rn):
@';9, g\ g, &\ ^ Of

M, OM9 ®'c, ^ c ( 3 1 ) . Toute application linéaire faiblement
continue de E' dans E est fortement cont inue^ 2 ) donc continue de E'c dans E
(dans tous ces espaces E,les parties bornées de E sont relativement compactes
donc E'c =E' fort), et inversement^3) . &(E';E) = EEE = E®BE, parce
que ces espaces sont complets et ont la propriété d'approximation(3 4). D'autre
part, pour tous ces espaces sauf 2&9 Ex@eEç est l'espace ExJt analogue sur
R n x R n ( 3 5 ) , ce qui donne la structure des noyaux correspondants; pour
un sous-espace hilbertien M* de E, on aura les formules (4,12) à (4,7), pour
^ i | r - G Ê ' . Par exemple, si Jiï est un sous-espace hilbertien de S?'(RH)9

H sera tempérée, H e ^ ' ?, et les formules précédentes seront vraies pour
0 , ^ , . . . dans S?.

E x e m p l e 4. Soit E un espace hilbertien. On peut identifier Ë' h E (voir

(31) Pour tous les espaces de distributions, voir Schwartz [1].
(32) Voir note (17), page 139.
(33) Une application linéaire continue de E'c dans E est continue de a(Ec, (Eé)') dans

o(E, E') d'après Bourbaki [1], chapitre IV, §4,n°.2, Proposition 6; mais (E'c)' = E Bourbaki
[l],ChapitieIV, §2,n<>.35 corollaire du Théorème 2. n

(34) p o u r le produit e, le produit tensoiiel © e e t la propriété d'approximation, voir
Schwaitz [3], Préliminaires et Chapitre T, §1.

(35) Schwaitz [3], Chapitre I,§4, Proposition 28, page 98.
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Exemple 4 page 121). Alors un noyau H est simplement un opérateur linéaire
continu de E dans lui-même. Son adjoint #* est ce qu'on appelle usuelle-
ment l'adjoint, et l'hermiticité et la positivité sont l'hermiticité et la positivité
usuelles.

Soit je un sous-espace hilbertien de E (attention, il y a ici une confusion
possible. Il s'agit d'un sous-espace hilbertien au sens donné au §1, mais
il n'a pas nécessairement la structure induite par celle de El). Son noyau H
est un opérateur linéaire continu hermitien ^ 0 de E dans E, qui se définit
comme suit. Soit j l'injection «^-•E, j * son adjointe E-»^f (en identifiant
tf' à Jf). La formule (4,1) devient

(4,18)

qu'on confondra souvent avec j * (voir page 142), application de E dans
H est caractérisé par (4,2):

(4,19)] Vfc e je, Vf G E, (h | HO ,r =

(4,3) et (4,4) deviennent:

( 4 2 0 )

Le sous-espace je est fermé dans E si et seulement si H est un homomor-
phisme (Proposition 1 bis), et alors je = J>^0 = if(£). On a ^f = E (en tant
qu'ensembles) si et seulement si H est inversible (car H, en tant qu'applica-
tion de Ë' sur E, doit être l'isomorphisme canonique de Ë' sur E pour la
structure hilbertienne Jtf ; voir remarque page 142). Si Jf est un sous-espace
fermé de E, avec la structure hilbertienne induite, H est le projecteur ortho-
gonal sur Jiï9 comme le montre (4,19).

Proposition 9 bfcs. Soit X un sous-espace hilbertien de E, de noyau
K, considéré comme opérateur de Ë' dans Cfr\ soit 24? un sous-espace hil-
bertien de X*, et soit A son noyau par rapport a $P au sens de l'Exemple 4,
page 150, opérateur de X dans 34?; alors le noyau H de «2f relativement à

E9 considéré comme opérateur de Ë' dans 3tf?,estH = AK:Ë'
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Démonstration. Identifions aussi 2fé" à Jf\ Alors X et H sont les appli-
cations Ë' -*Ctf et Ê ' - » ^ , adjointes des injections JT~>£,^->E. Mais

3tf -* E se factorise en ê f -» Jf -* E, donc £' > tf se factorise en
Ë'^Cfr-+œ, et J f - > j r est justement ,4.

Corollaire. Si 3f est un sous-espace fermé de Jf, avec la structure hil-
bertienne induite, H est égal à AK9 où A est le projecteur orthogonal de
JT sur 3tf.

Il suffit d'appliquer la Proposition 9 bis à l'exemple qui la précède im-

médiatement.

Proposition 9 ter. Soit Jf un sous-espace hilbertien de E, de jioyau H.

Pour que Vinjection j de 3P dans E soit compacte (autrement dit pour que

la boule unité de M7 soit compacte dans E), il faut que H appartienne à
^f ®eE, et il suffit qu'il appartienne à EeE(36)

Démonstration. Dire que j est compacte, c'est dire que la boule unité
B de 2tf est relativement compacte dans E; mais elle est faiblement compacte
dans ffl donc dans E, elle est alors compacte dans E.

1°) Supposons j compacte. Alors, par polarité, l'image par *ƒ de la polaire
de B dans E' est contenue dans la polaire de B dans ^f', donc fj est con-
tinue de Ec'dans M", et j * est continue de E'c dans $'\ alors H = 0j*, con-
sidéré comme opérateur de Ë' dans ^ , est continu de Ë'c dans J^, donc

comme J^, hilbertien, a la propriété d'approximation stricte,
, comme l'affirme l'énoncé. Naturellement H =jQj* est l'image

par j ® I de 0j* eJ f ®£E, donc appartient à E ê ^ J ^ c E e Ê .

2°) Réciproquement, supposons HeEeE = S£(Ê' C\"E). Soit 4'une partie
équicontinue faiblement compacte de E', ̂ 4' sa conjuguée dans E'. Comme
H est dans Es Ë, H(Â') est compacte dans E(37), et la restriction de H à

(36) Voii Sshwartz[3],Chapitre], Proposition 11 et Corollaire 1. Un espace de
satisfait à la condition d'approximation stricte, parce que tout opérateur u de^f dans ffi est
adhérent dans j£?c(Jf ; ^ ) aux P.*/, où les P sont les projecteurs orthogonaux de rang fini,
et||P.«||g||u|| .

(") Schwartz [3], Chapitre I,§1, Proposition 5, page 35.
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X' est continue de E' faible dans E fort. Supposons que e' eA' converge
faiblement vers e'o; alors

(4,21)
- e'o

H(e' — eó) converge fortement vers 0, et e'8 4 ' équicontinue, donc le premier
terme converge vers 0; le deuxième aussi, puisque e' converge faiblement
vers e0'; donc (Hë'.e'y converge vers (Hë'o, e'0>. Cela prouve que Hê\ qui
converge faiblement vers Hë'o dans ^ , a une norme <ffê',e'>1/2 qui converge
vers celle de Hë'o, donc Eë' converge vers Hëó fortement dans ^ ( 3 8 ) . Ainsi
H = 0j* est continue de ~X' (muni de la topologie faible) dans $P fort; donc
H(A') est compacte dans 2fP. Comme H est faiblement continue de Ë' dans
Jf, cela prouve que H appartient à 2tf e Ë= Se{E'c\2tf). Mais H = 0/*, où
0 est un isomorphisme, donc j * est continue de E'c dans Jf', fj continue de
E'c dans ^ ' ; par polarité, cela prouve que j(B) est relativement compacte
dans E, ; est compacte.

Remarque 1. Cette proposition prouve (compte tenu de la Proposition
10 que nous montrerons plus loin) que, même si E ne vérifie pas la propriété
d'approximation stricte, tous les éléments ^ 0 de E e E (au sens de la po-
sitivité des noyaux) sont dans E ®eË .

Remarque 2. Supposons que, dans E, toute partie bornée soit relative-
ment compacte. Alors tout sous-espace hilbertien de E a une injection com-
pacte. Mais aussi tout noyau H transforme les parties équicontinues de E'
en parties bornées donc relativement compactes, et l'espace J^(Ê';E) des
noyaux est identique (topologie mise à part) à E ?. E. C'est ce que nous avons
déjà appliqué à la fin de l'exemple 3, page 149.

38. Dans un espace de Hubert, la convergence faible avec convergence des normes
entraîne la convergence forte. Si en effet x5 converge faiblement vers x, %(x + xj)
converge aussi faiblement vers x, donc lim.inf. ||i(*+X/)|] ^ ||*|| ; mais si |j JC |̂| converge vers
||x||,on a aussi lim.sup. | | 4 ( A : + ^ ) | | ^ ||JC|| ; donc lim. | i (*+*j ) | | ==||*||. M a i s a l ° r s

l'inégalité de la médiane ||*,||2 + ||JC||2 = 2(||-£ (x + Xj) p + -J-||JC - Xjp) montre que xs

converge fortement vers x.
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§5. Le sous-espace hilbertien attaché à un noyau ^ 0.

Caractère bijectif de l'application canonique de Hilb(E)
dans &\E).

Proposition 10. Inapplication canonique de Hilb(E) dans S£+{E) est

une bijection.

Démonstration.

Première démonstration

Nous avons déjà vu (corollaire de la Proposition 8, ou remarque suivant
la Proposition 9) que cette application est injective. Mais nous allons
le revoir une troisième fois, et montrer en outre qu'elle est surjective.

Soit donc H un noyau ^ 0. Considérons Jt?0 = H(Ë') (voir Proposition 7).
S'il existe un sous-espace hilbertien ^ de noyau H, la structure préhilbertienne
induite sur c^0 est connue, puisqu'on a (4,3). Inversement, (4,3) définit
bien une forme hermitienne sur ̂ f0; pour M e / 0 , v = Hë' e^f 0, on posera
en effet

(5,1) (u\v)^0 = (u,e'}'9

le résultat ne dépend que de v = Hë' et non de e', car, si u = H f', on a

(5,2) (u,e'y = (Hf\e'y = <flë',/'> = <!>,ƒ'>,

à cause de Phermiticité de H. Cette forme hermitienne est ^ 0, à cause de
la positivité de H. Elle fait donc de Jfoun espace préhilbertien. Sa topologie
est plus fine que celle qui est induite par E. Pour le voir, nous devons montrer
que la boule unité de Jf 0, soit

Bo = {Hë',e'eE'; <Hë',e'} ^ 1},

est bornée dans E, ou, ce qui revient au même, faiblement bornée; cela revient
à dire que, pour t o u t / ' fixé dans E\ l'ensemble des nombres |<Hë',/'>|
est borné pour Hë'eB0; ce qui résulte de l'inégalité de Schwarz:

(5,3) \<Hë',f'}\ g {Hë',e'y\Hf'J'} 1/2
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Ce résultat nous montre en particulier que «^0 est séparé, donc que sa forme
hermitienne (5,1) est définie positive.

Alors, s'il existe un ^f de noyau H, il est nécessairement le complété de
J^o dans E (Propositions 7 et 1) ; donc il est unique. Pour montrer qu'un tel
complété existe, nous devons montrer que l'application j définie à la Propo-
sition 1 est injective. Or, considérons l'égalité

(5,4)

pour fce^o, e 'eE ' ; pour e' fixé, elle est vraie si ke3^Q d'après (5,1);
les deux membres dépendent continuement de k e jê0, parce que j est con-
tinue de Jf0 dans E, et que c'est une forme linéaire continue sur E; donc
(5.4) est vraie pour tous e 'eE' , keJ>f0. Alors, si j(k) = 0, k est orthogonal
à Jf0 dans Jt0, donc nul, et j est bien injective. (On peut aussi montrer l'e-
xistence du complété de Jf0 dans E en utilisant l'autre critère donné à la
Proposition 1 : la boule unité Bo est fermée dans Jti?0 pour la topologie induite
par E. En effet ueB0 est équivalent à: ueJ>^0 et

(5.5) |<«,ƒ'>! û 1 pour t o u t / ' e E ' tel que Hf'eB0;

pour ƒ ' donné, l'ensemble des u tels que |<ti,f'>| ^ 1 est fermé dans E,
donc Bo est l'intersection de 3iï0 et d'un ensemble de parties fermées de E,
donc vérifie bien le critère voulu).

Soit alors # =j(^0) Ie complété de Jfo dans E. Pour un heJt?, soit k
l'élément de # 0 tel que j(k) = h; (5,4) revient à (4,2), car (k\Hë')£0

= (h | Hë')jp9 donc le noyau de ^ est bien H. Nous avons donc bien montré
qu'étant donné un noyau H ^ 0, il existe un sous-espace hilbertien 2tf et
un seul qui l'admette comme noyau associé, Hilb(E) -> & +(E) est bien bi-
jective.

Il sera utile dans la suite de retenir, en termes rapides, cette méthode de
construction de 3tf à partir de H:

(5,5 bis) Sur 3fo = H(Ë') on définit le produit scalaire (5,1); il f ait
de 3^Q un sous-espace préhilbertien de E, et 2tf est le complété de «^0 dans E.
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Deuxième démonstration

Bien entendu, cette deuxième démonstration que nous allons donner n'est
pas essentiellement distincte de la première. Le caractère injectif de l'appli-
cation canonique étant déjà surabondamment prouvé, nous nous bornerons
à montrer sa surjectivité. Soit donc H un noyau ^ 0. Il définit sur E' une
structure d'espace préhilbertien (en général non séparé) par la forme her-
mitienne (3,5); nous appelerons E# cette structure. Alors E'H a un dual
(E'H)'9 que nous appellerons Jf, qui est un espace hilbertien et qui est aussi
le dual de l'espace séparé complété Ê'n associé à £'H- ^ e s t u n s o u s e s P a c e

du dual algébrique E'* de E' (complété faible de E); c'est l'ensemble des
fce£'* qui vérifient

(5,5ter) | <fc,e'>| S constante x || e' || E,ff

= constante Ë (e\e')

= constante x

c. à d. (4,6). Sa topologie est plus fine que a (E'*,E')> c'est donc un sous-
espace hilbertien de E'* faible. Par ailleurs, si t est l'anti-isomorphisme
canonique de Ê'H sur son dual ^f, alors sa composée L:

E'H-*ÊH ïJf avec l'application canonique de E'H dans Ê'n est anti-
linéaire continue de E'H dans 2/f et a les propriétés suivantes:

1°) L'image L(E'H) = J>^0 est dense dans ^ , parce que l'image de E'H dans
Ê'JJ est dense et que£(E^) = $P\

2°) Quel que soit heJtf' et quel que soit e 'eE' , d'image è' dans Ê'n\

(5,6)

3°) Quels que soient e'eE',f'eE'9 d'images è' et ƒ' dans Èn\

(5,7a) (L/"|Le'V = (Lf'\lè')* = <L/',ê'> = <L/',e'>.

(5,7b) (Lf'lLe')* = (Lf'lLê')* = (ê'\f')rH=(e'\f')E>H = (Hf\e'y.

La comparaison de (5.7a) et (5,7b) montre que Lf ' = Hf'. Donc 3^0 = L(E')
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n'est autre que «^0 = H{Ëf) déjà antérieurement considéré, et, sur c^0, la
structure préhilbertienne induite par ffl est celle qui est définie par (4,3) en
vertu de (5,7a). Donc 2tf est le complété de Jf0 dans E'* faible. La Propo-
sition 0 montre alors que 2tf est un sous-espace hilbertien de £ lui-même.
Alors (5,6) montre que #? a pour noyau H, c'est l'espace hilbertien cherché.

La présente construction de 3tf à partir de H s'exprime en termes rapides
comme suit: Sur E', le noyau H définit, par (3,5), une structure d'espace
préhilbertien (en général non séparé) E'H. Jf est le dual de E'H (a priori
sous-espace hilbertien de £'* faible, il est en fait sous-espace hilbertien de E).

On voit la différence entre les deux démonstrations: la première ne sort
jamais de E, mais montre que Jf0 a un complété dans E; la deuxième donne
d'emblée l'espace hilbertien ^f dans £'*, et il faut montrer qu'il est dans£.

Corollaire. Toute forme B sesquilinéaire ^ 0 sur E' x E\ séparé-
ment faiblement continue, est fortement continue. Toute forme A sesqui-
linéaire sur E' x E', vérifiant la majoration

(5,8) \A(e\f')\Scomt.(B(e',e'))u\B(f'J'))l/2, e'eE'J'eE',

ou même seulement la majoration

(5,8bis) \A(e',e')\ ^ const.B(e',e'), e'eE',

est séparément faiblement continue, et est fortement continue.

Démonstration. Supposons vérifiée (5,8). B, étant à 0 et séparément
faiblement continue, est définie par un noyau H ^ 0 suivant (3,5) (Proposi-
tion 5): B(e',f') = (Hf',e'y, ou B = H. Alors la forme linéaire h sur E'
définie par e' -+A(e',f), pour ƒ ' fixé, vérifie (4,6) à cause de (5,8); d'après
La Proposition 8, h est dans J4?9 sous-espace hilbertien de E de noyau H9

donc dans E: elle est faiblement continue sur E'. Le même raisonnement

montre que, pour e' fixé, f'-+A(e',f') est faiblement continue, donc A est
bien séparément faiblement continue.

Si maintenant e' e t / ' convergent fortement vers 0 dans JE', Hë' et Hf'
convergent fortement vers 0 dans Jf, donc leur produit scalaire dans «#*,
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qui est (Hf'9e'y = B(e'Jf), converge vers 0; d'autre part B (e\e') et £(ƒ',ƒ')
convergent vers 0, pour la même raison, donc aussi A(e'J') d'après (5,8);
A et B sont fortement continues sur E 'xE' .

Supposons seulement vérifiée (5,8 bis). Il suffira d'utiliser le lemme:

Lemme. Soient A,B, deux formes sesquilinéaires sur E' x E',B^. 0.

L inégalité

(5.9) WeE\Vf'eE\\A(e\f')\^(B(e',e'))1/2(B(f'J')yî2

est équivalente, si A est hermitienne, à l'inégalité

(5.10) Ve'eE', \A{e\e')\ ^ B(e\e');

quelle que soit A, elle est entraînée par l'inégalité

(5,H) W'e£', \A(e',e')\ g±B(e',e').

Démonstration

(5,9) entraine toujours (5,10). Inversement, supposons (5,10) réalisée et
A hermitienne. On a

',/') = A{e' +f\e' +ƒ') - A{e' -f'9e' -ƒ ')

e',f ' ) | ^ B(e' +f'9e' + f') + B(e' - ƒ ',e' -f ')

En remplaçant/ ' par kf ', X e C tel que | A | = 1 et que A(e\ Xf ') soit réel, on en
déduit:

(5,12) \A(e',n\£XP(e'9e') + BV'9n)> Ve'eE',Vf'eE'.

Il nous reste à montrer que (5,12) entraine (5,9). C'est vrai si B(e\e') ou
B(f'J') e s t nul; si en effet, par exemple, £'(e,e') = 0, on remplace, dans
(5,12), ƒ ' par /ƒ', te C,et on obtient \t A(e'J')\ < ±\t\2B(f'J'), ce qui,
en faisant tendre t^0 vers 0, donne A(e'j') = 0, V/'eE7, c.àd. (5,9). Si
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maintenant B(e\e') et B(f',ff) sont tous deux ^ 0, on remplace, dans (5,12),
e' f'

e' e t / ' par (B(g ,>g , ) )1 /2
 e* ^ f j T ^ T i respectivement, ce qui donne

< 1(1 + 1 ) - 1
( 5 1 3 ) <
<p,i^ (£(e',e'))i/2 (£(ƒ',ƒ'))i/2 = 2

c.àd. (5,9).
Si maintenant 4 est quelconque mais vérifie (5,10), on aura

4A(e'J') = ̂ '+/',e'+/')-^'-/',e'-/0

+ iA(e' + if',e' + i/r) - iA(e' - i/ ',e' - if);

\4A(e'J') | <KB(e' +f'. e' +f') + B(e' - ƒ',e' - ƒ ')

+ B(e' + if',e' + i/O + B(e' - if',e' - if'))

c.à d. (5.12), d'où de nouveau (5,9).

Remarque. Si A ne vérifie pas de majoration du type (5,8), elle n'est pas
en général séparément faiblement continue, et, si elle l'est, elle n'est pas en
général fortement continue sur E' x JE'.

§6. Isomorphisme canonique de Hilb(E) et

Théorème. L''application canonique Hilb(£)-> J^+(£) définie au §5 est
un isomorphisme de Hilb(E) sur J£?+(E) pour les structures définies sur
ces ensembles.

Ce théorème est le résultat de 3 propositions:

Proposition 11. Si le sous-espace hilbertien ffl de E a pour noyau H,
le sous-espace X^9 X ̂  0, a pour noyau AH.

Démonstration.

D'après la définition de X3f? (formule (2,1)), on a, quels que soient
h , e'eE':
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(6,1) {\

donc, d'après la Proposition 6, XH est bien le noyau de

Proposition 12. Si /es sous-espaces hilbertiens Jfl9J^29 de E, om

pour noyaux Hu H2, le noyau de ^ t + 3f2
 est # i + H2.

Démonstration. Reprenons les notations de la page 133. L'élément
(H1ê\H2ê

t) de J^l®M>
2, pour e'eE\ est orthogonal au noyau Jf de

l'application O. En effet, soit (kl9k2) e^T, c. à d. tel que ki + k2 = 0. Alors:

(6,2) = (ki\Hië')*l + (k2\H2ê
f)Jf2 = <k1,e'> + <k2,e'>

= <kl+k2,e'> = 0.

Mais le produit scalaire de 2 vecteurs de ^ © J>^2, si l'un d'eux est ortho-
gonal à Jf, est conservé par <D, d'après (2,11). Donc, quels que soient

+ ^ ?
2 , e'eEf:

(h\(Hx + H2)ë
f)^^2 = (hx

donc, d'après la Proposition 6, if ! + # 2 est bien le noyau de 3#>
1 + ^f 2 .

Proposition 13. Soient ^fl5^2, dewx sous-espaces hilbertiens de E,

et HUH2 leurs noyaux. La relation J^t S #?i est équivalente a la relation

1°) Supposons ^ ^ Jf2. Alors, pour tout e'eE', Hxë
f e 2tfx donc

et, d'après (4,7):
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= S u p
f'*E' (H2f',f)

112 <H2ë',e'y112

donc finalement

(6,5) {H.ë^e'}112 ^ <H2ë',e'}112, ou H^H2.

2°) Inversement, supposons Ht^H2. Alors, pour h e E:

d'après la Proposition 8, he^x implique que Ie premier membre de (6,6)
soit fini, donc le deuxième est fini et / i e ^ 2 ; e n outre | | / i l ^ ^ ||fr||^2> et
par suite c^! ^ e^

7
2-^eciachèvela démonstration de la Proposition 13, donc

du théorème.

§7. Conséquences de l'isomorphisme.

Proposition 14. Soient M?,^?
u deux sous-espaces hilbertiens de E.

Pour qu'il existe un sous-espace hilbertien J^2 tel que ffî = Jf\ + f̂2, il
faut et il suffit que 2tf ;> tfu et J?2 est alors unique. On écrit 2tf2 = ^ - «^1#

Démonstration. Soient if, Hl9 les noyaux de Jf, M" 1# L'existence de
30*2 e s t équivalente à celle d'un noyau H2^0 tel que H = H1 + H2, et alors
f̂2 est unique puisque son noyau H2 = H — H1 est unique; or l'existence

de H2 est bien équivalente à la relation H - H1 ^ 0 ou H ^ Hu elle-même
équivalente à ^?^^f>

1.

Proposition 15. Soient ^u^f2, deux sous-espaces hilbertiens de E>
de noyaux HUH2. Pour que J^± c Jt?29 il faut et il suffit qu'il existe une
constante c ^ 0 telle que H1 ^ cH2.

Corollaire. Pour que J^x ~ 3f29 c. a d. pour que 3^x et Jf2 soient
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le même sous-espace vectoriel de E (avec des structures hilbertiennes éven-
tuellement différentes), il faut et il suffit qu'il existe une constante c ̂  0 telle
que Ht S cH2, H2 ^ cHt.

Cette proposition et son corollaire résultent de la Proposition 2 et de son
corollaire, en appliquant le théorème.

Proposition 16. Soient 3^l93f2, deux sous-espaces hilbertiens de E,
de noyaux HUH2. Pour que 3tf?

1n3f2 = {0}, il faut et il suffit que Hx et
H2 soient étrangers, c. a d. que tout noyau K^O vérifiant K ̂  Hl9 K ^ H29

soit nul.

Cela résulte de la Proposition 3 par le théorème.

Proposition 17. Soient 3^,3^ ± deux sous-espaces hilbertiens de E,
de noyaux H,H1. Pour que 3^\ soit un sous-espace de ffl avec la structure
hilbertienne induite, il faut et il suffit que H - Hx ^ 0 et que Ht et H - Hx

soient étrangers', alors Vespace &?2 tel que ffl — f̂71 + &?2 est Vorthogonal
de 3^x dans ffl avec la structure hilbertienne induite.

Démonstration. 1°) Supposons que f̂>
1cz ^f et qu'il ait la structure

hilbertienne induite. Si alors Jf2 est l'orthogonal de 3tf?
i dans 30*, on a bien

jft + ^ 2 = j f (page 134). Si H2 est le noyau de tfl9 on a Hx + H2 = H
ou H2 = H-H1^0; or jtf?

lr\Jf2 = {0}, donc H± et H-H± sont
étrangers (Proposition 16).

2°) Réciproquement, supposons que H - Ht ^ 0 et que H± et H2 = H - Hx

soient étrangers. Alors, si 3fP2 est le sous-espace hilbertien de noyau R2, on
aura « ^ n 2tf2 = {0}, «^ = e^

?
1+^f>

2; donc 3tfi<=.3tf avec la structure
hilbertienne induite.

Proposition 18. 1°) Soit (3^i)ieI un ordonné filtrant décroissant de

sous-espaces hilbertiens de E, de noyaux Ht.
Alors Inf Jf| = J? existe, et a pour noyau Inf Ht=^H9 qui est aussi

i el iel

lim Hi9 dans 3?(Ë'\E) muni de la topologie de la convergence simple faible.
i

Jf est le sous-espace de n 3^t formé des h tels que
i eï
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Sup || h || jfi < oo, et alors
i el

iel l i

= lim (h | fc)jr|
i el

2) Soit (^i)iei un ordonné filtrant croissant de sous-espaces hilbertiens
de E, de noyaux Ht. Pour qu'il soit majoré dans Hilb(£), il faut et il suffit
que Sup (Jîiê\e's)< + oo pour tout e'eE'. Dans ce cas, Sup M?

i = M?

iel iel

existe, et il a pour noyau Sup Ht = H, qui est aussi limi/j pour la topologie
i el i

de la convergence simple faible. 3P est le Q-complété dans E du sous-espace
préhilbertien M Jf?t muni de la structure

iel
r || h I = Inf I h f ^ = lim

(7,2) ' i e I l

Démonstration. 1°) Partons d'abord d'un ordonné filtrant décroissant.
/ est un ensemble d'indices, ordonné, filtrant à droite; pour j ^ i, on a
Jfj fg 2tfu Hj ^ Ht. Les limites sont prises suivant le filtre des sections droites
de I. Pour tout e 'eE ' , lim<iîiê',e/> existe et vaut Inf<#;<?',e'>; alors (3,7)

i i el

montre que lim<f/I/
/,e/> existe pour tous e'J' de E'\ appelons le A(efj').

i

A est une forme hermitienne ^ 0 sur E' x E'\ Quel que soit i e Z, on a
A(e\e')<> (Hië^e'y, donc, d'après le corollaire de la Proposition 10, A est
séparément faiblement continue, et il existe (Proposition 5) un noyau H à 0
tel que A{e'J') = <#'ƒ',e'>- H est la limite des Ht dans &(E'\E) (pour la
convergence simple faible) et il est trivialement la borne inférieure des Ht

dans c^+(£). La correspondance entre les structures d'ordre entre Hilb(Ê)
et &+(E) montre que nécessairement les 3tf% ont une borne inférieure 2tf
dans Hilb(£), et que le noyau de Jf est H. Avec les conventions de la remarque
qui suit la Proposition 8, on a:

M , - » , '<*••'>' - sup (sup '<*•''>')
e'eE' <Hê',e'>112 e'eE' V i e / (Htê',e'yll2j

( Sup l<*'°l ) = Sup || h |
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Donc 3P est bien le sous-espace de Q ^ formé des h tels que Sup || h || #% < oo,
i el i el

et on a bien la première relation (7,1); la seconde résulte de (2,19 bis).
2°) Prenons maintenant un ordonné fitrant croissant; I a, les mêmes pro-

priétés mais j ^ i entraîne Jfj ^ J$?i9 Hj ^ Ht. Supposons les ffl t majorés
par un sous-espace hilbertien Jf de noyau K; alors

Sup <#,*',e') ^ <Kë',e'} < + oo.
i e l

Inversement, supposons cette condition réalisée: Sup<ffjê',e'> < + oo.
i e l

Alors lim <#fê', e' > existe et vaut Sup <H,ë/, e'> ;(3,7) montre que lim<H/', e'>
i i e I i

existe; appelons-le A(e'9f). A est une forme hermitienne ^ 0 sur E' x E'
(a priori non nécessairement séparément faiblement continue). D'après la
remarque qui suit la Proposition 5, A provient d'un noyau H relatif à E/*)

définissant un sous-espace hilbertien ^f de E'*. 3? majore tous les $FU donc
J f n E (hilbertien d'après la Proposition 0) les majore aussi: l'ordonné
filtrant croissant est majoré. En outre H est limite simple faible et borne
supérieure des H{ dans J?(Ë';E'*)9 donc £F est borne supérieure des Jff

dans Hilb(£'*). Comme 2tf n E majore les 3tfx et minore Jf7, on a nécessaire-
ment Jf n E = 34?, ou Jf Œ E, H e &(E'\E). Déterminons cet 3iï. D'abord
3tf 3 ffîi9 donc JP ZJ (J ^ , qui est un espace vectoriel parce que l'ordonné

i el

est filtrant. Sur JJ ^ f , ft -^-^inf || h\#i = lim | h \#l est une semi-norme;
i el i el i

la formule (2,19 bis) montre alors qu'on peut y définir un produit scalaire

(h|fe) = lim(A|fc)jri, hermitien ^ 0, et que ||fc||=(ftjh), donc (J JPt
i i e I

est préhilbertien. En outre, || h \\^t ^ || h | |^ donc Inf || h \\#>. ^ || h \\#> .
i si

L'injection M J^^J^ est donc continue, et a fortiori l'injection M J>ft->E
iel iel

(donc M J^i est séparé). Ainsi M ^ f est un sous-espace préhilbertien
iel iel

de E, qui est évidemment le plus petit sous-espace préhilbertien de E majorant
les Jft. D'après la Proposition 1 bis (ou la remarque page 138), il y a bien une
borne supérieure des ^x\ à savoir le g-complété de [J J^t dans E, qui
est donc #?.

Nous avons démontré, en passant, le résultat:
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Corollaire. Si les At sont des formes hermitiennes ^ 0 séparément
faiblement continues sur E'xE', si elles constituent un ordonné filtrant
croissant, et si, pour tout e' eE', Sup At{er,e') < + oo, elles ont une limite

i el

simple sur E' x E', qui est encore séparément faiblement continue.

Remarque 1. Hilb(E) et J^+(E) ne sont pas réticulés. II existe une borne
inférieure d'un ensemble filtrant décroissant mais pas de borne inférieure de
deux éléments quelconques. (Il suffit, pour le voir, de remarquer que, pour
E = C2, on a E' — C2, et qu'il n'existe pas, en général, de borne inférieure
de deux formes hermitiennes ^ 0 sur C2). De même il existe une borne su-
périeure d'un ordonné filtrant croissant majoré, mais pas en général de borne
supérieure de deux éléments. (Un ensemble à 2 éléments est majoré par leur
somme).

Remarque 2. Un ordonné titrant croissant de Hilb(E) n'est pas né-
cessairement majoré. C'est le cas de I = ensemble des réels ^ 0, et J^t = tJf9

X fixé # {0}, t réel ^ 0.

Remarque 3. Dans le cas d'un ordonné filtrant décroissant, ffl = Inf3tf%
i el

peut être différent de Q J^t. C'est le cas pour I = ensemble des réels > 0,
i iel

œt = -$r,Jf fixe ^ {0}, O 0. Alors Ç\ M>t = Jf, et cependant Inf JtTt = {0}.
* f>0 t>0

Remarque 4. Dans le cas d'un ordonné filtrant croissant majoré,
M Jfh sous-espace préhilbertien de E, peut n'avoir pas de complété dans JE.
iel

Soit, par exemple, 3^0 un sous-espace préhilbertien de E, mais n'ayant pas
de complété dans E (voir contre-exemple (1,5)). Si les 2tf t sont les sous-espaces
de dimension finie de Jf0,. munis de la structure induite, ce sont des sous-
espaces hilbertiens de E. Ils constituent un ordonné filtrant croissant,majoré
par le Q-complété ^ de f̂0 dans E. Alors \^J J^t = J^o qui n'a pas de com-

i e l
piété dans E, et S u p ^ . = ^f.

i el

Sommes infinies de sous-espaces hilbertiens de E.

Soit ( ^ ) i e i u n e famille de sous-espaces hilbertiens de E. On peut définir
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leur somme hilbertienne abstraite ® 2tf%\ un élément de cette somme est une
i e l

famille (h^ eI,hie3fi9 telle que Z II hA2#t < + oo, avec
iel

(7,4) \\(ht)leI\\l = 2 M2*r
© œt i el

iel ^

Les éléments (ht)i eI, pour lesquels tous les ftf sont nuls sauf un nombre fini,
forment un sous-espace dense ® jft de ® ^ .

i e / iel

Proposition 19. Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes:
1°)

0,5)

1°) lu application linéaire ®0 de ® 2^% dans E, définie par
i el

iel

est continue;

2) Les sommes finies Z ^ f , J parties finies de E9 sont majorées dans
i eJ

Hilb(£);
3) Pour tout e'eE\ Z <Htë\efy < + oo.

i eT

Si elles sont réalisées, on dit que la famille ( ^ ) f 6 i est sommable. Alors
<I>o se prolonge en une application linéaire continue O de ® ^ dans E,

i e l

définie encore par (7,5) (/a condition £ I IMi , < + °° imP^(luant 4ue

Z h( soit sommable dans E). Soit Jf le noyau de O ; O se factorise en
ieI *
^ 71 ^

© 't/p K/ /T

On appelle Z «^£ Vimage <!>( ® ^ f ) , avec /a structure hilbertienne
iel " iel

transportée par $• de ce//e de ( ® ^ ) / ^ T . Les éléments de Z Jf g sont ceux
tel iel

gwî peuvent s'exprimer par des sommes Z Af, sommables dans E, avec
iel

ht e ̂ u Z || ht \\^t < oo, et on a
i el

(7,6) lft||2 = Inf ( |
iel iel

En outre Z ^P% est égal a la borne supérieure des sommes finies Z «
iel imJ
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J finie <= ƒ; et son noyau est Z Hi9 sommable pour la topologie &&(Ë'\E)
iel

de la convergence simple.

Démonstration. Supposons 1° réalisée. Alors O0 se prolonge en une
application linéaire continue O de © J^t dans E. Si (/if)f eI est un élément

de © J^i, il est limite des éléments ((h^t ej,(0) i e I_j), suivant l'ordonné

filtrant des parties finies J de I ; son image par Q> est donc nécessairement la

limite de Z hh suivant cet ordonné filtrant, c. à d. la somme Z hi9 sommable
ieJ iel

dans JE.
Compte tenu de la définition de la norme quotient dans (

i el

de ce que O • transporte la structure hilbertienne, Z ^ défini dans l'énoncé
i el

a bien la norme (7,6). Mais, si J est une partie finie de I9 un élément k de
£ ^ est de la forme Z fc*, et l'on a, d'après (2,9):

ieJ ieJ

(7,7) | | | | ,
ieJ (S fc|)=*

ieJ

donc Z ^ est un sous-espace de Z ^ f , avec une injection de norme ^ 1 :
i eJ 16/

les Z 3tf% sont majorées par Z 3^i9 et l'on a bien 2°).
ieƒ iel

Supposons maintenant 2°) réalisée. Comme le noyau de Z &% est Z Hi9
i eJ i eJ

la Proposition 11 montre que l'on a 3°).
Supposons enfin que l'on ait 3°). Pourvoir queO0est continue, nous devons

montrer que l'image O0 de la boule unité Bo de © Jt?t çst faiblement bornée.
i el

Soit donc e' eE'. O0(50) est l'ensemble des sommes finies Z hh telles que

Z || h% ||£f S 1. Pour h e $0(£0), h = Z fc„ on a

(
l/2

£ | | | i ) (2 )

i eJ

\ieJ

S ( Z <#*<

2 V / 2

r.o)

i eJ

\l6J

1/2
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donc O0(B0) est bien faiblement bornée, <D0 est bien continue, on a 1°), et les
3 conditions données sont bien équivalentes. Supposons les réalisées. La
Proposition 18 dit que la série Z Ht est sommable pour la topologie de la

i el

convergence simple faible ; nous devons montrer ici qu'elle l'est pour la con-
vergence simple forte. Or Z \\Htê' \\2#>.= Z <iï iê

/,e />< + oo; donc
i l i liel iel

l ' image par $> de OFffë')i e / e © 3tfi9 c'est à dire Z Htë\ est sommable dans E9
iel

ce qui prouve notre assertion. Mais toujours la Proposition 18 dit que
H Ht= Sup ( Z Ht) est le noyau de Sup ( Z ^ ) ; si nous

i el J finie CI i ej J finie CI i eJ

montrons que c'est aussi le noyau de Z ffli9 nous aurons achevé la dé-
i el

monstration.
Or l'élément {Hië')iel de © 3tf>

i est orthogonal au noyau JT de $ ; cela
i el

se voit comme pour le cas fini, formule (6,2). On a donc, comme dans (6,3),

pour h = Z ht e Z 2Œt:
i el i el

(7,9) <Z fc,,e'>= S<fc,,e'>
iel iel

= Z (hAHië')^. = ((hi)i ei\(Hiëf)i eI) © ^
j e / * ief

i el \ i e l 1 I S .
iel

ce qui prouve bien que Z Ht est le noyau de Z ^ , c.q.f.d.
iel i e f

C o r o l l a i r e 1. Soit 2tf un sous-espace hilbertien de E, somme directe

hilbertienne de sous-espaces fermés (deux a deux orthogonaux} 3^i9 ieL

Alors le noyau H de 2/F est la somme Z Ht des noyaux des J^i9 la série
i

étant sommable pour la topologie J£S(E';E) de la convergence simple.
En effet, dans ce cas, Z 3^x = #?( ici JT = {0}, O est un isomorphisme de

i el

© JtTt sur 3f).
i el

Corollaire 2. Soit $F un sous-espace hilbertien de JE, et soit (e^ieI une
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base hilbertienne de Jtf*. Alors le noyau de Jf? est S e%® ëiy série sommable

dans

Démonstration. Soit eeE. L'élément ë de E définit la forme linéaire
ƒ ' w-> <e,/ '> sur Ë'. Alors e®ëeE®2?czEei?est la forme sesquilinéaire

(ƒ',£')—> <eJfy<e^F> sur E' x E', ou le noyau H , : / ' - - » <*,ƒ'>*.
Au vecteur e de E nous pouvons associer le sous-espace hilbertien Jfe = Ce

deE, muni du produit scalaire:

(7,10) ( « l / f e ) * . = <xj3.

Alors H^ = e®ë est le noyau de ^ , car, quels que soient h = ccee J^e , et
feE', on a;

(7?H) <*,ƒ'> = a<e./'> = H W > U = (fclfl./')^.-

Si alors les et forment une base hilbertienne de Jf, 3tf est la somme directe
hilbertienne des sous-espaces 3tfec et il suffit d'appliquer le Corollaire 1 pour
obtenir le résultat.

Corollaire 3. (Décomposition en carrés d'un noyau ^0) . Tout noyau
H ^ 0 relatif à E admet une décomposition en somme 2 ei®ëu eteE,

i e l

la série étant sommable pour la topologie de la convergence simple; 1 est
dénombrable si E' est faiblement séparable. (Appliquer le corollaire pré-
cédent, et le corollaire de la Proposition 7).

Corollaire 4. Soit (^^)ieI une famille de sous-espaces hilbertiens de
E, de noyaux Ht. Pour quVl existe un sous-espace hilbertien de E, qui ad-
mette les J^i comme sous-espaces fermés orthogonaux avec structures hil-
bertiennes induites, il faut et il sujfit que les deux conditions suivantes soient
réalisées:

1°) Quelque soit e'eE', E <ffjê',O < + oo ;
i si

2°) Le système des J^t est Hilbert-libre dans E, en ce sens que, si des

hieJ^i vérifient Z ||fti||if< + oo, E ht = 0 (série sommable dans E),
i el i el

alors tous les ht sont nuls.
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Démonstration. L'existence d'un tel espace revient exactement à dire
que la famille (<^i)ieI est sommable, c. à d. la première condition, et que
l'application <3> de la Proposition 19 est un isomorphisme de © 2tfx sur E &%

i el i el

(noyau JV = {0}), c. à d. la deuxième condition.

Corollaire 5. Soit O f) / e / une famille d'éléments de E. Pour qu'il
existe un sous-espace hilbertien de E les admettant comme base hilbei'tienne•,
il faut et il suffit que les 2 conditions suivantes soient réalisées:

1°) Quel que soit f'eE', I \<ehf'y\2 < + oo;
i eï

2°) Le système des e{ est Hilbert-libre dans E, en ce sens que, si des cte C
vérifient Z icA2 < + oo3 S ciei = 0 (série sommable dans E), alors

iel iel

tous les Ci sont nuls.

Il suffit d'appliquer le Corollaire 4 aux J>fei (notations du Corollaire 2).

Intégrale de sous-espaces hilbertiens de E.

Soit Z un espace localement compact muni d'une mesure jti^O. Soit
Ç-»^f(Q une application de Z dans Hilb(E); nous dirons qu'elle est jU-intég-
rable (ou encore que la famille (^(O)ç ez de sous-espaces hilbertiens est
jU-intégrable) si, pour tout e' e E\ la fonction C -> <Jff(0é\O (°ù H (0 est le
noyau de ^ ( 0 ) est /x-intégrable. Cela revient à dire que C -> H(Q est scalaire-
ment ju-intégrable dans &(Ër;E) muni de la topologie de la convergence
simple faible.

Proposition 20. Soit C -> ̂ ( 0 une famille ix-intégrable de sous-espaces
hilbertiens de E et supposons le dual E' faiblement séparable. Appelons
\i-mesurable tout champ de vecteurs Ç^h(QeJ$?(Q telle que la jonction
£-*/i(() sur Z a valeurs dans E soit scalairement fi-mesurable; ces champs
définissent sur les ^f(Ç) une structure S de champ \i-mesurable d'espaces

hilbertiens(39). Appelons ^(Odfi(O l'espace des classes (modulo l'éga-

(39) Nous suivons ici les notations et la terminologie de Dixmier [1].
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lité n~presque partout) de champs de vecteurs ji-mesurables Ç-> h(Q tels que

< + oo avec
z

(7,12) !*(öc.zl2 j *
z z

/Z existe une application linéaire continue O de j ^(0<WÇ) dans E'*
z

(muni de la topologie or(E'*,E')) définie par:

(7,13) OXWOc ez) = ƒ

/e deuxième membre étant Vintégrale faible d'une fonction scalairement
intégrable. Soit JV* le noyau de $. Alors Q> se factorise en

ƒ
z z

On appelle tff = I J(f(Qdfi(O le sous-espace hilbertien de £'*, transporté
z

f e
ientquotient

z
'est l'ensemble des heE'* qui peuvent s'écrire

J KOdftOMOh.ze j
z

avec la norme:

(7,14) 1 al 2 = Inf f|lfc(O||
ƒ f J
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Le noyau de 3tf = J«^(Qdju(0 relativement à E'* est

- ƒ
(intégrable faible de Ç-> H(Ç), fonction scalairement intégrable à valeurs
dans 3?(Ë'\E) muni de la topologie de la convergence simple faible).

Démonstration. Soit e'n,n = 1,2,..., une suite faiblement totale dans E'.
Considérons les champs de vecteurs Ç -> hn{Ç) = #(£)<?'„. Pour tout £, les
H{Ç)ë'n forment une suite faiblement totale, donc fortement totale, dans
H{Q(Ë') c ^ ( 0 , donc dans JP(Q lui-même.

D'autre part la fonction Ç->(few(0| ftn(ö)jr(0 = <Jï(Që'm,ë'ny est mesu-
rable d'après l'hypothèse faite sur les noyaux # (0 .

Donc (40) il existe une structure unique S de champ mesurable d'espaces
hilbertiens sur la famille des ̂ f (0, pour laquelle les Ç -> /i,,(0 soient des champs
mesurables. Si Ç -> /i(Q est un champ mesurable pour cette structure S, il
appartient à la tribu engendrée par les C-^COWO» o ù 0 e s t u n e fonction
complexe mesurable sur Z. Alors la fonction £-»</z(Q,e'> appartient à la
tribu engendrée par les fonctions C-><^(O*»(O^'> = 0(O<H(O^«'>;
celles-ci sont mesurables d'après l'hypothèse faite sur les noyaux H(Ç), donc
C-*<ft(0>O e st mesurable, C~^^(0 est scalairement mesurable sur Z à
valeurs dans E. Inversement, s'il en est ainsi, C-*(ft(0|^n(0)jr(o ^ <^(0^n>
est mesurable, donc Ç -> /z(Q est un champ mesurable pour la structure S.
La structure S est donc bien celle que nous avons décrite dans l'énoncé, pour
laquelle les champs mesurables sont les applications Ç->h(C)e^(O> s ca"
lairement ju-mesurables sur Z à valeurs dans E (en particulier, S est indépen-
dante du choix des e'n).

Montrons que (7,13) a un sens. Si: C-»/*(C) est dans
r

c'est un champ mesurable pour la structure S, donc scalairement mesurable
à valeurs dans E. Pour montrer que cette fonction à valeurs dans E est sca-

(40) Dixmier [1], Proposition 4 page 144.
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lairement intégrable donc que (7,13) a un sens, il suffit de montrer que

£->|<fe(O,e'>| est intégrable. Or

(7,15)

fonction intégrable comme produit de 2 fonctions de L2; en outre:

(7,16) S ƒ | <fc(O,O | dKO = ƒ | (fc(O | H(0ê'
Z Z

1 ' 2a
Z

Jdonc $ est continue de J J^(Qdfi(O dans £'*, puisque l'image de la boule
z

unité est bornée.

Alors on peut décrire l'espace ^ (C)^(O = ^ <= £ suivant l'énoncé, et
z

sa norme est (7,14). Posons H= f H(Odtiö, intégrale faible de C->H(Q
z

à valeurs dans J?(E';E) muni de la topologie de la convergence simple faible;
if est une application linéaire de Ë' dans £'*, avec

(7,17) <Hf',efy = ƒ <H(Of'9e'>diKO.

Montrons que H est le noyau de Jf czE'*. Comme dans les Propositions
12 et 19, on voit immédiatement que le champ Ç-+H(Oë' est, dans

I ^(C)dju(Ç), orthogonal à Jf. De la même manière encore on en déduit,
z

pour h =
z
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>e'> = ƒ

ƒ

qui, d'après (4,2), montre bien que H est le noyau de Jf\

Remarque. On aura souvent à montrer que #? c E. Il suffira, pour cela
(Proposition 0), que H(Ë') c E, c. à d. que Fintégrable faible

ÇH(QdrtQe&(E';E'*) soit un élément de X(E'\E). On dispose pour cela

de nombreux critères: non seulement tous ceux qui concernent l'intégrale
faible en général (41), mais, par exemple, les Propositions 18, 2°, et 19.

§8. Effet d'une application linéaire continue.

Soient E,F, des espaces localement convexes séparés quasi-complets, u une
application linéaire faiblement continue de E dans F (42). Soit Jf un sous-
espace hilbertien de E; appelons JV = J f nw" 1 ^} ) l e noyau(42bis) de la

TC U
restriction de u àJf. Alors cette restriction se factorise en
où u est linéaire continue injective, donc est une bijection de J>f JJV sur
l'image u(3f) de 2tf par w. Nous appellerons alors w(^f) le sous-espace
hilbertien de F, obtenu en transportant sur w(«*f ) la structure hilbertienne
de 2tfINpar la bijection M.

(41) Voir Bourbaki [3], Chapitre VI, §1.
(42) Rappelons que, si E est métrisable, une application linéaire de E dans F, faible-

ment continue, est continue pour les topologies initiales (Bourbaki [1], Chapitre IV §4,n02,
corollaire de la Proposition 7). En particulier, la restriction de « à 3f est continue de ffl dans F.

(42bis) Noyau veut dire ici: image réciproque de {0}, et n'a rien à voir avec les noyaux
associés aux sous-espaces hilbertiens dans cet article!
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On voit donc que la norme de u(J^) est simplement définie par:

(84) flfclUx-, = Inf | A | U
u(h) = k

On peut encore dire que w(Jf) est le plus petit sous-espace hilbertien de
F (pour la relation d'ordre g) tel que u sout une application linéaire con-
tinue de norme ^ 1 de Jf dans cet espace. En effet, si Jt est un sous-espace
hilbertien de F contenant u(J^), et tel que u:Jf -» Jt soit de norme ^ 1
alors u : stfjjf -» Ji est aussi de norme ^ 1, donc l'injection de w(c^) dans
Ji est de norme ^ 1, et u(Jf) ^ **! Nous avons d'ailleurs traité antérieure-
ment divers exemples : dans la définition même de J^t + J^2 au §2, 2°, <D
est une application linéaire continue de J^?

l © Jf2 dans E, et ^ft + «^2

n'est autre que l'image <!>{^fl ®^2) au sens ci-dessus. Il en est de même
dans les Propositions 19 et 20: Z ^ = O(® JfV), et

ieT iel

ƒ JPiQdtiO = O (ƒ

D'autre part, l'espace X2?,X ^ 0, défini au §2, 1°, n'est autre que l'image de
3f par l'homothétie e ^->^/Je de E dans E.

Un autre cas important a été implicitement rencontré un grand nombre
de fois. Supposons que E soit un sous-espace de F, muni d'une topologie
telle que l'injection u de E dans F soit faiblement continue. Alors tout sous-
espace hilbertien de E est a fortiori sous-espace hilbertien de F, ce qui revient
à l'identifier à son image par u. Pour des sous-espaces hilbertiens de E, la
multiplication par les scalaires ^ 0, l'addition, la relation d'ordre, dans E
ou dans F, sont identiques; si ^ ^ J^l9 la différence 2tf - ^x est la même
dans E ou dans F (et même déjà dans «*f).

Si maintenant u est anti-linéaire faiblement continue de E dans F, on
définira u(J4?) avec la structure hilbertienne "anti-transportée" de
sur lui par u ;

(8,1 bis) (u(a) | nCS))^ = 081 a W , a e X/JT,

de sorte qu'on a encore (8,1).
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Que u soit linéaire ou anti-linéaire, soit Cf l'orthogonal dc/Tdans 3P. Alors
la restriction de u à X est un isomorphisme (ou un anti-isomorphisme), et
M ( ^ ) a la structure transportée (ou anti-transportée) de celle de «#* par u.
Le produit scalaire de deux vecteurs de £F est égal à (ou conjugué de) celui
de leurs images par u dans u(J$?) toutes les fois que l'un deux est dans Jf.
On en déduit que la boule unité fermée (resp. ouverte) u(J^) est exactement
l'image par u de la boule unité fermée (resp. ouverte) de 2tf. Si enfin
E9 F, G, sont 3 espaces vectoriels localement convexes quasi-complets, si
u (resp. v) est une application linéaire ou anti-linéaire faiblement continue
de E dans F (resp. de F dans G), on a, d'après (8,1), si 2tf est un sous-espace
hilbertien de E:

(8,1 ter) (v o u) (Jf) = v(u(Jf)).

Proposition 21. Si u est une application linéaire ou anti-linéaire
faiblement continue de E dans F, et si Jf est un sous-espace hilbertien de
E, de noyau H, le noyau de u(Jf) relativement à F est u(H) = uHu*:

F' ^ Ë ' -^> E - ^> F. En outre Vensemble des Hu*f9 f'eF', est
un sous-espace dense de C%*y orthogonal de ^ dans 3^.

Démonstration. Soit d'abord u linéaire. Cherchons l'orthogonal de
l'ensemble Hu*{F') des H M*/ ' dans JT. Soit h un élément de 2tf\

(8,2) (felHuV)* = </*, V > „ . (car u*/' = Vf) = <uh,f'}FtF,;

donc h est orthogonal à Hu*(F'), si et seulement si uh = 0, ou
est l'orthogonal cherché. Alors l'orthogonal JT de JV* est bien l'adhérence
dans & de l'ensemble Hw*(F).

Alors le produit scalaire {h\Hu*f')#> est toujours égal à celui des
images dans

(8,3) <uh,f'yFiF. = (/,|Hu*/')# = (ufc|«fl«* ƒ')).(*> ,

ce qui prouve bien, d'après la Proposition 6 que uHu* est le noyau de u

dans F.
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Si maintenant u est anti-linéaire, on aura le même résultat, mais avec la
modification:

(8,4) <uh,f>P,r. = Qi\Hu*n* = (uh\uHu*f')u(3ey

Remarque. La Proposition 21 est en fait ce qui a servi de définition
au noyau de $? dans E. Le noyau de 2tf dans 3tf est l'isomorphisme canonique
A de 3ff" sur 3/?\ sij est l'injection de Jf dans £, alors le noyau de $F =j(jf)
dans £ est j A j * (formule (4,1)).

Exemple 1. Soit &\ &'($')-+&"('&) la transformation de Fourier (43).
On a *#" = # \ à cause de la symétrie de la fonction (x,£)-^-»exp( — 2nr<x,<|;».
Supposons connue la formule de réciprocité êFêF = 3F &* = I (qui entraîne
la bijectivité de &)\ on a donc aussi #"#"* = #'*#' = ƒ. Le sous-espace hil-
bertien L2 de y a pour noyau l'identité J (plus exactement l'injection ca-
nonique de ̂  dans 9"). L'image #"(L2) a donc pour noyau # 7 ^ * = #"#"* = / :

c'est L2 lui-même. J^ étant injective, est donc une isométrie de L2 sur L2:
la formule de réciprocité, comme il est bien connu, a pour conséquence celle
de Parseval-Plancherel.

Exemple 2. Soit E = @'(X), espace des distributions sur un ouvert X de
R". Soit #? un sous-espace hilbertien de 2'(X)9 de noyau Hx^e^f(X x X).
Soit p une fonction complexe indéfiniment dérivable sur X. L'image p ^
de 3f par la multiplication par p a pour noyau p{x)p{Ç)Hx^ définissant
l'application (j) ̂ -> p(H-p4>) de 3f dans S ' .

En effet la transposée de la multiplication par p est la multiplication par
par p, donc son adjointe est la multiplication par p; le noyau de p$F est
donc bien (j) **-> p(H-p(j)) d'après la Proposition 21. Cela s'écrit

<j) *v->p(x) HX)çp(Ç)(l)(Ç)dÇ, il est donc bien défini par la distribution

Exemple 3. Reprenons la situation de l'exemple 2. Soit Dp une dériva-

tion partielle d'indice p = (Pi9P2>--->Pn)- (Pas de rapport entre ce p et le

(43) Voir Schwartz [1], Chapitre VII.



178 ^ LAURENT SCHWARTZ

précédent!). Sa transposée et son adjointe sont égales à ( - l ) l p l D p . L'image
de .5f par Dp a donc pour noyau <£ —>(-ï)]p]Dp(H-Dp<l>)

= (l) I p |Djf HXfçDP(l)(OdÇ9 défini par la distribution DP
XD\HX^

x
Plus généralement, si D est un opérateur différentiel à coefficients C00,

de la forme

(8,4bis) DT= S ap(x)DpTx,

son conjugué, son transposé, son adjoint sont donnés par

JDT = Z TpD
pT

\p\ikm

(8,4 ter) 'DT = S ( -

Alors l'image D^f de ^f par D a son noyau défini par § ^~
donc par la distribution DXD^HX^.

Si on applique le Corollaire 2 que nous verrons plus loin, on a DJti? = 0
si et seulement si DxHxA = 0 ou D^HxA = 0.

Corollaire 1. Soit Jt un sous-espace hilbertien de F, de noyau M.
Pour que u(Jf) c Jt {resj). «(^f) z> ./#), iJ/awf ef iZ su^?* qu'il existe une
constante c^O telle que:

(8,5) MHM* ^ cM (resp. M^cuHu*).

Il suffit en effet d'appliquer la Proposition 15.

Corollaire 2. On a u(3f) = {0} (ou / C M " 1 ® si et seulement si

uH = 0 (ou tfu* = 0).

En effet, u(#f) = 0 équivaut à X = {0}, où Jf est l'orthogonal de JT dans
/ . Comme Hu*(F') est dense dans JT cela équivaut à ifw* = 0, ou uH = 0
par passage aux adjoints (H* = if).
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Corollaire 3. Soit G un sous-espace vectoriel dense de E, muni d'une

topologie localement convexe quasi-complète telle que Vinjection u de G

dans E soit faiblement continue. Alors E' s'identifie à un sous-espace faible-

ment dense de G', avec une injection u* faiblement continue. Pour qu'un

sous-espace hilbertien ^ de E soit sous-espace hilbertien de G, il faut et

il suffit que son noyau H relatif à E se prolonge en une application linéaire

H ^ 0 faiblement continue de G' dans G. / / est inutile de supposer H^.0

si tout point de G' est faiblement adhérent a une partie G'-bornée de E'

{ce qui se produit toujours si G est un Banach réflexif).

Démonstration. Puisque u est injective, u*(Ë') est faiblement dense dans

G', et ,puisque w(G) est dense dans £, w* est injective; donc w* est bien une

injection faiblement continue permettant d'identifier Ë' à un sous-espace

faiblement dense de G'. Il est alors équivalent de dire que H se prolonge en

un noyau ^0Û:G'-*G, c. à d. que H = uHu*: E'-^G'^G %> E, ou

de dire que 3f = u( 3?) = &, ££ étant le sous-espace hilbertien de G de noyau H.

Supposons maintenant que H se prolonge en un noyau H = G' -» G, mais

qu'on ne sache pas que # ^ 0. Par contre, nous supposons tout point g' de

G' faiblement adhérent à une partie Ag*9 G'-bornée dans E'\ nous devons

montrer que ffl est encore un sous-espace hilbertien de G. Soit ̂ 0 = H(Ë') c G.

Montrons que l'injection de J>f0 dans G est continue. Soit Bo

= {Hë'; e' e £' , (Hë'9e'} ^ 1} la boule unité de ̂ f0; nous devons montrer

que Bo est faiblement bornée dans G, c. à d. que, pour tout g 'eG ' :

(8,6) Sup \(Hë',g'y\ < + oo.

Comme g' est faiblement adhérent à Az>> et que Hë' eG, on a:

(8.7) |<Jfê',g'>| £ Sup|<JK',/ '>| ^ <ffê',O1/2 Sup
f' eAg, f eAg,

de sorte que finalement il suffit de montrer que, pour tout g' eG'\

(8.8) Sup <#ƒ',ƒ'> < + oo;
ƒ' e V
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ce qui est évident puisque ƒ ' parcourt A/,, bornée dans G' et que Hf'
parcourt H{Âg) bornée dans G. Alors l'injection c^0->£ se factorise en
injections continues ^ 0 - > G ^ £ ; par prolongement aux quasi-complétés,
^ 0 - > £ se factorise en 3fo-*G-+E, et ^f, image de jê0 dans £, est bien
sous-espace hilbertien de G.

La condition relative à G' et E' se réalise toujours si G est un Banach
réflexif, ou plus généralement un dual de Fréchet refléxif. Car alors G' fort
est un Fréchet de dual G, E' est fortement dense dans G', et tout point de
G' est limite dans G' d'une suite d'éléments de E'.

Remarque 1. En fait, si l'on sait que H ^ 0, il y a, pour le Corollaire 3,
une démonstration directe triviale. Si 34P a E est sous-espace hilbertien de G,
il a un noyau H:G'->G; la relation caractéristique (4,2) montre que son
noyau H:Ë'^E, est la restriction de Ê. Inversement, si #£ est un sous-
espace hilbertien de E, et si son noyau H = Ë' -» E se prolonge en un noyau
^ 0,H : G' -> G, alors H est le noyau relatif à G d'un sous-espace hilbertien
Ĵ f de G; le noyau de J£? dans E est la restriction de H, d'après l'assertion qui
précède, donc c'est H9 et par suite ££ — ffî, qui est donc bien sous-espace
hilbertien de G.

Remarque 2. Nous avons distingué H et son prolongement H. Dans
la pratique, on appelle généralement encore H le noyau prolongé G'-* G.

Exemple. Soit 3tf un sous-espace hilbertien de @'9 espace des distribu-
tions sur R". Son noyau HxA est une distribution sur Rn x R" (Exemple 3
page 149). Pour que ^f soit sous-espace hilbertien de l'un des espaces

E = @9£',£9&"9Sf9Q'M,QM9<!>'c;0c9 il f a u t e t ü s u f f i t <lue Hx,s appartienne

à Ex ®eEç et soit ^ 0 dans cet espace; mais cette positivité est automatique,
d'après le critère du Corollaire 3, car tout élément T de E' est adhérentà
une partie E'-bornée de Q). [Soit av,v = 1,2,..., une suite de fonctions de 2f
ayant la propriété suivante: pour tout p,@p(<xv — l) converge vers 0 uni-
formément sur tout compact de Rn pour v -> + oo, en restant bornée sur Rw.
Soit p^ une suite de fonctions ^ 0 de 39 de supports tendant vers l'origine^
avec ƒ pfl=l. Alors, dans E',T=lim (lim av(pM*T)), et l'ensemble des

pi-* oo v-*oo

XyiPn* T)e@ est borné dans £ ' ] .
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Corollaire 4. Lapplication ^ - • u ( J f ) de Hilb(E) dans Hilb(F),

définie par une application linéaire ou anti-linéaire continue u de E dans F,

est un homomorphisme pour la multiplication par les réels ^ 0 , Vaddition,

et la relation d'ordre:

(8,9)

Démonstration. C'est facile à voir directement mais encore plus facile

en remarquant que H-*uHu* est un homomorphisme pour les structures

correspondantes de Se+(E) et

Corollaitre 5. Soit E un espace hilbertien, Jtf* un sous-espace hilbertien

de E, H son noyau: E-> Jf (Exemple 4, p. 150). Alors 2tf est Vimage «JllE

de E par

Démonstration. ^JH est son propre adjoint. Le noyau de E dans lui-

même étant l'identité / , celui de yjH E est, d'après la Proposition 21,

yJ~HlJÏÏ= H; on a donc bien JÏÏE = Jf.

Ceci donne, dans le cas où E est hilbertien, un construction directe de ffl

à partir de H, ^ est l'ensemble des jÏÏÇ, Ç e E, et l'on a:

(8,9 bis) [1,11^ = Inf ||É|j .

Transport de structure.

Soit u un isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) faible de E sur F. Il

définit automatiquement, par transport (resp. anti-transport) de structure:

a) un isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) faible de Ë sur F, qui n'est

autre que ü, mais qu'on notera encore u; de sorte que uë = ûe.

b) un isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) faible de Ë' sur F', qui

n'est autre que (u*)-1, mais qu'on notera encore u:

(8,10) (uë'9uë) = <ê',ë> (resp. (é7^});
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c) un isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) de ££(Ë'\ E) sur S£ (F'; F)
munis de la topologie de la convergence simple faible, qui n'est autre que
H **>-+uHu*, mais qu'on notera encore u: H **-> w(ff)

(8.11) u(H)(u(ë')) = u(Hë') .

Enfin, si Jtf est un sous-espace hilbertuen de £, u(J4?) est un sous-espace
hilbertien de F défini comme l'image de $P par u avec transport (resp. anti-
transport) du produit scalaire:

(8.12) (uk | uk)uiJt) = (h | k)* (resp. (Fffc)*)

|| uh ||«(^) = 1 ̂  ||jr •

Alors, par suite du caractère intrinsèque de la définition du noyau H d'un
sous-espace hilbertien Jf de E, le transport'de structure montre que le noyau
de u(J^) dans u(F) est u(H); c'est un cas particulier de la Proposition 21,
puisque u(H) = uHu*.

Supposons par exemple F = E, u étant la cnnjugaison. Alors F = E, avec
l'application réciproque de la conjugaison. On a: ue = ë, uë = e, ue' = ë',
uë' = e'; finalement (8,11) donne u(H) • e'=Wë'=ffe' ou u(H)=H. Si alors
& est un sous-espace hilbertien de E, de noyau H, son conjugué 2tf (avec
transport de la norme) a pour noyau B.

Invariance par un automorphisme. Si en particulier F = E,u devient
un automoprhisme (resp. anti-automorphisme) faible de E. On dira que 3tf
est invariant par u si u(J^) = 3f\ cela veut dire que u est un opérateur unitaire
(resp.anti-unitaire) de ffî ; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le noyau
H soit invariant par w, c. à d. que u(H) = if, ou uHu* = if, ou uHu"1 = H9

ou Hu = uH (comme applications de ii'dansE). Si on suppose que u parcourt
un groupe G d'automorphismes faibles de £,etsi Jf est invariant par G, on
a une représentation unitaire de G dans ^f; pour que ^f soit invariant par G,
il faut et il suffit que son noyau if soit invariant par G; les noyaux invariants
par G forment un sous-cône convexe de «£?+(É',E), fermé pour la topologie
de la convergence simple faible. Ce sont des propriétés que nous avons sys-
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tématiquement appliquées pour l'étude des particules élémentaires relativistes
en mécanique quantique (liées à des représentations unitaires irréductibles
du groupe de Lorentz inhomogène). Dans le même ordre d'idées, supposons
E muni d'une anti-involution. Alors un sous-espace hilbertien «5f de E est
invariant par cette anti-involution (34? = ^f, avec transport des normes), si
et seulement si H est invariant, ff= H.

Multiplication des espaces de mesures.
Proposition 22. Soit JJL une mesure de Radon ^ 0 sur un espace locale-

ment compact X, et soit p une fonction complexe, localement de carré
pi-intégrable. Alors Vimage pA2(X,n) de A2(X,n) par la multiplication par
p est A2(X,\p\2f£), et son noyau dans @>'c° (X) (espace des mesures sur X)
est cf) "V-X^IPI2^. Si p est partout ^ 0, la multiplication par p est une iso-
métrie de A2(X,jn) sur A2(X,\p\2n); en outre ce dernier est Vespace des
mesures de la forme hfi, h/p e L2(X,^), avec

1 h II

Démonstration. On ne peut pas utiliser l'Exemple 2, pages 177, parce
que p, non nécessairement continue, n'opère pas par multiplication sur

1°) Soit (T une mesure de A2(X,fi); a =ffi, feL2(X,n), et

Comme p est localement de carré ju-intégrable ainsi que ƒ, pf est localement
/j-intégrable, donc T = pa = pf \i est une mesure. Appelons g une fonction
jU-mesurable telle que pf=g\p\2\ g est bien déterminée sur l'ensemble
Y={xeX, p(x) T* 0}, et mesurable arbitraire sur C -̂ On voit que g est de
carré | p \ 2ju-intégrable :

l / I W i o - ƒ \f\2dn > j \f\2d»
(8,15)
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Comme T = g(|p|2ju), on a bien pa = teA2(X,\p\2ii). (8,15) s'écrit:

2°) Inversement, soit T e A2(X, | p |2/x); on a

et

On peut trouver des fonctions ^-mensurables ƒ telles que pf=g\p\2l
elles sont bien détermines sur Y, mesurables arbitraires sur C -̂ Alors, pour

toutes ces ƒ, \f\2dfi< + oo; si on choisit ƒ sur $XY de manière que

d/j< + oo, on aura a =ftieA2(X,/x), et T = pcr. Donc on a bien
f

tepA2(X,n). En outre, l'inégalité (8,15) est une égalité si on choisit / = 0
sur G .̂ (8,15) devient alors:

pa = T

1°) et 2°) montrent bien que pA2(X9fj) = |
3°) On peut le redémontrer par la Proposition 21. L'application a «*-*pc

est linéaire continue de A2(X, fi) dans 3>'?(X). Pour le voir, il suffit de montrer
qu'elle est faiblement continue; or, si f\i converge vers 0 faiblement dans
A2(X,ii)9 pffi converge vers 0 faiblement dans £&'°(X), à cause de

(8,19) '= J
(Formule (1,2 quarto)).

Cela prouve en même temps que la transposée de l'application f\i
deA2(Z,/x) dans ®'c

0 (X) est l'application <£ ̂ -> p^ de 3f\X) dans A2(X,i*)9

identifié à son dual. Alors l'adjointe de f(fi) ^-^pfn est 4> ^^p^ix ou
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Appliquons alors la Proposition 21. Le noyau de A2(X,ii) par rapport à
lui-même est l'identité (en identifiant (A2)' à A2). Donc le noyau de l'image
pA2(X,ix) dans ^ ° ( I ) est $ ^-^pp^ii = \p\24>ii. C'est aussi le noyau de
A2(X, |p|2/x) (Exemple lter page 148), ce qui montre bien l'identité de ces
deux espaces.

4°) Les résultats relatifs au cas où p est partout ^ 0 sont évidents, parce
que (8,15) devient une égalité. Pour T epA2(X^)9 T = pa = pfn, on pose
T = hfi, h = pf, on a bien h/p =feL2(X,n), et vice versa; en outre

(8,20) \\r\\pAHXifl) = H | A 2 ( ^ ) = ll/IU*,,) = ift/plUr.,)

ce qui est (8,16).

Remarque. Si X est un ouvert de Rn, et si dfi = dx, on identifie générale-
ment ƒ et ƒdx, L2(X,dx) et A2(X, dx). Alors pL2 est l'espace A2(X,|p|2dx),
son noyau dans QJ'(X) est (f) -^-•|Jp|20 (comme application linéaire de 0
dans ^ ' ) . Si p est partout 7e 0, pL2 est l'espace des fonctions h telles que

— eL2, avec
P

Expression de relations d'inclusions par des majorations.

Soient 3%* et JT des sous-espaces hilbertiens de E. La relation d'inclusion
Jf fg Jf* (qui exprime, comme nous l'avons vu page 136, que ^f c JT et que
la boule unité de 2tf est continue dans la boule unité de Jf) s'exprime, d'après
la Proposition 13, par l'inégalité entre noyaux H ^ K, ou encore: pour tout
e'eE', (Hë',e'y<^(Kë\e'y. Soient maintenant M et u des applications
linéaires faiblement continues de E dans E; u* et u* sont alors faiblement
continues de Ë' dans Ë'.

La relation d'inclusion w(^) ^ t;(<>Q, qui exprime que u(Jf) cz t;(Jf) et
que l'image par u de la boule unité de 3f est contenue dans l'image par v
de la boule unité de Jf", s'exprimera par l'inégalité entre noyaux:
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' uHu* i^vKv*, ou encore: pour tout e'eE',

<uHu*ë',e'} ^ (vKv*e',e'y, ou
(8,22) <

(Hu*ë'\u*ë')Ej. ^ (Kv*ë'\v*ë')Eië' ou, d'après (4,3):

II est commode de faire intervenir u, V, au lieu de u*,v*; on utilise alors (4,7),

qui donne:

de sorte qu'on aura u(J^)^v(Jf), si et seulement si, pour tout eeE':

Nous nous bornerons à v = identité ; alors on a intérêt à garder le 2ème

membre sous la forme ||Xé'||e)r= (Kë',e'} 1!}

Mais nous considérerons successivement ^ et ^ . Alors:

Proposition 22 bis.

Soient ^ et Of deux sous-espaces hilbertiens de E, et soit u une applica-

tion linéaire continue de E dans E.

1°) La condition nécessaire et suffisante pour que u(34?) ^ Jf est que9

pour tout e'eE',f'eF', on ait:

(8.25) |<nff/V>„.| ^

Cette condition est vérifiée si, pour tout e'eE', on a:

(8.26) i\

2°) La condition nécessaire et suffisante pour que u(J>^) ^ Jf* est que9

pour tout e'eE', on ait:

(8 27) SUD 1 < M H / 7 > g '>^^ l > /Kë' e'\l/2(8'7) L <Kee>
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Cette condition est vérifiée si, pour tout e'eE\ on a:

(8,28)

Tout résulte de ce qui précède; l'implication (8,28) =>(8,27) est triviale
tandis que (8,26) => (8,25) a été vue page 158.

La relation (8,28), remplacée même généralement par la relation encore
plus forte:

(8,29)1 M y\

est d'un type connu sous le nom de relation de coercivité.

Les foncteurs Hilb et 3? + et leur isomorphisme.

Appelons cône convexe un ensemble F, muni des structures suivantes:
1°) une loi de multiplication par les scalaires ^ 0 : (A,£) «*<->A£, applica-

tion de R4 x F dans F, avec les propriétés: 1Ç = f, (A/i)f = Ktâ)-
2°) une loi d'addition, (Ç,rj) «*>-+£+ rj, application de F x F dans F,

associative, commutative, munie d'un élément neutre 0.
On suppose en outre ces deux lois reliées par les propriétés suivantes

(A + n)Ç = A£ + ixÇ,X(Ç + rj) = XÇ + Xrj (distributivité de la multiplication par
rapport à l'addition), 0£ = A0 = 0.

On dit que le cône est saillant ou strictement convexe, si f + n = 0 implique
Ç = rj = o. On dit qu'il est régulier si£ + Ç = *7 + Ç implique Ç = rj. Un cône
convexe saillant d'un espace vectoriel sur R (voir page 137) satisfait à toutes
ces propriétés; et c'est essentiellement le seul cas, car à tout cône convexe
saillant régulier F on peut associer, d'une manière unique à un isomorphisme
près, un espace vectoriel G, tel que F soit un cône convexe saillant de G
et engendre G (un élément de G est une classe d'équivalence de F x F, avec
(£>£') ~ (n,n') si £ + Y\' = £' -h ff ; la classe de (§,5') deviendra la différence
£ — £' dans l'espace vectoriel G).

Sur un cône convexe saillant F, on définit canoniquement une relation
d'ordre par Ç ^ n s'il existe f e F (nécessairement unique) tel que rç = £ + Ç.
Alors, £ <J £', t\ S n' implique { + rç ̂  £' + Y\\£ ^ rç est équivalent à
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Z + Zûn + Z>Zûri implique A{ ̂  A,, et, pour Ç^O, A { g { est

équivalent à A g 1.

Si G est l'espace vectoriel engendré par F, G est un espace vectoriel or-

donné, où F est le cône des éléments ^ 0.

Soit S la catégorie des espaces vectoriels topologiques sur C, localement

convexes séparés quasi-complets, les morphismes étant les applications

linéaires continues. Soit ^ la catégorie des cônes convexes saillants réguliers

les morphismes étant les applications qui préservent la multiplication par

les scalaires ^ 0 et l'addition, donc aussi la relation d'ordre.

Alors Hilb:E ^->Hilb(E) est un foncteur covariant de la catégorie S

dans la catégorie ^, si l'on convient qu'à un morphisme tr.E-» F, on associe

le morphisme tf w->w(jf):Hilb(E)-^Hilb(F).

D'autre part, ô f+: E->J^+(E) = J^+(Ê r; E) est un autre foncteur co-

variant de la catégorie ê dans la catégorie ^, si l'on convient qu'à un mor-

phisme W.E-+F, on associe le morphisme H *»-+ uHu*: &+(E)-* <&+(F).

Enfin les différentes propositions des paragraphes précédents montrent que

ces deux foncteurs Hilb et J^+ sont isomorphes, l'isomorphisme étant l'ap-

plication canonique HilbE-* J£?+(E), pour EeS.

On peut naturellement introduire l'espace vectoriel engendré par Hilb(E)

(ensemble des classes de différences formelles de sous-espaces hilbertiens

de E) ; il est isomorphe au sous-espace vectoriel (sur R) de S£(Ë' ;E) engendré

par les noyaux positifs. Nous l'étudierons ultérieurement (§12).

§9. Espaces de fonctions sur un ensemble X. Noyaux
reproduisants d'Âronszajn-Bergman.

Soit X un ensemble, et E = Cx l'espace des fonctions complexes sur X,

muni de la topologie de la convergence simple. Le dual E' — (Cx) ' est l'espace

des mesures à support fini sur X; une telle mesure est de la forme

\i = Z cxô(x) où ô(x) est la mesure de Dirac du point x, et où les cx e C,
x eX

sauf un nombre fini, sont nuls; on a, pour feCx:

(9,1) <fi,f> = I cj{x).
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Soit y une forme linéaire sur (C*) ' ; on peut poser g(x) = <J5<5(X)>, et

alors g est une fonction sur X, donc un élément de Cx, on a

<y,/j> = Z cxg(x) = <//,g> si ^ = Z cxy(^. Ainsi toute forme linéaire sur
x e X x e X

E' est faiblement continue et par suite aussi toute application linéaire de E'

dans un espace vectoriel topologique.

Naturellement E et E' sont munis d'anti-involutions contragrédientes, dé-

finies par la conjugaison complexe/ **->ƒ, n **->jü.

Proposition 23. Soif if wn noyau relatif à E = C x ; on appelle noyau

reproduisant associé A la fonction sur X x X définie par:

(9,2) A(x,Ç) = <ffa(€); 5(x)>, x e l ^ e l .

Alors H **,-• ,4 ^s^ un isomorphisme de Vespace ££{E';£) des noyaux

relatifs a E, muni de la topologie de la convergence simple faible, sur V espace

C X x X des f onctions complexes sur X x X, muni de la topologie de la con-

vergence simple. H est défini a partir de A par

(9,3) \ <*©•***
pour ii = Z <v5(jc), v =

Jïv es^ la fonction x **-> Z d5i4(x,O; en particulier H<5(̂ } es^ la fonction
i eX

y4(,<^):x ^->^4(x,^); ê  /e noyau reproduisant associé a H* est le symé-

trique conjugué SA défini par:

(9,4) 'A(x,Q

i f es^ hermitien (i.e. if* = if) si et seulement sisA = A ou

(9.5) 4(x,0

H est ^0 si et seulement si A est "de type positif9:

(9.6) V/i = Z c,«(J0, Z c^A(x ,€ ) ^ 0.
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Démonstration. Cette proposition est évidente. (9,2) définit A à partir

de H; (9,3) et ce qui suit définit H à partir de A, et H est sûrement faiblement

continue d'après ce qui a été dit avant l'énoncé de la proposition. (9,4) est

évident à partir de (9,2), donc aussi (9,5). (9,6) traduit exactement la po-

sitivité de H:V/*e(C*)', <#£,/*> t 0.

Corollaire. // existe un isomorphisme entre l'ensemble Jf(Cx) des

sous-espaces hilbertiens de Cx (muni des structures définies au §2) et le

cône convexe saillant de CXxXformé des f onctions de type positif. La fonc-

tion A sur X x X associée au sous-espace hilbertien Jf de Cx est carac-

térisée par:

(9,10) Vfte^, VxeX, (h\A(9x))* = h(x)

En particulier:

f VxeX, V£eX, ( i ( , O | i ( , ^ =

( 9 ' U ) j \\\A( ,x)\\2^ =A(x,x);Qt

(9,11 bis) \h(x)\S\\h\\(A(x,x))1/2.

Démonstration. (9,10) est (4,2) appliquée h e' = ô(x);réciproquement de

(9,10) on déduit (4,2) en prenant la combinaison e' = jU=E cxô{x). De
xeX

(9,10) on déduit (9,11) en prenant h = A(9Ç). (9,11 bis) est l'inégalité de

Schwarz appliquée à (9,10) en tenant compte de (9,11). C'est Bergman qui

a le premier introduit le noyau A, notamment dans la théorie des fonctions

analytiques et harmoniques; Aronszajn l'a étudié dans toute sa généralité

pour tous les espaces hilbertiens de fonctions sur un ensemble X. 11 a appelé

A le noyau reproduisant, à cause de (9,10). 11 a démontré le présent

corollaire c. à d. le théorème d'isoniorphisme du §6 pour le cas particulier

E = Cx. Ce cas E = C*est apparemment bien plus particulier que le nôtre.

Mais comme tout espace vectoriel localement convexe E est un sous-espace

de l'espace CE des fonctions complexes sur E' et a une topologie plus fine

que celle de la convergence simple sur E' (qui est la topologie affaiblie de £),

tout sous-espace hilbertien 3tf de E est a fortiori sous-espace hilbertien de
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CE ! On pourrait donc, de cette manière, déduire beaucoup des propositions
antérieures (notamment la théorème d'isomorphisme) de celles d'Aronszajn,
moyennant un complément permettant de passer de CE au sous-espace E
(et devant utiliser inévitablement le caractère quasi-complet de E). Ce com-
plément est, essentiellement, la Proposition 0: tout sous-espace hilbertien de
CE' ayant un sous-espace dense dans £, est sous-espace hilbertien de E.
Nous aurions donc pu raccourcir l'exposé en supposant connue la théorie
de Bergman-Aronszajn et en l'appliquant telle quelle. Si nous ne l'avons pas
fait c'est que les résultats sont aussi faciles et même souvent plus faciles à
démontrer directement pour E quelconque, que pour le cas particulier
E = Cx. La positivité: <#e',e'> ^ 0 est plus simple que L cxc^A(x,Ç) ^ 0.

Proposition 24. Soit X un espace topologique localement compact.
Soit ê°(X) a Cx Vespace des fonctions complexes continues sur X, muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact; son dual
é"°(X) est Vespace des mesures de Radon a support compact sur X. Soient
$F un sous-espace hilbertien de Cx, A son noyau reproduisant d'Aronszajn.
Pour que 3f soit sous-espace hilbertien de ^°{X)> il faut et il suffit que A
soit séparément continu sur X x X, et localement borné. Dans ce cas, son
noyau H relatif a £'°(X) est défini comme suit', si ve£'°(X),Hv est la
fonction continue

(9.12) (Hv)(x) =
x

en outre:

(9.13) <ffv,/i> = jdi*(x)
X X

= Jdv(O ƒ A(x9Ç)dii(x)9 et

(9,14)
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Pour que Vinjection de ffl dans $°(X) soit compacte, il faut que A soit
une fonction continue sur X x X, et il suffit qu'elle soit séparément continue,
et continue sur la diagonale de X x X.

Démonstration-
1°) Supposons que ffl soit sous-espace hilbertien de <?°(X); soient H

son noyau relatif à ^°(X), A son noyau reproduisant, en tant que sous-
espace hilbertien de C*. L'application x ^-^ô(x) est continue de X dans
é"°(X) faible; comme alors la forme sesquilinéaire H définie par H (For-
mule (3,5), Proposition 5) est séparément faiblement contmue, A définie par
(9,2) est séparément continu sur X x X (on peut aussi dire: A(-,^)eJ^
donc e <^0(X), donc x **>-> A(x9 £) est continue ; de même { **-> A(Ç, x) = A(x,Ç).
Si (x,Ç)eK x K, K compact de X,ô(x) parcourt un faiblement compact
donc borné de $'°(X)9 et Hô^ un faiblement compact donc borné de $°(X),
donc A(x,Ç) = (Hô^ô^y est borné sur K x K: A est localement borné sur
X xX.

2°) Inversement, soit Jf un sous-espace hilbertien de Cx, A son noyau
reproduisant d'Aronszajn, et supposons A séparément continu et localement
borné. Supposons que xeX converge vers x o eX en restant dans un com-
pact; alors \\A(',x)\\2jr = A(x,x) reste borné, et (i*(-,O|i4(-,x))jr = i4(x,O
converge vers A(x09Ç) = (A(-,O\A( -,x0)); mais les A(-,Ç),ÇeX9 forment
un ensemble total dans 3tf (puisque les HII,UG(CX)', qui en sont des com-
binaisons linéaires finies, forment le sous-espace dense H((CA)') = ^ o de
la Proposition 7); donc A(-,x) converge vers A(-,x0) faiblement dans <^(44).
Alors, pour heJf9 (h\A(-9x))# = h(x) convergera vers (h\ A(•,x0)) = h(xo)9

donc chaque h est une fonction continue sur X. Donc #Feê\X), et le
théorème du graphe ferme(45) montre que son injection est continue, donc
que c'est un sous-espace hilbertien de êQ(X).

3°) Supposons les propriétés précédentes vérifiées. On a, pour v dans

(9,15) v = J« ({)dv({),
x

car elle exprime simplement que, pour toute ƒ G é°(X), on a:

(44) En vertu du théorème d'Ascoli (Bourbaki [1], Chapitre III,§3,n.o5, Proposition 5).
(45) Bourbaki [1], Chapitre I,§3,n.3, Corollaire 5 du Théorème 1.
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(9,16) <v,/> =

Comme v-+Hv(x) = <f/v,<5(x)> est une forme linéaire continue suk é'°{X)
faible, on déduit de (9,15):

(9.17) (Hv)(x) = ƒ (HÔ(^ôix)ydv(O = ƒ A(x9Ç)dv(O ,
X X

ce qui est (9,12); le dernier terme est l'intégrale d'une fonction continue
par rapport à une mesure de Radon à support compact; en outre le résultat
obtenu, qui est (Hv)(x), est nécessairement un fonction continue de xeX.

Ensuite on aura, en intégrant par rapport à /i la fonction continue Hv

(9.18) <tfv,/*> = ƒ ((Hv)(x))dfi(x) = J dii{x) ƒ A{.

ce qui est la première égalité (9,13).
Par ailleurs, Hô{^ = A('9Ç), donc

(9,19) <H5(0,|i> = j A(pc,Ç)dii(x);= j A(pc,

comme v-+(Hv,ti} est linéaire continue sur ê'°(X) faible, on déduit de
(9,15):

(9,20) <#v,/*>= ƒ
x

= ƒ dKl

ce qui est la deuxième égalité (9,13).
En faisant v = /*, on obtient (9,14), ce qui n'était nullement évident a priori

si l'on supposait seulement A séparément continue, localement bornée et
de type positif. Naturellement, on le verrait directement par l'application
du critère du Corollaire 3 de la Proposition 21: toute mesure pi de $'Q(X) est
limite faible de combinaisons finies de masses ponctuelles, c. à d. d'éléments
de (CAy, de supports contenus dans celui de \i et de normes ^ \\x\ donc
formant une partie bornée de g'°{X)
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4°) D'après la Proposition 9ter, 2tf a une injection compacte dans S"°(X)
si et seulement si, en tant que forme bilinéaire sur £'°(X) x ê'°(X) (rappelons
que £'Q(X) est son propre anti-espace), H appartient à <fo(X)(g)£<fo(X).
Mais cet espace peut-être identifié à «f°(X x X), et la fonction continue
ainsi identifiée à H est justement A. Il nous reste à voir que, A étant séparé-
ment continue et de type positif, sa continuité sur la diagonale de X x X
entraîne sa continuité sur X x X. Or, elle est d'abord localement bornée
sur la diagonale, donc sur X x X, en vertu de l'inégalité de Schwarz
\A(x9Ç)\£(A(x,x))lf\A(Ç9Ç))lf2. Alors, lorsque { converge vers Ç o ^ ( s O
converge vers A(-,t;0) faiblement dans ^f, mais avec convergence de
la norme (A(Ç,Ç))1/2 vers la norme (A(Ç0,Ç0))

1/2, donc fortement dans Jt? et
par suite danr é>°9 ce qui exprime exactement que A est continue sur I x l

Corollaire 1. Si une somme de f onctions de type positif sur X x X
est séparément continue et localement bornée (resp. continué), il en est de
même de chacune d9elles.

Car si une somme de sous-espaces hilbertiennes $? de Cxest un sous-
espace hilbertien de é°(X) (resp. à une injection compacte dans £°(X))9

il en est de même de chacun d'eux, l'injection ffl^ £ MP^ étant continue.
s

On pourrait développer des corollaires analogues aux propositions suivantes;
nous laisserons au lecteur le soin de le faire: Sija/est un sous-espace locale-
ment convexe quasi-complet de Cx, avec une injection continue, et si une
somme de fonctions de type positif sur XxX appartient à J£+(s/)9 il en est
de même de chacun d'eux.

Remarque. Il n'est pas certain qu'on puisse remplacer (9,13) par une
intégrale double, car A, séparément continue et localement bornée, n'est
pas nécessairement intégrable ni même mesurable par rapport à la mesure
produit dn(x)dv(Ç)> Le fait que les intégrales (9,13) aient un sens et soient
égales est peu visible à priori, et tient peut-être à ce que A est de type positif.

Mais supposons X métrisable sur tout compact, donc aussi séparable
sur tout compact. Alors l'espace #(K) des fonctions continues sur un com-
pact K de X est aussi séparable. Soit A une fonction quelconque sur X x X9

séparément continue et localement bornée. L'application x *»->A(x9
m) de K
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dans &(K) affaibli est continue [en effet, lorsque x tend vers xo,^4(x,-)
converge simplement vers A(x0,') et reste bornée sur K, de sorte que, K
étant métrisable, le théorème de convergence dominée de Lebesgue montre
que, pour toute mesure de Radon v sur K, <v4(x, • ), v> converge vers (A(x0, -),v>,
donc A(x9') converge faiblement vers A(x0,-) dans^(K)]. Soit alors 6 une
mesure de Radon ^ 0 sur K x K, 6 son image sur K par la projection
(x,£) «*>->x. L'application x **>-*A(x,') est a fortiori faiblement mesurable
pour 9 donc fortement mesurable puisque ^{K) est un Banach séparable.
Cela prouve que, quelque soit ô > 0, il existe un compact Kô de K, tel que
9(K — Kô)^ô, et que x -*>-+A(x,-) soit continue de Kô dans C(K). Alors
(x,£) -v->^(x,0 est continue sur KôxK; et 9((K x K)-(Kôx K)) =
9(K — Kô)^ô; comme ô est arbitraire, cela prouve que A est 0-mesurable
sur K x K; comme K et 9 sont arbitraires, cela prouve que A est mesurable
pour toute mesure de Radon s u r l x l .

Nous avons utilisé le fait que A était séparément continue et localement
bornée, mais seule la premiere hypothèse est nécessaire pour obtenir la me-
surabilité de A; en effet, elle entraine que, pour tout entier n }> 0,
Inf(n,Sup(-n,Re^4)), séparément continue et bornée, soit mesurable, donc
aussi Rê 4 par passage à la limite et aussi ivnA pour la même raison, donc A.

Nous voyons alors que A est intégrable pour dfi(x)dv(Ç); les intégrales
(9,13) peuvent s'écrire

(9,21) f j
XxX

et sont égales a priori d'après Fubini.
D'autre part, selon qu'on les écrit par le deuxième ou le troisième membre

de (9,13), on voit qu'elles définissent une forme sesquilinéaire séparément
faiblement continue sur £'°(X) x ê'°(X); donc que H définie par (9,12) est
faiblement continue de S/0 X) dans £°(X). L'hypothèse de métrisabilité
locale de X supprime ainsi tout caractère mystérieux aux résultats obtenus,
et les rend ainsi sûrement indépendants du fait que A est de type positif.

Supposons en particulier que X soit un ouvert de Rn. Alors ê°X) a <3'(X)\
donc H, noyau <f'%X) -> £°(X) de Jf relatif à ^°(X), donne, par restriction
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®'{X), le noyau tf relatif à @'{X) (il suffira, dans les formules (9,12)
à (9,14) de remplacer dfi{x), dv{Ç) par ${x)dx9 \lt(Ç)d£); ce noyau est une
distribution HxA sur X x X (Exemple 3 page 149): cette distribution est celle
qui est identifiée à là fonction A mesurable (par rapport à la mesure de
Lebesgue dxdÇ) et localement bornée. On peut donc encore énoncer la Pro-
position 24 en disant:

Corollaire 2. Pour qu'un sous-espace hilbertien 2tf de § ' ( ! ) , X ouvert
de R" , soit sous-espace hilbertien de £°(X)9 il faut et il suffit que son
noyau HxAe@'{X x X) soit une fonction A, séparément continue et locale-
ment bornée.

Démonstration. Nous venons de voir que la condition était nécessaire.
Elle est suffisante d'après le Corollaire 3 de la Proposition 21, appliqué à
E = @\ G = é° car, si A est séparément continue et localement bornée,
nous venons de voir que H est faiblement continue de é>'°{X) dans $°{X),
et il est inutile de supposer sa positivité, car, par régularisation, toute tieé"°{X)
est limite faible d'une suite ju*pv de fonctions de @{X).

Proposition 25.Soit X un ouvert de R", et soit Sm{X) Vespace des fonc-
tions de classe Cm sur X, muni de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact des dérivées de tout ordre ^ m {d'ordre quelconque si
m = + oo, convention valable pour la suite). Soit ffl un sous-espace hilbertien
de Cx, A son noyau reproduisant d'Aronszajn. Pour que 3tf soit [sous-espace
hilbertien de êm(X), il faut que A ait des dérivées {au sens usuel) et au
sens des distributions d'ordre 5* m en x et ^ m en £, séparément continues et

localement bornées; et il suffit que Z D*p\A9 ou ( Z x—*r)mA {au sens
\p\=m i=i tf^Cf

des distributions), soit une fonction séparément continue et localement
bornée. Dans ce cas, soit H le noyau de Ztf par rapport à $m{X). Pour
Te ê'm{X) {distribution d'ordre g m), HT est la fonction de classe Cm définie
par:

(9,21 bis) {HT) {x) = ƒ A(x9 0 T{Ç)dt
x

et ses dérivées d'ordre ^ m se calculent par dérivation sous le signe I

Pour ce T e «f""(*), on a: x



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 197

',S> = (s(x)dx

(9,22)

ƒ j ,t;)S(x)dx.j A(x,t

En particulier:

(9,23) <Hf, T> = ƒ T(x)rfx f 4(x, Q T(Ö"d£ ^ 0.
x x

Pour que Vinjection de Jtf dans êm(X) soit compacte, il faut et il suffit
que A ait ses dérivées d'ordre ^ m en x et ^ m en Ç (au sens usuel ou au
sens des distributions) continues sur X x X.

Démonstration.

Disons d'abord ce que nous entendons par: 'M a des dérivées partielles
au sens usuel d'ordre ^ m en x et d'ordre ^ m en £". Nous voulons dire
qu'on peut appliquer à A, dans un ordre quelconque, des dérivations partielles
par rapport à x1,x2,...,xn,Ç1,£>2,...,Çn, pourvu que le nombre des dérivations
par rapport aux xt soit ^ m et que le nombre des dérivations par rapport
aux ^ soit ^ m; et qu'en outre le résultat obtenu est indépendant de Vordre
des dérivations (46).

Rappelons que si une fonction d'une variable a une dérivée partout, qui
est une fonction localement intégrable, alors elle en est l'intégrale indéfinie.
On en déduit aisément que si une fonction localement intégrable sur X x X

a une dérivée partielle -=— ou —- partout, et si cette dérivée est localement
ÔXi OÇi

intégrable, c'est aussi la dérivée au sens des distributions (47).
Si donc A a ses dérivées partielles d'ordre g m en x et <; m en f, au sens

usuel, qui sont séparément continues et localement bornées, ce sont aussi
ses dérivées au sens des distributions. Deux dérivées différant seulement

(46) L'indépendance de l'ordre des dérivations n'est pas automatique, car nous ne sup-
posons pas la continuité des dérivées considérées sur X x X

(47) Schwartz [1], Chapitre II, Théorème V.
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par l'ordre des dérivations sont alors égales en tant que distributions, donc
presque partout égales, donc partout égales puisque séparément continues.

1°) Supposons que 3P soit sous-espace hilbertien de êm(X). Alors, pour
tout xeX, A(-,x) est dans êm, donc aussi A(x,-) par symétrie hermitienne.
Alors le 2e membre de (9,21.bis), pour x fixé, a un sens, et représente une
forme linéaire de T, faiblement continue sur $'m. Comme H est linéaire faible-
ment continue de ê'm dans êm, le 1er membre a les mêmes propriétés. Ils
coïncident pour T= 5(5), d'après la définition même du noyau reproduisant;
les masses ponctuelles forment un ensemble faiblement total dans ê 'm, donc
l'égalité (9,21) est vraie. Le second membre est alors nécessairement une
fonction de x de classe Cm; en appliquant aux deux membres la distribution
S e <f'm, on obtient la première égalité (9,22). La deuxième s'en déduit par
symétrie hermitienne (et échange de x et £); d'où (9,23).

Cette démonstration est valable aussi pour m = 0 et donne une variante de
la partie 3°) de la proposition précédente.

2°) Supposons toujours 2tf sous-espace hilbertien de êm(X). Appliquons
(9,22) pour

S = (Dpô\x), T = (Dqô\0. On obtient:

(9,24) <H((Dqô\^ (Dpô)(x)y

Dp
xD\A(x,Ç).

Donc d'abord ces deux dérivées existent, et D\A(-,Ç) est de classe Cm en x
pour l fixé, et Dp

xA{x9-) de classe Cm en f pour x fixé. Ensuite £ -*>-+(Dq5)ç9

x ™>-+(Dpô){x) sont continues de X dans itm{X) faible; Ë étant séparément
faiblement continue sur êtm(X) x ênn{X), DP

XD\A = D%DPA est séparément
continue. Si x et Ç parcourent des compacts de X, (Dpô)ix) et (DqS)i0 par-
courent des bornés de ét'm(X)9 donc Dp

xD\A{x,Ç) reste borné; elle est bien
localement bornée.

Ceci ne montre pas complètement que les dérivées d'ordre ^ m en x et
^ m en £ de A existent (avec permutabilité de l'ordre des dérivations) ; nous
avons vu seulement que DpDq^A et D\DP

XA existent pour | p | ^ m, | q | ^ m,
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et sont égales. C'est toutefois évident pour m = 0 (et vrai aussi pour m = 1).

Supposons le-démontré pour m = 0,1,2...,/ —1, et montrons-le pour m = /.

Une dérivée d'ordre ^ l e n x e t ^ / en f de A est de la forme D"D?I>\

ou D^Da
xD\ où D' est une dérivée partielle d'ordre g Z - l e n x e t ^ ï - 1

en £. Occupons nous du premier cas D = Da
xD^Df. Comme 3tf est sous-espace

hilbertien de é\ il l'est a fortiori de i?1"1; donc, si D' est d'indice total p '

en x, q' en £, l'hypothèse de récurrence dit que D'A existe, et s'écrit aussi

DPD(A et D(DP'A. Alors DfD',4 existe d'après les résultats antérieurs et

vaut Dl+q'D*'; il vaut donc aussi Dp
xD

pç+q'A, de sorte que DA existe et vaut

D*x
+p'Dl+q'A; et il vaut aussi D$+q>D*x+

p'A. Le second cas D = Dp*D' se

traite pareillement, ce qui démontre la propriété énoncée.

Remarque. Pour compléter les formules obtenues, il est bon d'ajouter
ceci: en appliquant (9,21 bis) à 1 = Dpô(a)9 aeX, on voit que

(9,25) (HDp5(a))(x) = (-1)W(D/Ü)(x,a) ;

donc DjL4(-,a)eJT(48).

Les formules (9,22) et (9,23) donnent alors:

(9,26)

Enfin, pour Ae^f, (4,2) donne

(9.27) (Dph)(a) = <h9(-ï)MD'ô(a)y = (fc j D\A{ •,

donc en particulier la majoration

(9.28) |(D'hKa) | g H A | | /

Il n'y a pas de raison, dans ces formules, de se borner à des opérateurs dif-

férentiels à coefficients constants. Soient P, Q, deux opérateurs différentiels à

coefficients C°° quelconques d'ordre ^ m. En appliquant (9,21 bis) à fP5(fl) on

obtient

(48) Une telle notation Z)| A(., à) désigne la dérivée de A par rapport à la deuxième
variable, considérée, pour cette deuxième variable égale à a, comme fonction delà piemière
variable. On pourrait aussi l'écrire, plus rigoureusement; ;tvx,_»(
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(9,30) H-'P5M= Ji4(-,€)!P«(-)d€ = P ^ - . a ) .
X

(9,22) et (9,23) donnent alors

Pour heJT, (4,2) donne

(9,32)

3°) JD̂ DfH (distribution) est le noyau de DpJf (Exemple 3 page 177); donc
Z Jyp

xD\H est le noyau de S D*^. Or, d'après le théorème du graphe
\p\=nt \p\=m

fermé, #? est sous-espace hilbertien de êm(X) dès qu'il est contenu dans
êm(X)\ pour cela il faut et il suffit que I D W sout contenu dans <T(X),

\p\=m

ou sous-espace hilbertien de ê°{X), et pour cela il faut et il suffit que son
noyau Z D^D^H soit une fonction séparément continue et localement

\p\-m

bornée, ce qui démontre la première condition suffisante.
La deuxième se démontre par récurrence sur m. Elle est vraie pour m = 0

(ou pour m = 1, puisqu'elle coincide alors avec la première). Supposons-là
montrée pour m = 0,1,2,... /—1, et montrons-la pour m = l. Pour que ffl

soit sous-espace hilbertien de &l> il faut et il suffit que 2 -z—& soit sous-

espace hilbertien de êl~x ; comme le noyau de ce dernier est S •=—•%?, il faut
i = l OXiOQi

( n Q2 y™1/ n 82 \
Z •=—xrr) I 2^—7TÏ I H
i-xdxfiZj \i~tBxidZj

soit une fonction séparément continue et localement bornée, ce qui est le ré-
sultat cherché.
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4°) D'après la Proposition 9ter, pour que l'injection de 3tf dans êm(X)

soit compacte, il faut et il suffit que A soit dans Sm(X) ®eé
m(X) et que S

soit une forme sesquilinéaire ^ 0 sur £tm(X) x £'m(X). La positivité de S

est automatique lorsque A est dans «fm®fi^
met A de type positif, en vertu

du critère du Corollaire 3 de la Proposition 21: toute Te ê'm est limite
faible d'une suite de mesures discrètes, donc appartenant à (C*)'. Ensuite
<̂ W(X) ®£<fm(X)) = S™'™ est précisément l'espace des fonctions dont les dé-
rivées d'ordre ^ m en x et ^ m en Ç sont continues sur X x X.

Remarque. Si c5f c <^m(X), il a une injection compacte dans ^"
puisque l'injection ^m(X)-^^m~1(X) transforme toute partie bornée en
partie relativement compacte. Par ailleurs, toute fonction sur X x X ayant
ses dérivées d'ordre ^ m en x et en £ localement bornées, a ses dérivées
d'ordre ^ m - 1 en x et en ^ continues sur X x X (et même localement
lipschitziennes). C'est bien compatible avec 4°).

Proposition 26. Soit X un espace localement compact pour m = 0, un
ouvert de Rw pour m (fini ou nori)^\. Pour qu'un sous-espace hilbertieu
#? de êm(X) soit sous-espace hilbertien de @m(X) (espace des fonctions
continues bornées sur X, ainsi que leurs dérivées d'ordre ^ m, muni de la
topologie de la convergence uniforme sur X de chaque dérivée d'ordre ^ m)
il faut que chaque dérivée DP

XD\A, | p | ^ m, | q \ ̂  m, soit bornée sur X x X,
et il suffit que Z D%D%A soit bornée sur la diagonale de X x X.

Démonstration.
Supposons d'abord 3tf sous-espace hilbertien de &m(X). Pour | p \ g m, Dpô(x}

parcourt une partie faiblement bornée de (0$m) lorsque x parcourt X. Comme
la forme sesquilinéaire H associée à H reste bornée sur tout produit de parties
bornées de (J*m), la formule (9,24) montre que DP

XD\A est bornée sur X xX.
Inversement, supposons A bornée sur la diagonale de X x X, donc sur

X x X par | A(x, 0 \ ̂  (A(x, x))1/2(A(^ 0)1'2- La formule (9,28) pour \ p \ = 0
montre que chaque h de JT est bornée sur X5 donc 2tf est un sous-espace
hilbertien de #°(X) par le théorème du graphe fermé. Si S DP

XD\A est

bornée sur X x X, comme c'est le noyau de £ D p ^ , cela prouve
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que chaque DPJ^ est dans J*°(X), donc 2tf est dans âF(X) et tf est sous-
espace hilbertien de @m(X) par le théorème du graphe fermé.

Proposition 27. Soit X un espace localement compact pour m = 0, un
ouvert de R" pour m ^ 1. Soit % une structure uniforme sur X, compatible
avec sa topologie. Soit &%(X) Vespace (complet) des fonctions sur X,
bornées, uniformément continues pour %, ainsi que chacune de leurs dérivées
d'ordre :g m, muni de la topologie induite par 3iïm(X). Pour qu'un sous-
espace hilbertien 3^ de &m(X) soit sous-espace hilbertien de &%(X), il
faut que chaque f onction (DP

XD\A)(- ,a), \p\^m, \q\^m,aeX, soit uni-
formément continue pour %, et il suffit que chaque fonction DP

X(A) ( • ,d)le soit.

Démonstration. Si ^czB%, la fonction D?A(-9a)e3f est dans 3S%
donc chacune de ses dérivées Dp

xD\A(-,a) est uniformément continue sur
X pour %.

Inversement, si chaque Dp
xA(\a) est uniformément continue sur X pour

^ , c'est que A(-, a) est dans 31% ; toute h e Jf est limite, dans Jf donc dans
3fn

9 de combinaisons finies des fonctions A(-9a)eâf%9 et 3S% est fermé dans
^m\ donc he&%9 et Jt? est sous-espace hilbertien de J^ .

Remarque. Ce genre d'énoncés, relatif à $T et 3H%9 se retrouvera toutes
les fois qu'on aura un espace vectoriel localement convexe séparé quasi-
complet et un sous-espace fermé, muni de la topologie induite.

Application. La forme hermitienne invariante de Bergman sur une

variété analytique complexe (49).
n

Soit F une variété analytique complexe, de dimension complexe n. Soit 2tf
l'espace hilbertien des formes différentielles de degré n, holomorphes, de
carré intégrable, muni du produit scalaire :

(9,33) H©)* =(ir)s{ coAcô .

La forme co est de type (n,0), œ de type (0,n) donc co A co est de degré 2n9

et l'intégrale a bien un sens, puisque co et êô sont de carré intégrable. Con-

(49) Voir Bergman [1].
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formément à l'usage, l'orientation de F est celle pour laquelle, en coordon-

nées locales z1,z2,... zn, la forme ( - ^ T / ^ I AdzÂ l\dz2t\dï2 A... [\dzn[\dzn

est ^ 0; e = + 1 est alors le signe de la forme

— dzt l\dz2 A ...dzn f\dzt f\dz2

de sorte que, pour toute co, (co\œ)^ est ^ 0, et J^ est bien hilbertien.
»,0

Jf est un sous-espace hilbertien de l'espace ^ des formes différentielles C00

de type (n,0)(50); il a donc un noyau associé H, application linéaire continue
y

n,0 I 0,n n,0 w,0
g ) = ^ ' = ^ ' dans S .

n,0 n,0

(Nous définissons Panti-dualité entre ê et ê' par

(9,33bis) (ƒ 17>,o ».o = ( 1 T e f ƒ A f = (T]7)n o »,o

Nous identifierons H à une forme différentielle C°°de type (n,0,0,n) sur
Vx V, en convenant que:

(9,34) H • T = ( 1 J ( - l)n8 ƒ HX)4A

Soit Q un ouvert de F, muni de coordonnées locales zf. Soit i l'injection na-
turelle ̂ (Q)->^( F); son adjointe î* est l'opération p:@'(V)->@'(Q), de
restriction, qui, à chaque courant sur V, associe sa restriction à Q. La re-
striction de H à Q n'est autre que l'application composée pHi; c'est donc,

d'après la Proposition 21, le noyau associé à l'espace de Hilbert image
de 2tf dans é>'(Q); un élément de p(^f) est une forme holomorphe de degré
n sur Q, qui est la restriction d'une forme holomorphe de carré intégrable
sur V. Sur Q x Q la forme différentielle H s'écrit:

(9,35) A(x,0dZl A dz2 A - A dzn A dtx A dt2 A

(50) Voir par exemple André Weil [1], début du Chapitre I.
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où A est une fonction C°°. Soit Tetf'(Q); alors T dÇx l\d£2 A •••^C» e s t Uî*

élément de V'(Q)> et, compte tenu de ce que dCi A^Ci AdÇ2 l\dl2 A •••

Ĉ« A dlA est (2i)n la mesure de Lebesgue d£ sur Q, on voit que

Si donc on convient d'identifier, sur Q,les formes de type (n,0) et les fonctions,
ou les (n,0)-courants et les distributions, en identifiant Ta T= Tdzl A dz2/\
••• Adzn,p(J>^) est identifié à l'espace des fonctions holomorphes sur Q,
dont le produit par dzi f\dz2 l\"*dzn est restriction d'une forme holo-
morphe de carré intégrable sur V; et son noyau: $'(€£) -> ${ü) est la fonction
reproduisante (x,«J) «*->A(x9Ç). On a donc en particulier ^4(x,x)^0.

D'autre part, on a -^—p(^0 = 0 donc, d'après le Corollaire 2 de la Propo-

8A dA
sition 21, -r— = ^- = 0: ^ est holomorphe en x et anti-holomorphe en £.

La forme H a donc globalement la même propriété.

Supposons que A(x,x) > 0; la fonction A(-,x) est donc ^ 0 en x; comme
elle est dans p(JP)9 il existe une forme de Jf qui est ^ 0 en x. Réciproque-
ment supposons cette condition réalisée; (9,11 bis) montre que A(x,x) n'est
pas nulle non plus. Nous supposerons désormais que, pour tout x de V, il
existe une f orme de tf qui n'est pas nulle en x; alors, pour toute carte
locale, A(x,x) > 0 partout.

Soit X la restriction de la forme H à la diagonale de F x F , multipliée

/1 Ypar si — I ; en indentifiant cette diagonale à F, c'est une forme différentielle

de degré 2n sur V; sur Q elle s'écrit:

(9,37) K = A(x,x)dx = B(x)dx9

forme différentielle C00, partout > 0.
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Mais, sur une variété analytique complexe V, la donnée d'une forme dif-
férentielle C00, de degré 2n, partout 7e 0, et réelle, permet de définir une forme
hermitienne. Posons en effet:

(9.38) f - I f tA^ ^Wij

Cette forme est indépendante du système de coordonnées locales zt choisies
dans il. Si en effet z't en est un autre, on a d'abord:

(9.39) K = s (jiJBdz1 A dz2 A ... A dzH A dzt A dz2 A ••• A dzm

'dz[Adz'2A ... Kdz'n\dz[ Adzl- Adz'ni

d'où

(9,40) B = B'JJ,

où J est le déterminant jacobien des zi par rapport aux Zy

Alors

(9 4i) dlog£ = alogB /
 + g2logJ g2log/ = 32logB/

* dzfiïj dzidzj dztdzj dzfîzj dzfizj

parce que ^-z-log J = -r— logJ = 0

ÖZy OZf

Ensuite on a immédiatement

fQ A~ d2logB' __ _ô_ y (dlogB* d^X y (_Ô_ 81ogBy\ 3?j

^ ' ; Sz^z, ÔZ, 7 \ ÔZ', ôz j f ^z, af, / ôzi

y d2logB' 34 ôzj_
"" ktl dz'kdz\ dzt dz,
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On a donc

(9,42 bis) L a a f dzidzj = L ~^-~^-
u dZidzj J

 u dztdzj

dHogB' ,

La forme définie sur Q est donc intrinsèque, et on a donc bien une forme
sur F, qui est manifestement C00, et hermitienne, parce que B est réelle.
Montrons maintenant qu'elle est ^ 0. On doit montrer que, quel que soit
a e F et quels que soient les nombres complexes Z»-, on a:

(9,43) E a ^

Soit Z un champ de vecteurs holomorphes, X= E XJ-J- te l que
i vzi

L'inégalité précédente s'écrit aussi, compte tenu de ce que:

! dB dB

'J dztdzj B2 dzi dzj B

sous la forme

(9,45) E Z,2, g-(«) g-(a)^B(«) I
IJ o z i OZJ i,}

Mais, A étant holomorphe en x et anti-holomorphe en £, on a:

—(à)

et de même:

dB dA d2B _ Ô2^4



(9,45)

(9,46)

ou

s'écrit donc

I Zf
i

e(xx)-

SOUS-ESPACES

dA
dzt

{'

A2 é

2

a A (6Kxx)

HILBERTIENS...

[ ( a a ) y z Z d2A
ij l j tefitj

0(X«) • 4̂) pour £, = x

207

Appliquons les formules des noyaux reproduisants (9,31) pour les opéra-

teurs différentiels 1 et 0(X). Cela revient à:

(948)

ce qui est simplement l'inégalité de Schwarz. En général, on aura l'inégailté

stricte < , et I giJ(a)ZiZJ>0. On aura l'égalité = 0 si et seulement s'il

existe un nombre complexe A tel que :

D'après (9,32) c'est équivalent à dire que, pour toute ^ep(^f), on a

)(a)-M(a) = O ou

Z Zt -Ç-(a)-A/i(a)=0.
i OZi

Donc la forme g sera définie positive, si et seulement si, pour tout a et

tout système de coordonnées locales zt au voisinage de a, il n'existe aucune

relation linéaire non triviale entre les valeurs de co et de ses dérivées -—
dzt

en a, vérifiée par toutes les œ de ffl (i.e., les n + 1 formes linéaires sur

3P\ co^->co(a), CQ^-> -^—(a), sont indépendantes).

ozi

A la forme hermitienne g on peut canoniquement associer une forme

différentielle y de type (1,1), qui sera, dans Q:

(9,49) y = Z gtjdz^dzj = <
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L'expression même de cette forme montre qu'elle est fermée, donc V est
kâhlérienne relativement à g,

(Remarquons enfin que, si V ne vérifie pas la condition indiquée page 204
relativement à l'existence de forme holomorphes de carré intégrable, on
peut toujours quand même construire g, mais elle a des singularités sur l'en-
semble analytique W des zéros communs à toutes les formes holomorphes
de J$?. On suppose qu'il existe au moins une telle forme ^ 0, sans quoi K = 0,
et on peut alors prendre g = 0). La fonction logjB est localement intégrable;
si en effet h e p{<^) n'est pas identiquement nulle, la formule (9,11 bis) montre
que, dans Q:

(9,50) B(x) = KX) •
NI '

comme log/* est localement intégrable, il en est bien de même de logB. Donc
la formule (9,49) définit un courant fermé de type (1,1) sur Q; la méthode
employée à la formule (9,41) montre que la définition est intrinsèque et donc
valable sur F.

On peut résumer les résultats précédents comme suit:

Proposition 27 bis. Soit V une variété analytique complexe, de di-
mension complexe n. Supposons que, pour tout a de V et tout système de
coordonnées locales zt au voisinage de a, il n'existe aucune relation linéaire
non triviale entre les valeurs en a de œ et des dco/dz^ vérifiée pour toutes
les f ormes co holomorphes de degré n, de carré intégrable sur V {exemple:
Vest un ouvert borné de C"). Alors la formule (9,38) définit sur V une f orme
hermitienne g définie positive, pour laquelle V est kâhlérienne.

§10. Cas où E' est un sous-espace de E.

Dans tout ce paragraphe, on supposera donnée une fois pour toutes une
injection I hermitienne de Ë' dans £. Par I nous identifierons Ë' à un sous-
espace de E et nous appellerons souvent I l'identité. D'après la Proposition 4,
I est faiblement (et fortement) continue; d'autre part, I étant injective, 1=1*
a une image dense, Ë' est dense dans E. Si I est ^ 0, elle définit un sous-
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espace hilbertien de E, contenant Ë' comme sous-espace dense avec injection
faiblement continue; il sera donné par la structure et nous rappellerons le
sous-espace hilbertien canonique L2 de E. L'exemple auquel nous penserons
le plus souvent est E =@'(X), espace des distributions sur un ouvert X de
R", avec Ë' =3) c Q)'\l} est bien ici l'espace habituel des classes de fonctions
de carré intégrable (pour dx) sur E. On pourra prendre aussi
E =&™(X) avec Ë' =@m(X), E = &"(Rn) avec E'= S?(Rn)9 etc. Inverse-

ment, si Jt est un sous-espace hilbertien dense d'un espace E, son noyau H
est une injection ^ 0 de Ë' dans E, faiblement continue, qui peut jouer le
rôle de I, et L2 est alors 3tf.

L'hermiticité de / se traduit comme suit: pour ë' e Ë', f' eE' on a:

(10,1)

les derniers produits scalaires (• | •) sont ceux de (0,4), mais aussi ceux
( ' | ')L2 qui sont induits par L2. Dans le cas de E =@f(X), il existe sur^ et
3f' une anti-involution naturelle, Ë' = E\ avec / = /, donc J*= t / = / = /
(c. à d. si $ est la conjuguée de </> dans^, c'est aussi sa conjuguée dans @')
et (10,1) s'écrit aussi pour (

Sous-espace normal de E.

On dira qu'un sous-espace vectoriel topologique localement convexe F
de £, avec une injection F->£ faiblement continue, est normal, si £ ; est
un sous-espace dense de F, avec injection faiblement (donc fortement) continué.

Il n'est pas inutile de savoir que dans certains cas cette condition de con-
tinuité de l'injection Ë'-+F est automatique. C'est ce que donnera le co-
rollaire de la Proposition 28.

Proposition 28. Soit A un espace localement convexe séparé quasi-
complet, B un espace localement convexe métrisable. Une application u
linéaire de A' dans B', continue pour o(A\A) et une topologie <% locale-
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ment convexe séparée moins fine que a(B',B), est aussi continue pour <J(A',A)

et a(B'9B).

Démonstration. Le dual de B'^ muni de ^ est un sous-espace Bt de
B, faiblement dense dans B (l'injection B1-*B est transposée de l'injection
B' -+B'<g) donc fortement dense dans B. La transposée *u de u est linéaire de
B± dans A, continue de o(Br,B) dans o{A,A'). Alors l'image par %u d'une
partie JB-bornée de Bx est faiblement bornée dans A, donc fortement bornée;
donc, B étant métrisable, *u est continue de Bu muni de la topologie induite
par ,dans A, Mais Bi9 étant dense dans B métrisable, est strictement dense,
et A est quasi-complet; donc *u se prolonge en une application linéaire
continue fu de B dans A. La transposée de fu est nécessairement encore u

(en effet, pour a' e A', beB, on a <* fu a', &> = <#','M b>; en prenant beBi9

on voit que Qfua' — ua')eB' est orthogonal à B1 dense dans B, donc est
nul). Donc u est bien continue de o(A',A) dans ^(JB',!?).

Corollaire, Dans les conditions indiquées au début du paragraphe, si

F est un sous-espace de E avec injection faiblement continue, et si F est un

dual de Fréchet réflexif, en particulier si c'est un Banach réflexif ou un

Hubert, si Ë' est contenu dans F9 l'injection Ë'-> F est automatiquement

faiblement continue.

Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition à A = Ë9 B = F '
fort (Fréchet réflexif), u = l'injection Ë' -> F. Alors u est continue pour
a(Ë\Ë) et o(F,E') (topologie induite par o(E,E')), puisque Ë'^E est
faiblement continue. Mais JF~>E est faiblement continue, donc o{F,E')

est moins fine que a(F9F'). La proposition exprime que Ë-+F est faible-
ment continue.

Soit donc F un sous-espace normal de E. Alors, des injections faiblement
continues denses Ë' -+F ̂ >E, on déduira, par passage aux adjoints, des

7 U

injections faiblement continues et faiblement denses Ë--+F—>E\ on

peut donc encore identifier F' faible à un sous-espace normal de E. Si en

outre F est réflexif, Ë' sera fortement dense dans F' et F' fort est aussi sous-

espace normal de E (en général, dans la suite, F sera hilbertien). U faut na-
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turellement veiller à ce que l'identification de F' à un sous-espace de E ne
soit pas en contradiction avec d'autres faites antérieurement (par exemple
si F = 2tf est hilbertien, l'identification de 3&' avec un sous-espace de E est
incompatible avec l'identification 6 de JF' avec 3f provenant de la structure
hilbertienne de 2tf. (Il y a un seul cas d'exception: ^f = L2 si / ^ 0. L'in-
jection de 2tf' dans E par la première identification est en effet M*, l'injec
tion définie par la deuxième estjö; elles coïncident si et seulement si w* = jO

ou« = 0/*, c. à d. si ƒ = ju est le noyau jOj* du sous-espace hilbertien Jf?

de E, ou encore si Jî > 0 et J(? = L2).

Dans tout ce paragraphe, c'est Videntification de F' avec un sous-espace

de E qui sera seule valable. Cette identification s'exprime comme suit: pour

(10.3) f WW = <ƒ',*'>*,*'» o u

t (fi' I ƒ')(£',£) ou (E,Ë') = (fi' I ƒ') (F'.F) ou (F,!')

Ou encore: on identifie ƒ' e /" avec l'élément de E qui définit sur E' la forme

linéaire faiblement continue e' ^-+</',ê'>F',F-

Ou enfin : on identifie F' avec le sous-espace de E formé des e tels que la
forme linéaire ë' ^ - X ^ O F ^ E '

 s°it continue sur Ë' muni de la topologie
induite par F. Quand il y a sur E, E\ des anti-involutions contragrédientes
avec / = /, on ne parlera plus de Ê,E', mais seulement de E,E'; alors F9F,

F',F' seront tous des sous-espaces de E; si F = F, on a aussi: i7' = ƒ". Par
exemple, si £ =^ ' (^ ) ? l'identification de F ' à un sous-espace deS' est don-
née par

(10.4) O W * . f 0 = <T,<£VF, 0 6 0 , Te F ' .

(TeF ' est identifié à la distribution <£-><T,0>F^F; T e ^ ' appartient au
sous-espace F ' si et seulement si <£-» <T,<£> est continue sur ^ muni de la
topologie induite par F).

Et ensuite F' est le conjugué de F' dans ®'. On peut le définir directement
par

(10,5) V]4>)*'* = ( T | 0 Ï ' . F , tf>^, TeF.
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( T e P est identifiée à la distribution $ **-* (T^l'^; T e ^ ' appartient au

sous-espace F' si et seulement si < -̂><T,</>> est continue sur Q) muni de

la topologie induite par F).
Ce qui nous appelons ici sous-espace normal de E est bien ce que nous

avons appelé ailleurs espace de distributions normal sur X (51).

Proposition 28 bis. Soit 34? un sous-espace normal de E, de noyau H9

et soit H' le noyau de 2fé" comme sous-espace hilbertien de E. Alors H et H',
applications linéaires de Ë' dans E, se prolongent de maniere unique en
des applications linéaires continues H et ff' de 3P' dans 3F et de 3f dans
Jf' respectivement, qui sont réciproques Vune de Vautre et sont les iso-
morphismes canoniques réciproques entre 34? et ffl'.

Démonstration. H est défini par (4,1) comme étant la composée

E'^34?'->34?+>E, où j est l'injection de Jf dans E, j * l'injection de Ë'
dans «#', 0 l'isomorphisme canonique de 3fé" sur 2tf\ donc H se prolonge
bien en H = 0 et le prolongement est unique puisque Ë' est dense dans 3fé". De

même H' est défini par E' -*tf >^f /->£, et se prolonge en B' = 0
cqfd.

Ainsi nous voyons la relation entre les noyaux H et H' de 2/P et ffl' dans
E: dans un certain sens, ils sont inverses l'un de l'autre.

Construction de 2tf et tf' par le noyau H de tf.

Nous savons construire 3tf par son noyau H: 3? est le complété dans E

de l'espace Jt?0 = H(E') muni de la norme \\Hëf\\^ = <Hè'9e'y112 (Pro-

position 10). Mais ,si 3tf est normal, on peut aussi construire 2%" à partir

du noyau H de «5f :

Proposition 29. Soit Jf un sous-espace normal de E, de noyau H
Alors M" est le complété dans E de Ë', muni de la norme

(10.6) IIe'11*' = <Hê'*e'> 1/2et d u produit scalaire:

(10.7) {

(si) Voir Schwartz [3], page 7.
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Démonstration. E' est dense dans ^ \ donc W est bien le complété
dans E de Ë' muni de la norme induite par 3tf". Mais puisque H = 9, iso-
morphisme canonique de Jt?' sur #F (Proposition 28bis), on a (ê'\f'\)#>
= (Hêf\Hff)^ on a bien (10,7), donc (10,6).

Dans le même ordre d'idées, soient Jf? et Ctif des sous-espaces hilbertiens
de E, «^ normal; et soit v une application linéaire continue de E dans E,
Nous avons vu à la Proposition 22 bis comment caractériser les inclusions
v(Jf') S X ou ^ JT, par des inégalités portant sur v, et les noyaux H\ K
de Jf7' et Jf. Mais il est intéressant d'avoir des inégalités faisant intervenir v
et les noyaux H et K de J^ et JT. On remarquera simplement, en réutilisant
(4,7), que

'l*= \\v*ë>\\* =

°*W> I - Sup \<V-Ù£l D'où-

Proposition 29 bis. Soient J^, Jf9 des sous-espaces hilbertiens de E,Jf
normal', soient H et K leurs noyaux. Soit v une application linéaire continue
de E dans E.

1°) La condition nécessaire et suffisante pour que v pP ' ) ^ JT, est que
pour tous e'J'eE', on ait:

(10,7ter) |<f>/',O| ^ (Hf'J'>U2 (Kê\e'Y12 .

Ce«g condition est vérifiée si, pour tout e'eE', on a

(10,7 quarto) \<vë'9e*> ̂  ^{Hë\efy1/2 (Kë\e'y112 .

2°) La condition nécessaire et suffisante pour que v(J#") ̂  Jf9 est que
Von ait pour tout e' eE'\

(10,7 quinto) Sup
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Cette condition est vérifiée si Von a, pour tout e'eE':

(10,7 sexto) \<vë'9e'>\ ^ (Hë\e'yl/\Kë'9e'> m .

Comme nous l'avons remarqué après la Proposition 22 bis, la condition
encore plus forte

(10,7 septimo) Re<!?ê',O ^ <jFfë',e'>1/2 <Kê',e'>1/2

est connue sous le nom de relation de coercivité.
Prenons par exemple un ouvert X de Rn, et ^ = # = 3tf~S(X), défini

page 127. Son noyau est D, l'opérateur différentiel de la formule (4,11).
Alors jê' = Jt?&X) (voir exemple page 217). L'inégalité (10,7 sexto) est

alors, pour toute <j> e

(10,7octavo) I (v(j>)^dx\ ^
A'

elle est suffisante pour que v^D^J^"8; l'inégalité

(10,7noveno) I \ (v$)$dx\ ^ const. |U II* s
• I I H II 3%Q

X

est suffisante pour que v(J$?s
0) => Jt?~s. On retrouve des faits bien connus.

Proposition 30. Soit Jtf un sous-espace hilbertien de E, de noyau H.
Pour que Ë' soit sous-espace (non nécessairement dense) de M* (avec in-
jection faiblement continue), il faut et il suffit que Ër#?>9 c. a d. Ë' muni de
la semi-norme (10,6), ait une injection continue dans E9 ou encore que sa
boule unité

(10,8) B = [e'eE'X Hê'9e'} ^ 1}

soit bornée dans E ((10,6) est alors une norme).
Pour que 3f soit normal (c. a d. pour que Ë' soit en outre dense dans 3^),

il faut et il suffit que Ë'#> ait en outre un complété dans E (qui est alors
$"), ou encore que B soit fermée dans Ë' pour la topologie induite par E.
(B est alors Vintersection de Ë' avec la boule unité de 3#").
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Démonstration.

1°) Dire que E' c ^ , c'est dire (Proposition 8) que, pour tout ƒ ' e E\

Sup | <ƒ>'> | est fini; en remplaçant | <ƒ',*'> | par | < ƒ \ ê'> \, cela
<ffë'.e'>^l

revient à dire que B est faiblement bornée dans E, ou fortement bornée, ou
que l'injection Ë'^» -> E est continue.

2°) Si ^ est normal, nous avons vu à la Proposition 29 que Ë' -, a un
complété dans £, qui est Jf7'. Supposons inversement que Ë'^, ait un com-
plété dans E, soit 3tT. Alors Jf* est normal. Donc 5T' est aussi normal. Mais
c'est, d'après ce qui a été dit après (10,3), l'ensemble des h tels que
ê'-»</î,e'> soit continue pour la topologie de Ë'^'\ c. àd. l'ensemble des
h qui vérifient (4,6), donc c'est f̂7, qui est bien normal.

On sait que d'autre part (Proposition 1) Ë'R a un complété dans E, si et
seulement si B est fermée dans Ê', pour la topologie induite par E.

Remarque 1. Supposons que le noyau H de Jf se prolonge en une
application linéaire faiblement continue de E dans E. Alors l'image réci-
proque par H de la boule unité de Jf, partie faiblement compacte donc
faiblement fermée de E, est faiblement fermée dans E; son intersection avec
Ë\ qui est justement B, est fermé dans Ë' pour la topologie induite par E.
Donc, dans ce cas, si B est bornée dans E, cela suffit pour que Jf soit normal.
On peut encore le voir autrement. H = H* applique Ë' dans Ë'\ et
#?0 = H(Ë') c Ë' est dense dans 2tf\ il suffit donc que Ë' soit contenu dans
3f pour qu'il y soit dense et que Ztf soit normal.

Remarque 2. Que ffl soit ou non normal, l'injection ]\ffi-+E a
toujours une adjointe j*:Ê'-> Jf ' (mais ^ n'est pas nécessairement iden-
tifiable à un sous-espace de E). On a toujours: ||ê'||jr' (définie par (10,6))
== < i ï ê ' ,O 1 / 2 = | |#ê ' |U = l|0/*ê'|U = ||j^'| |jr'(norme de j*ë' dans
^f')• Si ĉ 7 n'est pas dense dans E, j * n'est pas injective, et || ë' || ̂ pest seule-
ment une semi-norme. De toute façon, j * est une isométrie (52) dense de
Ë'œ' dans ^ ' et permet de considérer tâ" comme espace séparé complété
de E'**; ce qui justifie l'écriture £'*>, \\ê' ||jF'. Si J£ est normal, j * est in-
jective, 2/P' est complété de Ê'jp, son complété dans E.

(52) Cette isométrie n'est pas injective si Ë#, n'est pas séparé.
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Corollaire. Soient J^t, iel, des espaces hilbertiens en nombre fini.
Soit ut une application linéaire continue de ̂ ft dans E, et soit ffi = £ ui{^>^9

de noyau H.
Identifions $?[ avec $f{, et soit uf : Ë' -> 34? u Vadjointe de ut. Munissons

Ë' du produit scalaire

(10.9) (

et de la norme

(10.10) lê'fli, = I |«f«U ;
* i el

il devient un espace préhilbertien E'**.
Pour que Ë' c Jf (avec injection faiblement continue), il faut et il suffit

que Vinjection £'#>-> E soit continue; pour que ffl soit normal, il faut et
il suffit qu'en outre Ë'jè> ait un complété dans E9 et c'est alors if ' .

Démonstration. Si on identifie &{ à 3tfu le noyau de Jf, dans E est
utuf (Proposition 21, le noyau de Ztft dans lui-même étant l'identité), donc
le noyau de M = S ^ dans E est H = E u^f. Alors (10,9) iet (10,10)

i el i el

ne sont autres que (10,7) et (10,6) relatifs à H, car:

(10.11) <Hë',/'> = 2 <tt,uf * ' ,ƒ '>„, = I ( u ^ ë ' | / ) E , I =
i el iel

= I («fë' | uff')* ,
i el

et il suffit alors d'appliquer la Proposition 30.

Remarque 1. Supposons que les 2tP% soient dans E, et que les ut soient
prolongeâmes en applications linéaires faiblement continues Ë'-*Ë', et
E -> E. Il en est alors de même de uf , donc de utuf et de H. Alors on peut
appliquer la remarque qui suit la Proposition 30; il suffit que Ë' c 3^ pour
que Jf soit normal.

Remarque 2. Supposons que l'un des &P% soit un sous-espace de £
contenant Ë\l'application ut correspondante étant l'injection de ffli dans E;
alors à fortiori Ë' c Jf.
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Exemple. Reprenons l'Exemple 2 page 126. Nous posons E = @r(X), X
ouvert de R", J^p = L2(X) pour tout indice p = (pl9p2,...9p,ù d'ordre
\p\ ^ s, up = japD

p, dérivation, application linéaire continue de Jfp dans E.
A cause de l'anti-involution naturelle de S ' , on prend E' = @(X). Alors
w* = (-l) l p lVaP^P' application de Ë' dans #Pr Comme les Dp sont pro-
longeables ^ - > ^ et 9f'-*Qi\ et que, pour p = (0,0, ...,0), jTp = L2 avec
up = injection L2 -» ̂ ' , les remarques 1 et 2 qui précèdent montrent que
3tf est sûrement normal. En fait on voit directement que 39 muni du produit
scalaire (10,9) qui n'est autre que (1,1), a une injection continue dans 3f\X)
et un complété dans 3f\X) qui n'est autre que ^%{X), adhérence de 3f dans
M\ On a donc

F = ,^"s, et ^ ' = JP?).

Le noyau de Jf = <̂ f ~s dans ££' est donc l'opérateur différentiel

D = I(-D !p!apD2p

(formule (4,11), Exemple 2 page 148), considéré comme opérateur de 3 dans
^~~s ou 3f''. D'après a Proposition 28 bis, D est un isomorphisme de
&' = ^ S sur 2tf~*\ c'est bien un théorème classique de la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques. L'isomorphisme réciproque
G: Jf~s->3&1 s'appelle opérateur de Green de D; c'est le noyau du sous-
espace hilbertien 2tf% de 3' (Proposition 28 bis), si on le considère comme
opérateur QJ-^^% — 3'. D et G sont les isomorphismes canoniques réci-
proques entre tf = Jf~s et ^ ' = Jf*w.

Remarque. Supposons maintenant certains des ap nuls. La Remarque
2 n'est plus applicable, car aucun des opérateurs up n'est maintenant l'iden-
tité. Et en effet, il n'est plus nécessairement exact que 2tf soit normal; cela
dépend des ap9 de X, de n. Il l'est toujours si X est borné dans Rn et l'un
au moins des ap i=- 0, car on sait alors que 3H a encore une injection continue
dans S ' (53), et par conséquent a un complété dans 3f' (Remarque 1). Le

(53) Plus généralement, si P(D) est un opérateur différentiel à coefficients constants, on a,
pour tout ouvert X borné de Rn, une inégalité ||</>|| L2 g const. || P(D)cj) || L 2 ; ce type
d'inégalités, bien connu depuis longtemps pour des opérateurs particuliers, a été introduit
en général par Malgrange [1], et généralisé par Hörmander [1],
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noyau de $P est toujours l'opérateur différentiel £ (-l) Ip lapD2p;
\P\=S

si ^ est normal, cet opérateur a un opérateur de Green, qui est le noyau
de &' dans 2'.

Cas des noyaux prolongeâmes.
i

On dira qu'un noyau v:E'-+E est prolongeable, s'il est faiblement con-
tinu de Ë' dans Ê', et se prolonge (nécessairement de manière unique puisque
Ë' est dense dans E) en une application linéaire faiblement continue de E
dans E qu'on appellera encore v. Son adjoint v* est alors aussi prolongeable.
Nous avons vu de tels noyaux prolongeâmes dans les remarques et exemples
qui précèdent. Pour E = @'(X), E'= @(X), les opérateurs différentiels à
coefficients C00 sont prolongeâmes; pour X= Rrt, la convolution avec une
distribution à support compact est prolongeable (le noyau d'une applicable
prolongeable en théorie des noyaux, s'appelle aussi "régulier compact").
Pour E = Sf\ Ë' = «5̂ , la transformation de Fourier est prolongeable, c'est
même un isomorphisme. Si v est hermitien, v* = v, il suffit qu'il soit faible-
ment continu E' -* Ë' ou se prolonge en une application faiblement continue
E-+E, pour qu'il ait à la fois les deux propriétés, donc soit prolongeable.

Soit v un noyau prolongeable, et w un noyau quelconque. Alors on peut

composer v et w, et parler de vw: Ë'-»E->E, et de wv:Ë'-*Ë'->E, comme
de nouveaux noyaux. Plus généralement, on peut composer, dans un ordre
quelconque, plusieurs noyaux, si tous, sauf un au plus, sont prolongeâmes;
cette loi de composition est associative.

Si v est prolongeable on dit que w est inverse à gauche (resp. à droite) de
v si wv = I (resp. vw = I), où I est l'injection de Ë' dans E, prolongeable en
l'identité E'-*E' et E->E. Si w est inverse à gauche et à droite, il est dit
inverse bilatère ou simplement inverse. Si w et v sont hermitiens et si w est
inverse à gauche ou à droite? il est inverse bilatère. Noter que J£(Ë';E) n'est
pas une algèbre, et qu'un noyau v peut avoir une infinité d'inverses. S'il a
un inverse prolongeable, il est un isomorphisme faible de Ë' sur Ë' et de E
sur E et alors c'est son seul inverse. Si par exemple E = 3f\ Ë' = @> et si
v est un opérateur différentiel C °°, un inverse (à gauche ou à droite) s'appelle
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aussi noyau élémentaire (à gauche ou à droite) de v. Il est bien connu que,

s'il y en a, il y en a en général une infinité.

Proposition 31. Soit 3f un sous-espace hilbertien de E, de noyau H
prolongeable. Pour que £? soit normal, il faut et il suffit que H ait un in-
verse L^O; dans ce cas il en a en général une infinité, et le noyau H' de
M" est le plus petit noyau ^ 0 inverse de H.

On a L = H' + N, ou Ë' et N sont étrangers; on a HN = NH = 0. Le
sous-espace hilbertien ££ de noyau Lest somme directe de deux sous-espaces
fermés orthogonaux, JV = J£? n H~ *({()}), etW', adhérence de Ë' dans ££.
^opérateur HH' est Videntité sur $f, l'opérateur H'H est le projecteur
orthogonal de Se sur Jf' (donc Videntité sur J f ' ) .

Démonstration.

1°) Supposons 34? normal. Le prolongement È\3f' -*$F de H défini à
la Proposition 22bis n'est autre que H lui-même, supposé prolongé à E tout
entier (en effet H et H sont tous deux faiblement continus de 34?' dans E et
coïncident sur Ë' dense dans 2tf ')• Alors on a vu, dans cette proposition, que
le noyau H' de W se prolonge en H' : #? -> Jf ', et que Ê et H' sont inverses
l'un de l'autre: cela veut bien dire que H' est inverse de H au sens donné
juste avant la Proposition 31.

2°) Inversement, supposons que H ait un inverse L^O. Soit £? le sous-
espace hilbertien de E de noyau L. L'image H(&) de Se par H a pour noyau,
d'après la Proposition 21 appliquée à l'opérateur linéaire faiblement con-
tinu H de E dans E, HLH* = HLH = H puisque HL (ou LE) = / . Donc
cette image est l'espace JT. Comme alors Ë' = HL(Ë'), et que L(Ë') c Se,
on a Ë' c H(&) = 3f, et d'après la Remarque 1 après la Proposition 30,
#P est bien normal. [Remarquons qu'on voit directement que Ë' est dense
dans ĉ f7: car L(Ë') est dense dans «£? (Proposition 7), et H est continue sur-
jective de S? sur Jf puisque H(&) = Jf] . La Proposition 21 dit en outre
ceci: si Jr = (H~1{0}) n&9 et si Jf est l'orthogonal de Jf dans Se, alors
HL(Ë') = Ë' est un sous-espace dense de Jf. Ë' est aussi sous-espace dense
de 5f"; nous allons voir que, sur Ë', les normes induites par JTet #" coïn-
cident. En effet, d'après (4,4) appliqué à L et à Hë' e E':
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(10,12) 1 è' \* = 1 ë' |U = || LHë' |U = <LH*',HF>i'j.

= <HLHë'.e'yVl = <Hë'9e'y1/z=lë'l* >
d'après (10,6).

Alors X et «^' coïncident, comme complétés dans E de 2?' pour la norme
(10,12). Comme Jf est sous-espace de <=£? pour la norme induite on a
Jf'= CtfiLSe donc H ' ^ L : R' est bien le plus petit noyau ^ 0 inverse
de H. Le reste de l'énoncé est évident; HH' est l'identité sur 3tf d'après la
Proposition 22bis; R'H est défini sur J2\ puisque H(£P) = Jfet il vaut l'iden-
tité sur 3të' et 0 sur ^T, c'est donc bien le projecteur orthogonal de 3? sur

Remarque 1. On savait à l'avance que M" n f f " 1 ^ } ) = {0}, puisque
H est un isomorphisme de 34?' sur Jf. La Proposition 31 donne la forme
générale des noyaux L ^ 0 inverses de H:L = H' + N, avec N ^ 0,
HiV = ]Viî = 0, et la structure générale des sous-espaces hilbertiens corres-
pondants : J5? = Jf' + Jf, avec ./T sous-espace hilbertien arbitraire de
H-\{0})cE.

Remarque 2. Il faut se méfier de ces "inverses" de H et se rappeler
que Se{Ë'\E) n'est pas une algèbre. H' est un inverse de «#*, H'H vaut l'iden-
tité sur Si et sur Jf', mais pas sur 3?\ Dans le même ordre d'idées, on pourrait
croire que les noyaux L et JV, comme le noyau H', se prolongent en opéra-
teurs continus de J>f dans ££, II n'en est rien: si Jf ^ {0}, L et N ne sont
jamais continues de Ë' munis de la topologie induite par 34? dans E.

Si en effet l'un d'eux était continu, l'autre le serait puisque L—N = H'
est continu, de 2/P sur 3P\ Et alors L et N se prolongeraient, par conti-
nuité, en applications linéaires continues de Jf7 dans E quasi-complet. Mais
NH est nul sur Ë', donc N est nul sur H(Ë'), dense dans Jf (Proposition 7);
donc N serait nul sur Jtf*. Mais alors N(Ë') a N(34?) serait aussi {0}, or il doit
être dense dans Jr.

Application aux problèmes aux limites du type de Neumann.

On pose fréquement les problèmes aux limites elliptiques de la façon
suivante. On se donne un sous-espace hilbertien ££ de E = @'(X), X ouvert
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de R\ On suppose que Ë' est contenu dans J£?, avec injection faiblement
continue, mais non nécessairement dense (et en fait, les cas les plus intéres-
sants sont ceux où il n'est pas dense). Pour tout e' de E' l'application
linéaire e »>-*(l\ë') est faiblement continue sur E', donc définit un élément
Hl de 3> avec

(10,13) <H/,e'> = (/|ê')*.

H est un3 application linéaire faiblement continue, donc continue, de Jâf
dans E.

(Cet opérateur est, si l'on identifie 3? à son anti-dual J£?', l'adjoint de l'in-
jection de Ë' dans Ĵ 7). On suppose que H est un opérateur différentiel el-
liptique C00, donc un opérateur prolongeable au sens défini page 218. Alors
3? dé.init un problème aux limites relatif à l'opérateur elliptique H, comme
suit. On dit qu'un élément / de J£? vérifie la condition homogène de Neuman
relative à ££ si Hl est dans Ë', et si on a

(10.14) <H/,£> = (l\k)# pour tout k de J2\

Soit alors ë' e Ë\ On appelle solution du problème de Neumann

(10.15) Hl = è'

un élément / de £é? vérifiant (10,15) et la condition homogène (10,14). C'est
simplement équivalent à dire que l'on a, pour ke£?\

(10.16) <ê',Ê> = (l|fc)* , ou <fc,O = (k |0* .

Et on montre sans dificulté l'existence et l'unicité d'un tel élément I, que
nous noterons Le'; Lest appelé le noyau de Neumann du problème de Neu-
mann défini par J2f\ (10,16) devient

(10.17) <fc,O = (k\^% P o u r t o u t k e J ^ -

Interprétons ces résultats en termes de noyaux de sous-espaces hilbertiens.

H est faiblement continu de Ë' dans £, et trivialement hermitien ^ 0, car

(10,13) donne

(10,18)
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Donc il définit un sous-espace hilbertien 3f de E; et par hypothèse H
est prolongeable, nous pouvons donc appliquer les résultats qui
précédent. Sur Ë\ la norme Ë'^, définie à la formule (10,6)
n'est autre, d'après (10,17), que la norme induite par J£\ Donc les
conditions de la Proposition 30 sont vérifiées, 3f est normal, et l'adhérence
de Ë' dans J£f, qui est le complété de Ë' -, dans E,est Fanti-duaL^'deJf. Sur
«^', H est l'isomorphisme canonique ffî' ->^f ; son inverse/?', noyau de «*f',
s'appelle aussi noyau de Green de H. Soit JV l'orthogonal de^f7' dans ££\
sur Jf, H est nul d'après (10,13); donc l'espace & = Jr + J^ a exacte-
ment l'allure indiquée à la Proposition 31, et son noyau est un inverse de H.
Ce noyau n'est autre que L, d'après l'égalité (10,17). On voit donc qu'en
réalité, des que ££ est donné, le noyau de Neumann L est immédiatement
connu, avant même toute interprétation d'un problème aux limites: c'est le
noyau de J2\ La propriété L-H' = iV ;> 0 résulte de la Proposition 31. Le
problème de Dirichlet est un problème de Neumann particulier, correspon-
dant à & = !&'.

Par exemple, si D est l'opérateur différentiel (4,11), 2tf = Jf~s, i P = 3tfs
0

(problème de Dirichlet); le problème de Neumann (correspondant à l'annu-
lation de dérivées normales au contour) correspond à ££ = ^fs. Nous re-
trouvons ainsi ce qui a été annoncé page 149.

Fréquemment, ££ est donné comme espace hilbertien, mais on se donne
en plus une forme bilinéaire continue hermitienne B sur «Sf, coercive, c. à d.
telle que

(10.19) - £(/,/) ^const. || J | | 1 .

Et c'est par rapport à B et non à ( | )^ qu'on résout le problème. Mais on
remarquera que la structure hilbertienne initiale de ££ est sans intérêt, et que
B définit une structure hilbertienne équivalente, à laquelle on applique ce qui
précède.

Enfin si B est seulement une forme sesquilinéaire continue, non hermitienne
mais coercive, c. à d. vérifiant

(10.20) RQBQJ) ^ const. || /1|£,
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on peut résoudre le même problème de Neumann relativement à B. Cette
fois, le noyau de Neumann est le noyau de Jf, muni d'une structure "ses-
quilinéaire" (non hilbertienne, ni même hermitienne au sens du §12), c. à d.
de la forme B. Le noyau se définit dans ce cas simple comme pour une struc-
ture hilbertienne. On définit une application linéaire continue y de J£?
dans J5 ' ;

(10,21) B(k\k) = (h\yh)<?^ .

La formule de coercivité montre que y est un monomorphisme, car |
^ const. || /1 |^, mais aussi que son adjoint, qui opère encore de JSf dans «£?',
est un monomorphisme, donc c'est un isomorphisme de ££ sur JSf'; si 0 est
Pisomorphisme réciproque «£?'->=£?, on définira le noyau associé à (Jâf ; J3)
par L = j6j*9 et c'est bien lui le noyau de Neumann vérifiant (10,17).

Enfin on se préoccupera en général de prolonger L à des espaces plus
grands que Ë'. Si F est un sous-espace de £, à injection faiblement continue
normal, et si ££ a F avec une injection faiblement continue, on pourra af-
firmer que L se prolonge en une application linéaire faiblement continue de
F' dans J£\ Par exemple, dans le cas cité plus haut, où ££ = c^s, on peut,
si la frontière t de X est assez régulière, prendre F =^~1 / 2(5 4) , et L opère
continuement de Jf "1/2dans J^s. Par contre, comme nous l'avons indiqué
à la Remarque 2 après la Proposition 31, pour X borné, L n'opère jamais
de 2tf ~s dans 2%\

§11. Applications à la théorie du potentiel.

Charges et potentiels. Soit X un ouvert de Rrt,D un noyau
^ 0 : @(X)^@'(X); on a donc, V0e^:<D<£,$> ^ 0 . D définit un sous-
espace hilbertien #^ de @'(X); on suppose essentiellement dans la suite que
HT est normal On l'appelle alors espace des charges d'énergie finie (55);
c'est le complété dans @' de D@, muni de la norme

(11,1) \\D<i>y

(54) Si X est un ouvert borné de R w à frontière assez régulière, J^s est normal
si et seulement si s ^ 1/2. Voir Lions [1], Chapitre II.

(55) pour les notions de charges et potentiels d'énergie finie, et leurs principales prop-
riétés, voir par exemple Deny [1].
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Le carré de la norme d'une charge TeiV s'appelle son énergie. W' = W

s'appelle espace des potentiels d'énergie finie; il est aussi normal; son noyau

G est appelé l'opérateur de Green de D dans X. On a vu (Proposition 22bis)

que D et G se prolongent en opérateurs, encore notés D et G : °ll -> if, iV -*> ̂ ,

qui sont les isomorphismes canoniques réciproques entre iV et °ll = 1V ;

D prolongé s'appelle aussi l'opérateur charge, G prolongé l'opérateur po-

tentiel; pour une charge Te # \ GTest son potentiel; pour un potentiel Ueffl,

DU est sa charge.

On a, pour SeiV, Te^; U e°ll, VeW:

(11,2) UU\V)m = <DU,V ï

II est assez habituel en théorie du potentiel de partir de D, de trouver G, et

de construire iT à partir de G comme le complété dans Q)' (Proposition 29)

de S muni de la norme

(11,3) 1 1 ^ = <G4>,<£>l/2

C'est une bidualisation assez illogique, puisque *W peut être construit par

(11,1) sans connaître G, et même si °U et G n'existent pas, c. à d. si #" n'est

pas normal. En même temps la relation °U — IV' est en général passée in-

aperçue.

Balayage. La balayée de Te iV sur un ensemble fermé F de Rn est la

projection orthogonale (dans i^) Tp de T sur le sous-espace fermé if¥ de

"W formé des distributions à support dans F.

Pour avoir une théorie intéressante, on est en général obligé de faire, sur

l'anti-dualité entre °U et IV> l'hypothèse supplémentaire suivante:

(Supp) Si Ue°tt et TeiV ont des supports sans points communs, et si

celui de T est compact, alors (U,T)^r, w = <(7,r> ^f ^ = 0.

Comme (U, T}^, ^ est toujours défini par passage à la limite de <C/5$V>^'^

pour des (j)v de 2 tendant vers Tdans 1f, cette propriété sera sûrement con-

séquence de la suivante :



SOUS-ESP ACES HILBERTIENS... 2 2 5

Toute TeW à support compact est limite dans *W d'une suite de fonctions
de @9 à supports dans un voisinage arbitraire du support de T.

On voit que cette propriété sera elle-même conséquence de la propriété
d'approximation par régularisation (56), fréquemment satisfaite par HT.

Proposition 32 Les potentiels de T et de sa balayée T% sont égaux
dans l'intérieur F de F. Si l'hypothèse (Supp) est réalisée, deux charges
dont les potentiels coïncident au voisinage d'un compact F ont même ba-
layée sur F.

Démonstration.

La balayée TF, projection orthogonale de T sur iTF ,est caractérisée par:
? et

(11,4) VReW*Fi (T\R)W =

En faisant R = (j>e@ à support dans F, et en utilisant la première formule
(11,2), on voit que GT et GTF coïncident sur de telles fonctions (j) donc
coïncident dans F. On voit qu'on a même plus: GTet GTF ont même valeur
sur toute (j) e Si à support dans F.

Si d'autre part F est compact et (Supp) réalisée, et si GT= 0 au voisinage
de F, GTet R ont des supports disjoints pour R e HTF9 donc (GT\R)jp-,9ïr =0
donc (T|RV = 0, et la balayée de T sur F est nulle; par différence, on en
déduit la deuxième partie de l'énoncé.

Si F est compact, il existe Te iT dont le potentiel GT soit égal à 1 au voi-
sinage de F; il suffit de prendre (j)e@ égale à 1 au voisinage de F, alors
4> e°U et T=Dcj) répond à la question. Si (Supp) est vérifiée, la balayée Tp de
Tsur F est indépendante du choix de T, c'est la distribution d'équilibre de
F. Son potentiel vaut 1 dans l'intérieur F de F.

Restriction à un ouvert Y c X
Soit maintenant Y un ouvert de X. Il existe une injection naturelle

i: D(Y)-+@(X); pour ^e§ (Y) 5 ^ 5 encore notée 0, s'obtient en prolongeant
0 par 0 dans X n C -̂ La transposée U et l'adjointe i* sont l'opération de

(56) Schwartz [3] ,page 8.
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restriction p:9'(Y)-*9'(X): pour Te9'(X),pT9 encore notée T, est sa
restriction à l'ouvert Y de X. Le noyau D a aussi une restriction pD, encore
notée D, à Y: pour (j) e^ (Y) , (pD)(j) = p(D(j>) = pDicj) ou i*Di(j):

j^( Y) i> 0(X) %> 9'(X) l^9\Y).

Bien entendu pD est encore un noyau ^ 0 sur Y, et définit un sous-espace
hilbertien de 9'(Y) qui n'est autre, d'après la Proposition 21, que l'image
\*HT = pW de if par la restriction p (mais, en tant que défini par pD, il ne
dépend que de la restriction de D à Y et non de l'ouvert X sur lequel D était
initialement défini; aussi Pappellerons-nous if {Y), espace des charges d'éner-
gie finie défini par D sur Y). Une distribution S de $>'{J) appartient à i^(Y)9

si et seulement si elle est la restriction pT à Y d'une distribution T de W,
et en outre:

(11.5) ISI,™ = Inf ||T||^ .
pT=S

Si nous reprenons la Proposition 21, if est somme directe de deux sous-
espaces orthogonaux: ifF = # ^ n p~1({0}), ensemble des charges de support
dans F = XnGY, et iT^=^, son orthogonal, adhérence de D@(Y) dans
HT, espace des charges dont la balayée sur F est nulle. Alors p est une iso-
métriede J^ sur ̂ T( Y), de sorte que le Inf de (11,5) est un Min: pour S e if {Y),
il existe une T et une seule de HT telle que pT= S et || T\w = || S l^y), elle
est caractérisée par le fait d'être dans J£\ Si Te if est telle que pT= S, et si
Tp est sa balayée sur F, T— T$ est la projection orthogonale de T sur
«£?, et on a :

/ 11 /r\ II c i l 2 H T » T J > ! | 2 H T I I 2 11 T - D H 2

(11.6) || S ||^(y) = II T - T> lu, = H T j | ^ - II TF Wr.
Puisque D@(Y) a &9 on a, pour 4>

Le fait que TF soit normal dans 3)\X) n'entraîne pas nécessairement que

1T(Y) le soit dans 9'{Y). Si 4>e9(Y), i<j> est dans 9{X)a9\X)9 et sa
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restriction i*i<j> est <j) elle-même; comme W est normal, i^eW, donc
0 = ï*i$e^(Y). Ainsi @(Y) est un sous-espace de W(Y), mais non né-
cessairement dense. L'opérateur pD ne permet donc pas nécessairement de
faire une théorie des potentiels dans Y. &(Y) est dense dans iT(Y) si et seule-
ment si i@(Y) c W a une projection orthogonale sur S£ dense dans ££.

Cas où D est un opérateur différentiel C00.

Nous nous bornerons désormais à ce cas (D est alors prolongeable dans
@'(X) au sens du paragraphe précédent page 218). Alors pD est le même
opérateur différentiel restreint à Y, on l'écrit encore D et il est encore pro-
longeable dans @\Y). Donc (Remarque 1 après la Proposition 30) iT(Y)
est normal: D{@{Y)) c^ (Y) est dense dans iT(Y) et D définit une théorie
des potentiels dans Y. On peut aussi le voir en appliquant la Proposition 31:
pG est un inverse ^ 0 de pD (pour <£e^(Y), pG-pD-cj) = p-GDcf)
= <£, pD-pG-(j)= p-DGp = $), donc W{Y) est normal. En outre, cette
même Proposition 31 montre que p°U est somme directe de deux sous-espaces
fermés orthogonaux: JV = p f P I D " 1 ^ } ) , espace des UepW vérifiant

DU = 0 dans Y, et ^(Y) ^WÏJ)1, qui sera l'espace des potentiels d'énergie
finie dans Y, relativement au noyau D (et qui ne dépend que de la restriction
de D à Y, et non de l'ouvert X dans lequel D était initialement défini, ni de
#" et de °U relatifs à X). Cette décomposition p°U = Jf + ^(Y) est essen-
tielle: l'espace des potentiels de D dans Yn'est pas la restriction à Yde l'espace
des potentiels de D dans X, il est plus petit. Si JV est le noyau de Jf relatif
à ®\Y)y et G(Y) le noyau de %{Y), G{Y) est l'opérateur de Green de D pour
l'ouvert Y; ce n'est pas la restriction pG = G de G à Y, mais l'on a
pG = N + G(Y).G(Y) est le plus petit inverse ^ 0 de D dans Y. (11,6) donne
(puisque G:^T-^^ et G(Y):1T(Y)-+ûlt(Y) sont des isométries), pour

(11,7)
112

D'après la Proposition 31, on a DN = ND = 0; D-G(Y) est l'identité
sur W(Y)\ G(Y)-D est le projecteur orthogonal de p<% sur ^ ( )
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La décomposition orthogonale if = if? + J£? donne, puisque G est une
isométrie de HT sur °ll, une décomposition orthogonale % = GWF + G£?.
G#^F est l'espace des potentiels U sur X, vérifiant DU = 0 dans Y On peut à son
tour le décomposer en somme orthogonale °UX + <%/2,oxiWl = ^ H p - ^ O } ) ,
est l'ensemble <%F des potentiels sur X à support dans F, ou nuls dans Y,
et W2

 s o n orthogonal dans GWF\ p est une isométrie de tfl2
 s u r ^ « Alors

<& = <&x+ty2 + «f3, ^ 3 = GJ£P; puisque J£? est l'adhérence de D(@(Y)) dans
-5T, °UZ est l'adhérence de ^(Y) dans f̂, et les distributions de & et < 3̂ ont
leur support dans F. En outre, p est une isométrie de ^(Y) c ^ 3 sur
0 ( Y ) T = # ( Y ) : (pour ^e^(Y) , ||* ||*2= || 0||5(n = < ^ ^ > ) donc, en
prolongeant par continuité, une isométrie de ^ 3 sur %{Y).

Ces développements montrent que certaines démonstrations classiques de
la symétrie ou de la positivité du noyau de Green G{Y) de D dans Y sont
maladroites (et en particulier font intervenir beaucoup trop d'hypothèses):
G(Y), noyau de iT(Y)' dans @'(Y)9 est hermitien ^ 0 .

Remarquer aussi qu'il n'y a pas symétrie entre les rôles de if et de ^ ,
de D et de G: D est prolongeable, G ne l'est pas. C'est ce qui fait que piT
est normal alors que p°ll contient £&(Y) mais n'est pas normal, de sorte que
7T(Y) = p # , W(Y) ï p°ll\ de même pour <£ e 3{Y), || ̂  ||^(y) = || <j> ||», alors
que || 0 | |^ ( r ) # || 4> \w (Formule (11,7)) (mais || D(j> \\W(Y) = || D4> \w, (11,
6 bis)).

Enfin le problème de Dirichlet relatif à D et Y se pose comme suit. Disons
qu'un potentiel V e p°U est "nul au bord de Y" si il est adhérent à QJ{Y)
dans p% c. à d. élément de #(Y). Alors, pour TeiT(Y)9 17 = G(Y)T est
l'unique solution de DU = Tdans Y, nulle au bord. Si Vep<%, l'unique so-
lution de DU = T, égale à Fau bord, est V + G(Y)-(T- DV).

Comparons ces résultats généraux à ceux de la théorie newtonienne du
potentiel, correspondant àD=— A + a, A laplacien dans Rw, a > 0. Prenons
X = R", et omettons le partout.

On se trouve exactement dans la situation de l'exemple page 223 ; l'espace
— n d

if de noyau - A + a est JaL2 + Z -=— L2 = ^f"1 qui est bien normal,

et son anti-dual °U est ^ 1 , avec le produit scalaire
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(11.8) =\(afg+Ï K |1) dx ;
R"

Le noyau de % dans ^ ' est l'opérateur de Green G = Ga de - A + a;
— À + a et Ga sont les isomorphismes canoniques réciproques entre ffî*
et <?f ~x, pour la norme (11,8) dans ^ .Le balayage est bien celui qui est
défini dans la théorie classique du potentiel. Il existe, de plus, dans cette
théorie, des propriétés particulières: on peut définir la notion de capacité
d'un ensemble, et de propriétés vérifiées quasi partout sur R", c. à d. sauf
sur un ensemble de capacité nulle; un potentiel U e % est ure cksse de
fonctions définies quasi-partout et deux à deux quasi-partout égales ; la pro-
priété (Supp) (page 224) est vérifiée puisque Jf * a la propriété d'approxima-
tion par régularisation. La Proposition 32 s'étend comme suit: T^est carac-
térisée par le fait qu'elle a son support dans F, et que son potentiel est
égal à celui de T quasi-partout sur F; deux charges ont même balayée
sur F si et seulement si leurs potentiels coïncident quasi-partout sur F.

Regardons maintenant ce que deviennent dans ce cas les résultats relatifs
à un ouvert de Rn. L'espace iT(Y) relatif à Y a le noyau - A + a dans
®'(Y)9 donc c'est tf~\Y), qui est bien normal. Mais ici p°U = p{^)\ c'est
un sous-espace de ^(Y), qui ne coïncide avec ^ ( Y ) (en tant qu'ensemble
mais pas avec la même norme) que si Y est assez régulier. (Par exemple, si
la frontière Yest une hypersurface £ de classe C00, compacte, et si en chaque
point de £, Yest d'un seul côté de S. Dans la suite, nous appellerons cet
exemple le cas régulier). Il est la somme Jf + °iï(Y) de deux sous-espaces
fermés orthogonaux, ^ espace des fonctions a-harmoniques (vérifiant
( - A + a) U = 0) de p(Jf) et ^(Y) = (^f?~i(Y)y = 3tf\(Y) (adhérence de

^(Y) dans tf\Y)) muni de sa norme habituelle (11,8) (avec [au lieu de

). G(Y) est le noyau de Green de - A + a dans Y; - A + a et G(Y) sont
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les isomorphismes canoniques réciproques entre J^l(Y) et Jf"1(Y). fyt

est le sous-espace de ^ ( R " ) formé des fonctions nulles dans Y; %\ + ÖÜ2

le sous-espace formé des fonctions a-harmoniques dans Y; Qlz = GJSP le sous-
espace des fonctions quasi-partout nulles sur F = $Y [Te 3? si et seulement
si sa balayée sur F est nulle, c. à d. si et seulement si son potentiel GT est
quasi-partout nul sur F]. Mais les raisonnements faits sur Y peuvent être
faits sur C^ dans le cas régulier. Alors, de même que ^ 3 , adhérence de @(Y)
dans °U, est l'espace des fonctions de «?f * quasi-partout nulles sur F = C^
ou aussi bien sur §Y, de même <%u espace des fonctions de ̂ f1 nulles sur Y9

est, dans le cas régulier, l'adhérence de @(Q7) dans Jf1; et alors, de même,
que ûti1 + ^2> orthogonal de ^ 3 , est l'espace des fonctions de #* a-har
moniques dans Y, de même °U2 + ^ 3 , orthogonal de °UU est, dans le cas ré-
gulier, l'espace des fonctions de 2tfx a-harmoniques dans $Y.

On sait que toute fonction de f̂x a une trace sur toute hypersurface E
de classe C00 (il suffit de prendre sa valeur quasi-partout sur Z); alors,
dans le cas régulier, Jf J(Y) est le sous-espace des fonctions de J^\Y) de
trace quasi-partout nulle sur £ , et aussi des fonctions qui, prolongées par 0
dans pY, appartiennent à Jf ^R").

Il n'est pas inutile de voir les relations entre les normes dans les 2 espaces
*l(Y) et pG#*(R")). Soit ƒ e JT\ Y). Sa norme dans JF\Y) est donné par

(11,8) avec au lieu de .Sa norme dans pét?1 est

Rn

où fetf * ( RM) est égale à ƒ dans Y, et orthogonale dans^f ihW1 = ^'1(
c. à d. située dans °U2 + # 3 , donc, dans le cas régulier, ^-harmonique dans
C?. On a donc toujours

en outre, dans le cas régulier, on a toujours >, sauf si ƒ = 0 dans
Cf, c à d. si/eJfJ(R").



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 2 3 1

Le problème de Dirichlet indiqué page 228 est bien le problème de Dirichlet
classique pour TeJ^~\Y), U = G(Y)T est l'unique fonction de ^fj(7)
(c. à d. dans le cas régulier, l'unique fonction de 2tf *( Y), de trace quasi-partout
nulle sur S) vérifiant ( - A + a) U = T. Le ƒ de (11,9) est, dans le cas régulier,
le prolongement de ƒ dans Rn, a-harmonique dans $Y, et prenant les valeurs
de ƒ au bord Z de C^ (problème de Dirichlet extérieur).

On peut étudier les mêmes problèmes avec a = 0. Mais alors iV n'est
normal dans R" que pour n ^ 3 (voir plus loin, Proposition 33). En outre,
quand il en est ainsi, iT est vontenu dans Jf'1 mais strictement plus petit,
et <% contient 2tf* mais est strictement plus grand. Si l'on convient de ne
partir de 1 = RB que pour n ^ 3 (ou de partir de X borné pour n quel-
conque, car alors iP(X) est normal, voir Proposition 34), tous les résultats
relatifs à a > 0 restent valides pour a = 0; et, pour Y borné, on a toujours

c^?-1(Y), et W(Y) = jrl(Y), avec les normes (11,8) où f est
ira»

r K

remplacé par , et a par 0 [il suffit en effet d'appliquer le corollaire de la
^ Q

Proposition 30, avec ut=-z—, ̂  = L2(Y). L'inégalité classique, pour Yborné:

(1141) ƒ \<}>\2dx £ c(Y) ƒ

2

dx
Y Y

montre que (@(Y))#iYy (le j?#, de ce corollaire) a une injection continue
dans @'(Y),et que la norme || • | | " ^ j ^ e s t bien équivalente, sur ^(Y), à la
norme || • \\^i{Y), donc que le complété W(Y)' = W(Y) est ^J(Y)] .

Nous avons dit plus haut que, pour D= -À, iV n'est normal dans Rw

que pour n ^ 3. Ceci résulte du résultat suivant:

Proposition 33. Soit D un opérateur d'/r?rentiel a coefficients con-
stants, de type ^ 0. Soit P = ^(Dô) son polynôme associé, P ^ 0. Pour
que Vespace if, de noyau D dans @'(Rn), soit normal, il faut et il suffit que

— soit localement intégrable et tempéré. Dans ce cas, si E est la solution

élémentaire de D définie par W—, le noyau de Vespace % des potentiels est

G = E*9 c. à d. 4> <"-•£* <j).
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Démonstration. L'opérateur D, étant à coefficients constants, est in-
variant par les translations de RM, opérant sur @'(Rn) et ^(Rn); donc il en
est de même de l'espace iT qu'il définit dans @'(Rn) (invariance par un auto-
morphisme, page 182).

1°) Supposons alors Anormal. Son anti-dual W' c 2' est aussi invariant
par les translations de Rn (nous utilisons ici le fait que ces translations, opérant
sur 2 et 2\ laissent invariante l'injection I de 3f dans £&'); donc son noyau
G est une application linéaire continue de 3f dans S ' , commutant avec les
translations de RM, donc une convolution <p *->E * <£, Ee®'(R"). D'après
la Proposition 28 bis, on a nécessairement DE = <5; en outre E est de type
positif au sens de Bochner, du fait que G est un noyau ^ 0: pour toute $ e 3i9

on a

(11,12) <£* ^,$> = <G<£,$> ^ 0 .

L'image de Fourier de Dô est un polynôme P, et la positivité de D se traduit

immédiatement par P ^ 0; 3FE est une mesure \i ̂  0, et DE = <5 s'écrit P/x = 1

c. à d. = d£, mesure de Lebesgue; donc /i = — dÇ dans le complémentaire de

la variété des zéros de P; cela prouve déjà que — est localement intégrable

sur RM. Ensuite, on a nécessairement ti = —dÇ + v, v ̂  0 portée par la variété

des zéros de P: fi doit être tempérée donc aussi — et v.

Remarquons réciproquement que, pour toute mesure jx de cette forme, on a

P/z = 1 ; donc E = W\x est une distribution de type ^ 0 telle que DE = ô,

et G:cj) ^-»E * </> est un noyau ^ 0 inverse de D. La Proposition 31 dit

alors que G est le plus petit noyau ^ 0 inverse de D, donc on a nécessaire-

ment v = 0, et E = IF—, G = E * .

2°) Inversement, si — est localement intégrable et tempérée, si E = ^-p-»

G = £ * est un noyau ^ 0 inverse de D, donc d'après la Proposition 31
HT est normal.
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Exemple. D= - A,P«) = 4TT2|£|2(|£| = (£ tf}"2). Alors^—^ est

localement intégrable si et seulement si n ^ 3, et alors il tend vers 0 à

l'infini, donc est tempéré: if est normal pour n ;> 3. Dans ce cas, G = E*

avec

(11,13)

5n étant l'aire de la sphère unité dans R\

II est bien classique d'utiliser ce noyayu G pour la théorie des potentiels
newtoniens relatifs à - A . Il y a une infinité d'autres inverses ^ 0 de-A,
de la forme G + N, iV^O, A ° N" = 0; la Proposition 31 nous dit pourquoi
on doit prendre G lui-même, le plus petit, puisque nous voulons que <%=if'9if

normal. Prenons maintenant l'opérateur - A dans R2, par exemple. Dans
la théorie classique du potentiel, il y a toujours un certain embarras à définir
if; cela tient à ce que l'on cherche à définir if à partir de G, noyau de if'

(Proposition 29), ce qui est une bidualisation fâcheuse lorsque if' n'existe
pas comme sous-espace de 2'\ En réalité, if existe encore, comme espace
associé à - A, mais il n'est plus normal, 2 à^W T Voyons ce qui en est.

a le noyau: multiplication par P = 4TI 2 | ^ | 2 . Donc (Proposition 22)
= 2TC I £ |L2. Soit (j> G0(Rn), $ =&<!>. Alors $ e2%\Ç\L2 équivaut à

y 6 L2, où ^(0) = 0 (compte tenu de ce que $ est analytique et dans L2)

ou à (f)(x)dx = 0: if C\3) est le sous-espace de S formé des fonction

W1

d'intégrale nulle, hyperplan dans 3f.

Proposition 34 Soit D un opérateur différentiel a coefficients con-

stants, de type positif sur Rn. Pour tout ouvert X borné non vide dans Rw,
le sous-espace hilbertien if(X), de noyau D relativement a 2'(X), est normal',

en outre °U (X) cL2 c#~(X). Soit D' un opérateur différentiel a coefficients

constants; soient P = &(D5)9P' = &(D'8). Pour que D'#(X) ciT(X)9 il

faut et il suffit que P' soit plus faible que P au sens d'Hörmander (57).

(57) Hörmander [1], 2ème partie, Chapitre III, 3.3, page 71.
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Nous démontrerons cette proposition en même temps que d'autres dans
une étude ultérieure sur les espaces hilbertiens associés à des opérateurs dif-
férentiels de type ^ 0.

Mais cette proposition suffit à montrer qu'il existe des théories du po-
tentiel et des problèmes de Dirichlet, pour des ouverts bornés de RM

5 pour
des opérateurs différentiels très loin d'être elliptiques: ainsi D2? où • est

l'opérateur des ondes r -^- -—- —— est hyperbolique, son prob-
e s ôx ± oxn _ 1

lème de Cauchy est bien posé (et de solution classique) par rapport à la
variable temps t = xn\ cependant il est de type ^ 0 (comme tout opérateur
D*D), donc il a un problème de Dirichlet pour tout ouvert borné. Le tout
est de bien savoir l'interpréter; les espaces W et % donnent la bonne solu-
tion du problème.

§12. Sous-espaces hermitiens et noyaux hermitiens associés.

Revenons aux résultats de la fin du §8. Le cône Hilb(E) associé à un espace
vectoriel topologique E, localement convexe séparé quasi-complet, est ré-
gulier, donc engendre un espace vectoriel sur R, que nous appellerons
Hilb(E)(g) R (ce n'est pas un produit tensoriel à proprement parler!). Un
élément de Hilb(E)®R peut s'écrire, d'une infinité de manières comme
différence formelle #Pt — 2tf2 de deux sous-espaces hilbertiens de E, avec
la relation d'équivalence ^f ̂  - j r 2 ~ JT3 - Jf4 si tf± + Jf4 = ^ 2 + .#%.
De même J?+(E) engendre un espace vectoriel sur R, que nous appellerons
j£?+(E) ® R et qui est l'espace des noyaux hermitiens relatifs à E, suscep-
tibles d'être exprimés comme différence de 2 éléments positifs. L'isomor-
phisme Hilb(E) -> <&+(E) se prolonge de manière unique en un isomorphisme
Hilb(E)® R-*J2?(JE)® R, qui est encore fonctoriel. Notre but, dans ce
paragraphe, est d'exprimer les éléments de Hilb(E) 0 R comme sous-espaces
vectoriels ou classes de sous-espaces vecrtoiels de E.

Un espace pré-hermitien 30* est un espace vectoriel sur C (non topologique)
muni d'une forme hermitienne notée (h,k) «*-* (ft | fc)*. Si cette forme est
^ 0, c'est un espace préhilbertien ; il peut alors être muni d'une norme donc
d'une topologie, pour laquelle la forme hermitienne est continue; rien



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 2 3 5

d'analogue n'existe ici. La forme définit une application linéaire y de 3tf

dans son anti-dual algébrique c^*, par

(124) (fc|fc)x'

On dit que h et k sont orthogonaux si (h \ k) = 05 ce qui est équivalent à

(k\h)jp = 0 à cause de l'hermiticité de la forme. La forme est dite non dé-

générée si l'orthogonal de 2tf est {0}, autrement dit si y est injective.

Soit, d'autre part, Jf un sous-espace vectoriel de E, espace vectoriel to-

pologique localement convexe séparé quasi-complet. L'injection j : Jf-^E

a une adjointe j * : £* -• Jt?*9 donc a fortiori Ë' -> e^*. On appelle sous-espace

préhermitien admissible de E la donnée d'un sous-espace vectoriel 2/P

de JE, et d'une forme hermitienne non dégénérée sur ̂ f, notée (#|')jr> telle

que l'on ait:

(12,2) j*(E')cyJT.

Par exemple, soit JT un sous-espace hilbertien de E, de noyau associé K.

Soit 3tf un sous-espace préhilbertien dense de Jf\ avec la structure induite.

i k

Soient î, k les injections: 3iï-+ CtiC, JtT->E, de sorte que l'injection j : Jf-> E

est ki. L'application y^ relative à X est un isomorphisme de Cfc sur JT';

l'application 7^ relative à̂ f7 est 1*7^1; mais, tf étant dense dans Jf, a le

même dual, de sorte que i*:Jf*->ir* est l'identité: "X'-*W'\ si nous

identifions 3f/ et ̂ ' , i*^ / est simplement la restriction de y# à ̂  Le noyau

X associé à Jf dans E est Bk* où 0 est y^1: JT'-^JT; la condition (12,2)

relative à Jf s'écrit ici / c^ÊOciy^^) , où K(Ef)czJ^: un sous-espace

préhilbertien Jf de Jf, avec la structure induite, est admissible si, et seule-

ment s'il contient K(E'). Nous définirons plus loin un noyau associé à chaque

sous-espace préhermitien admissible : tous les ̂  tels que K{Ë') a 2tf c Jf

auront le même noyau K.

Il peut a priori paraître gênant d'introduire une aussi large famille de sous-

espaces, supprimant ainsi tout espoir d'avoir une correspondance biunicoque

entre sous-espaces et noyaux; mais nous verrons plus tard que, même avec

le sens le plus restrictif qu'on puisse donner à des sous-espaces herbitiens,
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une telle correspondance biunivoque n'existe pas; et la catégorie ici définie
s'avérera très commode pour les énoncés et les démonstrations.

Si alors ffî est un sous-espace préhermitien admissible de E, si 9 est l'ap-
plication y(3f)-+J$? inverse de la bijection y : ffî -> y(^), on peut définir
H =jQj* à cause de l'hypothèse j*(E') c=y(̂ T). H est une application linéaire
de Ë' dans E, et même de Ë' dans JF, si, comme déjà page 142, nous convenons
d'identifier jOj* et Oj*.

Proposition 35. Soit J4? un sous-espace préhermitien admissible de E.
L'application H:Ë'-+E définie ci-dessus par jQj*, estun noyau hermitien.
Il vérifie (4,2) et (4,3). Inversement, si 3f est un sous-espace vectoriel de E,
s'il est muni d'une forme hermitienne non dégénérée, et s'il existe une
application linéaire H:Ë''-*Jt?9 vérifiant (4,2), #? est sous-espace pré-
hermitien admissible de E, et H est non noyau. Enfin, tout noyau hermitien
H:Ë' ->E, est associé a au moins un sous-espace préhermitien admissible.

Démonstration. (4,2) se démontre comme à la Proposition 6. On en
déduit (4,3), donc H est hermitien, donc est un noyau hermitien par la Pro-
position 4.

Inversement, soit Jf c E, muni d'une forme hermitienne non dégénérée,
et supposons qu'il existe une application H:Ë'-+E vérifiant (4,2).

La relation (h \ Hë')^ = (h \ yHë')*,*, = (jh \ ë')EË, = (h \j*ë')s9E montre
que yH=j*5 donc j*(2?') <= y(J^), donc tf est un sous-espace préhermitien
admissible de E. Ensuite, y étant injective, yH = j * donne H = 0j*, H est le
noyau de #P dans E.

Soit enfin H un noyau hermitien: Ê' ->E. Alors Jf = H(Ë') est un sous-
espace vectoriel de E, muni de la forme hermitienne (4,3) (nous avons vu,
à la démonstration de la Proposition 16, que cette forme est bien définie).
Cette forme est non dégénérée : si Hë' est tel que, pour tout ƒ ' e E', (Hëf j Hf')#
= 0, on a aussi (He'J'> = 0 donc Hë' = 0. Pour e' eE' , j*ë' est la forme
anti-linéaire sur J4? définie par restriction à Jf de la forme anti-linéaire dé-
finie par ë' sur E; l'égalité (4,2) montre alors que yHë' =j*e', donc on a ici
exactement ƒ*(£') = y{^)\ H{Ë') est un sous-espace préhermitien admissible
et alors (4,2) montre exactement que son noyau associé est H. {HË') est le
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plus petit (au sens ensembliste) sous-espace préhermitien admissible de E
ayant le noyau hermitien donné H.

Soit maintenant #? un sous-espace préhermitien admissible de £, u une
application linéaire faiblement continue de E dans F; essayons de définir un
espace préhermitien admissible image wpf). On pourrait être tenté de dire
que, comme ensemble, c'est l'image de 2tf par u; et ensuite de définir sur
cette image une structure préhermitienne; mais on n'y parviendrait pas.
Revenons au contraire à la démonstration de la Proposition 21. Soit
jr = ^ f n i T *({()}); c'est un sous-espace vectoriel de ^f. Soit JT l'ortho-
gonal de Jf dans 3tf% relativement à la forme hermitienne de 2tf. On n'a pas
nécessairement J^ + Jf = 3tf. Considérons alors l'espace w(JQczF. L'ap-
plication u:2f -+F se factorise en :

X -> Jtr/JtT nJ^^F, û injective.

Si l'on munit Jf de la restriction de la forme hermitienne de Jtif, on obtient
une forme hermitienne éventuellement dégénérée, dont le noyau (sous-espace
orthogonal à l'espace entier) est X n */T. Alors, sur le quotient Jf/ Cfc n JT
on peut définir une forme hermitienne non dégénérée (c'est ce que l'on n'aurait
pas pu faire si l'on avait pris tf au lieu de Jf). On peut la transporter par ù
sur wpO> Qui e st donc muni d'une forme hermitienne non dégénérée; pour
x9yE2f, on a

(12.3) (x | y)* = (x | y)* = (M(X

Soient alors h = u(k) G u{JT)9 f'eF';

(12.4) </*,ƒ'VF< = (h\f)F>r = «k)\fyr

Si /CG^T, /i = w(fc) = 0, donc toutes ces quantités sont nulles; donc Hu*f'
est orthogonal à JV dans ^ , c'est-à-dire est toujours élément de Jf, quel
que soit ƒ' . Le dernier produit scalaire de (12,4) est donc un produit scalaire
dans Jf, et alors (12,3) montre qu'il vaut:

(12,5) <fcj ' } F F = (u(fe) j uHu*f')mir) = (ft | WHM* ƒ '
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Alors la Proposition 35 montre que w(Jf) est un sous-espace préhermitien
admissible de F, de noyau associé uHn*. C'est lui que nous appellerons sous-
espace préhermitien admissible de F, image de £F par w, et nous le noterons
ii(Jf). Il est contenu dans l'image ensembliste w(^), mais est en général
plus petit, d'où la notation différente ü au lieu de u (alors que nous avions
pu employer u pour les sous-espaces hilbertiens).

Par exemple, il pourra arriver que Jf = J^ (on le verra plus loin page 239),
alors l'ensemble u(J^) pourra être quelconque mais le sous-espace préher-
mitien ü(Jt) de F sera {0}. Si 3£ est un sous-espace hilbertien de E, le U(Jf)
que nous venons de définir coïncide bien avec le w(^f ) du §8. Si en particulier
E est sous-espace vectoriel de F, muni d'une topologie plus fine que la to-
pologie induite, tout sous-espace préhermitien admissible de E est a fortiori
sous-espace préhermitien admissible de F.

Pour un sous-espace préhermitien admissible Jf de £, et un scalaire réel
A, on définira /Uf7 comme {0} si /l=0, et, si À^O, comme le même espace Jt?
muni d'une nouvelle forme hermitienne, obtenue en multipliant l'ancienne par

-y. Si H est le noyau de Jff, celui de te? est ÀH.

Enfin, soient J^i9 Jf29 deux sous-espaces préhermitiens admissibles de JE,
de noyaux associés Ht et H2. Alors, Jt?± x Jf2 = ^ i © ̂ 2> muni de la
forme hermitienne ((xl9x2)\(yl9y2y)xlox2 = (x1\y1)jri + (x2\y2)#2 est
trivialement un sous-espace préhermitien admissible de E x £. Mais (x,y)
->x + y est une application linéaire continue $ de E x E dans E; l'image
® ( ^ i © Jf2), au sens de l'image U(J^) des pages précédentes, sera appelé
le sous-espace préhermitien admissible Jtf?

1 + J^29 somme de Jft et de J4?2.
On l'obtient donc comme suit. Le noyau JT de <Ù dans 3f est l'ensemble
des (fc1 ,fc2)eJf1©^2 tels que fc1 + fc2 = 0. Soit <>f l'orthogonal de Jf\
les points (Hxë\H2ë

f)9 e' eE\ sont dans X (voir démonstration de la Pro-
position 12). Alors la restriction à X de la forme hermitienne de ^^ ®^2

a pour noyau / H / * , donc définit une forme hermitienne non dégénérée

sur J f / ( j f r\JT); l'application O passe au quotient: X / ( JTn^T) >E9

et ^ + ^ 2 est O-(Jf/(XnJ /*)) = O(JT), avec la forme hermitienne

transportée. La démonstration de la page 133 montre que, si Jf?t et #?2 sont
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des sous-espaces hilbertiens de E, la définition donnée ici pour 2tf± -f Jf 2

redonne bien l'ancienne définition de 2tf± + 3P2. L'adjointe de <D:
(e1,e2) ^-^(e1 + e2) de £ x £ dans E, est <£*: ë' ^->(ë\ë') de i?' dans
Ë' x £ ' (application diagonale); le noyau associé à 34? t ®3f2 dans E x E
est (HUH2): (ë'uë'2) *'-*(Hië'uH2ë'2); donc le noyau associé à Jfly+Jf2

dans £ est Qo(HuH2)°<b* = fl^+JJ^. ê'—>Hxë' + H2ë'. D'ailleurs on
pourrait répéter directement la démonstration de la Proposition 12.

De même que ü(J^) peut être, en tant qu'ensemble, plus petit que u{3tf)9

3^x + 3^2 peut être plus petit que 34?l + 34?2. Prenons par exemple
Jt?! = ^ , 34? 2 = — tf. Ici le noyau Jf de l'application $ est l'ensemble des
(h, - ft) e JiP 0 ( - ^ ) . Son orthogonal JT est ^ lui-même, car
((kuk2)\(h, -/î)Ve(-jf) = ((fci + k2)\h)œ est nul si et seulement si/c2 = — /ci.
Alors l'ensemble ^ + (-&) est JT, alors que Jf + ( -^f ) = {0}.

La somme Jf x + (— ̂ 2 ) sera aussi notée Jf x ~ Jf2, ou même Jfi - 3f2,
l'ambiguité avec la différence ensembliste étant peu redoutable. Si Jtf\ et
Jf2 ont pour intersection {0}, alors JV = {0}, Cfc = M?

1®M?
2y et Jf j + f̂2

n'est autre que le sous-espace vectoriel Jf\ + $?2 de £, avec la forme her-
mitienne somme directe des formes données sur ̂ f t et ^2 ; e^! et 3f2 sont
orthogonaux dans ^ i + 3F2. Dans ce cas, on écrira aussi ffl± + ^ 2 au
lieu de ^ + #f 2 •

11 faudrait se garder de croire que la multiplication par les scalaires, et
l'image par une application, possèdent les bonnes propriétés qu'on attend
d'elles. Par exemple, l'addition, qui est commutative, n'est pas as-
sociative: (M?x + 3e2) + ^ 3 i= tfi + (c^2 + ^f3). C'est pourquoi il est né-
cessaire d'établir maintenant une relation d'équivalence entre sous-espaces
préhermitiens admissibles de E. Nous écrirons 3%^ #F2 si 3tfx - 2tf2 = {0}
(On a bien 2tf ~ 34?, comme nous venons de le voir plus haut).

Proposiotion 36. Les 3 opérations (X,3f) -v
+ 3^29 ^ ^"^ ü(3tT) sont supposées définies comme ci-dessus. Alors ffl^ a 3^2

si M*1-3tf?
2 = {0} est une relation d'équivalence; si H1 et H2 sont les

noyaux associés à 3^t et 3^2 relativement à E, on a 3tf?
i~ 2tf2 si et seule-

ment si Hv = H2. Les 3 opérations définies ci-dessus passent au quotient
par la relation d'équivalence: Vensemble Herm(£) des classes d'équivalence
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de sous-espaces préhermitiens admissibles de E, muni des lois de multi-
plication par les scalaires réels et d'addition, est un espace vectoriel sur
R. Inapplication M* •<*,-># (jf« = classe de M*, H noyau associé à 2F)
est une bijection linéaire de Herm(E) sur Vespace vectoriel (sur R) ££h(E)
des noyaux hermitiens Ë' -> E. Enfin, si u est une application linéaire faible-
ment continue de E dans F, 3tf* ^->(w(^))' est une application linéaire de
Herm(£) dans Herm(F), associée par la bijection précédente à l'application
linéaire H *-*uHu* de &h(E) dans £>h(F). Les fondeurs Herm et &h de
la catégorie des espaces vectoriels topologiques (sur C) localement convexes
séparés quasi-complets, dans la catégorie des espaces vectoriels sur R,
sont isomorphes.

Démonstration. Le noyau associé à JP± - J^2
 e s t #1 — #2- Ce sous-

espace préhermitien admissible de E est {0} si et seulement si son noyau as-
socié est nul [Bien évidemment le noyau de {0} est nul. Inversement, si un
sous-espace préhermitien admissible £F a pour noyau 0, on a jOj* = 0; mais
j et 0 sont injectifs, donc j * = 0 donc j = 0 et ffî = {0}).J Donc on a bien
Jf1 ~ Jf 2 si et seulement si Hl = H2. Cela prouve aussitôt que c'est une
relation d'équivalence; en outre on voit que cette relation d'équivalence est
compatible avec les opérations étudiées, qui ainsi passent au quotient. D'autre
part, l'application ^f • ^-> H est une bijection du quotient Herm(£) sur
l'espace vectoriel J£h(E) (Proposition 35); cette bijection respecte l'addition
et la multiplication par les scalaires réels, donc Herm(E) est aussi un espace
vectoriel sur R et sa bijection sur ££h(J£) est linéaire. La fin de la proposition
est évidente (voir la fin du §8).

Proposition 37. Soit *%? un sous-espace préhermitien admissible de E.
Supposons qu'il existe surJf une structure hilbertienne par rapport à la-
quelle la forme hermitienne donnée soit continue. Alors Jf admet une dé-
composition 3? = c^i - ^ 2 , c ^ et 2/F2 préhilbertiens admissibles, d'inter-
section nulle (donc orthogonaux dans Jtf). On a donc aussi une décompo-
sition de son noyau, H = H1 — H2, Hx et H2 noyaux positifs.

Démonstration. Notons ((•(•)) Ie produit scalaire hilbertien, supposé
exister sur #P, et ( • | • ) ^ la forme hermitienne donnée supposée continue.



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 2 4 1

On sait alors qu'il existe un opérateur hermitien continu A sur Jtf, tel que

(12,6) (h\k)# = ((h\Ak)).

Par la décomposition spectrale A = A+ - A~, on peut trouver 2 sous-espaces

vectoriels fermés 3fu 2tf2, de ^ , ^x(^^2 = {0}, ^ = Jf x + Jf2, ortho-

gonaux pour (('|-))» stables par A donc orthogonaux pour (*| •)«#>> e* tels

que A, donc ('|*)jr» soit ^ 0 sur Jfl5 donc définie positive, parce que non

dégénérée sur ffî donc sur ̂  et #?2\ et définie négative sur ̂ f 2. Montrons

que c^i et — 3tf2 sont des sous-espaces préhilbertiens admissibles. La de-

composition Jf = ^fj © #F2 donne la décomposition duale ^f * = Jf * © Jf J,

et, puisqu'ils sont orthogonaux pour ('\')^, y = 7i + y2> où yx et y2 sont

associées aux restrictions de la forme hermitienne à Jü?
1 et J^2* Alors

®y2(<^?2)' Si h est l'injection ëe^-*^, ix*est la projection

?; l'injection J1:Jt?1-+E9 est ; i , donc J? est i*j* = prx oj*.

Alors de j*(£') e y(Jf) = 7 i (^ i ) ©y 2 (^ 2 ) on déduit aussitôt J Î (F ) =

pri J*(JE') c y i ^ i ) : <2f\ est bien admissible, et de même - 3f2; et on a bien

^ == jf\ - ^ 2 . On en déduit, pour les noyaux, H = Hx - H2.

Remarque 1. Les conditions données dans l'énoncé sont donc suf-

fisantes pour que 2tf admette une décomposition en $PX — ̂ 2 ; elles ne sau-

raient être nécessaires, à cause de la trop grande généralité des sous-espaces

admissibles. Néanmoins on remarquera que la catégorie des sous-espaces

vérifiant ces conditions est stable pour les 3 opérations; c'est évident pour

la multiplication par les réels, et, si nous le montrons pour l'image ü par

M : E -> F, ce sera aussi vrai pour l'addition + . Or, si nous reprenons les

développements de la page 237, nous voyons que, pour la structure hilbertienne

((•|-)) de «^, Jf et Jf sont fermés puisque ( - | - )* est continue; donc la

forme hermitienne (•)#> sur X est continue, de noyau J f n JT, et par suite

la forme hermitienne non dégénérée sur JT/(JT C\ JT) est continue pour la

structure hilbertienne quotient. On aurait donc pu prendre comme défini-

tion d'un sous-espace admissible les propriétés énoncées dans la Proposi-

tion 37, puis passer au quotient par la même relation d'équivalence; le

quotient obtenu aurait été le sous-espace vectoriel (sur R) de Herm(£) en-

gendré par le cône Hilb(£) (nous pouvons identifier Hilb(JE) à son image
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dans Herm(Ê); en effet, le passage au quotient ffl ^ - > ^ - est injectif sur
l'ensemble des sous-espaces hilbertiens, puisque #F -» H est injectif), puisque
son image dans £?h(E) par la bijection canonique «^* <*>^>H est le sous-
espace vectoriel de J£h(E) engendré par J^+(Ê).

Remarque 2. Soit ffi ayant les propriétés de l'énoncé de la Proposi-
tion 37; puisque H = Hx — H29 on a aussi une décomposition ffl ~ ffl 1 — jê2i

où Jtt et Jè*2 sont les sous-espaces hilbertiens de noyaux Hx et H2 ; ces espaces
ne sont pas nécessairement J#p

1 et Jti?2 eux-mêmes, qui sont seulement pré-
hilbertiens. On n'a donc pas 2tf = 3?v - 3?2. Dans certains espaces parti-
culiers, Herm(E) et J2?fc(E) sont engendrés par Hilb(E) et Jèf+(£). 11 en est
ainsi, par exemple, si E est susceptible d'une structure hilbertienne. En effet
nous pouvons dans ce cas identifier Ë' avec E; un noyau hermitien H est
alors un opérateur continu hermitien de E dans JE, et il est toujours différence
de deux noyaux ^ 0. Mais cela représente sans doute un cas très exceptionnel;
nous donnerons de toute manière plus loin (page 243) des exemples prouvant
qu'il n'en est pas toujours ainsi.

Proposition 38. Soit H un noyau hermitien: Ë'-*E. Pour qu'il soit
différence de 2 noyaux ^ 0, il faut et il suffit qu'il soit majoré par un noyau
^ 0, autrement dit qu'il existe un noyau L ^ 0 tel que

(12,7) | (Hë'J'}l\ ^<jLê',e'>1/2 <Lf'J'>112

ou encore

(12,8).

S'il en est ainsi9 H est différence de 2 noyaux ^ 0 étrangers.

Démonstration. (12,7) et (12,8) sont équivalents d'après le lemme
page 158. Si H = H1 - H29 on a bien ces inégalités avec L= Ht + H2; réci-
proquement (12,8) signifie que le noyau L— H est ^ 0, et alors H = L—(L—H).

Soit H = # i - H29 et L= HL + H2\ soit ££ le sous-espace hilbertien de
E de noyau L. On a Ht S L; donc Ht est noyau d'un sous-espace hilbertien
^ i de Jâ? (Proposition 13). Utilisons la Proposition 9 bis. On a # ! = ^ L , où
At est un opérateur hermitien continu ^ 0 de JSf dans lui-même; de même
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H2 = A2L. Donc H = AL, A hermitien continu de «£? dans J£\ La décompo-
sition spectrale donne alors une décomposition A = B1— B2, Bt et B2 opéra-
teurs continus hermitiens ^ 0 étrangers dans J£\ B± et B2 définissent dans ££
des sous-espaces hilbertiens, 8X = yJBx& et @2 = y/¥2&9 d'intersection {0},
c. à d. étrangers (Proposition 16).

Les noyaux de &x et J*2 dans E sont BXL et B2L, donc ils sont étrangers;
et H = AL = BtL - B2L dans «^+(£).

Corollaire 1. Pour qu'un noyau H hermitien soit différence de 2
noyaux ^ 0 , il est nécessaire que la forme hermitienne H qu'il définit sur
E' x E' (Formule (3,5)) soit fortement continue.

Démonstration. Il suffit d'appliquer le corollaire de la Proposition 10.

Corollaire 2. Pour que tout noyau hermitien H soit différence de 2
noyaux ^ 0, il est nécessaire que toute forme sesquilinéaire sur E' x E',
séparément faiblement continue, soit fortement continue.

Démonstration. Il est en effet nécessaire, d'après le Corollaire 1, que,
pour tout noyau hermitien if, S soit fortement continue; c'est aussi néces-
saire pour tout noyau H, car il est de la forme A + iB, A et B noyaux her-
mitiens. Mais toute forme sesquilinéaire séparément faiblement continue sur
E' x £ ' est le ff d'un noyau H.

Exemple. Soit E = S&\ espace des distributions sur R". Ë' = 2. On
sait qu'il existe des formes bilinéaires sur 9f x 3fy séparément continues,
qui ne sont pas continues {3f®%Q est différent de Q)®n$), et n'a pas le même
dual (58).) Donc il y a des noyaux hermitiens relatifs à 3' qui ne sont pas
différence de 2 noyaux ^ 0.

Tant que nous n'utiliserons que ce corollaire, nous n'aurons que des ex-
emples pour lesquels Ë' n'est pas un espace de Fréchet (pour la topologie
forte); car s'il est un Fréchet, toute forme sesquilinéaire séparément faible-
ment continue sur E' x E' est séparément fortement continue, donc forte-
ment continue.

Or il existe déjà des espaces de Banach E, ayant des noyaux hermitiens
non majorés par des noyaux ^ 0. Soit en effet G un Banach réflexif non sus-

(58) Schwartz [2], pages 115-116.
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ceptible d'une structure hilbertienne. Soit E = G@G'. Alors Ë' = G'@G.
Il existe un noyau hermitien if naturel, l'application (x',y) t»-*(y,x')\ il
est bien hermitien, car <(y,x')> (x',y)y = 2Re<x',y>, est réel. Si H était
différence de 2 noyaux ^ 0, donc de deux noyaux ^ 0 étrangers, Ht — H2,
on aurait E = H(Ë') = (Hi - H2)(Ë')czH1(E') + H2(Ë'), de sorte que les
sous-espaces hilbertiens J^l9 3t?29 de noyaux HUH2, vérifieraient
3^x n 34? 2 = 0, J^i + 34? 2 = E zn tant qu'ensemble. E serait alors susceptible
d'une structure hilbertienne, à savoir 3^?

1 + 3^29 donc aussi le sous-espace
fermé G, ce qui est contraire à l'hypothèse.

La Proposition 38 nous amène a introduire une notion plus stricte. On
appellera estpace hermitien 34? un espace vectoriel (sur C), muni d'une forme
hermitienne (-j-)^ ayant la propriété suivante: il existe une décomposition
de 2tf en somme directe 2tfx + 3f?2, 2tfx et Ztf2 orthogonaux, tels que, pour
la restriction de la forme hermitienne, « ^ soit hilbertien, et que, pour la
restriction de son opposée, £F2 soit hilbertien.

On a donc Jf = ^ - «^2, 2%\ et ^2 hilbertiens étrangers. Comme on

l'a vu page 241, on a y = yx ey 2 -y (^ ) = 7i(^i) + 72(^2)-
II peut alors évidemment être muni de la topologie produit fflx x ffl2,

pour laquelle il est complet, et susceptible d'une structure hilbertienne (à
savoir 3FX + ^f 2)- La forme hermitienne est continue pour cette topologie.

L'anti-dual de Jf, pour cette topologie, est ypf)c: j*?*, et y est un iso-
morphisme de Jf sur 2fé". 2tf x et 2tf2 ne sont pas donnés dans la structure,
on suppose seulement leur existence, et on peut en général les trouver d'une
infinité de manières. Par contre la topologie définie sur #? est intrinsèque,
car c'est une topologie de Banach, et que l'anti-dual pour cette topologie
est connu, c'est y(^) . Ce sont ces espaces hermitiens qui généralisent le mieux
les espaces hilbertiens.

Un sous-espace hermitien «?fde£ est alors un sous-espace vectoriel muni
d'une structure d'espace hermitien, telle que l'injection Jf -+E soit continue.
C'est alors bien un sous-espace préhermitien admissible, car sa forme her-
mitienne n'est pas dégénérée, et que j*(Ë') c 2tf' puisque j est continue, et
y(Jf) = W'. En outre, H{Ë') est alors dense dans 2tf puisque .ƒ*(£') est dense
dans 3fé" (j étant injective). et que 0 = ;~ 1 est un isomorphisme de 3>f sur 34?.
La Proposition 38 permet alors d'énoncer
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Corollaire 3. Le sous-espace vectoriel de Herm(£) engendré par le
cône Hilb(E) est celui des classes d'équivalence des sous-espaces hermitiens
de E.

Démonstration. Si H est différence de 2 noyaux ^ 0, il est aussi dif-
férence de 2 noyaux ^ 0 étrangers, H = HX-H2. Si ^ et 2tf2 sont les
sous-espaces hilbertiens de noyaux Ht et H2, H est le noyau du sous-espac
hermitien 3tfx — J4?2 •

Remarque.

Il pourrait donc sembler que les espaces hermitiens soient d'emblée la
bonne notion à introduire. Mais :

1°) Comme nous le verrons plus loin (§13), deux sous-espaces hermitiens
distincts peuvent avoir le même noyau associé. Une relation d'équivalence
est donc encore inévitable.

2°) Les sous-espaces hermitiens ne forment pas une catégorie stable
pour les 3 opérations: si 3tf est un sous-espace hermitien de E, u une appli-
cation continue de E dans F, w(^) n'est pas nécessairement hermitien. (Il
est seulement équivalent à des sous-espaces hermitiens, puisque sa classe est
engendrée par des classes de sous-espaces hilbertiens ; mais il peut alors être
équivalent à une infinité, sans qu'aucun d'eux ait une raison particulière de
lui être associé. Naturellement, si u est injective, ü(Jtf) = u(J^) est hermitien).
De même la somme jf?t + Jf 2 de deux sous-espaces hermitiens n'est pas
nécessairement hermitienne (mais elle l'est si J^f?

1 n J^2 = {0}).

§13 Unicité et multiplicité des noyaux hermitiens.

Un noyau hermitien HeSS*(E)9 différence de 2 noyaux ^ 0, est dit d'uni-
cité s'il existe un seul sous-espace hermitien de E l'admettant comme noyau
associé; il est dit de multiplicité dans le cas contraire. Par exemple un noyau
H ^ 0 est d'unicité, car les seuls sous-espaces hermitiens de noyau H sont
alors hilbertiens (en effet, le carré scalaire d'un élément de H(Ë') est ^ 0 si
H :> 0, alors, par continuité, le carré scalaire de tout élément de 2tf est ^ 0)
et l'unicité résulte de la Proposition 8. (Signalons, par contre, qu'un sous-
espace préhermitien admissible, non préhilbertien, c. à d. à forme non ^ 0,
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peut avoir un noyau ^ 0). Un sous-espace hermitien est dit d'unicité ou de
multiplicité, si son noyau associé l'est.

Proposition 39. Soient J^t et Jf2 deux sous-espaces hermitiens de E,
de même noyau H. Si J^x c ^ 2 , ces deux espaces hermitiens coïncident.

Démonstration. Munissons J4?2 de la topologie canoniquement dé-
finie par sa structure hermitienne; l'injection j:«?f2->E est continue. Si L±

et L2 sont les noyaux de J>f1 et 34? 2 relativement à $P2, considérés comme
des applications 34?2-+34?2, et si H est considéré comme une application
JË'->Jf2, on a H = Ll j * = L2j*. Comme j*{Ë') est dense dans ^ 2

(puisque j est injective), on doit avoir LX=L2: 3f± et M>
2 ont déjà même

noyau L dans ^2. Mais alors ils contiennent tous deux L{3tf"2), et, sur ce
sous-espace, ont la même forme hermitienne, définie par (4,3). Comme L,
noyau de Jt?29 est l'isomorphisme y2

x: ^ 2 - > ^ 2 , L(Jf2) est 3^2, et 3^x

et 3^2 sont bien le même espace vectoriel avec la même forme hermitienne.

Cette proposition montre que, quand il n'y a pas unicité, les divers sous-
espaces hermitiens de même noyau H ne vérifient pas de relations d'inclusion.
Ceci donne déjà des exemples d'unicité non hilbertiens: si l'un des sous-
espaces hermitiens de noyau H9 en tant qu'ensemble, est E lui-même, il y a
unicité.

Proposition 40. Soit H un noyau hermitien, différence Ht — H2 de 2
noyaux ^ 0, rang de H2 = h fini. Alors, pour toutes les décompositions
H = Kt — K2 comme différence de 2 noyaux ^ 0 étrangers, le rang de K
est un même entier k^h. En outre H est un noyau d'unicité.

Démonstration. Soient Jfl9 J^2, 3fu ffl9 les sous-espaces hilbertiens
de noyaux Hu H2, Ku K2. M

>
2 est de dimension h, puisqu'il doit être l'ad-

hérence du sous-espace de dimension finie H2(Ë') donc égal à ce sous-espace.
On a Ht + K2 = H2 + Kt ; appelons L le noyau et J£? le sous-espace hil-
bertien correspondant. On a J^± + Ctif2 = ffi2 + iïx = J&. Donc la codi-
mension de 3ft dans jSf est ^ h. Mais Jf\ et X2 sont étrangers, et tous deux
contenus dans ££, donc dim(Jf 2) ^ h, et par suite k = rang de K2 ^ h. La
décomposition initiale est maintenant inutile. Supposons donc, pour con-
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tinuer, que Ht — H2 et Kx - K2 soient toutes deux des décompositions en
différences de deux noyaux ^ 0 étrangers. Alors la démonstration ci-dessus
donne rang de K2 ^ rang de H2 mais aussi rang de H2 ^ rang de K2, donc
ces rangs sont égaux; soit k leur valeur commune. Alors Jf?± et Cfx ont tous
les deux dans ££ des codimensions ^ fc, puisque leurs sommes avec JT2 et
#?2 donnent £?\ et aussi ;> fc, puisqu'ils sont étrangers avec 3tf2 et JT2, donc

ils ont la même codimension fc. Mais alors ^ et ^2 sont étrangers et dim^f2

= codim c^i, donc ^ + ^ 2 = «2? et de même Jf\ + Jf2 = JâP. Les espaces
hermitiens de même noyau H, ffîx — Jf2 et JTi — JT2, coïncident en tant
qu'ensembles avec J2f, donc sont le même espace hermitien d'après la Pro-
position 39. Comme tout espace hermitien $F de noyau H est une différence
du type précédent, H est bien un noyau d'unicité.

Ainsi les seuls noyaux de multiplicité possibles sont ceux qui s'écrivent
Hi- H2, H1 et H2 ^ 0 étrangers ayant tous deux un rang infini. Mais
l'exemple qui suit la Proposition 39 montre que, même dans ce cas, H peut
être d'unicité.

Donnons un exemple d'un noyau de multiplicité. Soit E un espace hil-
bertien, et soient s/ et ^ deux sous-espaces vectoriels fermés, tels que
i n l = {0}, et que se + J* soit dense dans E sans être égal à E. Alors leurs
orthogonaux dans E, «s/x, J*x pour la structure hilbertienne de E, ont la même
propriété. Munissons les tous de la structure hilbertienne induite par E.
Identifions E' à E par la structure hilbertienne. Appelons A, B, les noyaux
de se, J* dans E; ceux de stf*, J*x, sont / - A, I - B, puisque se + stf* = E.
On a donc A - B = (/ - B) — (ƒ — 4). Cependant les sous-espaces hermitiens
se — 3$ et ^ x - se* ne coïncident pas; en effet les ensembles correspondants
sont se + ^ et e*/x + ^ x ; s'ils coïncident, ce serait un sous-espace vectori-
el contenant se et se* donc E, or se + 8& ^ E. 4̂ — £ est donc un noyau de
multiplicité relatif à E , j Z - J ' u n sous-espace hermitien de multiplicité. La
multiplicité peut donc déjà se produire dans un espace hilbertien £. Il est
bien connu que la situation précédente exige que se et £iï soient de dimension
infinie. Le résultat serait le même si on supposait simplement se (~\£ïï = {0},
se + ^ non fermé. Si en effet Ex est alors l'adhérence de s4 + ^ dans E,
se -@ est de multiplicité dans El9 donc dans £. Il est bien connu que, si
se et âl sont deux sous-espaces vectoriels fermés étrangers d'un espace hil-
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bertien la condition nécessaire et suffisante pour que se + âiï ne soit pas

fermé, est (59):

{
quel que soit s > 0, il existe a e s/, be&, de norme 1, tels que

|| a — b || ^ s; ou encore tels que (a j b) ̂  1 — e.

Lorsque cette condition (T) est vérifiée, nous dirons que se et ^ sont en
position (T) (tangente). Si donc se et ^ sont deux sous-espaces vectoriels
fermés étrangers en position (T) d'un espace hilbertien E, se' — £8 est de
multiplicité dans E.

Passons maintenant à une situation plus générale qui revient à tout trans-
former par une application linéaire continue. Soient séz\0& deux sous-espaces
hilbertiens de E quelconque. Supposons qu'on puisse trouver, sur l'ensemble
se + âl9 une structure de sous-espace préhilbertien / d e E , induisant sur
se et £8 leurs structures hilbertiennes, mais dans laquelle ils soient en posi-
tion ( T ) . ^ n'est pas complet, d'après ce qui précède. Montrons qu'alors
le sous espace hermitien se — 8& de E est de multiplicité. Soit en effet 2tf le
complété de $?\ l'injection j de $f dans E se prolonge en une application
linéaire continue ƒ de 2/P dans E, qui en général ne sera pas injective. Soit Jf
le noyau de y, JT l'orthogonal de JV dans Jf7. Soit p le projecteur ortho-
gonal de Jf'sur df. L'image j(jè) est le ô-complété^Qde^dans E (Proposi-
tion Ibis). Les sous-espaces se et & sont, par r appor t â t , exactement dans la
situation envisagée antérieurement-.fermés, munis de la structure hilbertienne
induite, se n f = {0}, se + J* dense mais distinct de l'espace entier ^
puisque se et £iï sont en position (T) dans 2tf donc dans ffl. Puisque j est
l'identité sur 2tf = se + ^ , on a ( J^ + &) n J^ = {0}, et p est injective sur
se + J*. Considérons les sous-espaces étrangers p(j/), p(^), de C%\ munis
des structures hilbertiennes transportées; on a jp(stf) — se, j p{Siï) = ^ . Les
sous-espaces hilbertiens "différences" X —p{sé), X —p(J%) (au sens de
la Proposition 14) sont encore étrangers dans Jf. Si en effet ils ne l'étaient

(59) Dire que (T) est réalisée, c'est en effet dire que l'application (a,b) *»*—». (a,b) de
dans stfxBïi est discontinue. Or cela revient à dire que stf et ^ ne sont pas topologiquement
supplémentaires dansstf-\-£ft\ d'après le théorème de Banach (Bourbaki [1], ChapitreI,§3,n03,
Corollaire 4 du Théorème 1), cela équivaut à dire que se +3$ n'est pas complet, ou pas fermé
dans E.
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pas, il existerait un sous-espace hilbertien «3? de Jf, distinct de {0}, tel que
Se ̂  Jf - p(s/)9 Se^jT - p(O); on aurait alors aussi Se + Jf ^ {X -p(s/))
+ Jf = (JT + Jf) - p(sf) (les deux sous-espaces hilbertiens de Jf figurant
de part et d'autre du signe = ont même noyau associé, donc sont bien égaux)
= Jf - K«flO,etdemême^ + Jf ^ Jf - p(#);d'où J? ^ Jf - (jp(j/) 4- ^T)
^ Jf - j / et J£? ̂  Jf - J>, ce qui est impossible, puisque Jf - st = J / X

et J^ - J* = J'x sont étrangers dans afc9st + âl étant dense. On peut donc
former l'espace hermitien (Jf - p(#)) - (JT - p(j^)) dans JT; il a même
noyau que p(j^) - p(J% relativement à Jf; montrons que ces deux sous-
espaces hermitiens de X sont toujours distincts. Ils ne peuvent en effet co-
ïncider que s'il existe une forme hermitienne sur Jf qui est ^ 0 sur p(sé) et
^ 0 sur J f - p O O ; on a alors p(sf) n (Jf - p(j/)) = {0} ; mais alors
X=p(s/) H- (Jf—p(s/)) montre que p(j/) et X—p(sf) sont deux sous-espaces
fermés orthogonaux de Jf, avec la structure hilbertienne induite. Comme
se a la structure hilbertienne induite par Jfet que p diminue strictement les
normes des éléments de C^ , cela veut dire que se c Jf ; de même ^ c Jf.
Mais alors, se + & étant dense dans ^ on a Jf = J^, ^T = {0} ; mais alors
on sait que, puisqu'on a i n J = {0}, s/ + & dense distinct de Jf, j / - J*
e t O ^ - J ^ - ^ - j / ) sont distincts. Ceci montre bien que p( j / ) -p (^)e t
(Jf — p(&)) — (Jf — p(j/)) sont des sous-espaces hermitiens distincts de Jf9

de même noyau dans Jf. Comme ensuite j est injective sur Jf, leurs images
par j ont la même propriété dans E ; or l'image du premier est se - ^ , donc
se — 3) est de multiplicité dans E, comme nous l'avions annoncé.

Ceci va nous permettre de donner de larges classes de noyaux de multiplicité.
Soient H, K deux noyaux ^ 0, K ^ H; nous dirons que H est JC-compact,

si, Jf et Jf étant les sous-espaces hilbertiens correspondants, l'injection
Jf-*jf est compacte; ou encore si la boule unité de Jf est relativement
compacte dans Jf (auquel cas elle est compacte, puisqu'elle est faiblement
compacte).

Proposition 41. Soient Hu H2, deux noyaux ^ 0 étrangers de E,

tous deux de rang infini. Supposons qu'il existe un noyau K ^ 0 tel que

H1 et H2 soient K-compacts; alors le noyau hermitien Hl-H2 est de

multiplicité.
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Démonstration. Soient «2T, 3tfl9 3P2, les sous-espaces hilbertiens de E
associés aux noyaux précédents. Soit it l'injection de 3^?

1 dans 3f, qui est
compacte; son adjointe if est donc aussi compacte de X* dans Ji?l9 identifiés
à iï' et 3tf[; a fortiori le noyau At = i1if: JT-+ JT de 3ft relativement à
3f est compact. Mais A1 est aussi hermitien ^ 0; utilisons sa décompo-
sition spectrale, qui est discrète. On peut trouver une base ortho-
normale (ui)i e j , I contenant l'ensemble N des entiers naturels, telle que
Aun = snun, pour n e N, Aut = 0 pour i $ N, la suite des sn > 0 tendant
vers 0 pour n -> oo (il est classique que les valeurs propres, chacune comptée
avec son ordre de multiplicité, forment une suite finie, ou infinie tendant
vers 0; le cas fini est exclu puisque H1 est supposé de rang infini). On a d'ailleurs
3^x = y/A^ (Corollaire 5 de la Proposition 21), de sorte que les an=jsnun

forment une base orthonormale de 34?x. On peut de même trouver une base
orthonormale (t?^ eI de Jf\ et une suite rjn >0 tendant vers 0 pour n-»oo,
telle que les bn = y/t]nvn forment une base orthonormale de 3f2.

Construisons maintenant sur 3ft + 3t?2 une structure préhilbertienne«?f
comme suit. Elle conservera Porthonormalité des an9 ainsi que celle des bn;
am et bn seront orthogonaux pour m ̂  n ; et on posera (an \ bn) = 1 — <5n, 0 < ôn

< 1 . Autrement dit, pour tout point de 34?1 + 3f2, de la forme

OO 00 00

Z (ocnan + pnbn), Z |an |2 < + oo, E |j8„|2 < + oo, on, posera
n=0 n=0 «=0

(13,1) i f («naa + pnbn)\
2 = f [|«B

(La série du second membre est bien toujours convergente, et est bien ^ 0
en vertu de l'hypothèse 0<5n<l. Nous avons donc bien une structure
préhilbertienne séparée sur 34?). Cette structure induit bien sur J^t et J^2

leurs structures initiales; en outre, si <5n tend vers 0 pour n infini, comme
(u»|6„)Jr = l - 5 I I , Jf i et «^2 sont en position (T) dans Jf. Il reste à
montrer qu'on peut choisir la suite des <5n de sorte que 34? soit sous-espace
préhilbertien de £. c. à d. que sa boule unité B soit bornée dans E; alors ce
qui précède l'énoncé de la présente proposition montrera bien que le sous-
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espace hermitien 3tf\ - 2ff2 de E est de multiplicité, ce qui est le résultat
cherché. Il suffit de montrer que B est faiblement bornée. Soit donc ë dans£'.

00

On a, pour h = E (xnan + p„b„) e Jf :
n = 0

(13,2) <fc,e'> = £ (a„<a„,e'> + i»n<b„,e'» .
n = 0

Soit m un entier tel que sn < 1, */„ < 1 pour n > m.

La somme L admet immédiatement la majoration:

(13,2bis) JE (a„<a„,e'> + )?„<fe„,e')| ^

car toute forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie est majorée
par la norme, à un facteur près. Par ailleurs,

| MH I
n%m n=0

(13,2ter) | E («»<«.,e'> +

Considérons maintenant les E :
n>m

Sm = | S (a„<a„,e'> + /?

d'où en appliquant l'inégalité de Schwarz:

(13,3) , x . vi/2

( ( 2 2 )
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Comme les un et les vn sont des parties de bases hilbertiennes de 3f, on a
(Corollaire 5 de la Proposition 19) :

/ oo \ l / 2 / oo \ l / 2

(13,4) I | < u „ , O f ÛB.., S \<vn,e'y\2) ^Be
\n>m I \n~>m J

0 ^ Be, < + oo (£e, dépendant de e'). Alors

l /2 / oo

) ( E |
r/ oo

E ^ B e . ( E £ B | a „ | ) (
m L\n>m / \n>m

g |aB|2

Supposons qu'on puisse choisir les ôn tels que, pour n>m:

(13.6) s .KP + u.Ift.l2 g |aB

On aura alors:

(13.7) |< /> ,O^Ce ' ||A|U, Ce. = A.. + 2B..,

et la boule unité B de «^ sera bien faiblement bornée, ce qui achèvera la dé-

monstration. Or, (13,6) équivaut à:

(13.8) (1 - e„)(a„)2 + (1 - t,n)\f}„\2 + 2(1 - 5d)Re(aJB) ^ 0

Comme 1 — sn > 0, 1 — rjn > 0, pour n> m, (13,8) équivaut à:

(13.9) (1-^(1-,,)-(i-^o

II su f f i r a d o n c d e c h o i s i r l e s <5rt a r b i t r a i r e s p o u r : n ^ m ( 0 < < 5 w < l ) , e t

p o u r n y m :

(13,10) 1 - ôn =
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on aura bien 0 < 1 - ôn < 1, donc 0 < 5n < 1, et

1 - <5„ -> 1 pour n -> oo, donc <5n-> 0.

Corollaire 1. Soîf E un espace vectoriel topologique localement
convexe séparé quasi-complet, ayant la propriété suivante: pour tout sous,
espace hilbertien 34? de E, il en existe un autre Jf, tel que l'injection de $P
dans JT soit compacte. Alors, pour qu'un noyau hermitien de E, différence
H1 - H2 de deux noyaux ;> 0 étrangers, soit d'unicité, il faut et il suffit
que Hx ou H2 soit de rang fini.

Cela résulte trivialement des Propositions 40 et 41.

Corollaire 2. Soit E le dual d'un espace tonnelé nucléaire. Pour
qu'un noyau hermitien H de E, différence Ht - H2 de 2 noyaux ^ 0 étrangers
soit d'unicité, il faut et il suffit que Ht ou H2 soit de rang fini.

Démonstration. E = F', ou F est tonnelé nucléaire, donc réflexif;
Ë' = F. Soit 3P un sous-espace hilbertien de E. Par adjonction de l'injection
/ - > £ , o n a une application linéaire continue Ë' -*2tf' (2/F étant identifiée
avec &'). Mais on sait que toute application linéaire continue d'un espace
nucléaire F = Ë' dans un Banach se factorise par un produit d'opérateurs
nucléaires. Il existe des espaces de Banach j / 5 âS9 telle que Ë' -> ffl se factorise
en Ë' -*> se -» 08 -> ̂ f, toutes ces applications étant nucléaires. Mais toute
application nucléaire d'un Banach dans un autre se factorise en un produit
d'applications continues, avec un Hubert intermédiaire; il existe donc une
factorisation de se-*$ en stf-*Xl->£%, ou les applications sont linéaires
continues, et C^x est un Hubert. On a donc Ë'-*Ctif1-*2fé>, où ffv-*$P
est nucléaire donc compacte. Par adjonction l'injection «^f->£ se factorise
en 2tf-+ JTt -»£, où ^ ^ Jf t est compacte. Si 2tf est l'image de JTX dans
E, avecla structure hilbertienne image, on a la factorisation 3tf -> X± -> X -> E
donc Jtf -*X -*E, 2tf -+iï compacte; Jf -> E et #?-> E sont les injections
canoniques, donc aussi Jf7-» Jf; autrement dit JT est sous-espace hilbertien
d e £ , ^ f c X , tel que l'injection 3tf -> Jf soit compacte. Il suffit alors d'ap-
pliquer le Corollaire 1.
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Exemples. E =9, 9', g, ê\ ST, ST\ 0M9 ®'M9 &C9 ®'c («<>).

Supposons maintenant que Ë' soit sous-espace de E, dans les conditions
du §11. Soit Jf un sous-espace hermitien normal de E. Son anti-dual«?f" est
alors un sous-espace hermitien normal de E, si l'on transporte la structure
hermitienne de #? sur 2tf' par l'isomorphisme y. La Proposition 28 bis reste
alors valable. Par contre il ne semble pas y avoir d'équivalent des Proposi-
tions 29, 30.

Si le noyau H de 3tf est prolongeable, il est nécessaire, pour que 3tf soit
normal, que H ait un inverse hermitien, puisque le noyau H' de ffî' en est
un; mais cela n'a aucune raison d'être suffisant.(Si d'ailleurs H a un noyau
inverse bilatère quelconque L, il a aussi un inverse hermitien (L+L*)/2).
Il serait intéressant d'étendre aux opérateurs différentiels hermitiens la théorie
du potentiel et le problème de Dirichlet tels qu'ils ont été exposés au §11.

Index des définitions et notations.

Sous-espace préhilbertien ou hilbertien d'un espace vectoriel topologique

page 124.
Application anti-linéaire, anti-isomorphisme, note (1), page 119.
Anti-espace Ë, page 119.
Dual, anti-dual, transposée, contragrédiente, page 120.
Application sesquilinéaire, note (5) page 121.
Conjuguée, adjointe d'une application, rw, w*, page 122.
Espace quasi-complet note (6), page 124.
Topologie affaiblie a(E,E/) note:(7), page 124.
Complété d'un sous-espace préhilbertien, page 129; ô-complété. page 131.
Opérations sur les sous-espaces hilbertiens; multiplication par les scalaires,
page 132, addition page 132, relation d'ordre page 136.
Cône convexe saillant, page 137.
Noyau, page 139; Noyau associé ou reproduisant, page 141.
Image d'un espace hilbertien par une application, w(«*f), page 174.
Espace normal, page 209.

(60) Tous ces espaces sont tonnelés, nucléaires, réflexifs, donc aussi leurs duals. Voir
par exemple Schwartz [1], Chapitres 3 et 7, et Grothendieck [1], Chapitre II, §2,n.3, page 54.
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Sous-espaice préhermitien admissible, page 235; espace hermitien, page 244;
sous-espace hermitien, page 244.
Noyau d'unicité, page 245.
E'*, page 125.
Jfs, page 126; A2(X,fi)9 page 128.
Hilb(E), page 132; Herm(E), page 239; Foncteur Hilb, page 187.
£>+(E), page 141; -2f*(J2), page 239; Foncteur JS?+, page 187.
Noyau d'Aronszajn A(x,Ç), page 189.
H et H, page 140.
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