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Introduction.

Le noyau attaché 4 un espace hilbertien a été introduit par S. Bergman, dans
le cas de I’espace des fonctions holomorphes sur un ouvert de C” seul ou avec
d’autres auteurs, il I’a appliqué systématiquement a 1’étude de certains prob-
Ie¢mes relatifs aux fonctions holomorphes, en m&me temps qu’il a introduit
d’autres noyaux relatifs a d’autres espaces et les a utilisés 4 des problémes aux
dérivées partielles (Voir Bergman, [1], Bergman et Schiffer[1]). C’est Aronszajn
qui a montré qu’il y avait 13 un cas particulier d’une situation générale: a
tout sous-espace hilbertien de 1’espace des fonctions sur un ensemble X on
peut attacher un noyau‘‘ reproduisant’’; il a étudié les relations entre le noyau
et ’espace, introduisant les opérations de multiplication par les scalaires et
d’addition, et la structure d’ordre; en méme temps lui aussi montrait les
relations étroites entre les noyaux et la solution de certains problémes aux
limites aux dérivées partielles (voir Aronszajn). Notre but est d’étendre encore
le formalisme. Si E est un espace vectoriel topologique quelconque, séparé,
localement convexe et quasi-complet, on peut définir un ensemble Hilb(E) des
sous-espaces hilbertiens de E, muni d’une structure de ‘‘cone convexe saillant”’,
défini par les opérations indiquées ci-dessus; on peut d’autre part introduire
I’espace #*(E)des noyaux = O relatifs 4 E, un noyau > 0 étant une application
linéaire faiblement continue =0 de E’ dans E; il est muni lui aussi d’une
structure de cone convexe saillant. Et il existe alors un isomorphisme canonique
entre ces deux cones.

Le §0 introduit des généralités sur les espaces et anti-espaces, qui pourraient
ou devraient figurer dans la littérature élémentaire sur les espaces vectoriels
ainsi que la notion de conjuguée et d’adjointe d’une application linéaire
continue.

Le §1 introduit les sous-espaces préhilbertiens et hilbertiens d’un
espace vectoriel topologique, et la notion importante de complété d’un sous-
espace préhilbertien; la notion de Q-complété est moins nécessaire a la
compréhension de la suite.

Le §2 introduit le cone Hilb(E) des sous-espaces hilbertiens de E, et définit
proprement les 3 structures fondamentales: multiplication par un scalaire
= 0, addition, relation d’ordre.
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Le §3 introduit les noyaux relatifs & E, et des considérations vectorielles
topologiques.

Le §4 définit le noyau = 0 associé & un sous-espace hilbertien de E, ou noyau
reproduisant, ou encore I’application canonique de Hilb(E) dans & *(E). La
Proposition 6 peut servir de définition. La Proposition 8 jouera un rdle fonda-
mental dans la suite: elle redonne ’espace hilbertien a partir de son noyau,
et montre donc que P’application canonique Hilb(E)— £*(E) est injective.

Le §5 établit le caractére bijectif de cette application: tout noyau = 0 est
le noyau associé a un sous-espace hilbertien unique (Proposition 10).

Le §5 établit isomorphisme entre les deux structures de cones de Hilb(E)
et £(E): la bijection définie antérieurement conserve les 3 structures
fondamentales.

Le §7 donne un certain nombre de conséquences de cet isomorphisme. En
particulier la Proposition 14 établit ’existence et 1’unicité de la différence de
deux sous-espaces hilbertiens, 5, — 3¢ ,, si #, = ,. Les Propositions 18 et
19 traitent des sommes infinies de sous-espaces hilbertiens et de noyaux, donc
des bases hilbzrtiennes de sous-espaces hilbertiens (Corollaire 5 de la Propo-
sition 19), la Proposition 20 des intégrales (sommes mesurables) de sous-
espaces hilbertiens et de noyaux.

Le §8 étudie I’effet d’une application linéaire continue. Si E et F sont deux
espaces vectoriels topologiques, u une application linéaire continue de E dans
F, u définit deux applications qui se correspondent, I'une de Hilb(E) dans
Hilb(F), 'autre de #*(E) dans £ *(F) (Proposition 21). On en déduit le
caractére fonctoriel des applications Hilb et £* (page 188).

Le §9 rejoint le cas particulier étudié par Bergman et Aronszajn, olt E est
Pespace des fonctions complexes sur un ensemble X, muni de la topologie de
la convergence simple. Les propositions démontrées ici sont souvent de simples
reproductions de celles d’Aronszajn. Pour voir les rapports entre le cas part-
ticulier et le cas général, on pourra lire ce qui est écrit page 191. La Proposition
27 bis reconstruit le noyau de Bergman sur une variété analytique complexe.

Le §10 étudie une situation toute nouvelle, tirée de la théorie des distri-
butions. L’espace 2, dont le dual 2’ est I’espace des distributions, est en
méme temps un sous-espace de2’. Alors on étudie la situation ot £’ (c.2d.92))
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est un sous-espace de E (c.a.d.2’). On définit en général la notion de sous-
espaces normaux de E, qui rejoint celle d’espaces de distributions normaux.
Si alors J# est un sous-espace hilbertien de E, normal, son antidual #' est
encore un sous-espace de E; leurs noyaux H, H' sont reliés de fagon trés
intéressante: ils sont en quelque sorte inverses 1’un de 1’autre, et chacun des
deux sous-espaces peut &tre reconstruit avec le noyau de I’autre (Propositions
28 bis 4 31). On en déduit des applications aux problémes aux limites des types
de Dirichlet et de Neumann (page 106).

Le §11 étudie en détail un certain nombre d’applications & la théorie classique
du potentiel: charges et potentiels d’énergie finie, balayage, restriction a
un ouvert et opérateur de Green. Le langage des sous-espaces hilbertiens et
noyaux associés est ici trés fécond.

Le §12 tente une généralisation aux espaces hermitiens (3 métrique non
positive) et aux noyaux hermitiens associés. On rencontre 13 de grandes
difficultés. Il apparait que , quelles que soient les méthodes employées, un
noyau hermitien est associé, non plus & un sous-espace hermitien, mais a une
classe de sous-espaces hermitiens; P’application canonique Herm(E) - Z"(E),
qui étend I’application Hilb(E)— £*(E), est surjective, mais n’est plus
injective. Néanmoins c’est peut-étre 13, non pas une monstruosité, mais une
nouveauté pleine d’intérét.

Le §13 donne des conditions suffisantes, et dans certains cas nécessaires et
suffisantes (corollaires de la Proposition 41) pour qu’un noyau hermitien
provienne d’un seul sous-espace hermitien.

Le présent travail a été précédé de publications résumées, qui, éventuellement,
seront avantageusement lues avant (*).

D’autre part nous publierons ultérieurement des applications, aux opérateurs
ditférentiels (voir par exemple Proposition 34) et aux représentations unitaires
des groupes de Lie et distributions de type positif sur ces groupes.

(*) Voir Schwartz [4] et [5].
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§0. Espaces et anti-espaces

Anti-espace. Soit E un espace vectoriel topologique sur C,localement
convexe séparé(t). On appelle anti-espace de E la donnée d’un espace vec-
toriel topologique localement convexe séparé E, et d’un anti-isomorphisme
de E sur E, qu’on appelle généralement conjugaison et qu’on note e ~— é&.
Bien entendu E est un anti-espace de E, pour I’anti-isomorphisme réciproque
éw~—e. Il n’existe qu’un seul anti-espace, & un isomorphisme prés. Autre-
ment dit, si £; et E, sont deux anti-espaces de E, correspondant & des anti-
isomorphismes e w— ¢&,, e w— &,, il existe un isomorphisme unique i de E;
sur E,, vérifiant ié, = &, pour tout e de E. Dans la pratique, on rencontre
de nombreux modéles d’anti-espaces:

Exemples. 1°) Plagons sur E la structure initiale de groupe additif, mais
la loi de multiplication ‘‘canulée’® par les scalaires complexes, notée
ewn— 1 % e, telle que

0,1 Axe=le.

Muni de ces lois, et de la topologie intiale, E devient un nouvel espace
vectoriel topologique sur C, noté E. Alors E est un anti-espace de E, si on

prend pour conjugaison I’identité, e w— e. Tout espace E posséde donc un
anti-espace, et un seul 3 un isomorphisme prés.

2°) Fréquemment un espace vectoriel topologique E est muni d’un anti-
automorphisme e ~— é. On peut alors prendre E = E, la conjugaison étant
I’anti-automorphisme donné. Pour anti-espace de E, on pourra prendre,
soit E, avec la conjugaison &w— e, soit E, avec la conjugaison éw— e:
I’isomorphisme canonique i entre ces deux anti-espaces, défini au début, est
alors ew— e. En général, I’anti-automorphisme donné est une anti-in-

volution, c. 4 d. vérifie en outre é = e, de sorte que cette difficulté technique
n’intervient pas.

(1) Pour la plupart des définitions concernant les espaces vectoriels topologiques, nous
reaverrons & Bourbaki [1]. Un espace vectoriel topologique est localement convexe sil’origine
a un systéme fondamental de voisinages convexes. Une application # est anti-linéaire si
u(x+y) = u(x) + u(y), et si, pour tout scalaire 4, on a u (Ax) = Zu(x). Un anti-isomorphisme
est un homéomorphisme anti-linéaire.
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Par exemple, si f est une fonction complexe sur un ensemble X, on définit
f par f(x) =f(x), et beaucoup d’ espaces fonctionnels de I’analyse admettent
I’anti-involution f ~— £, et sont ainsi leurs propres anti-espaces. Il en est
de méme des espaces de courants et distributions(?).

3°) Soit £ un anti-espace de E. Soit E’ son dual (espace des formes linéaires
continues sur E); on notera par {e,e") le produit scalaire de ee Eete’e E’.
Pour e’ € E’, éw—{e’,e)> est une forme linéaire continue sur E, donc dé-
finit un élément ¢’ de E’. Alors e’ w— e’ est une bijection anti-linéaire de E’
sur E'; elle est un homéomorphisme, donc un anti-isomorphisme, si on munit
E’ et E’ de topologies correspondantes (faible, forte, etc... Si & est une famille
de parties de E, S la famille des parties conjuguées dans E, on pourra prendre
sur E’ et E’ respectivement la G-convergence et la S-convergence()). On
peut donc prendre E’ comme anti-espace E’ de E’ avec la conjugaison
e’ w—¢’; on a donc la régle E' =E’ et

(0,2) (e, &y = {,e).

Compte tenu de la définition de la transposée(4) et de la contragrédiente
d’une application anti-linéaire, e’ w— e’ est la contragrédiente de ew— &
d’apres (0,2).

Par exemple, dans le cas 1.), E’ n’est autre que ’anti-dual de E (espace
des formes anti-linéaires continues sur E). Dans le cas 2.), E’ n’est autre
que E’, et ¢’ w— &’ est une anti-involution sur E’, contragrédiente de 1’anti-
involution de E. C’est ainsi que, de I’anti-involution ¢ w— ¢ sur I’espace
2(X) des fonctions C® a support compact sur un ouvert X de R" (ou des
formes différentielles C* & support compact sur une variété X de classe C®),
on déduit l’anti-involution Tw-» T sur I’espace 2’(X) des distribution (ou
des courants) sur X, par:

0,3) T, ¢y = <T,¢);
elle fait de 2'(X) son propre anti-espace.

(2) Pourles distributions, nous référerons 8 Schwartz {1]; pour les courants, 3 de Rham [1].

(® Voir Bourbaki [1], Chapitre IIT, §3 n°l.

(4) La transposée d’une application linéaire continue u de E dans F est I’application
linéaire *u de F* dans E’ définie par: (u(x),y’> = {x,®u(y’)), pour x€E,y’€E’; la trans-
posée d’une application anti-linéaire u est ’application anti-lineaire tu définie par (u(x),y’

= {x,tu(y") ). La contragrédiente est toujours I’inverse de la transposée.
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On aura parfois avantage a introduire des produits scalaires sesqui-linéaires(5)
sur Ex E', E'x E, ExXE', E' xE:

(e[&) = (') = Ke,e’)y (= <e',e))

0,4 —
9 =(é']e’) = (é']e) = {e,e’) .

4°) Soit 5 un espace hilbertien; on notera par (e | ) son produit scalaire
interne, sesquilinéaire. On peut prendre pour modéle de # son dual 5#”,
la conjugaison étant ’anti-isomorphisme canonique de 5 sur J#'; si he #,
h sera alors 1’élément de 5’ = A défini par:

(0,4 bis) ko By = (k| , Vkedf.

Dans ce cas, on sera amené A prendre pour S’ 1’espace & lui-méme, suivant
3. et (0,2), en identifiant 1’élément h de s A 1’élément de H#’, représenté
par la forme linéaire continue sur #:k w— (h|k) »3 (0,2) s’écrit ici, pour
het' =, ke # ="

0,4 ter) <h,ky=(h [ k), , cequi est (0,4 bis) avec interversion de h et k.

Le produit scalaire (0,4) de he # et ke #' = # n’est autre que leur
produit scalaire (k| k), dans . Le systéme des 4 espaces #, o, H, H,
se réduit donc 3 2, # =H" et H =H".

Si en outre on se donne une anti-involution sur 3£, alors les 4 espaces
deviennent canoniquement isomorphes. L’isomorphisme entre o et '
est le suivant: & he s on associe I’élément de 5’ définissant la forme
linéaire continue sur #:k~— (k|k).

Cependant, en analyse, il sera en général impossible de faire ces identi-
fications: S possédera assez généralement une anti-involution naturelle,
permettant d’identifier 5 et &, donc aussi &’ et #’, mais les couples 2,
H# et H', #' devront étre distingués bien qu’étant isomorphes. Ainsi, dans

I’exemple 2, page 126, on aura #° = 5 Spar 1’anti-involution naturelle de la
conjugaison complexe f w— f, mais (#°) = (H#°) = H# "5 # H°.

(%) Une forme sesqui-linéaire Bsur EX F est une fonction a valeurs complexes telle que
I’application partielle e—B(e, f) soit linéaire et I’application partielle f— B(e, ) anti-linéaire.
= ,,tournant dangereux*., Voir N. Bourbaki, Eléments de Mathématiques, Fascicule
I, Paris 1939. Page VI

™
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Désormais nous parlerons de l'anti-espace E de E sans spécifier ques
modéle aura été choisi. On supposera cependant toujours identifiés E’
et E' suivant 3.) et (0.2).

Conjugée d’une application linéaire ou anti-linéaire.

Soit u une application linéaire ou anti-linéaire continue de E dans F. Alors
@ est une application de meme nature, de E dans F, définie par

0,5) 71é = ue, VeekE.

Si en particulier u = e’ € E’. correspondant 3 F = C, i est I’élément e’ de
E’ défini par (0,2) a condition de prendre, pour C, C lui-méme, et pour
conjugaison la conjugaison usuelle z w— 2.

L’application u ~— # est un anti-isomorphisme de Z(E;F) (espace des
applications linéaires continues de E dans F) sur Z(E;F), de sorte qu’on
peut considérer le deuxiéme comme anti-espace du premier. On a maintenant,
pour ecE, f'eF’, la formule

<Tﬁf-,’e-> = <W'7é>

Cuf'yey = rued

[

fuey = {f,aey = (af',éy

(0,6)

de sorte que
0,7) yo=ge P(F;E).

Cet opérateur *u = 'i sera aussi noté u* et appelé I'adjoint de u.
Dr’aprés (0,6) il vérifie

(0,7 bis) urfey = {f',ue)y ou {f',ue)
ou, avec (0,4):
(0,7 ter) w*f'|e) = (f |ue).

L’intérét delettres telles que f*,e,... est qu’elles indiquent aussitét dans quel
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espace on opére. Mais elles présentent parfois I’inconvénient de tout noyer
dans les signes et indices. On pourra préférer retenir (0,7 bis) et (0,7 ter)
sous la forme:

*4 M
(0,7 quarto) Wiy = Dup } ¢peF, YycE.
(u*¢|¥) (¢|up)

Si E et F sont hilbertiens et si on les identific & £’ et F’ par 4.), u* devient
une application linéaire continue de F dans E, qui est bien 1’adjointe nsuelle.

[Ilen est de méme si u est anti-linéaire, & cela prés que les derniéres égalités
(0,6) sont 4 remplacer par

lufley = (fuey = (f, uey
= {Fhady = Café.

0.3)

Ce qui remplace ici (0,7 bis) est
0,9 Curf',&) = (f',ue),

tandis que (0,7 ter) est remplacé par
(0,10) *f'|e) = (ue| f.]

Enfin, si E, F, G, sont trois espaces, et si u applique E dans F et v applique
F dans G, on a vou = Do Siu est inversible, # ’est aussi et #~1 =u-1,
_ Toutes ces formules sont assez faciles et assez mécaniques. On a les régles

générales:

1. Pour prendre la conjugée d’une expression, on conjugue tout ce qui
intervient dans cette expression (exemples: formules (0,2) ou (0,5)).

2. Au-dessus de chaque lettre, la parité du nombre des barres est la méme
de part et d’autre d’un signe = ; d condition de considérer que *est 1’équivalent
d’une barre (u* = tu), qu’une lettre placée aprés la verticale dans un pro-
duit scalaire ( |) contient une barre ((x|f) = <a,B)), et que, si u est anti-

linéaire, ue contient une barre sur e. On vérifiera aisément cette régle dans
(0,6) et (0,8).
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§1. Sous-espaces hilbertiens d’un espace vectoriel topologique.

Dans la suite, E sera toujours un espace vectoriel topologique, sur le corps
C des complexes, séparé, localement convexe. On appellera sous-espace
hilbertien (resp. préhilbertien) 5# de E la donnée d’un sous-espace vectoriel
# de E, et d’une structure hilbertienne (resp. préhilbertienne) sur #°
[c. a d., rappelons-le, d’une forme hermitienne (x, y)w—(x | ¥)s> linéaire en x,
anti-linéaire en y, positive dans le cas préhilbertien, définie positive et telle
que # soit complet pour la norme xw— | x|, = (x|x)''? dans le cas hil-
bertien], pour laquelle I’injection naturelle de # dans E soit continue. Cette
derniére condition revient encore a dire que, sur J#, la topologie définie par la
norme est plus fine quela topologie induite par E; pour cela, il faut et il suffit
que la boule unité de 5 soit bornée dans E. On notera bien que, suivant cette
définition, deux structures hilbertiennes distinctes sur le méme sous-espace
vectoriel de E sont considérées comme définissant deux sous-espaces hil-
bertiens distincts de E.

La définition des sous-espaces hilbertiens et préhilbertiens ayant été donnée
" sans autre hypothése sur E, nous supposerons désormais toujours, sans méme
le mentionner dans I’énoncé, que E est quasi-complet(), pour sa topologie
initiale. On considérera trés fréquemment sa topologie affaiblie o(E,E’);
naturellement il n’est pas nécessairement quasi-complet pour cette derniére
(sauf et seulement sauf s’il est semi-réflexif(7)). Par contre, il est quasi-complet
pour la topologie ©(E,E’) de Mackey, parce qu’elle est plus fine que la to-
pologie intiale, et a un syst¢éme fondamental de voisinages de 0 (les polaires
des parties faiblement compactes convexes équilibrées de E’) fermés pour
la topologie initiale(8). On se persuadera aisément que la topologie initiale

(6) Un espace vectoriel topologique est quasi-complet si toute partie fermée bornée est
compléte. Pour un espace métrisable, quasi-complet est équivalent & complet.

() Pour la topologie affaiblie o (E, E’), voir Bourbaki [1], chapitre IV, §2, n° 1. Comme
toute partie bornée de E est toujours faiblement précompacte, il est équivalent de dire qu'une
partie bornée faiblement fermée est faiblement compléte ou qu’elle est faiblement compacte;
et ceci est justement la condition de semi-réflexivité de Mackey (Bourbaki [1], Chapitre
IV, §3, n°3, Théoréme 1).

(8) Pour la topologie = de Mackey, voir Bourbaki [1], chapitre IV, §2, n°3, théoréme 2 et
corollaire. De cette définition résulte bien que la topologie initiale de E est moins fine que
7(E, E’). Le fait qu’un espace E, quasi-complet pour sa topologie initiale, le soit encore pour
la topologie z(E, E’) résulte alors de Bourbaki [1], Chapitre I, §1, n0. 5, Proposition 8.
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ne joue aucun réle dans la suite, et qu’on pourrait considérer simplement
un couple d’espaces en dualité, E, E’, tels que E soit t-quasi-complet. Nous
avons préféré ne pas introduire cette topologie 7, souvent peu familiére.

Proposition 0. Soit S un sous-espace vectoriel de E, muni d’une
structure préhilbertienne. S’il est sous-espace préhilbertien de E quand
on munit E d’une topologie moins fine que la topologie initiale, mais ayant
les mémes parties bornées (par exemple la topologie affaiblie 6(E,E")(%)),
il est sous-espace préhilbertien de E pour la topologie initiale. Soit E'*
le dual algébrique de E’ (c. @ d. I’espace de toutes les formes linéaires sur
E’; on a donc E < E'*); munissons-le de la topologie faible o(E'*,E") (il
est alors complété faible de E). Si S est un sous-espace hilbertien de
E'* # NE (muni de la structure préhilbertienne induite par ) est un
sous-espace hilbertien de E: si S posséde un sous-espace dense contenu
dans E, ou une base hilbertienne contenue dans E, alors 5 est un sous-
espace hilbertien de E.

Demonstration.

Le début est évident puisque # est sous-espace préhilbertien de E si et
seulement si la boule unité de 52 est \)ornée dans E: cela ne dépend par de
la topologie de E, mais seulement de ses parties bornées.

Soit A un sous-espace hilbertien de E'*. Alors, soit h,, n=1,2,-.-, une
suite de Cauchy de 52 contenue dans E; elle converge vers un élément de #
pour la topologie de S#; mais c’est une suite de Cauchy de E, car # N E,
sous-espace préhilbertien de E afaibli, est aussi sous-espace préhilbertien de
E pour sa topologie intiale; donc, E étant supposé quasi-complet pour sa—__
topologie intiale, elle converge aussi vers un élément de E pour la topologie
de E. Ses limites dans 5 et dans E coincident, car elles sont sa limite dans
E’*. Cela prouve bien que SN E est complet, c’est un sous-espace hil-
bertien de E. Si 4 est un sous-espace de o contenu dans E, son adhérence
dans s est alors dans 5# N E; si donc 57, est dense dans 57, # est dans E. C’est
ce qui se produira si # a une base hilbertienne dans E, car le sous-espace
qu’elle engendre algébriquement est dense dans 5 et contenu dans E.

(%) Toute partie faiblement bornée est aussi bornée pour latopologie initiale (Théoréme
de Mackey, voir Bourbaki [1], Chapitre IV, §2, n°4, Théoréme 3). J

/
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Exemple 1. Sur un sous-espace vectoriel de dimensicn finie de E,
toute forme hermitienne définie positive définit une structure hilbertienne
dont la topologie est identique a la topologie induite par E puisqu’elles sont
toutes deux séparées(1°), donc elle définit un sous-espace hilbertien de E.
Pour certains espaces E de dimension infinie assez ‘‘monstrueux’’, tous les
sous-espaces hilbertiens sont de dimension finie.

Soit, par exemple, E un espace vectoriel de dimension infinie, muni de la
topologie localement convexe la plus fine(11). Dans cette topologie, tout
sous-espace vectoriel est fermé. Si alors 5 est un sous-espace hilbertien de
E, tous ses sous-espaces vectoriels sont fermés dans E donc dans 5, donc
J est de dimension finie.

Exemple 2. Si E est I’espace 2’ des distributions complexes sur R”,
o =I? est un sous-espace hilbertien de E. Usuellement, on pose aussi
#° =2, et on définit I’espace #*, s entier = 0(12), comme l’espace des
fonctions (plus exactement: classes de fonctions, au sens de 1’équivalence
de Lebesgue) appartenant & I?, et dont les dérivées d’ordre < s, au sens des
distributions, sont aussi des fonctions de I? (usuellement, on écrit H°,
nous écrivons ici ). Pour tout indice de dérivation p=(py,Pss...,DP,)
d’ordre [p[ =p,+p,+...+p,<s, on choisit a,, nombre > 0; alors on
peut munir s#° du produit scalaire

(L,1) Glow = X f a,Df D?g dx,

iplss R

qui en fait un sous-espace hilbertien de 2'.

En tant qu’espace vectoriel topologique, il est independant du choix des
a, , mais pas en tant qu’espace hilbertien.

(19) Il n’y a qu’une tolopogie d’espace vectoriel séparée sur un espace vectoriel de dimen-
sion finie; voir Bourbaki [1], Chapitre I, § 2, n%. 3, Théoréme 2.

(11) 11 existe sur tout espace vecioriel une topologie localement convexe plus fine que
toutes les autres, definie par exemple par la famille de toutes les semi-normes. Toutes les
semi-normes sont alors continues, donc aussi toutes les formes linéaires, donc tous les
hyperplans sontfermés, donc aussi tous les sous-espaces vectoriels, qui sont tous des inter-
sections d’hyperplans.

(12) Les espaces £ sont d’un usage courant en théorie des équations aux dérivées par-
tielles. On en trouvera par exemple une étude trés compléte dans Hormander [1], Chapitre
11, Définition 2.4.1, avec la notation J#s) .
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On définit ##~° comme dual de 7% muni de son injection naturelle
dans 9’ transposée de l’injection naturelle dense de & dans J° et de sa
norme de dual de 57, il est encore un sous-espace hilbertien de 2’ (sa
structure hilbertienne dépendant du choix des a,).

On définit plus généralement les #° pour s réel quelconque par la trans-
formation de Fourier, mais nous n’en ferons pas usage ici. Si maintenant X
est un ouvert de R",#°(X), pour s entier = 0, est le sous-espace de 2'(X)
(espace des distributions sur X) formé des fonctions de *(X) dont les dé-
rivées d’ordre <'s, au sens des distributions, sont dans I*(X); on le munit

du produit scalaire (1,1), o f est remplacé par f ,» qui dépend des a,
R" X

et en fait un sous-espace hilbertien de 2'(X). £(X) n’est pas dense dans

H(X) pour s=1; soit £y ’adhérence de Z(X) dans #°(X). Alors on dé-

finit o7 *(X) comme le dual de £ (X), muni de l’injection naturelle dans
2'(X) transposée de I’injection dense de Z(X) dans #(X); c’est encore

un sous-espace hilbertien de 2'(X).

Exemple 3. Soit X un espace de Riemann orienté de dimension n, de
classe C”. Il existe alors une opération *, qui fait correspondre a toute forme
différentielle w de degré p une forme différentielle *w ou w* de degré n — p;
I’opération = est antilinéaire. Soit 5 1’espace des classes de formes différen-
tielles mesurables, telles que la forme = 0 de degré n: w A w*, soit intégrable;
on peut munir 5 du produit scalaire:

1,2) @|Be = fa/\ﬁ* .

X

J est un sous-espace hilbertien de ’espace 2'(X) des courants sur X; on
P’utilise dans la théorie des formes harmoniques(13). Si X est compact, 3,
en tant qu’espace vectoriel topologique, ne dépend pas de la structure rie-
mannienne de X, c. 4 d. de I’opération * (3£ est I’espace des classes de formes

mesurables, & coefficients L2 sur tout compact dans toute carte locale de X);
mais sa structure hilbertienne en dépend. Si X est un ouvert de R" le sous-

(13) Voir de Rham [1], Chapitre V, §24 et 25.
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espace # de # formé des formes de degré O n’est autre que I*(X), avec
sa norme usuelle.

Exemple 4. Soit X un espace topologique localement compact, u une
mesure de Radon = 0 sur X. Pour toute f* € [*(X,p) (f* est une classe de
fonctions, et non une fonction), on peut définir la mesure de Radon fu, ol
f est une fonction quelconque de la classe f*. Nous appellerons A%(X, u)
I’espace de ces mesures, muni du produit scalaire

(1,2 bis) (FuleWarxm = (182 m
X

A%(X,p) est un espace préhilbertien; mais comme f*—fu est une isométrie
de I? sur A2, il est hilbertien comme I? lui-mé&me. 11 est contenu dans I’espace
9'°(X) des mesures de Radon sur X. Par ailleurs, si fu converge faiblement

vers 0 dans A? (et a fortiori si elle converge fortement), elle converge
faiblement vers 0 dans 2'°, car, pour ¢ € 2°(X):

(1,2 ter) Sy = (fu| daz -

Donc A%*(X,p) est un sous-espace hilbertien de 2'%(X) faible, et aussi de
2'°(X) fort, qui a les mémes parties bornées puisque 29(X) est complet(14).
Remarquons que A%*(X,u) est muni d’une anti-involution naturelle, la
conjugaison complexe, induite par celle de 2'°(X): fuw— fu=fp. On
peut donc, suivant 4° page 121, identifier les 4 espaces A2, A2, (A?), (A2)';
Pélément fu de A? est, par exemple, identifié & I’élément de (A?)’ définissant

la forme linéaire continue sur A%:gu~— f fgdp. La formule (1,2 ter) peut
X

ainsi étre remplacée par

(19) 29 est I’espace des fonctions continues 4 support compact, muni de Ia topologie
limite inductive usuelle (Schwartz [1], chapitre III, §1). Il est complet (loc. cit. chapitre III,
théorémeI) dong les parties faiblement bornées de son dual 2’9 sont aussifortement bornées
(Bourbaki [1], Chapitre IV §3, n?. 2, Proposition 1).
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(1,2 quarto) S0 g0 = s PUD a2 a2y

Si X est un ouvert de R", et si y est la mesure de Lebesgue dx, on identifie
en général la fonction f, sa classe f-, et la mesure ou la distribution fdx;
on identifie donc I*(X,dx) et A*(X,dx), ainsi que leurs duals et anti-espaces.

Complété d’un sous-espace préhilbertien de E.

Soit S, un sous-espace préhilbertien de E. On appelle complété de 57,
dans E tout sous-espace hilbertien & de E, induisant sur 5, sa structure
préhilbertienne, et dans lequel £, soit dense.

Proposition 1. Soit #, un sous-espace préhilbertien de E, j son in-
jection naturelle dans E; soit .#0 le complété de #4(15), j Papplication
linéaire continue de Jfo dans E prolongeant j. Pour que 3, ait un complété
H dansE, il faut et il suffit que j soit injective; ou encore il faut et il suffit
que la boule unité B, de 5, soit fermée dans S, pour la topologie induite
par E. Dans ce cas, 3 est unique; c’est I'image de .9%0 par f, muni de la
structure hilvertienne transportée par j de celle de %30.

Démonstration. Le compléte ,7?0 n’est pas en général un sous-espace
de E. Mais j, étant linéaire continue, se prolonge de maniére unique en une
application linéaire continue j de # o dans E; en fait, comme Hy est normé,
son complété 9?0 coincide avec son quasi-complété J?o, donc j envoie 42,
dans le quasi-complété £, c. & d. dans E (supposé quasi-compler). On a un
diagramme commutatif

1,3) Ko ———-> E

\/f

ou .9?’0»3?0 est ’injection canonique de 5, dans son complété. Le fait
que j soitinjective n’entraine nullement, en général, que jle soit.

(15) 11 est peut-&tre ambigu de dire “le”” complété. 11 y en a plusieurs définitions pos-
sibles; tous les complétés sont de toute facon canoniquement isomorphes. y?o désigne donc
n’importe quel espace hilbertien dont WO soit un sous-espace vectoriel dense, avec la structure
préhilbertienne induite.
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1) Supposons qu’il existe un complété # de 5, dans E. Puisque 5 est
complet, et 5, dense dans 57, il existe un isomorphisme canonique de .9?0
sur S et on a le diagramme commutatif:

(1.4) \CA //‘

Alors j est bien injective, s# est bien unique, puisqu’il est I’image j(.??o),
sa structure est la transportée par j de celle de (#,). La boule unité B, de
H yestl’intersection BN #ydela boule unité B de o2 avec 5 ,; Best faible-
ment compacte dans &, donc dans E, donc fermée dans E; donc B, est bien
fermée dans 5, pour la topologie induite par E.

2°) Supposons j injective. Si alors nous appelons # 1’image j(&%o),
muni de la structure hilbertienne transportée par j de celle de #,, alors #
est hilbertien et I’injection & — E est continue puisque j est continue, donc
S est un sous-espace hilbertien de E; comme ', est dense dans Ho, il
est dense dans 5, et 5 est le complété de £, dans E.

3°) Supposons que la boule unité B, de o, soit fermée dans £, pour
la topologie induite par E. Soit k un élément de .9?’0 tel que j(h) = 0. 1l existe
une suite d’éléments h, de #,, qui, pour n— oo, convergent vers h dans
92”0; j(h,) = h,, donc h, converge vers f(h) =0 dans E. Soit ¢ > 0; il existe
N tel que, pour m2 N, n2 N, |h,—h,| ¢, <& pour n— oo, h,—h,
converge vers h,, dans E, et comme la boule de rayon & de 5, est fermée
pour la topologie induite par E, on a || h,||», < ¢ pour m = N. Cela prouve
que h,, converge vers 0 dans 3#, pour m — o, donc h =0, et j est injective;
nous sommes ramenés a 2°), et la Proposition 1 est démontrée.

Contre-exemple. Soit E = L*(R), et #, le sous-espace des fonctions
continues de [, muni du produit scalaire:

1,5) | 2)ore = f F)ERdx + £(0)Z0).
R

', est un sous-espace préhilbertien de E.
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On peut identifier # o au produit I? x C, muni du produit scalaire:

1,6) ()| (e BNz, = j () Z@dx + af,
R

Pinjection canonique de 5, dans 9?0 étant définie par f~— (f,f(0)).

Alors I’'application j de fo dans E est définie par (f,a) ~— f, seule ap-
plication linéaire continue de 9@0 dans E qui, composée avec I'injection de
H, dans .9?0, donne l’injection de 47, dans E:f »— (f,f(0)) »— f. Alors
J n’est pas injective; son noyau est {0} x C. Il est visible ici que B, n’est
pas fermée dans 5, pour la topologie induite par E. Car I’adhérence B,
de B, dans E est la boule unité de I? (toute f e I, de norme < 1, est limite,
dans I?, de f,eI?, continues, vérifiant ||f,|.. =1, f,(0)=0, donc appar-
tenant 4 B,); alors B, N 5, est strictement plus grande que By, et contient
par exemple, toute fonction f € I?, continue, vérifiant |f].. <1, |f(0)] > 1,
donc n’appartenant pas a B,.

Q-complété dans E d’un sous-espace préhilbertien 5, de E.

Supposons que les conditions énoncées dans la Proposition 1 ne soient
pas réalisées. Alors j n’est pas injective; soit A" = (f)~({0}) son noyau; on
a surement AN Jfo = {0}. o) N est un espace hilbertien, et J se factorise
en .9?0 z Jfo N E ol 7 est ’application canonique de .%”0 surle quotient
Ho/ N, et ol J* est injective. On peut alors, sur o = J(%O), transporter
par j* la structure hilbertienne de .}%o/ A", # est un sous-espace hilbertien
de E, dans lequel 5#, est dense. Mais il induit sur £, une norme plus faible
que celle de 5, a savoir celle de .9?0/ A7; nous dirons que 5% est le Q-com-
plété de #, dans E, Q étant Uinitiale de quotient. Dans I’exemple qui pré-

céde, le Q-complété de o, dans L* est L*. On peut caractériser # comme
suit:

Proposition 1 bis. Le Q-complété # de 5, dans E est le plus petit
sous-espace hilbertien de E contenant 3, et sa norme est la plus grande
norme de sous-espace hilbertien de E qui induise sur ', une norme plus

Jaible que celle de 5 (c. & d. telle que injection de H#, dans o soit de
norme £1).
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Démonstration. Soit £ un sous-espace hilbetrien de E contentant 5£,,.
Alors Vinjection j de 3, dans E se factorise en 5#,— X — E, composée
d’injections continues. Par prolongement continu, j se factorise en
.7?0 —- A - E, donc j(,}?o) =H# < A" ; H est bien le plus petit sous-espace
hilbertien de E contenant ;. Si en outre 5#, — # a une norme <1, alors
.9?0 — A a une norme = 1, donc, par passage au quotient, .9?\0/./1/—-»9{’ a
une norme = 1, donc aussi & — £ ; 1a norme induite par % sur 5 est plus
petite que celle de 4.

§2. L’ensemble Hilb (E) des sous-espaces hilbertiens de E.
Nous appellerons Hilb(E) I’ensemble des sous-espaces hilbertiens de E. Il
posséde une structure remarquable.

1°) 11 existe une loi de multiplication des éléments de Hilb(E) par les
nombres réels = 0.

Soit s# un sous-espace hilbertien de E, A un nombre réel = 0. Nous ap-
pellerons A5# I’espace {0} si A =0, et, si A > 0, I’espace ## muni d’un nouveau

. . .o N 1 . s
produit scalaire, obtenu en multipliant I’ancien par i (les relations ultérieures

montreront la nécessité de ce choix):

@1 (b e = 3 (B 0w
On a donc
1
22 IBlsr = — |B]r

JA
On a bien évidemment P’associativité

2,3) At = Mu), A20, n20.
2°) 11 existe une loi d’addition sur Hilb(E).
Soient ##,, ¢ ,, deux sous-espaces hilbertiens de E; nous allons définir

un sous-espace hilbertien 5#, + o, (attention, on n’a pas nécessairement
f 1 N ” 2 = {0}).
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Tout d’abord considérons la somme hilbertienne 3¢, @ J#,; c’est le pro-
duit 5#; x o ,, muni du produit scalaire

24 ((huhz)l(kvkz))#‘ex’z = (h1|k1)3h + (hzlkz)xz

On a donc aussi

2.5) Vhsha |20, = I, + [ Ba [, -

Bien entendu ce n’est pas un sous-espace de E. Mais il existe une application
naturelle ® de 5#; @ #, dans E, définie par:

(256) (I)(hlshz) = hl + h2'

® est linéaire et continue. Son noyau A4~ est I’ensemble des couples (h,,h,)
tels que hy + h, =0, son image est la somme 5, + 5,. Le noyau A~ est
fermé puisque ® est continu, alors (5, @ 5#,)/ A" est encore un espace
hilbertien, et I’on a un diagramme commutatif:

Q@7 HLDH, d >E

N %

(@ H) /N

ol 7 est ’application canonique de 5, @ 7, sur le quotient (5, @ 5 ,)/ N,
et ol @- est linéaire continue injective. Si " est I’orthogonal de A~ dans
H,®H,, m est un isomorphisme (pour la structure hilbertienne) de
A sur (o, @ H,)/ N .

Alors nous appellerons 5#, + 5, ’espace somme, image de ®, muni de la
structure hilbertienne transportée par ®- de celle de (3, @ ,)/ AN .
Ay + A, est bien un espace hilbertien, son injection dans E est continue
puisque @ est continue; c’est donc bien un sous-espace hilbertien de E.
En outre, ® est un isomorphisme (pour la structure hilbertienne) de £ sur
Hy+ ;.

Pour un élément he de (o, @ 5#,)/ 4", la norme-quotient est définie par:



134 LAURENT SCHWARTZ

B |Cei0ans =  Inf [(ry,B) | % 00,
2,8) x (hih2)=h *
= Inf (%, + )% -
n(hy,h2)=h

On en déduit, pour un élément h de 57, + 5£,, la formule:
(2,9) I s, = Inf (Jhy |3, + ] 22 ]5)-
hy+hy=h

Notons que, dans (2,8) comme dans (2,9), Inf est en réalité un Min, et
qu’on a exactement

(2,10) 1B N3 e, = [ Bul3, + | B2 ]2 »

pour Punique élément (hy, h,) de #; @ o, appartenant a 1’orthogonal X
du noyau A" et tel que h; + h, =h.
En outre, pour h et k dans 2, + 5#,,on a

(2311) (hlk)x’1+.#z = (hllk1)x’1 + (hzlkz)arz s

avec hy + h,=h,k, + k, =k, pourvu que I'un au moins des éléments
(hy,hy), (ki ky), de o, @ 5#,, soit orthogonal a A .

On peut donc définir o, + 5#, sans passer par ', ®H#, et @, en
disant simplement que, en tant qu’espace vectoriel, c’est la somme des sous-
espaces ', et #, de E, et que sa norme est donnée par (2,9); mais c’est
la méthode ci-dessus qui montre que cette norme est hilbertienne (parce
qu’un quotient (3#; @ #,)/#" d’un Hilbert par un sous-espace fermé est
un Hilbert).

Sist,NH, = {0}, & estréduit a {0};ily a, pour he#; + 3#,, un seul
couple (hy,h,) de #, @, tel que hy + h, = h, @ est un isomorphisme
de s, @, sur S, +,. #, et H,, sont deux sous-espaces fermés
orthogonaux et leur structure hilbertienne est induite par celle de 5, + o€,

On a les formules

WAL+ H,) = A, + AH,, A20.
(2,11 bis) :( T ' 2

A+t = AH +pst, Aet p=0.
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La premiére formule est triviale; montrons la deuxiéme qui I’est moins.
Les deux membres coincident en tant qu’espaces vectoriels, il s’agit de montrer
que leurs normes coincident. Bornons-nous au cas ol 4 et p sont >0, le
résultat étant trivial autrement.

Soit hes#. Cherchons sa norme dans A + us#. Soient hy,h,, deux
éléments de o tels que hy + h, = h; & quelle condition (h,,h,) est-il dans
¥, orthogonal de A4 dans Ao @ us#? On doit avoir

(2,11 ter) (hllkl)}./t’ + (hzlkz)uw =0 , ou
1 1
2,12) I(hllkﬂx’ + ﬁ(hzikz)x =0,

pour tout couple (k,,k,) de # x # tel que k, + k, =0. Cela revient a
dire que

hy hy ) _
@2,13) (7 21k) =0
pour tout k; de # ou encore %1- —}L—Z = 0.
Les deux équations
hl + h2 = h
A n
donnent
A U
2 = R o
(2,15) hy Huh, hy “ﬂh
Alors
1B = 12 + s e
}'2 NZ
= —2 __\n 2 L b 2
2,16) G+ p2 ” ”M" + G+ p? " "ud"

A 2 2 1
= ol + Gl =

= [BlGeme

ce qui démontre bien la deuxiéme formule (2,11 ter).
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La loi d’addition dans Hilb(E) est trivialement commutative, et a pour
élément neutre le sous-espace hilbertien {0}. D’autre part elle est associative:

2,17 OL+ )+ H5 = 14 (HF, + H3)

Chacun des deux membres peut se noter %, + 3, + H#; , et se définir
directement comme le sous-espace somme, muni de la norme

@18) ki =  Tof (bl [ el + sl

hythath;

la démonstration du caractére de sous-espace hilbertien de 5, + #, + 5
utilisant Papplication naturelle ® de #; @ #, ® H#; dans E, définie par
D(hy,hy,hy)=hy+ hy + hs.

3°) Il existe dans Hilb(E) une relation d’ordre.

Soient #,, #,, deux sous-espaces hilbertiens de E. Nous dirons que
H SH, sl # <, ,etsiinjection de #; dans #, est continue de
norme <1, ce qui se traduit par

(2,19) [#]le, 2 || 7]x, pour ke, .

Cela revient aussi a dire que la boule unité ouverte (resp. fermée) de 5%,

est contenue dans la boule unité ouverte (resp. fermée) de %,
Par exemple, sinous reprenons I’Exemple 2 dela p. 126, on a #°(X) = #'(X)

pour s < ¢, si le systéme des a,,| p| < s, se prolonge par celui des a,,|p| < 1.

Bien remarquer que l’inégalité < se traduit par l’inclusion <, mais par
une relation inversée = entre les normes. 11 s’agit bien d’une relation d’ordre
parce que, si # S H, et H#, < H#,, les deux espaces vectoriels sont les
mémes avec la méme norme, donc le méme produit scalaire, en vertu de la
relation bien connue

(2,19bis) 4(h|e=|h+k|F—|h—Kk|Z+i|n+ik|Z—i]|h—ik|% .
On a trivialement, pour o + {0} :

(2,20) A < # > A<,
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D’autre part, 5, + 5, = H#, et = H#,. Eneffet,d’une part 5, + o, o #,,
et d’autre part, pour he s, on a:

@,21) [2]%. = 1105, 00
Inf h”(hl’hZ) ”92?1@9!"2 = "h”fﬁ+*z .

hi+ha=

1\

Proposition 2. Soient #,,5,, deux sous-espaces hilbertiens de E.
Pour que 3, < #,, il faut et il suffit qu’il existe une constance ¢ 2 0 telle
que ¥y S cH,

Démonstration

La condition est trivialement suffisante, montrons qu’elle est nécessaire.
Soit donc ##, c #,. L’injection de 3, dans 5, est continue d’aprés le
théoréme du graphe fermé(16) (le graphe de cette injection est la diagonale
de #, x ##,; comme linjection de 5, dans E est continue, il est fermé
dans #, x E, donc dans 5, x ,). Soit \/E sa norme; alors on a, pour
hes#,,

1
(2a22) " h”ca?z = '—':”h”x’z é ”h”"?l ’
(4

ce qui démontre la proposition.

Corollaire. Pour que #; et #, soient le méme sous-espace vectoriel
de E (avec des structures hilbertiennes éventuellement différentes), il faut
et il suffit qu’il existe une constante ¢ =0 telle que:

(2,23) Hy S, , HyS ey,

On dit alors que | et H#, sont équivalents, K ~ H .

Soit I" un céne convexe saillant (c. & d. tel que TN (—T) = {0}) dans un
espace vectoriel F. Alors il existe sur I une structure analogue a celle que
nous venons de définir sur Hilb(E): la multiplication par les scalaires =0
et ’addition sont induites par celles de F; d’autre part, I' définit une structure
d’ordre sur F, donc a fortiori sur I', par

(16) Bourbaki [1], Chapitre I,§3,n0.3, Corollaire 5 du Théoréme 1.
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(2,24) uvev—uel.

Cette structure d’ordre sur I posséde, par rapport a ’addition, une propriété
fondamentale: pour que u < v, il faut et il suffit qu’il existe un weT tel que
v=u+w, et ce w est unique (c’est w=v —u).

Nous démontrerons (Théoréme I) que Hilb(E), pour ’ensemble des 3
structures dont nous 1’avons muni, est isomorphe 4 un cdne I', convexe,
saillant, dans un espace vectoriel F; il en résultera (Proposition 14) que:
pour que # = 3, il faut et il suffit qu’il existe 3#,c Hilb(E) tel que
H =H,+H,, et un tel sous-espace hilbertien S, est unique.

Proposition 3. Soient S, et #, deux sous-espaces hilbertiens de E.
Pour que #, N 3#, = {0}, il faut et il suffit que ¥, et S, soient étrangers
pour la relation d’ordre, c. a d. que X' < H#, , X' <H, , implique A ={0}.

Démonstration.

La condition est trivialement nécessaire, montrons qu’elle est suffisante.
Supposons #; et #, étrangers. Sur S, N ,, définissons le produit scalaire

(2,25) (h]k) = (]| K)o, + (1| K)e,

1l définit sur 4, N, une structure de sous-espace préhilbertien de E.
Mais il est complet; car, si (h,), n = 1,2, ..., est une suite de Cauchy, elle est
a fortiori une suite de Cauchy dans 5, et dans 5#,, donc elle converge vers
une limite dans chacun de ces deux espaces; ces deux limites coincident, car
la convergence dans &#; ou dans J#, implique la convergence dans E; elles
sont donc égales a un élément h de s, N S#,, et h, converge vers h dans
HiNH, . Donc 5, N3, est un sous-espace hilbertien de E; il vérifie
H\NHy, S H, H NH, S H,, done o, N, = {0}, ce qui démontre
la proposition.

Remarque. Les 3 structures définies sur Hilb(E) peuvent s’étendre a
I’ensemble des sous-espaces préhilbertiens de E. Alors le complété, s’il existe,
ou le Q-complété d’un sous-espace préhilbertien S, de E (Proposition 1 bis)
est, au sens de la relation d’ordre <, le plus petit sous-espace hilbertien
de E qui soit plus grand que ¢,

o



—
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§3. Les noyaux relatifs a E.

Soit E’ le dual de E. On appellera noyau relatif & E une application linéaire
de E’ dans E, continue pour les topologies faibles o(E’, E), o(E,E’). On
sait qu’elle est alors a fortiori continue pour la topologie forte de E’ et la
topologie intiale de E (7).

Pour & € £’, Hé' est un élément de E; on peut donc, pour f’ € E’, définir
le produit scalaire {Hé’, f'>; il jouera un role essentiel dans la suite. On
peut aussi 'écrire (Hé' | f) suivant (0,4). L’adjoint H* = *H= ' applique
aussi E' dans E, ¢’est encore un noyau (donc Z(E;E) est muni d’une anti-
involution naturelle); il est défini par (0,7 bis) ou (0,7 ter):

G.0) {Ve’eE’, Yf'eE’, CH¥e,f'> = {Hf",e’),
ou (H*¢'|f") = (&'|HSf").
On dit qu’un noyau H est hermitien si H* = H; cela se traduit par
(He,f'>y = {Hf,e’), ¢’eE’, f’€E’, ou
(3,2)
He'|f) = @ |Hf);
ce qui est équivalent, comme il est bien connu, a
3,3) Ve'€E’, (Hé',e'y ou (He'|é') est réel.
Enfin, H est dit =0 si
(3,49 Ve'eE’, (Hé, e’y =z 0;

un noyau = 0 est hermitien.

Proposition 4. Toute application linéaire hermitienne de E’ dans E
est un noyau (autrement dit est faiblement continue).

(17) Si u est continue de ¢ (£, E) dans o (E, E',) elle I’est a fortiori de ¢ (£, E') dans
6(E,” E") donc, d’apr¢ Bourbaki [1], chapitre IV, §4,n0.2, Proposition 6, de E'fortdans E”
fort, donc a fortiori de%rt dans E initial, Ia topologie initiale de E étant moins fine que la
topologie induite par E"V
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Démonstration.

Si & converge vers 0 dans ¢ (E’, E), donc e’ vers 0 dans o (E’, E),
W converge vers 0 pour tout f' fixé, donc aussi <Hé', f'> d’aprés
I’hermiticité, et He’ converge bien vers 0 dans ¢(E,E’).

Au lieu de considérerles applications linéaires de E’ dans E, on peut
considérer les formes sesquilinéaires sur E’ x E’ (ou sur £’ x E’). Un noyau
H définit la forme &

(3,5) Ae',f) = CHf",e"y .

Proposition 5. Pour qu’une forme sesquilinéaire sur E’ x E' soit
définie par un noyau suivant (3,5), il faut et il suffit qu’elle soit séparément
faiblement continue, et ce noyau est alors unique. La forme est hermitienne
(resp . = 0), si et seulement si le noyau est hermitien (resp. = 0).

Démonstration.

1°) Soit H un noyau. Si e’ converge faiblement vers 0, alors, pour f' fixé,
le 2e membre de (3,5) converge bien vers0. Si f’ converge faiblement vers 0,
H f' converge vers 0 dans E en vertu de la continuité faible de H, donc
{H f',e") converge encore vers 0 pour e’ fixé.

2°) Soit B une forme sesquilinéaire séparément faiblement continue sur
E’' x E'. Pour f' fixé dans E’, ¢’ - B(e’,f’) est une forme linéaire faiblement
continue sur E’, donc il existe un élément unique H £’ de E tel que

(3:6) B(e',f)=<H [ e

H est une application linéaire de E’ dans E. Si f converge faiblement vers0
dans E’, B(e',f') converge vers 0 pour tout e’ fixé, donc Hf' converge faible-
ment vers 0: H est faiblement continue, c’est un noyau. La fin de 1’énoncé
est évidente.

Remarque 1. Plus généralement, la forme A* associée a ’adjoint H*
de H est la symétrique hermitienne de H:

(3,6 bis) H"fe', ) = B¥7.e.
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Remarque 2. Soit E'* le dual algébrique de E’. Toute forme linéaire
sur E’ est continue pour la topologie o(E’,E'*), donc toute forme sesqui-
linéaire sur E’ x E’ est éébarément continue; mais E’ est le dual de o(E’*,E’),
et sa topologie faible correspondante est ¢(E’,E’'*); donc toute forme ses-
quilinéaire sur E’ x E' provient d’un noyau H relatif a E'* muni de la
topologie o(E'*,E’).

Soit L(E’;E)(1®) I’espace des noyaux relatifs 4 E. Alors 1’ensemble
FH(E)=L*(E';E) des noyaux =0 de E est un cdne convexe saillant de
Z(E';E) (il est saillant parce que, si H et — H sont =0, on a {Hé',e') =0
pour tout e’ € E’, donc {(Hf",e’> =0 quels que soient e’ et f’ de E’, d’aprés
la relation

(G,7)  4<e, HES = (o' +f H@ +1)) — e’ —f ', H(e' 7))
+ide' +if', H(e + if )Y —ie’ —if ,H(e' = if ")),

donc Hf’ =0 pour tout f’, donc H = 0).

Nous allons précisément montrer qu’il y a un isomorphisme naturel entre
Hilb(E) et Z*(E).

Sauf mention expresse du contraire nous munirons £(E';E)de la topolo-
gie de la convergence simple faible (la moins fine pour laquelle chaque
application H~— (Hf',e') soit continue).

§4. Le noyau d’un sous-espace hilbertien de E: I’application

canonique de Hilb(E) dans L*(E).

Soit & un sous-espace hilbertien de E, j son injection dans E. Alors I’ad-
jointe j* est une application linéaire faiblement continue de E’ dans ',
Appelons 0 I'isomorphisme canonique de ' sur J#. Alors jOj*:

/j* 707 0 j
4.1) E — #" —— # —> E

est une application linéaire faiblement continue H de E’ dans E; nous dirons
que c’est le noyau de &£, ou noyau associ¢ 4 5. On notera qu’en fait il ap-

(18) Dans cette notation, £ et E sont supposés munis des topologies (£, E)eto(E,E’).
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plique E’' dans 5, et qu’il est faiblement et fortement continu de E’ dans
J; nous ferons souvent (si cela n’introduit pas de causes d’erreur) cette
confusion entre jOj* et 6j*. Si en outre on identifie S’ A #, alors H, en
tant qu’opérateur E’— o, n’est autre que j*.

Remarque. Si E est hilbertisable, c. a d. s’il est susceptible de struc-
tures hilbertiennes définissant sa topologie, et si 5 est E muni d’une de ces
structures hilbertiennes, H est ’isomorphisme canonique de E’ sur E défini
par . Inversement, si H est le noyau associé a un sous-espace hilbertien
# de E, et si H(E')=E, on a nécessairement o# = E, donc E est hilberti-
sable, et # est une structure hilbertienne sur E.

Proposition 6. Le noyau H de # est I'unique application de E’
dans 3 telle que

4.2) Ve'eE', Vhed#, (h|H&), = <(he'>(=(h|e).
En particulier, pour '€ E’, f'€E’, on a:

4,3) (Hf'|Hé)p = <Hf',e’y, donc

4.4 |HE|% = <HE,e') = 0:

H est un noyau = 0,

Démonstration. On a

Chey = (hedep = (jh]E)ps
4.5)
= (h|j*¢ )6 = (h]0j*E)e = (R|HE),

c.ad. (4,2); Hé' est bien, pour &’ donné, le seul élément de S a vérifier cette
égalité quel que soit h e puisqu’elle détermine son produit scalaire avec
tout élément k de . On obtient (4,3) en prenant h = H f' (mais (4,3) n’est
plus une caractérisation de H, car, par exemple, H =0 vérifie (4,3) quels
que soient e'eE’, f'€E’).

En faisant f’ = e’, on obtient (4,4), qui exprime bien que H est = o, c.q.f.d.
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Alors o — H est une application de Hilb(E) dans -Z+(E) que nous appel-
lerons ’application canonique; nous montrerons que c’est un isomorphisme.

Proposition 7. L’image H(E') est un sous-espace dense #, de H#.
On peut la caractériser ainsi: he S appartient a 3, si et seulement si
la forme linéaire k—»(klh)# est continue sur S pour la topologie induite
par la topologie initiale ou la topologie affaiblie de E.

Démonstration. Comme j est injective, j*E’ est faiblement dense
dans #'(19), donc fortement dense puisque # est réflexif; comme 0 est
un homéomorphisme, 0j*(E’)= H(E’) est dense dans . (On peut aussi
dire: si he# est orthogonal & H(E’), (4,2) montre que {h,e’> =0 pour
tout e’, donc que h = 0).

Si h est de la forme Hé’, (4.2) (o0 ’on remplace h par k) montre bien que
la forme linéaire k— (k| h) = (k,e’) est continue sur # pour la topologie
induite par la topologie affaiblie de E. Inversement, si elle est continue pour
Ia topologie induite par E, le théoréme de Hahn-Banach montre qu’il existe
un élément e’ de E’ tel que

(4,5bis) ke, (k|h)y = (koe'y;

mais (k,e’) = (k]H &), on doit donc avoir h = Hé’, ce qui démontre
la proposition.

Corollaire. Si E’ est faiblement séparable (c. & d. admet un sous-
ensemble dénombrable faiblement dense), tous les sous-espaces hilbertiens
de E sont séparables.

Démonstration. Soit D un sous-ensemble dénombrable faiblement
total de E’. H étant faiblement continue et surjective de E’ sur o, H(D)
est faiblement total, donc fortement total, dans #,; comme 3#, est dense
dans #, H(D) est total dans #, o# est séparable.

Remarque. Si E est un Banach séparable, son dual E’ est faiblement
séparable. Plus généralement, si E est un espace séparable, et si {0} est inter-

(19) Bourbaki [1], Chapitre IV, §4,n0.1, Proposition3.5# étant réflexif, le dual de '
est J; un sous-espace vectoriel des#’ dense pour a’(.?? ‘S 9?), est alors dense dans 3¢’
fort (Bourbaki [1], Chapitre IV, §2,n0.3, Corollaire 1 de la Proposition 4).
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section dénombrable de voisinages, alors E’ est faiblement séparable. Soit
en effet A’ une partie équicontinue faiblement fermée de E’. Sur A4’, la struc-
ture uniforme dela convergence faible, c. 2 d. de la convergence simple sur
E, est identique a celle de la convergence sur un sous-ensemble dense de E,
d’aprés le théoréme d’Ascoli(2°); comme alors E a un ensemble dénombrable
dense, A’ a une structure uniforme ayant un systéme fondamental dénom-
brable d’entoutrages, donc est métrisable. D’autre part 4’ est faiblement
compacte, aussi d’aprés Ascoli; et un espace métrisable compact est sépa-
rable. Ainsi toute partie équicontinue faiblement fermée est faiblement sé-
parable. Mais, {0} étant dans E D’intersection d’une suite V, de voisinages
de 0, il en résulte par polarité que E’ est I’adhérence faible de 1’enveloppe
convexe équilibrée de la réunion des ¥V (*'); chaque ¥ est équicontinu
faiblement fermé, donc faiblement séparable d’aprés ce que nous venons de
voir, donc aussi I’enveloppe convexe équilibrée de leur réunion, donc aussi
E’ (21bis).

Par exemple les espaces E = 9, &, -, de la théorie des distributions, sont

séparables, et {0} est intersection dénombrable de voisinages(*?); donc E’
est faiblement séparable, et méme fortement parce que ces E sont réflexifs.

Dcailleurs 2 nous suffit; ensuite tout sous-espace hilbertien d’un espace de
distributions est sous-espace hilbertien de 2’ donc séparable.

Il est d’ailleurs bon de remarquer que le précédent corollaire n’a rien a
voir avec les espaces hilbertiens. Par exemple, si S est un sous-espace de
Banach de E avec injection continue, si S est réflexif, et si E’ est
faiblement séparable, alors # est séparable. En effet, de l'injectivité de
3 — E on déduit que la transposée E' -5 a une image faiblement dense;
E’ étant faiblement séparable, 5’ est faiblement séparable, donc fortement

(29) Pour les théorémes d’ Ascoli, voir Bourbaki [1], chapitre III, §3, n0.5, Proposition
5. Un espace uniforme a base dénombrable d’entourages est métrisable, théoréme de Weil;
Bourbaki [2], §2,n0.4, Théoréme 1.

(21) Bourbaki [1], Chapitre 1V, §1, n0.3, Corollaire de la Proposition 3.

(21 bis) Tout ce raisonnement est celui qui est fait dans Bourbaki [1], Chapitre IV,
§2,n.02, corollaire de la Proposition 3; mais ce corollaire introduit une hypothése trop forte
(E métrisable).

(22) Les polyndmes sont denses dans &, donc & est séparable. Chacun de ses sous-espaces
Dy, K compact de R", est donc séparable; donc Z, réunion dénombrable de P, est sépa-
rable. Enfin & est dense dans & qui est donc séparable. Dans chacun de ces espaces, {0} est
I'intersection de la suite de voisinages V,,={¢ ;lDP(/)(x)l <1/m pour lxl = m.,lpl sm}.
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puisque  est réflexif, donc son duals? est faiblement séparable comme vu
plus haut, donc séparable pour sa topologie initiale. La conclusion ne subsiste
pas si o n’est pas réflexif; par exemple L®, sous-espace de Banach non
réflexif de @', n’est pas séparable.

Proposition 7 bis. Pour que #,= H(E') coincide avec i, il faut
et il suffit que la topologie faible de # soit induite par la topologie faible
de E. Si E est un espace de Fréchet, il faut et il suffit que la topologie initiale
de 3 soit induite par celle de E; et aussi il faut et el suffit que # ou #
soit fermé dans E, ou que H soit un homomorphisme faible (ou fort, si E
est réflexif)(23).

Démonstration. 5, = ¥ revient a dire, si I’on se reporte & la défini-
tion (4,1) de H, que j*(E') = #'. Comme j*(E') est dense parce que j est
une injection(24), cela revient a dire que j*(E’) est fermé dans ', donc
que j est un homomorphisme faible(25), ce qui revient encore a dire que la
topologie affaiblie de 5# est induite par la topologie affaiblie de E.

Supposons que E soit un Fréchet. Alors j est un homomorphisme faible
si et seulement si ¢’est un homomorphisme fort, c.ad. si la topologie initiale
de s estinduite par la topologie initiale de E; ou si et seulement si j(#) = 5#
estfermé dans E(26). Sij est un tel homomorphisme, c’est un monomorphisme;
comme @ est un isomorphisme, et j* un épimorphisme faible (fort si E est

ré flexif) comme adjoint d’un monomorphisme(27), H = j6j* est un homo-
morphisme faible de E’ dans E (un homomorphisme fort si E est réflexif);

d’autre part 5, = J est fermé dans E. Inversement, si H est un homomor-

(23) Rappelons que u est un homomorphisme de E dans F si elle est linéaire continue,
et si 'image d’un ouvert de E est un ouvert de #(E). Un monomorphisme est un homomor-
phisme injectif, un épimorphisme est un homomorphisme surjectif.

(24) Voir note (19), page 143.

(25) Bourbaki [1], Chapitre IV §4,n0.1, Proposition 4.

(26) Dieudonné-Schwartz [1], Théoréme 7 page 92. Bourbaki [1], chapitre 1, §3,n0.3,
Corollaire 3 du Théoréme 1.

(27) Le transposé (ou I’adjoint) d’un homomorphisme est un homomorphisme faible
d’image faiblement fermée (Dieudonné-Schwartz [1], Théoréme 7 page 92); le transposé
d’une application injective a une image faiblement dense (note (19) page 143) donc le transposé
d’'un monomorphisme est un épimorphisme faible. Mais j* envoie E’ dans #’, métrisable
de dual 5#; donc si ¢’est un homomorphisme faible c’est un homomorphisme fort (Bourbaki
[1], Chapitre IV, §4,n9.2, Exercice 3 b).
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phisme faible, 0j* est a fortiori un homomorphisme faible, et comme 0 est
un isomorphisme, j* est un homomorphisme faible, donc aussi j(28). Si
d’autre part 5, est fermé dans E, il I’est dans 5%, et comme il est dense,
Ho=H.

Proposition 8. Soit 5 un sous-espace hilbertien de E, H son noyau.
Alors un élément h de E'* (dual algébrique de E’ ou complété faible de E)
appartient & J si et seulement si

| ¢he] .
“o S e, ey < o0

en outre, dans ce cas, on a:

<h,e")
4,7 Sup ZI%?:—ZSLW = [n]e

Démonstration.

1°) Si he s, on a, d’aprés (4,2) et (4,4):

LD

@8) [Ched| = |(h|HEYw| = [he|HE | = [[h]r<HE, D12

le premier membre I(h) de (4,6) est alors fini et majoré par |k |,
2°) Supposons inversement I(h) < co. La forme antilinéaire é'w— <{h,e")

est alors nulle sur ’ensemble des &’ tels que Hé' = 0; elle définit donc une
forme antilinéaire Hé’ w— <h,e’> sur H(E') = #,. En outre, sa norme est

< I(h). Donc il existe un élément k de 5 tel que

49 Chye'y= (k| HE)p; et | k| < I(h).
L’égalité (4,2) appliquée & k montre alors que

(4,10) (h,e'y = (k,e'y pour tout e’ € E’,

donc k = h; ce qui prouve que h € 5 et que || k|| » < I(h), ou = I(h) d’aprés 1°).

(28) Dieudonné-Schwartz [1], Théoréme 7 page 92.

(29) Sile dénominateur est nul et non le numérateur pour un élément e’ la borne su-
périeure est slirement infinie; si les deux sont nuls, on ne tient pas compte de cet élément
e’ pour le calcul de la borne supérieure.
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Remarque. Il est commode de poser |k ,,= + co pour h¢ #; alors
(4,7) est vraie pour tout h de E'*.

Corollaire 1. Lapplication canonique de Hilb(E) dans Z+(E) est
injective.

En effet, la Proposition 8 montre que la connaissance de H détermine 5%,
avec sa structure hilbertienne.

Corollaire 2. Si heE'* vérifie (4,6), alors heE.

Proposition 9. Soit B, [I’ensemble des Hé', e'€E’, tels que
(Hé,e'>Y= 1, et B, son adhérence dans E.
Alors
M = U ABO

ieR+

Démonstration. B, est la boule unité de ,; comme 3£, est dense
dans & (Proposition 7), son adhérence B dans 5 est la boule unité
de J#, et, comme celle-ci est faiblement compacte dans S# donc dans E, elle
est fermée dans E, et coincide donc avec B,,, adhérence de B, dans E. Comme

alors on a # = |J AB, on a bien # = | J 1B,
1eR+! 1e R+

Remarque. Ceci donne une nouvelle caractérisation de 5# a partirde H,
donc redémontre le corollaire de la Prcposition 8.

Exemple 1. Considérons I’exemple 3 de la page 127. Choisissons pour
9 l'espace 2 lui-méme, et pour conjugaison la conjugaison usuelle des
formes, ¢ w— ¢ (qui commute avec *). Alors (1,2) montre, d’aprés (4,2)
ol l'on fait h=a, e’'=*B, que H*f=p, de sorte que H¢p = *" ' §;
H est bien une application linéaire continue de £'=2 dans E=2’.

On peut aussi prendre P =2, la conjugaison étant cette fois *1!:
¢ ~— *"1¢. Mais ce n’est pas une anti-involution: pour une forme ¢ de
degré n—p, * '*7'¢ =(~1)?»"P%. On pourra éventuellement parti-
culariser les degrés, pour éviter des erreurs.

. P .4 n—p
On considérera # < 2’ = E; on prendra pour E’ l’espace 2, avec
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avec <;,"JJP> = f TA ¢. On prendra alors pour E’ I’espace é, avec 1’anti-
isomorphisme ¢ P -1¢, de "D sur é; il n’est plus question ici d’in-
volution puisque E’ # E’. Le produit (T| ¢) suivant (0,4) (T=e,¢ = &' = *~'y,
avec e’ =y = *¢) est alors {T, *¢); c’est bien celui qu’on considére dans
la théorie de Hodge-de Rham.

Alors (1,2) montre, toujours d’aprés (4,2) avec h=a, ¢’ = *B, que
H( *-1 *8)=f ou HB = B; H est I’identité, ou plus exactement I’injection
canonique de 9 dans é’; c’est I'injection canonique de & dans 2’ si I’on
ne spécifie pas les degrés.

Dans cet exemple, H n’est pas le méme opérateur de 2 dans 2’, suivant
qu’on choisit la conjugaison usuelle ou *-1; ce n’est pas étonnant, puisque
H est un opérateur de 9 dans 92, et non de 2 dans 2.

Exemple 1 bis. Supposons que X soit un ouvert de R" et prenons
o = I?(X). Prenons pour conjugaison la conjugaison usuelle. On a

| ) = f £ Bdx = <f, B;
X

c’est (4,2) avec HP = @, H est l'application identique, ou I’injection naturelle
de E' = 2 dans E = 2’ (cas particulier de ce que nous venons de voir dans
I’exemple 1, pour le degré p =0, si I’on identifie formes de degré 0 et n par
la mesure de Lebesgue).

Exemple 1 ter. Reprenons I’Exemple 4 de la page 128. La formule
(1,2ter) ou I’on remplace ¢ par @, est la formule (4,2), avec h =fu,e’ = ¢,
é' = ¢, sil’on prend H¢p = ¢pu, qui définit bien H comme application linéaire
continue de E' = 2°(X) (ou 2(X) si X est un ouvert de R") dans E = 2'%(X)
(ou 2'(X)).

Exemple 2. Reprenons I’Exemple 2 de la p. 126. Appelons D I’opérateur
différentiel

(4,11) D= X (-1 q,n?
14

Alors on démontre que les noyaux des sous-espaces hilbertiens #~%(X),
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HUX), #(X), de 2'(X) (s entier =0), sont respectivement ’opérateur
différentiel D, et ses opérateurs de Green et de Neumann relativement a
Pouvert X de R", tous considérés comme opérateurs de E’= 2(X) dans
E = 2’'(X). On pourrait le voir dé¢s maintenant, mais nous préférons le voir
plus tard avec des méthodes appropriées (exemple pages 220 et 222).

Exemple 3. Soit E = 2'(X), espace des distributions sur un ouvert X de
R". Alors E' = 2(X); la conjugaison complexe établit sur ces espaces des
anti-involutions contragrédientes, qui font de chacun son propre anti-espace
Un noyau H est alors une application linéaire continue de 2 dans 2’; le
théoréme des noyaux(3°) dit que c’est une distribution H, ; sur X x X, I’ap-
plication H de 2 dans 2’ étant définie par

4,12) $ns (H-§), = f H, $(E)de
X

Le conjugué H est défini par la distribution conjuguée H, ., le transposé
‘H par la distribution symétrique ("H), .= H, .. et ’adjoint par (H *)x,§=?f;; ;
un noyau H est hermitien si H, ;= H,, . Un noyau H est de type positif si

@,13) Vi e D(X), f He; $()@dxdE20;

XxX

alors il est hermitien ,et H est aussi de type positif.

Si o est un sous-espace hilbertien de 2'(X), son noyau H est défini par
4,2):

VbeD, NTe#, (T|H-F)p = (T,¢) ou
(4,14)
(T|H-$)r = <T, 8> = (T|9).

Ici (4,3) et (4,4) deviennent:

(39) Théoréme des noyaux, Schwartz [2], page 143 et Schwartz [3],Chapitre I, §4, Pro-
position 25.
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VoeD, WeD, (H-Y|H §), = <CH V6>
(4,15)

B ff H, :¢(x)¥(Edxdé .

XxX

@wie  Voeo, |H-3l3 = [[ H.owFOdxE 20

XxX

On les utilisera aussi sous la forme

(H-$|H- ) = H-6, ¥
@17) o
|H-¢|% = CH-6, 6> = ff H, ;0 $(E)dxde

Soit maintenant X = R", et E I'un des sous-espaces suivants de 2'(R"):
D,92,8,8,%",F Oy, Oy, O, 9c(31). Toute application linéaire faiblement
continue de E’ dans E est fortement continue(32) donc continue de E’, dans E
(dans tous ces espaces E, les parties bornées de E sont relativement compactes
donc E, =E’ fort), et inversement(33). L(E’;E) = E¢E = EéEE, parce
que ces espaces sont complets et ont la propriété d’approximation(34). D’autre
part, pour tous ces espaces sauf 2, ExégEg est I’espace E, , analogue sur
R"x R"(3%), ce qui donne la structure des noyaux correspondants; pour
un sous-espace hilbertien S de E, on aura les formules (4,12) a (4,7), pour
¢, e E’. Par exemple, si & est un sous-espace hilbertien de &'(R"),
H sera tempérée, He#) ., et les formules précédentes seront vraies pour
oY, ... dans &,

Exemple 4. Soit E un espace hilbertien. On peut identifier £’ & E (voir

(31) Pour tous les espaces de distributions, voir Schwartz [1].

(32) Voir note (17), page 139.

(33) Une application linéaire continue de E, dans E est continue de o(E., (E;)") dans
o(E, E’) d’aprés Bourbaki [1], chapitre IV, §4,n0.2, Proposition 6; mais(E’c)’ = E Bourbaki
[1], Chapitie IV, §2,n0.3, corollaire du Théoréme 2. A

(3%) Pour le produit &, le produit tensoliel @, et la propriété d’approximation, voir
Schwattz [3], Préliminaires et Chapitre T, §1.

(35) Schwaitz [3], Chapitre I,§4, Proposition 28, page 98.
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Exemple 4 page 121). Alors un noyau H est simplement un opérateur linéaire
continu de E dans lui-méme. Son adjoint H* est ce qu’on appelle usuelle-
ment ’adjoint, et ’hermiticité et la positivité sont ’hermiticité et la positivité
usuelles.

Soit ## un sous-espace hilbertien de E (attention, il y a ici une confusion
possible. 11 s’agit d’un sous-espace hilbertien au sens donné au §l, mais

il n’a pas nécessairement la structure induite par celle de E!). Son noyau H
est un opérateur linéaire continu hermitien =0 de E dans E, qui se définit

comme suit. Soit j I’injection 5 — E, j* son adjointe E — 5# (en identifiant
#' A #). La formule (4,1) devient

. .
(4,18) ELsw L5 E H=jj*,

qu’on confondra souvent avec j* (voir page 142),application de E dans .
H est caractérisé par (4,2):

(4,19)] Yhe#, VE€E, (h|HE » = (h| O

(4,3) et (4,4) deviennent:

(4,20) (HE|Hn)y = (HE|n)g
|HE|Z = (HE[&): 2 0.

Le sous-espace 5% est fermé dans E si et seulement si H est un homomor-
phisme (Proposition 1bis), et alors # = #( = H(E). On a & = E (en tant
qu’ensembles) si et seulement si H est inversible (car H, en tant qu’applica-

tion de E’ sur E, doit &tre I’isomorphisme canonique de E’ sur E pour la
structure hilbertienne 5#; voir remarque page 142). Si o est un sous-espace

fermé de E, avec la structure hilbertienne induite, H est le projecteur ortho-
gonal sur J#, comme le montre (4,19).

Proposition 9 bis. Soit o un sous-espace hilbertien de E, de noyau
K, considéré comme opérateur de E’ dans ; soit 5 un sous-espace hil-
bertien de ', et soit A son noyau par rapport d # au sens de I’Exemple 4,
page 150, opérateur de A~ dans 5 ; alors le noyau H de H# relativement &

E, considéré comme opérateur de E' dans #,est H=AK : E'—K—: %’—A—>W
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Démonstration. Identifions aussi #’ 4 #. Alors K et H sont les appli-
cations E'— " et E’'— #, adjointes des injections " — E,# — E. Mais

# —E se factorise en S -4 —E, donc E’ ——Hé.}f se factorise en
E’—‘i.%’—».;f, et A - H# est justement A.

Corollaire. Si s# estun sous-espace fermé de A, avec la structure hil-
bertienne induite, H est égal a AK, o A est le projecteur orthogonal de
X sur H.

11 suffit d’appliquer la Proposition 9 bis 3 'exemple qui la précede im-
médiatement.

Proposition 9 ter. Soit £ un sous-espace hilbertien de E, de noyau H.
Pour que Dinjection j de 3 dans E soit compacte (autrement dit pour que
la boule unité de # soit compacte dans E), il faut que H appartienne a
# @, E, et il suffit qu’il appartienne a EeEC®)

Démonstration. Dire que j est compacte, c’est dire que la boule unité
B de S est relativement compacte dans E; mais elle est faiblement compacte
dans 5 donc dans E, elle est alors compacte dans E.

1°) Supposons j compacte. Alors, par polarité, 'image par j de la polaire
de B dans E’ est contenue dans la polaire de B dans o, donc j est con-
tinue de E./dans 2, et j* est continue de E’, dans 2#'; alors H = 0j*, con-
sidéré comme opérateur de E’ dans o, est continu de E. dans 5, donc
He# ¢ E; comme 2, hilbertien, a la propriété d’approximation stricte,
Hes# %QE, comme 1’affirme I’énoncé. Naturellement H = j0j* est I’'image
par j®I de 0j* e # ®,E, donc appartient 2 E®,EcEcE

2°) Réciproquement, supposons He E¢ E = Z(E’,;E). Soit A’ une partie
équicontinue faiblement compacte de E’, A" sa conjuguée dans E’. Comme
H est dans E¢ E, H(A’) est compacte dans E(®7), et la restriction de H 2

(36) Voii Schwartz[3], Chapitre 1, Proposition 11 et Corollaire 1. Un espace de Hilbert.5#
satisfait & la condition d’approximation stricte, parce que tout opérateur udes# dans S est
adhérent dans & (J# ;) aux P.u, ou les P sont les projecteurs orthogonaux de rang fini,
Ve

(37) Schwartz [3], Chapitre I,§1, Proposition 5, page 35.
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A’ est continue de E' faible dans E fort. Supposons que e’ € A’ converge
faiblement vers eg; alors

)

(HE',e'y — (HE,, ey
(4,21)

= (H(e' —¢&,),e') + (Héz,e' —ey);

H(e' — e;) converge fortement vers 0, et e’ ¢ A’ équicontinue, donc le premier
terme converge vers 0; le deuxiéme aussi, puisque e’ converge faiblement
vers ey; donc (Hé',e’> converge vers (Hé, ey). Cela prouve que He’, qui
converge faiblement vers Hé, dans 5, a une norme (Hé',e'Y* qui converge
vers celle de He)), donc Hé' converge vers Hé; fortement dans # (*®). Ainsi
H = 0j* est continue de 4’ (muni de la topologie faible) dans 5# fort; donc
H(A") est compacte dans #. Comme H est faiblement continue de E’ dans
J, cela prouve que H appartient 3 # ¢ E= Z(E/;5). Mais H = 6j*, ol
0 est un isomorphisme, donc j* est continue de E dans #°, j continue de
E. dans s#’; par polarité, cela prouve que j(B) est relativement compacte
dans E, j est compacte.

Remarque 1. Cette proposition prouve (compte tenu de la Proposition
10 que nous montrerons plus loin) que, m&me si E ne vérifie pas la propriété
d’approximation stricte, tous les &léments =0 de E ¢ E (au sens de la po-
sitivité des noyaux) sont dans E ®, E

Remarque 2. Supposons que, dans E, toute partie bornée soit relative-
ment compacte. Alors tout sous-espace hilbertien de E a uneinjection com-
pacte. Mais aussi tout noyau H transforme les parties équicontinues de E’
en parties bornées donc relativement compactes, et 1’espace Z(E’;E) des
noyaux est identique (topologie mise a part) a E ¢ E. C’est ce que nous avons
déja appliqué i la fin de I’exemple 3, page 149.

38. Dans un espace de Hilbert, la convergence faible avec convergence des normes
entraine la convergence forte. Si en effet x, converge faiblement vers x, 1(x + x))
converge aussi faiblement vers x, donc lim.inf. “ 10+ x j)l] = “x“ ; mais si "x ,H converge vers
x||son a aussi lim.sup. 30e+x))| < ||%]}; done tim. 3e+x,)| =[|x]|]. Mais alors
linégalité de la médiane "x,"Z + "x"2 = 2(“% x+x) |2+ %"x - x,"Z) montre que x,
converge fortement vers x.
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§5. Le sous-espace hilbertien attaché A un noyau = 0.

Caractére bijectif de 1’application canonique de Hilb(E)
dans Z7(E).

Proposition 10. Lapplication canonique de Hilb(E) dans Z*(E) est
une bijection.

Démonstration.

Premiére démonstration

Nous avons déja vu (corollaire de la Proposition 8, ou remarque suivant
la Proposition 9) que cette application est injective. Mais nous allons
le revoir une troisi¢éme fois, et montrer en outre qu’elle est surjective.

Soit donc H un noyau = 0. Considérons 5#, = H(E") (voir Proposition 7).
S’il existe un sous-espace hilbertien 5 de noyau H, la structure préhilbertienne
induite sur 2, est connue, puisqu’on a (4,3). Inversement, (4,3) définit
bien une forme hermitienne sur o, ; pour u € #,, v = Hé' € #,, on posera
en effet

(5’1) (u , U)x’o = <ua e’> 5

le résultat ne dépend que de v = Hé' et non de e’, car, si u=H fsona

(5,2) Cu,e'> = CH f',e"y = KHe',f") = {v.f',

3 cause de I’hermiticité de H. Cette forme hermitienne est =0, & cause de
la positivité de H. Elle fait donc de 5#, un espace préhilbertien. Sa topologie
est plus fine que celle qui est induite par E. Pour le voir, nous devons montrer
que la boule unité de £, soit

B, = {H&',e’cE’; (HE,e'y £ 1},

estbornéedans E, ou, ce qui revient au méme, faiblement bornée; cela revient
& dire que, pour tout f' fixé dans E’, I’ensemble des nombres |<Hé’, f ’>|
est borné pour Hé' e B,; ce qui résulte de 1’inégalité de Schwarz:

(5,3) [<HE'.f'>| < <KHE',e' YV XHf'f )17 .
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Ce résultat nous montre en particulier que 5, est séparé, donc que sa forme
hermitienne (5,1) est définie positive.

Alors, s’il existe un s de noyau H, il est nécessairement le complété de
#, dans E (Propositions 7 et 1); donc il est unique. Pour montrer qu’un tel
complété existe, nous devons montrer que ’application j définie & la Propo-
sition 1 est injective. Or, considérons 1’égalité

(54 (k| Hez, = jk),e’>,

pour keé%o, e'eE’; pour e’ fixé, elle est vraie si ke s#, d’aprés (5,1);
les deux membres dépendent continuement de k e&?o, parce que j est con-
tinue de ffo dans E, et que c’est une forme linéaire continue sur E; donc
(5,4) est vraie pour tous e’€E’, ke ]fo. Alors, sij(k) =0, k est orthogonal
a #, dans %0, donc nul, et j est bien injective. (On peut aussi montrer 1’e-
xistence du complété de #, dans E en utilisant ’autre critére donné 2 la
Proposition 1: la boule unité B, est fermée dans 5, pour la topologie induite
par E. En effet u € B, est équivalent a: ues, et

(5,5) |<u.f'>] £ 1 pour tout f' € E’ tel que Hf' €By;

pour f’ donné, ’ensemble des u tels que |<{u,f'y| <1 est fermé dans E,
donc B, est l'intersection de #, et d’un ensemble de parties fermées de E,
donc vérifie bien le critére voulu).

Soit alors # = j(#,) le complété de #, dans E. Pour un he o, soit k
I’élément de #, tel que j(k)=h; (5,4) revient A (4,2), car (k|HE%,
=(h ‘ Hé") , donc le noyau de s est bien H. Nous avons donc bien montré
qu’étant donné un noyau H =0, il existe un sous-espace hilbertien 5 et
un seul qui Padmette comme noyau associé, Hilb(E) - £ *(E) est bien bi-
jective.

Il sera utile dans la suite de retenir, en termes rapides, cette méthode de
construction de s A partir de H:

(5,5bis) Sur #,=H(E') on définit le produit scalaire (5,1); il fait
de 3 un sous-espace préhilbertien de E, et S est le complété de # y dans E.
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Deuxiéme démonstration

Bien entendu, cette deuxiéme démonstration que nous allons donner n’est
pas essentiellement distincte de la premiére. Le caractére injectif de I’appli-

cation canonique étant déja surabondamment prouvé, nousnous bornerons
A montrer sa surjectivité. Soit donc H un noyau = 0. Il définit sur E’ une

structure d’espace préhilbertien (en général non séparé) par la forme her-
mitienne (3,5); nous appelerons Ej cette structure. Alors E; a un dual
(Ezp)’, que nous appellerons 5, qui est un espace hilbertien et qui est aussi
le dual de I’espace séparé complété £’y associé & E’y. # est un sous espace
du dual algébrique E'* de E’ (complété faible de E); c’est ’ensemble des
he E'* qui vérifient

(5,5ter) |<h,e"|

A

constante x | e’ || gy

constante H (e’,e")

I

constante x (Hé',e'>,

c. & d. (4,6). Sa topologie est plus fine que o (E’'*,E’), c’est donc un sous-
espace hilbertien de E’* faible. Par ailleurs, si L est 1’anti-isomorphisme
canonique de £}, sur son dual 2, alors sa composée L:

E,’,—)Ef',—ﬁ—)n% avec I’application canonique de Ej dans Ej est anti-
linéaire continue de Ey dans 5# et a les propriétés suivantes:

1°) L’image L(Ep) = ##, est dense dans 5%, parce que ’image de Ey dans
E} est dense et que L(E)) = #;

2°) Quel que soit he # et quel que soit e’ e E’, d’image é’ dans Ej:

(5.6) (h|Le Y = (h| L& = <hyé"> = Choe'y
3°) Quels que soient ¢’ € E’, f' e E’, d’images ¢’ et f* dans El:
(5.7a) (Lf | LeYe = (If | Le") e = CLf",¢") = <If"e'>.
(5,70)  (Lf'|Le"Ve = (LS| LeYe = (&' /)55 = (€| £ )5 = <HS "'

La comparaison de (5.7a) et (5,7b) montre que Lf’ = Hf’. Donc 5, = L(E’)
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n’est autre que 5 = H(E’) déja antérieurement considéré, et, sur #,, la
structure préhilbertienne induite par # est celle qui est définie par (4,3) en
vertu de (5,7a). Donc 4 est le complété de £, dans E’* faible. LaPropo-
sition 0 montre alors que 5 est un sous-espace hilbertien de E lui-méme,
Alors (5,6) montre que 5 a pour noyau H, c’est I’espace hilbertien cherché,

La présente construction de 5# 2 partir de H s’exprime en termes rapides
comme suit: Sur E’, le noyau H définit, par (3,5), une structure d’espace
préhilbertien (en général non séparé) E'y. S est le dual de E'y (a priori
sous-espace hilbertien de E'* faible, il est en fait sous-espace hilbertien de E).

On voit la différence entre les deux démonstrations: la premiére ne sort
jamais de E, mais montre que 5, a un complété dans E; la deuxieme donne
d’emblée ’espace hilbertien #° dans E’*, et il faut montrer qu’il est dans E.

Corollaire. Toute forme B sesquilinéaire =0 sur E’ x E', séparé-
ment faiblement continue, est fortement continue. Toute forme A sesqui-
linéaire sur E' x E', vérifiant la majoration

(5,8) | A(e’,f")| £ const.(B(e’,e' ) ' 2(B(f".f'N'/?, e’ €E',f ' €E’,
ou méme seulement la majoration

(5,8 bis) |A(e’,e")| £ const.B(e',e’), e’ € E',

est séparément faiblement continue, et est fortement continue.

Démonstration. Supposons vérifiée (5,8). B, étant =0 et séparément
faiblement continue, est définie par un noyau H = 0 suivant (3,5) (Proposi-
tion 5): B(e',f')=<Hf',e’>, ou B= H. Alors la forme linéaire h sur E’
définie par e’ — A(e’,f’), pour f' fixé, vérifie (4,6) a cause de (5,8); d’aprés
La Proposition 8, h est dans #, sous-espace hilbertien de E de noyau H,
donc dans E: elle est faiblement continue sur E’. Le méme raisonnement
montre que, pour e’ fixé, f' —->A(Zf~’) est faiblement continue, donc A est
bien séparément faiblement continue.

Si maintenant e’ et f' convergent fortement vers 0 dans E’, He' et Hf'
convergent fortement vers 0 dans 5, donc leur produit scalaire dans 5,
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qui est (Hf',e’>=B(e’,f’), converge vers 0; d’autre part B (e’,e’) et B(f',f")
convergent vers 0, pour la méme raison, donc aussi A(e’,f") d’apres (5,8);
A et B sont fortement continues sur E' X E’.

Supposons seulement vérifiée (5,8 bis). Il suffira d’utiliser le lemme:

Lemme. Soient A,B, deux formes sesquilinéaires sur E' x E',B= 0,
Linégalité

(5.9 Ve' e E"Nf' € E',|A(e',f )| £ (B(e',e" )2 (B(f".f N2
est équivalente, si A est hermitienne, a l’inégalité

(5,10) Ve'eE’, |A(e',e’)| < B(e',e');

quelle que soit A, elle est entrainée par l’inégalité

(5,11) Ve'eE’, |A(e',e')| < 1B(e',e").

Démonstration

(5,9) entraine toujours (5,10). Inversement, supposons (5,10) réalisée et
4 hermitienne. On a

4Red(e’.f') = A(e' +f", e’ +f)—A(e' —f',¢’ = f")
[4ReA(e’,f")| S B(e’ +f",e’+f)+Ble' —f'.e' —f")
=2(B(e',e') + B(f'.f")

Enremplagantf’ par Af ', A€ Ctel que || =1 et que A(e’, Af ") soit réel, on en
déduit:

(5.12)  |A(e'.f)| S4B’ e’y + B(f',f"), Ve' € E',Nf'€E".

Il nous reste & montrer que (5,12) entraine (5,9). C’est vrai si B(e’,e’) ou
B(f',f") est nul; si en effet, par exemple, B'(e,e’) =0, on remplace, dans
(5,12), f' par 1f’, te C,et on obtient | A(e’,f")| < }|t|*B(f’, '), ce qui,
en faisant tendre ¢ # 0 vers 0, donne A(e’,f")=0,Vf'eE’, c.ad. (5,9). Si
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maintenant B(e’,e’) et B(f',f’) sont tous deux # 0, on remplace, dans (5,12),
el et f ’
(B(e’,e))1/2 (B(f".f )12

e’ et f' par respectivement, ce qui donne

4GS0 claanot,

(5,13) (B, ez (B(f'.f )12 = 2

cad. (59).
Si maintenant A est quelconque mais vérifie (5,10), on aura

44(e’.f") = A(e'+f"e' +f")—A(e' —f',e' —=f")
+id(e’ +if',e’ +if') —idA(e’ —if',e' —if");
4A(' )| <HB( +1,e' +17) + B —f'se' ~f")
+ B(e'+if',e' +if")+ B(e' —if',e’ —if"))
= 2(B(e',e') + B(f'.f")),
c.a d. (5.12), d’ou de nouveau (5,9).

Remarque. Si 4 ne vérifie p,s de majoration du type (5,8), elle n’est pas
en général séparément faiblement continue, et, si elle I’est, elle n’est pas en
général fortement continue sur E’ X E’.

§6. Isomorphisme canonique de Hilb(E) et Z+(E)

Théoréme. L’application canonique Hilb(E) —» £ *(E) définie au §5 est
un isomorphisme de Hilb(E) sur £ *(E) pour les structures définies sur
ces ensembles.

Ce théoréme est le résultat de 3 propositions:

Proposition 11. Si le sous-espace hilbertien S de E a pour noyau H,
le sous-espace A, 1. =0, a pour noyau AH.

Démonstration.
D’aprés la définition de A (formule (2,1)), on a, quels que soient
hels#, e cE’:
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= 1 =1 =7 ’
(6,1) (h|AHE )= 7 (hAHE) 0 = (h|HE)p = <hoe'y,

donc, d’aprés la Proposition 6, AH est bien le noyau de A5#.

Proposition 12. Si les sous-espaces hilbertiens #y,#,, de E, on.
pour noyaux H,, H,, le noyau de 3, + 5, est H, + H,.

Démonstration. Reprenons les notations de la page 133. L’élément
(H.e',H,¢') de #, ®H,, pour e'eE’, est orthogonal au noyau A" de
I’application ®@. En effet, soit (k,,k,) e A", c. a d. tel que k, + k, = 0. Alors:

(g, k) |(H1&', Hy8 ) 008,
(6,2) = (k1|H1é');h + (ky|Hye )y, = <ky,e'> + <kyoe’>
= {ky + kye’) = 0.

Mais le produit scalaire de 2 vecteurs de 5#; @ £, si I’'un d’eux est ortho-
gonal 3 &, est conservé par ®, d’aprés (2,11). Donc, quels que soient

h=hy+hy,est’y+#,, ¢ €E":
(h|(Hy + Hy)E e s, = (hy + hy|Hi& + Hyl) oy s o,

= ((hn hz) I(H1é',H2é' ));e’ﬁ#z
(6,3)

(hy I H&)yp, +(h, l H,&")p,=<hy,e") + (hyhe’D

Chy+hy,e’y = (he'),

donc, d’aprés la Proposition 6, H, + H, est bien le noyau de o, + o, .

Proposition 13. Soient 5#,#,, deux sous-espaces hilbertiens de E,
et Hy,H, leurs noyaux. La relation #, £ A, est équivalente a la relation
H,£H,.

1°) Supposons &y < i,. Alors, pour tout e’eE’, H,é' € #, donc €H,,
et, d’aprés (4,7):
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CH &, e'> " = |Hi |, 2 | Hi€' |,
(6,4) _ sup | <H. &', f"> | S | <H.&',e' |
. f'eE’ (Hzf/,f/)l/Z (Hzé',e’>1/2

donc finalement
(6,5) CH e e'd? £ (Hyé',e'Y? ou H<H,.

2°) Inversement, supposons H; < H,. Alors, pour heE:

h,e’ {h,e'>
R e’eE’ <H1él,e,>1/2 e'eE <H2él,el>1l2

d’aprés la Proposition 8, he s, implique que le premier membre de (6,6)
soit fini, donc le deuxiéme est fini et he #;en outre |h,p, 2 || 7] .,, ot
par suite ', < o ,. Ceciachéve la démonstration de la Proposition 13, donc
du théoreme.

§7. Conséquences de I’isomorphisme.

Proposition 14, Soient 3,5 ,, deux sous-espaces hilbertiens de E.
Pour qu’il existe un sous-espace hilbertien , tel que S = K, + H,, il
faut et il suffit que # = Hy, et H, est alorsunique. Onécrit #, = H — H;

Démonstration. Soient H, H,, les noyaux de 5, ;. L'existence de
# , est équivalente a celle d’un noyau H, =0 tel que H = H, + H,, et alors
', est unique puisque son noyau H, = H — H, est unique; or l’existence
de H, est bien équivalente a la relation H — H,; =0 ou H = H,, elle-méme
équivalente a 5 = o7, .

Proposition 15. Soient 5£,,5¢,, deux sous-espaces hilbertiens de E,
de noyaux Hy,H,. Pour que #, c #,, il faut et il suffit qu’il existe une

constante ¢ 2 0 telle que H; < cH,.

Corollaire. Pour que ', ~3#,, c. a d. pour que #, et H#, soient
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le méme sous-espace vectoriel de E (avec des structures hilbertiennes éven-
tuellement différentes), il faut et il suffit qu’il existe une constante ¢ = 0 telle
que Hy £cH,, H,<cH,.

Cette proposition et son corollaire résultent de la Proposition 2 et de son
corollaire, en appliquant le théoréme.

Proposition 16. Soient 5,,5¢,, deux sous-espaces hilbertiens de E,
de noyaux H,H,. Pour que o, N #, = {0}, il faut et il suffit que H, et
H, soient étrangers, c. a d. que tout noyau K = 0 vérifiant K < H,, K< H,,
soit nul.

Cela résulte de la Proposition 3 par le théoréme.

Proposition 17. Soient 3,2/, deux sous-espaces hilbertiens de E,
de noyaux H,H,. Pour que 5, soit un sous-espace de S avec la structure
hilbertienne induite, il faut et il suffit que H — H, 20 et que Hy et H — H,
soient étrangers; alors I’espace 3, tel que # = H#, + H#, est orthogonal
de ', dans S avec la structure hilbertienne induite.

Démonstration. 1°) Supposons que #, < # et qu’il ait la structure
hilbertienne induite. Si alors 5, est orthogonal de 5y dans 5, on a bien
H |+ H =3 (page 134). Si H, est le noyau de S#,,ona H,+ H,=H
ou Hy=H—-H;=0; or # Nn#,={0}, donc H; et H—H,; sont
étrangers (Proposition 16).

2°) Réciproquement, supposons que H—H, 20etque Hy et H,=H — H,
soient étrangers. Alors, si 5, est le sous-espace hilbertien de noyau H,, on
aura S, N H,={0}, # =#,+#,; donc H#; cH avec la structure
hilbertienne induite.

Proposition 18. 1° Soit (#); .y un ordonné filtrant décroissant de
sous-espaces hilbertiens de E, de noyaux H,.

Alors Inf ;= A existe, et a pour noyau Inf H;=H, qui est aussi
iel iel

lim H,, dans Z(E’;E) muni de la topologie de la convergence simple faible.
i

H est le sous-espace de N ', formé des h tels que
iel
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Sup |k ., < o, et alors
tel

I#le = Sup [hle, = lim|h],
(7,1) iel i
(h| k) = ihnlrl (h] B,

2) Soit (#)); .1 un ordonné filtrant croissant de sous-espaces hilbertiens
de E, de noyaux H;. Pour qu’il soit majoré dans Hilb(E), il faut et il suffit
que Sup (Hié',e’y < + © pour tout e'€E’. Dans ce cas, Sup &#;=H

iel iel
existe, et il a pour noyau Sup H;= H, qui est aussi lim H; pour la topologie
iel i
de la convergence simple faible. 5 est le Q-complété dans E du sous-espace

préhilbertien U ', muni de la structure
iel
4] = 1of 4] w, = lim [,

(h|k) = lim (h|k),,
i

(7,2)

Démonstration. 1°) Partons d’abord d’un ordonné filtrant décroissant.
I est un ensemble d’indices, ordonné, filtrant 4 droite; pour j =i, on a
H; < #;, H; < H,. Les limites sont prises suivant le filtre des sections droites
de I. Pour tout e’ € E’, lim {H;é’,e’) existe et vaut Inf{H,;¢’,e’); alors (3,7)
montre que liim (H,f ',e’i> existe pour tous e’,f’ de lEE’I; appelons le A(e’,f’).
A est une forme hermitienne >0 sur E’ x E’. Quel que soit iel, on a
A(e',e’) £ (H¢',e’), donc, d’apres le corollaire de la Proposition 10, A est
séparément faiblement continue, et il existe (Proposition 5) un noyau H =0
tel que A(e’.f')=<H'f’,e’). H est la limite des H; dans L(E’;E) (pour la
convergence simple faible) et il est trivialement la borne inféricure des H;
dans #*(E). La correspondance entre les structures d’ordre entre Hilb(E)
et £¥(E) montre que nécessairement les S; ont une borne inférieure H#
dans Hilb(E), et que le noyau de # est H. Avec les conventions de la remarque
qui suit la Proposition 8, on a:

h,e’ ,
" h "” = Sup Li‘ = Sup (Sup _M)
(7 3) e’cE’ <He—:’e/>l/2 e’eE’ iel <Hie_,’e,>1/2

= Sup(Sup M_

s (Sup o =) = sup Dl
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Donc # est bien le sous-espace de () #; formé des h tels que Sup || 2 ]|e: < o0,
iel
et on a bien la premiére relation (7,1); la seconde résulte de (2,19 bis).
2°) Prenons maintenant un ordonné fitrant croissant; I a les mémes pro-
priétés mais j =i entraine ;2 &#;, H; =2 H;. Supposons les #’; majorés
par un sous-espace hilbertien 4 de noyau K; alors

Sup (Hig,e'> < (Ké',e') <+ .

iel

Inversement, supposons cette condition réalisée: Sup(Hg',e’) < + oo.
Alors hm (H',e") existe et vaut Sup (He',e'>;(3,7) mmll:rle que 1im<Hf’ e’
existe; appelons -le A(e’,f'). A est une forme hermitienne =0 sur E' x E’
(a priori non nécessairement séparément faiblement continue). D’apres la
remarque qui suit la Proposition 5, A provient d’un noyau H relatif & E"*
définissant un sous-espace hilbertien 5# de E’'*. 5 majore tous les 5£;, donc
s N E (hilbertien d’aprés la Proposition 0) les majore aussi: 1’ordonné
filtrant croissant est majoré. En outre H est limite simple faible et borne
supérieure des H; dans L(E';E’*), donc o est borne supérieure des
dans Hilb(E'*). Comme & N E majore les 5#; et minore 5, on a nécessaire-
ment # NE =2, ou # cE, He %(E';E). Déterminons cet . D’abord
H o> H;, donc H# o U 7, qui est un espace vectoriel parce que ’ordonné

est filtrant. Sur U .%”,, h s Inf |2 = hm | 7| s, est une semi-norme;

1a formule (2,19 blS) montre alors qu’on peut y définir un produit scalaire
(hlk)—hm(hlk)m, hermitien =0, et que ||h| =(h|h), donc U #,

est prehllbertlen. En outre, |h]s,=| k|, donc Inf (L P nhH » -
L’injection | J #;—» # est donc continue, etaforuonl’mjectlon U #.~E

iel iel

(donc U H; est séparé). Ainsi U #; est un sous-espace préhilbertien
iel

de E, quiestévidemment le plus petit sous-espace préhilbertien de E majorant
les ;. D’aprés la Proposition 1 bis (ou la remarque page 138), il y a bien une
borne supérieure des #;; a savoir le Q-complété de U J#; dans E, qui
est donc . Pel

Nous avons démontré, en passant, le résultat:
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Corollaire. Si les A; sont des formes hermitiennes =0 séparément
faiblement continues sur E’' x E’, si elles constituent un ordonné filtrant

croissant, et si, pour tout e’ E’, Sup Ae’,e") < + o, elles ont une limite
tel

simple sur E' x E', qui est encore séparément faiblement continue.

Remarque 1. Hilb(E) et £+(E) ne sont pas réticulés. 11 existe une borne
inférieure d’un ensemble filtrant décroissant mais pas de borne inférieure de
deux éléments quelconques. (Il suffit, pour le voir, de remarquer que, pour
E=C? on a E'= C?, et qu’il n’existe pas, en général, de borne inférieure
de deux formes hermitiennes = 0 sur C2). De méme il existe une borne su-
périeure d’un ordonné filtrant croissant majoré, mais pas en général de borne
supérieure de deux éléments. (Un ensemble 4 2 éléments est majoré par leur
somme).

Remarque 2. Un ordonné fitrant croissant de Hilb(E) n’est pas né-
cessairement majoré. C’est le cas de I = ensemble des réels = 0, et #, = X,
A fixé # {0}, t réel = 0.

Remarque 3. Dans le cas d’un ordonné filtrant décroissant, o = Inf#;

iel

peut étre différent de ﬂ ;. C’est le cas pour I =ensemble des réels > 0,
iel
H, = tl,%’, A fixe # {0},¢>0. Alors ﬂ H, = A, etcependant Inf #, = {0}.

t>0 t>0

Remarque 4. Dans le cas d’un ordonné filtrant croissant majoré,
U H;, sous-espace préhilbertien de E, peut n’avoir pas de complété dans E.
iel
Soit, par exemple, 5, un sous-espace préhilbertien de E, mais n’ayant pas
de complété dans E (voir contre-exemple (1,5)). Siles 5#; sont les sous-espaces
de dimension finie de 5, munis de la structure induite, ce sont des sous-
espaces hilbertiens de E. Ils constituent un ordonné filtrant croissant,majoré
par le Q-complété 5# de 5, dans E. Alors U H,= ', quin’a pas de com-

iel
plété dans E, et Sups#;=#.

iel
Sommes infinies de sous-espaces hilbertiens de E.

Soit (o£); EAI une famille de sous-espaces hilbertiens de E. On peut définir
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leur somme hilbertienne abstraite @ 5;; un élément de cette somme est une

iel
famille (h,); .1, b€, telle que X || by |2, < + o, avec
iel

(7.4 Idier]2 = X[k,
‘GB #; iel

iel

Les éléments (h;); . 1, pour lesquels tous les h; sont nuls sauf un nombre fini,

A
forment un sous-espace dense @ #; de @ ;.
iel el

Proposition 19. Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes:

1°) Lapplication linéaire ®, de @ ¥, dans E, définie par
iel

(7,5) (I)O((hi)iel) = Z hia
iel
est continue;

2) Les sommes finies X #,, J parties finies de E, sont majorées dans

iel
Hilb(E);
3) Pour tout e'€E’, X (Hi',e'>< + .
iel

Si elles sont réalisées, on dit que la famille (3;); .1 est sommable. Alors
@, se prolonge en une application linéaire continue ® de ® 5, dans E,

iel
définie encore par (7,5) (la condition X |h;|%, <+ o impliquant que
iel

X h; soit sommable dans E). Soit A le noyau de ® ; ® se factorise en
iel

f%; #,—L( iét #y =258,
On appelle 'EE H; Pimage O( éI ), avec la structure hilbertienne
transportée parf :I)I de celle de ( ® .;;i)/./V. Les éléments de 21 H; sont ceux
e ie
qui peuvent s’exprimer par c;esJr sommesiz h; , sommables dans E, avec
hye #,, :21 | 7:]| 5, < oo, et on a "
e

(7.6) fn|? = Inf (Z | A ||§..,).
et GEMTR

En outre X, #,; est égal a la borne supérieure des sommes finies X H#;,
iel ieJ
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J finie < I; et son noyau est X H;, sommable pour la topologie Z(E';E)
tel

de la convergence simple.

Démonstration. Supposons 1° réalisée. Alors ®, se prolonge en une
application linéaire continue @ de @ #; dans E. Si (h), .; est un élément

iel
de @ A, il est limite des éléments ((h)); <;,(0); c;1—s), suivant 1’ordonné
iel
filtrant des parties finies J de I'; son image par ® est donc nécessairement la

limite de X h;, suivant cet ordonné filtrant, c. 4 d. la somme X, h;, sommable

iedJ iel
dans E.

Compte tenu de la définition de la norme quotient dans ( & Hy) et
iel
de ce que @ * transporte la structure hilbertienne, Y, #; défini dans 1’énoncé
iel
a bien la norme (7,6). Mais, si J est une partie finie de I, un élément k de
Y #,; est de la forme X k;, et ’on a, d’aprés (2,9):

leJ iel

.7 Ll N Inf |k “3":;
iet (i);.l ki) =k

donc _Z S, est un sous-espace de Y. #,, avec une injection de norme < 1:
les ii‘,:f%”, sont majorées par 21:;;” et ’on a bien 2°).
€ ie
Supposons maintenant 2°) réalisée. Comme le noyau de _Z H;est X H;,
la Proposition 11 montre que 1’on a 3°). - '

Supposons enfin que I’on ait 3°). Pour voir que @, est continue, nous devons
montrer que I'image @, de la boule unité B, de @ 7, est faiblement bornée.
iel

Soit donc e’ € E’. ®y(B,) est I’ensemble des sommes finies X h, telles que

eJ
Y | )% S1.Pour he®y(By), h= X h;, on a i
iel ielJ
[<he'>| < iZJI(h,-,e’)l - ZI|(hi|Hié'),,|
1/2 172
(7,8) < (z ] ,,,) (EJ CH' e >)
<
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donc ®(B,) est bien faiblement bornée, @, est bien continue, on a 1°), et les

3 conditions données sont bien équivalentes. Supposons les réalisées. La

Proposition 18 dit que la série Y, H; est sommable pour la topologie de la
iel

convergence simple faible; nous devons montrer ici qu’elle 1’est pour la con-

vergence simple forte. Or X H He' ||2,¢,.= Y (H@é',e'y < + o; donc
iel iel

’image par ® de (H,&'); .;€ @ #;, c’est A dire 2 H,é’, est sommable dans E,
iel

ce qui prouve notre assertion. Mais toujours la Proposition 18 dit que
X H;= Sup (X H) est le noyau de Sup ( X 2#)); si nous
iel J finieCI ieJ J finieCI ielJ

montrons que c’est aussi le noyau de X 5#;, nous aurons achevé la dé-

iel
monstration.

Or I'élément (H;e'); o de ) #; est orthogonal au noyau A4~ de ®@; cela
iel

se voit comme pour le cas fini, formule (6,2). On a donc, comme dans (6, 3),
pour h = X he X #;:

iel iel
(7.9) (X hpe'y= X (hye')
iel iel

]

'21 (| Hig ), = (B cr|(HeDi e ‘é?l »,

(Z hy| (E H,-)e")
iel iel izlx,a

ce qui prouve bien que X H; est le noyau de X 5#;, c.q.f.d.

iel iel

]

Corollaire 1. Soit ## un sous-espace hilbertien de E, somme directe
hilbertienne de sous-espaces fermés (deux a deux orthogonaux) ; iel.
Alors le noyau H de H# est la somme X H; des noyaux des #,, la série

i

étant sommable pour la topologie L (E';E) de la convergence simple.
En effet, dans ce cas, X, #; = #(ici / = {0}, @ est un isomorphisme de

“ iel
@ H,;sur H).

iel

Corollaire 2. Soit 3# un sous-espace hilbertien de E, et soit (e;); . une
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base hilbertienne de 5. Alors le noyau de H# est X, e;® &, série sommable
i

dans Z(E';E).

Démonstration. Soit ecE. L’élément é de FE définit la forme linéaire
' w—s{e.f'y sur E'. Alors e® éc EQ E — Ec¢ E est la forme sesquilinéaire
(f',g") »— {e,f'Y<{e,g’y sur E’ x E’, ou le noyau H,:f’ ~— {e,f Ye.

Au vecteur e de E nous pouvons associer le sous-espace hilbertien 5, = Ce
deE, muni du produit scalaire:

(7,10 (ae|Be) o, = op.

Alors H, = e® & est le noyau de £, , car, quels que soient h=aee i, , et
f'€E’, on a;

(7,11 Chf'> = alef'y = (we[le.fYOw, = (h|Hof e,

Si alors les e, forment une base hilbertienne de 5, # est la somme directe

hilbertienne des sous-espaces 5, , et il suffit d’appliquer le Corollaire 1 pour

e;’

obtenir le résultat.

Corollaire 3. (Décomposition en carrés d’un noyau = 0). Tout noyau

H =0 relatif @ E admet une décomposition en somme h e, ®é;, ¢,€cE,
iel

la série étant sommable pour la topologie de la convergence simple; I est

dénombrable si E’ est faiblement séparable. (Appliquer le corollaire pré-

cédent, et le corollaire de la Proposition 7).

Corollaire 4. Soit (#),); .; une famille de sous-espaces hilbertiens de
E, de noyaux H;. Pour qui’l existe un sous-espace hilbertien de E, qui ad-
mette les H#; comme sous-espaces fermés orthogonaux avec structures hil-
bertiennes induites, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient
réalisées:

1°)  Quel que soit e’ € E’, X (Hi',e'> < + 0 ;

2°) Le systéme des J; estl EI-;ilbert-libre dans E, en ce sens que, si des
h; € #; vérifient iEI [ hi |2, < + oo, iEI h;=0 (série sommable dans E),

¢ e

alors tous les h; sont nuls.
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Démonstration. L’existence d’un tel espace revient exactement 3 dire
que la famille (5£); ., est sommable, c. 3 d. la premiére condition, et que

I’application ® de la Proposition 19 est un isomorphisme de ® Hysur X H,
iel el

(noyau A" = {0}), c. & d. la deuxidme condition.

Corollaire 5. Soit (¢);.; une famille d’éléments de E. Pour qu’il
existe un sous-espace hilbertien de E les admettant comme base hilbertienne,
il faut et il suffit que les 2 conditions suivantes soient réalisées:

1°) Quel que soit f' €E’, 21 |<enf' Y| < + o0;

ie

2°) Le systéme des e; est Hilbert-libre dans E, en ce sens que, si des c;e C
vérifient X |ei]* < + oo, X ce; =0 (série sommable dans E), alors
iel iel

tous les ¢; sont nuls.
11 suffit d’appliquer le Corollaire 4 aux J#,, (notations du Corollaire 2).

Intégrale de sous-espaces hilbertiens de E.

Soit Z un espace localement compact muni d’une mesure pu=0. Soit
{ — () une application de Z dans Hilb(E); nous dirons qu’elle est y-intég-
rable (ou encore que la famille (5#(0)),., de sous-espaces hilbertiens est
p-intégrable) si, pour tout e’ € E’, 1a fonction { —» (H({)&',e’> (ot H ({) est le

noyau de #({)) est u-intégrable. Cela revient & dire que { » H({) est scalaire-
ment p-intégrable dans Z(E’;E) muni de la topologie de la convergence

simple faible.

Proposition 20. Soit { - 5#({) une famille u-intégrable de sous-espaces
hilbertiens de E et supposons le dual E’ faiblement séparable. Appelons
u-mesurable tout champ de vecteurs {— h({) e H#(0) telle que la fonction
{— () sur Z a valeurs dans E soit scalairement p-mesurable; ces champs
définissent sur les H({) une structure S de champ p-mesurable d’espaces

23]
hilbertiens(39). Appelons f H(duw() Vespace des classes (modulo I’éga-
z

(3%9) Nous suivons ici les notations et la terminologie de Dixmier [1].
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lité u-presque partout) de champs de vecteurs p-mesurables { — h(() tels que

f“ h() “fr’(c)dﬂ(o < -+ o0 avec

z

.12 10l go_ = [ 100 froducd.
z ! z

®
Il existe une application linéaire continue ® de f&f({)d,u(() dans E'*
z

(muni de la topologie 6(E'*,E’)) définie par:
(7,13) O(H(QD); o7) = f hOduQ) € E'*,
VA

le deuxiéme membre étant intégrale faible d’une fonction scalairement
intégrable. Soit A" le noyau de ®. Alors ® se factorise en

® n ® o
| #oumo (lmc)d@ ) k.

z

On appelle # = f H()du) le sous-espace hilbertien de E'*, transporté
z

) ®
par ®+ du quotient f H(duQ)/ A .

z
C’est I’ensemble des he E'* qui peuvent s’écrire

LY
j OO, (HO); ez € j HQ D),

z z

avec la norme:

14 |n]? - Iof f 1O du®.
.r J‘h au(®)=h 2Z *©
z H()du() A @) du(®)
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Le noyau de # = [HA(()du(l) relativement a E'* est
b4

.

H = f H() du(t) € L(E'3E™)

(intégrable faible de { — H((), fonction scalairement intégrable a valeurs

dans #(E’';E) muni de la topologie de la convergence simple faible).

Démonstration. Soit e,,n = 1,2,..., une suite faiblement totale dans E'.
Considérons les champs de vecteurs {— h,({) = H({)é',. Pour tout {, les
H({)e’, forment une suite faiblement totale, donc fortement totale, dans
H(E") = #(), donc dans () lui-méme.

D’autre part la fonction { ﬁ(hm(C)Ih”(C))”“) = {H({)é',,,é’,» est mesu-
rable d’aprés I’hypothése faite sur les noyaux H({).

Donc (*°) il existe une structure unique S de champ mesurable d’espaces
hilbertiens sur la famille des #({), pour laquelle les { — h,({) soient des champs
mesurables. Si { — h({) est un champ mesurable pour cette structure S, il
appartient a la tribu engendrée par les { - ¢({) h,({), ou ¢ est une fonction
complexe mesurable sur Z. Alors la fonction {— (h({),e') appartient ala
tribu engendrée par les fonctions (- <{P(Oh,(0).e’>=d(){H)E ,.e'>;
celles-ci sont mesurables d’aprés ’hypothése faite sur les noyavx H({), donc
> <h(0),e'> est mesurable, { - h({) est scalairement mesurable sur Z 3
valeurs dans E. Inversement, s’il en est ainsi, { e(h(C)]hn(C)),f(;, = <h(C),e,{)
est mesurable, donc { — h({) est un champ mesurable pour la structure S.
La structure S est donc bien celle que nous avons décrite dans I’énoncé, pour
_laquelle les champs mesurables sont les applications {— h({) e #({), sca-
lairement p-mesurables sur Z a valeurs dans E (en particulier, S est indépen-
dante du choix des e)).

®
Montrons que (7,13) a un sens. Sii {—h({) est dans I%(C)du({),
VA

c’est un champ mesurable pour la structure S, donc scalairement mesurable
a valeurs dans E. Pour montrer que cette fonction a valeurs dans E est sca-

(49) Dixmier {1], Proposition 4 page 144.
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lairement intégrable donc que (7,13) a un sens, il suffit de montrer que
{—|<h(),e"Y| est intégrable. Or

(7,15) [0 e> | = |(hOHOEw )| £ || BO |y CHO)E D112
fonction intégrable comme produit de 2 fonctions de I2; en outre:

|<fh(C)du(C),e’>| = | f(h(C),e’>dﬂ(C)l
z z

(7,16) = fl Ch(O),e'> | du) = f | (RO H) oy | (D)
Z z

1/2

< l 110 n;mdu@)m ( Zf HO Y dO) s

@
donc @ est continue de ‘f H(0)du(() dans E'*, puisque I’image de la boule
z
unité est bornée.

Alors on peut décrire l’espacef H({)du({) = ## < E suivant 1’énoncé, et
z

sa norme est (7,14). Posons H =J H(0)du(?), intégrale faible de {— H({)
VA

a valeurs dans #(E’; E) muni de la topologie de la convergence simple faible;
H estune application linéaire de £’ dans E'*, avec

(7,17) CHf ey = f CHOT" ¢’ > du(D).
VA

Montrons que H est le noyau de # < E'*. Comme dans les Propositions
12 et 19, on voit immédiatement que le champ {— H({)é' est, dans

@
j H(0)du()), orthogonal & A", De la méme maniére encore on en déduit,
z

pour h =fh(£)du(€)e.?f:
z
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18 h ey =¢ f MO du(0), e’y = f <h(D), e yap(l)
z z

= [0OIHO 000

z

(MO 2| (H()E); e 2)

sﬂ)
H#(L) du(C)

= ( f B du(O)| f HQE duQ) = (h|H ) p,
YA VA

qui, d’apres (4,2), montre bien que H est le noyau de .

Remarque. On aura souvent & montrer que £ < E. Il suffira, pour cela
(Proposition 0), que H(E')<E, c. 3 d. que Ulintégrable faible

fH(C)du(C) € Z(E';E’*) soit un élément de Z(E’;E). On dispose pour cela
z

de nombreux critéres: non seulement tous ceux qui concernent l’intégrale
faible en général (*!), mais, par exemple, les Propositions 18, 2°, et 19.

§8. Effet d’une application linéaire continue.

Soient E, F, des espaces localement convexes séparés quasi-complets, u une
application linéaire faiblement continue de E dans F (*2). Soit 4 un sous-
espace hilbertien de E; appelons A" = s#Nu-1({0})le noyau(*bis) de la

restriction de u 4. Alors cette restriction se factorise en J# 5 # /AN 3 F,
ol u est linéaire continue injective, donc est une bijection de S /A" sur
I’image u(#°) de 5 par u. Nous appellerons alors u(s#) le sous-espace
hilbertien de F, obtenu en transportant sur u(s¢) la structure hilbertienne
de 3 /A par la bijection u.

(41) Voir Bourbaki [3], Chapitre VI, §1.

(42) Rappelons que, si E est métrisable, une application linéaire de E dans F, faible-
ment continue, est continue pour les topologies initiales (Bourbaki [1], Chapitre IV §4,n02,
corollaire de 1a Proposition 7). En particulier, la restriction de # & % est continue de 7 dans F.

(42bis) Noyau veut dire ici: image réciproque de {0}, et n’a rien 4 voir avec les noyaux
associés aux sous-espaces hilbertiens dans cet article!
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On voit donc que la norme de u(S#) est simplement définie par:

8,1) I kluoer = TInf [k,
heX

u(h)=k

On peut encore dire que u(#) est le plus petit sous-espace hilbertien de
F (pour la relation d’ordre <) tel que u sout une application linéaire con-
tinue de norme =<1 de 5 dans cet espace. En effet, si .# est un sous-espace
hilbertien de F contenant u(s£), et tel que u:s# — A soit de norme < 1,
alors u: /N — M est aussi de norme < 1, donc I’injection de u(s#) dans
A est de norme £ 1, et u(sf) £ . Nous avons d’ailleurs traité antérieure-
ment divers exemples: dans la définition méme de o, + #, au §2, 2°, ®
est une application linéaire continue de ¢, @ ¢, dans E, et o + H#,
n’est autre que 'image ®(#; @ #,) au sens ci-dessus. Il en est de méme
dans les Propositions 19 et 20: X o, = &(& H)), et

iel iel

5]
f%” ©du@) = @ (f A0 du(0)).
Z

D’autre part, ’espace 454,41 = 0, défini au §2, 1°, n’est autre que I’image de
o par I’homothétie e ~— . /le de E dans E.

Un autre cas important a été implicitement rencontré un grand nombre
de fois. Supposons que E soit un sous-espace de F, muni d’une topologie
telle que ’injection u de E dans F soit faiblement continue. Alors tout sous-
espace hilbertien de E est a fortiori sous-espace hilbertien de F, ce qui revient
a V’identifier & son image par u. Pour des sous-espaces hilbertiens de E, la
multiplication par les scalaires =0, 1’addition, la relation d’ordre, dans E
ou dans F, sont identiques; si &£ = 5, la différence 5 — S, est la méme
dans E ou dans F (et méme déja dans 7).

Si maintenant u est anti-linéaire faiblement continue de E dans F, on
définira u(s£) avec la structure hilbertienne ‘‘anti-transportée’’ de /A"
sur lui par u;

(8,1 bis) (@) |u(B)usey = (B| 0y yr2€ /N, Be )N

de sorte qu’on a encore (8,1).
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Que u soitlinéaire ou anti-linéaire, soit £ ’orthogonal de.A"dans 2. Alors
la restriction de u 4 2 est un isomorphisme (ou un anti-isomorphisme), et
u(s) a la structure transportée (ou anti-transportée) de celle de £~ par u.
Le produit scalaire de deux vecteurs de 5 est égal & (ou conjugué de) celui
de leurs images par u dans u(3#) toutes les fois que 'un deux est dans &,
On en déduit que la boule unité fermée (resp. ouverte) u(#) est exactement
I'image par u de la boule unité fermée (resp. ouverte) de . Si enfin
E, F, G, sont 3 espaces vectoriels localement convexes quasi-complets, si
u (resp. v) est une application linéaire ou anti-linéaire faiblement continue
de E dans F (resp. de F dans G), on a, d’aprés (8,1), si £ est un sous-espace
hilbertien de E:

(8,1ter) (ou) (o) = v(u(£)).

Proposition 21. Si u est une application linéaire ou anti-linéaire
faiblement continue de E dans F, et si S est un sous-espace hilbertien de
E, de noyau H, le noyau de u(3) relativement a F est u(H)=uHu*:

*
F s E —H> E 2> F. En outre Iensemble des Hu*f', f'eF’, est

un sous-espace dense de X', orthogonal de N dans .

Démonstration. Soit d’abord u linéaire. Cherchons ’orthogonal de
Pensemble Hu*(F') des Hu* f' dans ##. Soit h un élément de #:

(8.2  (h|Hu*f)p = <h,'uf'dpp (car u*f" = 'uf’) = Cubf g ps

donc h est orthogonal & Hu*(F'), si et seulement si uh=0, ou he N : N
est I’orthogonal cherché. Alors 1’orthogonal " de A~ est bien I’adhérence
dans o de ’ensemble Hu*(F').

Alors le produit scalaire (h|Hu*f"), est toujours égal a celui des
images dans u(5¢):

(8,3) Cubof Spp = (h|Hu* e = (uh|uHu* ")y, »

ce qui prouve bien, d’aprés la Proposition 6 que u Hu* est le noyau de u(3#)
dans F.
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Si maintenant u est anti-linéaire, on aura le méme résultat, mais avecla
modification:

8.4 Cubf'Dpp = (h|H”*f’),# = (uh]uHu*f’) wH) -

Remarque. La Proposition 21 est en fait ce qui a servi de définition
aunoyau de 5 dans E. Le noyau de £ dans 2 est I’isomorphisme canonique
Ade ' sur #;si j est Pinjection de o dans E, alors le noyau de & = j(o¢)
dans E est j A j* (formule (4,1)).

Exemple 1. Soit #:%'(R")— <'(R") la transformation de Fourier (*?).
On a 'F = &, acause de la symétrie de la fonction (x, £)w—s exp(—2indx, E).

Supposons connue la formule de réciprocité FF = F% =1 (qui entraine
la bijectivité de &#); on a donc aussi FF* = F*F = I. Le sous-espace hil-
bertien I? de &’ a pour noyau 1’identité I (plus exactement ’injection ca=
noniquede & dans ¥’). L’image #(L*) adoncpournoyau FIF* = FF* =1 ;
c’est I? lui-méme. & étant injective, est donc une isométrie de I? sur I2:
1a formule de réciprocité, comme il est bien connu, a pour conséquence celle
de Parseval-Plancherel.

Exemple 2. Soit E = 2'(X), espace des distributions sur un ouvert X de
R". Soit 5 un sous-espace hilbertien de 2'(X), de noyau H, ,€ 2'(X x X).
Soit p une fonction complexe indéfiniment dérivable sur X. L’image ps#
de o par la multiplication par p a pour noyau p(x)p(¢)H, ., définissant
Papplication ¢ w— p(H p¢) de 2 dans 2'.

En effet la transposée de la multiplication par p est la multiplication par
par p, donc son adjointe est la multiplication par p; le noyau de ps# est
donc bien ¢ w— p(H-pp) d’aprés la Proposition 21. Cela s’écrit

¢ ~— p(x) f H, ,p(&)Pp(&)dE, il est donc bien défini par la distribution
o X
p(x)p(&)Hy .

Exemple 3. Reprenons la situation de I’exemple 2. Soit DP une dériva-
tion partielle d’indice p = (py,p;,...,P,)- (Pas de rapport entre ce p et le

(43) Voir Schwartz [1], Chapitre VIL



~

178 " LAURENT SCHWARTZ

précédent!). Sa transposée et son adjointe sont égalesa (— 1)!?' P, L’image
D*# de # par DP a donc pour noyau ¢ w—(—1)?'DP(H-D?¢)

=()""'D2| H, . Dip(£)d¢, défini par la distribution DIDEH, ,.
X
Plus généralement, si D est un opérateur différentiel a coefficients C®,
de la forme

(8,4 bis) DT= X a,(x)D'T,,

Ipl<=m

son conjugué, son transposé, son adjoint sont donnés par

DT = X a, DT
Iplsm
(8,4ter) DT = X (-1"'D%a,T)

Iplsm

D*T = X (-1, T)
Ip|=m
Alors I'image Do# de o par D a son noyau défini par ¢ w~— D(H-D*¢)
donc par la distribution D, D,H, ;.
Si on applique le Corollaire 2 que nous verrons plus loin, on a D#' =0
si et seulement si D,H , =0 ou D,H, =0.

Corollaire 1. Soit # un sous-espace hilbertien de F, de noyau M.
Pour que u(#) < M (resp. u(3f) o M), il faut et il suffit qu’il existe une
constante ¢ =0 telle que:

8,5) uHu* < cM (resp. M £ cu Hu*),
11 suffit en effet d’appliquer la Proposition 15.

Corollaire 2. On a u(#) = {0} (ou o cu~'({0})) si et seulement si
uH =0 (ou Hu* =0).

En effet, u(s#) = 0 équivaut 3 " = {0}, ol X" est 'orthogonal de A" dans
. Comme Hu*(F') est dense dans A~ cela équivaut 3 Hu* =0, ou uH =0
par passage aux adjoints (H* = H).
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Corollaire 3. Soit G un sous-espace vectoriel dense de E, muni d’une
topologie localement convexe quasi-compléte telle que I’injection u de G
dans E soit faiblement continue. Alors E’ s’identifie a un sous-espace faible-

ment dense de G', avec une injection u* faiblement continue. Pour qu’un
sous-espace hilbertien S de E soit sous-espace hilbertien de G, il faut et

il suffit que son noyau H relatif a E se prolonge en une application linéaire
H =0 faiblement continue de G’ dans G. Il est inutile de supposer H >0
si tout point de G’ est faiblement adhérent a une partie G'-bornée de E'
(ce qui se produit toujours si G est un Banach réflexif).

Démonstration. Puisque u est injective, u*(E’) est faiblement dense dans
G’, et ,puisque u(G) est dense dans E, u* est injective; donc u* est bien une
injection faiblement continue permettant d’identifier £’ 3 un sous-espace
faiblement dense de G’. Il est alors équivalent de dire que H se prolonge en

un noyau =0 H:G' > G, c. 3 d. que H =uHu*: E'—QG’EG et E, ou
dedire que o = u( L) = £, Z étantle sous-espace hilbertien de G de noyau H.

Supposons maintenant que H se prolonge en un noyau H = G’ — G, mais
qu’on ne sache pas que A = 0. Par contre, nous supposons tout point g’ de
G’ faiblement adhérent a une partie A,,, G'-bornée dans E’; nous devons
montrer que 2 estencore un sous-espace hilbertien de G. Soit #, = H(E') = G.
Montrons que linjection de s, dans G est continue. Soit B,
= {Hé'; ¢'e E’, (Hé&',e’) <1} la boule unité de #,; nous devons montrer
que B, est faiblement bornée dans G, c. & d. que, pour tout g'eG’:

(8,6) Sup |<He',g'>| < + 0.

e’ eE'<He ey=1

Comme g’ est faiblement adhérent & A4,., et que Hé’ € G, on a:

(8,7) |<H&,g'>| £ Sup |[<HE.f')| £ (He,e')''* Sup CHf',f')?
I edgs

I’ eAg»

de sorte que finalement il suffit de montrer que, pour tout g’e G':

(8,8) Sup CHf',f') < + ;
f’eAg,
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ce qui est évident puisque f’ parcourt 4,’., bornée dans G' et que Hf'
parcourt Fl(ffg.) bornée dans G. Alors 'injection s#,— E se factorise en
injections continues s, — G — E; par prolongement aux quasi-complétés,
.}Afo—»E se factorise en J?O-» G- E, et 5, image de 9?0 dans E, est bien
sous-espace hilbertien de G.

La condition relative 3 G’ et E’ se réalise toujours si G est un Banach
réflexif, ou plus généralement un dual de Fréchet refléxif. Car alors G’ fort
est un Fréchet de dual G, E’ est fortement dense dans G’, et tout point de
G’ est limite dans G’ d’une suite d’éléments de E’.

Remarque 1. En fait, si ’on sait que A =0, il y a, pour le Corollaire 3,
une démonstration directe triviale. Si ## < E est sous-espace hilbertien de G,
il a un noyau H:G’'— G; la relation caractéristique (4,2) montre que son
noyau H:E'—>E, est la restriction de H. Inversement, si & est un sous-

espace hilbertien de E, et si son noyau H = £’ - E se prolonge en un noyau
>0,H:G’ - G, alors H est le noyau relatif 3 G .d’un sous-espace hilbertien

% de G; le noyau de .Z dans E est la restriction de H, d’aprés ’assertion qui
précéde, donc c’est H, et par suite £ = 5, qui est donc bien sous-espace
hilbertien de G.

Remarque 2. Nous avons distingué H et son prolongement H. Dans

la pratique, on appelle généralement encore H le noyau prolongé G’ — G.

Exemple. Soit & un sous-espace hilbertien de 2’, espace des distribu-
tions sur R". Son noyau H, . est une distribution sur R" x R" (Exemple 3

page 149). Pour que ¢ soit sous-espace hilbertien de 1’un des espaces
E=9,6,8,9",9,0" y,0y,0'¢:,Oc, il faut et il suffit que H, , appartienne
AE, éaE); et soit = 0 dans cet espace; mais cette positivité est automatique,
d’aprés le critére du Corollaire 3, car tout élément T de E’ est adhérenta
une partie E’-bornée de 2. [Soit «,,v=1,2,..., une suite de fonctions de &
ayant la propriété suivante: pour tout p,2%(x, — 1) converge vers 0 uni-
formément sur tout compact de R” pour v— + oo, en restant bornée sur R".
Soit p, une suite de fonctions = 0 de 2, de supports tendant vers V’origine,
avec [ p,=1. Alors, dans E’,T=1im (lim «,(p,*T)), et 'ensemble des

B0 V=0

a,(p,*T) € D est borné dans E'].
AN



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 181

Corollaire 4. Lapplication # —>u(#) de Hilb(E) dans Hilb(F),
définie par une application linéaire ou anti-linéaire continue u de E dans F,

est un homomorphisme pour la multiplication par les réels =0, ’addition,
et la relation d’ordre:

u(AH) = Au(F);
(3,9 u(Hy +Hy) = u(H,) +u(H);
Hy S Hy = u(Hy) S ulHs) .

Démonstration. C’est facile 4 voir directement mais encore plus facile
en remarquant que H —»uHu* est un homomorphisme pour les structures
correspondantes de £ +(E) et Z+(F).

Corollaitre 5. Soit E un espace hilbertien, ¥ un sous-espace hilbertien
de E, H son noyau: E - 3¢ (Exemple 4, p. 150). Alors 5 est I’image \/EE
de E par JH.

Démonstration. \/ﬁ est son propre adjoint. Le noyau de E dans lui-
méme étant Didentité I, celui de \/IT E est, d’aprés la Proposition 21,
JHIJH = H; on a donc bien JHE=#.

Ceci donne, dans le cas o1 E est hilbertien, un construction directe de 5#
a partir de H. 5 est I’ensemble des \/Eé, EeE,etl’'ona:

(8,9bis) In]e = Inf |éj
VHE=n

Transport de structure.

Soit u un isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) faible de E sur F. Il
définit automatiquement, par transport (resp. anti-transport) de structure:

a) un isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) faible de E sur F, qui n’est
autre que #, mais qu’on notera encore u; de sorte que ué=ue.

b) un isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) faible de E’ sur F', qui
n’est autre que (u*)~1, mais qu’on notera encore u:

(8,10) Cué',uéy = (&' &) (resp. <&,&%);
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¢) un isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) de Z(E’; E) sur & (F'; F)
munis de la topologie de la convergence simple faible, qui n’est autre que
H ~—uHu*, mais qu’on notera encore u: H ~— u(H)

(8,11) u(H) (u(é’)) = u(He")

Enfin, si o est un sous-espace hilbertuen de E, u(5#) est un sous-espace
hilbertien de F défini comme I’image de ## par u avec transport (resp. anti-
transport) du produit scalaire:

(8,12) (uk | uk),opy = (h| K)p (resp. (| K).p)
| b fucey = [ ] -

Alors, par suite du caractére intrinséque de la définition du noyau H d’un
sous-espace hilbertien 5# de E, le transport de structure montre que le noyau
de u(s#) dans u(F) est u(H); c’est un cas particulier de la Proposition 21,
puisque u(H) = uHu*.

Supposons par exemple F = E, u étant la cnnjugaison. Alors F = E, avec
Papplication réciproque de la conjugaison. On a: ue = &, ué = e, ue’ = &,
ué’ = ¢’; finalement (8, 11) donne u(H) - ¢'=Hé'=He' ou u(H)= H. Si alors
S est un sous-espace hilbertien de E, de noyau H, son conjugué 5 (avec
transport de la norme) a pour noyau H.

Invariance par un automorphisme. Sien particulier F = E, u devient
un automoprhisme (resp. anti-automorphisme) faible de E. On dira que &#

estinvariant par u si u(#) = 5#; cela veut dire que u est un opérateur unitaire
(resp.anti-unitaire) de 5 ; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le noyau

H soit invariant par u, c. 2 d. que u(H) = H, ou uHu* = H, ou uHu™' =H,
ou Hu=uH (comme applications de £’ dans E). Si on suppose que u parcourt
un groupe G d’automorphismes faibles de E,etsi J# est invariant par G,on
a une représentation unitaire de G dans 5#; pour que S£’soit invariant par G,
il faut et il suffit que son noyau H soit invariant par G; les noyaux invariants
par G forment un sous-cone convexe de Z+(E’,E), fermé pour la topologie
de la convergence simple faible. Ce sont des propriétés que nous avons sys-
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tématiquement appliquées pour I’étude des particules élémentaires relativistes
en mécanique quantique (liées A des représentations unitaires irréductibles
du groupe de Lorentz inhomogéne). Dans le méme ordre d’idées, supposons
E muni d’une anti-involution. Alors un sous-espace hilbertien 5# de E est
invariant par cette anti-involution (s = 4, avec transport des normes), si
et seulement si H est invariant, = H.

Multiplication des espaces de mesures.

Proposition 22, Soit u une mesure de Radon =0 sur un espace locale-
ment compact X, et soit p une fonction complexe, localement de carré
p-intégrable. Alors I'image pA*(X,u) de A*(X,p) par la multiplication par
p est A*(X,|p|*p), et son noyau dans 2.° (X) (espace des mesures sur X)
est ¢ w—>¢|p]2u. Si p est partout # 0, la multiplication par p est une iso-
métrie de A*(X,p) sur A*(X,|p|*n); en outre ce dernier est I'espace des
mesures de la forme hu, h/p € I*(X, 1), avec

L%(X,p)

h
(8,13) el secxgpizn = ”?

Démonstration. On ne peut pas utiliser I’Exemple 2, pages 177, parce
que p, non nécessairement continue, n’opére pas par multiplication sur
2'X).

1°) Soit ¢ une mesure de A*(X,p); o =fu, fe [2(X,u), et

(8,14) lolaecew = 1flz2cesm

Comme p est localement de carré u-intégrable ainsi que f, pf est localement
p-intégrable, donc t = po = pfu est une mesure. Appelons g une fonction
p-mesurable telle que pf=g|p|?; g est bien déterminée sur I’ensemble
Y={xe X, p(x) # 0}, et mesurable arbitraire sur (Y. On voit que g est de
carré | p|*p-intégrable:

1w = f |f[*du 3f |f|*du
(3,15 X Y
= [ lelIoPan = [ Ig IpPdn = N Pesinen
Y X
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Comme © = g(|p|?), on a bien po =teA*(X,|p|*n). (8,15) s’écrit:

(8,16) I 2o |z < 1o ]azcxm-
2°) Inversement, soit € A*(X,|p|*); on a

t =g|p|n,

et

(8,17) It lacinizn = | &leaorm-

On peut trouver des fonctions p-mensurables f telles que pf= g|p|2;
elles sont bien détermines sur Y, mesurables arbitraires sur (Y. Alors, pour

toutes ces f, f |f|?du< + o0; si on choisit f sur (xY de manitre que
Y

f]f]zdu< + 00, on aura o =fpueA*(X,pu), et ©=po. Donc on a bien

X

1€ pA*(X,p). En outre, I’inégalité (8,15) est une égalité si on choisit f=0
sur (Y. (8,15) devient alors:

(8,18) I ) a2t tprznr = 11n=ft lollarcem

1°) et 2°) montrent bien que pAX(X,p) = A*(X, | p|*w).

3°) On peut le redémontrer par la Proposition 21. L’application ¢ ~— po
est linéaire continue de A%(X, ) dans 2.°(X). Pour le voir, il suffit de montrer
qu’elle est faiblement continue; or, si fu converge vers 0 faiblement dans
A*(X, ), pfu converge vers 0 faiblement dans 279(X), & cause de

(8,19 Pfusdda°,9 = {fls POUD A2 (u),(A20y) = prqbdy
X

(Formule (1,2quarto)).

Cela prouve en méme temps que la transposée de ’application fu ~— pfu
deA?(X,p) dans 2.0 (X)est’application ¢ ~w— poude 20(X)dans A*(X, p),
identifi¢ a4 son dual. Alors l’adjointe de f(u) w~— pfu est ¢ w—opdu ou
¢~ pop.



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 185

Appliquons alors la Proposition 21. Le noyau de A?(X,pu) par rapport a
lui-méme est ’identité (en identifiant (A%)’ & A2). Donc le noyau de I'image
pA*(X,p) dans 2.%(X) est ¢ w— ppdu=|p|*¢pu. Cest aussi le noyau de
A*(X,|p|*n) (Exemple lter page 148), ce qui montre bien I’identité de ces
deux espaces.

4°) Les résultats relatifsau cas ol p est partout # 0 sont évidents, parce
que (8,15) devient une égalité. Pour 7€ pA%(X.p), © = po = pfu, on pose
7= hu, h= pf, on a bien h/p =feI?(X,n), et vice versa; en outre

3200 |t = ol awmw = fleaw = 11/p] 2w
ce qui est (8,16).

Remarque. Si X est un ouvert de R", et si du = dx, on identifie générale-
ment f et fdx, [*(X,dx) et A*(X,dx). Alors pI? est I’espace A*(X,|p|*dx),
son noyau dans 2'(X) est ¢ ~—|p|’¢ (comme application linéaire de 2
dans 2'). Si p est partout # 0, pI? est I’espace des fonctions h telles que

ﬁeLZ, avec
p

h
(8,21) a2 = "_iﬂu-

Expression de relations d’inclusions par des majorations.

Soient s# et A~ des sous-espaces hilbertiens de E. La relation d’inclusion
# < A" (qui exprime, comme nous ’avons vu page 136, que £ < X et que
la boule unité de s est continue dans la boule unité de #") s’exprime, d’aprés
la Proposition 13, par I’inégalité entre noyaux H £ K, ou encore: pour tout
e'eE’, (Hé¢',e'> <{(Ké&',e’y. Soient maintenant u et v des applications
linéaires faiblement continues de E dans E; u* et v* sont alors faiblement
continues de E’ dans E’.

La relation d’inclusion u(H#) < v(A), qui exprime que u(#) < v(A) et
que I’'image par u de la boule unité de J# est contenue dans I’image par v
de la boule unité de A", s’exprimz=ra par I’inégalité entre noyaux:
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uHu* < vKv*, ou encore: pour tout e’ € E’,

{uHu*¢&',e’> £ (vKv*e',e'>, ou
(3,22)
(Hu*e'|u*e’)gp. < (Kv* é'|v*é')gz ou, d’aprés (4,3):

[Hu*e' | < | Ko*e'|

Il est commode de faire intervenir u, v, au lieu de u*, v*; on utilise alors (4,7),

qui donne:

5 |(Hu*e' f'> | |<uHf" ") |
*g! = —= 8 — T
(8,23) “Hu e “«# fs’tg' <Hfr’fr>1/2 fll:gl <Hfl’fl>1/2

de sorte qu’on aura u(#) £ v(X), si et seulement si, pour tout e E":

H '/, ’ K '/, ’
f' eE’ <Hf sf >1l2 S’ €eE’' <K€ »€ >1/2

Nous nous bornerons & v =identité; alors on a intérét & garder le 2éme
membre sous la forme | Ké'||,, = (Ké&',e’) '/2
Mais nous considérerons successivement < et =. Alors:

Proposition 22 bis.

Soient # et A" deux sous-espaces hilbertiens de E, et soit u une applica-
tion linéaire continue de E dans E.

1°) La condition nécessaire et suffisante pour que u(¥#)=< A est que,
pour tout e’ €E’, f'eF’, on ait:

(8,25) |<uHf" e g 5| < <Hf'.f'YUXKE, Y12 .
Cette condition est vérifiée si, pour tout e’ € E’, on a:
(8:26) |CuHE'¢'dp 5| < 3CHE € YUKE ey

2°) La condition nécessaire et suffisante pour que u(S)= A est que,
pour tout e’ €E’, on ait:

27 sup |<WHS 05,51

- o\ V]2
Sup Sy = (KeLed
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Cette condition est vérifiée si, pour tout e’ € E’, on a:
(8,28) |(uHé’,e’)E,E,| = (Hé',e'Y% (Ké&',e'H% .

Tout résulte de ce qui précéde; I'implication (8,28)=-(8,27) est triviale
tandis que (8,26) =(8,25) a été vue page 158.

La relation (8,28), remplacée méme généralement par la relation encore
plus forte:

(8,29); Re{uHé',e'Ypp = (He' e Y2 (Ké' e'Y'"?
est d’un type connu sous le nom de relation de coercivité.

Les foncteurs Hilb et #* et leur isomorphisme.

Appelons céne convexe un ensemble T', muni des structures suivantes:

1°) une loi de multiplication par les scalaires = 0: (1,&) ~— &, applica-
tion de R, x I" dans T, avec les propriétés: 1& = ¢, (A& = A(ué).

2°) une loi d’addition, (&,%) »— & +n, application de T xT" dans T,
associative, commutative, munie d’un élément neutre 0.

On suppose en outre ces deux lois reliées par les propriétés suivantes
(A + W& = A€ + u&, A& + n) = A& + A (distributivité de la multiplication par
rapport a 1’addition), 0¢ = 10 = 0.

On dit que le cdne est saillant ou strictement convexe, si & + n = 0 implique
& =#5=0. On dit qu’il est régulier si & + { = 5 + { implique & = n. Un cdne
convexe saillant d’un espace vectoriel sur R (voir page 137)satisfait a toutes
ces propriétés; et c’est essentiellement le seul cas, car & tout cdne convexe
saillant régulier " on peut associer, d’une maniére unique & un isomorphisme
prés, un espace vectoriel G, tel que I' soit un céne convexe saillant de G
et engendre G (un élément de G est une classe d’équivalence de I x I, avec
&)~ (n,n) si E+n' =& 43 la classe de (&,&) deviendra la différence
¢ — ¢’ dans ’espace vectoriel G).

Sur un céne convexe saillant I', on définit canoniquement une relation
d’ordre par & <5 s’il existe { e (nécessairement unique) tel que =& +{.
Alors, (<&, n<n’ implique ¢é+n=<¢& +4',E<n est équivalent i
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E+{Sn+(E<n implique A£<A, et, pour #0, AESE est
équivalent 3 1 < 1.

Si G est I’espace vectoriel engendré par I', G est un espace vectoriel or-
donné, ou I est le cone des éléments = 0.

Soit & la catégorie des espaces vectoriels topologiques sur C, localement
convexes séparés quasi-complets, les morphismes étant les applications
linéaires continues. Soit ¢ la catégorie des cones convexes saillants réguliers
les morphismes étant les applications qui préservent la multiplication par
les scalaires = 0 et ’addition, donc aussi la relation d’ordre.

Alors Hilb:E ~w— Hilb(E) est un foncteur covariant de la catégorie &
dans la catégorie ¢, si 1’on convient qu’a un morphisme u: E — F, on associe
le morphisme # ~w— u(5#): Hilb(E) —~ Hilb(F).

D’autre part, Z*:E—» #*(E)= %" (E’;E) est un autre foncteur co-
variant de la catégorie & dans la catégorie ¥, si I’on convient qu’a un mor-
phisme u:E - F, on associe le morphisme H w — uHu*: Z+(E)—> Z*(F).

Enfin les différentes propositions des paragraphes précédents montrent que
ces deux foncteurs Hilb et £+ sont isomorphes, I’isomorphisme étant I’ap-
plication canonique HilbE —» #*(E), pour Ecé&.

On peut naturellement introduire 1’espace vectoriel engendré par Hilb(E)
(ensemble des classes de différences formelles de sous-espaces hilberfiens
de E); il est isomorphe au sous-espace vectoriel (sur R) de #(E’; E) engendré
par les noyaux positifs. Nous D’étudierons ultérieurement (§12).

§9. Espaces de fonctions sur un ensemble X. Noyaux
reproduisants d’Aronszajn-Bergman.

Soit X un ensemble, et E = C* I’espace des fonctions complexes sur X,
muni de la topologie de la convergence simple. Le dual E' = (C*)’ est 1’espace
des mesures & support fini sur X; une telle mesure est de la forme

b= 2 €.0(xy OU O, st la mesure de Dirac du point x, et ot les ¢, € C,
xeX

sauf un nombre fini, sont nuls; on a, pour fe C*:

(CRY) nf> = X ef(%).
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Soit y une forme linéaire sur (C*)’; on peut poser g(x)= (7,6xy?» €t
alors g est une fonction sur X, donc un élément de CX, on a
puy = X ocg(x) =gy si p= X ¢,7(x)- Ainsi toute forme linéaire sur

xeX

xeX
E’ est faiblement continue et par suite aussi toute application linéaire de E’

dans un espace vectoriel topologique.
Naturellement E et E’ sont munis d’anti-involutions contragrédientes, dé-
finies par la conjugaison complexe f w— f, p w—s i,

Proposition 23. Soit H un noyau relatif a E = C*; on appelle noyau
reproduisant associé A la fonction sur X x X définie par:

(932) A(x,é) = <H5(§); 5(x)>, XEX, €EX0

Alors H ~—> A est un isomorphisme de I'espace F(E';E) des noyaux
relatifs a E, muni de la topologie de la convergence simple faible, sur I’espace
C**X des fonctions complexes sur X x X, muni de la topologie de la con-

vergence simple. H est défini a partir de A par

<H ‘_)nu> = E cxd_é A(x, f)
(9’3) (x&eXxX
pour = > €0y V= h3 d:dgys
xeX EeX

Hy est la fonction x ~—> §ZxdgA(x,é); en particulier Ho, est la fonction
€

A E)x w—> A(x,8); et le noyau reproduisant associé a H* est le symé-

trique conjugué A défini par:
9,4) A(x,8) = A(E,%);

H est hermitien (i.e. H* = H) si et seulement si A = A ou
9,5) A(x,8) = A(S,x).

H est = 0si et seulement si A est *‘de type positif”:

9,6) Vo= X 0y & cxleA(x,8) 2 0.
xeX X5
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Démonstration. Cette proposition est évidente. (9,2) définit A 3 partir
de H; (9,3) et ce qui suit définit H & partir de 4, et H est sirement faiblement
continue d’aprés ce qui a €té dit avant I’énoncé de la proposition. (9,4) est
évident a partir de (9,2), donc aussi (9,5). (9,6) traduit exactement la po-
sitivité de H:Vue(C¥)’, (Hp,u) = 0.

Corollaire. Il existe un isomorphisme entre Iensemble #(CX) des
sous-espaces hilbertiens de Cy (muni des structures définies au §2) et le
céne convexe saillant de C*** formé des fonctions de type positif. La fonc-
tion A sur X x X associée au sous-espace hilbertien £ de CX est carac-
térisée par:

(9,10) Vhe#, VxeX, (h|A(X), = h(x)

En particulier:

VxeX, VeX, (A(,E)|A(X))e = A(%,8)
1) {

1AC 0% = A(x,%); et

(9,11 bis) |h(x)| £ || b || (A(x, x))*2.

Démonstration. (9,10) est (4,2) appliquée & e’ = J,,;réciproquement de
(9,10) on déduit (4,2) en prenant la combinaison e’ =p= 2 ;0.5 De
xeX

(9,10) on déduit (9,11) en prenant h = A(,&). (9,11bis) est l’inégalité de
Schwarz appliquée a (9,10) en tenant compte de (9,11). C’est Bergman qui
a le premier introduit le noyau A, notamment dans la théorie des fonctions
analytiques et harmoniques; Aronszajn 1’a étudié dans toute sa généralité
pour tous les espaces hilbertiens de fonctions sur un ensemble X. Il a appelé
A le noyau reproduisant, a cause de (9,10). 1l a démontré le présent
corollaire c. & d. le théoréme d’isomorphisme du §6 pour le cas particulier
E = C*. Ce cas E = C¥est apparemment bien plus particulier que le ndtre.
Mais comme tout espace vectoriel localement convexe E est un sous-espace
de I’espace CF’ des fonctions complexes sur E’ et a une topologie plus fine
que celle de la convergence simple sur E’ (qui est la topologie affaiblie de E),
tout sous-espace hilbertien 5 de E est a fortiori sous-espace hilbertien de
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CF'1 On pourrait donc, de cette maniére, déduire beaucoup des propositions

antérieures (notamment la théoréme d’isomorphisme) de celles d’Aronszajn,
moyennant un complément permettant de passer de C* au sous-espace E

(et devant utiliser inévitablement le caractére quasi-complet de E). Ce com-
plément est, essentiellement, la Proposition 0: tout sous-espace hilbertien de
c¥F ayant un sous-espace dense dans E, est sous-espace hilbertien de E.
Nous aurions donc pu raccourcir I’exposé en supposant connue la théorie
de Bergman-Aronszajn et en ’appliquant telle quelle. Si nous ne I’avons pas
fait c’est que les résultats sont aussi faciles et méme souvent plus faciles a
démontrer directement pour E quelconque, que pour le cas particulier
E = C*. La positivité: (He’,e’) = 0 est plus simple que X c¢,é:A(x,&) 2 0.

Proposition 24. Soit X un espace topologique localement compact.
Soit €°(X) = C* Pespace des fonctions complexes continues sur X, muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact; son dual
&'°(X) est lespace des mesures de Radon a support compact sur X. Soient
H un sous-espace hilbertien de C*, A son noyau reproduisant d’Aronszajn.
Pour que 3 soit sous-espace hilbertien de §°(X), il faut et il suffit que A
soit séparément continu sur X x X, et localement borné. Dans ce cas, son
noyau H relatif a &'9(X) est défini comme suit: si ve &'%(X),Hv est la
fonction continue

0,12) (H) (x) = f A, &) dv®);
X
en outre:
©,13) CHI ) = f du(x) f A%, &) di(®)
. b X

= [@© [ Acoduc, e
X

X

©,14) CHA Y = f du(x) f AG.E) KD 2 0.
X X
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Pour que injection de 5 dans £°(X) soit compacte, il faut que A soit
une fonction continue sur X x X, et il suffit qu’elle soit séparément continue,
et continue sur la diagonale de X x X.

Démonstration-

1°) Supposons que # soit sous-espace hilbertien de &°(X); soient H
son noyau relatif & €°(X), 4 son noyau reproduisant, en tant que sous-
espace hilbertien de C*. L’application x m— O¢xy €st continue de X dans
&’%(X) faible; comme alors la forme sesquilinéaire & définie par H (For-
mule (3,5), Proposition 5) est séparément faiblement continue, A définie par
(9,2) est séparément continu sur X x X (on peut aussi dire: A(:,&) e
donc € £°(X),doncx w— A(x,¢)estcontinue; de méme & w— A(E,x) = A(x,&).
Si (x,§)eK x K, K compact de X,d,, parcourt un faiblement compact
donc borné de ¢'9(X), et Ho ) un faiblement compact donc borné de £°(X),
donc A(x,&) = (Hd 4,0, est borné sur K x K: A est localement borné sur
XxX.

2°) Inversement, soit ## un sous-espace hilbertien de C*, 4 son noyau
reproduisant d’Aronszajn, et supposons A séparément continu et localement
borné. Supposons que x € X converge vers xoe X en restant dans un com-
pact; alors ||A(,x)|2, = A(x,x) reste borné, et (A(-,&)|A(, %)), = A(x,£)
converge vers A(xo,&) = (A(-,&)| A( *,xp)); mais les A(-,¢),Ee X, forment
un ensemble total dans & (puisque les Hu,ue(CY)’, qui en sont des com-
binaisons linéaires finies, forment le sous-espace dense H((C¥)')= s, de
la Proposition 7); donc A(,x) converge vers A(:,x,) faiblement dans 5 (44).
Alors, pour he i, (h| A(*,x)), = h(x) convergera vers (h| A(-,%,)) = h(x,),
donc chaque h est une fonction continue sur X. Donc £ e £9X), et le
théoréme du graphe ferme(45) montre que son injection est continue, donc
que c’est un sous-espace hilbertien de £9(X).

3°) Supposons les propriétés précédentes verifiées. On a, pour v dans
E%X):

9,15) y = fé(g)dv(é),
X

car elle exprime simplement que, pour toute fe £2(X), on a:

(44) En vertu du théoréme @ Ascoli (Bourbaki [1], Chapitre III,§3,n.05, Proposition 5).
(45) Bourbaki [1], Chapitre I, §3,n.3, Corollaire 5 du Théoréme 1.
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9,16) OS> = j F© v

Comme v— Hv(x) = (Hv,d,,) est une forme linéaire continue suk &'°(X)
faible, on déduit de (9,15):
A
O ) = [ Hog s D® = [ AxODO
X

X
ce qui est (9,12); le dernier terme est l’intégrale d’une fonction continue
par rapport 4 une mesure de Radon a support compact; en outre le résultat
obtenu, qui est (Hv)(x), est nécessairement un foncticn continue de xe X.
Ensuite on aura, en intégrant par rapport & p la fonction continue HV

©O18)  (HAuy = f (HD () du(x) = f du(x) f A, E5 D),
X X

ce qui est la premiére égalité (9,13).
Par ailleurs, Hé ) = A(*,£), donc

9,19) (Ho oy = f AG, ) dp();

comme v— {Hv,u) est linéaire continue sur &'0(X) faible, on déduit de
9,15):

(9,20) CH,py = f CHS 5,1y dv(&)

X

- f PN G) f A(6,8)du(),

ce qui est la deuxiéme égalité (9,13).
En faisant v = p, on obtient (9,14), ce qui n’était nullement évident a priori

si ’on supposait seulement 4 séparément continue, localement bornée et
de type positif. Naturellement, on le verrait directement par ’application

du critére du Corollaire 3 de la Proposition 21: toute mesure y de &'°(X) est
limite faible de combinaisons finies de masses ponctuelles, ¢. a d. d’éléments
de (C*)’, de supports contenus dans celui de p et de normes < | u| donc
formant une partie bornée de &'9(X)
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4°) D’apres la Proposition 9ter, £ a une injection compacte dans &'°(X)
si et seulement si, en tant que forme bilinéaire sur '0(X) x &’°(X) (rappelons
que &'9(X) est son propre anti-espace), H appartient a éaO(X)(Q)aé"O(X).
Mais cet espace peut-&tre identifié 3 £°(X x X), et la fonction continue
ainsi identifiée & H est justement A. Il nous reste a voir que, A étant séparé-
ment continue et de type positif, sa continuité sur la diagonale de X x X
entraine sa continuité sur X x X. Or, elle est d’abord localement bornée
sur la diagonale, donc sur X x X, en vertu de l'inégalité de Schwarz
| A(x,6)| £ (A(x, %)) YV2(A(E,8) Y2 Alors, lorsque ¢ converge vers &g, A(*, &)
converge vers A(-,£;) faiblement dans 5, mais avec convergence de
lanorme (A(&,8)) ? vers la norme (A(&,, &) /%, donc fortement dans 5 et
par suite danr &9, ce qui exprime exactement que A est continue sur X x X.

Corollaire 1. Si une somme de fonctions de type positif sur X x X
est séparément continue et Jocalement bornée (resp. continue), il en est de
méme de chacune d’elles.

Car si une somme de sous-espaces hilbertiennes # de C *est un sous-
espace hilbertien de €°(X) (resp. & une injection compacte dans £9(X)),

il en est de méme de chacun d’eux, P’injection #;— X o; étant continue.
j

On pourrait développer des corollaires analogues aux propositions suivantes;
nous laisserons au lecteur le soin de le faire: Si.e/ est un sous-espace locale-
ment convexe quasi-complet de C”, avec une injection continue, et si une
somme de fonctions de type positif sur X x X appartient 3 #*(«7), il en est
de mé&me de chacun d’eux.

Remarque. Il n’est pas certain qu’on puisse remplacer (9,13) par une
intégrale double, car A, séparément continue et localement bornée, n’est
pas nécessairement intégrable ni méme mesurable par rapport a4 la mesure
produit du(x)dv(§). Le fait que les intégrales (9,13) aient un sens et soient
égales est peu visible & priori, et tient peut-&tre & ce que 4 est de type positif.

Mais supposons X métrisable sur tout compact, donc aussi séparable
sur tout compact. Alors ’espace #(K) des fonctions continues sur un com-
pact K de X est aussi séparable. Soit 4 une fonction quelconque sur X x X,
séparément continue et localement bornée. L’application x w—> A(x,*) de K
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dans ¥(K) affaibli est continue [en effet, lorsque x tend vers x4, A(x,-)
converge simplement vers A(x,,") et reste bornée sur K, de sorte que, K
étant métrisable, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue montre
que, pour toute mesure de Radon vsur K, (A(x,-),v) converge vers { A(x,,"),v),
donc A(x,-) converge faiblement vers A(xy,*) dans@(K)]. Soit alors § une
mesure de Radon =0 sur K x K, § son image sur K par la projection
(x,&) w~—x. L’application x ~— A(x,") est a fortiori faiblement mesurable
pour 8 donc fortement mesurable puisque €(K) est un Banach séparable.
Cela prouve que, quelque soit J > 0, il existe un compact K; de K, tel que
0(K — K;) =0, et que x ~— A(x,*) soit continue de K; dans C(K). Alors
(x,8) w—s A(x,£) est continue sur K;x K; et 0((K x K) —(K; x K)) =
§(K — K;) £ 6; comme 6 est arbitraire, cela prouve que 4 est 6-mesurable
sur K x K; comme K et 0 sont arbitraires, cela prouve que 4 est mesurable
pour toute mesure de Radon sur X x X .

Nous avons utilisé le fait que A était séparément continue et localement
bornée, mais seule la prémiere hypothése est nécessaire pour obtenir la me-
surabilit¢ de A; en effet, elle entraine que, pour tout entier n =0,
Inf(n,Sup(—n,Re 4)), séparément continue et bornée, soit mesurable, donc
aussi Re A par passage 2 la limite et aussi Im 4 pour la méme raison, donc A.

Nous voyons alors que A est intégrable pour du(x)dv(&); les intégrales
(9,13) peuvent s’écrire

0,21 f j A%, &) du(x) IE)

XxX

et sont égales a priori d’aprés Fubini.

D’autre part, selon qu’on les écrit par le deuxiéme ou le troisiéme membre
de (9,13), on voit qu’elles définissent une forme sesquilinéaire séparément
faiblement continue sur ¢'°(X) x &'°(X); donc que H définie par (9,12) est
faiblement continue de &’° X) dans &°(X). L’hypothése de métrisabilité
locale de X supprime ainsi tout caractére mystérieux aux résultats obtenus,
et les rend ainsi sfirement indépendants du fait que A est de type positif.

Supposons en particulier que X soit un ouvert de R" Alors £°X) c 2'(X);
donc H, noyau €'%(X) — &°(X) des# relatif A £°(X), donne, par restriction
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P(X) - 2'(X), le noyau 5 relatif & 2'(X) (il suffira, dans les formules (9,12)
a (9,14) de remplacer du(x), dv(&) par ¢(x)dx, Y(&)dE); ce noyau est une
distribution H, . sur X x X (Exemple 3 page 149): cette distribution est celle
qui est identifiée a 13 fonction A mesurable (par rapport a la mesure de
Lebesgue dxd¢&) et localement bornée. On peut donc encore énoncer la Pro-
position 24 en disant:

Corollaire 2. Pour qu’un sous-espace hilbertien # de 2'(X), X ouvert
de R", soit sous-espace hilbertien de &°(X), il faut et il suffit que son

noyau H, .€ 2'(X x X) soit une fonction A, séparément continue et locale-
ment bornée.

Démonstration. Nous venons de voir que la condition était nécessaire.
Elle est suffisante d’aprés le Corollaire 3 de la Proposition 21, appliqué a
E=2', G= &0 car, si 4 est séparément continue et localement bornée,
nous venons de voir que H est faiblement continue de &'°(X) dans &°(X),
et il est inutile de supposer sa positivité, car, par régularisation, toute pe &"°(X)
est limite faible d’une suite u#p, de fonctions de Z(X).

Proposition 25.Soit X un ouvert de R", et soit &™(X) I’espace des fonc-
tions de classe C™ sur X, muni de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact des dérivées de tout ordre <m (d’ordre quelconque si
m = + o, convention valable pour la suite). Soit # un sous-espace hilbertien
de C* A son noyau reproduisant d’ Aronszajn. Pour que 3¢ soit ‘sous-espace
hilbertien de &™(X), il faut que A ait des dérivées (au sens usuel) et au
sens des distributions d’ordre < m en x et < m en &, séparément continues et
localement bornées; et il suffit que X DLDEA, ou (Z" (’3—xa—;?

lpl=m i=1 0X,0¢,
des distributions), soit une fonction séparément continue et localement
bornée. Dans ce cas, soit H le noyau de # par rapport a &"(X). Pour
Te &"™(X) (distribution d’ordre < m), HT est la fonction de classe C" définie
par:

(9,21 bis) HT)(x) = f A(x, O T(EdE
X

™A (au sens

et ses dérivées d’ordre <m se calculent par dérivation sous le signej
X

Pour ce Tc &™(X), on a:
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(HT,S) = JS(x)dx f A(x, &) T(E)dE
9,22) X x
= f T(&)de f A(x, E)S(x)dx .
X X
En particulier:
9,23) (HT, TS = f T(x)dx f A(x, & T(E)dE = 0.
b. ¢ X

Pour que linjection de S dans &™(X) soit compacte, il faut et il suffit
que A ait ses dérivées d’ordre <m en x et <m en & (au sens usuel ou au
sens des distributions) continues sur X x X.

Démonstration.

Disons d’abord ce que nous entendons par: ‘A4 a des dérivées partielles
au sens usuel d’ordre £m en x et d’ordre < m en &°. Nous voulons dire

qu’on peut appliquer & A, dans un ordre quelconque, des dérivations partielles
par rapport & x,,X,,...,X,,¢1,&5,...,&,, pourvu que le nombre des dérivations

par rapport aux x; soit < m et que le nombre des dérivations par rapport
aux &, soit < m; et qu’en outre le résultat obtenu est indépendant de 'ordre
des dérivations (*°).

Rappelons que si une fonction d’unc variable a une dérivée partout, qui
est une fonction localement intégrable, alors elle en est Iintégrale indéfinie.
On en déduit aisément que si une fonction localement intégrable sur X x X

e, . 0 0 . (.
a une dérivée partielle Erll FA partout, et si cette dérivée est localement
i i

intégrable, c’est aussi la dérivée au sens des distributions (*7).

Si donc A a ses dérivées partielles d’ordre<m en x et<m en £, au sens
usuel, qui sont séparément continues et localement bornées, ce sont aussi
ses dérivées au sens des distributions. Deux dérivées différant seulement

(46) L’indépendance de I’ordre des dérivations n’est pas automatique, car nous ne sup-
posons pas la continuité des dérivées considérées sur X X X.
(47) Schwartz [1], Chapitre II, Théoréme V.
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par ordre des dérivations sont alors égales en tant que distributions, donc
presque partout égales, donc partout égales puisque séparément continues.

1°) Supposons que # soit sous-espace hilbertien de £™(X). Alors, pour
tout xe X, A(-,x) est dans &™, donc aussi A(x,-) par symétrie hermitienne.
Alors le 2e membre de (9,21.bis), pour x fixé, a un sens, et représente une
forme linéaire de T, faiblement continue sur &’ ". Comme H est linéaire faible-
ment continue de &™ dans &™, le ler membre a les mémes propriétés. Ils
coincident pour T= 4, d’aprés la définition méme du noyau reproduisant;
les masses ponctuelles forment un ensemble faiblement total dans '™, donc
Pégalité (9,21) est vraie. Le second membre est alors nécessairement une
fonction de x de classe C™; en appliquant aux deux membres la distribution
Se&'™, on obtient la premiére égalité (9,22). La deuxiéme s’en déduit par
symétrie hermitienne (et échange de x et &); d’ou (9,23).

Cette démonstration est valable aussi pourm=0 et donne une variante de
la partie 3°) de la proposition précédente.

2°) Supposons toujours J# sous-espace hilbertien de &™(X). Appliquons
(9,22) pour

S =(D")y, T = (D%)(. On obtient:
924 CH((D%)yy), (D*0)ixy»
= (=D"**! DD} A(x.0).

= (=1)!**4d DID? A(x,?).

Donc d’abord ces deux dérivées existent, et DIA(-,£) est de classe C” en x
pour & fixé, et DZA(x,-) de classe C™ en & pour x fixé. Ensuite & w— (D),
x w—> (DP5),,, sont continues de X dans &™(X) faible; H étant séparément
faiblement continue sur &™(X) x &™(X), DID}{A = D{D}A est séparément
continue. Si x et & parcourent des compacts de X, (D?5),, et (D), par-
courent des bornés de & ”(X), donc DZD{A(x,&) reste borné; elle est bien
localement bornée.

Ceci ne montre pas complétement que les dérivées d’ordre <m en x et
< m en & de A existent (avec permutabilité de ’ordre des dérivations); nous
avons vu seulement que DDA et DIDA existent pour |p|<m, |q|<m,
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et sont égales. C’est toutefois évident pour m = 0 (et vrai aussi pour m =1).
Supposons le-démontré pour m = 0,1,2...,I—1, et montrons-le pour m=1.
Une dérivée d’ordre <l en x et <l en ¢ de A est de la forme D",‘,DQD’,
ou DgD;‘D’, ol D’ est une dérivée partielle d’ordre </—1en xet S1-1
en £. Occupons nous du premier cas D = DiDgD'. Comme 5 est sous-espace
hilbertien de &', il I’est a fortiori de &'~ !; donc, si D’ est d’indice total p’
en x, g’ en &, ’hypothése de récurrence dit que D’A existe, et s’écrit aussi
DYDY A et DIDZ'A. Alors DED’A existe d’aprés les résultats antérieurs et
vaut D£*9'DZ’; il vaut donc aussi D' DE*7 4, de sorte que DA existe et vaut
DZ*P'DE*TA; et il vaut aussi DETUDATP A, Le second cas D = DDiD’ se
traite pareillement, ce qui démontre la propriété énoncée.

Remarque. Pour compléter les formules obtenues, il est bon d’ajouter
ceci: en appliquant (9,21 bis) & T= D", ac X, on voit que

(9,25) (HD% ) (x) = (=)D LA) (x, ) ;
donc DIA(*,a) e #(*®).
Les formules (9,22) et (9,23) donnent alors:

(0:26) (DIA(-,b) | DPA(+, @) = DIDgA(a,b)
| DEA(-,a)|% = DD?A(a,a).

Enfin, pour hes#, (4,2) donne
.27 (D™h)(a) = (h(=D)PID?54,> = (h|DIA(:,a))r
donc en particulier la majoration
(©.28) @) @]| = [ 7] #(DEDZA)(a,0)"2.

Il n’y a pas de raison, dans ces formules, de se borner & des opérateurs dif-
férentiels & coefficients constants. Soient P, Q, deux opérateurs différentiels &
coefficients C* quelconques d’ordre < m. En appliquant (9,21bis) & P§, on
obtient

(48) Une telle notation Dg A(. ,a) désigne la dérivée de 4 par rapport 4 la deuxi¢éme

variable, considérée, pour cette deuxiéme variable égale & a, comme fonction dela premiére
variable. On pourrait aussi 1’éctire, plus rigoureusement; xw_.(Dé’A(x,E))Fa
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(9,30) H-'PS,, = fA(-,f)Ta(a)df = PA(-,a).

X

(9,22) et (9,23) donnent alors

(9,31) (QA(-,b)| PLA(-,a))e
= (QA(+,b), P8
= PxQ§A(a,b).

Pour hes#, (4,2) donne

9,32) Ph(a) = <h,"Pd)
= (h,‘ PgA(',a)),,.

3°) DIDEZH (distribution) est le noyau de D”s# (Exemple 3 page 177); donc
X DIDZH est le noyau de X D%#. Or, d’aprés le théoréme du graphe

Ip[=m [p|=m
fermé, 5# est sous-espace hilbertien de &£™(X) dés qu’il est contenu dans

&™(X); pour cela il faut et il suffit que X DZ%# sout contenu dans £°(X),

Ipl=m
ou sous-espace hilbertien de &°(X), et pour cela il faut et il suffit que son

noyau X DZDIH soit une fonction séparément continue et localement
Ipi=m

bornée, ce qui démontre la premiére condition suffisante.
La deuxiéme se démontre par récurrence sur m. Elle est vraie pour m =0
(ou pour m =1, puisqu’elle coincide alors avec la premidre). Supposons-la
montrée pour m=0,1,2,...]—1, et montrons-la pour m = [. Pour que #
n
. . . . . 0 .
soit sous-espace hilbertien de &, il faut et il suffit que X 5;% soit sous-
i=1 0%
0*H
6xi6€i

1
1 n 62
( 51 axiafi) H

espace hilbertien de &' ~*; comme Ie noyau de ce dernier est , il faut

T M=

n 2
etilsuffit,d’aprés ’hypothése de récurrence. que ( > ——aj oE )
i=10%;06;

soit une fonction séparément continue et localement bornée, ce qui est le ré-
sultat cherché.



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 201

4°) D’aprés la Proposition 9ter, pour que l'injection de s# dans &™(X)
soit compacte, il faut et il suffit que A4 soit dans &™(X) é‘)aé”"’(X) et que H
soit une forme sesquilinéaire = 0 sur &™(X) x &™(X). La positivité de B
est automatique lorsque A4 est dans é""cg)gé” "et A de type positif, en vertu
du critéere du Corollaire 3 de la Proposition 21: toute Te &'™est limite
faible d’une suite de mesures discrétes, donc appartenant a (C*)’ Ensuite
&"(X) @)aé”'”(X)) = &7y est précisément D’espace des fonctions dont les dé-
rivées d’ordre < men x et < m en & sont continues sur X x X.

Remarque. Si # < &"(X), il a une injection compacte dans E"Y(X),
puisque I’injection &™(X)— ™ Y(X) transforme toute partie bornée en
partie relativement compacte. Par ailleurs, toute fonction sur X x X ayant
ses dérivées d’ordre <m en x et en ¢ localement bornées, a ses dérivées
d’ordre <m —1 en x et en £ continues sur X x X (et méme localement
lipschitziennes). C’est bien compatible avec 4°).

Proposition 26. Soit X un espace localement compact pour m =0, un
ouvert de R" pour m (fini ou non) = 1. Pour qu’un sous-espace hilbertieu
H de ™(X) soit sous-espace hilbertien de B™(X) (espace des fonctions
continues borndes sur X, ainsi que leurs dérivées d’ordre < m, muni de la
topologie de la convergence uniforme sur X de chaque dérivée d’ordre £ m)
il faut que chaque dérivée DEDIA,|p| < m,|q| < m, soit bornée sur X x X,
et il suffit que X DEDZA soit bornée sur la diagonale de X x X .

Iplsm

Démonstration.

Supposons d’abord # sous-espace hilbertien de #™(X).Pour | p| £ m, D?é()
parcourt une partie faiblement bornée de (#™) lorsque x parcourt X. Comme
Ia forme sesquilinéaire H associée 3 H reste bornée sur tout produit de parties
bornées de (#™), 1a formule (9,24) montre que DZD?4 est bornée sur X x X

Inversement, supposons A bornée sur la diagonale de X x X, donc sur
X x X par | A(x,8)| < (A(x, x))1/2(A(&, £))1'2. La formule (9,28) pour |p|=0
montre que chaque h de S est bornée sur X, donc S est un sous-espace
hilbertien de #°(X) par le théoréme du graphe fermé. Si X DIDZA est

lplsm

bornée sur X x X, comme c’est le noyau de X D&%#, cela prouve
Iplsm
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que chaque D?# est dans #°(X), donc # est dans #"(X) et H est sous-
espace hilbertien de #™(X) par le théoréme du graphe fermé.

Proposition 27. Soit X un espace localement compact pour m =0, un
ouvert de R" pour m = 1. Soit U une structure uniforme sur X, compatible
avec sa topologie. Soit B5(X) Despace (complet) des fonctions sur X,
bornées, uniformément continues pour %, ainsi que chacune de leurs dérivées
d’ordre < m, muni de la topologie induite par B™(X). Pour qu’un sous-
espace hilbertien # de B"(X) soit sous-espace hilbertien de By(X), il
faut que chaque fonction (DEDIA)(*,a), |p| S m, |q| £ m,aeX, soit uni-
Sformément continue pour %, et il suffit que chaque fonction DY(A)(-,a)le soit.

Démonstration. Si o < BY, la fonction DJA(-,a)e s est dans By
donc chacune de ses dérivées DED?A(-,a) est uniformément continue sur
X pour %.

Inversement, si chaque D%A(-,a) est uniformément continue sur X pour
U, c’est que A(-,a) est dans &} ; toute h e # est limite, dans o donc dans
A", de combinaisons finies des fonctions A(-,a) € By, et By, est fermé dans
#B"; donc he By, et H# est sous-espace hilbertien de %y,

Remarque. Ce genre d’énoncés, relatif 3 B™ et 4y, se retrouvera toutes
les fois qu’on aura un espace vectoriel localement convexe séparé quasi-
complet et un sous-espace fermé, muni de la topologie induite.

Application. La forme hermitienne invariante de Bergman sur une

variété anmalytique complexe (*°).

n

Soit ¥ une variété analytique complexe, de dimension complexe n. Soit #

P’espace hilbertien des formes différentielles de degré n, holomorphes, de
carré intégrable, muni du produit scalaire:

9,33) (0| @), = (%l—)nef OND .
v

La forme w est de type (n,0), @ de type (0,n) donc w A @ est de degré 2n,
et I’intégrale a bien un sens, puisque w et @ sont de carré intégrable. Con-

(49) Voir Bergman [1).
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formément & I'usage, I’orientation de V est celle pour laquelle, en coordon-
nées locales z4,z,, ... z,, la forme ( )"d21 ANdZ Ndz, NdZ, N ... Ndz, NdZ,

est 20; e= +1 est alors le signe de la forme

(%) dz, Ndz, A ...dz, ANdZ, \NdZ, A\ d3,,

de sorte que, pour toute w, (wlco),,p est =0, et H est bien hilbertien.
S est un sous-espace hilbertien de’espace é’ des formes différentielles C*
de type (1n,0)(°%); il a donc un noyau associé H, application linéaire continue

o) om n o
de (é’>= &' = é”’ dans &. . .
(Nous définissons Panti-dualité entre & et &' par

. 1\ ——
(9,33 bis) (f|T):g,oo,n£1= (2—1) eff/\T = (T|f)20’n§

Nous identifierons H 3 une forme différentielle C “de type (n,0,0,n) sur
Vx V, en convenant que:

9.34) H-T = (511.—)7—1)"3 ! Hoo AT .

Soit Q un ouvert de ¥, muni de coordonnées locales z;. Soit i ’injection na-
turelle 2(Q) » 2(V); son adjointe i* est I'opération p:2'(V)->2'(Q), de
restriction, qui, & chaque courant sur V, associe sa restriction & Q. La re-
striction de H a4 Q n’est autre que l’application composée pHi; c’est donc,
d’aprés la Proposition 21, le noyau associé a ’espace de Hilbert image p(5¢)
de o dans 59(9); un élément de p(5#) est une forme holomorphe de degré
n sur Q, qui est la restriction d’une forme holomorphe de carré intégrable
sur V. Sur Q x Q la forme différentielle H s’écrit:

(9’35) A(x’g)dzl /\dzz /\ b /\dzn /\dZI /\dZZ /\ "'/\drn,

(59) Voir par exemple André Weil [1], début du Chapitre 1.
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ot A est une fonction C”. Soit Te ?5”"0(9); alors Td{; ANd¢, A\ ---d{, est un
élément de "égg’(Q), et, compte tenu de ce que d{; Adl, Adl, ANd, A -+
d¢, A dC, est (2i)' 1a mesure de Lebesgue d¢ sur Q, on voit que

H-(Td, Ndly AN dl, = (f A(x,:)ndé)dzl Adzy - Adz,

Vv

Si donc on convient d’identifier, sur Q, les formes de type (n,0) et les fonctions,
ou les (n,0)-courants et les distributions, en identifiant T a T=Tdz 1 Adzy A
-+ Adz,,p(£) est identifié & I’espace des fonctions holomorphes sur Q,
dont le produit par dz, Adz, A ---dz, est restriction d’une forme holo-
morphe de carré intégrable sur V; et son noyau: &'(Q) - &(Q) est la fonction
reproduisante (x,&) w— A(x,£). On a donc en particulier A(x,x)=0.

D’autre part, on a 73%'_ p(##) =0 donc, d’aprés le Corollaire 2 de la Propo-
.. 04 04 .
sition 21, FEn 3t = 0: A est holomorphe en x et anti-holomorphe en .

La forme H a donc globalement la méme propriété.

Supposons que A(x,x) > 0; la fonction A4(-,x) est donc = 0 en x; comme
elle est dans p(#), il existe une forme de & qui est # 0 en x. Réciproque-
ment supposons cette condition réalisée; (9,11 bis) montre que A(x,x) n’est
pas nulle non plus. Nous supposerons désormais que, pour tout x de V, il
existe une forme de # qui n’est pas nulle en x; alors, pour toute carte
locale, A(x,x) > 0 partout.

Soit K la restriction de la forme H 2 la diagonale de ¥V x V, multipliée
par e(%) ; en indentifiant cette diagonale 3 V, c’est une forme différentielle

de degré 2n sur V; sur Q elle s’écrit:
9,37) K = A(x,x)dx = B(x)dx,

forme différentielle C*, partout > 0.
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Mais, sur une variété analytique complexe V, la donnée d’une forme dif-
férentielle C®, de degré 2n, partout # 0, et réelle, permet de définir une forme
hermitienne. Posons en effet:

_ d’logB ;
(9,38) g= iZJ) g:,dzdz = § 3707, dzdz,

J

Cette forme est indépendante du systéme de coordonnées locales z; choisies
dans Q. Si en effet z’; en est un autre, on a d’abord:

(9,39) K =8 (%)del /\dZZ /\ b /\dzn /\dfl /\dZZ /\ b /\dfn

= 9(2%) B'dzi Ndz', A\ - Ndz, NdZ; Ndz; - ANdZ;,
d’ot
(9,40) B=B'JJ,

ol J est le déterminant jacobien des z; par rapport aux z;.

Alors
0*logB d*logB’ 0d’logJ 0%*logJ  9*logB’
©,41) 9207, | 0z0%, | ozpz, | 0z0%, | 0797,
rce que ——a——lo.]-—alof—O
parce Qe 7 108J = 57, 08U <

Ensuite on a immédiatement

8*logB’ 0 dlogB’ 3z')\ _ 0 dlogB'\ 0z,
.42 5 T ) = T o >6zf

o*logB’ 0z, oz

kg 0207, 0z 0z,
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On a donc
i 9’logB 0*logB’, ,_
(9,42bis) 5 e 9 08 174z, ? e PlogB’, iz,
a logB’ 6Zk aZ; _ azlogBI L,

La forme définie sur Q est donc intrinséque, et on a donc bien une forme
sur ¥, qui est manifestement C*, et hermitienne, parce que B est réelle.
Montrons maintenant qu’elle est = 0. On doit montrer que, quel que soit
a eV et quels que soient les nombres complexes Z;, on a:

0%*log B
i,j 5Ziaz'j

9.43) @Z2, 2 0.

Soit X un champ de vecteurs holomorphes, X = 2 X i—a;tel que X;(a) =Z,

L’inégalité précédente s’écrit aussi, compte tenu de ce que:

0210 B 1 9B B . 1 &°B
(9,44) 8= 05, "B oz, 9%, T B 950%,

sous la forme

0’B

(9:45) L 2.2, az () (a)<B(a) L 22, 5 5@

Mais, A étant holomorphe en x et anti-holomorphe en &, on a:
0A
2@ = (52 + 5@ =52 (@,a)
et de méme:

B azB 0’4
7927,-(0) L’ (a a), 207, (a) = 52 az,(" »a)
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(9,45) s’écrit donc:

J

04 2 %4
(9’46) l E‘ Zi FZ;(a,a) | é A(a,a) 5 ZIZ —a—z—i@(a,a)
ou

|0(X,)- A|> < 4 (B(X.)-0(X)- A) pour & =x =a.

Appliquons les formules des noyaux reproduisants (9,31) pour les opéra-
teurs différentiels 1 et 0(X). Cela revient a:

(9.48) { [(AC, @) 0FDA(, @), | <

1 AC, @) [7 [| 60X AC, 0) | Jitry

ce qui est simplement ’inégalité de Schwarz. En général, on aura P'inégailté

stricte <, et X 8:,/(a)Z,Z; > 0. On aura ’égalité =0 si et seulement s’il
i

existe un nombre complexe A tel que:
B(F)A(-,a) — TA(,a) = 0

D’aprés (9,32) c’est équivalent a dire que, pour toute ke p(s), on a
(0(X)-h)(a) — Ah(a) =0 ou

Tz %(u) — Jh(a) = 0.

Donc la forme g sera définie positive, si et seulement si, pour tout a et
tout systéme de coordonnées locales z; au voisinage de g, il n’existe aucune

relation linéaire non triviale entre les valeurs de w et de ses dérivées P
i

en a, vérifiée par toutes les w de # (i.e., les n+ 1 formes linéaires sur

gczo (a), sont indépendantes).

A 1a forme hermitienne g on peut canoniquement associer une forme

H: o w(a), o~

différentielle y de type (1,1), qui sera, dans Q:

(9,49) y = X g ,dz; NdZ; = d,d;logB
%)
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L’expression méme de cette forme montre qu’elle est fermée, donc V est
kidhlérienne relativement a g.

(Remarquons enfin que, si ¥V ne vérifie pas la condition indiquée page 204
relativement a l’existence de forme holomorphes de carré intégrable, on
peut toujours quand méme construire g, mais elle a des singularités sur 1’en-
semble analytique W des zéros communs 3 toutes les formes holomorphes
de 5. On suppose qu’il existe au moins une telle forme 0, sans quoi K =0,
et on peut alors prendre g = 0). La fonction log B est localement intégrable;
si en effet i € p(o#) n’est pas identiquement nulle, la formule (9, 11 bis) montre
que, dans Q:

9,50) B(x) = 1) .

Il

comme logh est localement intégrable, il en est bien de méme de log B. Donc
la formule (9,49) définit un courant fermé de type (1,1) sur Q; la méthode
employée a la formule (9,41) montre que la définition est intrinséque et donc
valable sur V.

On peut résumer les résultats précédents comme suit:

Proposition 27 bis. Soit V une variété analytique complexe, de di-
mension complexe n. Supposons que, pour tout a de V et tout systéme de
coordonnées locales z; au voisinage de a, il n’existe aucune relation linéaire
non triviale entre les valeurs en a de w et des dw/dz;, vérifiée pour toutes
les formes w holomorphes de degré n, de carré intégrable sur V (exemple:
V est un ouvert borné de C"). Alors la formule (9,38) définit sur V une forme

hermitienne g définie positive, pour laquelle V est kihlérienne.

§10. Cas ou E’ est un sous-espace de E.

Dans tout ce paragraphe, on supposera donnée une fois pour toutes une
injection I hermitienne de E’ dans E. Par I nous identifierons E’ & un sous-
espace de E et nous appellerons souvent I I’identité. D’aprés la Proposition 4,
I est faiblement (et fortement) continue; d’autre part, I étant injective, I = I'*

a une image dense, £’ est dense dans E. Si I est 20, elle définit un sous-
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espace hilbertien de E, contenant E’ comme sous-espace dense avec injection
faiblement continue; il sera donné par la structure et nous ’appellercns le
sous-espace hilbertien canonique I? de E. L’exemple auquel nous penserons
le plus souvent est E =2'(X), espace des distributions sur un ouvert X de
R",avec E' =2 < 9'; I? est bien ici ’espace habituel des classes de fonctions
de carré intégrable (pour dx) sur E. On pourra prendre aussi
E =2"(X) avec E' =2"(X), E=%'(R") avec E'= #(R"), etc. Inverse-
ment, si J# est un sous-espace hilbertien dense d’un espace E, son noyau H
est une injection =0 de E’ dans E, faiblement continue, qui peut jouer le
role de I, et I? est alors J7.
L’hermiticité de I se traduit comme suit: pour &'e E’, f'eE’ on a:

(10,1) {(é,’f’>E,E’ = {f',e'dpp
€| /Mes = @|MNp.e

les derniers produits scalaires (- ] -) sont ceux de (0,4), mais aussi ceux
( | )r2 qui sont induits par I*. Dans le cas de E =2'(X), il existe sur9 et
2’ une anti-involution naturelle, £’ =E’, avec =1, donc I*=T=1I=1
(c. a d. si @ est la conjuguée de ¢ dans2, c’est aussi sa conjuguée dans 2')
et (10,1) s’écrit aussi pour ¢, €2:

(10,2) { R P = {$,¥Va,9'
(@|¥)ar,0 = (@|Va0 = @|¥):).

Sous-espace normal de E.

On dira qu’un sous-espace vectoriel topologique localement convexe F
de E, avec une injection F — E faiblement continue, est normal, si E’ est
un sous-espace dense de F, avecinjection faiblement (donc fortement) continue.

Il n’est pas inutile de savoir que dans certains cas cette condition de con-
tinuité de D’injection E’— F cst automatique. C’est ce que donnera le co-
rollaire de la Proposition 28.

Proposition 28. Soit A un espace localement convexe séparé quasi-
complet, B un espace localement convexe métrisable. Une application u
linéaire de A’ dans B’, continue pour o(A’,A) et une topologie € locale-
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ment convexe séparée moins fine que o(B’', B), est aussi continue pour 6(4’, A)
et o(B',B).

Démonstration. Le dual de B, muni de % est un sous-espace B, de
B, faiblement dense dans B (I’injection B; — B est transposée de ’injection
B’ — BY,) donc fortement dense dans B. La transposée ‘u de u est linéaire de
B, dans A, continue de o(B’,B) dans o(4,A4’). Alors ’image par ‘u d’une
partie B-bornée de B, est faiblement bornée dans A, donc fortement bornée;
donc, B étant métrisable, ‘u est continue de B;, muni de la topologie induite
par ,dans A. Mais B,, étant dense dans B métrisable, est strictement dense,
et A est quasi-complet; donc 'u se prolonge en une application linéaire
continue % de B dans A. La transposée de 4 est nécessairement encore u
(en effet, pour a’€A’, beB, on a (‘,‘; a',b>=<a’,"; b);enprenant beBy,

~~
on voit que (*'ua’ —ua’)e B’ est orthogonal 4 B, dense dans B, donc est
nul). Donc u est bien continue de ¢(4’, A) dans ¢(B’, B).

Corollaire. Dans les conditions indiquées au début du paragraphe, si
F est un sous-espace de E avec injection faiblement continue, et si F est un
dual de Fréchet réflexif, en particulier si ¢’est un Banach réflexif ou un
Hilbert, si E' est contenu dans F, Pinjection E' > F est automatiquement
faiblement continue.

by

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition 4 A=E, B=F'
fort (Fréchet réflexif), u = I’injection E’— F. Alors u est continue pour
o(E',E) et o(F,E') (topologie induite par o(E,E’)), puisque E'LE est
faiblement continue. Mais F— E est faiblement continue, donc o(F,E’)
est moins fine que o(F,F’). La proposition exprime que E' — F est faible-
ment continue.

Soit donc F un sous-espace normal de E. Alors, des injections faiblement
continues denses £’ F —J>E, on déduira, par passage aux adjoints, des
injections faiblement continues et faiblement denses E ’—Ji F Ei E; on
peut donc encore identifier F’ faible & un sous-espace normal de E. Si en
outre F est reflexif, E’ sera fortement dense dans F’ et F’ fort est aussi sous-
espace normal de E (en général, dans la suite, F sera hilbertien). 11 faut na-



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 211

turellement veiller & ce que l'identification de F’ & un sous-espace de E ne
soit pas en contradiction avec d’autres faites antérieurement (par exemple
si F = o est hilbertien, I’identification de s’ avec un sous-espace de E est
incompatible avec I'identification 6 de 5’ avec s provenant de la structure
hilbertienne de 5. (Il y a un seul cas d’exception: & = I? si I =0. L’in-
jection de #” dans E par la premiére identification est en effet u*, I’injec
tion définie par la deuxiéme est j@; elles coincident si et seulement si u* = jo
ou u = 6j*, c. a d. si I = ju est le noyau j#j* du sous-espace hilbertien ¢
de E, ou encore si iz 0 et o = %),

Dans tout ce paragraphe, c’est U’identification de F’ avec un sous-espace
de E qui sera seule valable. Cette identification s’exprime comme suit: pour
e'eE', f'eF’":

(10,3) { S = {f",e'Jpp O

E @ pyou xgsy = €| f)F w7

Ou encore: on identifie /" e F’ avec I’élément de E qui définit sur E’ la forme
linéaire faiblement continue e’ w— {f',& yp .

Ou enfin: on identifie ¥ avec le sous-espace de E formé des e tels que la
forme linéaire & ~— (e,e yg g+ soit continue sur E’ muni de la topologie
induite par F. Quand il y a sur E, E’, des anti-involutions contragrédientes
avec I =1, on ne parlera plus de E, E’, mais seulement de E,E’; alors F,F,
F',F" seront tous des sous-espaces de E; si F=F, on a aussi: F'=F'. Par
exemple, si E =2'(X), I’identification de F’ 4 un sous-espace deZ’ est don-
née par

(10,4) (T,$>9,0 =T, D55, $€2, TeF'.

(TeF’ est identifié & la distribution ¢ — (T,¢)p p; Te P’ appartient au
sous-espace F’ si et seulement si ¢ — (T, ¢) est continue sur & muni de la
topologie induite par F).

Et ensuite F’ est le conjugué de F’ dans 2’. On peut le définir directement
par

(10,5) (T|$)3.0 = (T| )7 p» pe, TeF'.



212 LAURENT SCHWARTZ

(TeF est identifiée a la distribution ¢ w~— (T,¢)>7 7; Te P’ appartient au
sous-espace F” si et seulement si ¢w——>?77¢§ est continue sur & muni de
la topologie induite par F).

Ce qui nous appelons ici sous-espace normal de E est bien ce que nous
avons appelé ailleurs espace de distributions normal sur X (31).

Proposition 28 bis. Soit & un sous-espace normal de E, de noyau H,
et soit A’ le noyau de #’ comme sous-espace hilbertien de E. Alors H et H',
applications linéaires de E’ dans E, se prolongent de maniere unique en
des applications linéaires continues H et H' de 5’ dans H# et de H# dans
A’ respectivement, qui sont réciproques I'une de I'autre et sont les iso-
morphismes canoniques réciproques entre S et .

Démonstration. H est défini par (4,1) comme étant la composée
I j 0
ELA#S#LE, on jest linjection de # dans E, j* I'injection de E’
dans #', 0 Iisomorphisme canonique de 5’ sur 5 ; donc H se prolonge
bien en A =0 et le prolongement est unique puisque £’ est dense dans 5. De

-~ = -1 2 —
méme H' est défini par E’—n%’—o——» H#'— E, et se prolonge en H' =0 !
cqfd.

Ainsi nous voyons la relation entre les noyaux H et A’ de # et #’' dans
E: dans un certain sens, ils sont inverses l'un de l'autre.

Construction de S et #' par le noyau H de .

Nous savons construire s par son noyau H: 5 est le complété dans E
de I’espace 5, = H(E') muni de la norme |Hé& ||, = (Hé',e’Y'* (Pro-
position 10). Mais ,si # est normal, on peut aussi construire ' A partir
du noyau H de 5#:

Proposition 29. Soit # un sous-espace normal de E, de noyau H
Alors ' est le complété dans E de E’', muni de la norme

(10,6) | € [l# = <HE,e') ?et du produit scalaire:

(10,7) @ |f# = <HEf).

(51) Voir Schwartz [3], page 7.
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Démonstration. E’ est dense dans #’, donc #’ est bien le complété
dans E de E’ muni de la norme induite par #’. Mais puisque H= 0, iso-
morphisme canonique de # sur s (Proposition 28bis), on a (&'| /"=
= (Hé'|Hf"), on a bien (10,7), donc (10, 6).

Dans le méme ordre d’idées, soient 5 et " des sous-espaces hilbertiens
de E, s normal; et soit v une application linéaire continue de E dans E,
Nous avons vu a la Proposition 22bis comment caractériser les inclusions
W(H#)E A ou = A, par des inégalités portant sur v, et les noyaux H’, K
de ' et A". Mais il est intéressant d’avoir des inégalités faisant intervenir v
et les noyaux H et K de 5 et 4", On remarquera simplement, en réutilisant
4,7), que

(10,7 bis)

{ | Ho*e' 7 = [o*e | =

|o*ef> | _ [<of e ] s
P THF S T S s D ov

Proposition 29 bis. Soient #, X4, des sous-espaces hilbertiens de E,#
normal; soient H et K leurs noyaux. Soit v une application linéaire continue
de E dans E.

1°) La condition nécessaire et suffisante pour que v (#')S A, est que
pour tous e'.f' € E', on ait:

(10,7 ter) [<vf' e’ >| < (Hf.f Y2 (Ke,e' Y2
Cette condition est vérifiée si, pour tout e'€E’, on a

(10,7 quarto) |(vé’ e’y < %(Hé’,e’)”2 (Ké&',e'Y''?

2°) La condition nécessaire et suffisante pour que v(#')Z A, est que
Pon ait pour tout e'€E’:

(10,7 quinto) sup 1S07e0 ]

=7 _1\1/2
rew KHfLf 12 = (Kee's
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Cette condition est vérifiée si I'on a, pour tout e'€E’:
(10,7 sexto) | <vé',e'y| = (HE,e'Y(Ké',e'y 2

Comme nous 1’avons remarqué aprés la Proposition 22 bis, la condition
encore plus forte

(10,7 septimo) Re(vé',e'y = (Hé',e'Y'? (Ké',e'H'?

est connue sous le nom de relation de coercivité.
Prenons par exemple un ouvert X de R", et o =4 =" 5(X), défini
page 127. Son noyau est D, 'opérateur différentiel de la formule (4,11).
Alors #' = #5(X) (voir exemple page 217). L’inégalité (10,7sexto) est
alors, pour toute ¢ € 9(X):

(10,7 octavo) | f (vp)Pdx| 2 u(b":,g
X
elle est suffisante pour que v(#y) = 5 ~%; I'inégalité

(10,7 noveno) | f (vp)pdx| = const.“qﬁ“i,:

est suffisante pour que v(#%) > H# 5. On retrouve des faits bien connus.

Proposition 30. Soit £ un sous-espace hilbertien de E, de noyau H.
Pour que E’ soit sous-espace (non nécessairement dense) de # (avec in-
Jjection faiblement continue), il faut et il suffit que E's, c. a d. E' muni de
la semi-norme (10,6), ait une injection continue dans E, ou encore que sa
boule unité

(10,8) B =1{¢'eE;( HE e’y £ 1}

soit bornée dans E ((10,6) est alors une norme).

Pour que # soit normal (c. a d. pour que E’ soit en outre dense dans ),
il faut et il suffit que E'7 ait en outre un complété dans E (qui est alors
'), ou encore que B soit fermée dans E’ pour la topologie induite par E.
(B est alors Dintersection de E' avec la boule unité de #").
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Démonstration.

1°) Dire que E' < 4, c’est dire (Proposition 8) que, pour tout f' e E’,

Sup  |{f',e’>| est fini; en remplagant | {f",e’> | par |[{f’, &'>|, cela
(He' e’'y=1

revient & dire que B est faiblement bornée dans E, ou fortement bornée, ou
que l’injection E’z— E est continue.

2°) Si A est normal, nous avons vu a la Proposition 29 que E’i, a un
complété dans E, qui est 5. Supposons inversement que E’, ait un com-
plété dans E, soit . Alors o est normal. Donc ' est aussi normal. Mais
c’est, d’aprés ce qui a été dit aprés (10,3), I’ensemble des h tels que
&' — (h,e’) soit continue pour la topologie de E';z;c.ad. I’ensemble des
h qui vérifient (4,6), donc c’est £, qui est bien normal.

On sait que d’autre part (Proposition 1) Ej a un complété dans E, si et
seulement si B est fermée dans E’, pour la topologie induite par E.

Remarque 1. Supposons que le noyau H de 5 se prolonge en une
application linéaire faiblement continue de E dans E. Alors P'image réci-
proque par H de la boule unité de #, partie faiblement compacte donc
faiblement fermée de E, est faiblement fermée dans E; son intersection avec
E’, qui est justement B, est fermé dans E’ pour la topologie induite par E.
Donc, dans ce cas, si B est bornée dans E, cela suffit pour que 5 soit normal.
On peut encore le voir autrement. H = H* applique E’ dans E'; et
Ho=H(E) c E’ est dense dans #; il suffit donc que E’ soit contenu dans
S pour qu’il y soit dense et que 5% soit normal.

Remarque 2. Que 5# soit ou non normal, Dinjection j:5# - E a
toujours une adjointe j*: E’ — ' (mais ' n’est pas nécessairement iden-
tifiable 3 un sous-espace de E). On a toujours: || & || (définie par (10,6))
= (He, Y= |He' |, = | 0j*¢' |, = ||j*€ |# (norme de j*&' dans
). Si o n’est pas dense dans E, j* n’est pas injective, et | &' | zestseule-
ment une semi-norme. De toute fagon, j* est une isométrie (°*) dense de
E'z dans ' et permet de considérer #’ comme espace séparé complété
de E'%:; ce qui justifie 1écriture E'z, || &’ |#. Si o est normal, j* est in-

i —

jective, S’ est complété de E'g:, son complété dans E.

(52) Cette isométrie n’est pas injective si E 2, n’est pas séparé.
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Corollaire. Soient 5#,, icl, des espaces hilbertiens en nombre fini.
Soit u; une application linéaire continue de #; dans E, et soit # = X, u(H#),
de noyau H. el

Identifions #} avec H#,, et soit uf: E'— #,, Padjointe de u;. Munissons

E’ du produit scalaire

(10.9) @\ /% = Lo | utf

et de la norme

(10,10) lels = Z Jute]e :
iel

il devient un espace préhilbertien E 4.

Pour que E’ < 5 (avec injection faiblement continue), il faut et il suffit
que Uinjection E'z — E soit continue; pour que 3 soit normal, il_faut et
il suffit qu’en outre E'% ait un complété dans E, et c’est alors H'.

Démonstration. Si on identifie #; 3 #,;, le noyau de #; dans E est
uuf (Proposition 21, le noyau de 5#; dans lui-méme étant 1’identité), donc
le noyau de # = X #,dans E est H = X uu} Alors (10,9) ‘et (10,10)

iel iel

ne sont autres que (10,7) et (10,6) relatifs & H, car:

(10,11) <He",f’>=i2 QuF ' f e = L wuie |fes =
el i

iel

= Z e | ufMe
iel

et il suffit alors d’appliquer la Proposition 30.

Remarque 1. Supposons que les #; soient dans E, et que les u; soient
prolongeables en applications linéaires faiblement continues E'— E’, et
E - E. Il en est alors de méme de u¥, donc de u;u;* et de H. Alors on peut
appliquer la remarque qui suit la Proposition 30; il suffit que £’ = # pour
que £ soit normal.

Remarque 2. Supposons que l'un des #; soit un sous-espace de E
contenant E’, ’application u; correspondante étant linjection de J#; dans E;
alors 2 fortiori E' < J#.
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Exemple. Reprenons ’Exemple 2 page 126. Nous posons E = 2'(X), X
ouvert de R”", ##,=I*X) pour tout indice p=(p,,p,,...,p,) d’ordre
|p| < 's, u, = \/a,D?, dérivation, application linéaire continue de #, dans E.
A cause de I’anti-involution naturelle de 2’, on prend E’' = 2(X). Alors
ut= (=1 Ja,D,, application de E’ dans #,. Comme les D? sont pro-
longeables 2 - P et 9'— 2’, et que, pour p=(0,0,...,0), #,=L* avec
u, = injection I[* - @', les remarques 1 et 2 qui précédent montrent que
H est slirement normal. En fait on voit directement que 2, muni du produit
scalaire (10,9) qui n’est autre que (1,1), a une injection continue dans 2'(X)
et un complété dans 2'(X) qui n’est autre que #5(X), adhérence de 2 dans
H#°. On a donc

H = T Ja,D'E = (V) = H et B = H}.

lpl€s

Le noyau de o = o 77 dans 2’ est donc 'opérateur différentiel

D = X (-1"a,n?
Ipl<s

(formule (4,11), Exemple 2 page 148), considéré comme opérateur de & dans
#7° ou 2'. D’aprés a Proposition 28bis, D est un isomorphisme de
H' =AY sur #7°; cest bien un théoréme classique de la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques. L’isomorphisme réciproque
G: H#™° > #§ s’appelle opérateur de Green de D; c’est le noyau du sous-
espace hilbertien &5 de @’ (Proposition 28 bis), si on le considére comme
opérateur 9 —» H#5—P’. D et G sont les isomorphismes canoniques réci-
proques entre ¥ = # 5 et H' = H".

Remarque. Supposons maintenant certains des a, nuls. La Remarque
2 n’est plus applicable, car aucun des opérateurs u, n’est maintenant Piden-
tité. Et en effet, il n’est plus nécessairement exact que S soit normal; cela
dépend des a,, de X, de n. Il I’est toujours si X est borné dans R" et I’'un
au moins des a, # 0, car on sait alors que &, a encore une injection continue
dans 2’ (*®), et par conséquent a un complété dans 2’ (Remarque 1). Le

(53) Plus généralement, si P(D) est un opérateur différentiel & coefficients constants, on a,
pour tout ouvert X borné de R", une inégalite ||| .- < const. | P(D)| 125 ce type
d’inégalités, bien connu depuis longtemps pour des opérateurs particuliers, a été introduit
en général par Malgrange [1], et généralisé par Hormander {1]).
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noyau de J# est toujours l'opérateur différentiel X (—1)“"apD2’;
Ipl=s

si S est normal, cet opérateur a un opérateur de Green, qui est le noyau
de #’ dans 2.

Cas des noyaux prolongeables.

On dira qu’un noyau v: E’ - E est prolongeable, s’il est faiblement con-
tinu de £’ dans E’, et se prolonge (nécessairement de maniére unique puisque
E’ est dense dans E) en une application linéaire faiblement continue de E
dans E qu’on appellera encore v. Son adjoint v* est alors aussi prolongeable.
Nous avons vu de tels noyaux prolongeables dans les remarques et exemples
qui précédent. Pour E = 2'(X), E'= D(X), les opérateurs différentiels a
coefficients C* sont prolongeables; pour X = R", la convolution avec une
distribution & support compact est prolongeable (le noyau d’une applicable
prolongeable en théorie des noyaux, s’appelle aussi ‘‘régulier compact’).
Pour E= 9%, E'= %, la transformation de Fourier est prolongeable, c’est
méme un isomorphisme. Si v est hermitien, v* = v, il suffit qu’il soit faible-
ment continu E’ — E’ ou se prolonge en une application faiblement continue
E—E, pour qu’il ait 3 la fois les deux propriétés, donc soit prolongeable.

Soit v un noyau prolongeable, et w un noyau quelconque. Alors on peut

composer v et w, et parler de vw: £’ BE —U+E, ot de wo: B’ 5 E' S E, comme
de nouveaux noyaux. Plus généralement, on peut composer, dans un ordre
quelconque, plusieurs noyaux, si tous, sauf un au plus, sont prolongeables;
cette loi de composition est associative.

Si v est prolongeable on dit que w est inverse & gauche (resp. & droite) de
v si wo =1 (resp. vw = I), ot I est I’injection de E’ dans E, prolongeable en
Iidentité E’— E’ et E— E. Si w est inverse A gauche et & droite, il est dit
inverse bilatére ou simplement inverse. Si w et v sont hermitiens et si west
inverse 3 gauche ou 2 droite. il est inverse bilatére. Noter que #(E’; E) n’est
pas une algebre, et qu’un noyau v peut avoir une infinité d’inverses. S’il a
un inverse prolongeable, il est un isomorphisme faible de E’ sur E’ et de E
sur E et alors c’est son seul inverse. Si par exemple E = 2', E' = 2, et si
v est un opérateur différentiel C *, un inverse (4 gauche ou a droite) s’appelle
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aussi noyau élémentaire (2 gauche ou a droite) de v. 11 est bien connu que,
s’il y en a, il y en a en général une infinité.

Proposition 31. Soit ## un sous-espace hilbertien de E, de noyau H
prolongeable. Pour que S soit normal, il faut et il suffit que H ait un in-
verse L= 0; dans ce cas il en a en général une infinité, et le noyau H’' de
A’ est le plus petit noyau >0 inverse de H.

On a L=H'+ N, ou H' et N sont étrangers; on a HN =NH =0. Le
sous-espace hilbertien & de noyau L est somme directe de deux sous-espaces
fermés orthogonaux, /" =% ~ H *({0}), et#', adhérence de E' dans &Z.
Lopérateur HH' est identité sur #, 'opérateur H'H est le projecteur
orthogonal de & sur ' (donc Pidentité sur F#').

Démonstration.

1°) Supposons # normal. Le prolongement H:#" — s de H défini
la Proposition 22bis n’est autre que H lui-méme, supposé prolongé a E tout
entier (en effet H et A sont tous deux faiblement continus de s’ dans E et
coincident sur £’ dense dans 5#'). Alors on a vu, dans cette proposition, que
le noyau A’ de " se prolonge en A': # — ", et que H et A’ sont inverses
I’'un de I'autre: cela veut bien dire que H’ est inverse de H au sens donné
juste avant la Proposition 31.

2°) Inversement, supposons que H ait un inverse L= 0. Soit & le sous-
espace hilbertien de E de noyau L. L’image H(.%) de & par H a pour noyau,
d’aprés la Proposition 21 appliquée 2 1’opérateur linéaire faiblement con-
tinu H de E dans E, HLH* = HLH = H puisque HL (ou LH) =1. Donc
cette image est I’espace . Comme alors E' = HI(E"), et que L(E')c &,
on a E' c H(Z) = #, et d’aprés la Remarque 1 aprés la Proposition 30,
2 est bien normal. [Remarquons qu’on voit directement que E’ est dense
dans 5#: car L(E’) est dense dans % (Proposition 7), et H est continue sur-
jective de & sur o puisque H(Z) = #’]. La Proposition 21 dit en outre
ceci: si /" =(H '{0}) NZ, et si A est Porthogonal de A4 dans Z, alors
HL(E") = E’ est un sous-espace dense de . E’ est aussi sous-espace dense
de ##’; nous allons voir que, sur E’, les normes induites par ¢ et ' coin-
cident. En effet, d’aprés (4,4) appliqué 2 Let 3 He'e E':
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(10,12) 1)« = &]e = [LHE | = <LHE, B
= (HLHE ey} = (He' e’y = & | -
d’aprés (10,6).

Alors A et #’ coincident, comme complétés dans E de E’ pour la norme
(10,12). Comme %" est sous-espace de .Z pour la norme induite on a
H'=AH <L donc H < L: A est bien le plus petit noyau =0 inverse
de H. Le reste de I’énoncé est évident; HA' est 1’identité sur o d’apres la
Proposition 22 bis; A’H est défini sur &, puisque H(Z) = # et il vaut ’iden-
tité sur #’ et 0 sur 4", c’est donc bien le projecteur orthogonal de & sur
H'.

Remarque 1. On savait 3 I’avance que #’ NH™*({0}) = {0}, puisque
H est un isomorphisme de J#’ sur #. La Proposition 31 donne la forme
générale des noyaux L = 0 inverses de H:L = A’ 4+ N, avec N = 0,
HN = NH =0, et la structure générale des sous-espaces hilbertiens corres-
pondants: & = #’ + A, avec A" sous-espace hilbertien arbitraire de
H '({0) <E.

Remarque 2. Il faut se méfier de ces *“inverses” de H et se rappeler
que Z(E';E) n’est pas une algébre. H' est un inverse de 5, H'H vaut l’iden-
tité sur & et sur #’, mais pas sur #! Dans le méme ordre d’idées, on pourrait
croire que les noyaux Let N, comme le noyau H’, se prolongent en opéra-
teurs continus de # dans Z. Il n’en est rien: si /" # {0}, L et N ne sont
jamais continues de E' munis de la topologie induite par # dans E.

Si en effet I'un d’eux était continu, 1’autre le serait puisque L— N = H’
est continu, de s sur #’. Et alors L et N se prolongeraient, par conti-
nuité, en applications linéaires continues de # dans E quasi-complet. Mais
NH est nul sur E’, donc N est nul sur H(E"), dense dans 2 (Proposition 7);
donc N serait nul sur J#. Mais alors N(E") = N(s#)serait aussi {0}, or il doit
&tre dense dans A",

Application aux problémes aux limites du type de Neumann.

On pose fréquement les problémes aux limites elliptiques de la fagon
suivante. On se donne un sous-espace hilbertien & de E = 2'(X), X ouvert
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de R". (n suppose que E’ est contenu dans %, avec injection faiblement
continuz, mais non nécessairement dense (et en fait, les cas les plus intéres-
sants sont ceux ou il n’est pas dense). Pour tout ¢’ de E’ P’application
lindaire ¢ ~— (I } ¢') est faiblement continue sur E’, donc définit un élément
Hl de & avec

(10,13) CHle'y = (1]&)g.

H est unz application linéaire faiblement continue, donc continue, de &
dans E.

(Cet opérateur est, si ’on identifie % a son anti-dual £’, I’adjoint de I’in-
jection de £’ dans #). On suppose que H est un opérateur différentiel el-
liptique C®, donc un opérateur prolongeable au sens défini page 218. Alors
& déinit un probléme aux limites relatif & opérateur elliptique H, comme
suit. On dit qu’un élément I de & vérific la condition homogéne de Neuman
relative & # si Hlestdans E', etsion a

(10,14) (HLky = (I|k)g pour tout k de Z.
Soit alors & e E’. On appelle solution du probléme de Neumann
(10,15) Hl = ¢

un élément | de # vérifiant (10,15) et la condition homogene (10,14). C’est
simplement équivalent & dire que ’on a, pour ke £:

(10,16) & ky = (kg » ou (ke = (k|Dg.

Et on montre sans dificulté I’existence et P'unicité d’un tel élément I, que
nous noterons Lé’; Lest appelé le noyau de Neumann du probléme de Neu-
mann défini par Z. (10,16) devient

(10,17) Ck,e'y = (k|Lé"), pour tout ke Z.

Interprétons ces résultats en termes de noyaux de sous-espaces hilbertiens.
H est faiblement continu de E’ dans E, et trivialement hermitien =0, car
(10,13) donne

(10,18) CHe e’y = | ||%.
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Donc il définit un sous-espace hilbertien 5 de E; et par hypothése H
est prolongeable, nous pouvons donc appliquer les résultats qui
precédent. Sur E’, la norme E"f, définie a la formule (10,6)
n’est autre, d’aprés (10,17), que la norme induite par %. Donc les
conditions de la Proposition 30 sont vérifiées, ## est normal, et ’adhérence
de E’ dans &, qui est le complété de EI;?' dans E, est anti-duals#’de . Sur
', H est I’isomorphisme canonique ' — ; son inverse H ' noyau de #’,
s’appelle aussi noyau de Green de H. Soit .#” ’orthogonal de#’ dans .%;
sur A", H est nul d’aprés (10,13); donc I'espace & ="'+ A4 a exacte-
ment P’allure indiquée & la Proposition 31, et son noyau est un inverse de H.
Ce noyau n’est autre que L, d’aprés 1’égalité (10,17). On voit donc qu’en
réalité, des que Z est donné, le noyau de Neumann L est immédiatement
connu, avant méme toute interprétation d’un probléme aux limites: c’est le
noyau de . La propriété L— A’ = N = 0 résulte de la Proposition 31. Le
probléme de Dirichlet est un probléme de Neumann particulier, correspon-
dant 3 £ =#".

Par exemple, si D est 1’opérateur différentiel (4,11), # = # % #' = Ay
(probléme de Dirichlet); le probléme de Neumann (correspondant i ’annu-
lation de dérivées normales au contour) correspond a & = 5. Nous re-
trouvons ainsi ce qui a été annoncé page 149.

Fréquemment, % est donné comme espace hilbertien, mais on se donne
en plus une forme bilinéaire continue hermitienne B sur %, coercive, ¢. a d.
telle que

(10,19) - B(l,1) = const. | 1]3.

Et c’est par rapport & B et non & (|)g qu’on résout le probléme. Mais on
remarquera que la structure hilbertienne initiale de £ est sans intérét, et que
B définit une structure hilbertienne équivalente, & laquelle on applique ce qui
précede.

Enfin si B est seulement une forme sesquilinéaire continue, non hermitienne
mais coercive, ¢. & d. vérifiant

(10,20) ReB(1,1) 2 const. |12,
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on peut résoudre le méme probléme de Neumann relativement & B. Cette
fois, le noyau de Neumann est le noyau de .#, muni d’une structure *‘ses-
quilinéaire’’ (non hilbertienne, ni méme hermitienne au sens du §12), c. a d.
de la forme B. Le noyau se définit dans ce cas simple comme pour une struc-
ture hilbertienne. On définit une application linéaire continue y de &
dans &#';

(10,21) B(k|k) = (h|yk)e.3 .

La formule de coercivité montre que y est un monomorphisme, car Hyl “
> const. || 1| 4, mais aussi que son adjoint, qui opére encore de £ dans £,
est un monomorphisme, donc ¢’est un isomorphisme de % sur Z’; si 0 est
’isomorphisme réciproque £’ — %, on définira le noyau associé i (Z;B)
par L=j0j*, et c’est bien lui le noyau de Neumann vérifiant (10,17).

Enfin on se préoccupera en général de prolonger L 4 des espaces plus
grands que E’. Si F est un sous-espace de E, a injection faiblement continue
normal, et si & < F avec une injection faiblement continue, on pourra af-
firmer que L se prolonge en une application linéaire faiblement continue de
F' dans &. Par exemple, dans le cas cité plus haut, ol &£ = 5, on peut,
si la frontiére X de X est assez réguliére, prendre F =2~ 1/2(%%), et L opére
continuement de # ~'/?dans % Par contre, comme nous I’avons indiqué
3 la Remarque 2 aprés la Proposition 31, pour X borné, L n’opére jamais
de #~° dans 5",

§11. Applications a la théorie du potentiel.

Charges et potentiels. Soit X un ouvert de R",D un noyau
=0: 9(X)- 2'(X); on a donc, Vpe2:{D¢,$>=0. D définit un sous-
espace hilbertien #" de 2'(X); on suppose essentiellement dans la suite que
W est normal. On 1’appelle alors espace des charges d’énergie finie (55);
c’est le complété dans 2’ de DZ, muni de la norme

(11,1) | D¢ |4 = <D¢, §>*/2

(54) Si X est un ouvert borné de R"a frontiére assez réguliere, S#° est normal
si et seulement si s < 1/2. Voir Lions [1], Chapitre II.

(55) Pour les notions de charges et potentiels d’énergie finie, et leurs principales prop-
riétés, voir par exemple Deny [1].
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Le carré de la norme d’une charge Te# s’appelle son énergie. W' =%
s’appelle espace des potentiels d’énergie finie; il est aussi normal; son noyau
G est appelé Popérateur de Green de D dans X. On a vu (Proposition 22 bis)

que D et G se prolongent en opérateurs, encore notés D et G: % P» W, W _(,; ,
qui sont les isomorphismes canoniques réciproques entre # et # =%,
D prolongé s’appelle aussi I'opérateur charge, G prolongé ’opérateur po-
tentiel; pour une charge Te %", GT est son potentiel; pour un potentiel Ue%,
DU est sa charge.

On a, pour Se#", TeW; UeU, Ve¥:

((SlT)w = (GS8,T)5.,7 = (GS| Dz, v
(11,2) 1‘ UV = DUV dyyr = (DU|V)y. 7.
L(TIDU)W = (Tl Oy, 5= (T, (7>W,1I" = (GT| U)a

Il est assez habituel en théorie du potentiel de partir de D, de trouver G, et
de construire ¥~ a partir de G comme le complété dans @' (Proposition 29)
de 2 muni de la norme

(11,3) 1]y = <Go, $/

C’est une bidualisation assez illogique, puisque #~ peut &tre construit par
(11,1) sans connaitre G, et méme si % et G n’existent pas, c. a d. si #" n’est
pas normal. En méme temps la relation % = #"' est en général passée in-
apergue.

Balayage. La balayée de Te # sur un ensemble fermé F de R" est la
projection orthogonale (dans W) Ty de T sur le sous-espace fermé W'y de
W formé des distributions a support dans F.

Pour avoir une théorie intéressante, on est en général obligé de faire, sur
P’anti-dualité entre % et #°, ’hypothése supplémentaire suivante:

(Supp) Si Ue% et Te W ont des supports sans points communs, et si
celui de T est compact, alors (U, Ty, = <U,T> 3,3 = 0.

Comme (U, T> 3, 5 est toujours défini par passage a la limite de (U,$,09 .2
pour des ¢, de @ tendant vers T dans #° , cette propriété sera sirement con-
séquence de la suivante:



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 225

Toute Te W & support compact est limite dans W~ d’une suite de fonctions
de 2, A supports dans un voisinage arbitraire du support de T.

On voit que cette propriété sera elle-méme conséquence de la propriété
d’approximation par régularisation (°°), fréquemment satisfaite par #".

Proposition 32 Les potentiels de T et de sa balayée Th sont égaux
dans Uintérieur F de F. Si Phypothese (Supp) est réalisée, deux charges
dont les potentiels coincident au voisinage d’un compact F ont méme ba-
layée sur F.

Démonstration.

La balayée Ty, projection orthogonale de T sur # ' ,est caracterisée par:
TRe ¥ p et

(11,4) VRe# g, (T|R)y = (TF|R)y .

En faisant R = ¢ € Z a support dans 15, et en utilisant la premiére formule
(11,2), on voit que GT et GTZ coincident sur de telles fonctions ¢ donc
coincident dans F. On voit qu’on a méme plus: GTet GTP ont méme valeur
sur toute ¢ € 2 a support dans F.

Si d’autre part F est compact et (Supp) réalisée, et si GT = 0 au voisinage
de F, GT et R ont des supports disjoints pour R € #"y, donc (GTlR),;,’,; =0
donc (TI R), =0, et la balayée de T sur F est nulle; par différence, on en
déduit la deuxiéme partie de 1’énoncé.

Si F est compact, il existe Te %~ dont le potentiel GT soit égal & 1 au voi-
sinage de F; il suffit de prendre ¢ €2 égale 4 1 au voisinage de F, alors
¢ e et T=D¢ répond 2 la question. Si (Supp) est vérifiée, la balayée T7 de
T'sur F est indépendante du choix de T, c’est la distribution d’équilibre de
F. Son potentiel vaut 1 dans ’intérieur Fde F.

3

Restriction 4 un ouvert Y < X

Soit maintenant Y un ouvert de X. Il existe une injection naturelle
i: D(Y) - 2(X); pour ¢ € 2(Y),i¢, encore notée ¢, s’obtient en prolongeant
¢ par 0 dans X N (Y. La transposée ‘i et I’adjointe i* sont I’opération de

(56) Schwartz [3] ,page 8.
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restriction p:2'(Y) - 2'(X): pour Te 2'(X),pT, encore notée T, est sa
restriction & ’ouvert Y de X. Le noyau D a aussi une restriction pD, encore
notée D, & Y: pour ¢ € 2(Y), (pD)¢ = p(D¢p) = pDi¢ ou i*Di¢:

ambh a8 @B o).

Bien entendu pD est encore un noyau = 0 sur Y, et définit un sous-espace
hilbertien de 2'(Y) qui n’est autre, d’aprés la Proposition 21, que 1’image
i*# = pW de # par la restriction p (mais, en tant que défini par pD, il ne
dépend que de la restriction de D 4 Yet non de I’ouvert X sur lequel D était
initialement défini; aussi ’appellerons-nous #7(Y), espace des charges d’éner-
gie finie défini par D sur Y). Une distribution S de 2'(Y) appartient a #(Y),
si et seulement si elle est la restriction pT & Y d’une distribution T de #/,
et en outre:

(11,5) ”S"W(Y) = ITn=fs " T”W

Si nous reprenons la Proposition 21, # est somme directe de deux sous-
espaces orthogonaux: # 'z = #" N p-1({0}), ensemble des charges de support
dans F= XN (Y, et # =2, son orthogonal, adhérence de DP(Y) dans
W, espace des charges dont la balayée sur F est nulle. Alors p est une iso-
métrie de & sur #(Y),desorte quele Infde (11, 5)est un Min: pour Se #(Y),
il existe une T et une seule de ¥ telle que pT=S et | T|y = || S| elle
est caracterisée par le fait d’étre dans %. Si Te #~ est telle que pT= S, et si

T7P est sa balayée sur F, T— TP est la projection orthogonale de T sur
Z,et on a:

(11,6) ISl = 17— T2 5% = | T3 - | T2 )%
Puisque DY(Y) =« &, on a, pour ¢ € 2(Y),
(11, 6 bis) 1D¢ [y = [ D |4

Le fait que #” soit normal dans 2'(X) n’entraine pas nécessairement que
#(Y) le soit dans 2'(Y). Si ¢ € D(Y), i¢ est dans 2(X) c 2'(X), et sa
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restriction i*i¢ est ¢ elle-méme; comme % est normal, ip e ¥, donc
¢ =i*ipe #(Y). Ainsi Z(Y) est un sous-espace de #(Y), mais non né-
cessairement dense. L’opérateur pD ne permet donc pas nécessairement de
faire une théorie des potentiels dans Y. Z(Y) est dense dans #7(Y) si et seule-
ment si i2(Y) c #” a une projection orthogonale sur % dense dans 2.

Cas ol D est un opérateur différentiel C*.

Nous nous bornerons désormais & ce cas (D est alors prolongeable dans
2'(X) au sens du paragraphe précédent page 218). Alors pD est le méme
opérateur différentiel restreint & Y, on I’écrit encore D et il est encore pro-
longeable dans 2'(Y). Donc (Remarque 1 aprés la Proposition 30) #°(Y)
est normal: D(2(Y)) <« 2(Y) est dense dans #°(Y) et D définit une théorie
des potentiels dans Y. On peut aussi le voir en appliquant la Proposition 31:
pG est un inverse =0 de pD (pour ¢e2(Y), pG-pD-¢ = p-GD¢
=¢, pD-pG-¢p= p-DGp = ¢), donc #(Y) est normal. En outre, cette
méme Proposition 31 montre que p% est somme directe de deux sous-espaces
fermés orthogonaux: A = p%Z ND~'({0}), espace des Uep# vérifiant
DU =0 dans Y, et %(Y) = #(Y)’, qui sera ’espace des potentiels d’énergie
finie dans Y, relativement au noyau D (et qui ne dépend que de la restriction
de D 4 Y, et non de ’ouvert X dans lequel D était initialement défini, ni de
W et de % relatifs & X). Cette décomposition p% = A" + %(Y) est essen-
tielle: I’espace des potentiels de D dans Y n’est pas la restriction & Y de I’espace
des potentiels de D dans X, il est plus petit. Si N est le noyau de A relatif
a 2'(Y), et G(Y) le noyau de %(Y), G(Y) est 'opérateur de Green de D pour
Pouvert Y; ce n’est pas la restriction pG=G de G a Y, mais l'on a
pG = N + G(Y).G(Y) est le plus petit inverse = 0 de D dans Y. (11,6) donne
(puisque G:# - U et G(Y): #(Y)—>%(Y) sont des isométries), pour
¢ e2(Y):

AL {<GM> = |es]z = ol
G($, 8y = |6 |law) = ¢4 = o5 - |7

D’aprés la Proposition 31, on a DN =ND =0; D-G(Y) est l'identité
sur #(Y); G(Y)-D est le projecteur orthogonal de p% sur %(Y).
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La décomposition orthogonale #" = #"p + £ donne, puisque G est une
isométrie de #” sur %, une décomposition orthogonale % = G# r + GZ.
G pestespace des potentiels U sur X, vérifiant DU=0dans Y. Onpeut a son
tour le décomposer en somme orthogonale %, + %,,ou %, = % N p~1({0}),
est 'ensemble % des potentiels sur X a support dans F, ou nuls dans Y,
et %, son orthogonal dans G# f; p est une isométrie de %, sur A4". Alors
U=Y + Uy + Us, Uy = GZL; puisque £ est I’adhérence de D(Z(Y)) dans
W, U, est ’adhérence de 2(Y) dans %, et les distributions de & et %5 ont
leur support dans ¥. En outre, p est une isométric de 2(Y) < %5 sur
2V UY): (pour $e2(Y), |¢]d=]0]im=<D¢,3>) donc, en
prolongeant par continuité, une isométrie de % sur %(Y).

Ces développements montrent que certaines démonstrations classiques de
la symétrie ou de la positivité du noyau de Green G(Y) de D dans Y sont
maladroites (et en particulier font intervenir beaucoup trop d’hypothéses):
G(Y), noyau de #(Y)" dans 2’(Y), est hermitien = 0.

Remarquer aussi qu’il n’y a pas symétrie entre les roles de #” et de %,
de D et de G: D est prolongeable, G ne I’est pas. C’est ce qui fait que p#~
est normal alors que p#% contient Z(Y) mais n’est pas normal, de sorte que
W(Y)=p#, UY) # p%; de méme pour ¢ € Z(Y), || ¢ |aq)=| ¢ | alors
que || ¢ fwe # || ¢ |» (Formule (11,7) (mais | D¢ |lyxy = || D¢ |l (1L,
6 bis)).

Enfin le probléme de Dirichlet relatif & D et Y se pose comme suit. Disons
qu’un potentiel U e p% est “‘nul au bord de Y si il est adhérent & Z(Y)
dans p%, c. & d. élément de %(Y). Alors, pour Te #(Y), U= G(Y)T est
I'unique solution de DU = T dans Y, nulle au bord. Si Ve p#, 'unique so-
lution de DU = T, égale 4 V au bord, est V + G(Y)-(T— DV).

Comparons ces résultats généraux a ceux de la théorie newtonienne du
potentiel, correspondant 3 D = — A + a, A laplacien dans R", a > 0. Prenons
X = R", et omettons le partout.

On se trouve exactement dans la situation de ’exemple page 223; I’espace

W de noyau —A+ a est \/ELZ + X 73?7
i=1 i

et son anti-dual % est #*, avec le produit scalaire

L?>= "1 qui est bien normal,
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(11,8) (f|@os = J (afg + 5 %f’, g-fCL) dx ;
R*
Il = | (als + z[gl)dx .
_"

Le noyau de % dans 2’ est I'opérateur de Green G=G, de —A +a;
— A+ a et G, sont les isomorphismes canoniques réciproques entre # *
et # 1, pour la norme (11,8) dans #*' .Le balayage est bien celui qui est
défini dans la théorie classique du potentiel. 11 existe, de plus, dans cette
théorie, des propriétés particuliéres: on peut définir la notion de capacité
d’un ensemble, et de propriétés vérifiées quasi partout sur R”, c. a d. sauf
sur un ensemble de capacité nulle; un potentiel Ue % est vre clesse de
fonctions définies quasi-partout et deux 4 deux quasi-partout égales; la pro-
priété (Supp) (page 224) est vérifiée puisque #! a la propriété d’approxima-
tion par régularisation. La Proposition 32 s’étend comme suit: TZest carac-
térisée par le fait qu’elle a son support dans F, et que son potentiel est
égal & celui de T quasi-partout sur F; deux charges ont méme balayée
sur F si et seulement si leurs potentiels coincident quasi-partcut sur F.

Regardons maintenant ce que deviennent dans ce cas les résultats relatifs
a un ouvert de R". L’espace #(Y) relatif 3 Y a le noyau — A +a dans
2'(Y), donc c’est #~1(Y), qui est bien normal. Mais ici p% = p(#"); c’est
un sous-espace de #'(Y), qui ne coincide avec #1(Y) (en tant qu’ensemble
mais pas avec la méme norme) que si Y est assez régulier. (Par exemple, si
la frontiére Yest une hypersurface 2. de classe C®, compacte, et si en chaque
point de X, Y est d’un seul c6té de Y. Dans la suite, nous appellerons cet
exemple le cas régulier). I est la somme A" + %(Y) de deux sous-espaces
fermés orthogonaux, 4" espace des fonctions a-harmoniques (vérifiant
(mA+a)U=0) de p(+#) et w(Y)=(#"1(Y)) = #Y) (adhérence de

2(Y) dans #'(Y)) muni de sa norme habituelle (11,8) (avec f{au lieu de

Y
). G(Y) est le noyau de Green de — A + a dans Y; — A + a et G(Y) sont

R”
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les isomorphismes canoniques réciproques entre H#y(Y) et o ~1(Y). %,
est le sous-espace de #( R") formé des fonctions nulles dans Y; %; + %,
Ie sous-espace formé des fonctions a-harmoniques dans Y; #; = GZ le sous-
espace des fonctions quasi-partout nulles sur F = (Y [Te % si et seulement
si sa balayée sur F est nulle, ¢. 3 d. si et seulement si son potentiel GT est
quasi-partout nul sur F]. Mais les raisonnements faits sur Y peuvent étre
faits sur (Y dans le cas régulier. Alors, de méme que %, adhérence de 2(Y)
dans %, est I’espace des fonctions de #" quasi-partout nulles sur F = (Y
ou aussi bien sur (¥, de méme %, espace des fonctions de #* nulles sur ¥,
est, dans le cas régulier, ’'adhérence de 2((¥) dans 5 '; et alors, de méme.
que %; + %,, orthogonal de %, est I’espace des fonctions de #' a-har
moniques dans Y, de méme %, + %, orthogonal de %,, est, dans le cas ré-
gulier, espace des fonctions de s ! a-harmoniques dans 0Y.

On sait que toute fonction de S#' a une trace sur toute hypersurface ))
de classe C*® (il suffit de prendre sa valeur quasi-partout sur X); alors,
dans le cas régulier, #%(Y) est le sous-espace des fonctions de s#!(Y) de
trace quasi-partout nulle sur Y., et aussi des fonctions qui, prolongées par 0
dans (Y, appartiennent 3 #'(R").

Il n’est pas inutile de voir les relations entre les normes dans les 2 espaces
HN(Y) et p(#1(R"). Soit fe s#(Y). Sa norme dans H#°!(Y) est donné par

(11,8) avec Jau lieu de j . Sa norme dans p#! est
Y R"

11,9 (f( 171 + z[af[ )dx)m

ot fe#''(R") est égale 4 f dans Y, et orthogonale danss# 'a%, = o *n p~ ({0},
c. 4 d. située dans %, + %;, donc, dans le cas régulier, a-harmonique dans
(Y. On a donc toujours

(11,10) Ifloeian = [/ lescmm = 1l

en outre, dans le cas régulier, on a toujours ), sauf si f=0 dans
07, c. a d. si fe #YR".
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Le probléme de Dirichlet indiqué page 228 est bien le probléme de Dirichlet
classique pour Te #~(Y), U= G(Y)T est I'unique fonction de H#%(Y)
(c. ad. dansle cas régulier, ’'unique fonction de #(Y), de trace quasi-partout
nulle sur X) vérifiant (— A + a) U = T. Le f'de (11,9) est, dans le cas régulier,
le prolongement de f dans R", a-harmonique dans (Y, et prenant les valeurs
de f au bord X de (¥ (probléme de Dirichlet extérieur).

On peut étudier les mémes problémes avec a =0. Mais alors #~ n’est
normal dans R" que pour n =3 (voir plus loin, Proposition 33). En outre,
quand il en est ainsi, #” est vontenu dans 4 ~ ! mais strictement plus petit,
et % contient ' mais est strictement plus grand. Si I’on convient de ne
partir de X = R" que pour n =3 (ou de partir de X borné pour n quel-
conque, car alors #7°(X) est normal, voir Proposition 34), tous les résultats
relatifs & a ) O restent valides pour a = 0; et, pour Y borné, on a toujours

W(Y)=#"1(Y), et U(Y)=H#LY), avec les normes (11,8) ol f est
Rn
remplacé par‘f , et a par 0 [il suffit en effet d’appliquer le corollaire de la
Y

Proposition 30, avec ui=—§—, o, = I2(Y). L’inégalité classique, pour Y borné:

O0x

2
dx

(AL.11) f|¢|2dx < c(Y)f lf—f;
Y Y

montre que (2(Y)) ey, (le Ez. de ce corollaire) a une injection continue
dans 2'(Y), et que la norme | - |5y, est bien équivalente, sur 2(Y), 4 la
norme || - || ,p1.yy donc que le complété #(Y)' = %(Y) est #4(Y)].

Nous avons dit plus haut que, pour D= —A, # n’est normal dans R"
que pour n = 3. Ceci résulte du résultat suivant:

Proposition 33. Soit D un opérateur d."3rentiel a coefficients con-

stants, de type =0. Soit P = % (D) son polynome associé, P =0. Pour
que l’espace W, de noyau D dans 2'(R"), soit normal, il faut et il suffit que

1 , . ;
7 soit localement intégrable et tempéré. Dans ce cas, si E est la solution

élémentaire de D définie par ﬁ%—, le noyau de lespace % des potentiels est

G=Ex*x,c.dd. ¢ ~>Ex¢.
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Démonstration. L’opérateur D, étant A coefficients constants, est in-
variant par les translations de R", opérant sur 2'(R") et 2(R"); donc il en
est de méme de P’espace #” qu’il définit dans 2'(R") (invariance par un auto-
morphisme, page 182).

1°) Supposons alors # normal. Son anti-dual #~' = 2’ est aussi invariant
par les translations de R" (nous utilisons ici le fait que ces translations, opérant
sur Z et ', laissent invariante ’injection I de £ dans 2°); donc son noyau
G est une application linéaire continue de 2 dans &', commutant avec les
translations de R", donc une convolution ¢ ~»— E = ¢, E€ 2'(R"). D’apres
la Proposition 28bis, on a nécessairement DE = §; en outre E est de type
positif au sens de Bochner, du fait que G est un noyau = 0: pour toute ¢ € &,
on a

(11,12) CE+ ¢,6> = <G¢,$)> = 0.
L’image de Fourier de D est un polynéme P, et la positivité de D se traduit
immédiatement par P = 0; #E est une mesure u = 0, et DE = d s’écrit Pu =1

. ad.=d¢, mesure de Lebesgue; donc pu = —%d’g’ dans le complémentaire de

la variété des zéros de P; cela prouve déja que %— est localement intégrable

sur R". Ensuite, on a nécessairement u = —Il;dé + v, v = 0 portée par la variété

< A s .1
des zéros de P: u doit étre tempérée donc aussi P et v.

Remarquons réciproquement que, pour toute mesure p de cette forme, on a
Pu=1; donc E=Fp est une distribution de type =0 telle que DE =3,
et G:¢p w—E % ¢ est un noyau =0 inverse de D. La Proposition 31 dit
alors que G est le plus petit noyau = 0 inverse de D, donc on a nécessaire-

ment v=0, et E=3":%, G=E=x .
) . 1 LY 7.z . —1
2°) Inversement, si 53 est localement intégrable et tempérée, si E = 97}7,

G =E =« est un noyau =0 inverse de D, donc d’aprés la Proposition 31
W estnormal.
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est

Exemple. = — A, P(§) = 4n?|E[(|¢] = (2 &i )1/2) Alors 2|€I2

localement intégrable si et seulement si n >3, et alors il tend vers 0 2

Iinfini, donc est tempéré: #~ est normal pour n = 3. Dans ce cas, G = E*
avec

_ 1 1 1
(11,13) E=P 0~ aoos, [T

S, étant ’aire de la sphére unité dans R".

Il est bien classique d’utiliser ce noyayu G pour la théorie des potentiels
newtoniens relatifs 3 —A. Il y a une infinité d’autres inverses =0 de—
de la forme G + N, N =0, A N =0; la Proposition 31 nous dit pourquoi
on doit prendre G lui-méme, le plus petit, puisque nous voulons que % = Vak 4
normal. Prenons maintenant ’opérateur — A dans R?, par exemple. Dans
la théorie classique du potentiel, il y a toujours un certain embarras a définir
#”; cela tient & ce que I’on cherche 3 définir #” A partir de G, noyau de e
(Proposition 29), ce qui est une bidualisation facheuse lorsque W' nexiste
pas comme sous-espace de 2'! En réalité, #~ existe encore, comme espace
associé & — A, mais il n’est plus normal, @ & W , Voyons ce qui en est.
F YW a le noyau: multiplication par F =4n?|¢|*. Donc (Proposition 22)
FW =2n|E|I2 Soit pe DR, ¢ =F¢. Alors pe2n|é|* équivaut a

Téél)ELz ol ¢(0) =0 (compte tenu de ce que ¢ est analytique et dans 1?)
ou a f d(x)dx =0: #" N D est le sous-espace de 2 formé des fonction

R’l
d’intégrale nulle, hyperplan dans 2.

Proposition 34 Soit D un opérateur différentiel a coefficients con-
stants, de type positif sur R". Pour tout ouvert X borné non vide dans R",
lesous-espace hilbertien #'(X), de noyau D relativement a 2'(X), est normal;
enoutre % (X) cI? = # (X). Soit D’ un opérateur différentiel a coefficients
constants; soient P = F(DS),P' = F(D'5). Pour que D'U(X)c#(X), il
faut et il suffit que P’ soit plus faible que P au sens d’Hormander (37).

(57) Hoérmander [1], 2¢me partie, Chapitre III, 3.3, page 71.
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Nous démontrerons cette proposition en méme temps que d’autres dans
une étude ultérieure sur les espaces hilbertiens associés & des opérateurs dif-
férentiels de type = 0.

Mais cette proposition suffit 2 montrer qu’il existe des théories du po-
tentiel et des problémes de Dirichlet, pour des ouverts bornés de R", pour

des opérateurs différentiels trés loin d’&tre elliptiques: ainsi [1%, ou [] est
2 62 2

Popérateur des ondes — — —5 " — o est hyperbolique, son prob-

2 2 2
ox}  0x3 oxz_,

léme de Cauchy est bien posé (et de solution classique) par rapport a la
variable temps t = x,; cependant il est de type = 0 (comme tout opérateur
D*D), donc il a un probléme de Dirichlet pour tout ouvert borné. Le tout
est de bien savoir D'interpréter; les espaces #” et % donnent la bonne solu-
tion du probléme.

§12. Sous-espaces hermitiens et noyaux hermitiens associés.

Revenons aux résultats de la fin du §8. Le cone Hilb(E) associé & un espace
vectoriel topologique E, localement convexe séparé quasi-complet, est ré-
gulier, donc engendre un espace vectoriel sur R, que nous appellerons
Hilb(E) ® R (ce n’est pas un produit tensoriel & proprement parler!). Un
élément de Hilb(E) ® R peut s’écrire, d’une infinité de maniéres comme
différence formelle o#, — 5, de deux sous-espaces hilbertiens de E, avec
la relation d’équivalence o, — H, x5 — Hy si H + H =K, + Hs.
De méme #*(E) engendre un espace vectoriel sur R, que nous appellerons
Z*(E)® Ret qui est I’espace des noyaux hermitiens relatifs & E, suscep-
tibles d’étre exprimés comme différence de 2 éléments positifs. L’isomor-
phisme Hilb(E) - % *(E) se prolonge de maniére unique en un isomorphisme
Hilb(E) ® R—> Z(E) ® R, qui est encore fonctoriel. Notre but, dans ce
paragraphe, est d’exprimer les éléments de Hilb(E) ® R comme sous-espaces
vectoriels ou classes de sous-espaces vecrtoiels de E.

Un espace pré-hermitien 2 est un espace vectoriel sur C (non topologique)
muni d’une forme hermitienne notée (h,k) ~--(h|k),. Si cette forme est
=0, c’est un espace préhilbertien; il peut alors étre muni d’une norme donc
d’une topologie, pour laquelle la forme hermitienne est continue; rien
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d’analogue n’existe ici. La forme définit une application linéaire y de
dans son anti-dual algébrique £, par

(12,1) (| K = (1| 7K) 0 7.

On dit que h et k sont orthogonaux si (hlk) =0, ce qui est équivalent a
(k| h)» =0 a cause de Phermiticité de la forme. La forme est dite non dé-
générée si lorthogonal de £ est {0}, autrement dit si y est injective.

Soit, d’autre part, 5 un sous-espace vectoriel de E, espace vectoriel to-
pologique localement convexe séparé quasi-complet. L’injection j: ## — E
a une adjointe j*: E* —» #*, donc a fortiori £’ — #*. On appelle sous-espace
préhermitien admissible de E la donnée d’un sous-espace vectoriel #
de E, et d’une forme hermitienne non dégénérée sur #, notée (-]-) » telle
que ’on ait:

(12,2) j*(E)cys#.

Par exemple, soit /" un sous-espace hilbertien de E, de noyau associé¢ K.
Soit o un sous-espace préhilbertien dense de &, avec la structure induite.

Soient i, k les injections: L A, f,—iE, de sorte que Pinjection j:# —E
est ki. L’application 7y, relative & 2 est un isomorphisme de % sur A
Papplication y,, relative 4# est i*y,i; mais, # étant dense dans ¢, a le
méme dual, de sorte que i*:J*— #* est lidentité: A’ — #'; sinous
identifions o et ', i*y,,i est simplement la restriction de y,- & . Le noyau
K associé & # dans E est 0k* ol 0 est y;': A’ — X ; la condition (12,2)
relative 3 o sécrit ici k*(E') cy,(#), o K(E)co#: un sous-espace
préhilbertien # de ", avec la structure induite, est admissible si, et seule-
ment §’il contient K(E’). Nous définirons plus loin un noyau associ¢ a chaque
sous-espace préhermitien admissible: tous les J# tels que K(E) <= < X
auront le méme noyau K.

11 peut a priori paraitre génant d’introduire une aussi large famille de sous-
espaces, supprimant ainsi tout espoir d’avoir une correspondance biunicoque
entre sous-espaces et noyaux; mais nous verrons plus tard que, méme avec
le sens le plus restrictif qu’on puisse donner & des sous-espaces herbitiens,
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une telle correspondance biunivoque n’existe pas; et la catégorie ici définie
s’avérera trés commode pour les énoncés et les démonstrations.

Si alors 4 est un sous-espace préhermitien admissible de E, si @ est I’ap-
plication y(o#)— 5 inverse de la bijection y:5# —y(5£), on peut définir
H = j@j* a cause de ’hypothése j*(E’) = y(5#). H est une application linéaire
de E’ dans E, et méme de E’ dans %, si, comme déja page 142, nous convenons
d’identifier j@j* et @j*.

Proposition 35. Soit # un sous-espace préhermitien admissible de E.
Lapplication H: E' - E définie ci-dessus par j0j*, estun noyau hermitien.
I1 vérifie (4,2) et (4,3). Inversement, si # est un sous-espace vectoriel de E,
s’il est muni d’une forme hermitienne non dégénérée, et s’il existe une
application linéaire H:E' — #, vérifiant (4,2), # est sous-espace pré-
hermitien admissible de E, et H est non noyau. Enfin, tout noyau hermitien

H:E' > E, est associé a au moins un sous-espace préhermitien admissible.

Démonstration. (4,2) se démontre comme A la Proposition 6. On en
déduit (4,3), donc H est hermitien, donc est un noyau hermitien par la Pro-
position 4,

Inversement, soit # < E, muni d’une forme hermitienne non dégénérée,
et supposons qu’il existe une application H: E’— E vérifiant (4.2).

La relation (h|Hé") = (h|yHE),p %, = (jh|&)e e = (h|j*&')s,k montre
que yH = j*, donc j*(E') = y(s#), donc # est un sous-espace préhermitien
admissible de E. Ensuite, y étant injective, yH = j* donne H = 0j*, H est le
noyau de 4 dans E.

Soit enfin H un noyau hermitien: E’ - E. Alors # = H(E’) est un sous-
espace vectoriel de E, muni de la forme hermitienne (4,3) (nous avons vu,
a la démonstration de la Proposition 16, que cette forme est bien définie).
Cette forme est non dégénérée: si He' est tel que, pour toutf' e E', (Hé’ {H ™
=0, on a aussi {He’,f')> =0 donc Hé' =0. Pour e’ € E’, j*é&' est la forme
anti-linéaire sur s définie par restriction & 5 de la forme anti-linéaire dé-
finie par &’ sur E; ’égalité (4,2) montre alors que yHé' = j*e', donc on a ici
exactement j*(E’) = y(5£); H(E') est un sous-espace préhermitien admissible
et alors (4,2) montre exactement que son noyau associé est H. (HE’) est le
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plus petit (au sens ensembliste) sous-espace préhermitien admissible de E
ayant le noyau hermitien donné H.

Soit maintenant # un sous-espace préhermitien admissible de E, u une
application linéaire faiblement continue de E dans F; essayons de définir un
espace préhermitien admissible image u(5). On pourrait étre tenté de dire
que, comme ensemble, c’est I'image de 3# par u; et ensuite de définir sur
cette image une structure préhermitienne; mais on n’y parviendrait pas.
Revenons au contraire & la démonstration de la Proposition 21. Soit
N =# 0 u”'({0}); c’est un sous-espace vectoriel de . Soit " ortho-
gonal de /" dans &, relativement 3 la forme hermitienne de 5#. On n’a pas
nécessairement A" + A = H#. Considérons alors I’espace u(#’)c F. L’ap-
plication u:4" — F se factorise en:

u
A > A A AN - F, u injective.

Si ’on munit " de la restriction de la forme hermitienne de 5, on obtient
une forme hermitienne éventuellement dégénérée, dont le noyau (sSous-espace
orthogonal 4 I’espace entier) est # N A", Alors, sur le quotient 4/ 4 N A
on peut définir une forme hermitienne non dégénérée (c’est ce que 1’on n’aurait
pas pu faire si ’on avait pris 5 au lieu de 2£). On peut la transporter par @
sur u(A"), qui est donc muni d’une forme hermitienne non dégénérée; pour
x,yeX,on a

(12,3) |0 = (]9 = @0 |(uier

Soient alors h=u(k)eu(X'), f'eF’;

(12,4) hof' e e = (| fpr = W) f)r P

= (k|u*feg = (k|Hu* )
Si ke A, h =u(k) =0, donc toutes ces quantités sont nulles; donc Hu*f !
est orthogonal & A~ dans J#, c’est-a-dire est toujours élément de X/, quel

que soit f’. Le dernier produit scalaire de (12,4) est donc un produit scalaire
dans ', et alors (12,3) montre qu’il vaut:

(12,5) (ot er = @) |[uHU* fyiry = (h|uHU*f)yir)
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Alors la Proposition 35 montre que u(#4") est un sous-espace préhermitien
admissible de F, de noyau associé u Hu*. C’est lui que nous appellerons sous-
espace préhermitien admissible de F, image de 5 par u, et nous le noterons
(). 11 est contenu dans ’image ensembliste u(s#), mais est en général
plus petit, d’ol la notation différente i au lieu de u (alors que nous avions
pu employer u pour les sous-espaces hilbertiens).

Par exemple, il pourra arriver que " = A" (on le verra plus loin page 239),
alors ’ensemble u(s#°) pourra étre quelconque mais le sous-espace préher-
mitien () de F sera {0}. Si & est un sous-espace hilbertien de E, le ii(3¢)
que nous venons de définir coincide bien avec le u(s#) du §8. Sien particulier
E est sous-espace vectoriel de F, muni d’une topologie plus fine que la to-
pologie induite, tout sous-espace préhermitien admissible de E est a fortiori
sous-espace préhermitien admissible de F.

Pour un sous-espace préhermitien admissible 5# de E, et un scalaire réel
A, on définira A5# comme {0} si A=0, et, si 170, comme le méme espace #
muni d’une nouvelle forme hermitienne, obtenue en multipliant I’ancienne par

—i—. Si H est le noyau de £, celui de A5 est AH.

Enfin, soient 5#,, 5 ,, deux sous-espaces préhermitiens admissibles de E,
de noyaux associés Hy et H,. Alors, oy X 3, =#1 D H,, muni de la
forme hermitienne ((x1,%2)|(V1, V2w, 0, = (%1|¥w, + (2| V2)w, est
trivialement un sous-espace préhermitien admissible de E x E. Mais (x,y)
- X + y est une application linéaire continue ® de E x E dans E; I'image
O(H# | @ H>), au sens de I’image ii(£) des pages précédentes, sera appelé
le sous-espace préhermitien admissible o, + #,, somme de 5, et de .
On l’obtient donc comme suit. Le noyau 4" de ® dans # est ’ensemble
des (ky,k;) ety @H, tels que k; + k, =0. Soit A V’orthogonal de A7
les points (H,é’,H,é’), ¢’ € E’, sont dans X (voir démonstration de la Pro-
position 12). Alors la restriction 3 2 de la forme hermitienne de 5, @ ¢,
a pour noyau J N A", donc définit une forme hermitienne non dégénérée

q) .
sur X /(A N A"); Papplication @ passe au quotient: /(4 N A)—>E,
et o, + H, est (A /(A NAN))=®(K), avec la forme hermitienne
transportée. La démonstration de la page 133 montre que, si ] et 5, sont
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des sous-espaces hilbertiens de E, la définition donnée ici pour #; + o,
redonne bien [I’ancienne définition de o#; + o#,. L’adjointe de ®:
(ey,€;) w—>(e; +e,) de E x E dans E, est ®*: & w—(é,8") de E’ dans
E' x E’ (application diagonale); le noyau associé 3 3, @ #, dans E X E
est (Hy,H,): (€'y,é'y) w—>(H &' {,H,é',); donc le noyau associé i #,,+4,
dans E est ®o(H,H,)°®* = H; + H,: &w— H& + H,&'. Dailleurs on
pourrait répéter directement la démonstration de la Proposition 12.

De mé&me que () peut étre, en tant qu’ensemble, plus petit que u(f),
Ay + H, peut &tre plus petit que S, + #,. Prenons par exemple
Hy=H, H,=—H.Icile noyau 4" de I’application ® est I’ensemble des
(h,—hyeX @(— H#). Son orthogonal # est A lui-méme, car
((kysky) ] (h, =W)) wo -y = (ks + k3) ] h),pestnulsi et seulement sik, = —ky.
Alors I’ensemble 5 + (— ) est A, alors que o + (— ) = {0}.

La somme ', + (— 5#,) sera aussi notée o, — #,, ou méme #, — 5,
Pambiguité avec la différence ensembliste étant peu redoutable. Si o, et
2, ont pour intersection {0}, alors N = {0}, & = #, @ H,, et H#; + H,
n’est autre que le sous-espace vectoriel #; + #, de E, avec la forme her-
mitienne somme directe des formes données sur #, et #,; #, et H#, sont
orthogonaux dans 4, + 5#,. Dans ce cas, on écrira aussi ¢, + 5, au
lieu de o, + #,.

11 faudrait se garder de croire que la multiplication par les scalaires, et
I’image par une application, possédent les bonnes propriétés qu’on attend
d’elles. Par exemple, l’addition, qui est commutative, n’est pas as-
sociative: (' + H,) + H 3 # Hy + (#, + o#3). Cest pourquoi il est né-
cessaire d’établir maintenant une relation d’équivalence entre sous-espaces
préhermitiens admissibles de E. Nous écrirons # o~ #, si 'y — H 5 = {0}
(On a bien # ~ S, comme nous venons de le voir plus haut).

Proposiotion 36. Les 3 opérations (A, ) w— AH, (H 1, ;) w—H;
T Hy, # w—s ii(SH) sont supposées définies comme ci-dessus. Alors |~ H
si Ay — H,=1{0} est une relation d’équivalence; si H, et H, sont les
noyaux associés a o, et o, relativement a E, on a 3y~ i, si et seule-
ment si H, = H,. Les 3 opérations définies ci-dessus passent au quotient
par la relation d’équivalence: I’ensemble Herm(E) des classes d’équivalence
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de sous-espaces préhermitiens admissibles de E, muni des lois de multi-
plication par les scalaires réels et d’addition, est un espace vectoriel sur
R. Lapplication H# *~—>H (3 = classe de 3, H noyau associé a #)
est une bijection linéaire de Herm(E) sur Iespace vectoriel (sur R) Z*E)
des noyaux hermitiens E' — E. Enfin, si u est une application linéaire faible-
ment continue de E dans F, 3+ ~— (ii(5€))* est une application linéaire de
Herm(E) dans Herm(F), associée par la bijection précédente a I’application
linéaire H w~—uHu* de %"(E) dans £"(F). Les foncteurs Herm et £* de
la catégorie des espaces vectoriels topologiques (sur C) localement convexes
séparés quasi-complets, dans la catégorie des espaces vectoriels sur R,
sont isomorphes.

Démonstration. Le noyau associ¢ a 5, — #, est H; — H,. Ce sous-
espace préhermitien admissible de E est {0} si et seulement si son noyau as-
soci¢ est nul [Bien évidemment le noyau de {0} est nul. Inversement, si un
sous-espace préhermitien admissible £ a pour noyau 0, on a j6j* = 0; mais
Jj et 0 sont injectifs, donc j* =0 donc j =0 et o = {0}).| Donc on a bien
Hy~H, si et seulement si H, = H,. Cela prouve aussitét que c’est une
relation d’équivalence; en outre on voit que cette relation d’équivalence est
compatible avec les opérations étudiées, qui ainsi passent au quotient. D’autre
part, I’application 2+ ~- H est une bijection du quotient Herm(E) sur
l’espace vectoriel L*(E) (Proposition 35); cette bijection respecte I’addition
et la multiplication par les scalaires réels, donc Herm(E) est aussi un espace
vectoriel sur R et sa bijection sur .£*(E) est linéaire. La fin de la proposition
est évidente (voir la fin du §8).

Proposition 37. Soit 5 un sous-espace préhermitien admissible de E.
Supposons qu’il existe sur # une structure hilbertienne par rapport é la-
quelle la forme hermitienne donnée soit continue. Alors # admet une dé-
composition H =H — H,, H, et 5, préhilbertiens admissibles, d’inter-
section nulle (donc orthogonaux dans ). On a donc aussi une décompo-
sition de son noyau, H=H, — H,, H, et H, noyaux positifs.

Démonstration. Notons ((-] *)) le produit scalaire hilbertien, supposé
exister sur 2%, et (-|-) » la forme hermitienne donnée supposée continue.
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On sait alors qu’il existe un opérateur hermitien continu A sur 5, tel que
(12,6) (h|K)se = ((h|4K)).

Par la décomposition spectrale 4 = A¥ — 47, on peut trouver 2 sous-espaces
vectoriels fermés oy, #,, de H#, H' N\ H, = {0}, # = H | + #,, ortho-
gonaux pour ((~|-)), stables par A donc orthogonaux pour (-l-),f, et tels
que A, donc (- l ), s0it =0 sur ', donc définie positive, parce que non
dégénérée sur A donc sur &, et S,; et définie négative sur #,. Montrons
que Sy et — 5, sont des sous-espaces préhilbertiens admissibles. La de-
composition # = #; @ #, donne la décomposition duale F#* = #* @ #F,
et, puisqu’ils sont orthogonaux pour (-|),, y =79, + 7, ol y, et y, sont
associées aux restrictions de la forme hermitienne & &£, et 5#,. Alors
Y(F) = (D 7,(3F,). Si iy est Uinjection 3, — H#, iFest la projection
pri: #* - A, Vinjection J 1, > E, est ji, donc J¥ est i¥j* = pry oj*.
Alors de j*(E') cy(of) = 7,(#)) @y,(#,) on déduit aussitot J¥(E') =
prij*(E’) <y, (o€,): #, est bien admissible, et de méme — 4, ; et on a bien
H =H— H,. On en déduit, pour les noyaux, H =H; — H,.

Remarque 1. Les conditions données dans 1’énoncé sont donc suf-
fisantes pour que 5 admette une décomposition en #; — H#,; elles ne sau-
raient étre nécessaires, a cause de la trop grande généralité des sous-espaces
admissibles. Néanmoins on remarquera que la catégorie des sous-espaces
vérifiant ces conditions est stable pour les 3 opérations; c’est évident pour
la multiplication par les réels, et, si nous le montrons pour I’image i par
u:E—F, ce sera aussi vrai pour ’addition +. Or, si nous reprenons les
développements de la page 237, nous voyons que, pour la structure hilbertienne
((-l-)) de o, A et A sont fermés puisque (-|-) » est continue; donc la
forme hermitienne (), sur & est continue, de noyau AN A, et par suite
la forme hermitienne non dégénérée sur /(A N A") est continue pour la
structure hilbertienne quotient. On aurait donc pu prendre comme défini-
tion d’un sous-espace admissible les propriétés énoncées dans la Proposi-
tion 37, puis passer au quotient par la méme relation d’équivalence;le
quotient obtenu aurait été le sous-espace vectoriel (sur R) de Herm (E)en-
gendré par le cone Hilb(E) (nous pouvons identifier Hilb(E) & son image
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dans Herm(E); en effet, le passage au quotient # ~— - est injectif sur
I’ensemble des sous-espaces hilbertiens, puisque 5 — H est injectif), puisque
son image dans #"(E) par la bijection canonique #* ~— H est le sous-
espace vectoriel de #"(E) engendré par £ (E).

Remarque 2. Soit # ayant les propriétés de I’énoncé de la Proposi-
tion 37; puisque H = H; — H,, on a aussi une décomposition # =~ .9?5\1 -~ .%;2,
od # et > , sont les sous-espaces hilbertiens de noyaux H, et H,; ces espaces
ne sont pas nécessairement J#; et S, eux-mémes, qui sont seulement pré-
hilbertiens. On n’a donc pas # = .9%1 - .7?2. Dans certains espaces parti-
culiers, Herm(E) et £*(E) sont engendrés par Hilb(E) et Z*(E). 1l en est
ainsi, par exemple, si E est susceptible d’une structure hilbertienne. En effet
nous pouvons dans ce cas identifier £’ avec E; un noyau hermitien H est
alors un opérateur continu hermitien de E dans E, et il est toujours difiérence
de deux noyaux = 0. Mais cela représente sans doute un cas trés exceptionnel ;
nous donnerons de toute maniere plus loin (page 243) des exemples prouvant
qu’il n’en est pas toujours ainsi.

Proposition 38. Soit H un noyau hermitien: E'— E. Pour qu’il soit
différence de 2 noyaux =0, il faut et il suffit qu’il soit majoré par un noyau
2 0, autrement dit qu’il existe un noyau L= 0 tel que

(12,7) |[<HE'.f 'y S<iLe’,e Y2 (Lff )12
ou encore
(12,8). [<He',e'>| < (Lé'se’)

S’il en est ainsi, H est différence de 2 noyaux =0 étrangers.

Démonstration. (12,7) et (12,8) sont équivalents d’aprés le lemme
page 158. Si H = H; — H,, on a bien ces inégalités avec L= H, + H,; réci-
proquement (12, 8) signifie que le noyau L— Hest = 0, etalors H = L—(L— H).

Soit H=H, - H,, et L=H, + H,; soit £ le sous-espace hilbertien de
E de noyau L. On a H; £ L; donc H, est noyau d’un sous-espace hilbertien
H#, de & (Proposition 13). Utilisons la Proposition 9 bis. On a H, = 4,L, ou
Ay est un opérateur hermitien continu =0 de % dans lui-méme; de méme
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H, = A,L. Donc H = AL, A hermitien continu de & dans %. La décompo-
sition spectrale donne alors une décomposition 4 = B, — B,, B, et B, opéra-
teurs continus hermitiens > 0 étrangers dans £. B, et B, définissent dans %
des sous-espaces hilbertiens, %, = \/B—lf et B, = \/EZ, d’intersection {0},
c. & d. étrangers (Proposition 16).

Les noyaux de #, et #, dans E sont B,L et B,L, donc ils sont étrangers;
et H= AL = B,L — B,L dans Z#*(E).

Corollaire 1. Pour qu’un noyau H hermitien soit différence de 2
noyaux =0, il est nécessaire que la forme hermitienne H qu’il définit sur
E’ x E’ (Formule (3,5)) soit fortement continue.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire de la Proposition 10,

Corollaire 2. Pour que tout noyau hermitien H soit différence de 2
noyaux 20, il est nécessaire que toute forme sesquilinéaire sur E' X E’,
séparément faiblement continue, soit fortement continue.

Démonstration. Il est en effet nécessaire, d’aprés le Corollaire 1, que,
pour tout noyau hermitien H, H soit fortement continue; c’est aussinéces-
saire pour tout noyau H, car il est de la forme 4 + iB, 4 et B noyaux her-
mitiens. Mais toute forme sesquilinéaire séparément faiblement continue sur
E’' x E’ est le A d’un noyau H.

Exemple. Soit E= 2’, espace des distributions sur R™ E'=92. On
sait qu’il existe des formes bilinéaires sur 2 x &, séparément continues,
qui ne sont pas continues (2 ®, 2 est différent de 2 ® , 2, et n’a pas le méme
dual (*®).) Donc il y a des noyaux hermitiens relatifs 3 2’ qui ne sont pas
différence de 2 noyaux =0.

Tant que nous n’utiliserons que ce corollaire, nous n’aurons que des ex-
emples pour lesquels £’ n’est pas un espace de Fréchet (pour la topologie
forte); car s’il est un Fréchet, toute forme sesquilinéaire séparément faible-
ment continue sur E’ x E’ est séparément fortement continue, donc forte-
ment continue,

Or il existe déja des espaces de Banach E, ayant des noyaux hermitiens
non majorés par des noyaux = 0. Soit en effet G un Banach réflexif non sus-

(58) Schwartz [2], pages 115-116.
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ceptible d’une structure hilbertienne. Soit E=G@®G'. Alors E'=G' @ G.
Il existe un noyau hermitien H naturel, I’application (%',y) ~—(y,x); il
est bien hermitien, car {(y,%"), (x',7)) =2Re{x’,y ), est réel. Si H était
différence de 2 noyaux =0, donc de deux noyaux =0 étrangers, H; — H,,
on aurait E=H(E")=(H, — H,)(E')cH,(E") + H,(E’), de sorte que les
sous-espaces hilbertiens o¢,, ,, de noyaux H, H,, vérifieraient
H NH,=0,# +#,=E en tant qu’ensemble. E serait alors susceptible
d’une structure hilbertienne, & savoir 4, + 5 ,, donc aussi le sous-espace
fermé G, ce qui est contraire a ’hypothése.

La Proposition 38 nous améne a introduire une notion plus stricte. On
appellera estpace hermitien 5# un espace vectoriel (sur C), muni d’une forme
hermitienne (-i-) » ayant la propriété suivante: il existe une décomposition
de &£ en somme directe o, + 5¢,, ', et S, orthogonaux, tels que, pour
la restriction de la forme hermitienne, 5#; soit hilbertien, et que, pour la
restriction de son opposée, 5, soit hilbertien.

On a donc o =, — #,, #, et A, hilbertiens étrangers. Comme on
Pa vu page 241, on a y=yp; @7, y(#) = 71(5F1) + 725 2).

Il peut alors évidemment &tre muni de la topologie produit #; x ,,
pour laquelle il est complet, et susceptible d’une structure hilbertienne (a2
savoir & + & ,). La forme hermitienne est continue pour cette topologie.

L’anti-dual de 4#, pour cette topologie, est p(#) = #*, et y est un iso-
morphisme de # sur #'. #, et H#, ne sont pas donnés dans la structure,
on suppose seulement leur existence, et on peut en général les trouver d’une
infinit¢ de maniéres. Par contre la topologie définie sur & est intrinséque,
car c’est une topologie de Banach, et que ’anti-dual pour cette topologie
est connu, ¢’est (). Ce sont ces espaces hermitiens qui généralisent le mieux
les espaces hilbertiens.

Un sous-espace hermitien 5 de E est alors un sous-espace vectoriel muni
d’une structure d’espace hermitien, telle que I’injection & — E soit continue.
C’est alors bien un sous-espace préhermitien admissible, car sa forme her-
mitienne n’est pas dégénérée, et que j*(E’) = #’ puisque j est continue, et
Y(9#) = H#'. En outre, H(E’) est alors dense dans 5 puisque j*(£') est dense
dans ' (j étant injective), et que 8 = j ! est un isomorphisme de ' sur H.
La Proposition 38 permet alors d’énoncer



SOUS-ESPACES HILBERTIENS... 245

Corollaire 3. Le sous-espace vectoriel de Herm(E) engendré par le

cone Hilb(E) est celui des classes d'équivalence des sous-espaces hermitiens
de E.

Démonstration. Si H est différence de 2 noyaux >0, il est aussi dif-
férence de 2 noyaux =0 étrangers, H=H, — H,. Si s/, et 5, sont les
sous-espaces hilbertiens de noyaux H, et H,, H est le noyau du sous-espac
hermitien 5, — ,.

Remarque.

Il pourrait donc sembler que les espaces hermitiens soient d’emblée la
bonne notion a introduire. Mais:

1°) Comme nous le verrons plus loin (§13), deux sous-espaces hermitiens
distincts peuvent avoir le méme noyau associé. Une relation d’équivalence
est donc encore inévitable.

2°) Les sous-espaces hermitiens ne forment pas une catégorie stable
pour les 3 opérations: si # est un sous-espace hermitien de E, u une appli-
cation continue de E dans F, ii(3#) n’est pas nécessairement hermitien, (11
est seulement équivalent & des sous-espaces hermitiens, puisque sa classe est
engendrée par des classes de sous-espaces hilbertiens; mais il peut alors étre
équivalent a une infinité, sans qu’aucun d’eux ait une raison particuliere de
lui étre associé. Naturellement, si u est injective, ii(3£) = u(s#) est hermitien).
De méme la somme #; + o, de deux sous-espaces hermitiens n’est pas
nécessairement hermitienne (mais elle I'est si 5#, N o, = {0}).

§13 Unicité et multiplicité des noyaux hermitiens.

Un noyau hermitien H e £*(E), différence de 2 noyaux = 0, est dit d’uni-
cité s’il existe un seul sous-espace hermitien de E ’admettant comme noyau
associé; il est dit de multiplicité dans le cas contraire. Par exemple un noyau
H =0 est d’unicité, car les seuls sous-espaces hermitiens de noyau H sont
alors hilbertiens (en effet, le carré scalaire d’un élément de H(E') est =0 si
H =0, alors, par continuité, le carré scalaire de tout élément de # est = 0)
et 1’unicité résulte de la Proposition 8. (Signalons, par contre, qu’un sous-
espace préhermitien admissible, non préhilbertien, c. a d. & forme non = 0,
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peut avoir un noyau = 0). Un sous-espace hermitien est dit d’unicité ou de
multiplicité, si son noyau associé I’est.

Proposition 39. Soient S, et ¥, deux sous-espaces hermitiens de E,
de méme noyau H. Si #, < #,, ces deux espaces hermitiens coincident.

Démonstration. Munissons 4, de la topologie canoniquement dé-
finie par sa structure hermitienne; 1’injection j:3#, - E est continue. Si L,
et L, sont les noyaux de 5, et 5, relativement 3 5#,, considérés comme
des applications H )~ H,, et si H est considéré comme une application
E'»>#, on a H=L, j*=L,j* Comme j*(E') est dense dans i,
(puisque j est injective), on doit avoir L; = L,: 5, et 5, ont déja méme
noyau L dans 5#,. Mais alors ils contiennent tous deux L(é—fz;), et, sur ce
sous-espace, ont la méme forme hermitienne, définie par (4,3). Comme L,
noyau de 2#,, est 'isomorphisme y; !: 2} —» #,, L(H#;) est H#,, et H
et 2, sont bien le méme espace vectoriel avec la méme forme hermitienne.

Cette proposition montre que, quand il n’y a pas unicité, les divers sous-
espaces hermitiens de méme noyau H ne vérifient pas de relations d’inclusion.
Ceci donne déja des exemples d’unicité non hilbertiens: si I’'un des sous-
espaces hermitiens de noyau H, en tant qu’ensemble, est E lui-méme, il y a
unicité.

Proposition 40. Soit H un noyau hermitien, différence H; — H, de 2
noyaux =0, rang de H, =h fini. Alors, pour toutes les décompositions
H = K; — K, comme différence de 2 noyaux = 0 étrangers, le rang de K
est un méme entier k < h. En outre H est un noyau d’unicité.

Démonstration. Soient 52, 5#,, "y, X ,, les sous-espaces hilbertiens
de noyaux Hy, H,, K, K,. 5, est de dimension h, puisqu’il doit étre I’ad-
hérence du sous-espace de dimension finie H,(E") donc égal a ce sous-espace.
On a H, + K, =H, + K;; appelons L le noyau et £ le sous-espace hil-
bertien correspondant. On a 3, + A, =3, + A4, =%. Donc la codi-
mension de &' dans & est < h. Mais /' et &, sont étrangers, et tous deux
contenus dans &, donc dim(X£",) £ h, et par suite k=rang de K, < h. La
décomposition initiale est maintenant inutile. Supposons donc, pour con-
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tinuer, que H; — H, et K; — K, soient toutes deux des décompositions en
différences de deux noyaux =0 étrangers. Alors la démonstration ci-dessus
donne rang de K, <rang de H, mais aussi rang de H, <rang de K,, donc
ces rangs sont égaux; soit k leur valeur commune. Alors 5#, et ", ont tous
les deux dans .Z des codimensions < k, puisque leurs sommes avec £, et
o, donnent Z; et aussi = k, puisqu’ils sont étrangers avec 57, et ,, dong
ils ont la méme codimension k. Mais alors 5#; et 5, sont étrangers et dim 5,
= codim ##,, donc #; + o, = ¥ et de méme ", + A, = Z. Les espaces
hermitiens de méme noyau H, 3, — 3, et A" — X ,, coincident en tant
qu’ensembles avec &, donc sont le méme espace hermitien d’aprés la Pro-
position 39. Comme tout espace hermitien 5 de noyau H est une différence
du type précédent, H est bien un noyau d’unicité.

Ainsi les seuls noyaux de multiplicité possibles sont ceux qui s’écrivent
H;-H,, Hy et H, =0 étrangers ayant tous deux un rang infini. Mais
I’exemple qui suit la Proposition 39 montre que, méme dans ce cas, H peut
étre d’unicité.

Donnons un exemple d’un noyau de multiplicité. Soit E un espace hil-
bertien, et soient o et #, deux sous-espaces vectoriels fermés, tels que
d NA ={0}, et que o + % soit dense dans E sans &tre égal a E. Alors leurs
orthogonaux dans E, o/*, #* pour la structure hilbertienne de E, ont la méme
propriété. Munissons les tous de la structure hilbertienne induite par E.
Identifions E’ & E par la structure hilbertienne. Appelons 4, B, les noyaux
de o7, # dans E; ceux de &>, #*,sont I — A, I — B, puisque & + &> =E.
On a donc 4 — B =(I — B) — (I — A). Cependant les sous-espaces hermitiens
o — B et B*— of* ne coincident pas; en effet les ensembles correspondants
sont of + % et o> + B*; s’ils coincident, ce serait un sous-espace vectori-
el contenant o et o/*doncE,or o + % # E. A— B est donc un noyau de
multiplicité relatif 3 E, o — % un sous-espace hermitien de multiplicité. La
multiplicité peut donc déja se produire dans un espace hilbertien E. I1 est
bien connu que la situation précédente exige que f et & soient de dimension
infinie. Le résultat serait le méme si on supposait simplement & NZ = {0},
o + % non fermé. Si en effet E, est alors ’adhérence de o + # dans E,
o/ —%F est de multiplicité dans E;, donc dans E. Il est bien connu que, si
o/ et # sont deux sous-espaces vectoriels fermés étrangers d’un espace hil-
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bertien la condition nécessaire et suffisante pour que & + % ne soit pas
fermé, est (°%):

quel que soit ¢ > 0, il existe ae o/, be B, de norme 1, tels que
&) { [a—0b| Se; ou encore tels que (a|b) 21 —e.

Lorsque cette condition (T) est vérifiée, nous dirons que &7 et &4 sont en
position (T) (tangente). Si donc &7 et & sont deux sous-espaces vectoriels
fermés étrangers en position (T) d’un espace hilbertien E, of — # est de
multiplicité dans E. ‘

Passons maintenant 4 une situation plus générale qui revient a tout trans-
former par une application linéaire continue. Soient & et Z deux sous-espaces
hilbertiens de E quelconque. Supposons qu’on puisse trouver, sur I’ensemble
o + A, une structure de sous-espace préhilbertien 5 de E, induisant sur
o et & leurs structures hilbertiennes, mais dans laquelle ils soient en posi-
tion (T). # n’est pas complet, d’aprés ce qui précéde. Montrons qu’alors
le sous espace hermitien o — # de E est de multiplicité. Soit en effet # le
complété de #; I'injection j de 5 dans E se prolonge en une application
linéaire continue j de # dans E, qui en général ne sera pas injective. Soit A~
le noyau de j, o P'orthogonal de /4" dans #. Soit p le projecteur ortho-
gonal de Hsur A L’image j(ﬁ?) estle Q-complété éfg des#dans E (Proposi-
tion 1bis). Les sous-espaces o/ et & sont, par rapporta Jf, exactementdansla
situation envisagée antérieurement: fermés, munis de la structure hilbertienne
induite, o/ N# = {0}, of + # dense mais distinct de I’espace entier #
puisque &/ et & sont en position (T) dans s# donc dans 2. Puisque j est
Iidentité sur o = o + B, on a (& + )N A = {0}, et p est injective sur
o + 4. Considerons les sous-espaces étrangers p(«f), p(%), de A, munis
des structures hilbertiennes transportées; on a jp(&) = &, j p(#) = %. Les
sous-espaces hilbertiens ‘‘différences” # —p(), A —p(#) (au sens de
la Proposition 14) sont encore étrangers dans J. Si en effet ils ne 1’étaient

(59) Dire que (T) est réalisée, c’est en effet dire que I’application (a,b) w— (a,b) de o/ +F
dans .o x # est discontinue. Or cela revient a dire que .o/ et & ne sont pas topologiquement
supplémentaires dans.of + #; d’aprés le théoréme de Banach (Bourbaki [1], Chapitre I, §3,n03,
Corollaire 4 du Théoréme 1), cela équivaut a dire que 7 + % n’est pas complet, ou pas fermé
dans E.
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pas, il existerait un sous-espace hilbertien Z de ", distinct de {0}, tel que
LA —p(A), & £ A — p(#); on aurait alors aussi £ + N < (A —p(A))
+ A =X+ A)— p(o£) (les deux sous-espaces hilbertiens de 5 figurant
de part et d’autre du signe = ont méme noyau associé, donc sont bien égaux)
= # — p(sf),etdeméme L + N < # — p(B); PN L < B — (p(ef) + )
< H—of et & < H — %, ce qui est impossible, puisque B — oA = oA
et # — B = B> sont étrangers dans 3@, & + # étant dense. On peut donc
former I’espace hermitien (o — p(%)) — (A — p(£)) dans ; il 2 méme
noyau que p(&/) — p(%), relativement 3 2#°; montrons que ces deux sous-
espaces hermitiens de 2" sont toujours distincts. Ils ne peuvent en effet co-
incider que s’il existe une forme hermitienne sur " qui est = 0 sur p(/) et
=0 sur A —p(); on a alors p(o£)N (A — p(£)) = {0}; mais alors
A = p(f)+ (A — p(s£)) montre que p(f) et " — p(of) sont deux sous-espaces
fermés orthogonaux de ¢, avec la structure hilbertienne induite. Comme
o/ a la structure hilbertienne induite par Het que p diminue strictement les
normes des éléments de (¢, cela veut dire que o < #'; de méme B = A,
Mais alors, of + % étant dense dans 2, on a o =#, N = {0}; mais alors
on sait que, puisqu’on a o N % = {0}, o + Z dense distinct de #, oA —B
et (# — By —(H —&f) sont distincts. Ceci montre bien que p(f) — p(%)et
(A — p(B)) — (A — p(s£)) sont des sous-espaces hermitiens distincts de A,
de méme noyau dans #". Comme ensuite j est injective sur ', leurs images
par j ont la méme propriété dans E; or 'image du premier est of — %, donc
o — # est de multiplicité dans E, comme nous ’avions annoncé.

Ceci va nous permettre de donner de larges classes de noyaux de multiplicité.

Soient H, K deux noyaux =0, K = H; nous dirons que H est K-compact,
si, # et A étant les sous-espaces hilbertiens correspondants, I'injection
H# — A" est compacte; ou encore si la boule unité de H# est relativement
compacte dans " (auquel cas elle est compacte, puisqu’elle est faiblement
compacte).

Proposition 41. Soient H,, H,, deux noyaux =0 étrangers de E,
tous deux de rang infini. Supposons qu’il existe un noyau K Z 0 tel que
H, et H, soient K-compacts; alors le noyau hermitien H — H; est de
multiplicité.
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Démonstration. Soient %', £, 5#,, les sous-espaces hilbertiens de E
associés aux noyaux précédents. Soit i, I'injection de 5#, dans o, qui est
compacte; son adjointe it est donc aussi compacte de o dans o, identifiés
a A’ et #; a fortiori le noyau A, =i, i¥: & — A de #, relativement 2
A" est compact. Mais A; est aussi hermitien = 0; utilisons sa décompo-
sition spectrale, qui est discréte. On peut trouver une base ortho-
normale (u;); .;, I contenant I’ensemble N des entiers naturels, telle que
Au, = gu,, pour ne N, Au; =0 pour i ¢ N, la suite des ¢, >0 tendant
vers 0 pour n— oo (il est classique que les valeurs propres, chacune comptée
avec son ordre de multiplicité, forment une suite finie, ou infinie tendant
vers 0; le cas fini est exclu puisque H, est supposé de rang infini). On a d’ailleurs
H, = \/1_4_1,%” (Corollaire 5 de la Proposition 21), de sorte que les a, =\/;::,u,,
forment une base orthonormale de J#,. On peut de méme trouver une base
orthonormale (v); .; de o, et une suite #, >0 tendant vers 0 pour n— 0,
telle que les b, = \/ﬁ;vn forment une base orthonormale de 5#,.

Construisons maintenant sur 2, + 5, une structure préhilbertiennedt’
comme suit. Elle conservera 1’orthonormalité des a,, ainsi que celle des b,;
a,, et b, seront orthogonaux pour m#n; et on posera (a,|b,)=1-9,,0<9,
<1. Autrement dit, pour tout point de #; + #,, de la forme

o ® ®
Eo(oc,,a,, + B,b), ngo |ot,|2 < + oo, > | B.|* < + o0, on, posera

n=0

2
(13,1) |
| >

L Gotnt 800 | = E [lonf + | B[7 +2Re(1 = 5,5

(La série du second membre est bien toujours convergente, et est bien =0
en vertu de ’hypothése 0 <J,< 1. Nous avons donc bien une structure
préhilbertienne séparée sur ). Cette structure induit bien sur 5, et o,
leurs structures initiales; en outre, si , tend vers 0 pour n infini, comme
(a,,|b,,),,;=1—5,,, H, et H#, sont en position (T) dans . Il reste a
montrer qu’on peut choisir la suite des J, de sorte que S soit sous-espace
préhilbertien de E. c. 4 d. que sa boule unité B soit bornée dans E; alors ce
qui précéde I’énoncé de la présente proposition montrera bien que le sous-
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espace hermitien £, — 5, de E est de multiplicité, ce qui est le résultat
cherché. Il suffit de montrer que B est faiblement bornée. Soit donc e’ dans E’.

On a, pour h = X (x,a,+ B,b,)e#:
n=0

(13,2) (he'> = 2 (@ane’> + Bilbue’) .
n=0

Soit m un entier tel que ¢, <1, , <1 pour n > m.

La somme 2 admet immédiatement la majoration:

n<m

(13,2 bis) |Z (@ ape’y + Bbye)| <

nsm

Ae' " g (anan + :Bnbn) ”.#

car toute forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie est majorée
par la norme, & un facteur pres. Par ailleurs,

| Z e <] Z [ = [ 2], ool
(13,2ter) | Z (tu<ame’> + Bikbue’ )| < Ao [ 10

Considérons maintenant les X

n>m

Z, = |2 @aney + Blbue M| =

n>m

Y g/t e’ + Bun/MulOme N s

n>m

d’ot1 en appliquant I’inégalité de Schwarz:

1/2

< (2 s,.la,.|2)m(n§ml<un,e'>|2)

n>m

(123 +(z w8 P)(E Jone )

n>m
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Comme les u, et les v, sont des parties de bases hilbertiennes de %", on a
(Corollaire 5 de la Proposition 19):

(13.4) (§l<%m>Pyﬂ§By,(§|0mdﬂﬁ”2§3a

n>m n>m

0 < B, < + « (B, dépendant de e’). Alors

o men (e (£

2B, T (o) + m] Bl

n>m

A

Supposons qu’on puisse choisir les 6, tels que, pour n > m:
13.6) el +nalBal? < |a|® + |Ba]* + 201 = 8) Re(B.)
On aura alors:

(13,7 |[<h,e’>=C, | h|x C. = A, + 2B..,

et la boule unité B de S sera bien faiblement bornée, ce qui achévera la d¢-

monstration. Or, (13,6) équivaut a:

(13’8) (1 - 8")(06,,)2 + (1 - nn) I ﬂn |2 + 2(1 - 5n) Re(dan) 2 0
Comme 1—¢,>0, 1 —#,>0, pour n>m, (13,8) équivaut a:
(13,9) (1-e)(1=n)—(1-4)>0

11 suffira donc de choisir les §, arbitraires pour: n<m (0<9,<1), et
pour n)m:

(13,10) 1-6, = JT=a)-m) (13}
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on aura bien 0<1-46,<1, donc 0<§,<1, et

1-4,—1pourn— co,doncé,—0,

Corollaire 1. Soit E un espace wvectoriel topologique localement
convexe séparé quasi-complet, ayant la propriété suivante: pour tout sous.
espace hilbertien 5 de E, il en existe un autre A, tel que ’injection de ¥
dans A" soit compacte. Alors, pour qu’un noyau hermitien de E, différence
H, — H, de deux noyaux =0 étrangers, soit d’unicité, il faut et il suffit
que H, ou H, soit de rang fini.

Cela résulte trivialement des Propositions 40 et 41.

Corollaire 2. Soit E le dual d’un espace tonnelé nucléaire. Pour
qu’un noyau hermitien H de E, différence H; — H, de2 noyaux = 0 étrangers
soit d’unicité, il faut et il suffit que H, ou H, soit de rang fini.

Démonstration. E=F’, o F est tonnelé nucléaire, donc réflexif;
E’ =F. Soit & un sous-espace hilbertien de E. Par adjonction de I’injection
S — E, on a une application linéaire continue E’— o (s étant identifiée
avec #’). Mais on sait que toute application linéaire continue d’un espace
nucléaire F = E’ dans un Banach se factorise par un produit d’opérateurs
nucléaires. Il existe des espaces de Banach &7, &, telle que E' — 5 se factorise
en E'— o - B -, toutes ces applications étant nucléaires. Mais toute
application nucléaire d’un Banach dans un autre se factorise en un produit
d’applications continues, avec un Hilbert intermédiaire; il existe donc une
factorisation de & —» % en o - A" - %, ou les applications sont linéaires
continues, et #"; est un Hilbert. On a donc E'—» X" » 3, ou A | > H
est nucléaire donc compacte. Par adjonction I'injection 5 — E se¢ factorise
en # - A, —E, ol # — A", est compacte. Si # est 'image de A"y dans
E,aveclastructure hilbertienneimage, on ala factorisation ¢ — 4| - A - E
donc & - A" — E, # — A compacte; X — E et s — E sont les injections
canoniques, donc aussi & — X"; autrement dit £ est sous-espace hilbertien
de E, o# < X, tel que I’injection o — A~ soit compacte. 11 suffit alors d’ap-
pliquer le Corollaire 1.
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Exemples. E=9, 9, &, 68,9, %, Oy 0y, O, 0 (59).

Supposons maintenant que E’ soit sous-espace de E, dans les conditions
du §11. Soit & un sous-espace hermitien normal de E. Son anti-dual £’ est
alors un sous-espace hermitien normal de E, si ’on transporte la structure
hermitienne de S sur #' par I'isomorphisme y. La Proposition 28 bis reste
alors valable. Par contre il ne semble pas y avoir d’équivalent des Proposi-
tions 29, 30.

Sile noyau H de o est prolongeable, il est nécessaire, pour que # soit
normal, que H ait un inverse hermitien, puisque le noyau A’ de ' en est
un; mais cela n’a aucune raison d’étre suffisant.(Si d’ailleurs H a un noyau
inverse bilatére quelconque L, il a aussi un inverse hermitien (L+ L*)/2).
Il serait intéressant d’étendre aux opérateurs différentiels hermitiens la théorie
du potentiel et le probléme de Dirichlet tels qu’ils ont été exposés au §11.

Index des définitions et notations.

Sous-espace préhilbertien ou hilbertien d’un espace vectoriel topologique
page 124.

Application anti-linéaire, anti-isomorphisme, note (1), page 119.

Anti-espace E, page 119.

Dual, anti-dual, transposée, contragrédiente, page 120.

Application sesquilinéaire, note (5) page 121.

Conjuguée, adjointe d’une application, ‘u, u*, page 122.

Espace quasi-complet note (6), page 124.

Topologie affaiblie ¢(E, E’) note.(7), page 124.

Complété d’un sous-espace préhilbertien, page 129; Q-complété, page 131.

Opérations sur les sous-espaces hilbertiens; multiplication par les scalaires,

page 132, addition page 132, relation d’ordre page 136.

Cone convexe saillant, page 137.

Noyau, page 139; Noyau associé ou reproduisant, page 141.

Image d’un espace hilbertien par une application, u(s¢), page 174.

Espace normal, page 209.

(60) Tous ces espaces sont tonnelés, nucléaires, réflexifs, donc aussi leurs duals. Voir
par exemple Schwartz [1], Chapitres 3 et 7, et Grothendieck [1], Chapitre II, §2,n.3, page 54.
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Sous-espace préhermitien admissible, page 235; espace hermitien, page 244;
sous-espace hermitien, page 244.

Noyau d’unicité, page 245.

E’*, page 125.

o*, page 126; A%(X,pu), page 128.

Hilb(E), page 132; Herm(E), page 239; Foncteur Hilb, page 187.

Z*(E), page 141; £"(E), page 239; Foncteur .# 7, page 187.

Noyau d’Aronszajn A(x, &), page 189.

H et A, page 140.
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