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Convergence de Distributions
dont les Dérivées Convergent

Laurent Schwartz

On a l'intuition du théorème suivant:
Soit Q un ouvert connexe de RN et soit m un entier > 0. Si des distributions

Tn (n = 0,1, 2, • • •) sur Q sont telles que leurs dérivées partielles d'ordre m
convergent vers 0 dans £9\Q) pour n—> + oo, alors il existe une décomposition
Tn = Pn + Sn, où les Pn sont des polynômes de degré ^ m — 1, et où les Sn

sont des distributions qui convergent vers 0 dans 3t'(Gï).
Les suites peuvent évidemment être remplacées par des filtres. Il s'agit

en réalité d'un théorème à'homomorphisme. Appelons p = (pi,p2, ••• tpjv)
un indice de dérivation d'ordre \ p\ = pi + p2 + • • • H- PN = m.* Appelons
dm l'application linéaire continue T-*dmT = (DpT)lP]=m de Sf\Q) dans
(Ü^'Gö^Cou M est le nombre des indices p d'ordre \p\ = m), qui à chaque
T fait correspondre le système de ses dérivées d'ordre m.

Alors on aura:
L'application dm de &f\Q) dans (&'{Gj)M est un homomorphismeJ
Remarquons que, pour m = 1, c'est un cas particulier des théorèmes de

de Rham sur la cohomologie des variétés.*
Le but de cet article est de montrer ce théorème, étendu à des espaces

autres que 3?'.

1. Les espaces

Soit Sf{Q) un espace de distributions sur J2, avec
les injections étant continues.

Nous supposons toujours que S/ vérifie les deux conditions suivantes:

Condition 1°. Sf{8) est de type local. Nous entendons par là que "Te

* Nous adoptons une fois pour toutes les notations de Schwartz [5].
t Voir Bourbaki [1, chap. III, sec. 2, no. 8, def. 1] pour la définition des homomorph-

ismes.
X Voir de Rham [4, chap. IV, sec. 23].
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est équivalent à: "Quelle que soit <x€&(Q), aT est dans Sf(Q)"\ et que "T
converge vers dans S/(S)" est équivalent à: "Quelle que soit ae&(Q), aT
converge vers 0 dans

Par exemple on peut prendre J&(Q) = &\Q) (k fini ou infini), 3f\Q\
LUfi) (espace des classes de fonctions localement U dans Q), etc.

Si £1 est un ouvert de S2, on peut alors définir Sf{Q^ comme l'espace
des Te&'(ûi) telles que aTeJ*f(Q) pour toute a e ^ ) , et lui mettre
la topologie la moins fine pour laquelle, pour toute a e ^ f t ) , T-^aT soit
continue de Sf(QÎ) dans S/(8)\ et J^CÖO est encore un espace de distri-
butions sur ûi de type local.

Pour qu'une distribution T sur Q appartienne à S/\Q) [resp. converge
vers 0 dans S/(@)\, il faut et il suffit que, quel que soit a e Q, il existe un
voisinage ouvert ^ de Û dans Q tel que Te J^(^)[ resp. tel que T con-
verge vers 0 dans

Condition 2°. Pour toute mesure œ sur RN, de support contenu dans la boule
de centre origine et de rayon p, et pour toute distribution T de Ssf(£), la dist-
ribution T*û (qui est définie dans Vouvert Go des points de RN dont la distance
à CQ est > p) appartient à Jàf(S20); en outre, pour p et a> fixes, T->T*a) est
continue de S/(8) dans Ssf(û0).

Les espaces g7* et Lfoc, cités à la fin de 1°, satisfont aussi à 2°. Si Sf(8)
satisfait à 1° et 2°, il en est de même de Sz?(QÎ) pour tout ouvert Qx de Q.

Alors nous appellerons S/m(&) l'espace des distributions qui appartien-
nent à S/(Q) ainsi que leurs dérivées d'ordre S m, et nous le nunirons de
la topologie la moins fine pour laquelle chaque dérivation Dp (\p\ ^ m) est
continue de S/m(Q) dans S/(G1). L'espace S/m(8) a encore les deux pro-
priétés précédentes.*

2. Enoncés du théorème

THÉORÈME A. Uapplication dm de S/m(iï) dans (S/(8))M est un homomor-
phisme.

Il suffit évidemment de démontrer le théorème pour Q connexe. Car, si
les Qi (i G /) sont les composantes connexes de £, une distribution appartient
à J^/m(Q) si et seulement si ses restrictions aux £* sont dans les
J*?m(û) est isomorphe au produit ILe/ Sfm(QÎ), et (Sf(8))* à n*
l'application dm de Jïfm(û) dans (Sf(iï))M est alors le produit des applica-
tions dm des J^fm(Qi) dans les (Sf(Qïj)M\ et un produit d'homomorphismes
est un homomor phisme.

* La notation <œm(Q) n'est pas toujours très heureuse. On a (&l)m(Q) = Jtl+m(Q). Si
on part de ^ = ^ ° , espace des fonctions continues, on trouve «#m = %m, espace des
fonctions de classe ^ m ; mais si on part de «# = ^ , espace des fonctions de classe ^°°,
on trouve «#m = g", et non gm évidemment; la notation <#m entre ici en conflit avec la
notation g" signifiant g°° et non g 0 . De même pour Ó& — <Dr. Fréquemment on note
par if foc l'espace Lfœ, et alors par H™c l'espace (Lj^)»».
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Soit donc Q connexe. Le noyau de dm est l'espace vectoriel & des poly-
nômes de degré ^ m — 1. Sa dimension est finie; il a donc des supplémen-
taires topologiques dans Stfm(G). Le théorème A est alors équivalent au
suivant:

THÉORÈME B. Soit Q connexe. Soit S^ un supplementaire topologique de
& dans S/m{Q). Alors dm est un isomorphisme de £S sur dm(St?m(8)) c

*

En outre il suffit d'avoir démontré pour un £f particulier, que dm est un
isomorphisme de S/' sur dm(.Q/m(J2)), pour que ce soit vrai pour tout £/*.

Si alors on appelle P = n(T) et S = o(T) les composantes de Te
sur & et SS respectivement, la convergence de dmT vers 0 dans
entraine celle de 5 dans .Q^m(J2). C'est l'énoncé de la propriété signalée a
l'introduction pour S/ = £ï$f et pour des suites; on outre la décomposition
Tn = Pn + Sn peut être choisie indépendante de la suite, puisque c'est la
décomposition de Tn suivant & et ,9^.

Alors les théorèmes A et B sont encore équivalents au suivant:

THÉORÈME C. Soit 42 connexe. Il existe des applications linéaires T-> n(T) =
P et T->o(T) = S de S$fm(Û) dans t V et â?m(iï) respectivement, avec T =
P + S, et telles que la convergence de dmT vers 0 dans (J*f(Q))M entraîne
celle de S vers 0 dans

En effet, nous venons de voir que les théorèmes A et B entraînent
l'existence de n et a (qui sont même alors des projecteurs continus); et si
n et a existent, alors la convergence de dmT vers 0 dans (J^(S2))M entraîne
bien celle de T dans l'espace quotient J^m ( i?) /^ , et dm est bien un homo-
morphisme de j^w(i2) dans (Jïf(Û))M.

Dans ce qui précède, l'hypothèse TeS$fm(Q) est inutile; nous verrons
(lemme 2 de la sec. 3) que Te &\Q) et dmTe {Sf{Q))M implique Te
Alors les théorèmes auront le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Uespace dm(St?m(Q)) est fermé dans

Supposons d'abord S/ — &' et 9 connexe; alors, si S/* est un supplé-
mentaire topologique de & dans £^'(i2), il est fermé dans &\Q) donc
complet; mais dm(3ï'(@)) lui est isomorphe, il est donc aussi complet, donc
fermé dans (£&f(Q))M. Si maintenant Q n'est pas connexe, et si les i?» (iel)
sont ses composantes connexes,

est encore fermé dans

Prenons enfin ,W quelconque. Nous avons dit plus haut que
équivaut à Te^'(Q) et dmTe(,S^(Q))M; autrement dit
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donc dm(Safm(Q)) est fermé dans (J^f(S2))M même pour la topologie moins
fine induite par \ M

3. Démonstration des théorèmes A, B, C

LEMME 1. Si Q est un ouvert convexe de R*, alors dm est un homomorphisme
de g7 00) dans "

DÉMONSTRATION. On a la formule de Taylor relative à ae .0 , valable parce
que i? est convexe:

(1) ƒ(*) =

n/ t(x- a))(X -">' )m(l - O""1 dt.

Si d w / converge vers 0 dans (gf (J2))*, on voit aussitôt que SI converge vers
0 dans 8*00), donc ƒ converge vers 0 dans le quotient

REMARQUE. La formule (1) donne en outre une décomposition de T=f
suivant le théorème C, avec P = ^ I P I ^ - I et 5 = $J; si dmT converge vers
0 dans (£f 00))*, 5 converge vers 0 dans gfO0).

LEMME 2. Sozï i? ww ouvert de RN, et S20 un ouvert convexe et relativement
compact dans Q. Il existe des applications linéaires T—>u(T)=Uet T—>
V(T) = V, de &\Q) dans &f(a0) et gfO0o) respectivement, telles que U+V
soit la restriction de T à i?0, et que la convergence de dmT vers 0 dans

entraîne celle de U dans J^m (£ 0 ) et celle de dmV dans (&(Û0))
M.

Ce lemme montre en particulier que Te&f(Q) et dmT e (Ssf{Q))M im-
plique T e Jàfm(Û0); ceci étant vrai pour des -0O formant un recouvrement
de £, on en déduit TeSs?m(@)t comme nous l'avons énoncé avant le co-
rollaire donné à la sec. 2.

DÉMONSTRATION. J20 étant compact, il existe p > 0 tel que la plus courte
distance de J20 et de Ci? soit > p. Soit alors w une paramétrix* de l'opéra-
teur J \ où k est le plus petit entier ^ m/2, de support contenu dans la
boule de centre origine et de rayon p. On a

(2) Jka> = ô-L

D'autre part 5) est une fonction C°° dans le complémentaire de l'origine; au
voisinage de l'origine, elle est proportionnelle à r2k~N si N est impair ou
si 2k — N < 0, et à r2lc'N log r si N est pair et 2k — N ^ 0; œ est une mesure
(et même une fonction) ainsi que ses dérivées d'ordre ^ 2k — 1. L'ensemble
des points dont la distance à CQ est > p contient Qo. On peut alors utiliser
la propriété 2° de l'espace S/. On aura dans J20, en convolant (2) avec T:

* Voir Schwartz [5, tome II, eqs. VI. 6, VI. 22].
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(3) T

ou

En appelant U la première parenthèse, V la deuxième, on répondra aux condi-
tions de renoncé. D'abord on a bien Ve Ç?(û0) puisque L e @f. Supposons que
dmT converge vers 0 dans (J*(Q))M. Alors dmV = L*dmT converge vers 0
dans (Çf(Q0))

M. Si * est pair, k = m/2, 2k - 1 = m - 1, JkT converge vers
0 dans J^(G), comme somme finie de dérivées d'ordre m de T; et â> a ses
dérivées d'ordre ^ m — 1 qui sont des mesures, donc la première parenthèse
de (3), qui donne U, converge vers 0 dans S^m~\Q^). Si m est impair,
k = (m + l)/2, 2k - 1 = m, donc les (d/dxj)Jk~lT, sommes de dérivées d'ordre
m de T, convergent encore vers 0 dans J&(Q), et dSt/dxj a ses dérivées
d'ordre S2k — 2 — m — 1 qui sont des mesures, donc la première parenthèse
de (4), qui donne Uy converge encore vers 0 dans J / 1 *" 1 ^ ) . Mais comme
dmT et dmV convergent vers 0 dans (jy(£„))*, il en est de même de dmU,
donc U converge vers 0 dans J^m(i20), ce qui démontre le lemme.

LEMME 3. Soit & un ouvert de RN, et Qo un ouvert convexe relativement
compact de Q. Il existe des applications linéaires T->P=n(T) et T-+S =
a(T) de Sfm{Q) dans & et dans J^m{Q) respectivement, avec T = P + S,
et telles que la convergence de dmT vers 0 dans {J^{Û))M entraîne celle de S
dans

Notons que n et a dépendent de J?o.

DÉMONSTRATION. Le lemme 2 donne une décomposition T = U + V, où
UeJ^m(û) et VeÇ?(û0). Le lemme 1 (voir remarque qui le suit; ou con-
sidérer que le lemme 1 est le théorème A de la sec. 2 pour S/ = &, et que
le théorème C est équivalent au théorème A) donne alors une décomposition
V=P+ Wy où P e ^ et TFeê?(J20). Alors T= U + P+ W. En posant
S = U + W, on répond à la question. On a bien en effet T = P+ S (Pe&*),
et S = T - PeJ^m{Q). Si dmT converge vers 0 dans (J^(£))M, U converge
vers 0 dans J^m(£Q) et dmV dans (g?(£<>))" (lemme 2); alors W converge
vers 0 dans |?(.öo) (lemme 1), donc 5 converge vers 0 dans J^TO(J20), d'où
le résultat du lemme 3.

LEMME 4. Soit ^~ un filtre sur J^m(S2). Si l'image de ce filtre par dm

converge vers 0 dans (J%f(Q))M, Vensemble A des points de Q au voisinage
desquels J^~ converge vers 0 dans S/m est ouvert et fermé dans S?.

DÉMONSTRATION. Nous disons que ^ converge vers 0 dans Ssfm un voi-
sinage de a eu, s'il existe un ouvert W de Q contenant a, tel que l'image
de ^ dans J&m(f/) par la restriction J^m(i2) -> S/m<&) converge vers
0 dans Stfm&/).

Alors l'ensemble A est ouvert par définition. Montrons qu'il est fermé.
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Soit a e Â. Soit QQ un voisinage ouvert convexe relativement compact de a
dans Q. Il existe b e A dans Qo ; soit <%? un voisinage ouvert de b dans
Qo, tel que &~ converge vers 0 dans S/m{^/). Le lemme 3 appliqué a Q
et 0o donne une décomposition T = P + S. Suivant ^ " , J m T converge
vers 0 dans (J^(Q))M, donc 5 converge vers 0 dans J^m(Q0)t donc dans
J^W(/^O; T converge aussi vers 0 dans J ^ m ( ^ O , donc aussi P. Mais, &
étant de dimension finie, la topologie induite par J&m(<ê/) sur & est la
même que celle de JZfm(Q0). Alors P et S convergent vers 0 suivant J&~
dans jyw(i20), donc aussi T; cela montre que a e A, donc A est bien fermé.

DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES A, B, C, de la sec. 2. Nous allons démontrer
le théorème C. Soit Qo un ouvert convexe relativement compact de Q. Le
lemme 3 nous donne une décomposition

ƒ = * + *, T = P + S [Te S^m(a),Pe^,SeJ^m(Q)] ,

telle que la convergence de dmT vers 0 dans (Ssf{Q))M entraîne la conver-
gence de S vers 0 dans S^m{Q0), mais avec la convergence de dmS = dmT
vers 0 dans (J^(Q)).M Appliquant alors le lemme 4 à S, on trouve un en-
semble A ouvert et fermé dans Qy ensemble des points de Q au voisinage
desquels S converge vers 0 dans Ssfm. A^> Qo donc A n'est pas vide; Q est
connexe donc A — Q\ de sorte que, la convergence dans Ss?m étant de nature
locale, la convergence de dmT vers 0 dans {J^{Q))M entraîne celle de S
dans S/m(Q), et le théorème C est complètement démontré.

4. Quelques applications

THÉORÈME D. Soit Q un ouvert connexe de RN. Soit J?~ un filtre sur
S/m{Q). Si son image par dm converge vers 0 dans (J%f(Q))M

t et si J^ con-
verge vers 0 pour une topologie d d'espace vectoriel sur S*/m(Q)y moins fine
que celle de J^m(ü)t non nécessairement séparée mais induisant sur & une
topologie séparée, alors ^ converge vers 0 dans la topologie initiale de

DÉMONSTRATION. Utilisons la décomposition T = P + S du théorème C.
Alors, suivant ^ r , S converge vers 0 dans S/m(Q)y donc dans 0\ il en est
de même de T par hypothèse, donc de P. Mais, & étant de dimension
finie, la topologie d, séparée sur ^ , est identique à celle de S^m[Q)\ donc
P converge vers 0 dans Ssfm(Q), ainsi que S, donc aussi T, cqfd.

Exemple 1°. d est la topologie f ^ V ) faible, où co est un ouvert non vide
de Q.

Exemple 2°. Soient A* des formes linéaires continues sur J^m(Q)y telles
que 0 soit le seul polynôme de & orthogonal à toutes les Av. Alors la
convergence vers 0 de dmT dans ( J / ^ ) ) 1 , et des <AV, T> dans C, entraîne
celle de T dans Sfm{Q). Ici 6 est la topologie définie par les semi-normes
T-> |<Av,T>| . Si j y = g% on peut prendre pour Av les Dpô{a), où
\p\ ^ m — i; pour fe&(Q), la convergence de dmf vers 0 dans M
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et des Dpf(a) dans C(| ƒ> | ^ m — 1), entraîne la convergence de ƒ vers 0 dans
&(Q)\ c'est ce que donnait directement la formule de Taylor (1), pour Q
convexe.

Exemple 3°. Le lemme de transmission de Morel [3, chap. I, sec. 2, no.
2, lemme 6] est une conséquence immédiate du théorème D. En utilisant
ses notations (mais en écrivant m là où il écrit k), avec Q ouvert connexe
de RN, Jïf = Lfoc, la convergence de \\u \\{h),P vers 0 entraîne la convergence
de dmu vers 0 dans (Ssf{Q))M, tandis que la convergence vers 0 de \\u\\m-uv,K
entraîne la convergence vers 0 de u dans une topologie 0, non séparée sur
S*fm(Q) mais séparée sur â?\ ces deux convergences entraînent donc la
convergence de u vers 0 dans Ssfm(Q) par le théorème D, donc la conver-
gence vers 0 de \\u\\m,P,K'. La proposition 1 de [3, chap. I, sec. 2, no. 3]
s'obtient de la même manière; une fonction, dont les dérivées d'ordre m ^ 1
sont dans U local, est bien définie presque partout sur tout hyper plan, et

S \D*v\'do
| Sm- l

est une semi-norme continue sur Ss?m(Q)y définissant sur & une topologie
séparée, d'où son résultat.

Voici une autre variante d'applications:

THÉORÈME E. Soit ^~ un sous-espace vectoriel de S/m{Q)y et Q connexe.
Pour que, pour T e ^ ~ , la convergence de dmT vers 0 dans (J)f(Q))M soit
équivalente à la convergence de T vers 0 dans JZfm(Q)f il faut et il suffit que
J?~ n & = {0}; ou encore que ^7~ soit contenu dans un supplémentaire topo-
logique de & dans Jè/m(Q)\ ou encore qu'il existe un système de formes
linéaires continues A* sur Ssfm(Q), nulles sur S?~', mais qui ne soient toutes
nulles sur aucun polynôme P ^ 0 de &.

DÉMONSTRATION. Les deux premières conditions sont équivalentes (Hahn-
Banach). Elles sont suffisantes (théorème B). Elles sont aussi trivialement
nécessaires; car, si J7~ né?* =£ {0}, alors il existe un filtre J^~ sur J^~, con-
vergeant vers P =£ 0 de &*, et tel que, cependant, son image par dm converge,
dans (Sif(Q))M, vers dmP = 0. La troisième condition est équivalente aux
deux premières; car, si elle est réalisée, J7~ est contenu dans le sous-espace
vectoriel fermé d'équations (AV,T} = 0, dont l'intersection avec & est
réduite à {0}; et, si J^~ est contenu dans un supplémentaire topologique
S^ de ^ , on pourra prendre des A* en nombre égal à dim & ayant la
propriété indiquée. Donnons par exemple l'application suivante. Supposons
que i<y vérifie, non seulement les conditions 1° et 2° données àla sec. 1,
mais la suivante:

Condition 2A. Si la mesure a> converge vaguement vers ö en restant de
norme bornée, et en gardant son support dans la boule de centre origine et de
rayon p, alors T*ü converge vers T dans , ^(QQ).

En raisonnant d'abord sur T à support compact, on voit, par régularisa-
tion, que 3f(Q) est dense dans J^m(ü) n ^"{Q)\ mais, d'après la condition
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1, ce dernier est dense dans S$fm(Q). Alors J^m(Q) est un espace de dis-
tributions "normal" ( ^ dense) et son dual est un sous-espace vectoriel
(J^m(Q))f de 3f\Q\ et même de g"(0), puisque êf(£)c j*fm(Q) avec in-
jection continue. Soit maintenant üf une partie fermée de Qy et soit ^~ le
sous-espace des Te J^m(Q) a support dans Q - K. &(Q - K) est dense
dans ^ ~ ; car toute T de ^ est limite des aT, qui sont à support compact
dans Q — K, et aT est limite de ses régularisées, qui sont dans 2${Q — K).
L'orthogonal ^~° de ^ est donc le sous-espace formé des A e (Ssfm(Q))' à
support (compact) contenu dans K. Alors le théorème E donne:

COROLLAIRE 1. Supposons que S/ vérifie les conditions 1,2,2A. Soit Q
connexe, et soit K fermé dans Q; soit J7~ le sous-espace de J#rm(Q) fermé des
distributions à support dans Q — K. Pour que, pour T e J7~', la convergence
de dmT vers 0 dans (J^(Q))M soit équivalente à la convergence de T vers 0
dans S"* il faut et il suffit qu'il n'existe aucun polynôme P * 0 de & ortho-
gonal à Vespace J^~° des distributions de (S^m(Q))f à support (compact) con-
tenu dans K.

Prenons, par exemple, J&(Q) = H\Q) = L2
loc(Q) etm = l. Alors

HUQ)*

& est l'espace des constantes. Si K est de capacité nulle, il ne porte
aucune A e HcomP(@) sauf 0, donc Jf0 = {0} et la condition précédente n'est
pas réalisée. Si K est de capacité > 0, il porte au moins une A non nulle
de ffwmp(Ö), et par conséquent aussi une Ai de masse non nulle, (Alfl) ^0
(car, si AeH^imjlLQ), on a aussi vAeHZÎmpW, pour <pe&, et (<pA, 1> =
<A,^>, de sorte que Ai = <pA répond à la question si on choisit tp telle que
<A, y) =É 0). &* étant l'espace des constantes, "Ai e J^~°, {Ai, 1> * 0" donne
juste la condition du corollaire 1. Alors:

COROLLAIRE 2. Soit Q connexe dans RN, et K fermé dans Ü. Pour que,
pour des feH]oc(Q) à support dans Q — K, la convergence des dérivées pre-
mières de f dans HioJiÛ) entraîne la convergence de ƒ dans H\oc(Q)9 il faut et
il suffit que K soit de capacité > 0.

Ceci étend un résultat de Morel [3, chap. I, sec. 2, no. 3, exemple 2 après
le théorème 1]. L'extension a m ^ 2 (qui correspondrait à des recherches
analogues à celles de Hörmander-Lions [2], mais avec HTœ au lieu de Hm)
semble beaucoup plus difficile, car les variétés algébriques contenant K (dé-
finies par des équations polynomiales i\00 = 0) jouent un rôle important.

Remarquons aussi qu'on peut étendre des résultats de cet article à certains
espaces S/ ne vérifiant pas les conditions de la sec. 1. Par exemple, si £f'
est l'espace des distributions tempérées sur R*, alors dm est un homomor-
phisme de S?' dans ('<9")M, bien que S^' ne soit pas de type local.

On le verra par des précédés tout à fait analogues à ceux de la sec. 3. La
formule de Taylor (lemme 1) montre que dm est un homomorphisme de £?u

* Voir note 4 supra.
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dans {^M)u et que dmTe é7M entraîne Teé?M* Une paramétrix Z de Âk

montrera, comme au lemme 2, qu'il existe dans 3f' une décomposition T =
U + V (Ue &f, Ve Sf ), de manière que la convergence de dnT vers 0 dans
S" entraîne celle de U dans £f' et celle de dmV dans (^M)M(et en parti-
culier que dmTeS^' entraîne Te&", donc que dmS" = dm&'n(SS'f)-
Alors, comme au lemme 3, on posera V = P+W (Pe^f We ^M\ àe
manière que la convergence de dmV dans (#*)* entraîne celle de W dans
^M\ on prendra S = U + W; on aura T = P + S, et la convergence de dmT
dans <5^r, entraînera celle de S dans ^ \ ce qui prouvera la propriété.

Université de Paris
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* Voir Schwartz [5, tome II, p. 99]. Les deux M de (OM)M n'ont évidemment pas la
même signification!


