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LAURENT SCHWARTZ

(dell’ Universita di Parigs)

Su alcuni problemi della teoria delle equazioni
differenziali lineari di tipo ellittico

SuNTO. — Dopo un richiamo degli aspetti principali della teoria delle di-
stribuzioni, vengono esposti recenti risultati sulle equazioni a derivate parziali
di tipo ellittico, conseguiti nell’ambito di tale teoria.

1. PRELIMINARI.

Richiamiamo rapidamente per comodita del lettore alcuni con-
cetti e definizioni di teoria degli spazi lineari (o vettoriali) topologici
(s.1.t.) e di teoria delle distribuzioni, rinviando per maggiori dettagli
al testi di N. BourBakr1 (2], [3] e di L. Scawarrz [5], [6] (%).

Una trasformazione che ad ogni elemento z di un insieme E fac-
cia corrispondere un elemento f(z) di un altro insieme F si chiamera
anche un’applicazione di K in F e si scrivera d’abitudine con z — f(z).
Se f(z) percorre tutti gli elementi di F' al variare di  in E allora si dira
che x— f(x) & una applicazione dv E su F. Se E & un sottoinsieme di
F e z— f(x) & applicazione di E in F che ad ogni x di E fa corri-
spondere se stesso si dira che x—f(x) ¢ Vapplicazione canonica (o
Pintezione) di E in F.

Salvo esplicito avviso gh s. 1. t. e le trasformazioni lineari che
considereremo saranno lineari rispetto al corpo complesso.

DzF. 1.1: Uno spazio topologico E ¢ separato (o di HAUSSDORFF)
se verifica il seguente assioma: dati due punti x e y distinti di E esi-
stono un intorno di z e uno di y senza punti comuni.

(*) Questo testo riproduce sostanzialmente, nella redazione fattane da un gruppo di
ascoltatori, le conferenze tenute dal prof. L. ScawarTz nell’aprile 1957 presso I'Istituto Ma-
tematico dell’Universitd di Genova e per conto del gruppo dei Seminari Matematici delle
Universita di Milano, Torino, Pavia e Genova.

(1) V. bibliografia finale per i numeri tra [ ].
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DEF. 1.2: Se indichiamo con B(xz) il sistema di tutti gli in’gorni
del punto x di uno spazio topologico E, diremo che il sottoinsmme'\
G(z) di B(z) costituisce un sistema fondamentale di intorni di x se ognl
insieme di B(x) contiene un insieme di G(x).

Der. 1.3: Uno s.1.t. E & localmente convesso (loc. conv.) se pos-
siede un sistema fondamentale di intorni dell’origine o (e quindi di
ogni punto z) che slano convessi.

DEF. 1.4: Un insieme B di uno s.1.t. E & limitato se, fissato co-
munque un intorno U dell’origine di £ & possibile mediante un’omo-
tetia portare B in U (cioé se esiste un numero 2 tale che xx e U
per ogni x di B).

DEr. 1.5: Un’applicazione lineare x — f(z) di uno s.1.t. E in un
altro s. 1. t. F & limitata se trasforma ogni insieme limitato di £ in un
insieme limitato di F.

Tror. 1.1: Ogni applicazione lineare continua dello s. 1. t. £ nello
s.1.t. F & anche limitata [3, §1, n. 12].

Dxr. 1.6: Un’applicazione lineare dello s.1.t. E nello s. 1. t. dei
numeri complessi, che indicheremo con C, si dird una forma (o un
funzionale) lineare su K.

Der. 1.7: Spazio duale di uno s.l.t.. Indichiamo con £ (K, C)
I'insieme di tutti 1 funzionali lineari e continui su K. La somma di due
tali funzionali e 1l prodotto di essi per un numero complesso sono an-
cora funzionali lineari continui su £; dunque .£ (¥, (') pud conside-
rarsli come uno spazio lineare 1 cul elementi indicheremo con /. Tsso
dicesi lo spazio duale di E. Si introducono di solito in esso diverge
topologie [3, §5 e 6]; no1 intenderemo sempre in quel che segue di
aver introdotto la cosiddetta topologia forte. Precisamente un sistema
fondamentale di intorni dell’origine in .£(E, (') si otterra prendendo
1 sottoinsiemi W(B; U) di .C(E,(C) tali che:

1) B & un qualunque insieme lhimitato di E

2) U & un qualunque intorno dello zero in C

3) &’ appartiene a W(B. U) se il valore x/(x) che esso assume cal-
colato in un qualunque punto z di B appartiene a U.

Indicheremo con E’ 1l duale di £ quando si intenda introdotta
in esso la topologia forte: E’ chiamasi anche il duale forte di E ed &
dunque uno s. 1 t.
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Conveniamo anche di indicare d’ora innanzi con </, z > 1l
valore assunto da z’' (elemento di E’) nel punto = di E; il simbolo
< 2/, x > sta dunque ad indicare la dualita tra E ed E’.

Osserviamo poi che se consideriamo « fissato in ¥ il numero com-
plesso < &/, x > al variare di 2’ in E’ definisce una forma (funzionale)
lineare e continua su E’, per la definizione stessa di B': 2’ — < 2/,  >.

Questa forma ¢ dunque un elemento del duale (forte) di E’ (che
chiamasi anche biduale forte di E e si indica con E”’). Ebbene se E
e uno s.l.t. loc. conv. e separato si dimostra facilmente come conse-
guenza del teorema di Hamx. Banacu, che questa forma & indivi-
duata univocamente [3, §6 n. 3 e n. 15]; &1 puo affermare che se E
e uno s. L. t., loc. conv. e separato gli elementi di E si possono identificare
dal punto di wvista algebrico con quellt di un sotiospazio lineare di B’
(croé c’é un isomorfismo algebrico dv E in E' (*)). 1l simbolo < 2/, z >
rappresenta allora una forma bilineare (cloé lineare sia rispetto a '
che a x) e continua separatamente sul prodotto topologico E’ x E.

DEr. 1.8: Se £ & uno s. 1, t., loc. conv. e separato e se, previa
I'identificazione di cul sopra, avviene che £ = E’’ e inoltre la topologia
indotta da E’' su E coincide con quella gl esistente in E (cicé se la
corrispondenza di cul sopra tra K e E’' & un isomorfismo algebrico e
topologico di E su E’’) allora diremo che K & riflessivo.

Ricordiamo anche che se E ¢ uno spazio di BaNAcH (o normato)
allora puo introdursi anche in £’ una norma, che induce su £’ proprio
la topologia forte di cui abbiamo sopra detto: bastera porre come &
noto:

| & |z = estr. sup. | < o', > |
x| =1
B

Der. 1.9: Spazio D (Q). Sia Q un insieme aperto dello spazio eu-
clideo R" a n dimensioni. Consideriamo I'imsieme delle funzioni com-
plesse o(x) Indefinitamente derivabili in Q e a supporto (*) compatto,
contenuto in Q. Esso sl pud ovviamente considerare come uno spazio
lineare 9 (Q) rispetto al corpo complesso. Introdurremo ora in 9 (Q)
una topologia per la quale 9 (Q) risultera uno s.l t., loc. conv., se-
parato.

(2) Si dice che un’applicazione lineare x—- f(x) di uno spazio lineare £ in un altro spa-
zio lineare F & un isomorfismo algebrico di E in F (su F) se essa ¢ biunivoca tra £ e un sotto-
spazio di F (F intero). Se inoltre E ¢ F sono topologici, I'isomorfismo algebrico si dice di piut
topologico se x—> f(z) ¢ anche bicontinua.

(%) Il supporto di una funzione ¢ & l'insieme chiuso intersezione di tutti gli insiemi
chiusi fuori dei quali ¢ ¢ = 0.
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Sia {4} = {4,, .. 4,, ...} una successione di insiemi aperti
non vuoti contenuti in Q e tah che A cA,,, eche ogni compattd di
Q sia contenuto in A4, per v sufficientemente grande (se Q = R" si
puo per es. prendere per A, la sfera |z| <v + 1). Siano poi {c} =
= {so, R ...} una successione decrescente e infinitesima di nu-
meri pOSlti’Vl e {m} = {my, m,, ..., m,, ...} una successione di numeri
interi > 0, crescente e divergente.

Indichiamo con U ({m}, {c}, {4 }) I'insieme delle funzioni ¢ € D (Q)
che per ogni v, e per = non appartenente ad A4 ,. verificano le relazioni

|DPo(x) | <=, per |p|<m,

dove con p = {p,, ..., p, } indichiamo un sistema qualunque di » in-
teri > 0, con |p | la somma p, + ... + p, e con D? la derivata par-
ziale

bp1+ vee +Pn

2 Pn
ox, ... o, ™"

Al variare di {m}, {}, {4} siottiene cosl un sistema fondamentale
di intorni dell’origine di 2D (Q). Introdotta questa topologia, D(Q) &
allora uno s. 1. t., Joc. conv., separato e anche completo [5, cap. III, § 1].

DEF. 1.10: Lo spazio duale (forte) di D(Q) dicest spazio delle di-
stribuziomy su Q, D'(Q).

Indicheremo con 7' 1 suoi elementi; una distribuzione T é dunque
una forma lineare e continua su D(Q) e < T, ¢ >, indica una forma
bilineare e continua separatamente su 2’ () X D(Q).

Le misure ¢ in Q e le funzioni f sommabili in ogni compatto di
Q (localmente sommabili in Q) sono distribuzioni € 2 (Q) quando
s1 identifichino rispettivamente con 1 funzionali lineari e continui su
2(Q)

wlp) = !{tp du e flp) = !{f(x)cp(w) da

Tror. 1.2: D (Q) e D' (Q) sono spazi riflessivi [5, cap. III, § 3,
teorema XIV](%).

TeOR. 1.3: D(Q) (munito naturalmente della topologia indottavi
da 2'(Q)) & denso in D' (Q) [5, cap. 111, § 3, teor. XV].
Per semplicita quando non ci sara pericolo di equivoco scriveremo

D e D inluogo di D(Q) e D (Q).

(%) Sono anzi di pit spazi di MoNTEL [5, cap. III, § 2 e 3, teor. VII e XII].
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DEr. 1.11: Si dird spazio di distribuzioni ogni sottospazio lineare
topologico H di 2’, munito di una topologia « pit fine » di quella in-
dottavi da 9’, tale cioé che I'applicazione canonica (iniezione) di H
in 9 sia continua.

DEr. 1.12: Uno spazio H di distribuzions st dice mormale se:

1) DCHCD, 2) le iniezionl d1 H in 9 edi D in H sono continue,
3) D & denso in H.

TEOR. 1.4: Se H & uno spazio normale di distribuzioni il suo duale
H’ si pud identificare dal punto di vista algebrico con un sottospa-

zio di 9.

Dimostrazione. — Infatti se ' € H' esso & una forma lineare e
continua su H e quindi per 1) e 2) definisce per « restrizione » una forma
lineare e continua su 9, cio¢ una distribuzione 7'; si ottiene dunque
un’applicazione (ovviamente lineare) di H’ in un sottospazio K’ di
D', la quale & biumivoca tra H' e K’ (ed ¢ dunque un isomorfismo al-
gebrico di H' in 2'), poicheé se T = 0 allora 2'= 0 su D cd essendo
D denso in H o/ =0 su H. C.v.d.

Si vede inoltre subito, per la stessa definizione, che la topologia di
H’ & «pii fine» di quella di 9’ (nel senso precisato nella definizione 1.11).

Si osservi che se H ¢ normale H’ pud non essere uno spazio di di-
stribuzioni (v. esempi seguenti).

Esempi di spazi di distribuzione sono:

1) lo spazio di Banacu L?(Q) delle funzioni f di potenza p-esima
sommabile in Q con p > 1, dove la norma sia definita al solito da

1l = ([ [ f@) P daye

2) lo spazio di Banacu delle funzioni f misurabili e limitate in
. Inf. degli M tali che
| f(z) | > M solo su sottoinsiemi di Q d1 misura nulla.

Ques’oo spazm non & normale perche ad es. la funzione =1 in Q
non ¢ limite in esso di funzioni di D(Q).

DEF. 1.13: Derivata di una distribuzione [5, cap. IT]. La derivata
rispetto a x; di una distribuzione 7' su Q & la nuova distribuzione su

oT . .
che indicheremo con o definita dalla relazione
2T

<> = — <T,
o,

1 [
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Ogni distribuzione é dumgue indefinitamente deriwabile In questo senso
e sl ha
< DT, o>=(—NDP<T, Do>.

TEOR. 1.5: La derivazione & un’applicazione lineare e continua
di D’ su D’ [5, cap. III, §5, teor. XVIII].

DEF. 1.14: Indicheremo con H*(Q) (s intero > 0) lo spazio delle
distribuzioni 7' tali che D* T € [*(Q) per |p|<s (DT = T, dun-
que T & una funzione di L*(Q)). H(Q) & uno spazio di HILBERT quando
si definisca in esso il prodotto scalare ponendo

(T, T,) =2 [(D"T) (D’ T,)dw.
Ipl<s o
Per dimostrare che H*(Q) & uno spazio di HILBERT occorre dimo-
strare che esso & completo; e cid si vede immediatamente ricordando
che lo spazio L*(Q) ¢ completo e il teorema 1.5.

2. PROBLEMI AL CONTORNO PER OPERATORI ELLITTICI IN TEORIA DELLE
DISTRIBUZIONI.

Tratteremo ora dell'impostazione generalizzata per 1 problemi ai
limita data da J. L. Lioxs ([4] e [7]). Per esemplificare ci limitiamo dap-
prima allo studio del problema di NEUMANN relativo all’operatore dif-
ferenziale D = — A + 3, dove A ¢& loperatore di LAPLACE e A un
numero reale positivo.

Sia Q un insieme aperto e limitato di R”, la cul frontiera sia una
ipersuperficie S sufficientemente regolare. Siano assegnate due fun-
zioni f e h definite rispettivamente in Q e su S. Il problema di Nru-
MANN per 'operatore [) s1 enuncia come segue:

trovare una funzione u definita in Q 4+ S, sufficientemente regolare e
soddisfacente alle condizioni

(—A4+Nu=f in Q
(2.1) du

ol su S
dove n & la normale esterna ad S.

Noi vogliamo dare a questo problema una forma opportunamente
generalizzata. nella quale s1 potranno attenuare le ipotesi sia per
quanto riguarda Q ed S, sia per quanto riguarda 1 dati f e A, la so-
luzione verra ricercata in una classe pit ampia dell’abituale cid che
rende in generale pit agevole la risoluzione del problema cosi gene-
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ralizzato rispetto a quello ordinario. Successivamente si presentera il
problema di dimostrare che la soluzione « debole » cosi trovata gode
delle proprietd di regolarita richieste nel problema ordinario quando
si facciano sui dati ipotesi di sufficiente regolarita.

Supponiamo dapprima che sia A = 0; a questo caso ci si puo Ti-
condurre con un artificio ben noto e sul quale del resto ritorneremo in
seguito.

Incominciamo allora con l'osservare che se u e v sono funzioni
sufficientemente regolari in Q + S vale la formula di GREEN

—~ & du W - codu -
(2.2)f Duvdm—J > —71 da;+7\J uvdw—J -Jn—vdc.
Q

Q2 o] N

Da essa si ha in particolare, se Du = f e v & nulla su S (in parti-
colare se v € 9 (Q))

2.3) J’fadx:f 21:% %dxﬂfumx

Q el 02

Ma viceversa se f e u sono sufficientemente regolari e w soddisfa
la (2.3) per ogmi v sufficientemente regolare e nulle su S, ad es.
v e D (Q), segue, come & noto, assai facilmente che Dy = fin Q. Dun-
que la (2.3) puo sostituire ’equazione Du = f nelle 1potesi dette di suffi-
clente regolarita. D’altra parte la (2.3) puo aver senso anche in ipotesi
piu generali sia su Q che su u e f, ad es. quando Q & un insieme aperto
e limitato di R*, u € H'(Q), ve D (Q), e f& L*(Q); e 1l verificarsi di
essa per ogni v € D(Q) ci dice appunto che Du, inteso nel senso della
teoria delle distribuzioni, appartiene a L*(Q) e coincide con f. Potremo
allora porre la seguente:

DEr. 2.1: SeQ ¢ un insieme ‘aperto e limitato dv R" e fe L*(Q),
diremo che una funzione u di H'(Q) soddisfa all’equazione Du = f se
verifica la (2.3) per ogni v € D(Q).

Sempre dalla formula di GREEN (2.2) possiamo ricavare anche un

. .. du .
significato generalizzato per la condizione an 0 su S. Infatti se Q

e w sono sufficientemente regolari, condizione necessaria e sufficiente
du .

perche T = 0 su S & che valga la
n

" - oUW -
(2.4) J Duvdx = El 5;;7 5z, d:c+)\fu'vdx

Q 2 Q
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per ogni v sufficientemente regolare. Ma la (2.4) ha significato anche
in ipotesi pitl generali: potremo dunque generalizzare ponendo la se-
guente definizione:

DEF. 2.2: Se Q ¢ un insieme aperto e limitato di R" e w é una fun-
zione € H'(Q) e avente Voperatore Du (nel senso delle distribuzions)
€ L*(Q), diremo che u ha « derivata normale nulla su S » (o anche appar-
tiene alla classe N) se verifica la (2.4) per ognt v di H'(Q).

Dunque in sostanza il problema (2.1) nel caso A = 0 viene sosti-
tuito e generalizzato dalle (2.3) e (2.4): e s1 osservi che per assegnare
le (2.3) e (2.4) basta assegnare la forma sesquilinieare (°) nelle u e v
che sta a secondo membro della (2.4), la classe H'(Q) in cui si considera
questa forma e la funzione fe& L*(Q).

Premesse queste considerazioni su un problema particolare, esa-
miniamo ora l'impostazione generalizzata dei problemi ai limiti da
un punto di vista generale.

Sia Q un insieme aperto di R"; le distribuzioni che considereremo
saranno sempre distribuzioni su Q. Sia ¢ uno spazio di distribuzioni
normale, loc. conv. e separato e V uno spazio di HiLBERT di distribu-
zionl, non nhecessarlamente normale, contenuto in @:

DCcVcQRQc

Je iniezioni di D in V, di V in @, e di @ in D’ essendo continue. Sap-
piamo che ¢’ & identificabile (v. teor. 1.4) con uno spazio di distribu-
zionl contenuto in D', in generale diverso da ¢ (nell’esempio dato so-
pra & V=H' Q=@ = L°.

Assegnamo ora una forma sesquilineare e continua sul prodotto to-
pologico V' < V; indichiamo questa forma con ((u, v)); essa puo anche
non essere hermitiana.

Poiche V€ D e 2 ha una topologia « pit fine» di quella di V,
fissato » in V la forma ((u, ¢)) ¢ un funzionale pseudolineare e conti-
nuo in 9. Resta definita pertanto in 2’ una distribuzione Du, dipen-
dente da wu, tale che

(2.5) <_Du, o> = ((u, 9)) per ogni ¢ € P

e la trasformazione u— Du di V in 2’ & ovviamente lineare; essa &

(*) Una forma ((u, v)) nelle_due variabili » e v dicesi sesquilineare se & lineare di u
e pseudolineare (o semilineare) in v cioe (au +- bz, v)) = a((u, v)) + b(z, v)), (u, av + bw)) =

= a((u%, v)) + b((u, w)). Alcuni autori usano il termine bilineare anziche sesquilineare; per
noi perd una forma & bilineare se & lineare sia in « che in v.
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poi anche continua, poiché se u—>w in V (o origine di V), allora ((«,

@)) — 0 uniformemente al variare di © in un insieme limitato di 9,
dunque Du—> o in 9.

Ebbene noi porremo la seguente

DEFr. 2.3: L’operatore Du definito da (2.5) si dird 'operatore de-
fimto dalla forma ((u, v)). _
L’operatore Du pud anche non essere differenziale (per es. inte-

grale); ma in generale a nol interessera il caso degli operatori differen-
ziali. Cosl la forma

v du  dv . S
((u, ?)))—‘ 12:139? Sa d:c—i—)\J wvdz

Q Q2

continua su H' X H' definisce proprio I'operatore Du = — A + A.
Naturalmente dato 1'operatore Du, non & detto che resti indivi-

duata la forma ((u, »)), piu forme ((u, v)) potendo definire lo stesso
operatore Du.

Der. 2.4: Indicheremo con N la classe degli elementi w di V
tali che:

b) <Du, v> = ((u, v)) per ogni veEV

e diremo che uw €V soddisfa alle condizioni al contorno omogenee se
u€N.

In generale N non coincidera con V; basta ricordare 1’esempio
sopra studiato.

Diremo poi che due elementi di V, u, e wu,, soddisfano alla stessa
condizione al contorno se u, — u, € N.

Il problema al contorno per loperatore Du definito da (2.5) si
enuncia allora nel modo seguente:

Assegnata h €V e tale che Dhe @', ed fE€Q trovare wu €V in

modo che
( Du=f
(D
u—heN

Posto g = f—Dh€Q e w—h = w, si & condotti a risolvere il
problema seguente:

Trovare un elemento w di V ’cale che Dw =gconge@Q) eweN
cio¢ trovare w € V tale che
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Dw =g
(ID) _ .
<Dw, 7> = (lw, v)) per ogni vE€V

Daremo ora una condizione sufficiente per la risolubilita del pro-
blema (II) e quindi di (I). Decomponiamo ((u, v)) nella sua parte
hermitiana e in quella antihermitiana, ponendo precisamente:

((w, ), = 5 [, v) + @ )]

(2.6)
1

((u, 0)), = 5 [, 0)) — (O, u))]

per cui

(u, v)) = ((u, v)), + «((u, v)),

DEF. 2.5: Diremo che ((u, v)) é V-ellittica se esiste una costante
« > 0 tale che per ogni u € V si abbia

((u, ), > a || uf}
Dimostriamo allora il

TEOR. 2.1: Se ((u, v)) & V-ellittica il problema (II) ammette una
e una sola soluzione per ogni ¢ di §)’: di piu 'operatore Du stabilisce
un isomorfismo algebrico e topologico tra N e ¢)'.

Infatti se ((u, v)) & V-ellittica, si ha che ((w, v)), definisce in V
un prodotto scalare di norma corrispondente equivalente alla norma
| w ||y (9). E facile vedere che il problema (II) & equivalente al problema
di trovare w € V tale che

(I1T) (w, v)) = <g, v> per ogni veV

Ora per ¢ fissato in @', <g, > & un funzionale pseudolineare
continuo in V, spazio di HILBERT rispetto alla norma | u [, e quindi
anche rispetto alla norma ((u, u)),; dunque esistera un elemento Jg € V
tale che <g, v> = ((J g, v)), per ogni v € V e I'operatore J stabilisce
una applicazione lineare continua di @’ in V, come & subito visto.

D’altra parte fissato w in V, ((w, v)), ¢ un funzionale pseudoli-
neare continuo in V dunque esistera un elemento Aw € V tale che

(2.7) ((w, v)), = (Aw, v)),

(®) Due norme |u], e |u|, si dicono equivalenti se esistono due costanti ¢ e C' tali che

clluf, < Julls <O |u|y, per ogni u dello spazio.
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con A esso pure operatore lineare continuo di V in V. In definitiva
(IIT) si scrive

((w, 0)) = ((w, v)), + ©((w, ), = (w, v)), + ((Aw, v)), =
= ((w + 7 Aw, v)), = <g, v>

e per quanto sl € sopra visto cio equivale all’equazione
(Iv) (I +idyw = Jg mV

Ora A ¢ un operatore hermitiano relativamente al prodotto scalare ((u,
v)), in vista di (2.6) e (2.7) e poiché lo spettro di un operatore hermi-
tiano & reale si ha che I + ¢4 & invertibile ¢ quindi (IV) ammette
una e una sola soluzione data da

w= I+ 14)"Jg = Gy

e loperatore G, come & subito visto, ¢ lineare e continuo tra @ e N;
c.v.d.

L’operatore G dicesi operatore di Green per il problema.

Come applicazione si ricava allora per il problema di NEUMANN
Inizialmente considerato il

Tror. 2.2: Assegnata comunque una funzione f& L*(Q) e una
funzione h € H'(Q) e tale che (—A + 2k € L*(Q) esiste una ¢ una
sola funzione w € H'(Q) che soddisfa I'equazione — Au + » u = f nel
senso della DEr. 2.2 e tale che « — A ha derivata normale nulla nel
senso della Drr. 2.2.

Non possiamo per brevita svolgere completamente la teoria di
J. L. Lions; per gli ulteriori sviluppi in particolare per 'applicazione
della teoria di Rimsz all’operatcre Du + » u e per Ieffettiva costru-
zione della forma ((u, v)) una volta assegnato 1’operatore Du (come
appunto capita nelle applicazioni) rinviamo a [4].

Naturalmente rimane ora 1l problema delle ulteriori proprieta
(qualitative) di differenziabilita della soluzione «debole » cosi trovata
sia all’interno di © che sulla frontiera S. Di esse, almeno limitatamente
all’interno di Q, ¢i occuperemo nel numeri seguenti.

3. OPERATORI ELLITTICI ED IPOELLITTICI.

Sia D un operatore differenziale di ordine i, a coefficienti complessi
indefinitamente derivabili nell'insieme aperto Q dello spazio R" = (z,,
v T):

(3.1) D= o (z)D"

Ipl<m
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DEF. 3.1: Un tale operatore D, che supporremo effettivamente di
ordine m (e cioé supporremo non tutti identicamente nulli gli o ()
con |p | =m), sard detto ellittico nell'insieme aperto Q se l'insieme
dei coefficienti o (z) con | p | = m per x€Q soddisfa alla seguente
condizione:

(3.2) 2o @)E£0  per EFO
|pl=m
dove £ indica la n-pla di numeri reali £, ..., £ , e £ =% 0 significa che uno
almeno dei numeri £, ..., £ & diverso da zero, e & = £"... ™
Un classico esempio di operatore ellittico ¢ dato dall’operatore
A {o anche dagli operatori iterati A*]: la (2.2) diventa infatti:

1-n n k
2 2
2E, 7&0[(2& ) 7&0]
7 =1 4
se uno almeno dei numeri£ , ..., £ ¢ diverso da zero.
Esistono anche operatori ellittici del primo ordine (necessaria-
mente a coefficienti complessi); ad es. 'operatore:

0z 2

0 1 ) . 0
—_— ( -|-— [ ——
o oY .

¢ ellittico perche la condizione (2.2) diventa in tal caso
1 . . . .
5 (£ 4+ 47m) %0 per &, v (reali) non entrambi nulli.

Evidentemente un operatore di ordine dispari pud essere ellit-
tico solo se ha coeflicienti complessi. ;
Sia ora dato un sistema di I operatori differenziali di ordine m

nelle & funzioni f(x), ..., f,(z); esso sl puo anche scrivere con nota-
zione matriciale nel modo seguente:
(3.3) Df EI IZ o (z) DPf
p|<m

con

] : - | @ o
f= , Dﬂlel s a,msﬂ .

‘ 1, | oy, | Lol L ak@) |

Df & allora una matrice ad ! linee e una colonna.
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Per un tale operatore differenziale matriciale si pud intrcdurre
una definizione di ellitticita che estende quella data precedentemente.

DEF. 3.2: Diremo che Uoperatore matriciale D definito dalla (3.3)
e ellittico nmell'insieme aperto Q, se per ogni punto x di Q e per ogni

scelta della n-pla di numert reali & = (£, ..., £,) con & = 0, la matrice:
(3.4) Pl (B =g 5,),
» =m

(ad 1 linee e k colonne), ha caratteristica uguale a k. In altre parole la
matrice (3.4) per ogni x di Q ha un numero di linee > al numero delle
colonne e, interpretata come matrice dei coefficienti di una trasfor-
mazione lineare tra lo spazio complesso a & dimensioni e lo spazio com-
plesso ad I dimensione, definisce una trasformazione lineare biunivoca
tra lo spazio in cui opera e il suo codominio.

Se la matrice (3.4) relativa all’ operatore (3.3) é quadrata (I = k),
la. condizione di ellitticita st traduce nell’ipotesi che il suo determinante
st 7 0.

Secondo la definizione di ellitticita, che abbiamo data risulta el-
littico, ad es., Poperatore gradiente che fa corrispondere alla funzione
f 1l vettore:

of

o

1

grad f =

"
_bf_}‘

o,

In tal caso ‘si ha infatti £ = 1, | = n, e la matrice (3.4) diventa:

k
! E-'.n

Se 1 numeri ¢, ..., £, non sono tutti nulli essa ha caratteristica
eguale al numero delle colonne (cioé 1), e definisce una applicazione
biunivoca dello spazio ad una dimensione in un sottoinsieme dello
spazio ad » dimensioni, e precisamente in una retta uscente dall’ori-
gine:
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Al contrario operatore divergenza per n > 1 non & ellittico. Esso
infatti fa corrispondere ad un vettore a k& = n componenti un vettore
ad I = 1 componenti, ciodé un numero, e la matrice (3.4) che nel caso
attuale diventa:

1 & |
non pud certo avere caratteristica eguale al numero delle eofonne,
d’accordo col fatto che una trasformazione lineare dello spazio ad n
dimensioni sulla retta non puod essere biunivecamente invertibile.

I coefficienti dell’'operatore (3.1) dell’operatore matriciale (3.3) sa-
ranno sempre supposti indefinitamente derivabili in Q. In tal modo
Poperatore (2.1) [(2.3)] pud essere applicato ad una distribuzione di
D’(Q) [ad una distribuzione vettoriale]. (*)

La nozione di ellitticith di un operatore differenziale si collega,
come vedremo, ad una nozione di natura assai diversa che vogliamo
ora mtrodurre.

E intanto evidente che se la distribuzione 7 & una funzione in-
definitamente derivabile in Q allora anche la distribuzione DT é una
funzione indefinitamente derivabile in Q.

DEF. 3.3: Diremo che loperatore matriciale D é ipoellittico nell’ in-
sieme aperto Q se: ogni qualvolta DT é una funzione [matrice] indefi-
nitamente dervvabile wn Q anche T ¢ una funzione [matrice] indefinita-
mente derivabile 1n Q.

TroR. 3.1: Ogni operatore ellittico 1 Q (3.1) [o operatore matriciale
ellittico (3.3)] e wpoellittico in Q (®).

L’interesse del teorema (analogo ad un teorema di BERNSTEIN)
consiste nella possibilita di affermare che le soluzioni di un problema
al contorno per equazioni differenziali ellittiche, in ipotesi di regolarita
per 1 coefficienti e per 1l termine noto, sono regolari nell’interno del
loro campo di definizione. (?)

(7) Siricordi che in generale non é possibile definire il prodotto di due distribuzioni qua-
lunque; & perd sempre possibile definire il prodotto di una funzione indefinitamente derivabile
per una distribuzione [5, cap. V, §17].

(8) 11 teorema inverso non sussiste: ad es. 'operatore (del calore) o — A & ipoel-
littico ma non ellittico. : ot

Gli operatori ipoellittici a coefficienti costanti sono stati caratterizzati da HORMANDER,
Acta Math. vol. 94, 1955.

(*) Un’altra applicazione del teorema 3.1 & la seguente: si introduca per le funzioni dj

due variabili f(z, ») la seguente definizione di olomorfia: f(x, y) & olomorfa se ﬂ"_ 44 of =0,
le derivate essendo intese nel senso delle distribuzioni. ox oy

- .. s o]
Si vede allora che le funzioni olomorfe [essendo ellittico I’operatore — - + 4 i
oy
sono indefinitivamente derivabili nel senso usuale e dunque eoincidono con le funzioni olo-
morfe usuali.
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Tutte le considerazioni che faremo serviranno per conseguire la
dimostrazione del teorema enunciato; riteniamo pero utile esporle con
qualche maggiore generalitd di quel che sarebbe strettamente neces-

sario, perché il loro interesse non & limitato alla dimostrazione del teo-
rema 3.1.

4. RICHIAMI SULLA TRASFORMATA DI FOURIER IN TEORIA DELLE DI-
STRIBUZIONT.

Per comodita del lettore richiamiamo qui brevemente alcune pro-
prieta e definizioni sulla trasformata di Fourier in teoria delle di-

stribuzioni. Tutte le distribuzioni e funzioni considerate saranno de-
finite in R”.

Dgr. 4.1: Indicheremo con & (spazio delle funzioni a decrescenza
rapida) lo spazio lineare delle funzioni ¢(z) complesse indefinitamente
differenziabili in R" e tali inoltre che risulti:

(4.1) lim |z " D? () =0
lz|=» o0
per ogni n-pla p = {p,, ..., p, } di interi > 0 e per ogni k intero > 0.
Introdurremo in & la seguente topologia: un sistema fondamentale
di intorni dell’origine sara costituito dagli insiemi V(m, k, ) di punti
o di S tali che
| A+ |z PP Do) | <ce

per ogni derivata D” d’ordine |p | < m, essendo m e k interi > 0
qualunque prefissati ed = numero reale positivo qualunque prefissato.

Lo spazio & e loc. conv. separato completo e riflessivo (anzi
di Mo~TEL) [6, cap. VII, §3].

DEF. 4.2: Diremo spazio &’ (spazio delle distribuzioni temperate)
lo spazio duale (forte) di &

S’ & uno spazio di distribuzioni ed & loc. conv. separato completo
e riflessivo (anzi di MoNTEL) [6, cap. VII, §4].

Valgono inoltre le seguenti relazioni pressoché evidenti

DCSCS CcD

ciascuno degli spazi avendo topologia «meno fine» del precedente, che
¢ in esso contenuto. Di pit D ¢ denso in §e & (e quindi D) & denso
in &; gli spazi & e & sono dunque spazi normali di distribuzioni [6,
cap. VII, §§ 3 e 4].

Indicheremo con &(y) la trasformata usuale di Fourier di una
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funzione ¢(x) definita in tutto R™:

(4.2) o(y) = I o(z) exp (—2m i - y) dw
dove -y =2y, + 2y, + .. + 29, -

Per noti risultati sulla trasformata di Fourier usuale (v. ad es.
[1]), possiamo senz’altro dire che, se o €S,  esiste e si pud anche

facilmente vedere [6, cap. VII, § 6, teor. XII] che o € § e che val-
gono la formula di reciprocita.

(4.3) o(z) = f ey)exp 2riz-y)dy
e la formula di PArsEvAL

(4.4) o3, dy = [ o,(2) o,(@) dw
R™ R

per ogni coppia di funzioni di S; e tenendo conto del fatto che

o@) = [ o) exp2niz-y)dy

R®
la (4.4) equivale anche alla
(4.5) 1{" 9,(%) 9,() dx = f ?,(2) 9,(2) dz

Le (4.2) e (4.3) stabiliscono due isomorfismi algebrici e topolo-
gicl reciproci 'uno dell’altro, di & su se stesso [6, cap. VII § 6, teor.
XII].

Si puo allora definire la trasformata 7 di una qualunque distribu-
zione T di &’ ponendo per definizione

DEr. 4.3: <7, o>=<T, >

T & cosi la trasformazione trasposta (o aggiunta) della trasformazione
di Fourier in &:¢ — ¢ definita dalla (4.3).

T appartiene percid ancora ad S'.

Analogamente si definisce la trasformazione reciproca (o coniu-
gata) come trasposta della (4.3) in &.

La trasformazione di FOURIER e la sua reciproca cosi definite
stabiliscono due isomorfismi algebrici e topologici, reciproci 'uno del-
Paltro, di &' su se stesso [6. cap. VIIL, § 6, teor. XIIT].

La def. 4.3 equivale alla formula usuale (4.2) nei casi in cui que-
st'ultima & wvalida. la def. 4.3 ¢ dunque un’effettiva estensione della
usuale trasformata di Fotrrier. Ed & anche da notare per il seguito
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la validita [6, cap. VII, §6, pag. 106] della formula di PARSEVAL
nella forma (4.4) e cioe

(4.6) <1,8>=<T, 6>

(la (4.5) & estesa dalla def, 4.3 stessa); e inoltre la validita [6, cap. VII
§ 7, pag. 109] della classica formula per la derivazione

bT . o~
(4.7) —— =2niy, T
o,

1l prodotto y, T essendo inteso nel senso delle distribuzioni [5, cap. V,
§1]e cioe <y, T, 0> = <T, y, o>.

5. PROPRIETA FONDAMENTALI DEGLI SPazI H°.

D’ora innanzi considereremo salvo avviso contrario, distribuzioni
e funzioni definite in tutto R”", indicheremo pit semplicemente gli
spazi che considereremo con 1 simboli D, 9, H*® ecc. ...

Nel n. 1 abblamo definito gli spazi H® per s Intero > 0. Vedremo
ora come possa introdursi lo spazio H* per s numero reale qualungue.

Incominciamo con Vosservare che una funzione f appartiene ad
H® con s intero > 0 se e solo se la sua trasformata di Fourier appar-
tiene a L? insieme alle trafsormate delle sue derivate e cioé, se sono
di quadrato sommabile in R" le funzioni

(2= i EY f(£) per ogni p= {p,...p,} taleche |p|<s
[(Zem &) = 2emE) . (2emE )];

¢1o in vista di note proprietd sulla trasformata di Fourier in L? (v.
ad es. [1, pag. 126]). La cosa equivale anche al fatto che ogni ccpres-
sione del tipo

P() f(2)

con P(&) polinomib di grado s, risulta di quadrato sommabile in R",

o anche
(1+|g\)‘/‘ £ye L?

T allora naturale porre la seguente definizione:

DEr. 5.1: Diremo che la distribuzione T appartienc ad H* (s reale

qualunque) se T €S’ e la sua trasformata 7 ¢ una funzione tale che
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1+ g pyR TE)elr ()

Per s intero > 0 si ritrova la definizione usuale data nel n. I.
Per s > 0 T risulta una funzione di L? insieme alle sue derivate d’or-
dine < [s].

Lo spazio H* & uno spazio di HILBERT (completo) se si assume come
prodotto scalare di due elementi S e T

S, 1), = [ (+ |2 P 8E T de
Rn
e quindi come norma

I 7=+ [z py | T(z) |2 de)®

Se s & intero > 0 si ottiene cosl una norma equivalente (') ‘a
quella usuale definita nel n. 1.

Si hanno per gli H*® le seguenti relazioni di inclusione pressoché
evidenti.

DCSCH' cH CS' cD (s =)

Inoltre D’applicazione canonica di ciascuno spazio nel successivo &
continua (cioé clascuno spazio ha topologia - piu fine - del successivo)
e tutti 1 suddetti spazi sono spazi normali di distribuzione.

Accanto agli H* si introducono a volte lo spazio H®, intersezione
di tutti gli H*, e quello H—°, unione di tutti gli H*, la topologia intro-
dotta in H* essendo quella - estremo superiore - delle topologie degli
H* e quella introdotta in H-°° essendo la topologia - limite induttivo -
delle topologie degli H*; noi non avremo per(‘) bisogno In seguito di
detti spazi e llmmldlamo percid per maggiori precisazioni a [6, cap. VI,
§ 8] dove H>® e H~-°° sono rispettivamente indicati con 9;, e D';,.

Una fondamentale proprieta degli H* ¢ espressa dal

Teor. 5.1 (di dualita): Il duale (forte) di H® si puo identificare
con H=* sia dal punto di vista algebrico che topologico (cioé ¢’é un 1so-
morfismo algebrico e topologico di (H*) su H-*).

Occorre naturalmente precisare come deve essere fatta questa
1dentificazione (*?): essa e da intendersi nel senso precisato dal teo-
rema 1.4 (si ricordi che H* ¢ uno spazio normale di distribuzioni).

(1) Si ha ad es. che la funzione di Dirac § ¢ H*® per s < — n/2 infatti 3 — 1 e 1+
+ [E|?)s/2 € L? per s < — n/2.
(11) V. nota (%).
(12) Si osservi ad es. che in quanto H*® & uno spazio di HILBERT il suo duale pud identi-

ficarsi con H* stesso, come € ben noto, attraverso la rappresentazione dei funzionali lineari
continui come prodotti scalari.
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Il teorema 1.4 ci dice dunque che (H®)" & identificabile algebri-

camente con un sottospazio K’ di 9’. Dimostriamo allora anzitutto
che K’ ¢ esattamente H-*.

E intanto evidente che se 7 € K’ essa € &/, poiché T & una forma
lineare continua su H* e quindi su §.

Per dimostrare che 7' € H-* bisognera dunque dimostrare che
1+ [P TE) e l?
Osserviamo anzitutto che, poiché 7' & una forma lineare continua
su H°® risulta
|<T, o> <M

dove M & una costante indipendente da ¢, al variare di ¢ nell’insieme
delle funzioni di & tali che [|o |, < 1.

Per la formula di PARSEVAL (4.6) abbiamo allora anche

\ <f’,c;> |<M per le stesse o
Posto allora

U(E) = (1 + [EP)E5E)

si ha
LA $(2)
’<1” a+epr ~

e per la definizione stessa di prodotto tra distribuzioni [5, cap. V,§1]
si ha. anche

<M

| <@+ ep-rTE), &) >|<M

AN
Osserviamo che ¢ pud essere una qualunque funzione apparte-

nente ad & e di norma in L* minore o uguale ad 1, | ¢ [|,. < L.

Ne segue che la distribuzione
(1 + [}~ T(E)

¢ una forma lineare continua su L? e dunque essa stessa una funzione

di I? e si ha
<+ 5P TE), V) :=;<1+wa\%4ﬂﬁ@>a@nﬁ

Assegnata viceversa una distribuzione T'€ H~* dimostriamo che
essa ¢ anche una forma lineare ¢ continua su H*.
Presa infatti una generica funzione o € &, esiste I'integrale

IT@)@E = J 2R TE)] L+ |2 P eE)] dE

-
-
3
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perché entrambi i fattori tra [ ] sono per le ipotesi poste di quadrato
sommabile.

Detto integrale per la formula di PARSEVAL (4.6) risulta uguale
a <T,o> ed &, come si vede facilmente, una forma pseudolineare e
continua su H*; dunque <7, ¢ > & una forma lineare e continua su
H*, cioé un elemento -di (H*)'.

Rimane infine da dimostrare che l'isomorfismo tra (H®) e H~*
¢ anche topologico; per il che basta osservare che se in (H*)" si in-
troduce la topologia (forte) mediante la norma consueta (v. i n. 1,
def. 1.8)

| T || gy = estr. sup. | T(e) |

el =1

la corrispondenza considerata tra (H*®)" e H~* risulta addirittura una
1sometria, come sl verifica facilmente.

Vogliamo ora stabilire la seguente proprietd degli spazi H-™ con
m intero > O:

Tror. 5.2: Le distribuzions T € H-™ sono caratterizzate dal fatto
di essere esprimibili come combinazioni lineari di derivate d’ordine < m
di funzions di quadrato sommabile. )

Questa proprieta ¢ analoga alla proprieta delle funzioni di H™
di avere derivate m-esime di quadrato sommabile.
E intanto evidente che se una distribuzione 7' verifica la

T=2 D%g, con |p|<m e g€l
1=1

allora in virtu della (4.6) 7' appartiene ad H-"™.
Se viceversa T € H-™ si ha:
1)
1 + lallm + + lgnlm

. Indicando con }”\(i) questa funzione di quadrato sommabile la
T(2) puod essere scritta nella forma:

e I}

N

" fE) ]

l.n L )
i) =y + 3 g e —fo + 3 @iz |13 »
: ¢ . Ei (2 T 7/)
e di qui, indicando con g;(¢) I'espressione entro parentesi quadra, che
risulta di quadrato sommabile, si ottiene

l.n

TE) =fE)+ X @ixE)" §,E), (f, 4. I?)
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ossia sempre per la (4.6)

r-r+ %o

g: (f, ge ¥,

e con clo la proprietda ¢ dimostrata.
Indichiamo con &3 lo spazio lineare delle funzioni indefinitamente

derivabili in R" e limitate insieme a ciascuna delle loro derivate; e
dimostriamo il

TEOR. 5.3 (0 di moltiplicazione). Il prodotto di una funzione « € I3
per una distribuzionz T € H*, con s intero, appartiene ancora o H° e
Papplicazione T — o« T ¢ lineare e continua.

Supponiamo prima s > 0. Per 7€ H*, « € 53. ogni derivata di
ordine < s del prodotto « 7' & allora esprimibile come combinazione
lineare a coefficienti limitati di derivate di ordine < s della funzione
T, donde la tesi.

Se invece s < 0, posto s/ = — s si tratta di dimostrare che
«T e H* e cid & assicurato, per il teorema di du:\litz}, dal fatto
che « T risulta una forma lineare continua su H*': si ha infatti per
definizione stessa di prodotto [5, cap. V, § 1] < o T, ¢ > =
<T, xo >.

Ovviamente pol 'applicazione T — « T' & lineare ¢ continua.

Osservazione al teor. 5.3: 1l teorema non ¢ stato finora dimostrato
e probabilmente ¢ falso nel caso che s non sia intero.

Esso continua pero a sussistere per s qualungue se, In luogo dell 1-
potesi « € J3, s1 fa 'lpotesi piu restrittiva « € L' e £7a(£) € L' e in
particolare se « € §.

Corollario. — Se D é un operatore dv ordine m a coefficientt in S
esso opera con continuite da H* in H*=" (e cio qualunque sia s).

In quanto segue dimostreremo che viceversa se D ¢ inoltre ellit-
tico, dal fatto che DT € H* " segue T'€ H* ("*), e dunque se DT &
indefinitamente derivabile anche 7' ¢ indefinitamente derivabile, cio
che & In sostanza il teor. 3.1.

Ricordiamo intanto alcune proprieta del prodotto di composizione
in teoria delle distribuzioni: rinviando per la definizione in generale
a [6, cap. VI, §2] ci bastera ricordare per il seguito il caso del pro-
dotto 7 % « di una distribuzione 7' € 2’ per una funzione o € D: T * a
risulta allora in sostanza definito dalle relaziomi [6, cap. VI, § 4]

(13) Ad es. se AT < L* allora 7' - H2
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<Txa, o>=<T, o> “, 9ED, TeD
dove

Y(@) = [ «(t) p(x + t) dt
B

(e quindi ¢(z), in quanto « € D e ¢ € D, appartiene anche a D).

Risulta da qui, come & noto [6, cap. VI, §4, teor. XI] che T &
una funzione indefinitamente derivabile e che 7 %o = a % T

La funzione « % 7" (0 T = o) chiamasi la - regolarizzata di T me-
diante « -. :

Dimostreremo ora di piu che

TEOR. 5.4: Se T€H* ¢ a € D, allora T x« € H® e inoltre T —
— T %o & una applicazione lineare continua di H°® in se.

Di pid T %o € Ho.

Si consideri infatti la trasformata di Fourier di T # «; per noti
risultati [6, cap. VII, § 8] s1 ha Twoe =T X a. ‘

Essendo« € 9, « ¢ (v.ad es. 6, cap. VII, § 6, pag.105) una funzione
di & e quindi se T() (1 + |2 /)"* € I’ anche la funzione T'(&) (1
—l— ‘E |2 YPaE)e L* e cioé T xa € H (anzi di piu si puo dire che:
T 1+ }Z l Y2 «(2) € I’ qualunque sia r e dunque 7 % a € H*).

Lau trasformazione 7— T x o« & anche continua da H® ad H®
stesso poiche

[T e, = (Lo T 21 2 1Y 2 =
=(J|T-aPa+|2Prd)y:<K|T],
Jidd

con K costante tale che |a | < K.

Osservazione al teor. 5.4: Con dimostrazione analoga al teor. 5.4
vale anche se « & una misura di massa totale (o variazione totale) finita
in tutto R”".

Dimostriamo ora il seguente teorema dv approssimazione:

Teor. 5.5: Se T € H' e {«.} ¢ una successione di funziom di D,
non negative, con supporti temlem‘z uniformemente all’ ongme per y —> co
e tali che f o, de =1 ("), allora T = o, converge per j— oo a T in H.

Infattl per le ipotesi fatte sulle o, le trasformate @, sono equi-
limitate dalla costante 1 in modulo, dunque dal teor. 5. 4 segue che

(1) Si dice allora anche che «; > § nello spazio &' [5, cap. III, §7]. (3 funzione di
Dirao).
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T *«; & una successione di trasformazioni lineari e continue di H°
in s che sono anche equilimitate (e dunque equicontinue: || 7' x «; ||| <

< | T |,). E sufficiente allora per un noto teorema di teoria delle tra-
sformazioni lineari (v. ad es. S. BaxacH, Theorie des operations lineaires,
teor. 3, pag. 79), dimostrare che lim T xa, = T in H* per tutti 1T

. . . ]_)Oo
di un insieme ovunque denso in H*, ad es. per tutti1 7' € D; ma se

T € D ¢ assai facile vedere che T x «;—~ T in D e quindi a fortiori
in H°.

6. ULTERIORI PROPRIETA DEGLI SPazI H°.

D’ora innanzi per brevitd indicheremo con || 7' ||, la norma di un
elemento 7' di H*; & dunque

(6.1) |70 = ey T) | deye

Sia ora K un compatto fissato di R”; indichiamo con H* il sotto-
spazio di H® costituito dalle distribuzioni di H* aventi supporto con-
tenuto in K. La (6.1) costituisce una norma anche in Hy*. Dimostriamo
il seguente

TrOR. 6.1: Se K & un compatto fissato dv R", in Hy* la norma (6.1)
e equivalente alla norma
(6.2) I OJEP|TE) [ de

(& =>4

dove A é una costante fissata ad arbitrio. _

Dobbiamo dimostrare che esistono due costanti positive ¢ e C
che dipendono da 4, K, s ma non dalla distribuzione T' tali che per
ogni T € Hy'

(6.3) o[+ [y | T Fde <
< I IE | Terd =0 pa+ |zpy| TEP e

Osserviamo Innanzitutto che (6.2) & effettivamente una norma
in Hy*. Infatti se .
[ e | TE) [P de =
&=
allora T(2) = 0 nell’insieme: |£ | > 4. Essendo pero T a supporto

compatto, T per un teorema di PALEY-WIENER (v. ad es. 6, cap. VII,
§ 8, teor. XVI) ¢ analitica ed annullandosi fuori della sfera di centro
Porigine e raggio A si annulla in tutto lo spazio.
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La relazione «destra» in (6.3) & evidente in quanto |& | > A
& contenuto in R" e |& " < (1 + |E [
Per dimostrare che esiste una costante ¢ tale che

(6.4) Flep | TE) pde=c [ (1+|EPy IT * d&
|24 Rn

ragioniamo per assurdo. Supponiamo che questo non sia vero. Esiste
allora una successione di distribuzioni di Hy*: T, T,, ... T, ... che gode
delle seguenti proprieta

W |1, =
(6.5)
P ITE g a0

|5|>A

L’insieme delle 7', essendo, per ), limitato in H* & a fortiori h-
mitato in 9’, quindi, per un noto teorema sugh spazi di distribuzioni,
[5, cap. ITI, § 3, teor. XII] & in 2’ relativamente compatto. Si puo
allora estrarre da esso una successione parziale che indicheremo ancora
con T'., convergente in D’ verso un limite 7". Allora, tenuto conto che
le T, hanno supporti contenuti in un compatto fissato, per il teorema

di PALLY WIENER citato, le loro i H]Hnaé,lnl di Fourier 7' (£) sono fun-
zioni analitiche, inoltre risulta:

J @+ |epy ]T |2d5<1
e quindi per ogni compatto L di R"
[12,6) [ dz < ML) con KI)
L

. . . A . . .
costante dipendente solo da L; di qui essendo le 7', analitiche si de-
duce con ben noti ragionamenti che le T (£) convergono uniformemente

. . . AN N
su ogni compatto L di R”, necessariamente a 7. Se L & ora un com-
patto di R”, non contenente l'origine (') si avra dunque che

T
z z

(6.6)

= Ty(E) ! | TE) P dz

j—>oc0

Ne segue, tenuto conto della (6.5), b), che se L & esterno alla sfera
e <4 .
(6.7) [ |76 Fds =0

(3%) Cid perché s potrebbe essere negativo.
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.Quindi T() ¢ nulla quasi ovanque fuori della sfera di centro
Porigine e raggio 4 ed essendo analitica & nulla in tutto R”.
Decomponiamo ora la norma | T, |, nel modo seguente

(6.8) = [+ ey | 1) Pz =

= Ja+gpy I?,.(a) Pl § 0 By | 2,2) e

IEI
A meno di una costante 1+ |& ]2 [ 7 E) | d& & maggiorato da

e
f 15 ¢ [T ) [P e, qumdl per (6.5), b), tende a zero per j—oo.

Nel compatto: |£ | < 4, la funzione (1 + |£ )" & limitata, men-
tre T (E) converge, per quanto visto, uniformemente a zero, ne segue
che anche .

J @+ e | T,¢) [P de
&4
converge a zero per j — oo . ‘In definitiva
lim 7, ], =0
j—>o0
il che ¢ assurdo per l'ipotesi [(6.5) a)].
Il teorema 6.1 ¢ cosi dimostrato.

Osservazione. — In particolare se ¢ s > 0 in (6.2) si1 pud assumere
A = 0 e usare quale norma equivalente alla (6.1) in Hy® la radice
quadrata di R
(6.9) [ 27 e

Sia % un numero reale > 0. Abbiamo gia detto che H® & un sotto-
spazio di H*" e che l'applicazione canonica di H® in H*" & conti-
nua. Dimostriamo il seguente

TEOR. 6.2: Se K ¢ un compatto fissato di R™ ed h un numero reale
e positivo Uapplicazione canonica di Hy* in Hi*=" é completamente con-
timua.

Essendo Hy* e Hi*" spazi di HILBERT la completa continuitd
equivale come & noto a dimostrare che applicazione canonica di
H,® in Hy*" trasforma ogni successione di distribuzioni debolmente
convergente a zero in Hy* in una successione fortemente convergente
a zero in H "

Sia T, T,. ... T,, ... una successione debolmente convergente a

7 .
zero in H,*. dimostriamo che essa tende a zero fortemente in H5—".
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Se T,— 0 debolmente in Hy* a fortiori 7, — 0 debolmente in
D', ma p01che in 9, la convergenza debole e quella forte (per le suc-
cess1on1) sono identiche [5, cap. 111, § 3, pag. 75), T, — 0 fortemente
in P’ ed avendo le 7', il loro supporto contenuto m uno stesso com-
patto K, per 1l teorema di PALEY-WIENER e per un ragionamento gia

fatto le loro immagini di FOURIER Tj(g) convergono a zero uniforme-
mente In ogni insieme compatto di R”.

Cio posto consideriamo la norma di 7', in Hg*™:

(6.10) A T () [ de

e dimostriamo che — 0 quando 7 — co. A tal fine & utile sostituire la
(6.10) con la norma equivalente (per il teorema 6.1):

(6.11) | =1 [ & [ |7, |2 de

Per dimostrare che questa norma tende a zero per j — co decom-
poniamola nel modo seguente:

6.12) J |2 [ | T Fde = J |2 [ | Ty e +
1&1=1 1<|¢l< B

+ [ g e | 1) P
=B
dove B é una costante positiva > 1 che determineremo in seguito.
Per 'ultimo di questi integrali sussiste la limitazione

©.03) T2 [ | D) Pt < e []2 P [ B0) [ di= g | .2

1&>B
Poiche T'; convergono, per ipotesi, debolmente in Hy* per un noto

teorema di BANACH-STEINHAUS le norme | T |,* sono limitate, quindi
fissato ¢ > 0 da (6.13) si ha che se B ¢ sufﬁclentemente grande

(6.14) AR | T,) |2z < f—

qualunque sia j. Fissato B in modo che valga la (6.14), esaminiamo
ora l'integrale
(615) |E |2s_2h | T ) ‘2 da
1<|é|<B
St ha: T — 0 uniformemente su ognl compatto di R", in parti-
colare sull’mSIeme 1 < |E|<B, ed ivi la funzione |£ 25-2h & limi-
tata, quindi & possibile determinare un j, tale che per j > j, I'integrale
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(6.15) sia < ;— In definitiva, fissato ¢ > 0, si pud determinare un
7, tale che per 7 >3

. _ 1T, > <e
e c10 prova il teorema.

Dal teorema 6.2 segue, nell’ipotesi che s > 0, il seguente

Corollario. — Se K ¢ un compatto fissato di R”, h un numero > 0
ed s > 0, la norma dell’ applicazione canowica di Hy® in Hg*~" tende
a zero quando diam. K — 0.

Se con N indichiamo tale norma, per ogni fissato K si ha, come
& noto,

N =estr. sup. | T |,-, . (T'eH)

Per fissare le idee sia {K,} una successione decrescente di com-
patti, contenuti nello stesso compatto K tali che diam. K, 6 — 0.

E ev1dente che se K, C K, allora "anche Hy, . CH%, s Hy

SK’:H-I C HSh

In ognl spazio 0 x, consideriamo la sfera unitaria; queste sfere
costltulscono una successione decrescente di insiemi chluel e limitati
di Hf trasformata dalla applicazione Hj — H%" in una succes-
sione decrescenite di insiemi compatti di H“’ la quale quando diam.
K — 0, converge all’elemento prodotto di tuttl gli insiemi della suc-
cessione stessa. Questo prodotto ¢ una distribuzione che dovendo ap-
partenere a tutti gli Hy} per ogni K, ha per supporto un solo punto,
e poicheé s > 0 essa appartiene a L*. Ora una funzione di L* il cul sup-
porto ¢ ridotto a un punto é nulla. B cio prova che la norma N — 0
quando diam. K — 0.

Teor. 6.3 (dell’artificto dv Korn): Sta D un operatore differenziale
(non necessariamente ellittico) d’ordine m a coeﬁiczent@ «,(z) infinitamente
derivabili e tali che o (0) = 0 per |p | = m. sia s > 0. K un compaito
contenente Uorigine dv R", D allora rappresenta una trasformazione li-
neare e continua di H; in H%™ la cui morma converge a zero quando
il diam. K tende a zero.

Consideriamo dapprima 1l caso m = 0. D si riduce allora alla mol-
tiplicazione per una funzione che si annulla all’origine ed & infinita-
mente differenziabile. Supponiamo dapprima che D7 = z T con ¢
fissato tra 1 ed n. e supponiamo che il compatto K sia la sfera K,
di centro lorigine e raggio <.



30 L. SCHWARTZ

Se T(z) & una funzione localmente sommabile, allora

<TE), 9> = [ T(@) (@) dr

Rn
da cul si ha facilmente
(6.16) <T(zx), o> = [ T(cx)o(x)dx =
Rn
1 7 1 x
- 1w e L)ay = <o Z)>
e e \ €

Rn

L’uguaglianza tra il primo e 1'ultimo membro della (6.16) si puo assu-
mere come definizione nel caso che 7 sia una distribuzione del tutto
generica. :

E ovvio che se T(z) & una distribuzione con supporto contenuto
nella sfera K, di centro l'origine e raggio s, T'(< ) ha supporto con-
tenuto nella sfera unitaria.

Assumendo come norma || T' |, la radice quadrata di (6.9) si vede
facilmente che

(6.17) | T@) ||, = | Tc @) |, 2 (19)
e similmente
(8.17) |2, @) ||, = | @, T [, <2 "

Detta N la norma della trasformazione continua D(T) = z, T
nell’insieme delle 7'€ H* a supporto contenuto nella sfera unitaria
(quindi N non dipende da <) si ha che

|z, T(e) |, <N | T2 |,
quindi per la (6.17’):

—s+1

lo. T, <N | T2 ||, *
e tenuto conto della (6.17) si ha in definitiva
[z, T |, <Ne|T]

cid che prova la tesi, nel caso considerato.
Supponiamo ora m = 0 ma D di tipo pit generale, precisamente

D(T) = a(z) T

(1%) Si tenga presente che la trasformata di Fourier di 7T'(sz) & —1"- /1\’ (—E-)
€ €
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con a(x) funzione indefinitamente derivabile nulla nell’origine: «(0) = 0.
Per ogni fissato K, D & una trasformazione continua di Hy* in
Hy® (v. corollario del teor. 5.3).

Osserviamo che a(x) si pud scrivere nella forma
a(z) = v, + xo, + .+ X,

con o, a, ... o, funzioni indefinitamente derivabili (*%).

Allora si ha:
H“T He = HzixiaiT H¢ =2 Hwia‘iT

ese K é& sufﬁcientemente piccolo, detta ' una costante opportuna:

|@, 0, T |, <Cclo T, e poiche le a(z) sono indefinitamente de-
rlvablll esistera und costante c tale che

<c|T],

|
|l [ 8

In definitiva
|

|

laT

= Coe [T,

e anche in questo caso il teorema & dimostrato.
Sia ora m % 0 (**). Consideriamo 1’operatore differenziale

DT = % a,(x) D'T
Ip]=0
Decomponiamo DT nella forma:

> DP (e, T) + > {och”T—Dp(ocpT)} + ...
Ip| =m ol =m
cioé
DT = » D'«T)+D, , (2,0 =0),
p=m

(17). Basta decomporre a(x) nella maniera seguente:

oT) = Xy, T3y oovy £p) — (0, Ty, oovy ) + (0, 25, ..., 2,) — (0,0, 25, ..., z,) +
+ (0, 0, 23, ..., ;) — ... — (0, 0, ..., 0, x,,) + (0, 0, ..., 0, z,) .
Le
Ty <eey Xp) — (0, Zgy oovy Ty)
(0, Zy, ..., &) — (0, 0, x, ..., x,)
(0, 0, 23, ..., ) — (0, 0, 0, x4, ..., T,)
(0, veey Tpyyy ) — (0, ..., 0, 2,)
(0, ..., 0, z,)
sono funzioni indefinitamente derivabili considerate rispettivamente nelle variabili
Xy, 3, Ty, vevr Tn-1> Ty € §1 annullano nell’origine, e pertanto si possono scrivere nella forma
Ty 0y 5 Xylly 5 ey Ty Oy

(18) Osserviamo che non & detto che s —m sia = 0.
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dove D, risulta un operatore differenziale d’ordine al pitt m — 1 per
il corollario del teor. 5.3.
Essendo D? una trasformazione continua di Hyg® in Hg*~™ per
ogni fissato K, si ha che
1.(‘

| D, 1) |, < cost ||, T
e quindi preso ¢ > 0 ad arbitrio, per K di diametro sufficientemente

piccolo, poiché «, si annulla all’origine, si ha per il risultato stabilito.
nel caso precedente:

.
2

L’operatore differenziale D, individua una trasformazione lineare
e continua di Hiz~' in H;~™, quindi

| DT ||,_,, < c| T, (¢ costante)

107, D) =5 1T s

e poiché s & positivo in virtt del corollario del teorema 6.2 si ha che
se K ¢ sufficientemente piccolo

Tl = 5 |71,

quindi in definitiva per K sufficientemente piccolo
IDT ||, < o[ T],

e cto dimostra completamente 1l teorema.
Consideriamo ora una successione 3, di funzioni che godono della
seguente proprieta

s—m

' B, €D e il supporto di B, contenga ’origine di R”
L. =0
[B(x)de =1

" per ¢ — 0 il diametro del supporto di g, — 0

(cio che esprimeremo brevemente dicendo che B, = 3 (v. nota
e—>

(14)) e moltre delle due proprieta supplementari (che peraltro non sono
indispensabili per il teorema che ora dimostreremo) che esista una co-
stante K tale che

k

IBe(x)i < — e
£

0
B, | <k
bxi |~— s”+1

Diremo che {B8,} costituisce una successione di regolarizzanti
« AIMmessa ».
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E facil.e costruire successioni {@,} di regolarizzanti che godono
delle proprieta elencate. Ad esempio se £(z) ¢ una funzione di 9,
non negativa e tale che [B(x)de = 4 1 basta considerare le funzioni

8, cosi definite
b= 8 ().

€ . €

Sia T una distribuzione di H* e D un operatore differenziale d’ordine
m. Si ha allora in virti dei teoremi 5.4 e 5.5:

. *TeH>, lm g, *x7T=T in H*

e—>0

e poiché D ¢ una trasformazione continua di H® in H*-™ (corollario
del teor. 5.3) si ha

lim D@, «=T)= DT in Hs-™
e—>0
ed anche

lim 8, =DT = DT in H-™

e—>0

Da queste relazioni segue

(6.18) lim {D@, *T)—8,*DT}=0 in H:-"

e—>0
Se pero B, gode delle proprieta enunciate si pud dimostiare qualcosa
di pia di quanto non affermi la relazione (6.18), precisamente:

TeOR. 6.4 (di Friedrichs): Se {8, } é una successione di regolariz-
zanty ammessa, D & un operatore differenziale d’ordine m con coefficients
vppartenenti a S e T varia in H®, allora:

'6.19) lim {D@,«T)—p, «DT} =10 in Hf-mH
e—>0

Dimostriamo anzitutto che DB, % T)—8, « DT per T € H® ¢&
imitata in H*-™+'. Ci potremo limitare a dimostrare questa afferma-
zione nel solo caso m = 0, cioé nel caso dell’operatore DT = T con

m

« €S, e infattise 8 DI'= Y« DT allora [6, cap. VI, § 3, teor.
IX7: tpl =0

D@, *T)—8,*DT = Y {o,B,* D'T)—p, %o, D*T}
p=0
e si ¢ cosi ricondotti al caso m = 0 se s1 sostituisce 7" con DPT.

Dimostriamo dunque che, per « € & e T fissato in H*, «(8,* T) —
—8, *« T & limitata in H**' al variare di e cioé che esiste una costante
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¢, iIndipendente da e da T tale che
(6.20) [I@E) | (L4 |2 p)erpde <o | T
B
dove ®(2) & la trasformata di Fourier di «(8, x T) —8, %o« T.
Ora risulta [6, cap. VII, § 8 teor. XV]:
® =3 (8,1)—B,(ax 1)

e poicheé « e é\g appartengono ad & e 7' € H* si riconosce subito per o-
gni &:

2(€) *8.(2) T(z) = g B.(2 — =) TE — ) 6(n) dn
8.6) (2() * T(E) =] B,) T — ) an) dn

sl osservi inoltre che ( + |8 PEE = (1 + [E PP+ |E )R e
che (1 + ]E )R < e, (1 + |£ )i (1 )2, (c, costante) per
ognl coppia di vetton £ e (*?).

Si ha allora

|®E) | (1 + |& )+ =

= T+ |2 PR a) TE —n) (B, € —n) — 5] dn <
S e, O (B[ BE—m) — @) [0+ [af) "1 [a) |

(1 + |&—mn 2" | T —m) | dy
di qui, poiche

(6.21) (14 & P12 8, —m) —B,E) | < eyl + |7 [
(¢, costante) (*°)

(%) Infatti per s > O basta osservare che |§| < |n| + |£€ —=]|; per s < O si ponga s’

s, allora la disuguaglianza equivale alla
st2 sll2

|ryge) = e [

di verifica immediata.

(29) Per dimostrare la (6.21) ¢ evidentemente sufficiente stabilire le due maggiorazion
seguenti:

*) B E—n—B. )| <2
() 27 i EIB,E —n) —B,0] | <o VI [qf.

.. La (*) é immediata conseguenza del fatto che essendo per ipotesi [B,dw=1le funzioni
8, sono uniformemente limitate dalla costante 1.
La (**) ¢ poi equivalente alla seguente:

(***) / {% (2 (=1) — 1) Be(2)] | dz < c VI T [q]F

come risulta osservando che il primo membro della (**) é la trasformata di Fourigr dell’in-
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si ha:
DE) (L + |EP) R < e, [ (14 | )2 | %) | .
L+ |E—n PP | TE—n) |dy =
= ey, {(1+ |2 )02 | 2) [ (1 + |2 P | TE) | )

L’ultimo membro per noti risultati sul prodotto di composizione
(V. ad es. [6, cap. VI, § 1, pag. 7]) & una funzione di L?, la cul norma
mm L* & maggiorabile con

I+ e 2 [ A+ |ER R DE) | o
La (6.20) ¢ dunque dimostrata.

2y (5412

La (6.19) ¢ inoltre di immediata verifica se 7' € 9; per la (6.20)
e poiché 9 & ovunque denso in H* si ha allora, per un noto teorema

di analisi funzionale lineare gia adoperato, che (6.19) & vera per ogni
TeH.

7. PROPRIETA DEGLI OPERATORI ELLITTICI.

Sia H*" lo spazio delle r-ple ordinate di distribuzioni (T,, ..., T,)
(che diremo anche distribuzioni a valore vettoriale) appartenenti
ad H°.

Come prodotto scalare di due distribuzioni a valore vettoriale
S e T eH si assuma:

5.1, = L0+ 2Fr ¥ 8@ L.

=1

Indicheremo con | T' ||, la corrispondente norma, ciod

HTLﬁ=£u+WHW\ﬁ®F&

tegrando della (***) (prescindendo dai segni di valore assoluto).
Resta ora da dimostrare la (¥**), A tale scopo basta stabilire le:
[ ] 2min (€2 C@m —1)B(x) [dx < |n]
| (e2t(®/n) — 1) ﬂé‘(@ﬁ dr < I-,]l .
. [ ox;

La prima di queste segue dall’ipotesi [ B,(z) dz = 1, e la seconda dalle maggiorazioni:

e —1| < ful lei)] < ] . ]
e dall’ipotesi:
‘ 3B, 1
| Oz, gn+t

tenendo inoltre conto che 1’integrazione ¢ eseguita in una sfera di raggio ¢ (dove |z| < e).
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dove

T p=3% |T@F
iz1

Se K & un compatto fissato di R” indicheremo con Hz™" il setto-
spazio di H*" costituito dalle distribuzioni vettoriali 7= (T, ..., T}
le cui componenti appartengono a H*, cioé hanno il supporto con-
tenuto in K. La norma | 7' |, definita in H*>" & norma anche in
HY.

Si ha 1l seguente:

TeOR. 7.1: Sta D un operatore (matriciale) ellittico dv ordine m,
a coefficients costanti, che opert da HY su H™ (r e 1 in genere di-
versi); st ha allora per ogme T € HY

(7.1) | T, <c|DT |,y > (¢ costante)

(cio che si esprime dicendo anche che D é un monomorfismo dv H*"
wm HE=™1),

All’operatdre D, scritto nella forma D = > o« D? agsociamo
il polinomio matrice: Ipl <m
PE = Y a,@int) =, . 5,)]
Ipl <m

che decomponiamo in:
PE) = P,E) + P,)

dove P, indica la matrice formata con il complesso dei termini di grado
massimo (cioé m).

Avendo supposto D ellittico possiamo affermare che il modulo
dell’applicazione della matrice P (£) ad una matrice colonna (cioé un
vettore) ¢ dello spazio complesso a r dimensioni & = 0 per £ = 0 ed
€ # 0, e dunque, dipendendo con continuitd da £ e da ¢, ha minimo
positivo ¢, al variare di &, é con & | =1, |€| =1, cioé

| PE)é|>¢ >0  per lE|=1, [¢]|=1.
Si ha dunque, tenendo conto che P (£)€é ¢ una matrice colonna
funzione omogenea di grado m in £ e di grado 1 iné:
| P,EYE | = |E|™ |E 1.

Considerando invece il polinomio matrice P,(£)¢, di grado m — 1 in
g, sl ha:
| PE)E | <1+ [E])" [ ]
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Confrontando queste due disuguaglianze si deduce Desistenza di
due costanti 4 > 0 e ¢, > 0 tali che

(7.2) | PEYE | >c, |E|™ |2 per E]=4.

Tenendo conto del teorema 6.1 e osservando che la trasformata

di Fourier di DT & P(¥) T\(E), il secondo membro della (7.1) puo
essere scritto nella forma:

|DT P, >c ) [2 e | PE) T() |t de

Applicando la (7.2) con ';1\’(&) = (ﬁ(g), .y ’_/I\’M(E)) in luogo di %
si ha allora:

IDT Py zeer [E=m (g | T Fds = o T,

e cosi la (7.1) & dimostrata.
Dimostriamo ora il seguente

TEOR. 7.2: Sia D un operatore di ordine m a coefficients variabils;
(endefinitamente derivabili) ellittico in un punto a (e dunque in un suo
wntorno I); se 1l compatto K contiene a ed é contenuto in un intorno suf-
ficientemente piccolo dv @, allora D é ancora un monomorfismo di Hg*"
m Hg" ™' vale cioé la (7.1) per ogme T € H;*".

Sara sufficiente per 1l seguito stabilire questo teorema suppo-
nendo s > 0. Esso & perd valido per s qualunque.

Decomponiamo 1'operatore D) in un operatore D, a coefficienti
costanti e in uno D, a coefficienti nulli nel punto a: D = D, + D,.
Applicando all’operatore (ellittico) D, il teorema 7.1 si ha:

1T, <c|DT|

S,r —

s—m,l

e quindi:
(7.3) IT [, <c|DT| +c| DT |

Applicando all’operatore D, il teorema 6.3 (avendo supposto
s > 0) si ha:

s—m,l s—m,l *

(74:) H DZT ”s—m,l g € H T !s,r
se il compatto K & contenuto in un intorno sufficientemente piccolo
del punto a.
Dalle (7.3), (7.4) segue in modo ovvio:
[T ., < e[| DT |-, (c; costante),

il che prova la tesi.
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Introduciamo ora lo spazio .£*7(Q) delle distribuzioni vettoriali
T=(T,, .., T,) definite in un aperto Q tale che per ogni punto a
di Q e per ogni 7 esista un intorno di @ in cui 7 coincide con una di-
stribuzione appartenente ad H*’. In altre parole diremo che 7' appar-
tiene ad £°7(Q) se per ogni funzione « € P(Q) indefinitamente deri-
vabile ed avente supporto in Q la distribuzione o 7' appartiene ad H*".

Si ha allora 1l seguente

TeOR. 7.3: Sta D un operatore di ordine m ellittico, a coefficients
indefinitamente differenziabily in Q.

Le relazion: T € £°77(Q), DT € £5-™4Q) implicano che T €
L57(Q).

Importa stabilire questo teorema per ogni valore di s. Per otte-
nere cio ¢ sufficiente aver stabilito 1 teoremi precedenti per s > 0.

Per dimostrare il teorema 7.3 distinguiamo due casi.

1) sia s > 1. »

Preso un punto e di Q dobbiamo dimostrare che in un intorno
di @, T appartiene ad H*'.

Determiniamo un intorno I, del punto @ per il quale valga il teo-
rema 7.2 ed una funzione « € 9 avente supporto I, interno ad I,
e contenente nel suo interno il punto @, tale che in un intorno I, del
punto ¢ sia o« = 1.

Assegnata una distribuzione T soddisfacente alle ipotesi del teo-
rema consideriamo la distribuzione S = 7. E evidente che anche S
soddisfa alle ipotesi di 7"

S = pLa.s‘_l,r(g“z)
DS = pc)s_m,l (Q)

La prima di queste relazioni ¢ evidente, ed anche la seconda se si os-
serva che:
DS = D(«T) = « DT + D,T
dove D, & un operatore di ordine m — 1 (e quindi tale che, essendo
T e L5(Q), si ha: DT € £L5-™H(Q).
Per dimostrare il teorema, nel caso in cul ci siamo posti, basta

mostrare che S € L*7(Q).
Consideriamo le regolarizzanti:

8, 8 B, = DS

con ¢ sufficientemente piccolo (in relazione all’intorno fissato I, del
punto a). :
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Si ha per il teorema 6.4 (poiché il supporto di & & un compatto
K possiamo pensare di prolungare i coefficienti di D fuori di K in modo
che appartengano a &):

lim [D@, % 8S)—pB,x DS]=0 n Hs-mt
D’altr;;;rte DS € H, ™" e quindi: |
lim g, DS = DS in Hg ™t
Dal conf'gr;)rfto di queste due relazioni di limite segue che
lim D@, = 8) = DS in HgF™!
e—>0

e pertanto, applicando il teorema 7.2, g, * S ha limite in Hg*" e a
fortiori in 2’ (Q) (*'); ma lim B, * S= S8 in 2 (Q), dunque B, * S

e—>0
tende ad S in H;*" e c10 prova che S appartiene ad Hg*".

2) Supponiamo ora-s < 1.
Introduciamo come nel caso precedente la distribuzione S = «T,

che potremo scrivere nella forma:
i A

S = (1 — )k U (*) (A operatore di LAPLACE)

4 = )
La restrizione di U ad Q appartiene ad .£¢-'+%*7(Q).
Si ha inoltre per ipotesi:

K

A .
D(1— 2) Ue . Q).
L’operatore
7 A \k

D (1 — )
¢ ellittico e d’ordine m + 2 k. In tal modo ci si riconduce, per & suffi-
cientemente grande (in modo che s—1 4+ 2% > 1), al caso prece-
dente, e se ne deduce

U = £s+‘3k,r(g)

e quindi

S = (1— 4‘12 )k Ue.£v@Q).

(21) Con 2,/(Q) indichiamo lo spazio delle r-ple di distribuzioni 7'= (T}, ..., T',) ciascuna
delle quali appartiene a 2'(Q)) & ovvio come verrd definita la convergenza in 2,'(Q).
(22) Non & difficile trovare U, e risulta anzi U e H®'+?%7; basta infatti assumere

be) (771'"'4'_41"[5'{' )kg(ﬁ) .



40 . L. SCHWARTZ

Il teorema 7.1 che abbiamo ora dimostrato completamente, sussi-
ste anche prescindendo dall’ipotesi che T € .£*-'"(Q). Si ha infatti il

TroRr. 7.4: Sia D un operatore di ordine m a coefficienti indefini-
tamente differenziabily ellittico wn Q.
La relazione DT € £°-"*" (Q) implica che T € L°7(Q).

Questo teorema risolve il problema che abbiamo impostato nei
numeri precedenti, in quanto da esso si deduce che ogni operatore
ellittico & ipoellittico.

Basta, stabilire il teorema ponendoci in un sottoinsieme o aperto
e relativamente compatto di Q. E noto che in un aperto relativamente
compatto ogni distribuzione ¢ d’ordine finito, [5, cap. III, § 6, teor.
XXT] (e cioe ¢ la derivata di ordine finito di una funzione di L,),
esiste cio¢ un numero ¢ tale che 7' € L% (w).

a) Se ¢ > s 1l teorema & banale.
b) Se 6 = s—1 1l teorema si riduce al teorema 7.3.
¢) Se 6 < s—1 sl ha:

Te L (w), DTe.L™ (u)e a fortiori € L7 (w)

Ne segue per il teorema 7.3 che T € L (w).

Cosl proseguendo si giunge a provare che T € £ (w), con s +
+ 1 < p <s, e a fortiori, T € L (w); ci si riconduce cosi al caso b).

Nota. — Il metodo da noi seguito nel nn. 5-7 & analogo a quello
di B. MaLeranNGgE [9].

MaLGrANGE utilizza un metodo analogo a quello qui adoperato,
ma sostituendo il metodo di FriepricHs (Teor. 6.4) con quello di
NIRENBERG.

Summary. — After a brief review of the principal aspects of the Theory
of Distributions, the Author illustrates some recent results regarding elliptic
partial differential equations obtained by means of this theory.
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