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GÉNÉRALISATION DES ESPACES Lp

par

L. SCHWARTZ
Faculté des sciences de Paris

INTRODUCTION

Le but de cet article est de développer les principales propriétés des
"cr -fonctions" de M. Paul Levy, utilisées et introduites en calcul des

probabilités. Lésa -fonctions, que nous appellerons ici des (-)-mesures

bornées, sur un espace topologique localement compact X dénombrable à
l'infini (l), forment un espace de Hilbert *K2(X), intrinsèquement attaché

à X. Nous définirons plus généralement les (—(-mesures bornées,

1 < P < +°° (2), et des espaces ^ X ) attachés à X.

LA FONCTION Z — • Z[p]

Si Z est un nombre complexe , Z = pe'û , et si 0 < p < <x> , appelons
le nombre pp e^ , de module | z | p , de même argument que Z ( Z ^ =0 si
Z = 0) . Alors Z—»»Z^ est un homéomorphisme du plan complexe sur lu i -
m ê m e ; on a (uv)W = uW vW , (Z [ p l )W = Z lP^ , ma i s ZLpl Z^ 1 * ZLP+C1]. Si f
est une fonction sur X, f̂ pl s e r a la fonction x—*(f(x))^P^. On sait que
f 6 ^ p (X,ft), p m e s u r e (3) > 0, si et seulement si fLP]6 Xx (X,|i) ; on peut

alors définir la m e s u r e fLPlp; c ' e s t une m e s u r e bornée (4) .

(1) Une partie des conclusions reste valable si X n'est pas dénombrable à l'infini.

(2) On peut aussi définir un espace lfê°°, mais il semble d'intérêt très limité. "Jg**
n'est pas le dual de 3të1.

(3) "Mesure" signifie toujours ici mesure de Radon. Nous employons les notations
de BOURBAKI, Intégration, Paris, Hermann, 1952 (Actualités Scientifiques et Industriel-
les, n° 1175), ouvrage auquel nous référerons par : BOURBAKI, Int.

JCp(X,u) est l'espace des fonctions dites de puissance p-ième sommable par rapport

à |* , muni de la semi-norme II f IIP = ( fK \f (x) f d|i.(x)j ; il n'est pas séparé, et l'espace
séparé associé est Lp (X,JA), espace des classes de fonctions de puissance p-ième som-
mable .

(4) BOURBAKI, Int., Ch. III, parag. 2, n° 6.

6*
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LES ( i ) - MESURES BORNÉES, L'ESPACE *?p= Ï6P(X), 1 « p < »

On appellera ^P(X) l'ensemble des couples (f,jt) d'une mesure J* > 0
et d'une fonction f£2£p(X,jt). On dira que deux couples (f,p)» (g>>))»sont

équivalents, et on écrira (f ,ji) ^ j (g ,v), si les mesures f^p . , g^P^t sont
identiques. On établit ainsi sur ^P(X) une relation d'équivalence; la classe
d'équivalence d'un élément (f, ji) sera notée (f , u.)\ on aura donc (f, fi) € (f*p.)«

C'est une telle classe d'équivalence que nous appellerons une M-mesu re

bornée. L'ensemble de ces c lasses , ou ensemble quotient de % (X)
par la relation d'équivalence, sera noté 3tëp(X). Pour toute mesure

u ^-0 , et toute fonction a > 0 telle que -g- soit localement p - intégrable,

on a (i,\i) ~ (f Va , -§-) ; comme on peut toujours choisir a telle que£

soit une mesure bornée, on voit que dans toute classe d'équivalence
de fyp(X), il existe des couples (g ,v ) pour lesquels V est une mesure
bornée. Si % 6 $P(X), et si on note £[pl la mesure f[P]p, ( f , p )€Ç , on voit
ç_^Çtp] e s t u n e bijection de 3ëp(X) sur l 'espace 3S1(X) = Tn(X) des
mesures bornées (c'est manifestement une injection ; mais c fest
aussi une épijection, car si V est une mesure bornée, V = «Ivl, où «test
|V| mesurable et de valeur absolue 1, alors c r^es t dans j£p( | v| ), et

(<l£l |v|)'= "èest telle que ^[P]=V). Si l [ p ] = ̂  € ÏÏ1 (X),nous poserons \= V lP ] .
Plus généralement, si 1< q < o o , et si à chaque \ € ^ ( X ) on associe

l'unique élément £ de ^ ( X ) tel que ÇM=£[pî, on peut poser l = S1!1; 5 — ÇN?J

est une bijection de ^P(X) sur #<X); s i l ( r ( o o , o n a ( J^1)1^25 ^ - S i

), alors ( f ^ ^ J ^ È 1 ! 1 .

Examinons d'un peu plus près la relation d'équivalence dans iP(X).
Soient ( f , p ) , (g»v) , deux couples quelconques de Y (X). Soit X une
mesure > 0 quelconque majorant p et \> . On peut écrire p = a X , V = pX f

où a et 0 sont des fonctions X -mesurables, définies X -presque partout ,
comprises entre 0 et 1. Les mesures f*plji,gtPlv ne sont autres que
(ftplflt)A> (g^pJ (3) \ ; bien que f lpJ soit seulement (t-mesurable et non néces-
sairement X-mesurable, f^p^a est X-mesurable. Et de même gCp3 (5 est
X-mesurable. Alors, pour que (f»u) et (g,v) soient équivalentes, il faut et
il suffit que f*p ĉt = gtPl (3 , X-presque partout, Ce résultat doit être indé-
pendant de la mesure X considérée , puisqu'il peut s'exprimer indépendam-
ment de X par l'égalité des mesures f^p^u., g ̂ p^ v . Autrement dit s i , pour
une mesure X > 0 part iculière, majorant p et V , avec [1 = <f\ , V = 0 X , on

a f va = g Vp X-presque partout, les couples (f >[*)»(g»v) sont équivalents,
et on a la même relation pour toute mesure X ̂ . 0 majorant M- et V .

On peut se borner à supposer que A domine u et >) , autrement dit que
J*=«X,>) = PX, o ù < t e t | 3 sont des fonctions ^ 0 , définies X - presque
partout, X-localement intégrables, et la relation d'équivalence s'écrit

toujours : "f y~â = g V p , X-presque partout" .
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L'espace X étant toujours le même , nous le supprimerons désormais
dans toutes les écritures et nous écrirons *fâp, £p, ,ƒƒ( |i), au lieu de 1^ X),

frp(x)rp(x)
STRUCTURE D'ESPACE VECTORIEL SUR Kp

Soient \ 6 ̂ p , n € Tfê* On peut toujours t rouver dans ces c l a s se s de "Ç
deux é léments de la forme (f ,\ ), (g ,X ), c ' e s t - à - d i r e faisant in tervenir
la même m e s u r e X> 0 ; c a r , si (£,,[!) et (g.,,\)) sont des é léments de ces
deux c l a s s e s , et si X est une majorante d e M - e t V , M - = a ^ , V = (3 X > on peut

prendre comme nouveaux é léments de ces c l a s s e s (f-, tf~â , X ) et (gi^P»X)«

Alors nous définirons U+n comme la c lasse de ( f + g , X ) . Cette c lasse
est bien indépendante des couples (f , X) ,(g,X) chois is dans \ et n r e s p e c -
t ivemen t ; en effet, si (f • ,X' ), (g1 ,X' ) sont deux au t res couples des c l a s s e s
£e t n.et si X" est une m e s u r e > 0 majorant X et X'> on a X = T\n, X1 =T' X" »
0 < T < l , 0 ^ T' < !» T et T' étant X " - m e s u r a b l e s ; a lors l 'équivalence de

(f,X) et ( f f ,V ) se t radui t par l 'égali té f ^ 7 = f' f ï 1 , X " -presque partout;

de m ê m e g VT = g1 Vj ' , X "presque partout ; a lo r s (f+g) Vf = (f'+g') \7ï ' ,
X"-presque partout, ce qui traduit l'équivalence des couples (f+g)} et
(f'+g'A1). Si maintenant k est une constante complexe, on définira de
même k \ comme la classe de (k.f ,jx), où (f ,p) est un élément arbitraire
de la classe \ . Les lois d'addition et de multiplication par les scalaires
complexes ainsi définies satisfont clairement à tous les axiomes des lois
correspondantes des espaces vectoriels.

On sait d'ailleurs que si M et N sont des mesures et si F est une
fonction de 2 variables complexes, continue et homogène de degré 1 ,
on peut définir la mesure F(M,N). Ici précisément si nous posons

F(u,v) = (utfi + v^)tPJ»on v o i t q u e (Ç + TI)[PJ est égal à F ( Ç K n W ) .

NORME SUR 3£p

On peut normer KP en posant ||£||p= ( | |?^ | | ^ . Cette définition est
légitime, toutes les propriétés exigées pour une norme étant vérifiées. Si

( j | £ ( x ) | d J l ( x ) ) | | £ | | r ( K ^ )
i norme est un espace de Banach, autrement dit il est complet.

Soit en effet Ç1, \2 » • • • %n'##* u n e s a ^ t e ^e Cauchy dans ^ p . Choisissons
des représentants (frwfn)^ \n » o n peut toujours supposer chaque mesure

ftn bornée ; en remplaçant au besoin (fn, ixn) par (kfn,~n?), k > 0, on peut

même supposer que ll^nll^-jh» alors , en posant X =S[Xn»
 o n v o i t que "X est

une mesure ^ 0 majorant toutes les |tn, ce qui permet de remplacer les
couples (fn,un) par des couples équivalents (ft>X).

Autrement dit, pour toute infinité dénombrable d'éléments de 72", on
peut touiours supposer que les couples qui les définissent font intervenir
une même mesure X > 0 de Tn(X).
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Alors le fait que les ^forment une suite de Cauchy dans Wrevient à
dire que les gn forment une suite de Cauchy dansXp(X). Comme cet espace
est complet d'après Fischer-Riesz, il existe g€-£p(X) telle que, pour
n-»-oo, gn converge vers g dansXp(X), alor s (g ,"X) 6 "J6P» et £n tend vers
£=(g»X) "pour n—*- «> dans %p.

DÉFINITION DE %p COMME LIMITE INDUCTIVE

On peut retrouver l'espace JêPa. partir du concept de limite inductive.
p

Soit
peut

p p J p
(t une mesure ^ 0 sur X. Elle définit un espace Lp (u). Cet espace
être identifié en tant qu'espace norme à un sous espace Je (a) de fê ;

si en effet f'€ Lp (u), f'est une classe de fonctions , si f est une fonction de
cette classe, f €Xp(u), et la classe de (f ,jx) est un élément Ç de 3$p, qui
est indépendant du choix de f dans la classe f , en outre

Si maintenant X ̂  f± , on voit qu'il existe une injection naturelle,
isométrique , de Lp (p.) dans Lp ( X) , il existe en effet une fonction ot, 0 <**< 1,
X-mesurable, telle que je. = a "X , alors i'—*- VflTf'est bien une telle injection
isométrique , de plus on a la relation de transîtivité entre les injections
Lp(f0-*Lp(X) — 36Î Alors, comme TêPe s t la réunion des %\<{), sa défini-
tion montre qu'il n'est autre que la limite inductive (au sens algébrique)
des Lp(u), relativement à la relation d'ordre filtrante des mesures .
Montrons que J(?pest aussi la limite inductive topologique (1) des T6P(u.),
A priori la topologie limite inductive est plus fine que celle de *J£ppuisque
toutes les deux sont localement convexes, induisent sur fêP(u) une topologie
moins fine que celle de 3§P(IA) (en fait, la topologie de "Jêtu.) elle-même), et
que la limite inductive est la plus fine à posséder cette propriété. Nous
devons donc montrer que la topologie de 3fêpest plus fine que la limite
inductive . Comme 3fêPest norme, il suffit de montrer que, si %t , £2, . . . £n. . .
est une suite convergeant vers O dans 3fê , elle converge vers Odans la
limite inductive. Or, comme plus haut, on peut prendre des couples (gn>\)
des classes £n, avec une même mesure X . Alors les %n convergent vers 0
dans 3&P(X), donc a fortiori dans la limite inductive, d'où la conclusion.
Nous sommes là dans une des rares circonstances où une limite inductive
d'espaces normes est normée. On voit donc qu'on aurait pu définir a priori
36Pcomme la limite inductive des Lp (p), relativement à la relation d'ordre
filtrante X ̂  y- et aux injections correspondantes Lp (p.) •—**LP(X).

ÉTUDE DES SOUS-ESPACES 76p(p) - DÉCOMPOSITION DES SOMMES
DIRECTES

1°) Soient X et |x. deux mesures ^ 0, et supposons que X domine u;
autrement dit M. = <x\ ,o< localement "X-mtégrable.

(1) BOURBAKI, Espaces vectoriels topologiques, Paris, Hermann, 1953 (Actualités
Scientifiques et Industrielles, n° 1189), chapitre II, parag. 2, n* 4 et 5.
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Alors (f ,f)*—*(f V*,\Y est une injection isométrique de 7êf(u) dans
T&XX) - 38fy)c2fêP(X). En particulier si X et (i sont équivalentes, c 'es t -à-
si chacune domine l'autre, 7&p(\) = îëP(H-).

2°) Soient Jt et V deux mesures ^ 0 étrangères, <ilors %P{ ĵ +V ) est
somme directe topologique de 76p(u,) et 3gP(v). De plus, si % 6 3êP(fi+V) a l a

décomposition 5 = Ç f + î v , o n a ||^||P = | | ^ ||p + | |?v ||P , et Ç ^ U g j t ^ + Çy^l
pour 1 ^ q < oo .

Tout d'abord, 3êP(p,) 0 3f(v) = 0 . Car si ^ 3êp(ji), Uv € 16p(v), on ne
peut avoir £|*,= £y ÇLue si les mesures §|Jp3et %vtPlsont éga les , or el les sont
étrangères , cela ne peut donc se produire que si el les sont nulles . Soit
ensuite X = f +V et soit £ 6 ?êP(X). On a f = a\, V = p \ , a et (3 ne prennent
que les valeurs 0 et 1, et si l'une vaut 0 l'autre vaut 1 et vice versa . Si alors
(f,X)€ l, on a (f,p)#= 5r63£P(f),(f,V)*= Sv€76p(v); mais ( f , j i ) ~ (f ^ Î , X ) et

(f,V)^^(f ^ , X ) , et f = f vT + f v7^, donc Ç = ^^+i v > ce qui montre bien
que 36P(X) est une somme directe de *3tép(p) et 76P(v>) ; le fait que c'est une
somme directe topologique résulte de la relation entre l e s normes , qui se
déduit de la formule

3°) On dira qu'un élément % de *Jêpest atomique (resp. diffus) si la
mesure bornée U ^ e s t atomique (resp. diffuse) ( | ) .

Le sous-espace f̂6g des éléments atomiques et le sous-espace
éléments diffus sont topologiquement supplémentaires dans 1&P', de plus si
P € îfëp à la décomposition \ = ^a + £d , \a atomique et %d diffuse, on a
a i l P = l l ^ a l l P + l l ^ d l l P

Montrons d'abord que T&l H ̂ = 0. Soient %3 € féa
p , \à e %p

6 ; comme l\^
et %^ sont l'une atomique et l'autre diffuse, el les ne peuvent être égales

que si e l les sont nul les .

Soit ensuite \ € ?êp . La mesure X = I VP Î est somme d'une mesure}*
atomique et d'une mesure V diffuse; y. et V sont donc étrangères , et 2°)
montre alors que %€ 3fép(X) est une somme % = %p.+ £ v , où \y. 6 %P(LL) Cfé*
et Çv€ 7êP(V)c^d

p , d'où le résultat.

MULTIPLICATIONS ENTRE LES Wp

Si \ £ W, n 6'^'', — + — = —, r ^ 1, alors on peut définir un produit

multiplicatif \r\£W. Soient en effet (f ,X),(g,X) des éléments des c lasses
£ ,n . Comme f est dans £>p (X) et g dans & (X), on sait que fg € XJ (\), et que

(1) Une mesure est atomique si elle est somme dénombrable de masses ponctuelles,
diffuse si aucun point ne porte de masse.
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II f £ i^r U) ^ fif Ü£P(x) Hg H£MO • A l o r s (f g , X ) e s t un c o u p l e appartenant à
une clasâe Ç de W. Montrons que Ç est indépendante des éléments choisis
dans X eti\ . Soient donc (f ' ,X'), (g1 , X1 ) d'autres éléments, soit X" une
mesure > 0 majorant X et V, et soit X = TXlf, X' = T' XM . On aV'-presque

partout : f r i = f 'T ' i , gï ^ = g1 Y '£, dont f g Y 7 = f1 g1 T1^ d o n t (f g > * ) e t

(f'g'jX') sont bien équivalents .

On posera? =?** . Le produit ainsi défini est une application bilinéaire
de norme < 1, de 3êPx W dans 9igr.

DUALITÉ ENTRE 3€pet*gPl-l

«/x

Si — + —7= 1 (ce qui exclut les valeurs p= 1, p' = 1), et si \ € Tê? ,

€ 7êp » ?"** est une mesure bornée, donc ayant une masse totale

» 1> . Alors (£,n) * / d ( % n ) e s t u n e f orme bilinéaire
x

continue de no rme ^ 1 sur "3fêPx 3êp . Montrons que cette forme définit
chacun des espaces 3fêp , 78"/ comme le dual de l ' a u t r e . Tout d 'abord tout
é lément r\ de 76P définit la forme l inéai re continue \—* <C£T\» * > s u r ^P»

— f-'l
de n o r m e ^ l l^llp ' i m a i s s a n o r m e e s t e x a c t e m e n t IKIIp', c a r s i \ =r\ p ,

/ I n |nlp'3| t < 6 n l > lh| |p :on a = l h l l / . I n = | n l p ' 3 | , e t < 6 n , l > = l h | | p
p : = I U I | p | | n | | p ' .

Il en résu l te que <$ es t un sous espace vec tor ie l norme de (3$p). Il r e s t e
à m o n t r e r que toute forme l inéai re continue f sur 1%V est de la forme
\—^<\ n , 1 > pour un n 6 3êp 'convenable. Si u est une mesu re ^ . 0 , la
r e s t r i c t i on de % à 3fêP(p) es t une forme l inéaire continue, donc, le dual de
Lp (|i) étant Lp' (|t), il exis te un élément*i ((̂ ) de ' îê^^) te l que , sur *$*(?), i
coincide avec la forme %—*<% r\ (|x), 1 > , De plus ||n (u)|| ?> ^ -f puisque
II7* (^îHp' e s t l a norme de la res t r i c t ion de i à3fêp(p). Mais d ' a p r è s la défi-
nition m ê m e de la norme de la forme l inéa i re continue i , II 1 II es t la borne
supé r i eu re des ||n (p) ||p' lorsque y- va r i e . Soit donc jz,, y,z> . . . p n , une suite
de m e s u r e s te l les que IK( M-n) II p' tende ve r s || l \\ pour n—»*«>. Comme ¥P(u)
coincide avec ^êP(ata) si cr es t une fonction continue y 0, on peut toujours

supposer les pn bornées et chois ies de tel le sor te que II pn llm ̂ -"TT ; a l o r s il

existe une m e s u r e \ =2H y-n qui majore toutes les p-n , de sor te que l 'on a
néces sa i r emen t lh(X)llp' = IKI! . Montrons qu ' a lo r s t coincideavec la forme
\—^<^n (X), 1 > . Il en est bien a insi sur 3tëp(X). Comme 3êpest la réunion
des 7êP( 0), il suffit de démont re r qu ' i l en est a ins i sur tout 5êp( 6 ) pour 0 \ \ ,
au t r emen t dit que n ( 0 ) = n (\) pour 0 ^ X . Or , si 8 > "X , on afi = X-i + w , où
\i es t équivalente à "X et * é t r angè re à X . Alor s ^ P (0 ) est somme d i rec te
topologique de Z#P(X) et de d^P(7î). De même 3$P(6) est somme d i rec te topo-
logique de MP'(\) et de JG^'in). Ces deux décomposit ions sont dua les , c a r ,
dans la dualité ent re 3&P(0) et 3fêP'(6), ^ X ) "et %9\T\) sont t r iv ia lement o r tho-
g o n a u x , d e m e m e q u e ^ p ( ï ï ) et $p '(\) (Soient, par exemple , \x£ ?gP(X)= XP(\^) ,
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n* 6 ffl^n). On a Xi = « Ô , 7Ï =P 8 , a et p ne prenant que les valeurs 0 et 1,
lfune prenant la valeur 0 quand l'autre prend la valeur 1 et vice versa.
Alors, si

( f ,x f )~( f ^ , e ) e \i et si (g . j t )^(g ^p,e) €n« ,

on a f g \7ö">yfr= O, donc *4x n-n = 0 ,

et par suite < 1 xn« , 1 > = 0) .

Mais alors n (X) qui coïncide sur J6P(X) avec la restriction de i. ou de
t\(8), n'est autre que la composante d e n (6) 6 3fêP'(6) sur 3tëP'(X) dans
la décomposition directe, et de même *\ (ïï) n'est autre que sa composante
sur &'(*). Mais alors lh(0) | |^ = lh(X)||£ + Ih (TV) C , et comme les deux
premières quantités valent || -£|| , on a *\(n) - 0, doncn(ö) = n( X), c .q . f .d .

L'ESPACE DE HILBERT962

La forme hermitienne (£>n)—*- < \n, 1> définit sur 3té* une struc-
ture préhilbertienne, compatible avec sa structure d'espace norme:
II X ||2 = < Ç \ , 1 > . Comme îê£ est complet, c'est un espace de Hilbert.
Remarquons que les sous-espaces Ml et Ml (page 7) sont orthogonaux, et
que, si p et V sont deux mesures étrangères, $62(u) et 3£2(v) sont orthogo-
naux. En particulier, si £ (a) est la mesure formée de la masse unité au
point a de X, les vecteurs \ (a) = ( l , £ (a) ) = ( £(a))^ sont deux à deux ortho-
gonaux.

STRUCTURE D'ORDRE SUR KP

Ondiraque £e3tëPest > 0 si Çtf>1 e s tunemesure > 0; alors s i ( f , | x ) 6 Ï ,
f est f* -presque partout ^ 0 et inversement. Cette structure d'ordre est
compatible avec la structure vectorielle : si £ ^ 0, ^ ^ 0, et si k est un
scalaire } 0, o n a ? + ^ ) 0 , k Ç ) 0.

Comme la structure d'ordre est transportée de celle de TU (X) par la

bijection 8—»-öM, 3tëp est un espace de Riesz complètement réticulé ( l ) .
S et *\ sont étrangers si et seulement si l e s mesures sont étrangères;

alors (Ç+n)W = Ç[P]+ n [ p l . Si (f,}0* = l € %P , on a ( f \ y.) = l+, (flfi)'= V »
( U I . J i ) " = I Ç | .

Si Ç € 3tëpest .̂ 0, alors \^ 6 3tësest aussi ^ 0; nous l'écrirons dans

ce cas Ç|. Alors I?^]I = U | I .

Si M- > 0 est une mesure bornée, l'élément ( 1 ,IA)" de 76P peut s'écrire

Y-% ou \/jr. Par exemple, si £ (a) est la masse unité au point a de X,

(l ,a)' e 3£P s'écrit ^

(1) BOURBAKI, Int., Chapitre II, parag. 1, n° 3, et chapitre III, parag. 2, n- 4,
théorème 3, page 54.

(2) Quand on considère la classe (f,ft)'d'un couple (f,|*),ü importe de dire pour
quelle relation d'équivalence, c'est-à-dire pour quelle valeur de p. Ainsi la classe de
( l , e (a) ) s'écrit Ve(a) dans 3ÖP.
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LES (-) - MESURES QUELCONQUES - LES ESPACES K?oc

On généralise toutes les définitions précédentes, en introduisant
l'espace ^,oç des couples (f ,|x), où f est localement de puissance p-ième
ji-intégrable, ce que nous écrirons f € £?oc (ft). On dira que (f ,M-)et (g ,V )
sont équivalents si les mesures (non nécessairement bornées) f^p , g[p] v ,

coïncident. Une classe d'équivalence sera une (—)-mesure (non nécessai-

rement bornée). L'espace des (—(-mesures sera noté 3#|oc. ?ê|ocest l'espace

de toutes les mesures. Nous laissons au lecteur le soin d'étendre les
propriétés précédentes. 3$£cn

!est pas norme, mais c'est un espace de
Fréchet, si on lui donne la famille des semi-normes NA :

£— (j£|f(x)|P d|i(x))7, (f,(4.)6Ç, A compact de X.

3të,£cest limite inductive des 3£|Poc(f<0^ L|POC (it). Naturellement il n'y a
pas dualité entre !&6\oc et 3fê|oC mais entre 3#|oC et KPomp( sous -espace de ^S9

formé des éléments à support compact, avec une topologie limite induc-
tive ; le support de Ç € M9 est par définition, celui de £*p' ).

MULTIPLICATION DES (-) - MESURES PAR DES FONCTIONS

Soit % € 3€\oc, et soit g une fonction appartenant à 1&\oc ( I ^ | P ) . Alors on
peut définir g \ 6 7ê^c par g \ = (gtpl \^ )lpl ( l ' express ion entre pa ren thèses

est le produit de la m e s u r e | ^ par la fonction g M localement \\^ | - in té-
gra ble). Si (f ,(*) € \ , on voit que f g € £\oc (y.) , et (f g, ix)' = g£. On a
( g | ) [ ^ = g ^ 6 ^ 6 » ^ . r r

Si ? € 3^ (1*) . on a auss i g \ 6 ^,P
0C(^). Si Ç € ^ p , et g 6 * p (ICI"), on

a aus s i g | 6 ?0P, et | | g$ | | p = \\%\^^^

On a enfin la règle suivante d 'associa t iv i té : s i g 6 ^ioc (I?|P)> et s i
< ( K ? ) r ) > a lo r s g h € ^,P

OC(|Ç|P) et h (g \ ) = (h g) Ç .

EXPRESSION DE (f,p) PAR

Soit ç 6 3g,poc , et soit (f ,p) 6 ? . A lo r s f € ^,poc (^) = £{oc ( | ^jT|P) (avec

ioc)» et on a f VjT = ? . La loi d 'associa t iv i té donne en outre
( ^â]sous une forme bien plus suggestive la relationd'équivalence (f,p

pour ^ = a X . Cette relation d'équivalence s'exprime simplement par
l'égalité

f vf= f ̂  = (f yr, ^ r
Remarquons que 9fê£c (ji) n'est autre que la bande engendrée (l)par\/u

dans l'espace complètement réticulé 3$ioC.

(1) BOURBAKI, Int . , chapitre II, parag . 1, n° 5. Rappelons que si a appartient à
la bande de b > 0, on dit que a est dominé par b.
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DÉCOMPOSITION DE LEBESGUE r

Soient £ et n deux éléments de 3^,^ . Comme Ifc*oc est un espace de
Riesz, on peut écrire n = \\ + K , où ^ est dominé par I \ I et Ç étranger à £ ;
une telle décomposition est unique. Mais puisque %i est dominé par | % \ ,

on a £ilp] = ftPl I l\\ où f[p] est une fonction localement | î f-intégrable; d'où
la décomposition unique de Lebesgue :

n =f ç + 6 ,

où f 6 ^,p
oc (|^|p), et où Ç est étrangère à | . Si Ç est une (—(-mesure diffuse

(par exemple si £ est la racine p-ième delà mesure de Haar sur un groupe
localement compact non discret), f £ est diffuse, et Ç peut se décomposer
en une composante atomique Ça et une composante diffuse £d • Si p = 2, les
3 termes f £ , £a , Çd sont orthogonaux dans l'espace de Hubert 3ë*.

APPLICATIONS A LA TRANSFORMATION DE FOURIER SUR LES
GROUPES ABÉLIENS LOCALEMENT COMPACTS

Soit X un groupe abélien localement compact, dénombrable à l'infini
(1). Il y a une infinité de mesures de Haar > 0, et si le groupe n'est pas
compact, aucune d'elles n'est plus naturelle que les autres. Mais comme
toutes sont proportionnelles à l'une d'elles, que nous noterons dx, elles
définissent toutes la même bande, que nous noterons 2êp(dx). Soit d î la
mesure de Haar associée à dx sur le groupe dual X de manière qu'on ait
la formule de Parseval-Plancherel : alors la mesure de Haar associée à

,^\

k dx est —r-. Soit alors une classe de fonctions appartenant à Lp(dx) ,

1 ̂ C P ^ 2» elle a, par rapport à dx, une image de Fourier f * € il' (dx) ;

— + — = 1 . Soit k dx une autre mesure de Haar ; on a , dans 3£p,
P P'

L'image de Fourier de 77 relativement à la mesure de Haar kdx n'est
k p

autre que p : k = ? k̂  et on a , dans W', î ^

On voit donc que la transformation de Fourier définit intrinsèquement
(c'est-à-dire indépendamment de tout choix d'une mesure de Haar) une
application linéaire continue de norme ^ 1 de 3$p(dx) dans 3tëp (dx) (et, si
p = 2, c'est une isométrie de l'un sur l'autre). Cette transformation se
définit comme suit : soit dx' (= k dx) une mesure de Haar ^ 0 arbitraire,

dx' (= -~) la mesure associée suri?; pour \ 6 3tëP(dx), posons £ =f ' \ /dx' ;

calculons l'image de Fourier? de f' relativement à la mesure de Haar dx';
alors % = ? V dx' est indépendant du choix de la mesure de Haar dx'.

(1) Voir A. WEIL, L'intégration dans les groupes topologiques et ses applications,
Paris, Hermann 1940 (Actualités Scientifiques et Industrielles, n° 869).
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APPLICATION AUX FONCTIONS D'ONDES DE LA MÉCANIQUE
QUANTIQUE

Supposons un système physique dépendant d'un nombre fini de para-
mètres. Une position du système sera en général un point q d'une variété
indéfiniment différentiable Vn. Dans une région assez petite de la variété,
on pourra prendre des coordonnées locales q1, q2, . . . qn, mais non en
général dans la variété tout entière. On dit habituellement en mécanique
quantique, qu'un état du système est défini par une fonction d'onde W et
qu'alors la "densité" de probabilité de présence est \W\ ; "densité" s'en-
tend par rapport à la mesure dq1 , dq2 . . . dqn. Mais ceci est valable
seulement dans une région assez petite de la variété relativement à un
système de coordonnées locales.

En réalité **F n'est pas une fonction, c'est une (-)-mesure bornée,

c'est un élément de l'espace TSZ(Vn) ; alors WW = ÏVl* est une mesure bor-
née ^ 0, qui se trouve avoir la masse totale 1 si IIWII2 = 1> et qui est la
probabilité de présence. Ceci permet d'obtenir des "fonctions d'ondes" ou
toute la probabilité est concentrée en un point a de Vn ; il suffit de prendre
W = VÊ (a). Néanmoins, en général, l'hamiltonien H n'opère pas sur 2êz(Vn)
tout entier.

Soit dQ une mesure ^ 0 ayant la propriété d'avoir une densité indéfi-
niment dérivable ^ 0 par rapport à dq1 dq2 . . . dqn sur toute carte locale.
Toute autre mesure ayant la même propriété est de la forme et dQ où CL est
une fonction > 0 indéfiniment dérivable sur Vn. Alors la bande <Jtë2(dQ) est
intrinsèquement attachée à Vn. Dans les cas usuels, l'hamiltonien n'opère
que sur 3të2(dQ), de sorte qu'on devra en général supposer^* € 1&2(é.Q) ,
dont l̂ y| aura bien, sur toute carte locale, une densité par rapport à
dqn . . . dqn ; la densité de W par rapport àV dq1 . . . dqn sera la fonction
d'onde, dans le système de coordonnées locales considérées. Cette obli-
gation de considérer des éléments de3$2(dQ), dans les cas usuels, nous
parait très regrettable.


