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Sur les Multiplicateurs ûe FLP.
Par

Laurent Schwartz.

Communiqué par Prof. M. RIESZ Ie 29 Mai 1952.

Le présent article a essentiellement pour but de montrer le théorème
p. 2, qui est une conséquence de la belle théorie de M. Marcel Riesz sur les
fonctions conjuguées.

§ 1. FLP (Rn)=FLp (l<p< + oo) est l'espace vectoriel des distributions
T sur Rn, dont l'image de Fourier FT est dans Lp(Rn), norme par || T\\ =
= \\FT\\Lv. Pour p=2, FLP=L2; pour p<2, FLP^LP'; pour p>29 FL*>
contient d'authentiques distributions.1 (S) est dense dans FLV: si T\FLV,
et qpi (Z>), (pT et T * çp sont dans FLP, et si ç9>0 a un support tendant vers
l'origine et vérifie j q?= 1, T *cp tend vers T dans FLP. Les rotations et les
translations de Rn définissent des isométries sur FLP. Toute la théorie est
valable aussi pour F{DLv) et F(D'Lv).

Nous appellerons multiplicateur de FLP une fonction localement
sommable ƒ (définie à un ensemble de mesure nulle près) telle que la
multiplication çp-^fcp applique (D) dans FLP, et soit continue quand on
munit (D) de la topologie induite par FLP; cette opération se prolonge
alors d'une manière unique, par passage à la limite, en une opération
linéaire continue sur FLP, qu'on appellera encore multiplication et qu'on
notera T->f-T.

Proposition 1. — AŜ  Vun des deux multiplicateurs ƒ, g, est une jonction
localement bornée, la fonction localement sommable f g est un multiplicateur
et Von a, pour T{FLP:

(1) f-(g-T)=:g-(f-T) = (fg)-T

1 Xous adoptons les notations de notre livre, Théorie des Distributions, tomes I
et II, Paris, Hermann, 1950—51, auquel nous renverrons par TD. Cependant le
produit scalaire d'une distribution T et d'une fonct'ion çp sera noté < T, q?>, et
non T(cp) et les lettres cursives de TD sont remplacées par des majuscules grasses.
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En effet, pour 2T=ç?Ç(i>), f - (g" (p)=f -g<p est défini comme limite, dans
FLP donc dans (/>'), d'une suite / (& * gcp); or, si / ou g est localement bornée,
ces fonctions convergent, localement faiblement dans L1 donc dans (D'),
vers la fonction jgcp. On a donc / • {g • cp)=g • (ƒ • q>) = (fg) ' Ç>» d'où la conclu-
sion par passage à la limite de (D) à FLP.

Corollaire. Le multiplicateur f commute avec tous les multiplicateurs
a ((£>), donc la multiplication est une opération de caractère local.

Un polyèdre projectif P de En est l'intersection de Rn avec un polyèdre
de l'espace projectif Pn obtenu en adjoignant à Rn un hyperplan à
l'infini. C'est donc un polyèdre non nécessairement borné, mais à nombre
fini de faces de toutes dimensions.

Théorème. La fonction caractéristique fP d'un polyèdre projectif P
de JRn est un multiplicateur sur FLP ( l < p < + ° ° ) -

Démonstration :
1° — Si P est le demi-espace x-^0, fP est la fonction d'Heaviside

r f o H F (Sx) Xl*,,..^, et

(2) Ff

+oo

f

II reste donc à montrer que S=vp — Xôya#..yn est un opérateur de con-

volution dans Lv. Or c'est un théorème classique de MARCEL RIESZ,1

dans le cas d'une dimension et le cas général s'y ramène immédiatement,
car, pour cpi(D),

(3)

2° — Le cas d'un demi-espace P quelconque se ramène au précédent
par rotation et translation, et tous les opérateurs fP ainsi obtenus ont
même norme.

3° — Si P est un polyèdre projectif convexe, il est l'intersection d'un
nombre fini de demi-espaces Pv; d'après la proposition 1, fP=nfP est

V

un multiplicateur.
4° — Si P est un polyèdre projectif quelconque, il est réunion finie de

polyèdres projectif s convexes Pv, simplexes projectif s 2 à 2 sans point
intérieur commun, alors fP=EfPv est un multiplicateur, C.Q.F.D.

1 MARCEL RIESZ: »Sur les fonctions conjuguées» Mathematische Zeitschrift, 27
(1927), p. 218—244.
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Remarques. 1° La norme du multiplicateur fP est bornée quand le
nombre des faces de toutes dimensions de P est borné.

2° — Tous les multiplicateurs fP commutent (prop. 1).
§ 2 — Proposition 2. Si T^FLP, fP-T est la seule distribution appar-

o

tenant à FLP, égale a T dans l'intérieur P de P, et de support contenu dans P.
Démonstration. Comme fP-T a les propriétés indiquées, il reste à

montrer qu'il est impossible qu'une distribution $ ^ 0, ayant son support
dans la frontière P de P, appartienne à FLP. Or si S avait ces propriétés,
il existerait une distribution cpS / 0, de FLP, ayant son support dans une
variété linéaire, donc dans un hyperplan, qu'on pourrait supposer, par
déplacement, être l'hyperplan ^ = 0 . Mais l'expression1 d'une telle
distribution montre que son image de Fourier, somme de produits de
puissances de y1 par des fonctions ou distributions indépendantes de yl9

ne peut pas être dans Lp.

Corollaire 1. Pour que T^FLP ait son support dans P, il faut et il suffit
que T=fp-T.

Corollaire 2. Si P1? P2,...PN sont les polyèdres projectifs à n dimension
d'une triangulation finie de Rn, FLP est la somme directe topologique
des fpv-(FLp), fpv'(FLp) étant l'espace des distributions de FLP à support
dans Pv.

Les opérateurs fPp vérifient en effet fPi
ofp3=ôi3 fPi, ZfPp=l.

V

§ 3 — Soient p, g, tels que —|—=—f-1, l < r < o o , et p' tel que -H—7=1.

Il existe alors un produit multiplicatif, opération bilinéaire de FLP X FLq

dans FLr, et, une dualité entre FLP et FLP', définies par transformation
de Fourier.

Proposition 3. Si R£FLP, SiFLq, T(FLP' et si fP est la fonction
caractéristique d'un polyèdre projectif P, on a

ifP(RS) = (fP'R)S=R(fP'S)
{ ' \<fP-R, T> = <R,fPT> (transposition)

Démonstration. Il suffit de le voir pour R,S,Ti(D) et c'est alors
trivial. D'ailleurs tout multiplicateur sur FLP est multiplicateur sur
FLpr, et la 2è formule est toujours vraie.

Corollaire 1. — Si R et S (resp. T) ont leur support dans 2 polyèdres
projectifs P, Q, sans point intérieur commun, RS (resp. <i2,Tr>)—0.

Car R=fPR, S=fQ-S, et RS=(fPfQ)- RS=0.

1 TD, formules (111,10; 5) et (IV,5; 7).
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Corollaire 2. Si Pl9 P2 . . . PN sont les polyèdres projectifs d'une triangula-
tion finie de Rn, les décompositions en sommes directes de FLP et FLP' sont
duales F une de l'autre.

Corollaire 3. Si P est un polyèdre projectif, les espaces fp • (FLP): fP • (FLpf),
des distributions de FLP, FLP', ayant leurs supports dans P , sont duals F un

de l'autre; l'orthogonal de fP-(FLv) est fQ-(FLp'), Q=\"p.

Remarque. Une fonction holomorphe entière F(z±, z2 ... zn) sera dite de
type exponentiel A si

(5) lim.sup l o g \ F ( z Z ) \

Alors le sous-espace fermé Lp(Rn: C) de Lp(Rn) formé des fonctions
analytiques entières de type exponentiel < C a pour dual le sous-espace
Lp' (Rn; C) de Lpt\ car, par le théorème de Paley-Wiener, on se ramène
au corollaire 3 dans le cas où le polyèdre est un cube.

Mais si on définissait le type exponentiel B par

(6) lim.sup log | f ( 2 l , z 2 . . . z j j__
-*- " 1 / ! ! O i ! l O i i l lO

le théorème de Paley-Wiener nous amènerait à un corollaire 3 mais où P
serait une boule; le résultat serait faux (prop. 4).

§ 4. — On peut se demander dans quelle mesure on peut remplacer les
polyèdres par d'autres volumes. La proposition suivante montre que le
caractère linéaire de la frontière est essentiel.

Proposition 4. — La fonction caractéristique fB de la boule unité de Rn,

n>2, n'est pas un multiplicateur sur FLP, pour p> ou p<.
n Ln—l ^ ra+1

Démonstration. Soit JUX(R) la mesure formée de la masse + 1 répartie
avec homogénéité sur la sphère \x\ = R^0. On a

n-2
/™\ / 1

(?) F/

J fonction de Bessel.

Alors, pour \y |-»oo, F(/ux(R))=O I—^^ J, d'où {j,x(R)£FLp, pour
Wl~2/

2n
?i—1
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Par ailleurs, px(R) dépend continûment de R^O dans FLP. On conçoit
alors que fB-fix(l) n'ait pas de sens: plus précisément, si fB était un multi-
plicateur sur FLP, fB'tuAl) serait limite dans FLP de fB-/.iy{R) pour R
tendant vers 1; or, pour R>1, fB^i^R) = O, et pour J?<1, fB-/jLx(R) =
=[ix(R), qui tend vers ^ ( 1 ) ^ 0 , d'où une contradiction.1 Le résultat

2n
relatif à p< s'obtient par transposition. Il se passerait dans ce cas

le phénomène suivant: pour une fonction g(FLp, on peut définir
<g, jux(R)>, moyenne de g sur la sphère de rayon R, et cette moyenne
dépend continuement de R; d'où l'impossibilité de multiplier par la
fonction caractéristique fB.

Ce contre-exemple résout aussi par la négative un autre problème.
Disons qu'une distribution T est, au voisinage dîun point a{ Rn, dans
FLV, si elle coïncide dans un voisinage de a avec une distribution de
FLV. Cette propriété est-elle invariante par un homéomorphisme analyti-
que d'un voisinage de a sur un autre, laissant a fixe? 11 n'en est rien,
au moins pour n>2 puisqu'un homéomorphisme analytique peut trans-
former le voisinage d'un point de la sphère unité | x \ = 1 en un autre, en
amenant la sphère sur un hyperplan tangent: or la sphère peut porter
une mesure appartenant à un FLP, alors qu'un hyperp]an ne le peut pas
(Ce résultat reste valable pour FL1 et FL" dans Rn, w>3: car alors la
sphère peut porter une double couche qui soit dans FL°°, alors qu'un
hyperplan ne le peut pas).

1 Cette même mesure ju m'a déjà servi à donner un autre contre-exemple: »Sur
une propriété de synthèse spectrale dans les groupes non compacts». Note aux
Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences, vol. 227, 1948, p. 424—426.

Tryckt den 19 jan. 1953.
Hâkan Ohlssons boktryckeri, Lund.


