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858 LAURENT SCHWARTZ

INTRODUCTION

C'est M. Delsarte1 qui a introduit la notion de fonction moyenne-périodique.
Il a ainsi désigné toute fonction f(x) complexe continue de la variable réelle x,
vérifiant au moins une équation intégrale

(1) ƒ k(x - t)f(t) dt = 0 ou ƒ f(x - t)k{t) dt = 0

k étant une fonction j ^ O à noyau compact2 (c'est-à-dire nulle en dehors d'un
intervalle fini (a, &)). L'équation (1) peut s'écrire en utilisant la notation du
produit de composition3

(2) fr*/ = 0.

Il existe une infinité d'exponentielles qui sont, en général, solutions de (1):

si

ƒ k{t) exp (r(x - t)) dt = 0

f Ht) exp (-rt) dt = 0.

Les valeurs correspondantes de r sont les racines de l'indicatrice (fonction
caractéristique dans la théorie des équations différentielles linéaires à coefficients
constants)

(3) K(r) = f HO exp (-rt) dt,

K(r) est une fonction analytique, les racines forment donc une suite discrète.
Il y a lieu aussi de rechercher les exponentielles-monômes xp~l exp (rx) qui sont
solutions de l'équation intégrale; cela revient à chercher si r est racine multiple
de K(r).

Dans la théorie classique des équations différentielles linéaires à coefficients
constants, toute solution est une combinaison linéaire des exponentielles-
monômes qui sont solutions de l'équation. Est-ce encore vrai pour toute équa-
tion intégrale du type (2)? Effectivement, toute solution de (2) admet un
développement en série suivant les exponentielles-monômes solutions de (2),
développement convergent si ƒ est assez régulière et si k elle-même satisfait à

1 Delsarte [1]. Ayant une fois pour toutes renvoyé à ce mémoire je ne séparerai désor-
mais plus ses résultats des miens.

2 Le noyau d'une fonction, d'une mesure, d'une distribution, est le complémentaire du
plus grand ouvert dans lequel elle est nulle; c'est donc un ensemble fermé. Ici (a, b) est
le plus petit intervalle contenant le noyau.

3 Le produit de composition de 2 fonctions f(x) et g(x) est défini par la formule h(x) =

ƒ • g = f f(x — t) g(t) dt. Voir préliminaires, 4°.
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certaines conditions; les unes sont des conditions de régularité (k est une fonc-
tion à variation bornée sans partie singulière), les autres au contraire des condi-
tions de discontinuité: k, qui est à noyau compact, est discontinue aux extrémités
du noyau, autrement dit k(a) 9e 0, k(b) 9^ 0. Tels sont les résultats de M.
Delsarte. Les démonstrations utilisent la théorie des fonctions analytiques,
et sont assez compliquées; mais il ne semble pas qu'on puisse les simplifier avec
les méthodes actuelles.

Les résultats de M. Delsarte sont entièrement à l'origine de ce mémoire.
J'ai essayé d'appliquer les théorèmes que j'avais démontrés sur les sommes
d'exponentielles (Schwartz [2]) à l'étude de l'équation (2) dans le cas général.
On arrive alors à des conclusions curieuses: les conditions posées par M. Del-
sarte relativement à k, qui paraissent assez normales lorsqu'on s'attaque aux
équations intégrales usuelles, sont très restiictives si l'on considère leur influence
sur les racines caractéristiques de K{r) ! Elles entraînent en particulier qu'il
n'y en ait qu'un nombre fini dans tout angle ne contenant aucun demi-axe
purement imaginaire, et d'autre part qu'elles soient assez régulièrement dis-
tribuées, ce qui n'est plus du tout vrai dans le cas général. La condition de
discontinuité de k est la plus restrictive; plus k est régulier, plus le problème
est difficile; c'est lorsque k est une fonction indéfiniment dérivable (donc nulle
avec toutes ses dérivées aux extrémités du noyau) que se produisent les phé-
nomènes les plus compliqués.

La conclusion générale à laquelle on aboutit est la suivante: si dans (2) on
prend pour k une mesure ou même une distribution4 quelconque à noyau com-
pact, toute solution ƒ admet un développement en série suivant les exponentielles-
monômes solutions de (2), convergent par le procédé des groupements de termes
et des facteurs exponentiels d'Abel (comme les développements en série d'ex-
ponentielles imaginaires que j'avais étudiés dans Schwartz [2]) uniformément
sur tout compact.

Mais je me suis aperçu d'une autre circonstance très intéressante qui résulte
des formules de composition que j'ai utilisées (voir §11 de ce mémoire). Les
coefficients du développement de ƒ dépendent de f seulement et non de l'équation
intégrale (2) que l'on considère. Il est donc important de trouver une définition
intrinsèque d'une fonction moyenne-périodique ƒ et de trouver son développe-
ment sans faire intervenir les équations intégrales dont elle est solution. C'est
sous cet angle nouveau que j'ai traité la question ici :

Une fonction moyenne-périodique f(x) est une fonction telle que Von ne puisse
pas approcher, uniformément sur tout compact, toute fonction continue, avec les
combinaisons linéaires des translatées f(x — h) de f(x).

L'ensemble 5f des fonctions que l'on peut approcher est donc plus petit que
l'ensemble de toutes les fonctions continues. Si ƒ est solution de (2), 3jf ne
contient que des solutions de (2) ; si ƒ est périodique, fjjf ne contient que des
fonctions périodiques.

1 Voir préliminaires, 5°.
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Les exponentielles-monômes du développement de ƒ ne sont autres que celles
qui appartiennent à ÖJ.

Ainsi toute fonction moyenne-périodique est la somme d9une série formée avec
les exponentielles-monômes qui sont limites de combinaisons des translatées de la
fonction. C'est là le théorème fondamental démontré dans le présent mémoire.

Les Préliminaires indiquent rapidement les notions qui seront indispensables.
Le Chapitre I traite de la moyenne-périodicité en général (avec une définition
plus générale encore que celle qui est donnée plus haut). Le Chapitre II étudie
la moyenne-périodicité dans les groupes; il se borne à rappeler des résultats de
M. M. Wiener, Beurling, Godement, et à les faire rentrer dans le cadre de
la théorie générale ici exposée. Le Chapitre III traite des fonctions moyenne-
périodiques d'une variable réelle.

Le §20 traite des théorèmes corrélatifs de ceux-ci obtenus par dualité. Ils
constituent une étude de l'algèbre topologique des mesures à noyaux compacts
(le produit de 2 mesures M> V étant leur produit de composition n * v) ; on montre
que tout idéal fermé est caractérisé par une décomposition en facteurs premiers,
en tout point analogue à celle des idéaux de polynômes à une variable et qui
la généralise.

Le Chapitre IV traite des fonctions analytiques moyenne-périodiques d'une
variable complexe.

Les résultats essentiels de ce mémoire ont paru dans une note aux Comptes-
rendus de l'Académie des Siences [SCHWARTZ [5]).

PRÉLIMINAIRES

Les notions qui seront utilisées dans ce mémoire seront de natures diverses.
1°—Des notions de topologie générale (ensemble ouvert, fermé, convergence,

continuité, dans un espace topologique quelconque). La terminologie em-
ployée est celle de N. Bourbaki [1].

2°—Des notions d'analyse fonctionnelle (espaces vectoriels topologiques de
dimension infinie). J'utilise des théorèmes classiques, qu'on trouvera dans
Banach [1], Kaczmarz-Steinhaus [1], Stone [1]. Le résumé le plus moderne
figure dans Dieudonné [1]. J'ai donné moi-même dans des précédents mémoires
(Schwartz [1] et [2], préliminaires) la plupart des définitions et propriétés que
j'utilise ici.

Je rappellerai simplement ceci:
un système de vecteurs ev d'un espace vectoriel topologique ê est dit total

si l'espace vectoriel engendré par le système est dense dans &;
un système de vecteurs eP est dit libre si aucun n'est adhérent au sous-espace

vectoriel engendré par les autres. Tout vecteur e adhérent au sous-espace
vectoriel engendré par tous les vecteurs a alors un développement formel unique

(4) e ^ SpC^,

Les signes ^ et S au lieu de = et S indiquent qu'il ne s'agit que d'une somme
formelle. ck est une forme linéaire continue de e, et l'on a
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Les prolongements à tout l'espace ë de ces formes linéaires continues définis-
sent dans le dual ë ' un système biorthogonal normal associé au système e9.

Un système à la fois total et libre s'appelle une base.
3°—Des notions relatives à la transformation de Fourier, notamment sur

les fonctions entières de type exponentiel, transformées de Fourier des mesures
à noyau compact. Dans Titchmarsh [1], Bochner [1], Wiener [2], Paley-Wiener
[1], Carleman1 [1], on trouvera tous les renseignements nécessaires, ainsi que
dans les préliminaires de Schwartz [1], [2]. Je rappellersi seuelement ici le
théorème de Paley-Wiener:

Pour qu'une fonction F(X) soit transformée de Fourier d'une fonction f(x)
de carré sommable à noyau compact5 il faut et il suffit qu'elle soit analytique
entière, de type exponentiel, de carré sommable sur l'axe réel des X.

4°—Des notions de la théorie générale des groupes topologiques, de l'intégra-
tion dans les groupes localement compacts, du produit de composition (Faltung).
Le produit de composition joue un rôle essentiel dans ce qui va suivre; en par-
ticulier la régularisation, opération qui fait correspondre à toute mesure y. sa
régularisée M * P qui est une fonction continue si p est une fonction continue
(lorsque p varie, en restant ^ 0, nulle en dehors de voisinages de plus en plus

petits de l'unité du groupe, / p(x) dx gardant la valeur 1, M * P converge vers

/i dans la topologie faible des mesures). Le livre d'André Weil [1] contient
largement les outils nécessaires; un court article de H. Carten [1] sur une autre
question, celle des potentiels, contient un résumé de ces questions essentielles.

5°—Des notions sur une théorie des "distributions," généralisant les fonctions
et les mesures, que j'ai mise sur pied l'année dernière, et qui n'est pas encore
publiée sous forme complète. Un très court résumé, contenant le strict in-
dispensable, a paru aux Anales de la Faculté des Sciences de Grenoble (Schwartz
[41).

Dans cette théorie, la dérivation et le produit de composition ont un rôle
primordial; toute distribution (en particulier toute mesure ou toute fonction)
est indéfiniment dérivable, et composable avec toute distribution à noyau com-
pact. Cela introduit de remarquables simplifications dans les démonstrations,
notamment dans la théorie de la moyenne-périodicité. J'ai ici utilisé le moins
possible les distributions, pour être plus clair. Mais sans aucun doute, c'est
dans le domaine des distributions que la moyenne-périodicité a le plus d'intérêt,
c'est la considération des distributions moyenne-périodiques qui est la plus
féconde; quand on résout l'équation intégrale

s*f = 0

5 Voir note*.
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(ou s, à noyau compact, est donnée, ƒ inconnue) le cas le plus général est celui
où s est une distribution quelconque, et ou l'inconnue ƒ elle-même est une dis-
tribution; ce cas général englobe alors des équations intégrales et des équations
différentielles).

Je vais ici donner seulement des indications sur une question qui n'a pas été
traitée dans Schwartz [4], celle de la transformation de Fourier. Si s est une
distribution à noyau compact, sa transformée de Fourier est définie par

(5) S(\) =

On démontre que toute distribution à noyau compact est une somme finie
de dérivées de mesures à noyaux compacts:

La transformée de Fourier de in est M*(X), fonction analytique entière de
type exponentiel, bornée pour X réel. La transformée de Fourier de la dérivée
n\°l) est (2tVX)aiMi(X), d'où

S(X) = 2 (2iir\)aiMi(\).
i

S(\) est donc une fonction analytique entière de type exponentiel, "à croissance
lente" sur l'axe réel, ce qui signifie que pour X réel —• db <»

(6) S(X) = 0( | X |p), p entier convenable.

Réciproquement, soit S(X) une fonction analytique entière de type exponen-
tiel, à croissance lente sur l'axe réel. Si elle n'a qu'un nombre fini de racines,
elle est de la forme

S(\) = E flj(2/irX)'] exp (—2tVXa)

a réel, la somme S ayant un nombre fini de termes. Elle est alors la trans-
formée de Fourier de la distribution obtenue en translatant de la longueur a
la distribution ponctuelle

E n (d
ai\TZ

Si S(\) a une infinité de racines, on peut la mettre sous la forme d'un produit
d'un polynôme par une fonction entière de type exponentiel, de carré sommable
sur l'axe réel:

S(X) = ( E a,<2iT\)*)F(\).

Alors F(X) est la transformée de Fourier de /(x), fonction de carré sommable
à noyau compact, d'après Paley-Wiener (voir-ce-dessus), et S(\) est la trans-
formée de Fourier de

M£ W.
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On peut donc dire ceci:
THÉORÈME 1. Pour que S(\) soit la transformée de Fourier d'une distribution

à noyau compact, il faut et il suffit qu'elle soit analytique entière de type exponentiel^
à croissante lente pour X réel.

Le même théorème est vrai pour plusieurs variables quoique plus délicat à
démontrer.

Les démonstrations utilisées dans ce mémoire sont autant que possible,,
indépendantes d'autres travaux. Mais dans certains cas, il m'a été indispen-
sable de me borner à compléter ou modifier des démonstrations longues et déli-
cates de SCHWARTZ [2], pour ne pas être obligé de les retranscrire intégralement.
Pour suivre tous les détails du présent mémoire, il sera beaucoup plus facile de
consulter les travaux antérieurs que j'ai indiqués.

CHAPITRE PREMIER

§1. Variété invariante.—Ensemble moyenne-périodique.

Soit ë un espace vectoriel topologique sur le corps des complexes, dont e
désignera l'élément générique. 7 sera un ensemble d'applications linéaires
continues T de ë dans lui-même. Chacune de ces transformations T fera donc
correspondre à tout élément e de ë un nouvel élément Te de telle sorte que

(r(e + f) = Te+Tf

1T(\e) = X(Te), A nombre complexe quelconque

Si e -> 0, Te -> 0.

D'autre part, pour nous borner au seul cas intéressant, nous supposerons
toujours que si S et T sont deux transformations appartenant à l'ensemble 7,
il en est de même de ST et que la transformation identique appartient à 7.

Pour 6 fixe, lorsque T parcourt 7, les transformés Te engendrent un sous-espace
vectoriel de ë dont nous désignerons l'adhérence par 7e; cJe est le plus petit
sous-espace vectoriel fermé de é contenant tous les Te. Chaque élément de
7e est donc limite de combinaisons linéaires finies 2 c.-TV (7\ e 7, c{ nombres
complexes) de transformées de e, et réciproquement.

Plus généralement, si A est un ensemble quelconque d'éléments de ë, 7A
sera le plus petit sous-espace vectoriel fermé de ë contenant tous les transformés
Te des éléments e de A ; chaque élément de 7A est donc limite de combinaisons
linéaires finies ]C c»7\e» (d; nombres complexes, 7\ e 7, e» c A) et réciproquement.
En vertu de l'hypothèse faite plus haut sur l'ensemble 7 de transformations,
7(7A) est identique à 7A. Nous pouvons dire que 7A est un sous-espace
vectoriel fermé de ë invariant par toutes les transformations T (c'est-à-dire ap-
pliqué en lui-même par chacune d'elles) et que c'est le sous-espace le plus général
possédant cette propriété, puisque si V est un sous-espace vectoriel fermé in-
variant par toutes les transformations T, 7 V est identique à V. Nous nous
proposons une étude de ces 7A que nous appellerons par abréviation variétés
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invariantes; A sera un ensemble originel6 de 3~A (e un élément originel de
et 3"A est la plus petite variété invariante contenant A. H y a lieu de rechercher
dans chaque variété invariante le nombre minimum d'éléments constituant un
ensemble originel.

Une partie A de ë sera dite moyenne-périodique si 7A est distincte de l'espace
entier ë ; toute partie de A est alors elle-même moyenne-périodique, en par-
ticulier tout élément e de A est moyenne-périodique, 7e étant distincte de
l'espace entier. Il existe toujours une partie A non vide qui est moyenne-
périodique: la variété (0) réduite à l'élément origine (0) de ë. S'il n'en existe
pas d'autre, cela signifie qu'il n'y a pas de variété invariante "non triviale,"
distincte de (0) et de l'espace entier ë; on dit alors que l'ensemble de trans-
formation 7 est irréductible ou simple.

Une variété invariante est dite maximale si elle est distincte de ë et si elle
n'est contenue dans aucune autre variété invariante qu'elle-même ou ë; une
variété invariante est minimale si elle est distincte de la variété (0) et ne contient
aucune autre variété invariante qu'elle-même et (0). Si 7 est irréductible,
ë est minimale, (0) est maximale. Sur toute variété invariante distincte de
(0) 7 définit un ensemble de transformations; pour que cet ensemble soit ir-
réductible, il faut et il suffit que la variété soit minimale. Si F est une variété
invariante distincte de ë, chaque transformation T définit une transformation
linéaire continue de l'espace topologique quotient ë / F dans lui-même (car les
éléments d'une même classe de ë modulo F ont pour transformés par T les
éléments d'une même classe); pour que 7 soit irréductible sur ë /F , il faut et
il suffit que F. soit maximale.

La notion d'élément moyenne-périodique a été introduite pâx M. Delsarte,7

dans un cas particulier, à partir de la théorie des équations intégrales.
Nous montrerons plus loin8 que sa définition est équivalente à la suivante:

une fonction moyenne-périodique f(x) est une fonction telle qu'on ne puisse
pas approcher uniformément sur tout intervalle fini toute fonction continue
par des combinaisons linéaires finies des "translatées" f(x — h) de ƒ(#). Si
donc nous appelons ë l'espace vectoriel des fonctions continues complexes d'une
variable réelle, avec la topologie de la convergence uniforme sur tout intervalle
fini (des ƒ, seront dites converger vers ƒ si les fi(x) convergent vers ƒ(x) uniformé-
ment sur tout intervalle fini) ; si d'autre part nous appelons 7 le groupe des
translations T/»

(7) Thf(x) = f{x - *),

un élément moyenne-périodique de é, par rapport au groupe de transforma-
tions 3", est une fonction moyenne-périodique au sens de M. Delsarte.

Voice le genre de problèmes auxquels nous nous attacherons dans ce mémoire:

• Ne pas confrondre ensemble total et ensemble originel. Voir préliminaires, 2°
7 DELSARTE [1].
«Formule (14).
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1°. Rechercher toutes les variétés invariantes. Pour chacune d'elles trouver
le nombre minimum d'éléments originels. Existe-t-il das variétés invariantes
minimales, maximales, et lesquelles?

2°. Existe-t-il des variétés invariantes de dimension finie p? de dimension 1
en particulier? Un élément originel d'une variété invariante de dimension
p sera dit moyenne-périodique d'ordre p.

3°. Y a-t-il dans toute variété invariante des éléments moyenne-périodiques
d'ordre 1, d'ordre fini? Ces éléments forment-ils un système total dans toute
variété invariante? Toute variété invariante est-elle somme9 des variétés
invariantes minimales qu'elle contient?

Il est évidemment impossible de donner des réponses à ces questions, valables
dans tous les cas. Aussi allons-nous particulariser le problème, en supposant
que 3" est un groupe, et que ë est isomorphe à un espace vectoriel de fonctions
définies sur le groupe.

§2. Cas d'un groupe de transformations.

Donnons d'abord quelques remarques générales valables lorsque 7 est un
groupe. Allors toute transformation T e Test un automorphisme de ë, c'est-à-
dire une transformation biunivoque et bicontinue de ë sur lui-même; la trans-
formation inverse T"1 existe et T"1 € T. Alors, si F est une variété invariante, T
définit dans F un automorphisme. C'est en effet une application biunivoque
et bicontinue de F dans elle-même; et l'image de F est F tout entière car si
e 6 F, e = T(T~lé), T~1e étant bien un élément de F puisque F est invariante*
Lorsque T est un groupe il y a une nouvelle manière d'obtenir les variétés
invariantes. Soit F un sous-espace vectoriel fermé quelconque. L'intersection
3F de toutes les transformées TF est un sous-espace vectoriel ferme. Il est
aisé de voir que âF est une variété invariante. En effet si e e âF, on a e e TF
quel que soit T e T; alors Se t STF. En posant T = S""1!7' on voit que Se e
T'F quel que soit T' e ST, donc Se e 3F; ce que prouve bien que toute transforma-
tion S de 7 transforme 3F dans elle-même. SF est la plus grande variété in-
variante contenue dans F. S définit, comme il est dit plus haut, un automorph-
isme de SF, S$F = SF, et par suite, ${0F) = âF. On peut d'ailleurs obtenir
par ce procédé toute variété invariante car si V est une telle variété, SV = F
quelle que soit S e 7, donc F = âV.

Le procédé CJA et le procédé 3F pour définit une variété invariante sont
"corrélatifs."

Corrélativement à la notion d'ensemble moyene-périodique A on pourra
considérer les variétés fermées F telles que 3F ?£ (0). Corrélativement aux 3
questions posées au §1 on pourra poser les questions suivantes:

1°—Pour toute variété invariante F, trouver des espaces vectoriels fermés
F aussi "grands" que possible tels que 3F = F.

* La variété somme d'une famille de variétés sera la plus petite variété fermée qui les
contient.
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2°—Existe-t-îl des variétés invariantes de co-dimension10 finie p? des hyper-
plans invariants en particulier?

3°—Toute variété invariante est-elle contenue dans des variétés invariantes
de co-dimension finie? est-elle l'intersection des variétés invariantes de co-
dimension finie qui la contiennent? des variétés invariantes maximales qui
la contiennent?

La corrélation entre les deux catégories de problèmes est mise en évidence par
la dualité entre espaces vectoriels. Soient ë, ë ' deux espaces vectoriels en
dualité réciproque, appelons {er, e) le produit szalaire qui établit la dualité. A
toute transformation continue T de ë dans lui-même on peut associer sa trans-
posée T'11, transformation continue de ê ' dans lui-même, définie par l'égalité
fonctionnelle

(8) (TV-e) = (e'-Te)

valable pour tout couple e1 e ë', e e ë.
Si donc 3" est un ensemble de transformations de ë , son transposé 7' sera

un ensemble de transformations dans ë ' . Il sera utile d'étudier en même temps
é et 7 d'une part, ë ' et T' d'autre part. Soit V une variété invariante de ë ,
V' son orthogonale. V' est une variété invariante de ë ' . Pour le voir, il
suffit de montrer que, quel que soit e' € F', T' e ST', on a TV e F', ou encore
(TV-e) = 0 quel que soit e e F; mais cela revient à ef-Te = 0, qui est bien
exact puisque e' e F', Te e F. En vertu de la dualité réciproque, toute variété
invariante F' de ë ' est l'orthogonale d'une variété invariante F de ë . Si on
a défini F par CJA, son orthogonale F' pourra être définie par â'A', A' étant la
variété orthogonale à A. A tout problème dans (ë, CJ) correspond bien ainsi
un problème corrélatif dans (ë', CJ'). Par exemple:

Si V est une variété invariante qui est l'adhérence de l'espace vectoriel
engendré par les éléments moyenne-périodiques d'ordre fini qu'elle contient,
son orthogonale V' est une variété invariante qui est l'intersection des variétés
invariantes de co-dimension finie qui la contiennent et réciproquement.

Si ë est un espace vectoriel topologique quelconque, ë ' son dual topologique,
la dualité entre ë et ë ' n'est pas néjessairement réciproque. Dans ce cas on
pourra se contenter des "topologies faibles"12 associées de ë et ë', ce qui ne
modifiera rien aux recherches que l'on veut faire dans (ë, 7) ; car les transforma-
tions T, fortement continues sont aussi faiblement continues, et une variété
fortement fermée de ë est aussi faiblement fermée et réciproquement.

Il y a un cas général ou l'on peut répondre à toutes les questions posées dans
ce paragraphe: celui ou CS est définie par une représentation d'un groupe compact.
Supposons plus généralement que 3" soit un groupe quelconque de transforma-
tions, ë complet à base dénombrable de voisinages, et que tout élément de ë

10 Un sous-espace vectoriel V est de co-dimension p s'il possède un sous-espace vectoriel
supplémentaire de dimension p. Si p = 1, V est un hyperplan.

11 Voir DIEUDONNÉ, [1], page 118.
** Voir DIEUDONNÉ, [1], page 112.
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soit ' 'presque-périodique" par rapport à T, autrement dit que, quel que soit
e c g , l'ensemble des Te, T e fT, ait une adhérence compacte. On connaît alors
toutes les variétés invariantes minimales, qui sont de dimension finie (et de
dimension 1 si fT est un groupe abélien) ; toute variété invariante est somme libre
des variétés invariantes minimales qu'elle contient. Toutes les variétés in-
variantes maximales sont de co-dimesion finie (de co-dimension 1 si T est un
groupe abélien), toute variété invariante est intersection des variétés invariantes
maximales qui la contiennent. Ces résultats sont une conséquence facile de
la théorie de Peter-Weyl des groupes compacts et constituent la théorie générale
de la presque-périodicité.13

Dans les paragraphes qui suivent, nous étudierons un cas de groupe abélien
non compact. Des difficultés nouvelles surgissent alors, que nous verrons en
cours de route.

CHAPITRE DEUXIÈME

§3. Espaces / / sur un groupe abélien localement compact. Cas p = 2.

Soit G un groupe topologique abélien localement compact noté additivement,
dx l'élément de mesure de Haar14; LPG sera l'espace vectoriel des fonctions à
valeurs complexes sur G, de puissance p-iéme sommable par rapport à la mesure
de Haar, avec la norme

(pour p = oo L°°G est l'espace des fonctions mesurables bornées, || ƒ H» étant
le maximum vrai de | ƒ |).

LPG est un espace vectoriel & de fonctions sur G. Chaque élément h de G
définit sur é une transformation Th , une translation

(7) ThJ = fh(x) = f(x - h)

qui est une transformation conservant la norme.
Les transformations Th forment un groupe T isomorphe à G de transforma-

tions sur ë. C'est pour de tels couples (ë, ff) = (LPG, G) que la question de
moyenne périodicitée s'est posée d'abord.

La théorie ne présente aucune difficulté lorsque p = 2, é est l'espace de
Hubert L2G que nous identifierons avec son dual, en utilisant le produit scalaire
et l'orthogonalité dans L?G. Nous allons exposer complètement la question,
bien qu'elle soit classique, pour monter dans le détail ce qui se produit et per-
mettre de comprendre plus facilement la suite.

Soit V un variété invariante de L2G, V' la variété orthogonale supplémentaire
dans ÏÎG. Si ƒ c L2G, appartient à F, et <p € L2G à F', on a

(8) ƒƒ(*)*(*) dx = 0.

n Bibliographie dans WEIL [1 ]. Ce que nous énonçons ici se trouve sous une forme voisine
dans BOCHNER et VON NETTMANN [1].

u WEIL [1], Chapitre I I .
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Mais on a aussi f{x — h) e V quel que soit h, puisque Y est une variété in-
variante, donc

/ f(x — h)<p{x) dx = 0 quel que soit h,

ou, en utilsant le produit de composition10

(9) ƒ * ? = 0

ƒ étant la f onction ƒ ( — x).

Mais la transposée de la transformation

ƒ -> Tnf = f{x - h)

est la transformation

<p - » Tj#> = <p(x + h)

puisque

J f{x)<p(x + h) dx = ƒ / ( x - dr

on a donc aussi <p(x + h) e V', et (9) est équivalent à

(90 ƒ * ï = 0

D'ailleurs chacune des variétés est l'orthogonale de l'autre; Y' est l'ensemble
de toutes les fonctions <p e L2 qui vérifient (9) pour toute ƒ e F, et V l'ensemble
des ƒ e L2 qui vérifient (9) pour toute <p eV'.

Utilisons la transformation de Fourier qui permet de remplacer le produit de
composition par le produit16 de multiplication ordinaire. Désignons par (x, \)
la fonction établissant la dualité entre G et son groupe dual G'. Si G est le
groupe additif des nombres réels il en est de même de G' et

(xy X) = exp (2ÎTT\X), X réel.

Si F(\) et $(X) sont les transformées de Fourier de j(x) e Y et <p(x) e Y' dé-
finies respectivement par

Fi)s) = ƒ (x, \)f(x) dx et $(X) = ƒ ÖË7X)PM dx, X parcourant G'

F(X) e/.'G';

(10) F(X)$(X) = 0 (presque partout).

15 WEIL [1], Chapitre III .
16 WEIL [1], page 111.
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Soit A F Pensemble (défini à un ensemble de mesure nulle près) des X pour
lesquels F(X) ^ 0. \F sera 'l'ensemble spectral ou spectre1"' de ƒ; f(x — h)
a aussi le même spectre quel que soit h; de même soit A* le spectre de <p. Pour
que (10) soit vérifiée il faut et il suffit que l'intersection de AF et A$ soit de
mesure nulle. Pour que <p e L2G soit e Y' il faut et il biifht que A$ et AF n'aient
en commun qu'un ensemble de mesure nulle quelle que soit ƒ e F. Bornons-
nous au cas ou G' est réunion dénombrable d'ensembles de mesures finies de
sorte qu'il existe une fonction ^(X) e I/G' qui ne s'annule en aucun point.18

Elle est transformée de Fourier de \p(x) e L2Gy et comme Y et V' dans L"G sont
2 variétés orthogonales supplémentaires on peut écrire

*(*) = /o(x) + *>(*), fo(x) e V, <p*(x) e Y'.

Soient Ao et Ao les spectres de Jo et y?0 .
L'intersection de Ao et AÓ est vide (à un ensemble de mesure nulle près),

mais comme ^(X) = Fo(\) + #0(X) et que ^(X) ne s'annule pas, leur réunion est
tout l'ensemble G' (à un ensemble de mesure nulle près) ; Ao et Ao sont com-
plémentaires.

Mais nous avons vu que pour toute <p e Y', A* ne coupe pas Ao (à un ensemble
de mesure nulle près), donc AJ, CI AÓ àun ensemble de mesure nulle près; de
même pour toute ƒ e F, AP CI Ao à un ensemble de mesure nulle près.

Réciproquement si ƒ e h" G est une fonction dont le spectre est contenu dans
Ao à un ensemble de mesure nulle près, on voit bien que AF fl A$ = <j> à un en-
semble de mesure nulle près, quelle que soit cp e V', donc ƒ e V.

Ainsi chaque variété invariante Y de L"G est caractérisée par un ensemble A
de G' qu'on appellera "ensemble spectral" ou ''spectre" de Y et qui est défini à
un ensemble de mesure nulle près; V est Ven semble de touks les fonctions ƒ e L2G
dont la transformée de Fourier F(\) est presque partout nulle sur le complémentaire
A' de A. A' est le spectre de la variété invariante Y' orthogonale supplémentaire.

Le spectre de Vune des variétés s'appelle aussi co-spectre de Vautre.
On remarquera alors les propriétés suivantes:
1°—Si tout ensemble réduit à un point dans Gf est de mesure nulle, il n'y

a ni variété invariante maximale ni variété invariante minimale, distincte de
(0) o u Ê .

On voit en effet aisément que cela revient à dire que si A est un ensemble de
mesure > 0 de G\ on peut trouver un ensemble contenu dans A et de mesure
strictement plus petite.

2° On peut trouver, pour toute variété invariante Y un élément originel
f tel que Wf = Y, et aussi un hyperplan H tel que .</ƒƒ = T.19 Soit en effet

1 L'ensemble spectral de ƒ n'est pas le noyau de F(\) (qui est toujours un ensemble
fermé). Si Ao et Ao sont denses, leurs adhérences, identiques a r/', ne seraient pas complé-
mentaires.

18 C'est seulement pour simplifier, le résultat est général.
19 L'hvpothèse restrictive dont il est parlé, note 18. est ici indispensable.
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A le spectre de V, A' celui de la variété orthogonale F'. Soit F(X) e L2G, une
fonction nulle sur A', ^ 0 partou sur A. Elle est transformée de Fourier de
ƒ e L~G; ƒ est un élément originel de V car le spectre de T/qui est A/? est identique
au spectre A de F.

Pour Y' on peut ausi trouver un élément originel (p; alors si H est l'hyperplan
orthogonal à <p, fJV = Y' est équivalent par dualité à 3H = V.

3°—Pour que ƒ e L2G soit moyene-périodique, il faut et il suffit que sa trans-
formée de Fourier F(X) s'annule sur un ensemble de mesure > 0 de G'. Pour
qu'un ensemble A de fonctions ft de L2G soit moyenne-périodique, il faut et
il suffit que les transformées de Fourier Ft(X) s'annulent toutes sur un même
ensemble de mesure > 0 de G'.

§4. Espace ÛG.

Passons maintenant au cas de p — 1, & = LlG, G étant toujours un groupe
abélien localement compact. Le dual de LlG est ITG. Pour ƒ e L1 et <p e L00

nous écrirons le produit scalaire sous la forme

= J JXxMx) dx = f f(x)Hx) dx,

f(x) et £(z) désignant /(-a-) et <p(-x).20

Si F est une variété invariante de LlG, Y' la variété orthogonale dans L^G,
Je Y, (p e F' on a cette fois la formule

(H) / * ^ - 0 .

Il existe cependant une différence importante avec le cas p = 2: la dualité
n'est pas réciproque entre LlG et 1J°G. Si l'on part d'une variété invariante F
de l/Gr, les fonctions <p e Y' sont bien toutes les fonctions de IJ°G qui vérifient
(11) quelle que soit ƒ e F, et réciproquement les fonctions ƒ e F sont toutes les
fonctions de LlG qui vérifient (11) quelle que soit <p = F'; mais si Y' est une
variété invariante de L°°G, Y sa variété orthogonale dans LlG, l'orthogonale
de F dans V°G est une nouvelle variété Y" qui contient Y' mais ne lui est pas
en général identique, de sorte que les ƒ e F seront bien toutes les fonctions de
LlG qui vérifient (11) quelle que soit cp e V', mais les (p e Y' ne sont qu'une partie
des fonctions de L°°G qui vérifient (11) quelle que soit ƒ e F. Pour conserver la
réciprocité entre les deux espaces, il faut introduire dans L°°G la "topologie
faible" définie en considération L°°G comme dual de LlG; autrement dit la
réciprocité n'est valable que si l'on parte d'une variété Y' faiblement fermée
dans L°°G.

20 Nous aurions le choix entre 3 définitions possibles du produit scalaire : / f<p dx, I ƒ<£ dx,

9 dx; dans la formule de composition (14) on aurait respectivement f*£, f*<p} ƒ*£. La

formule de composition jouant dans tout le mémoire un rôle essentiel, nous avons voulu
avoir l'expression la plus simple soit f*<p\ d'où notre définition du produit scalaire.
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II existe d'autre part une grande difficulté qui ne se présentait pas dans le
cas p = 2: une fonction cp e LTG n'a pas de transformée de Fourier en général.
Si G est le groupe additif Rn puissance n-ième du groupe additif R des nombres
réels, on peut bien définir,21 une "distribution" transformée de fourier 3>(X),
mais le maniement en est beaucoup plus difficile que celui d'une fonction, et
cela ne résoud pas de toute façon le cas de G quelconque. Les premiers résultats
dans ce domaine ont été donnés par M. X. Wiener,22 relatifs au groupe additif
R des nombres réels. D'autres auteurs ont modifié cette démonstration;
M. Wiener avait raissonné dans ÜR, M. A. Beurling23 a introduit un raissonne-
ment dans L°°R qui redonne en même temps les résultats de M. Wiener; enfin
récemment M. R. Godement,24 en s'appuyant sur la théorie des anneaux normes
de M. Gelfand,20 a étendu les théorèmes de Wiener et Buerling à un groupe
quelconque G abélien localement compact.

Soit V une variété invariante de LlG. Une fonction ƒ e F a une transformée
do Fourier F(X), continue sur G' (et "nulle à l'infini" d'après un théorème de
Lebesgue). L'ensemble AF des points de G' ou F(X) 9^ 0 sera appelé le spectre
de ƒ, c'est un ensemble ouvert] contrairement à ce qui se passait dans le cas p = 2,
il est très bien défini, et non pas seulement à un ensemble de mesure nulle près.
La réunion A des AF correspondant à tous les ƒ e V est un ensemble ouvert A qui
sera le spectre de V. Quant au spectre de F', on ne peut pas le définir par la
transformation de Fourier, puisque <p e Y' n'a pas en général de transformée
de Fourier.

Le spectre A' de V' sera par définition le complémentaire de A donc un en-
semble fermé de G'. Le théorème général de Wiener-Godement peut s'énoncer
ainsi :

THÉORÈME 2. Si V n'es/ pas réduite à (0), son spectre A' n'est pas vide, et
réciproquement. b

On peut donc encore l'énoncer de la façon suivante: si V est distincte de & =
LlG, il existe au moins un point X e G' sur lequel s'annulent les transformées
de Fourier de toutes les fonctions ƒ e V. Alors pour qu'une fonction ƒ e LlG
soit moyenne-périodique, il faut et il suffit que sa transformée de Fourier F(X)
s'annule en au moins un point. Pour qu'un ensemble A de fonctions /»(.r) e
VG soit moyenne-périodique,il faut et il suffit que les transformées de Fourier
F,(X) s'annulent en au moins un point commun.

Ces théorèmes attirent lesremarques suivantes:
1°—II y a dans VG des variétés invariantes maximales: ce sont des hyper-

plans dont le spectre est dans G' le complémentaire d'un point. L'hyperplan

21 La théorie de la transformation de Fourier des distributions sera publiée dans un
mémoire ultérieur.

22 WIENER [1], ou [2] Chapitre II. Carleman [1] page 71.
"BEURLING [1].
24 GODEMENT [1].
2 5 GELF\ND [1]
26 II est bien évident que si V n'est pas réduite à (0), A n'est pas vide et réciproquement.
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invariant Ie plus général est formé de toutes les fonctions ƒ e LlG dont la trans-
formée de Fourier s'annule en un point donné X de G'.

2 —Le théorème 2 exprime que toute variété invariante distincte de <S est
contenue dans au moins un hyperplan invariant.

3°—Si G' n'est pas discret il n'y a pas dans LlG de variété invariante minimale.
Car A étant un ouvert quelconque de G' il existe des ouverts strictement plus
petits.

4 —On ne sait pas si une variété Tr est caractérisée par son spectre A. Autre-
ment dit on ne sait pas si V est l'ensemble de toutes les ƒ e LlG dont la transformée
de Fourier s'annule sur le cospectre A'. Ou encore on ne sait pas à l'heure actu-
elle (même lorsque G est le groupe R des nombres réels) si toute variété invari-
ante est l'intersection des hyperplans invariants qui la contiennent.

Il existe dans LlG une structure d'anneau ("anneau norme" de (reli'and"')
ou le produit est le produit de composition.

Si h = ƒ * h on a

On démontre immédiatement2* que si ƒ e LlG, 'ff est aussi l'adhérence de tous
les produits ƒ * p, p £ LlG quelconque.

Une variété invariante V est donc tout simplement un idéal fermé quelconque
de l'anneau. Un hyperplan invariant est l'idéal fermé maximal ou idéal fermé
''premier" le plus général; le théorème de Wiener-Godement exprime que tout
idéal fermé est contenu dans au moins au idéal fermé premier.

§5. Espace LXG.

Il est maintenant possible de passer de l'étude de jJG à celle de L°°G muni;
de la topologie faible. L'élément X de G' définit sur G un "caractère" (x, X),
qui est une fonction sur G, e L°°(7. A quelle condition le caractère (x, X) est-il
e V'?

Il faut et il suffit, pour cela, qu'il soit orthogonal à V, c'est-à-dire que

(12) ƒ (-x, X)f(x) (h- = ƒ (x, \)f(x) dx = 0 quelle que soit ƒ € V.

Mais le premier membre de (12) n'est autre que la valeur au point X de G'
de la transformée de Fourier F{\) de / ; donc (x, X) e F' si les transformées de
Fourier de toutes les fonctions ƒ e V' s'annulent au point X, c'est-à-dire si X 6 A'.
Ainsi le spectre A; d'une variété invariante faiblement fermée de IJ°°G indique
exactement tous les caractères de G qui appartiennent à F'.

Le théorème de Wiener-Godement donne dans L°°G celui de Beurling-
Godement:

THÉORÈME 3: Dans toute lanété invariante fmbUment fermée Vr de Lx((\
distincte df (0),existf au moins un caractère de (7.

27 V o i r , n o t e 2r>.
28 Voir plus loin, §6.
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En particulier si ç e LXG est ^ 0, il existe au moins un caractère qui est limite
faible des combinaisons linéaires des translatées <p{x — h) de <p.

Les remarques corrélatives de celles du §4 sont les suivantes:
1°—II y a fans IJ°G faible des variétés invariantes minimales: elles n'ont

qu'une dimension et sont engendrées par un caractère de G.
2°—Le théorème 3 exprime que toute variété invariante contient au moins

une variété invariante minimale.
3°—Si G' n'est pas discret, il n'y a pas de variété invariante maximale.
4°—On ne sait pas si une variété invariante est l'adhérence de l'espace vec-

toriel engendré par tous les caractères qu'elle contient.
Ajoutons que, comme on le voit aisément,pour que <p e L*° soit moyenne-

périodique il faut et il suffit que son spectre ne soit pas G' tout entier.
Nous n'avons pas pu définir le spectre A' de <p e L°°G par la transformée de

Fourier de <p, qu'on ne peut pas définir en général. Cependant si G = G'
est le groupe R\ la théorie dm ^distributions" permet de définir une distribution
4»(X) transformée de Fourier de <p. On démontre 20 que A* est encore en quelque
sorte l'ensemble sur lequel <ï> 9e 0: c'est tout simplement le ''noyau" de la dis-
tribution <ï>, ensemble nécessairement fermé.

Le produit de composition de deux fonctions de 1J*G n'a pas de sens en général ;
IJ°G n'a pas de structure d'anneau. L'étude faite par M. M. Godement-
Beurling dans IJ°G considère une topologie intermédiaire entre la forte et la
faible. Nous n'insisterons pas ici.

En dehors des cas p = 2, p — 1, p — x , on n'a pratiquement aucun renseigne-
ment .

§6. Nouveaux espaces fonctionnels sur un groupe.
Le but essentiel du présent mémoire est d'examiner les problèmes posés

dans les pages précédentes, dans d'autres espaces vectoriels de fonctions sur
un groupe.

&c sera l'espace vectoriel des fonctions continues sur un groupe G abélien
localement compact, avec la topologie suivante: des ft e 6C convergent vers
ƒ c <SC si les fonctions /.Or) convergent vers la fonction f(x) uniformément sur
tout compact. &c n'est pas norme, c'est un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe.30 Un système fondamental de voisinages de la fonction 0 est
défini de la façon suivante:

K étant un compact arbitraire de G, e un nombre > 0, U(K, e) est l'ensemble
de toutes les fonctions continues bornées en module par e sur K.

Le dual &'c de £c est l'espace vectoriel de toutes les mesures M sur G à noyau
compact. La forme bilinéaire ou produit scalaire qui définit la dualité entre
t\ et &' est:

(Mi = j fdfi = ƒ S du.

2î La démonstration sera publiée ultérieurement dans un nu-moiie sur la théorie générale
des distributions.

30 Voir DIEFDONNÉ [1] page 110.
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Si en effet £(ƒ) est une forme linéaire continue il existe un voisinage U(K, e)
tel que ƒ e U(K, c) entraîne | £(ƒ) 1 ^ 1 . Alors si ƒ est nul sur K, <£(ƒ) = 0, ce
qui prouve que «£?(ƒ) ne dépend que des valeurs de ƒ sur K. Elle en dépend linéaire-
ment et continueraient, donc il existe une mesure \x portée par K telle que

= ffdfi.

Pour que la dualité entre &c et &'c soit réciproque, il faudra munir ê c de la
topologie faible: des mesures /z, convergeront vers la mesure /z, si, quelle que soit
la fonction continue/, /z»-/ converge vers n-f.

Si F et F ' sont deux variétés invariantes orthogonales dans ë c et éC ' on aura

/ f(x — h) djx{x) = 0 quel que soit h

pour ƒ e F, M € F ' arbitraires, ou

(14) ƒ * M = 0

le produit de composition ƒ * \i ayant toujours un sens lorsque /z est à noyau
compact.

Ici encore F est l'ensemble des ƒ e &c qui vérifient (14) quelle que soit /z e F ' ,
F ' est l'ensemble des M e &c qui vérifient (14) quelle que soit ƒ 6 V.

Soit p une mesure à noyau compact. Si ƒ e V, on a /x * ƒ = 0 quelle que soit
ju e F ' , donc aussi M * (ƒ * p) = 0, ce qui prouve que J * p e V. Autrement dit
toutes les "composées" d'une fonction de F appartiennent à F. En particulier
quelle que soit ƒ e & c, les composées de ƒ appartiennent à cSf\ on peut même
voir que cSf est l'adhérence de l'ensemble des composées ƒ * p de ƒ avec des fonc-
tions continues p à noyaux compacts. Car si les p% sont des fonctions continues
^ 0, dont les noyaux sont dans des voisinages "de plus en plus petits" de 0,

et que / pl(x)dx = + 1 , les ƒ * p» convergent vers ƒ uniformément sur tout

compact, et les ƒ * p,(x — /?) vers f(x — h). En particulier si G est le groupe
Rn, on peut aussi prendre pour p des fonctions indéfiniment dérivables à
noyaux compacts, alors ƒ * p est indéfiniment dérivable: dans toute variété
invariante, les fonctions indéfiniment dérivables sont denses.

Mêmes propriétés dans <5C-Si M e V, M * p e V''. Mais si p est une fonction
continue, ^ * p est aussi une fonction continue.

On voit donc que dans toute variété invariante V' les fonctions continues
sont denses; si G = ƒ?", dans toute variété invariante V' les fonctions indéfini-
ment dérivables à noyaux compacts sont denses.

Remarquons que &'c est un anneau, car on peut définir le produit \i * v e &'c
de fj. e &c par v e &c . Une variété invariante V' n'e^t po** autre chose, d'après
ce qui vient d'être dit, que l'idéal fermé le plus général.

On conçoit que la transformation de Fourier jonc encore ici un grand rôle et
permette de définir des spectres de F et do F ' . Mai^ de^ propriétés tout à
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fait nouvelles vont intervenir, dont le cas du groupe G = R (groupe additif des
nombres réels) va donner une idée. Le cas de G = R est le seul que nous ayons
pu traiter complètement. Les résultats ne peuvent pas s'étendre sans modifi-
cation aux autres groupes, même aux groupes Rn, n > 1; cependant on voit
facilement quelle forme ils prennent dans Rn et dans n'importe quel groupe abé-
lien localement compact; mais je n'ai pas pu les démontrer et le groupe R est
le seul pour lequel j'aie pu répondre aux questions posées. Le lecteur pourra
constater que les démonstrations utilisent la technique de la théorie des fonc-
tions analytiques. Il en était ainsi initialement des théorèmes de Wiener et
Beurling,31 ce qui empêchait de les étendre à d'autres groupes que R; la démon-
stration de M. Godement écarte la théorie des fonctions analytiques et généralise
aux groupes abéliens localement compacts quelconques. Il y aurait lieu ici
de faire le même progrès; mais cela semble incomparablement plus difficile,
la théorie des fonctions analytiques semble directement liée au problème posé.

Nous supposons donc désormais dans tout de Chapitre III que G est le groupe
additif topologique R des nombres réels. Les espaces étudiés seront toujours
&c ou &c ; pour simplifier nous les appellerons £ et &'.

CHAPITRE TROISIÈME

§7. Variétés invariantes de dimension finie dans ë.

Il existe manifestement dans & des fonctions moyenne-périodiques d'ordre 1.
Si f(x) est Tune d'elles, on a

(15) f(x - h) = x(-*)ƒ(*)•

On voit immédiatement que x(h + h') = x^0x(^0- D'autre part f(x — h)
est un élément de <S qui dépend continûment de /?, donc x(h) es^ une fonction
continue de h. Comme x(0) = 1,11 est bien connu que x(/0 est une exponentielle
x(/i) = exp (rh), r nombre complexe quelconque.

L'égalité (15) pour x = 0 montre alors que

ƒ(-*) = x(-/0/(0) ou

(16) f(x) = A exp(ra-).

On voit ici l'intervention essentielle des fonctions analytiques. Les exponen-
tielles qu'il faut considérer ne sont pas seulement les caractères exp (2?7r\.r)
bornés pour x e R, mais des caractères quelconques, bornés ou non; r parcourt
tout le plan complexe.

Si n (k = 1, 2, • • • , ?0 sont n nombres complexes distincts, la fonction

Six) = 2 Ak exp (,v.r)

est moyenne-périodique d'ordre ^ /? : on peut même voir facilement que si tous
les Ak sont ^ 0 elle est exactement moyenne-périodique d'ordre n, cSf étant

31 Voir U.
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l'espace de dimension n ayant pour base l'ensemble d'éléments exp (nx)
(k = 1, 2, . . . , n ) .

Mais il existe d'autres fonctions moyenne-périodiques d'ordre fini que celles-
là. Considérons en effet

(17) f(x) = xp~l exp (rx),pentier, ^ l , r complexe.

On voit immédiatement que /(x) est moyenne-périodique d'ordre p et que
cSf est l'espace de dimension p ayant pour base l'ensemble d'élémente x3 exp(rx)
(j = 0, 1, 2, • • • , p — 1). En effet, parmi les limites des combinaisons linéaires
des translatées de x""1, figurent toutes ses dérivées, donc les monômes x ; ,

3 ^ P - 1.
TTne fonction telle que

(18) f(x) = T,Pk(x

ou 2^ est une somme d'un nombre fini de termes, les r/v étant des nombres com-
plexes distincts quelconques, les /\-(x) des polynômes de degrés respectifs pu — 1
(k = 1, 2, ••• , n), est une fonction moyenne-périodique d'ordre ^ ^/CiPk ;
on peut même montrer qu'elle est exactement moyenne-périodique d'ordre
jL/kZiPi , cSj étant l'espace ayant pour base l'ensemble des éléments x3 exp (rkx)
(k = 1, 2, • • • n]j entier ^ p3- > 1). Pour le voir il suffit de montrer que cJf
contient chaque fonction x3 exp (nx) car cSj est évidemment contenu dans
l'espace engendré par ces fonctions. On peut le voir par des méthodes très
élémentaires de déterminants, nous ne le ferons pas ici, car nous verrons dans
la suite des propriétés beaucoup plus générales.32

Qu'appellera-t-on le "spectre" d'une fonction telle que/(.x), définie par (18)?
Si l'on se reporte au cas d'une fonction <p de L^G, nous avions appelé spectre
l'ensemble des \ e G' telles que (x, X) e fjf<p (voir §5). Ici le spectre de ƒ serait
alors l'ensemble des X tels que exp (2i7rXx) e fff, donc les X̂  = rk/2iT:il y a lieu
de prendre un spectre complexe, car les rk n'étant pas nécessairement des imaginaires
purs, les Xfc ne sont pas nécessairement réels. Mais ce n'est pas tout, fff
n'est pas caractérisée seulement par les nombres complexes n , mais par l'en-
semble des rk et des entiers pi.

Nous dirons alors que le spectre de la variété invariante Wf se compose des
éléments, en nombre fini, \L , chacun compté avec Vordre de multiplicité pk •
Justifions cette notion. La variété V invariante ayant un spectre à éléments
"simples" obtenu en remplaçant chaque n par pi nombres complexes distincts
rl°\ 0fe1}> rk2) ' ' ' r^Pfcl) est formée de l'ensemble des fonctions

A la limite, lorsque chaque système des r{
k
3) (j' = 0, 1, • • • pk~\) tend vers la

valeur unique rk , la variété V tend vers la variété fff (démonstration classique

32 Voir Théorème 8.
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de la théorie des équations différentielles linéaires à coefficients constants).
U'f est don bien naturellement une variété dont le spectre est à "éléments
multiples," Xfc multiple d'ordre pk . Le spectre de U'f ne peut pas se définir
par la transformée de Fourier de ƒ qui n'existe pas en général.

Soit maintenant F une variété invariante quelconque de 6 . Nous dis-
tinguerons:

a) l'ensemble spectral [A], ensemble des X (complexes) tels que
exp (2ÎVXX) e V.

b) le spectre A, ensemble de points multiples, X*. e [A] étant multiple d'ordre
PK dans A si les {2iirxY exp (2t7r\kx) appartiennent à V pour j ^ pi — 1
et non pour j = p\ . Nous écrirons symboliquement

X*. €Pk A

A est défini par l'ensemble des couples X* , pi. On dit qu'un spectre X' contient
un spectre A (ou est plus grand qu'un spectre A) et on écrit A' ZD A ou A' ^ A si

Xfc ePk A.
entraîne

X* epk A ' , pf
k ^ p k .

On en déduit immédiatement la notion d'intersection ou borne inférieure,
de réunion ou borne supérieure d'une famille de spectres.

Considérons maintenant la variété V' orthogonale à V. Chaque p. e V'
a une transformée de Fourier

(19) M(\) - ƒ exp (-2/TTX.T) dn(x).

Ici encore il est naturel de considérer les valeurs complexes de X, car M(\)
est une fonction analytique entière, du fait que n est à noyau compact, n
étant € V' tous les éléments de V lui sont orthogonaux. Donc

(20) ƒ (2iwx)J exp (2iir\kx) dfi(x) = 0

quels que soient \k e [Aj • • • , et j ^ pk — 1.
En faisant j = 0 on trouve»

M (\k) = 0.

Avec j quelconque, (20) s'écrit

(21) J/(J}(X*) - 0

M(j)(\) étant la dérivée d'ordre j de M(\). On voit alois que si M e V' chaque
\K est racine multiple d'ordre ^ p; de la transformée de Fourier M(\) de \i.
Réciproquement si X* est racine multiple d'order ^ pk de toutes les M(X) trans-
formées de Fourier des M e, t ' chaque exponentielle monôme (2iirx)3 ex\) (2tVX*:r),
J ^ PK — h est orthogonale à V donc appartient à Y.
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fi et fi' peuvent ainsi être comparés respectivement à L°° et L1. Pour une
variété invariante de L°° nous avons appelé spectre l'ensemble des X (réels)
tels que exp (2iw\x) appartienne à la variété; c'est aussi l'ensemble des zéros
communs aux transformées de Fourier (continues) des fonctions (sommables)
de la variété orthogonale dans L1. Ici le spectre de V CI fi est l'ensemble des
Xk (complexes) tels que exp (2iir\Lx) appartiene à V, \k étant compté avec
Tordre de multiplicité pk si (2iwx)3 exp (2iT\kx) appartient à V pour j ^ pk — 1
et non pour j = pk ; c'est aussi l'ensemble des zéros communs aux transformées
de Fourier (analytiques) des mesures (à noyau compact) /x de la variété orthogonale
dans fi', chaque zéro étant compté avec son ordre de multiplicité. Nous démon-
trerons dans la suite que les seules variétés invariantes V de dimension finie
de fi sont celles que nous avons trouvées, à spectres finis.3<i

[A] ensemble spectral de V sera aussi appelé ensemble co-spectral de F';
A sera le spectre de F, le co-spectre de V''. Le co-spectre de 3~M, si /x e fi' sera
aussi appelé, par abus de langage co-spectre de n ou co-spectre de M{\).

Si F = fi, son spectre est composé de tous les nombres complexes chacun
multiple d'ordre infini. On dit que c'est le "spectre plein."

Si F = (0), son spectre est vide.
Dans tout autre cas, soit A le spectre de F. Les A* t [Aj sont une partie des

racines d'une quelconque M(\) transformée de Fourier de /x e F'. Comme
M(\) est analytique, les X̂  forment une suite discrète, chaque ordre de multi-
plicité pk est fini; nous dirons que A est un spectre discret. On démontre dans
ce cas (voir §9) que les (2iirx)J exp {2iir\kx), j S Pi — l, h. e [A], forment un
Système libre dans fi.

Le théorème fondamental que nous démontrerons dans ce mémoire est le
suivant:

THÉORÈME 4. Le spectre A caractérise les variétés invariantes orthogonales
V etV'.

Il en résultera un théorème analogue à celui de Wiener-Beurling démontré
pour V°G et L G: dans toute variété invariante V 9e (0) de & existe au moins
une exponentielle exp(rx); toutes les mesures /x e S' d'une variété invariante
V' 7* &' ont des transformées de Fourier M{\) qui ont au moins un zéro com-
plexe commun. Mais naturellement le théorème va beaucoup plus loin, puisque,
comme nous l'avons vu aux §4 et 5 on ne sait pas, dans L°° et L1, si une variété
est caractérisée par son spectre.

Soit Vo l'espace vectoriel fermé le plus petit contenant tous les (2iwx)3 exp
(2iT\kx), \k ePk A, j ^ pi — 1. Vo est une variété invariante C F et de même
spectre X. C'est la plus variété invariante ayant pour spectre A. Le théorème
4 est équivalent à celui-ci : T " est identique à Fo •

Comme les (2iwx)J exp (2iir\kx) forment une base de Fo le théorème peut être
mis sous la forme :34

33 Voir Théorème 5.
34 Pour F = fi le mot base serait inexact, le système de toutes les exponentielles monômes

qui est total, n'est pas libre.
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THÉORÈME 5. Toute variété invariante F ^ & admet une base formée des
exponentielles monômes xJ exp (Ï\X) qu'elle contient.

Cela nous redonnera une expression générale de toutes les fonctions g e F
par un développement en série formel suivant les exponentielles monômes de F.

Si le théorème est vrai pour toute variété invariante F, il l'est aussi pour toute
variété 3~/ engendrée par une fonction moyenne-périodique ƒ quelconque.
Réciproquement s'il est vrai pour toute variété Wf il l'est pour toute variété
invariante F ; car pour démontrer le théorème pour F, il faut montrer que toute
ƒ e F est limite de combinaisons linéaires d'exponentielles-monômes de F,
ce qui sera vrai si elle est limite de combinaisons linéaires des exponentielles-
monômes de .T/ C F.

Xous aurons donc simplement à démontrer ceci dans la suite.
THÉORÈME G. Toute fonction moijc nne-pénodiguc ƒ e & est limite de combinaisons

linéaires des exponentielles-monômes de Uf.

§8. Les fonctions moyenne-périodiques de &. Propriétés générales des spectres.

Pour qu'une fonction ƒ e & soit moyene-périodique il faut et il suffit que la
variété orthogonale à cJf soit 7̂  (0), donc qu'il existe au moins une mesure
ix € &\ c'est-à-dire à noyau compact et 9^ 0 vérifiant

(14) fx * ƒ = 0.

C'est bien la définition donnée par M. Delsarte/0 En prenant pour n un
système de 2 masses apposées en 2 points distincts on voit que ƒ est alors péri-
odique: toute fonction périodique est moyenne-périodique, ce qui était pré-
visible.

Il existe des fonctions ƒ qui ne sont pas moyenne-périodiques, par exemple
une fonction ƒ de carré sommable 9e- 0. Car elle a une transformée de Fourier
F(\) de carré sommable sur l'axe réel des X. Alors (14) s'écrit

M(\)F(\) = 0

Ce qui est impossible si F(\) n'est pas presque partout nulle puisque M(X)
n'a qu'une suite discrète de zéros.

Pour la même raison une fonction continue ƒ e Ll\ p ^ 2 n'est pas moyenne-
périodique si elle est ^ 0. Xous montrerons (voir §18, 1°) qu'il en est encore
ainsi pour p fini quelconque ^ 1. Xous verrons aussi qu'une fonction ƒ ^ 0
tendant vers 0 pour x —» ± =c n'est pas moyenne-périodique. De même exp(x2)
n'est pas moyenne-périodique. Car (Sf contient toutes ses dérivées, donc les
produits de exp (x2) par tous les polynômes; or ces fonctions sont denses dans ë.
Une fonction telle que exp (2?7ra.r), a réel, est moyenne-périodique et bornée
(mais elle n'a pas de limite pour .r —• zt x ) .

Une fonction telle que exp iax), a réel est moyenne-périodique non bornée,
et ce sera le cas général.

15 DEI> \RTL [1]
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On voit par ces exemples, comme on pouvait le prévoir, que le mot de
"moyenne-périodique'1 doit être précisé par l'espace dans lequel on considère
la fonction. Une fonction continue sommable j(x) dont la transformée de
Fourier (continue) a au moins un zéro (réel) est moyenne-périodique dans L ,
d'après Wiener, mais ne l'est pas dans &. Avec les combinaisons linéaires de
ses translatées, on ne peut pas approcher dans L1 toute fonction continue som-
mable mais on peut approcher toute fonction continue uniformément sur tout
compact.

Comme nous l'avons vu au §7, la transformée de Fourier M(\) de \i e &'
est une fonction analytique entière de la variable complexe X. Elle est de plus,
de type exponentiel S 2irA si M est contenue dans l'intervalle ( — A, +A),
et bornée sur tout l'axe réel des X ou même dans toute "bande horizontale."
Rappelons l'inégalité:

(22) , M(a + n) i g II | dix | J exp (2-KA T I ).

La décroissance de M {a + ir) pour a —> ± =c dépend de la régularité de M-
On sait en effet que si fx est une fonction, M (a + ir) converge vers 0 pour a —* ± °o ,
uniformément dans toute bande horizontale \ T \ S n ; si c'est une fonction p
fois continuement dérivable, J a \pM(a + ir) converge lui aussi vers 0 pour <r —->
zh^c, uniformément dans toute bande horizontale; si M est une fonction indé-
finiment dérivable,30 à noyau compact, M (a + IT) pourra êtra appelée a "dé-
croissance rapide, à 1' o° , dans toute bande horizontale" puisque | a \PM(o- + ir)
convergera vers 0 pour a —» =t QO , quel que soit p.

Le co-spectre d'une 3/(X) ^ 0 n'est pas du tout quelconque. Il est d'abord
discret, comme nous l'avons vu. Ensuite il a une "densité" finie.37 Autrement
dit le nombre des éléments du spectre de module ^ r (chacun compté autant
de fois que l'indique son ordre de multiplicité) est équivalent à kr, k > 0, pour
r —» oo. On sait aussi que les \L s'accumulent "surtout" au voisinage angulaire
immédiat de l'axe réel. L'ensemble de ceux qui sont extérieurs à un angle
entourant l'axe réel rend finie la somme X) pk/ , \k >. Mais tout cela ne con-
stitute pas une caract érisation du spectre d'une mesure M * &' et nous ne con-
naissons pas de caract érisation simple d'un tel spectre.

Si V est une variété invariante 9e 6, son spectre est le co-spectre de F',
donc contenu dans le co-spectre d'une mesure M de V', 9^ 0, dont nous venons
de voir certaines propriétés. Réciproquement soit Â  le co-spectre de /1 ^ 0.

Si A est contenu dans AM , A est le spectre d'unf* variété invariante. Car les

36 Attention, nous employons ici le langage de la théorie des distributions! /u, mesure,

est une fonction ƒ si, quel que soit <p continue à noyau compact, / <p dfi = \ <pf dx. /xest

indéfiniment dérivable &i c'est une fonction indéfiniment dénvabîe à noyau compact:
ses dérivées sont nulles aux extrémités du noyau.

A~ SCHW\RTZ [2] page 121-122
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exponentielles monômes orthogonales à y. forment un système non total, donc
libre ; alors la variété invariante ayant pour éléments originels les exponen-
tielles-monômes définies par A ne peut contenir aucune autre exponentielle-
monôme, son spectre est A.

Cela nous permet déjà de voir certaines propriétés importantes. Si A est
un ensemble de points multiples (\k , multiple d'ordre pk), qui n'est contenu dans
le co-spectre d'aucune fonction M(\) 7^ 0, toute variété F fermée qui contient
toutes les exponentielles-monômes (2ÏTx)Pk~'1 exp (2/7rXA.r) est l'espace entier &.
Si ƒ est une fonction continue quelconque, l'ensemble dc^ exponentielles-monômes
de cSf est très raréfié (spectre discret, de densité maxima finie, s'accumulant
angulairement surtout au voisinage de Taxe réel) ou bien il se compose de toutes
les exponentielles-monômes (CSJ = §). Cela prouve qu'une série quelconque
d'exponentielles n'est pax nécessairement moyenne-péricxlique. Par exemple
si ƒ est la fonction 'presque-périodique

(23) f(x) =J2cin exp (2«VXn.r)

les Xi étant réels, de densité infinie on sait que les combinaisons linéaires de
ses translatées peuvent approcher uniformément sur tout l'axe réel (donc sur
tout compact) toutes les les exponentielles exp (2?'7rXn.r) ; mais celles-ci forment
un système total dans 6, donc 'Sf = & et ƒ n'est pas moyenne-périodique dans &.
(Par contre dans l'espace C formé des fonctions continues bornées avec la to-
pologie de la convergence uniforme sur tout l'axe réel, une telle fonctions presque
périodique est moyenne-périodique et cSf ne contient dans C d'autres exponen-
tielles que celles du développement (23); ce qui prouve une fois de plus qu'il
faut bien spécifier dans quel espace fonctionnel une fonction est moyenne-
périodique).

§9. Indépendance des exponentielles-monômes d'une variété invariante ^ 6.

THÉORÈME 7. L'ensemble des exponentielles-monômes eontenues dans une
variété invariante Y 7̂  6 est libn.

Remarquons bien que cela ne signifie nullement que tout système non total
d'exponentielles-monômes soit libre. Ainsi les x2p (p = 0, 1, 2, •••) forment
bien un système non total; le plus petit sous-espace vectoriel fermé U de § qui
les contienne est en effet l'espace vectoriel des fonctions paires, donc 5̂  6.
Or ce système est non-libre: toute fonction x2p (p 9^ 0) est en effet limite uni-
forme sur tout compact de combinaisons linéaires des autres.

Mais la variété U des fonctions paires n'est pas une variété invariante; et la
variété invariante Y = 'SU n'est autre que l'espace entier £, ce qui explique
que le système des x"p soit non libre.

Nous avons vu §7, que si {2iirx)p~ exp (2iir\x) e Y, variété invariante, il en
est de même de (2iirxY exp {2nr\x),j ^ p — 1. Nous avons donc à démontrer
ceci: «si X est un spectre, d'éléments \k multiples respcetivemrnt d'ordres pki le système
des {2i-Kx)3 exp (2i7rX/.r<,, ^ p — 1, est libre.

38 Voir Théorème 7
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II suffira naturellement de démontrer le théorème en supposant que A est
le co-spectre \M d'une mesure JJL ^ 0. Soit "F la variété de <§ orthogonale à ju.
Nous montrerons que, quels que soit X/ e [A v ] , ,ƒ 5̂ PA -- 1, il existe une forme
linéaire continue sur 6, définie par une mesure ju;l-7 e <§', qui est orthogonale à
toutes les exponentielles-monômes de V, sauf fàirxY exp (2/TTX^X) . Cela prouvera
bien qu'aucune exponentielle monôme de V n'est adhérente au sous-espace
vectoriel engendré par les autres.

La démonstration est une généralisation immédiate de celle que j'ai donnée
dans un précédent mémoire,39 relative au cas ou tous les \k sont réels et simples

(P* = D-
Nous devrons choisir iiitJe &' de façon à vérifier

(24) nkt3[{2iirx)1 exp (2^TTX,X)] = b[\l
n pour X, e [Aj, / ^ pv - 1

le symbole ô£, représentant 0, sauf pour v = k, l = j auquel cas il représente 1.
Soit MK,JO0 la transformée de Fourier de MA.J et M^ÇK) sa dérivée d'ordre /.

D'après les formules (20) et (21), (24) est équivalent à

(25) MiUM = «:ƒ.
Donc Mk,jÇ\) admet chaque X„ ^ XA comme zéro multiple d'ordre p„, comme
M(\) elle-même.

Par contre pour X = X*, , ses dérivées d'ordre 0, 1, 2, • • -, j — 1, j + 1, • • •
pk — 1 sont nulles comme celles de Af (X), tandis que sa dérivés d'ordre j vaut + 1

Au voisinage de X = X̂  , on peut écrire

(26) M*,,(X) = ftz_*^ + O (X - X*r

le symbole 0 ayant la signification classique: O (a) est une quantité dont le
quotient par a reste borné en module.

La fonction Mk.jfà/MÇK) est holomorphe pour toute valeur de X, sauf X =
XA; ; au voisinage de X = X̂  , on peut écrire

II y a lieu d'introduire ici une notation qui sera très employée dans la suite.
Si E(\) est une fonction méromorphe, ayant a pour pôle, nous appellerons
{E(X)}a la "partie singulière" de E(\) au voisinage de X = a, c'est-à-dire la
fraction rationnelle (polynôme en 1/(X — a)) ayant pour unique pôle a, nulle
à l'cc, et telle que E(\) — {E(X)}a soit holomorphe pour X = a. La formule
(27) revient à dire que la partie singulière de MktJ(\)

 7>V(X) au voisinage de
X = XA est la même que celle de (X - \ky/(jM(\)).

La différence

_ j
\M(\) j \ J xk

SCHWARTZ [2] page 133, Théorème 6.
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est une fonction entière; réciproquement, s'il en est ainsi, on a bien (25). Et
dire que la fonction précédente est entière, c'est dire que la fonction

(28) MkX\) -

est une fonction entière multiple de M(\).
Nous avons ainsi ramené le problème de la recherche de Hk,j à un problème

plus simple: trouver fik<} telle que si J/AiJ(X) est sa transformée de Fourier, la
fonction (28) soit une fonction entière multiple de J/(X). Or on peut la prendre
nulle: cela revient à prendre

(29) ../„M .

ce qui sera possible si la fonction Mt tJ(X) ainsi définie est bien la transformée de
Fourier de JUA 3 « <&'• Or c'est evident. Dans (29), la partie singulière admet
pour unique pôle X/ , multiple d'ordre pi — j S Pkr le produit par J/(X) est une
fonction entière. Comme, pour X infiniment grand, une partie singulière est
infiniment petite au moins de l'ordre 1, MitJ(X) est de type exponentiel comme
M(\) et majorée par elle. D'autre part, pour | X

|.u,.,(\)| = ! J/(X)| x

et comme M(\) est bornée pour X réel, Mk<J(\) est de carré sommabb sur l'axe
réel. Donc d'après le théorème bien connu de Paley-Wiener,40 M/, ;(X) est
transformée de Fourier, non seulement d'une mesure, mais même d'une fonction
de carré sommable M/.J à noyau compact, c.q.f.d. Le noyau de mt3 est, comme
on le voit aisément, contenu dans le plus petit intervalle (a, b) contenant le
noyau de n.

Dans le cas particulier ou p^ = 1, on aurait, avecj = 0

M

et

C'est bien la formule utilisée41 déjà dans ce cas.

§10. Le développement formel.

Si ƒ est alors une fonction quelconque moyenne-périodique de 6, les exponen-
tielles-monômes de U~f définies par le spectre Af de ƒ forment un système libre;
elles engendrent une variété imariante T'o CI ,T/. Les exponentielles-monômes

40 V o i r p r é l i m i n a i r e s 3 , e t P A L L \ - W I K N L R i l ] p a g e 1 2 .
41 SCHUARTZ [2], page 133, formule (2f).
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forment une base de Vo. D'après ce que nous avons vu d'une façon générale
pour les systèmes libres,42 toute fonction g e Vo admet un développement formel

\g ~ Sp.i d,,i(2iwx)1 exp (2zVX,x)
(30)

Nous rappelons encore une fois que nous avons mis le symbole ^ et non = >
S et non 23 parce qu'il ne s'agit que d'une somme formelle. Cela signifie seule-
ment que c'est une somme véritable lorsqu'elle ne contient qu'un nombre fini
de termes, et que chaque dkj est une forme linéaire continue de g; cette forme
linéaire continue vaut 1 si g est {2iirx)3 exp (2iir\kx) et vaut 0 si g est l'une quel-
conque des autres exponentielles-monômes de Fo. Rappelons qu'il est très
possible, a priorij que tous les dVti soient nuls même si g ^ 0. Soit \i l'une
quelconque des mesures e V', variété orthogonale à cJf. La mesure Hkj définie
plus haut associée à /x et à l'exponentielle-monome {2iirx)3 exp (2t7rXfcx) possède
alors, en tant que forme linéaire sur Vo les même propriétés que la forme liné-
aire dk,j. Il existe une infinité de telles formes linéaires sur ë, mais toutes
coïncident sur Vo, on peut écrire, quelle que soit la mesure /x e V' dont on est
parti

= J dfa,,(x) =

Nous ne savons pas si un développement analogue à (30) existe aussi pour
ƒ elle-même, car nous ignorons si ƒ e Vo ; ƒ e Vo signifie que *Jf = Vo et c'est en
cela que consiste justement le théorème fondamental 6 qui est l'objet essentiel du
présent mémoire. Le système des pv,i e &' est un système biorthogonal normal
associé au système des exponentielles-monômes de T7

C.
Naturellement la quantité

*,3(ô0 = J
a toujours un sens quelle que soit g e ë , en particulier si g — ƒ; mais en général
si g 4 Vo , le nombre trouvé dépend non seulement de g mais de la mesure n e V'
qui a servi de point de départ ; il n'a aucune signification intrinsèque relative à g.

C'est néanmoins à partir de ce calcul formel que toute la théorie pourra
être faite:

ƒ étant une ionction moyenne-périodique de &,
y. une mesure e &' orthogonale à cSf

(donc telle que n * f) = 0,
Au étant le eo-spectre de /x,

J \kePk A,, , j è pi — l, M/..; définie par (29)

| on posera o,, = / f(x)d(Lk,j(x)

et on étudiera le développement formel

i (31) f — St icvJ (2z7rx);exp 2/TTX^T).

42 Préliminaires, 2°; et SCHW \RTZ [1] page 11.
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Ce développement va dépendre, a priori, non seulement de ƒ, mais de \i.
Les exponentielles-monômes qui y interviennent sont non seulement celles de
3"/, mais toutes celles qui sont orthogonales à \x. Il se peut, a priori, que tous
les coefficients soient nuls, ce qui s'écrira ƒ ~ 0, sans que cela entraîne ƒ = 0;
les coefficients pourraient même très bien, a priori, être tous nuls pour une
fonction ƒ donnée et une certaine mesure M orthogonale à fi"/, sans l'être pour
la même fonction ƒ et une autre mesure v ^ /z. Une fois pour toutes dans le
développement nous n'inscrirons que les coefficients ^ 0.

§11. Développement formel par les produits de composition.

Nous montrerons d'abord que le développement formel trouvé pour ƒ est
unique, c'est-à-dire indépendant de la mesure M choisie, orthogonale à CSf. Pour
cela nous serons amenés à donner aux coefficients cv i une autre forme plus
maniable.

Reprenons la formule, analogue à (19)

exp f — 2nrXt) dpLk,j(O = M*,(X).

Effectuons un produit de composition:

/z/.,o * exp (2iirXx) = I exp [2zVX(x — 01 d/jik,o(t)

= exp (2iwXx) ƒ exp(-2ixX0

et finalement

(32) M/..O * (exp 2̂ 7̂ Xx) = (exp 2iirXx)M, ,0(X).

Dérivons / fois par rapport à X:

kQ* -—- exp (2/7TX.T; = MÂ-O * (2ITX)1 exp (2?7rX.r)

= ^ 7 ^ X P

(33)

Cela nous montre certiiine>> propriétés:
1°— Soit X, e [A i/], X. ^ X/ ; M, r/X) s'annule pour X = X, ainsi que ses dérivées

jusqu'à l'ordre yv — 1.
Alors, pour X> er> X „ , X. ^ X, , / ^ p, — 1

/i/o * (2irx) exp (2?xX^.ri = 0.

2U Pour X = X; ; J// o = 3/(X) < ̂ 777-. ? prend la valeur 1, toutes ses dérivées

43 Ce n'est même pâ > tout V partir d'une même mesure ^, on peut trouver une infinité de
mesures ayant les mêmeh propriétés que pt., ) nous avons seulement pris la plus simple
(formule (29)) en annulant (2S) Les autres auraient donné pour Q e To le même développe-
ment formel, mais peut être pa.s, a priori, pour/.
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d'ordres 1, 2, • • •, pk — 1 étant nulles. Alors, pour l ^ pk — 1,

£. [exp (2ïVXï)ilf*.o(X)]
«X

prend pour X = Xfc , la valeur

(2ÎTTX)1 exp (2iVX*z).

D'où
jHfc.o * (2t7ra:)' exp (2iir\kx) = (2iirx)1 exp (2i7rX*x).

On peut, si Ton veut, résumer les 2 formules ci-dessus en une seule

!

f*k,o * (2iirx)1 exp (2iir\vx) ~ ôv
k(2iTrx)1 exp (2iir\vx)

f 0 si 7/ ^ A'

[ lv 1 si *> = À*

Soit alors g une somme finie d'exponentielles-monômes orthogonales à/x:

J S ÎTVX), \v e \AM]

La formule (34) done immédiatement

(35) Mfc.o * g = P*(x) exp (2

Cette formule est fondamentale dans toute la suite. Elle montre qu'on
peut obtenir d'un seul coup l'ensemble des termes du développement de g
contenant en facteur l'exponentielle exp (2iir\kx) par le produit de composition
Mfc.o * g- On reçonnait là le procédé classique dans la théorie des développe-
ments de Fourier ou des développements suivant les coefficients des représenta-
tions unitaires sur un groupe compact (théorie de Peter-Weyl ): les termes
du développement ont des coefficients définis par des produits scalaires, et
s'expriment eux-mêmes par des produits de composition avec les caractères.
Cette formule montre de plus que l'on connaît le développement de g dès que
l'on connaît g sur un intervalle dont la longueur égale la dimension du noyau
de JU.

La formule (35) reste évidemment valable pour toute fonction g e Vo ; car
les 2 membres dépendent continuement de g variant dans Fo C & (les coef-
ficients ckti étant comme nous l'avons vu des formes linéaires continues de
g e Vo) et comme ils sont égaux sur un ensemble dense dans Vo , ils sont égaux
sur Vo. Les cv,i sont alors les coefficients du développement form,el (30) de g.

Et maintenant, est-ce encore vrai pour ƒ? Ce n'est nullement certain, puisque
nous ne savons pas si ƒ e Fo .

Nous allons démontrer que néanmoins cette formule (35) reste vraie, si Von rem-
place g par ƒ.

4 4 W E I L [1] Chapitre V.
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Montrons d'abord que

(36) fjLk,0*f

est bien une fonction de la forme

(37) MA.O * ƒ = Pdx) exp (2iw\kx)

Pk{x) étant un polynôme de degré ^ pk — 1.

Rappelons que Mk 0(X) = Af (X) <) 7777, > ; alors (X - \k)
Pk Mkt0(\) est le

produit de M(\) par un polynôme Q(X) :

(38) JA

Utilisons une propriété classique de la transformation de Fourier. Si C/(X)
est la transformée de Fourier de u, \U(\) est la transformée de Fourier de
u'/2iTr, u' étant la dérivée de u. Cette propriété est vraie même si u n'a pas
de dérivée au sens usuel, à condition d'employer la langage des "distributions".45

/ / 1 d W *
Alors Mk o(X)(X — X)p* est la transformée de Fourier del ( — r — \k ) ) ak 0 ,

\\2nrdx ) )
la double parenthèse indiquant qu'il s'agit d'une puissance symbolique de
dérivation; on peut aussi écrire cette expression comme un produit de composi-
tion avec une distribution à noyau ponctuel réduit à l'origine:

\ d %
 v "

é étant la masse + 1 à l'origine (distribution de Dirac), * pk en exposant indi-
quant une puissance de composition.

De même Q(X), polynôme, est le transformé de Fourier d'une distribution q
ayant son noyau à l'origine (la composition avec q étant encore une opération
de dérivation) ; on a alors, d'après (38)

( \ d , \Pk

V Î T - T ~ Xk€) * M * . O = Ç * M -\2nr dx )

Composons avec ƒ:

en vertu de (14) de sorte que la fonction

(36) z = j

est solution de l'équation différentielle

d( - ,X z = 0.
2i7T dx /

46 Préliminaires, 5°.
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On voit bien alors, d'après la théorie élémentaire des équations différentielles
linéaires à coefficients constants, que z est le produit de exp {2iifKix) par un
polynôme Pk(x) de degré ^ pi — l.46

Montrons maintenant que

Pk(x) =

Il suffit de montrer que

Plus généralement nous montrerons

\

/ 1 d \* ;

Partons de (37) et composons les 2 membres avec ( - ~~ — \ke) . Re-

marquons que d'une façon générale

£- T- " X ^ ) * p W exP (2ixX*x) = ~ ^ exp (2̂ 7rX x̂)

quelle que soit la fonction ou même la distribution P(x). On obtient donc

d

II reste donc à montrer que

(41) j

Utilisons la transformation do Fourier

Mais

f(x - \ky
j \ M(\)

diffère d'un polynôme en X,

46 Cette propriété, vraio lorsqu'on cherche une fonction-solution, est eneore vraie lors-
qu'on cherche une distribution-solution. Il n'y a pas d'autres solutions que les solutions
usuelles, exponentielles-polynômes.
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Alors

JWX) = (X ~.XkY M(\) ( -L- ) + R(\)M(\)
j\ \M(\))

(\ __ \ , V

7?(X) est la transformée de Fourier d'une distribution ponctuelle r concentrée
à l'origine.

1 / 1 d x \ * ;

7 ! \2z7T dz /

La différence entre les 2 membres de (41) est donc bien nulle puisqu'elle vaut
r * ( M * / ) , c.q.f.d.

§12. Unicité du développement formel.

La formule (37) généralisation de (35) va nous permettre maintenant de
montrer que le développement formel de ƒ est lié intrinsèquement à ƒ, indé-
pendant de la mesure /i orthogonale à Wf qui a servi de point de départ.

Précisons. Soient \i et v deux mesures orthogonales à cSf. Les co-spectres
A M et Av sont peut être, à priori, sans élément commun (si le spectre A/ de ƒ
est vide, par exemple). Alors qu'entendons-nous quand nous disons que le
développement formel de ƒ est le même à partir de /x et v?

Soit XA un élément multiple d'ordre pL dans A v , qk dans AA-, donc d'ordre
^ ri dans A/ (si rh est la borne inférieure de pk , Qk) ; nous allons montrer que le
coefficient de (2z7r.r); exp (2?VA/.r), j ^ rk — 1, est le même que l'on parte de /i
ou de v; pour rk — 1 < j ^ pf — 1, le coefficient déterminé à partir de /x est nul;
pour r* — 1 < j ^ ry/ — i, le coefficient déterminé à partir de v est nul. La
chose restera vraie si run des 2 entiers pk , #/. est nul; par exemple si X*, e [AM]
et 4 [AA-], tous les coefficients correspondants, déterminés à partir de /x, sont nuls.
Pour résumer: si dans le développement formel on n'écrit que les coefficients
9^ 0, on trouve les mêmes dans les 2 cas.

Pour \k élément d'ordre pk de Av , r/; do AN (l'un des doux nombres pk , QK
pouvant être nul), on trou\e dans les développements formols dos ensembles
de termes qu'on peut écrire

I Pi, M) (*T) t»\p (2iw\L x),

Pi, v)(x) cxp {2iir\kx)

et dont nous voulons démolit ror Pidentité

Pk.(n)(x) exp (2iT\kx) = M, ,o*/

Pi v)(x) exp (2z'7rX; .r) = v}t0*f.

Nous allons montrer (juc1

(42) /i, r, * ƒ = V, o * ƒ = M- o * V, o * ƒ
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en montrant que la première de ces quantités est égale à la troisième. Nous
supposerons que pi ^ 0 et même que MA,O * ƒ ^ 0 sans quoi c'est évident.

On peut appliquer les résultats indiqués formule (39)

(39) « . • ' • ? g S j ' - ^

Ainsi parmi les composés de ƒ, donc dans l'espace vectoriel !!"ƒ, se trouvent les
produits de exp (2nr\kx) par P ; ,(M)(X) et par toutes ses dérivées. Si d est le degré
de Pk,fa,(x), on peut obtenir, avec les combinaisons linéaires de PL>{tl)(x) et de
ses dérivées, tous les monômes 1, x, • • • xd; donc

(43) (2ITX)1 exp (22TTXAX) e fff pour / g d.

Donc les exponentielles monômes définies par (43), appartenant à Tf, sont
orthogonales à v, ce qui prouve que X/ est au moins multiple d'ordre d dans le
co-spectre AJV- •

Alors MA o * ƒ = Ph,(v)(x) exp (2?'TTX/X) est une exponentielle polynôme formée
d'exponentielles monômes orthogonales à Ĵ ; on peut lui appliquer la formule
(35) avec la mesure v ce qui donne

fxkto * ƒ = PA,(M)U) exp (2ÎVXAZ) = J>A)0 * Pk,(A
x) e xP (2Î7TXAX) = vA)0 * MA,o * ƒ

c.q.f.d.

§13. Les exponentielles-monômes de cJf.

Les résultats trouvés au §12 sont essentiels. Pour étudier le développement
formel de ƒ, nous pouvons utiliser n'importe quelle mesure M orthogonale à 3""/.
En particulier celles des exponentielles-monômes qui interviennent dans le
développement formel avec des coefficients ^ 0 sont liées intrinsèquement à ƒ,
indépendamment de M: ce ne sont autres que celles qui appartiennent à 7J.
Plus précisément :

THÉORÈME 8. Pour que x3 exp {2iir\ix) e 3"/, il faut et il suffit qu'il y ait, dans
le développement formel de ƒ, au moins une exponentielle monôme

xp^~l exp (2IT\KX), pk — 1 ^ j ,

ayant un coefficient ^ 0.
En réalité, x3 exp (2iT\f,x) peut donc appartenir à cSf même si elle a un coef-

ficient nul dans le développement formel de ƒ: l'important est qu'il y ait, avec
un coefficient 9^ 0, une exponentielle monême de degré au moins égal, xPk~l

exp (2iir\kz). La démonstration est maintenant immédiate: Supposons que
dans le développment formel de ƒ, pi — 1 soit le degré le plus élève d'une ex-
ponentielle-monôme formée sur exp (2nr\ix). Nous poserons comme précé-
dement, M ̂  0 étant orthogonale à 'Sf et XA eq A v , qf ^ p,

MA 0 * ƒ = Pi(x) e \ p (2ZVXAX),

47 Calcul valable même si pk = 0. Car alors /n.o = 0.
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degré de Pk = pk - 1 (Pour pk = 0, pk(x) = 0).
1°—Pour g e J / , (donc orthogonale à /x), posons

M A-,o * g = QtXx) exp {2t7r\kx).

Le polynôme Qk(x) dépend linéairement et continuement de g. Or pour
g = ƒ, il est de degré ^ pA — 1; il en est de même pour g = f(x - h), pour
toute combinaison linéaire finie de translatées de ƒ, et même pour toute com-
posée ƒ * p. Car

M*.o * (ƒ * p) = p * (MA-,o * ƒ) = p * Pk(x) exp (22TTXA.T)

qui est bien le produit de exp (2iir\kx) par un polynôme de degré g p t - 1,
Les fonctions ƒ * p étant denses dans 5T/, le degré de Qk est S Pk — 1 pour toute
gf e 3"/. Alors (2i7rx)Jexp {2iir\kx) e [ff entraîne bien j S Pk — 1. Si p* = 0,
exp (2iifkkx) 4 lSf (même si qk > 0).

2°—Réciproquement si j ^ pk — 1, (22TT.T); exp (2iir\fx) appartient à T/.48

La démonstration a été faite (avec ^A — 1 = d) (formule (43)).
REMARQUE. Le développement formel de ƒ étant lié intrinsèquement à ƒ,

on peut non seulement déterminer directement, comme nous venons de le voir,
les exponentielles-monômes de ce développement, mais même leurs coefficients.
Nous ne ferons le calcul que dans le cas ou XA est élément simple du spectre de / .
Pour g e CSJ, le coefficient de exp {2iir\kx) est une forme linéaire continue de g.
Si pour ƒ, ce coefficient est ck , pour j(x — h) il est ck exp ( — 2iir\kh) et pour la
combinaison linéaire ]^a, ƒ (a; ~~ W ü c s t c^ X/ '" e x P ( ~ 2iir\khv). Si donc on
connaît des combinaisons linéaires de translatées de ƒ qui convergent vers
exp (2ÎT\hx)> on doit avoir

lim cj: Z-/ a» e xP ( ~ 2 7TXA- hP) — 1

ou

(44) a- = lim v^ / r> T T ~ \ •

On peut donc construire le développement formel de la façon suivante: les
exponentielles monômes de ee développement sont celles qui sont limites de com-
binaisons linéaires des translatées de ƒ; le coefficient de chaque exponentielle-monôme
se calcule si Von connaît des combinaisons linéaires de translatées de ƒ qui con-
vergent vers cette exponentielle-monôme.

§14. Coefficients d'une composée de ƒ.

Toute composée ƒ * p de ƒ appartient à cSf, elle est donc moyenne-périodique
et admet un développement formel. Soit y. ^ 0 orthogonale à cJf.

Pi (x) exp (2/7rX;.r) = /i/ ,0 * ƒ

Qf(x) exp (2?7rX;.r) = M; .O * (ƒ * p).

48 Voir note 32.
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D'où comme nous l'avons vu plus aut

Qk(x) exp (2iw\kx) = p * Pk(x) exp (2t

Reprenons les formules (33)

P*(2i7rx)1 exp {2iir\kx) = —- (7?(X) exp (2

7?(X) étant la transformée de Fourier de p.
Si donc nous posons Pi(x) = 23 cjt,ï(2zVz)', on aura

(45) Qk(x) exp (2iw\kx) = \j^ ck,i ~ (R(\) exp (2iirXs))]
L d\L Jx-x*

Prenons un cas particulier: pk = 1,1 = 0.

f ~ ck exp (2iw\kx) -f

Alors

ƒ * p ~ ckR(\k) exp (2

La formule (45) montre que si le co-spectre AK de p contient le spectre A/
de ƒ, ƒ * p a tous les coefficients de son développement formel nuls. Mais rien
ne nous dit encore qu'elle soit nulle.

On peut chercher le développement formel de ƒ * eh — f(x — h) (eh désignant
toujours la masse + 1 au point h); il suffit de remplacer x par x — h dans le
développement formel. De même la formule

prouve que les développements formels peuvent se dériver terme à terme. Ils
peuvent aussi s'intégrer indéfiniment terme à terme, à condition d'introduire
d'abord une constante, puis un polynôme arbitraire; toutes les primitives d'une
fonction moyenne-périodique sont moyenne-périodiques.

On peut généraliser. Toute solution d'une équation intégrale avec 2è membre

ou le 2è membre est moyenne-périodique, est elle-même moyene-périodique.
En effet il existe v e <S' telle que v * A = 0 donc {v * /x) * ƒ = 0. Le développe-
ment de ƒ s'obtient à partir de coefficients indéterminés qu'on porte dans l'équn-
tion intégrale, en utilisant (45) (sous-réserve, naturellement, de l'existence do
la solution/).

§15. Démonstration du théorème fondamental.

Nous allons maintenant démontrer le théorème fondamental (>. Montrons
d'abord qu'il est conséquence du théorème suivant :

THÉORÈME 9. Toute fonction moycnnc-'pêriorliqm dont le développement forne!
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a tous ses coefficients nuls, est elle-même nulle. Par conséquent 2 fonctions qui
ont le même développement formel coïncident, le développement formel est carac-
téristique de f.

Supposons en effet démontré ce théorème. Alors soit ƒ moyenne-périodique,
Vo l'adhérence de l'espace vectoriel engendré par les exponentielles-monômes
de ff"/. Pour prouver que ƒ e Vo, il faut montrer que toute mesure p e ë ' ortho-
gonale à Vo est orthogonale à/. Dire que p est orthogonale à VQ, c'est dire que
le co-spectre AR de p contient le spectre A/ de ƒ; alors d'après ce qui st dit ci-
dessus (formule (45)), p * ƒ a tous ses coefficients formels nuls; si le Théorème

9 est supposé démontré, p * ƒ = 0 et par suite / fdp = 0, c.q.f.d.

Démontrons maintenant le Théorème 9. Soit n 7̂  0 une mesure orthogonale
à ƒ fonction moyenne-périodique quelconque; nous pouvons supposer que M
est une fonction indéfiniment dérivable à noyau compact, car si elle ne l'est pas
on peut la remplacer par une régularisée \i * p.

La démonstration du Théorème 9 pourrait résulter des démonstrations que
j'ai données dans mon mémoire sur les exponentielles imaginaires.49 Mais ces
démonstrations sont très compliquées, sans espoir de généralisation possible
au groupe Rn. Nous en reparlerons plus loin. Nous allons donner ici une
démonstration qui, quoique peut-être non susceptible de généralisation, est
tout de même beaucoup plus élémentaire. Reprenons la formule (45) et cher-
chons le développement formel de

* f.

La transformée do Fourier de — 2i-KX\i est J/ '(X), dérivée» de M(X). On
a alors,

(() si / < pL - I

' . 1 I (PL),
- (M (X) o\p (2nr\x)) — ̂  M (X/) e \ p

(si / = / > , -

On a alors, formellement

(47) ( — 2iTr.ru) * f — iS„r, ^ - I A / 0 ' " (X») e\p
lui observant cette formule, on aperçoit son énorme intérêt:
1°—Le 2è membre no contient plus d'exponentielles-monômes; mais seulement

des exponentielles pures.
2°—La série formelle du 2** membre a beaucoup plus de chances d'être con-

vergente que la série formelle de ƒ elle-même. Voyons le en nous bornant au cas
ou tous les X, sont dos éléments simples du spectre. Alors c, 0 = c, = MP.O
* f = fJLv * f. Mais M* ïi P o u r transformée de Fourier

4' SCHWAKTZ [2].
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On voit donc que les cv ont d'autant plus de chance d'être grands que les
M\\v) sont petits. Et effectivement s'il y a des groupes de X, très resserrés,
M'(\v) devient très petit, et cv très grand: la série formelle de ƒ ne peut alors
converger que par groupements de termes. Mais les coefficients formels de (47)
sont les cvM'(\v): ils ont toutes les chances de ne plus introduire aucune dif-
ficulté. On peut démontrer effectivement ceci:

THÉORÈME 10. Si f est plusieurs fois diffêrentiable et /z quelconque? la série
formelle de (47) est effectivement convergente, uniformément sur tout compact,
vers { — 2iTTXix) * ƒ.

Si ƒ est une fonction continue quelconque, la convergence uniforme sur tout
compact est aussi assurée en supposant M assez régulière: il nous suffira de nous
borner à ce cas, en supposant que M, comme il est dit plus haut, est une fonction
indéfiniment dérivable. La démonstration du Théorème 10 est la clef de celle
du Théorème 9. Supposons-le en effet démontré.

L'équivalence (47) est alors une égalité vraie, ^ peut se remplacer par = ,
S par 2.

Cela nous prouvera que, si ƒ a tous ses coefficients formels nuls, elle vérifiera
non seulement /x * ƒ = 0, mais encore

(48) xix * ƒ = 0.

Mais rien n'empêche de continuer, ƒ est une fonction moyenne-périodique solu-
tion de (48) et à coefficients formels tous nuls; elle vérifiera donc aussi

zV*/ = 0
et plus généralement

(49) P{x)n * ƒ = 0,

P(x) polynôme quelconque. Soit a un poit tel que/z(oO ^ 0. On peut prendre
une suite de polynômes Pt(x), è 0 sur le noyau fa, b] de M, convergeant uniformé-
ment vers 0 sur [a, b] en dehors de tout voisinage du point a, et vérifiant

f Pt(x)dx = 1M«).
•'o

Les fonctions P%{x)n convergent alors, das Tespace des distributions, vers
€« distribution formée d'une masse + 1 au point a.

De (49) on tire alors

€« * ƒ = 0, ou f(x — a) = 0,

équivalent à ƒ = 0, c.q.f.d.
Finalement toute la démonstration repose sur celle de la vraie convergence

dans (47.)

50 Je n'ai pas cherché les meilleures conditions possibles, inutiles ici. Il suffit que ƒ soit
3 fois différentiable.
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Ecrivons autrement le terme général de la série. Appliquons la formule
(39) pour j = pk — 1:

exp (2^TTX,X) = cktPk^ exp

L'égalité (47) peut donc s'écrire

(50) Z^ (Pv)(X,)U,p,-i*/j =

Pour la démontrer il surfBait de montrer que Ton a

= Z J/f7^(X„

puisque toutes les fonctions qui interviennent dans cette égalité ont le même
noyau compact, la convergence uniforme du 2è membre donne le droit de com-
poser avec ƒ terme à terme, ce qui démontrerait le théorème.

Mais cette égalité est fausse. Mais si l'on peut trouver une suite de dis-
tributions pi , • • • , pk , • • • et une distribution p à noyaux ponctuels concentrés
à l'origine tels que

(51) Z ()

la série du 2* membre étant uniformément convergente, le Théorème sera dé-
montré; car lorsqu'on compose avec ƒ pour obtenir (50), p * n * f et pv * n * f,
qui sont nuls, disparaissent.

Prenons les transformés de Fourier de* 2 membres. En appelant R(\)9

• • -, Rv{\), • • • les polynômes transformés de p • • • p, , • • • on obtient l'égalité
à démontrer

(52) A/'(X) + R(\)M(\) -= Zv \M(p'\\,)M,p.-i(\) + R,(\)M(\)l

Pour assurer la convergence uniforme du 2è membre de (51) il suffira de la
convergence du 2̂  membre de (52) sur Ll de l'axe réel des X. D'après (29),
en faisant j = pk — 1, on a

_ _ _ _ j_

- M{Pk)(\k)\ - X,
et (52) s'écrit

(53) M'(\) + R(\)M(\) =

Nous tomb ons, à peu de chose frès, sur une formule classique de la théorie
des fonctions méromorphes. M(\), fonction entière d'ordre 1 s exprime par
un produit canonique de Weierstrass-Hadamard:

M(\) = Xrt exp (A\ + B)
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En prenant la dérivée logarithmique

M (A) ~ X + A + x^o Vv \X - X, + \J

la somme du 2è membre étant convergente uniformément sur tout compact
du plan complexe, ne contenant aucun des X„ . Naturellement a n'est ?± 0
que si 0 € [XM], « est Tordre de 0 dans le co-spectre A v .

(54) M'(X) = «*£> + -U/(A) + E P.
A x^o

La série du 2è membre est cette fois convergente uniformément sur tout com-
pact du plan complexe, sans exception; ceci grâce à la convergence de ]C P*/|Xv|2.

L'égalité connue (54) n'est autre que l'égalité à démontrer (53) M l'on prend
R(\) = -A,K„(X) = pv/X .

Néanmoins (53) n'est pas démontrée, car la série du 2è m mbre de (54)
doit converger, non seulement uniformément sur tout compact complexe des X,
mais dans L1 de l'axe réel des X.

Remplaçons (54) par

ilf'(X) - AM(X) + XJf(X) Z (p./X2)

( 5 5 ) M00 , x- (V*M(\) , „(^v. ]

(55) est évidemment une conséquence de (54) ; encore une fois elle est équivalente
à l'égalité à démontrer (53) en prenant

R(\) = - A + X Hpv/X2, et Rv(\) = ~ + X^;.

Mais nous allons pouvoir démontrer que la série du 2e membre de (55) converge
dans L1 de l'axe réel des X. Son terme général est

(56) i

Sur un compact en X, la série converge comme /2 1/ X, 3. Majorons le
terme général (56)

a) ou bien | X — \v j ^ 1, alors il est majoré par | 3/(X) [ pv , X/Xv
 2 Pour

X fixe réel, la somme des modules de tous les termes pour lesquels ! X — A, ^ l
est majorée par

M(X) | X 2 E P./ \ X, t
2 = A I X i21 J/(X)

bj ou bien | X — X, , < 1. Si nous appelons D(X) le maximum de ' 3/r(A) |
dans le cercle de centre A et de rayon 1, on a

A — A,,
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le terme général (56) est alors majoré par

£(X).

Si nous laissons de côte les X, en nombre fini pour lesquels | A, | ^ 2, on aura
pour tous les autres | A/A, | ^ 2 si | X - X, | < 1, ce qui majore le terme général
par 2pvD{\).

Pour X fixe réel, la somme des modules de tous les termes pour lesquels | X — X, |
< 1 est majorée par (J>2 pv)D(\).

La somme 22 pp étendue à tous ces termes est au plus égale à N( | X | + 1),
N(r) étant le nombre des zéros de ilf (X) de modules ^ r, comptés chacun autant
de fois que l'indique son ordre de multiplicité.

D'où la majoration finale de la somme des modules de ces termes:

N(\\\ + l)D(A).

Pour montrer que la série du 2è membre de (55), qui converge uniformément
sur tout compact, converge dans L1, il suffit de montrer que la somme de la
série des modules est sommable sur tout l'axe réel.

Montrons donc que la fonction ^ 0 de X

A | X |2 | M(A) | + N( | X i + l)D(A)

est sommable.
D'après l'hypothèse faite sur \i (fonction indéfiniment dérivable), M(X) et

M'(\) convergent vers 0 plus vite que toute puissance de 1/ | X | lorsque X
s'éloigne indéfiniment dans une bande horizontale du plan complexe (voir §8).
Donc, pour X réel —•> zb ce ,

] M(\) | = O (1 / | X |4)

D(X) = O (1 / | X |3).

Et comme les X„ ont une densité finie,

X( | X | + 1) = O( | X !)

de sorte que

.1 ! X I2 I itf(X) I + A'( I A | + 1)Z)(A) = O ( 1 / ! A |2),

Ce qui prouve que cette fonction est sommable, c.q.f.d.
Ainsi nous avons démontré le théorème fondamental annoncé §7 (Théorème

6), avec toutes les conséquences qui en résultent.

§16. Convergence du développement formel.

Le développement formel de chaque fonction moyenne-périodique ƒ a été
construit à partir d'une mesure M ^ 0 orthogonale à ff/, d'une façon très par-
ticulière (en annulant la fonction (28)h Nous avons ensuite montré que le
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développement trouvé était indépendant de M, pourvu qu'à partir de chaque
mesure \x on le détermine toujours de la même manière, en annulant (28).
Mais maintenant que nous avons démontré que J e Fo (§15), nous savons que
le développement est absolument unique, et lié intrinsèquement à ƒ ; toutes les
méthodes pour l'obtenir donneront toujours le même. C'est le développement
associé à un élément d'un espace vectoriel à Vaide de ses coordonnées suivant une base.

Mais nous ne savons toujours rien de la convergence du développement formel.
Cela n'a, il est vrai, qu'une importance secondaire pour la plupart des questions
théoriques qu'on est amené à traiter sur ƒ ; nous savons que ƒ est limite de com-
binaisons linéaires finies zlv,i (cVti)a(2i7rx)1 exp (2i7r\vx) dépendant d'un indice
a et que, de plus, lima (cVti)a = cv,i pour toutes valeurs de v, l; c'est cela qui
est l'essentiel. Mais la nature de la convergence du développement formel
présente tout de même un certain intérêt. J'ai étudié dans un précédent
mémoire52 les systèmes d'exponentielles exp (2z7rX„x) non totaux sur un intervalle
fini (a, b) de longueur 2L. J'ai montré que pour toute f onction ƒ (x), continue
sur cet intervalle (a, 6), et limite uniforme de combinaisons linéaires de ces
exponentielles, le développement formel de ƒ suivant le système libre des ex-
ponentielles était uniformément convergent sur tout compact de ]a, b[ par la
méthode des groupements de termes et des facteurs exponentiels d'Abel:bd

j
( o 7 ) I f(x) = lim £ ( E c, exp(22VX,x) exp(-27r | X, | y)).

I y—»0 n \ytGn

On multiplie donc chaque terme cv exp (2iTr\vx) par le "facteur de convergence
d'Abel" exp ( — 2w \ X„ \y); on réunit les éléments Xv "très serrés" en un même
groupement Gn ; la somme des groupements Gn est absolument convergente pour
y > 0 vers une fonction harmonique ƒ(#, y) dont la limite (uniforme pour a + rj
fgxrgfr — 77, 77>O quelconque) quand y —> 0 est f(x).

Ces formules n'ont été démontrées que pour un système non total d'exponen-
tielles exp (2ÎT\VX), correspondant à des X„ réels. Voyons si cette condition
était essentielle. La non-totalité du système d'exponentielles résulte de l'exis-
tence d'une mesure M 7e 0, dont le noyau est de longueur ^ 2L, et qui est ortho-
gonale à toutes les exponentielles:

j exp(2iTr\vx) djl{x) =-- 0

ce qui revient à dire que la transformée de Fourier M(X) de M s'annule pour tous
les Xv : Ce sont les propriétés de MQC> qui ont servi dans la démonstration.

51 Préliminaires, 2°.
52 SCHWARTZ [2].
53 SCHWARTZ [2] pages 146 et 155. Les rôles de x et y sont ici intervertis et les \v changés

de signe.
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Or elles peuvent être utilisées aussi bien si les X, sont des nombres complexes
quelconques; le lecteur pourra de lui-même vérifier qu'il n'y a qu'à changer
quelques points:

1°—Nousavons dû supposer que M{\) était réelle pour X réel, autrement dit
vérifiait M (A) = M(\) ,°4 Cela revient à supposer que M a la symétrie hermiticnne,
fi = M en appelant fi la mesure fi. îl n'y a aucune raison pour qu'il en soit ainsi
en général. J'ignore si cette condition ebt indispensable. Mais cela n'a ici aucune
importance, car la longuer 2L n'aura, pour notre théorie actuelle, aucune im-
portance. Or si les X, sont racines de 3/(A),les \v et X, sont racines de M(\)M(k)>
transformée de Fourier de la mesure hermitienne M * fi. Et si une fonction
moyenne-périodique ƒ vérifie M * ƒ = 0, elle vérifie aussi (M * fi) * ƒ = 0. Nous
supposerons donc désormais que \x est hermitienne, de noyau contenu dans
l'intervalle ( — L, + L ) . Naturellement les résultats sont valables, par trans-
lation sur tout intervalle de longueur 2L.

2°—Le facteur exponentiel exp (-2?r | X, j y), y > 0, est égal à exp (=F2TTX,?/),

le signe — étant pris pour X, > 0, et le signe + pour X, < 0. Cela revient à
dire que l'on remplace exp (2ÎT\VX) par exp (2iw\v(x db iy)).

C'est sous cette forme que le facteur exponentiel va subsister pour desA„
complexes: non pas comme exp ( — 2ir \ X, | y), mais comme exp (zF2w\yy)>
le signe — ou + dépendant des valeurs de X„ .

De la sorte la somme des termes correspndant au signe — est une fonction
analytique de x + iy pour y > 0; la somme des termes correspondant au signe
+ est une fonction analytique de x — iy pour y > 0, et la somme de toute la
série une fonction harmonique de x et y.

Quand prendra-t-on le signe —, quand le signe + ? Posons Xv = <jv + ÎTV

L'idée naturelle sera de prendre — si <JV > 0, + si ov <0, (et de ne pas mettre,
de facteur de sommation si <JV = 0). Mais supposons qu'il existe des groupes
de X„ "très serrés," en nombre infini, qui soient "coupés en deux" par l'axe des r:
dans chacun de ces groupes, il y aura des X, à partie réelle av > 0, et d'autres
à partie réelle ov < 0. Alors le choix des signes indiqués plus haut aboutirait
à séparer les X, d'un groupe et empêcherait la convergence.

Nous serons amenés à partager les X, en 2 secteurs. Le premier sera un secteur
angulaire Si entourant l'axe 0 - a réel ^ 0 défini par exemple, pour si X = p
exp (ie) par -a S 6 ^ P

(0 < a < w

[0 < /3 < 7T

Le deuxième sera un secteur angulaire S2 entourant l'axe 0 <J' réel ^ 0, défini par

P ^ 6 ^ 2TT - a.

Lorsque X, est dans le secteur Si , on prendra le facteur exponentiel exp( -2?rX,t/),
dans le secteur £2 , exp ( + 2TTX,T/N). SI et S2 seront 2 secteurs complémentaires

54 SCHWARTZ [2], page 130 en haut et page 141 en bas.
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quelconques astreints seulement à une condition: les demi-droites limites de ces
secteurs 0 = a et 6 = 0, ne coupent en 2 qu'un nombre fini de groupements Gn,
et même plus précisément, on a la relation:

, _ log IM(pexp(i»)) o r , - . \e = a
(08) hm —-— = 2TTL I sin ô , , pour \

p-oo P [ ô = j8

Cette relation n'est autre que la formule (1, y) page 123 du mémoire cité. Elle
est vérifiée pour presque toutes les valeurs de 0; on peut donc pour a et 0,
choisir presque toutes les valeurs possibles. On peut donc dire que le choix
indiqué plus haut, signe + pour <rv < 0, — pour <jv > 0, est presque toujours
possible. Remarquons d'ailleurs que les facteurs de sommation d'Abel ne sont
nécessaires que pour les X„ angulairement voisins de l'axe réel des X qui sont,
il est vrai, la majorité. Si S est un secteur angulaire ne contenant ni Taxe des
a ni Taxe des a', tel que

y S S ^ ô, 0 < 7 < Ô < T T ,

à condition que (58) soit vérifiée pour 6 = 7 et 6 = ô, les termes pour lesquels
X„ € M forment une série absolument et uniformément convergente par groupe-
ments de termes, mais sans facteurs exponentiels d'Abel, et la somme est une
fonction analytique. Si par exemple, tous les X„ sont de la forme irv, rv > 0,
la série formelle de ƒ est convergente par groupements de termes et représente
une fonction analytique de x pour x complexe de partie réelle > — L. C'est
le résultat essentiel de ma thèse.55 D'ailleurs il est bien évident qu'en prenant
des X„ complexes quelconques, on retrouve comme cas particuliers à la fois le
cas des exponentielles réelles (Xv = irv) et celui des exponentielles purement
imaginaires (X„ = c ) .

Une fois ces modifications faites, la convergence par groupements de termes
et facteurs exponentiels d'Abel a lieu même si les Xv sont complexes. Mais
nous pouvons encore généraliser en étudiant les \v "multiples"; à un XF multiple
d'ordre py correspondront les exponeentielles-monômes (2iirx)1 exp (2î7rXyx),
l ^ pv — 1, et A„ sera racine multiple d'ordre pv de M(X).

Il s'agira alors d'un système d'exponentielles-monômes non total dans un
intervalle de longueur 2L. Les groupements de termes seront évidents, toutes
les exponentielles-monômes correspondant à un même X„ seront évidemment
dans un même groupement; c'est un groupement de \v "confondus," cas par-
ticulier d'un groupement de Xv très serrés. Que signifiera le procédé de somma-
tion d'Abel? Il signifiera qu'on remplace x par x dh iy, y > 0, le signe + ou —
ayant été fixé comme plus haut. Ainsi le terme Ck,j(2iirx)3 exp QiirkkX) sera
remplacé par:

(59) cktj(2iir)J (x db iy)'exv (2iic\k(x ± iy)).

65 SCHWARTZ [1]. Il en résultera que toute f onction ƒ (x) dont le spectre est entièrement
contenu dans des angles ne contenant pas les demi-axes réels, est analytique entière.
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C'est donc une modification de chaque terme et non une multiplication par un
facteur de convergence.

Remarquons que si l'on développe (59) (en y considérant y comme une con-
stante) on trouve le produit de exp (2iir\kx) par un polynôme de degré j en x,
faisant intervenir tous les monômes xl, l ^ j ; cela nous prouve encore une fois
que ƒ est limite de combinaisons d'exponentielles-monômes qui sont, non seule-
ment celles de son développement formel, mais aussi toutes celles qui sont de
degré inférieur (Théorème 8).
Nous avons vu que

a, = J f(0 dfa.jin.

Si on pose z = x + iy, on aura

ckt3(2iTz)3 oxp(2iir\kz) = ƒ f(()[(2nrz)J oxp(2iw\kz) d/lkj(t)}

l\(z) = Z rLJ(2nrz)1 vxp(2iw\kz) = / / ( / ) E (2iirz)1 i*\p(2iir\k z) dfikjl

que l'on écrira

ffiOdhÜ,:),
avec

Ĵ a transformée de Fourier de iuc(t, z) est alors

Mk(\,z) = J 2 1

Mais

diffère, comme nous l'avons vu, du produit de M(\) par un polynôme (ce qui

n'a aucune importance)56 de M(\) —, - - \ , r/z\ f ^ sorte qu'en négligeant

une fois pour toutes le produit de M(\) par un polynôme et en représentant par =
l'égalité au produit prés de M(\) par un polynôme, on peut écrire

Mais Z {2iicz)\\ — X^)z/^ est le début du développement de Taylor, au voisin-
age de X = Xi , de exp (2iir(X - \k)z) \ on a donc

66 Voir §15.
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que l'on peut représenter par une intégrale dans le plan complexe des X, en-
tourant uniquement le zéro XA de M(\) et n'entourant pas X:

C'est la formule (3. m) de la page 142 de mon mémoire des annales de Toulouse.5'
Vraie lorsque \k était un zéro simple de M(\), nous voyons qu'elle l'est encore
pour un zéro multiple.

Soit ƒ une fonction moyenne-périodique; y. 9e 0 une mesure orthogonale à 3~f,
hermitienne, dont le noyau est de dimension 2L. Les exponentielles-monômes
de cSf forment donc un système non total sur l'intervalle ( — L, + L ) ; toute
fonction continue, définie sur cet intervalle, et qui est limite uniforme de com-
binaisons des exponentielles-monômes de fJ ƒ, est développable en série suivant
ces exponentielles-monômes, série uniformément convergente dans tout com-
pact intérieur à l'intervalle, par le procédé de sommation d'Abel et des groupe-
ments de termes. La série ainsi convergente est une série formelle déterminée

par les formules ck } — I ƒ dfa^ . Mais ƒ est, d'après ce que nous avons vu au

§15, limite uniforme de combinaisons des exponentielles-monômes de U~f sur
tout compact, donc sur l'intervalle ( —L, +L) ; et la série associée à ƒ est toujours
la série associée à la fonction moyenne-périodique ƒ, quelle que soit la mesure
ju orthogonale à cSf.

Par ailleurs en remplaçant /x par / Z " = / Z * A I * J U - - - * / X qui est encore ortho-
gonale à cSf, on remplace L par nh. On peut donc conclure.

THÉORÈME 11 Si la fonction ƒ moyenne-périodique dans <S a le développement
formel

(31) f~S[ Z cy,i(2nrx)1 exp(2iir\vx)\

elle est représentée par cette série, convergente dans & par le procédé de sommation
d'Abel et des groupements de termes:

, r i x ƒ(*) = Hm f Z [ Z exp(2iVX,(z =b iy)) X ( Z cVti(2iic(x ± iy))1)]].
V o l ; j,—o n \v*Gn l^Pv-l

V>0

Là ou il y a le signe ± , il faut prendre le signe + ou le signe — suivant la valeur
de X„ ; les Xv sont séparés en 2 catégories par un partage convenable en 2 secteurs
du plan des X.

On aurait pu directement démontrer ce Théorème 11 ce qui aurait rendu
inutile le §15.

J'ai en effet démontré, dans mon mémoire des annales de Toulouse, le théorème
suivant (note1, page 157 de ce mémoire): si \i est une mesure de l'intervalle
( —L, +L), et si ƒ est une fonction continue quelconque sur ( —L, +L) {non
nécessarement limite de sommes d'exponentielles), le développement formel de ƒ

57 SCHWARTZ [2].
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suivant les (2ITX)3 exp (2iw\kx) définies par Ie co-spectre de n et par les formules

Ck.j = J f dfa,j , converge vers ƒ par le procédé de sommation d'Abel et des

groupements de termes, uniformément sur tout compact de [-L, +L\.
Mais comme ƒ est moyenne-périodique, ces coefficients o, ; sont indépendants

de M dès que M est orthogonale à Wf, et ce sont les coefficients de la série formelle
de/; comme d'ailleurs en remplaçant M par /x*n on i\ mplace L par nL, le dévelop-
pement converge bien vers ƒ, par le procédé de sommation indiqué, uniformé-
ment sur tout compact, donc dans £ ; cela prouve à la fois les résultats des §15
et 1G. Si j'ai tenu à donner quand même le §15 dont on aurait pu par consé-
quent se passer, c'est qu'il est beaucoup plus élémentaire que ce paragraphe.
Il est en particulier généralisable à d'autres questions que celles qui sont traitées
ici, ou la convergence par le procédé de sommation d'Abel et des groupements
de terme n'a plus lieu. J'y reviendrai dans un travail ultérieur.

§17. Récapitulation.

Nous avons exposé la plupart des résultats par une méthode analytique:
ayant en vue le résultat final, nous l'avons ramené de proche en proche à des
propriétés de plus en plus simples. Donnons rapidement un aperçu synthétique
des propriétés obtenues.

Nous avons d'abord montré comment ƒ étant une fonction moyenne-périodi-
que, on pourrait obtenir les exponentielles-monômes de Wf et nous avons intro-
duit les notions de spectre et de co-spectre (§§7 et 8) ; si \i e <S' est orthogonale à
Wf, le co-spectre AM de /* contient le spectre \f de/. Les exponentielles-monômes
de Wf forment un système libre (§9). ƒ étant ensuite une solution de l'équation
intégrale de composition M * ƒ = 0, nous avons construit un dé\ eloppement formel
de ƒ suivant les exponentielles-monômes orthogonales à M(§10). NOUS avons
montré comment on pouvait calculer les termes de ce développement par des
formules de composition (§11) et de là nous avons déduit l'unicité du développe-
ment, lié intrinsèquement à ƒ (§12) ; les exponentielles-monômes qui interviennent
dans ce développement sont celles de Wf (§13). Au §15, nous avons montré
que le développement formel de ƒ caractérise ƒ', autrement dit que si ce développe-
ment est nul, ƒ = 0. On en déduit alors que ƒ appartient à l'adhérence du sous-
espace vectoriel engendré par les exponentielles-monômes Wf (Théorème 6).
C'est le plus important des théorèmes obtenus; il prouve que chaque variété in-
variante V de & est caractérisée par son spectre (théorème 4), chaque variété
invariante V' de &' par son co-spectre: V admet pour base l'ensemble des ex-
ponentielles-monômes qu'elle contient (Théorème 5).

Au §16, nous avons montré que le développement formel de ƒ converge dans
ë vers ƒ, par le procédé de sommation des groupements de termes et des facteurs
de convergence d'Abel.

On conçoit toutes les applications qu'on peut tirer de ces résultats. Nous ne
chercherons pas ici à en donner le maximum, voulant rester dans le cadre de la
théorie étudiée.
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On peut répondre complètement à toutes les questions posées §2.
1°—Nous connaissons toutes les variétés invariantes de ê . Chacune d'elles

est définie par son spectre, par les exponentielles-monômes qu'elle contient.
Une variété invariante minimale est de dimension ] ; elle est engendrée par

une exponentielle pure, exp(rx'), r complexe.
Il n'y a pas de variété invariante maximale. Car si F est une variété in-

variante, la variété engendrée par F et une exponentielle qu'elle ne contient
pas, est invariante et strictement plus grande que F.

2°—La variété invariante de dimension finie la plus générale est engendrée
par un nombre fini d'exponentielles-monômes.

3° —Dans toute variété invariante ^ (0) il y a au moins une exponentielle.
Toute variété invariante admet pour base l'ensemble des exponentielles-
monômes qu'elle contient; elle n'est donc pas somme des variétés invariantes
minimales qu'elle contient (sauf si elle ne contient que des exponentielles
pures); mais elk est adhérente à l'espace vectoriel engendré par Vensemble des
éléments moyenne-périodiques d'ordre fini qu'elle contient.

Pour compléter la lere question ajoutons:
THÉORÈME 12. Toute variété invariante admet d'une infinité de manières un

seul élément originel.
C'est évident si F = 6 car une fonction non moyenne-périodique est un

élément originel de &. Si F ^ ë , elle a un srectre A. Considérons la fonction

ƒ(-?) = S aPtPi)-i(2iTx)Pl'~~1 exp(2?7rX„.r), X„ ePv A;

tous les coefficients aVfVv-X seront pris ^ 0, et assez rapidement décroissants pour
assurer la convergence de la série dans &. On a,/ e F ; la série du 2e membre
coincide avec le développement formel do ƒ puisque ƒ est limite des sommes
partielles de la série et comme chaque a„,Pl,_i est ^ 0, Wf contient, d'après le
Théorème 8, toutes les exponentielles monômes de F, donc Uf = F.

Une variété invariante étant caractérisée par son spectre, les opérations sur
les variétés se traduisent par des opérations sur les spectres:

1°—Le spectre A de l'intersection F d'une famille do variétés invariantes F4

est l'intersection des spectres At ;
2°—Le spectre A de la somme*8 d'une famille de variétés invariantes VL est

la réunion des spectres \ t .
Il existe cependant une précaution à prendre. Deux cas sont possibles:

ou bien le spectre A ainsi obtenu représente un système total d'exponentielles-
monômes dans &, alors le vrai spectre de V est le spectre plein, F = &. Ou
bien il représente un système non total d'exponentielles-monômes, alors il ebt
effectivement le spectre de F. C'est ce cas qui ^e produit toujours si les T\
sont ^ & et en nombre fini; car alors si fii ^ 0 est orthogonale à F», le produit
de composition des y.x , qui est ^ 0, est orthogonal à F. En particulier la
somme d'un nombre fini de fonctions moyenne-périodiques est toujours moyenne-
périodique.

68 Voir §1, note 9.
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La présente theorie donne évidemment la solution la plu?, générale d'une
équation intégrale du type

M * ƒ = 0,

M r̂  0 étant une mesure à noyau compact donnée, ƒ une fonction continue qui
constitute l'inconnue. La solution est une série formée avec les exponentielles-
monômes solutions de l'équation intégrale, série restreinte seulement à être
convergente dans <S par le procédé de sommation dv^ facteurs de convergence
d'Abel et des groupements de termes.

Réciproquement, si ƒ est une fonction continue donnée, elle n'est en général
solution d'aucune équation intégrale de ce type; elle ne l'est que si elle est moy-
enne-périodique, et alors on }>eut prendre pour \x toute mesure dont le co-spectre
contient le spectre de/.

§18. Propriétés asymptotiques des fonctions moyenne-périodiques.

Soit \i e &' une fonction indéfiniment dêrivablc orthogonale à cSf. Nous utili-
serons systématiquement la formule

(37) /ifc.c * ƒ = Pk(x) exp (2/TTXAX).

Soit 2L la dimension du noyau de p. La borne inférieure 2Lo des nombres
2L possibles est ce qu'on pourra appeler la moyenne-période de ƒ, elle possède
certaines propriétés analogues à la période d'une fonction périodique: en par-
ticulier, si ƒ est connue (ou nulle) sur un intervalle strictement plus long qu'une
moyenne-période, elle est connue (ou nulle) sur tout l'axe réel ((37) donne tous
ses coefficients). En particulier une fonction moyenne-périodique nulle sur
un demi-axe réel est nulle sur tout l'axe réel.

( —L, -\-L) est le plus petit intervalle contenant le noyau de IJL, donc de n,itV.
Une majoration donne

(i\2) \l\(x) exp (2iir\L.r) ^ / i M / . , . ( / fit) P' dt) .

Si pj — 1 est le degré de P, et si \L = ak + irk , on voit que pour x —> =L x

(63) , xPk l exp ( -21TTLX) = O

On en déduit un grand nombre de conséquences asymptotiques:
1°—II est impossible, si ƒ ^ 0, que ƒ appartienne à L} ' p' fini ^ 1. En effet

si ƒ e Lp', le 2* membre de (<)3) tend vers 0 pour .r —> zb x , ce qui oblige le spectre
A,- à être vide, car quel que soit rk le premier membre de (C>3) ne saurait jamais
tendre vers 0 à la fois pour x —* + <» et pour x —> - x .

Pour la même raison une fonction moyenne-périodique f - 0 ne peut pas
tendre vers 0 à la fois pour x — + « et pour x -+-'-.

2°—Si ƒ est moyenne-périodique bornée, on a nécessairement r, = 0, p = 1:
le spectre est réel et si?npl>.
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II y a alors certaines analogies entre la notion de fonction presque-périodique et
moyenne-périodique: mais pas plus que des analogies, à savoir l'existence com-
mune d'un développement suivant des exponentielles purement imaginaires.
Mais:

a) une fonction presque-périodique n'est pas forcément moyene-périodique
(voir exemple de la formule (23)). Pour qu'elle le soit, il faut et il suffit que
les exponentielles qui interviennent dans son développement forment un système
non total dans <S.

b) sans en être sûr, je pense qu'une fonction moyenne-périodique bornée
n'est pas forcément presque périodique (rien n'indique, par exemple, que les
coefficients du développement soient bornés dans leur ensemble).

3°—Si ƒ est moyenne-périodique "à croissance lente," c'est-à-dire si, pour
x —> ± ce, | f(x) | = 0 ( | xv~l | ), p entier > 0 on a rk = 0, pk ^ p: toutes les
exponentielles sont purement imaginaires et les degrés des monômes sont bornés.

4°—Plus généralement, une majoration de la croissance de ƒ permet de majorer
chacun de ses termes. On a là une espèce de généralisation (déjà signalée dans
ma thèse59) de la formule de Cauchy qui permet de majorer chaque terme d'une
série de Taylor par la majoration de la fonction elle-même sur une circonférence
de centre origine.

Si par exemple \f(x) \ = O(exp (2ira \ x | )), a > 0, on a nécessairement, pour
tous les termes, \ rk\ < a ou alors rk = ±a, pk = 0: il n'y a dans le développe-
ment de / , que les exponentielle-monômes qui ne croissent pas plus vite qu'elle-
même.

On pourrait ensuite envisager des ordres de croissance pour ƒ(#), ce qui limiter-
ait la croissance des coefficients des exponentielles.

5°—Si l'on envisage seulement le comportement de ƒ 9e 0 pour x —> + co5

les circonstances sont différentes, ƒ peut par exemple tendre vers 0. On en
déduit alors rk > 0. Mais cela entraîne alors, pour x —» — QO , que ƒ croisse,

fx+L

"en moyenne," indéfiniment: lim / | ƒ(/) \dt = + oc , et même au moins aussi

vite qu'une exponentielle exp (27m ! x |).
Plus ƒ tend rapidement vers 0 pour x —» + ce, plus elle est astreinte à tendre

rapidement vers °o pour x —> — oc . Ainsi x —> + ce | f(x) \ = O exp( —27rao;)),

a > 0 entraîne

| ƒ(/) | dt = Q, (exp (+27ra | x

x-L

(parce que rk = a).
6°—On voit alors qu'il est impossible que pour x —> + <x , ƒ tende vers 0 plus

vite que toute exponentielle, sans être nulle. Car si on a

x —* + ce, |/(.r) | = O (exp(— 2irax)) quelque soit a > 0,

69 SCHWARTZ [1] page 65 formule (14 a), page 66.
60 Q, (a) est une quantité dont le quotient par a est borné inférieurement en module par un

nombre > 0 fixe.



FONCTIONS MOYENNE-PERIODIQUES 907

on doit avoir rA ^ a quel que soit a, ce ĉ ui est impossible: le spectre est vide
e t / = 0.

Ainsi une fonction ^ 0 majorée par exp( — x s2 pour x —-> 4- x n'est pas moyenne
périodique.

7 —Si /(x) teLd vers une limite « pour x —> -f x , ƒ(.*• > — ̂  —• (), donc tend vers
x pour .r —> — x , sauf si/(.r) ^ a: une fonction moyenne périodique bornée
ayant une limite pour x — > + x est constante.

8 —Si maintenant pour .r —• ± x , ƒ(>) est équivalente à oxp(2*VX.r), la fonc-
tion exp( — 2iir\x)f(x) est encore moyenne périodique et —+ 1 pour .r —> ± x ,
donc elle est = 1 et f(x) = exp(2?VX.r). 'Foutes ces propriétés permettent de
former sans difficulté dt^ fonctions non moyenne-périodiques.

Terminons ce paragraphe par une remarque sur la transformation de Fourier.
Une fonction ƒ moyenne-périodique n'a pas en général de transformée de Fourier.
Cependant la théorie des distributions61 permet d'attribuer une distribution
transformée de Fourier à toute fonction ƒ "à croissance lente" c'est à dire véri-
fiant pour x —> zt x , |/(.r) \ = O( x IP"'),/> entier ^ 1 convenable Quel
rapport existe alors entre cette distribution transformée de Fourier F(\) et le
spectre Af de ƒ, si ƒ est moyene-périodique? Si X est réel, l'exponentielle
exp(2zVXx) a pour transformée de Fourier ex , masse + 1 au point X; nous ne
pourrons donc comparer F(\) et le spectre \f que si tous les X, e [A/] sont réels.
Mais justement nous avons vu plus haut que si f(x) est à croissante lente, [A/]
était entièrement réel. On peut alors démontrer aisément que Vensemble
spectral [Af] 71'est antre que le noyau de la distribution /-'(X), résultat analogue à celui
que nous avons indiqué dans L°° (voir §5 et note 29). Tar ailleurs l'exponentielle
monôme (2iirx)3 exp (2ZTTXA.T) a pour transformée de Fourier la couche multiple
ponctuelle ( — l)J(d3/d\J) * e\k , de sorte que si ƒ a le développement

f(*) =-- S ACr> exp (2i

l\(x) = E rl<l(2i7TX)},

On soupçonne que ƒ aura pour transformée de Fourier une distribution discrète
F(X), comprenant au point X, la couche multiple ponctuelle /Z r»,i( — 1)' dl/d\l

* cx„ • C'est ce qu'on peut démontrer effectivement.

Il est alors bien plus élémentaire d'étudier la convergence vers ƒ de son dévelop-
pement formel. Tous les pv sont bornés par p, la convergence a lieu par groupe-
ments de termes, mais sans facteurs de convergence, >inon dans t \ du moins dans
l'espace topologique des distributions. Xoib ne feron> pas cette étude ici;
elle est aussi valable pour des fonctions moye. ne-périodiques de plusieurs vari-
ables, nous en reparlerons dans une étude sur la théorie générale des diM ributions.

Si ƒ est moyenne-périodique bornée, son spectre Â  dans o e*t réel et simple,
on voit sans difficulté qu'il coïncide avec son spectre dans J/\ défini parla
théorie de M. Beurling (voir encore §.V.

61 SCHWARTZ [4].
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§19. Distributions moyenne-périodiques.

Toute la théorie faite ici pour l'espace &c aurait pu être faite sans changements
notables pour d'autres espaces analogues: &p espace des fonctions de puissance
p-ième sommable sur tout compact, p fini ^ 1 avec la topologie de la convergence
dans Lp de tout compact. Le dual est l'espace &p = p>& p' = p/(p — 1)
des fonctions à noyau compact, et de puissance p'-ième sommable.

Mais le plus intéressant est l'espace E des distributions, avec la topologie
que nous lui avons donnée62; ƒ distribution moyenne-périodique, vérifiera alors

(G4) <p * ƒ = 0

<p étant un élément du dual E', c'est-à-dire une fonction indéfiniment dérivable
à noyau compact. Plus généralement si ƒ est une distribution quelconque, s
une distribution quelconque ^ 0 à noyau compact et que ƒ soit solution de
l'équation intégrale ou plutôt intégro-différentielle.

(65) s * / = 0

alors ƒ est moyenne-périodique dans E et si elle est continue, dans &c. Car
on a aussi, en régularisant par une fonction indéfiniment dérivable p à noyau
compact :

(p * s) * ƒ = 0

et p * « e E' et c &c .

La transformée de Fourier63 S(\) de s est encore une fonction analytique
entière de type exponentiel. Mais cette fois elle n'est plus bornée sur l'axe
réel des X. Elle est à "croissance lente," autrement dit elle vérifie pour X
r é e l —•> zb ce

| S(\) | = 0( | X |p), p > 0 assez grand

et chacune de ses dérivées possède la même propriété; et cela non seulement
pour X réel mais dans toute bande horizontale du plan des X. Nous avons montré
que réciproquement toute fonction S(\) analytique entière, de type exponentiel,
à croissance lente sur l'axe réel, est la transformée de Fourier d'une distribution
à noyau compact. S{\) possède des propriétés très analogues à M(\). On
peut construire de la même façon les fonctions >S/-,J(X), qui sont les transformées
de Fourier de distributions sk } à noyaux compacts. Les coefficients du dé-

62 SCHWARTZ [4]. Des distributions ƒ» convergent vers 0 si les fi(tp) convergent vers 0
quelque soit <p, (fonction indéfiniment dérivable à noyau compact), et uniformément par
rapport à tout ensemble de fonctions <p à noyaux contenus dans un compact fixe et bornées
dans leur ensemble, ainsi que chacune de leurs dérivées. E est le dual do l'espace pseudo-
topologique E', mais alors E' est le dual de l'espace topologique E.

63 Préliminaires, 5e.
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veloppement formel de la distribution ƒ se calculent par les produits de composi-
tion

Pk(x) exp (2/TTXU-) = . - . { .*ƒ

qui ont toujours un s. n> puisque SK.O est à noyau compact. Ce développement
est indépendant de .s\ Le développement formel trouvé pour ƒ converge dans
E par le procédé de sommation des facteurs de convergence d'Ahel et des groupe-
ments de termes. Ainsi:
d'une part les variétés invariantes de E ont exactement les mêmes propriétés que
celles de &c : une variété invariante de E est l'adhérence dans E d'une variété
invariante de &c et inversement; d'autre part, les distributions solutions d'une
équation intégrale (C>5) ou .s elle-même est une distribution à noyau compact,
ont les mêmes propriétés de développement en séries d'exponentielles-monômes
solutions de Péquation intégrale que dans le cas des fonctions continues ƒ et
des mesures ji. s pouvant être une distribution de nature très compliquée on
réunit dans un même tout des équations intégrales, différentielles, et intégro-
différentielles.

Terminons par une dernière remarque. Si ƒ est moyenne-périodique, il existe
des composées ƒ * p qui sont des exponentielles-monômes (d'après (39)); on
n'obtient naturellement ainsi que les exponentielles-monômes de fff. Si au
contraire ƒ n'est pas moyenne-périodique, l'adhérence des ƒ * p comprend toutes
les exponetielles monômes, mais jamais ƒ * p n'est une exponentielle monôme:
sans quoi, a étant une mesure e £>' orthogonale à cette exponentielle-monôme,
on aurait (ƒ * p) * cr = 0 ou ƒ * (p * a) = 0; ƒ serait moyenne-périodique. On
peut donc dire si l'on veut que, pour qu'une fonction ou une distribution ^ 0
soit moyenne-périodique, il faut et il suffit qu'une de ses composées soit une
exponentielle.

§20. Théorèmes corrélatifs.

Les théorèmes corrélatifs de ceux de <5 sont relatifs à oV. La variété Tx0

orthogonale à l'exponentielle exp (2*V\ox) est Phyperplan invariant le plus
o-énéral, la variété invariante maximale la plus générale de S'. On pourra la

/ 1 d \

représenter symboliquement pari ~. y~ — Xo* ) ou par (Xf(). La premiere re-

présentation indiquée s'interprète ainsi: pour que M e V'X() , // faut cl if suffit

( ni'elle soit de la forme

En effet

1° ^ a = ( ~ ' — X(if ) * v* < m îl o n transformant par Fourier Jf(X) =
\2?7T (/.r /
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(X — Xo)Ar(X) ce qui prouve bien que M(Xo) = 0, donc que \x est orthogonale à
exp (2ÎT\QX).

2°—Réciproquement, si M est orthogonale à exp (2f7rX0x), 3f(X0) = 0, donc
A'(X) = Af(X)/(X — Xo) est une fonction analytique entière de type exponentiel,
de carré sommable sur l'axe réel; elle est transformée de Fourier d'une mesure v
à noyau compact, qui est même une fonction de carré sommable.64

On voit encore une autre manière de noter la variété V^o : c'est l'ensemble
des M dont la transformée de Fourier M(\) contient X — Xo en facteur, donc on
peut la représenter par (X — Xo).

Considérons maintenant la variété orthogonale à la variété invariante d'élé-
ment originel (2ZTTX)7)~1 exp (2iir\ox). C'est une variété invariante de co-dimen-

/ 1 d \*p

sion p. On pourra la représenter par (X0)
p, ou (X — X0)

p, ou ( — ~ — Xoe J ;
cela signifie ceci : pour que fx e &' soit élément de cette variété, il faut et il suffit
que IJL contienne en facteur (au sens du produit de composition) la distribution

d
ou

— ( pp— , — Xo e )

\2z7T dx I

dx

ou encore il faut et il suffit qvie la transformée de Fourier M(\) contienne
(X — X0)

p en facteur.
Avant de continuer, faisons une remarque. Quand nous disons que M contient

f — — — Xo e J en facteur, cela veut dire que le ' 'quotient" v est à noyau compact.

Car autrement toute mesure n est bien de la forme (66) ! En effet si on appelle
y Or) la fonction égale à 0 pour x S 0, 1 pour x > 0, on a Y' = e

* (Fexp (2z7rXox)) S - L F'exp (2i7rX0x)65

ZlTT

- *- 6 exp (2iTAo*) 66 = £-

de sorte que

M = ( — -=- — Xoe j * F exp (2Z7TX0X) * 2 ^

( \ d \
= [ — - — Xo € ) * [2iiry. * F e x p (2?7TXOX)J.

\2nr dx /

64 Voir théorème de Paley-Wiener, préliminaires 3°.
65 Voir formule (40).
66 Si a(x) est une fonction indéfiniment dérivable, la distribution a(x)e n'est autre que

a(o)e. Voir SCHWARTZ [4]
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Mais si y. est une mesure quelconque la fonction

(67) v = 2ÎVM * F exp (2/TTXOX) = 2ÎT I exp (2/TTAOÜ- - /)) rf/x(O
J_3C

n'est pas à noyau compact. Au lieu de dire que M contient ( — - — Xoc J

en facteur, on pourrait aussi bien dire que: l'expression (07) est à oyau compact;
cela revient exactement à dire que M(\o) = 0.

De même au lieu de dire que pt contient! r r : — Xoe ) en facteur, on pourrait
\2ITT dx )

aussi bien dire que
M * (rexp(2*7r\0.r))*p

est à noyau compact, ce qui revient exactement à dire que Xy est racine d'ordre
pdeM(X).

Considérons maintenant la variété orthogonale à la variété invariante ayant
pour ensemble originel un ensemble fini d'exponentielles-monômes (2?7rx)p*~1

exp (2ZVXA.T), tous les \k étant distincts. Pour toute mesure \x de cette variété,
la transformée de Fourier Af (X) contient en facteur JJA (X — \k)Pk et réciproque-
ment. Alors M contient en facteur le produit de composition

aa;:
ou encore la fonction

ITI f^oxp (2i*\kx))mpk]*v

est à noyau compact.
Nous représenterons donc tout naturellement une telle variété par Tune

des notations

Passons maintenant à une variété invariante V' quelconque 5* (0) et 9^ &'.
Soit A son co-spectre, formé d'éléments X* multiples d'ordres pk en nombre
en général infini. Pour M e V', M(\) contient en facteur chaque polynôme
(X — \k)Pk, niais on ne peut pas dire qu'elle contienne en facteur le produit
TT (x — Xfc)

Pfc, en ce ses qu'elle n'est pas égale à ce produit multiplié par une
fonction Àr(X) transformée de Fourier d'une mesure. Néanmoins il sera logique
de continuer à représenter Y' par le produit symbolique infini:

(68)

(69)

(70) dx f
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Cela n'exprime jusqu'à présent rien de plus que la correspondance entre variété
invariante et co-spectre. Si Y' — (0), son co-spectre est "plein," on pourrait
prendre la même représentation avec toutes les valeurs de \k> et pk = oc, mais
c'est sans intérêt. Si Y' — &', son co-spectre est vide: on pourra la représenter
par

i (en raissonant sur M(X)) ou e (en raisonnant &ur M); car les M(\) n'ont
d'autre facteur commun que 1, les M d'autre i acteur que e. Le produit XI est
le produit d'une famille vide d'éléments.

Ce qui fait l'intérêt de cette représentation par un produit, c'est la structure
d'anneau de &', définie par le produit de composition/' Une variété invariante
V' est l'idéal fermé le plus général. Comme nous ne considérerons jamais
d'autres idéaux que des idéaux fermés, nous dirons toujours idéal au lieu d'idéal
fermé; l'idéal engendré par une famille d'éléments désignera pour nous le plus
petit idéal fermé qui les contienne.

/ 1 d \
Un hyperplan invariant ( — - — Xoe J n'est pas autre chose que l'idéal

premier ou maximal le plus général. L'expression (70) ou les expressions ana-
logues ne sont autres qu'une décomposition en facteurs premiers de l'idéal Y' ~A (0).

Ainsi dans l'anneau £/ tout idéal ?£ (0) a une décomposition en facteurs paniers
et une seule (qui est vide pour l'idéal unité &').

Ce qu'il y a d'intéressant c'est que nous trouvons des décompositions en une
infinité de facteurs premiers.

Sur ces décompositions, on peut faire les opérations classiques de l'algèbre:
1°—Un idéal V[ est divisible par un autre VÓ , si Y[ CI Vo ; ce qui donne, pour

les co-spectres, Ai 3 A2 , c'est, bien la condition classique de divisibilité d'idéaux
décomposés en facteurs premiers.

2°—Le PPCM d'une famille d'idéaux est leur intersection. Il s'obtient en
prenant la réunion des co-spectres, ce qui revient à appliquer la règle classique
pour le PPCM d'une famille d'idéaux décomposés en facteurs premiers.

11 y a seulement une précaution à prendre (voir §17): si le co-spectre réunion
n'est pas un vrai co-spectre, autrement dit s'il correspond à un système total
d'exponentielles-monômes, le PPCM est alors l'idéal (0), son co-spectre est
plein. Cette circonstance ne se produira jamais pour le PPCM d'un nombre
fini d'idéaux ^ (0).

3°—Le P.GCD d'une iamille d'idéaux est leur somme, son co-spectre e^t
l'intersection des co-spectres, ce qui revient à appliquer la règle classique pour le
PGCD d'une famille d'idéaux décomposés en facteurs premiers. Ici il n'y a
jamais aucune difficulté; si on trouve le PGCD 1 uni e), c'est l'idéal unité 6' ,
les idéaux sont premiers entre eux.

Donnons un exemple Soient «, /3,7, 3 mesures e 6 ' Pour que l'ensemble dos

a *• tt + j3 * ? ' + -; x W, (u, V, ?/', € o ' )

fa Voir §6.
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(ou, ce qui revient au même, l'ensemble des combinaisons linéaires des trans-
latées de a, 0, 7) soit dense dnn> 0', il faut et il suffit que les idéaux engendrés
par a, 0, y soient premiers entre eux, c'est-à-dire que les transformées de Fourier
A(\), B(X), C(X) soient >an^ zéro commun.

4 —Le produit d'un nombre fini d'idéaux Y[ , V'2 , • • •, V'n est l'idéal engendré
par les produits MI * AL» * • • • * Mr de mesures prises une dans chaque idéal. On
voit immédiatement que la décomposition en facteurs premiers du produit
s'obtient classiquement par le produit des décompositions en facteurs premiers.

Le produit d'une famille infinie d'idéaux est défini comme l'intersection des
produits finis; sa décomposition en facteurs premiers est encore le produit des
décompositions, sauf comme toujours si le produit des idéaux est l'idéal nul.

La décomposition d'un idéul ^ (0) en facteurs premiers est alors un vrai produit
de puissances d'idéaux premiers, et le symbole J"J du produit est entièrement justifié.

On voit aussi que si un idéal ^ 0 est divisible par un autre, il existe un idéal
rapport, dont le produit par le diviseur donne le dividende; on obtient sa dé-
composition en facteurs premiers par le quotient des décompositions.

On voit combien toute cette théorie est harmonieuse et simple. Si on passe
dans le plan complexe, à l'espace des M(\), on a une théorie qui généralise
immédiatement celle des anneaux de polynômes (notation (69)). Il s'agit ici
d'anneaux et d'idéaux de fonctions analytiques entières de type exponentiel.

On peut apporter quelques modifications intéressantes. Remplaçons &r

par &j , l'espace des fonctions indéfiniment dérivables, avec la topologie suivante:
des ƒ, e &d , convergent vers 0, si les fx convergent uniformément vers 0 sur tout
compact et s'il en est de même de leurs dérivées de n'importe quel ordre. Les
variétés invariantes de &d ont les mêmes propriétés que celles de &c. Soit en
effet Vd une telle variété; considérée comme contenue dans &c elle a une ad-
hérence Vd = V. V est caractérisée par ses exponentielles monômes; or celles-ci
appartiennent à F j . Si ƒ e Vd est limite (avec la topologie de &c) de ft, com-
binaisons de ces exponentielles-monômes, alors, p étant une fonction indéfini-
ment dérivable, les ƒ, * p qui sont encore des combinaisons des exponentielles
monômes de Vc , convergent vers ƒ * p dans &d ; mais ƒ est limite dans &d de
ses régularisées ƒ * p, donc finalement ƒ est limite dans £<* de combinaisons des
exponentielles monômes de Vd , de sorte que Yd a bien dans &d une base formée
de ses exponentielles-monôme^.

Le dual &d est l'espace des distributions a noyaux compacts. On peut d'ailleurs
le munir, non seulement de la topologie faible, mais même de la topologie forte
de dual: des s» e &'d convergeront vers 0 si, quel que soit ƒ e &d les .<?,(ƒ) convergent
vers 0 et cela uniformément pour tout ensemble4 de fonctions ƒ qui sur chaque
compact sont bornées dans leur ensemble ainsi que chacune de leurs dérivées.
On démontre en effet qut £>d *t Cd forts sont en dualité réciproque.™

&d faible ou fort, possède alors toutes 1rs propriétés de &' faible pour la
décomposition en facteur* premiers. Mais il a sur lui une supériotité. L'idéal

68 La démonstration ^ i * p-j-I»^ ultérieurement dan^ une théorip générale de* distribu-

tions.



914 LAURENT SCHWARTZ

\ ~ör ^f ~ ^°e / ' ^ue^ ^ u e s o ^ ^' es^ e n e^e^ l '^éal engendré par un élément,

/ 1 cl \*p

à savoir la distribution ( —- — — XOc ) . Lc s idéaux premiers et ru r s puissances
\2nr dx /

ont un élément générateur. En raisonnant sur les transformées de Fourier,
Pidéal (X — X0)

P admet un élément générateur, à savoir le polynôme S(\) —

(X — X0)
p, transformé de Fourier de la distribution ( — -, — Xoe ) * p . L'anneau

\2îir (tx )

étudié est alors celui des fonctions S(\) entières de type exponentiel, à croissance
lente sur l'axe réel; l'anneau des polynômes en est un sous-anneau.

Dans fié comme dans &'d quel est le nombre minimum d'éléments générateurs
d'un idéal Y' quelconque? En général on ne peut pas trouver une seule fonc-
tion xlf(X), transformée de Fourier d'une mesure (ou S(X) d'une distribution)
à noyau compact, ayant exactement le co-spectre de l'idéal Y'. Ainsi les zéros
de ikf (X) ou S(\) ont nécessairement une densité exacte > 0. Or les éléments
d'un co-spectre ont une densité maxima finie, mais non nécessairement une
densité exacte; ils peuvent aussi avoir une densité nulle. Mais:

THÉORÈME 13. Tout idéal a des ensembles générateurs ou originels de 2 élé-
ments aup us.

Soit en effet Mi(X) une fonction entière transformée de Fourier d'une mesure,
dont le co-spectre Ai contienne le spectre A de Y'. Nous pourrons supposer
même que ikfi(X) e L(—ce, + 0 0 ) en la multipliant au besoin par sin TTX/X.

Sans toucher aux zéros de il/i(X) qui appartiennent au spectre A, nous déplacer-
ons un peu chaque zéro de A/\(X) qui n'appartient pas à A, d'une quantité très
petite, et ceci de proche en proche pour tous les zéros, de façon à obtenir une
nouvelle fonction il/2(X), encore analytique de type exponentiel et e L2( — °°, +°° ).
(Nous n'insistons pas en détail sur la construction de il/2(X), le lecteur se con-
vaincra qu'elle est facile;. Si Xo est d'ordre p dans A, q > p dans Ai , on devra
remplacer les q éléments confondus en Xo par p éléments confondus en Xo et
q — p voisins de Xo , confondus ou non). Mi(\) et M2(\) sont les transformées de
Fourier de 2 mesures \i\ et JJL2 (qui sont même des fonctions de carré sommable).
Les co-spectres Ai et A2 ont pour intersection exactement le co-spectre A, de
sorte que V' est l'idéal PGCD des idéaux engendrés respectivement par /xi et
M2, c.q.f.d.

Le fait que, dans <SC ou E, toute variété invariante admette d'une infinité
de manières, 1 élément originel, tandis que dans &'c ou &d toute variété invari-
ante admette une infinité d'ensembles originels de 2 éléments au plus,09 peut
s'écrire comme suit :

1°—L'ensemble des solutions communes à une famille d'équations intégrales
du type (05) (s donné, ƒ inconnue) est identique à l'ensemble des solutions
communes à 2 équations intégrales convenablement choisies.

2°—L'ensemble des équations intégrales du type (65) ayant une famille de

6Q Voir Théorème 12.
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solutions communes données est identique à l'ensemble des équations intégrales
ayant 1 solution commune donnée convenablement choisie.

Remarquons que e est la seule distribution e &'d à ne pas être moyenne-péri-
odique. Mais 2 distributions choisies au hasard, étant ''premières" entre elles,
engendrent à elles deux l'idéal unité &'d .

Lorsqu'un idéal est engendré par un seul élément s, S(\) est déterminée à
un facteur près de la forme

exp (iA\ + B), A rtel.

Donc s est déterminée à une translation près et à un facteur constant près.
Si on veut prendre 2 éléments gém'nrteurs d'un idéal, il y a au contraire une
indétermination beaucoup plus grande.

§21. Quelques théorèmes d'approximation.

Considérons l'espace L des fonctions continues à noyaux compacts. Con-
sidérons le d'abord comme un sous-c^paee topologique de £> • Alors la théorie
de la moyenne-périodicité y est facile: une fonction à noyau compact, étant
sommable, n'est jamais moyenne-périodique,'0 et les seules variétés invariantes
de L sont (0) et L. Ainsi:

THÉORÈME 14. Si <p et \p sont 2 fonctions continues à noyaux compacts, <p iA 0,
$ est limite, uniforme sur tout compact, de combinaisons linéaires des translatées
de <p.

Mais on peut essayer d'aller plus loin. \p étant nulle en dehors d'un compact,
il serait intéressant de chercher la convergence uniforme sur tout l'axe réel.
Nous allons voir que le théorème subsiste. Mais compliquons encore. Soit
R(x) une fonction continue > 0, paire, croissante pour x ^ 0. Nous appellerons
LR l'espace vectoriel L muni de la topologie suivante: des çx e L tendent vers 0
dans LR si les fonctions çl(x)R(x) e L convergent uniformément vers 0 sur tout
l'axe réel. La convergence uniforme dos çx sur tout l'axe réel correspond à
2?(x) == 1. Cette topologie eht d'autant plus fine que R{x) est, pour x ^ 0,
une fonction plus rapidement croissante. I n système de fonctions < ,̂(.r) e LR

est non total s'il existe une mesure M y- 0, sommable une tout l'axe réel

< _j-oc J vérifiant pour tout?

/ (f^xilîtx) dfi'x) = 0.

/

X j

= + x ? /o///( fonction <p e LH , ^ 0 , r.s/ //?i élément
II \3- )

originel de tout l'espace; si j '*' < + ^ , // // a rimis LR des fonctions ç ^ 0

cm so?i/ moyenne-périodiques.
"° Voir §8.
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1°—Montrons que si / [dx/R(x)] < + oo, il y a des fonctions ^ 0 qui

sont moyenne-périodiques. Il suffit de prendre pour <p n'importe quelle fonction
continue à noyau compact, dont le co-spectre ait au moins un élément réel,
autrement dit dont la transformée de Fourier $>(X) ait au moins une racine
réelle. La convergence dans LR entraîne la convergence dans L1 à cause de
l'hypothèse faite sur R: 3>(X0) = 0 entraîne alors, d'après le théorème de M.
Wiener,71 la moyenne-périodicité de <p dans L1, donc dans LR .

Prenons par exemple <p telle que <ï>(0) = 0. Alors <p * fî/x = 0 si Rp = 1,
c'est-à-dire /x = 1/R (dans le langage des distributions! nous voulons dire du =
dx/R(x))y qui est bien une mesure sommable sur tout l'axe réel: le système des
<p(x — h), h réel, est non total.

2°—Montrons que s'il existe une fonction <p ^ 0 de LR qui est moyenne-

périodique, / [dx/R(x)] est convergente. <p étant moyenne-périodique dans

LR, de noyau contenu dans l'intervalle (—A, +A) il existe une mesure n ^ 0
sommable sur tout l'axe réel telle que <p * Ru = 0. Comme <p est à noyau com-
pact, cela signifie que Ry. est moyenne-périodique dans l'espace des distributions,
E. Nous pouvons lui appliquer la formule (03), un peu modifiée puisqu'il
s'agit d'une mesure et non d'une fonction; si \k = Ok + ?n ePk A$

(71) | xVk~l | exp (-2TTkx) = O f ƒ I R(t) \ j dn(t) \j pour x -> =t oo.

En faisant tendre x, soit vers +<*>, soit vers — ce , suivant le signe de TA,)
on voit que

R(l)\dn(t)\),R(D\d„(t)\j, OÙ , ; _ i a o >

Supposons, pour fixer les idées, que cette majoration soit vraie pour n —• + °°.
Elle peut s'écrire

Jr2(

2nJ2nA

OU

]/R(2(n 4- l).l) =(>UrA '**'*> ) •

Comme l'intégrale / j dn(t) est convergente, ia ^éïie X^ l/R(2(n + l)A) est

;ergente, donc aussi l'intégrale / dx/R(x)y c.qA.d.eon\

1 Théorème 2. Il s'agit ici de la. partie évidente du 1! éort me de Wiener, c'est la réci-
proque qui est délicate.

"2 Voir note 60.
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Prenons un exemple: R(x) = (1 ^ ^ e x p (2wa x j), a ^ 0. Considérons
une fonction <p ^ 0. Si elle est moyenne-périodique, il existe une mesure M T^ 0
sommable telle que <p * 7?M = (). On a, si X* ePt A*,

xPk~l exp(27TTkx) - ( ) y \ 71 + r ) e x p ^ T r a / ) âpit) J

- O f ( l + x2) exp (2™ x i) ƒ , rfM(/) | j .

| r//x(O ( tend vers 0 pour x — =fc »

et même on peut trouver une suite de valeurs de x tendant vers + ^ et une autre

tendant vers —oc pour lesquelles / l djiit) = o d ' l x ' ) , 7 3 ce qui donne

finalement

(72) l^*"1 !exp(-27rr,x) = o (exp(27ra , x |) (1 + x2)/! x |)

pour x —> zb °c73 inégalité équivalente à

(73) T/ < a ; OU T* = z b a , Pfc = 1.

Ainsi la l'onction <p n'est moyenne-périodique dans LH , pour H ainsi choisie,
que si son co-spectre A* (dan.s Iïr) contient au moins un élément dans la bande
| r l ^ ex. Supposons cju'il en soit ainsi; cherchon> alors 'f<p dans LR . Toute
mesure 7^ (^ sommable .sur tout l'axe réel) orthogonale à W\p a tout son spectre
dans la bande \ r \ ^ a, et \v> éléments du spectre Mtué.s sur la limite r = dza
sont simples. Si X/ = a, -- /r/, erfc A* , on peut prendre 7̂ M = (2^7rx);

exp (2ZVXAX), (si \ T, g a; avec t» ^ />A — 1 ksi r; < « et ,/ = 0 si r, = =ba);
cela donne

/x = (2?7TX); oxp 2i7rX^x/(l + xJ) exp (2TT<X X ,)

t[iii est bien une fonction .sommable sur tout Taxe réel. On ne peut avoir
^ e 'S<p que si ^ est orthogonale à toutes ces exponentielles-monômes: le co-spectre
de \p doit donc contenir toute la partie du co-spectre de ç contenue dans r \ < a
et l'ensemble co-spectral de i contenir toute la partie de l'ensemble co-
spectral de <p située sur ĥ > droite^ limites r — db«. Réciproquement, supposons
cette condition vérifiée. Alors .si Rfi est une mesure vérifiant ^ * Ru = 0, ellĉ
est moyenne-périodique dans E et >on spectre vérifie (7^>, en même temps qu'il
est contenu dans le co-spectre de ç\ alors le co-spectre de \p contient le spectre
de Ru, donc RfjL*\p = 0, ce qui prouve bien que t e W*.

Ainsi dans Lu ainsi choisi, la théorie co-spectralc de c> est encore valable,
ainsi que toute la décomposition eu 1 act ours, premiers des idéaux fermés, avec-
cette seule modification: le co-spectre de ç dans LH sera la partie de son co-
spectre dans &c contenue dan.- Ut bande r ^ a, chaque élément de< droites

•3 oui) est une quantité dont le quotient par a te ru1 vois (
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limites r = ± a étant toujours compté simple dans le co-spectre de ç dans LR .
Cela introduit 2 différences importantes avec &c :

1°—Dans le produit d'une famille d'idéaux, chaque facteur premier (X̂ )
sur les droites limites ne sera jamais compté qu'une fois dans le produit même
s'il intervient dar s plusieurs facteurs;

2°—Le co-spectre d'une fonction ç dans JJR peut être vide si son co-spectre
dans E'C est extérieur à la bande. Elle engendre l'idéal unité.

Ceci nous mène au théorème suivant:

r
THÉORÈME 16. Si l'intégrale I dx'R(x) étant convergente, R(x) croit moins

vite qu'une exponentielle, il y a dans LR des fonctions <r 7e 0 qui sont moyenne-
périodiques et d'autres qui ne le sont pas

Si R(x) croit plus vite que toute exponentielle, toute fonction <pde LR est moyenne-
périodique et la théorie co-spectrale dans LR {théorie de la décomposition des idéaux
en facteurs premiers) est identique à celle de &'c .

1°—Soit R(x) = 0 (exp(27ra | x |)),a ^ 0. Alors d'après ce que nous avons
vu au Théorème 15, toute fonction <p dont le co-spectre dans <§c a des éléments
réels est moyenne-périodique dans LR pourvu que / dx/R(x) < + °° •

contre une fonction <p dont le co-spectre est extérieur à la bande | r | :g a est
un élément originel de LR ; car si p * 7?/x = 0, on voit que le spectre de Ru
(dans E) ne peut contenir que les éléments de la bande (à cause de la limitation
de la croissance de R) et ne peut contenir que des éléments extérieurs à la bande
(il est contenu dans le co-spectre de <p), donc il est vide, et Rp = 0, c.q.f.d.

2°—Soit au contraire R(x) = ti (exp(2?ra | x |)), quel que soit a > 0, toute
fonction y? e Ln est moyenne-périodique. En effet soit \k un élément quelconque
du co-spectre de <p: si on pose Rfi — exp{2iw\kx), /x est bien sommable sur tout
Taxe réel, et on a bien <p * Ru = 0.

Soit V' un sous-espace vectoriel (non nécessiarement fermé) invariant de
LR , A son co-spectre défini comme dans &'c (intersection des co-spectres des
<p e V). Pour montrer que la théorie co-spectrale dans LR est la même que dans
ëc , il faut montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que xf/ e V'
(adhérence de V') est A* D A. Or:

a) si \p e V', on a nécessairement 7?/x * \p = 0 dès que Ton a Rix * <p — 0 pour
tout <p e V'\ prenons Rfi = (2iirx)Pk~l exp(2z7rX/.r) (X/ ePk A), on voit que néces-
sairement XA, eQk A^ , qk ^ pk , donc A^ 3 A.

b) Réciproquement supposons que \^ ZD A. Pour montrer que \p e V',
il faut montrer que R/JL * <p = 0 pour toute y e Y' entraîne Ry. * \p = 0. Or si
Ru * <p = 0, Rix est moyenne-périodique dans E, son spectre est contenu dans
le co-spectre de <p; il est donc contenu dans les co-spectres de toutes les <p e V\
donc dans A; alors le co-spectre de \p contient le spectre de 7?/x et on a bien
Rix * xP = 0, c.q.f.d.

Soit alors ip une fonction de L, \p une fonction dont le eo-ppectre contient le
co-spectre de <p. Il existe des combinaisons linéaires de^ translatées de <p qui



FONCTIONS MOYENNE-PÉRIODIQUES 919

convergent vers f dans LR , quelle que soit la rapidité de la croissance de R. On
peut se demander s'il n'existe pas aussi des combinaisons des translatées de p
qui convergent encore plus fortement vers \p: en restant nulles en dehors d'un
compact fixe.

Appelons LF la topologie, plus forte que toutes les LR , sur l'espare L, définie
comme suit:

cpt € L convergent vers 0 da?is Lf si elles convergent uniformément vers 0 et restent
nulles en dehors d'un compact fixe.

Ce n'est pas une véritable topologie, dont on puisse définir les voisinages;
c'est seulement une pseudo-topologie, dont on peut définir les filtres74 ou suites
convergents, les ensembles fermés (contenant toutes leurs limites) et par con-
séquent les variétés invariantes (fermées). L'adhérence d'un ensemble sera
le plus petit ensemble fermé qui le contienne.

THÉORÈME 17. Dans Lf , toute fonction est moyenne-périodique et la théorie
co-spectrale (théorie de la décomposition en facteurs premiers des idéaux fermés)
est identique à celle de &'c .

Nous ne donnerons que les principes directeurs de la démonstration, qui est
simple dans son essence mais dont le détail est compliqué. La difficulté tient
à Timpossibilité d'appliquer le théorème de Hahn-Banach"' parce qu'il ne s'agit
que d'une pseudo-topologie.

Soit V' un ensemble quelconque de ipt e LF . Il faut montrer que \p e CSV'
est équivalent à A ^ D A, comme dans le précédent théorème. L'une des parties
de cette proposition est évidente; démontrons l'autre. Supposons A$ ZD A et
montrons que \p e ,TF'.

1°—Supposons le théorème dé montré lorsque les noyaux de toutes les v e V'
sont de dimensions bornées dans leur ensemble. Alors il est démontré dans tous
les cas.

Il est en effet démontré pour en ensemble V' d'1 fonction ou de 2 fonctions
seulement. Si V' est un ensemble quelconque de fonctions on choisira Tune
d'elles <po , et on remplacera chaque fonction <pt par une fonction de U'(<p0 , <pt),
soit \//t ; on peut choisir \pt de façon que d'une part l'intersection des co-spectres
des \pi soit encore A, d'autre part que tous les noyaux des \p, soient contenus
dans (-A'o , +AÓ), AQ > Ao , si 2AL est la dimension du noyau de <̂0 .

2°—Démontrons donc le théorème dans les conditions suivantes: toutes les
l e s p e t \p ont leur noyau contenu dans un même intervalle ( — A, +A).

Nous considérerons alors une partie seulement des translatées de chaque fon-
tion <pl : les <pt(x — h), \h \ S L fixe. Il est probable que L > A suffirait (c'est
vrai si toutes les çx sont hermitiennes, <px = ç>j, mais en tout cas on voit que
L > 3.4 convient toujours. On cherchera alors à approcher \p uniformément
avec ces translatées seulement; on est bien sûr alors que toutes les fonctions qui
que interviennent ont leur noyau contenu dans {—A—L. +A+L). Il faut

74 BOT-RBAKI [1]
75DlEUDONNÉ [1]
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montrer que si M, mesure portée par (—A— L, +A+L), est orthogonale à
toutes les tpt(z — h), elle est orthogonale à \p. On peut (par régularisation
M * p) se ramener au cas ou fi est une fonction continue.

3°—L'orthogonalité de fi aux <pt(x — h) se traduit par

ƒ• - h)ï(x) dx = 0

(74) ou (pt * }JL = 0 pour | x • ^ L

M est en somme une fonction partiellement moyenne-périodique dans ë puisque
<£>, e ê c et que l'égalité (74) a lieu pour \x\ ^ L. Mais elle n'est pas complète-
ment moyenne-périodique (puisqu'elle est à noyau compact): <pt * fi est ^ 0
pour L ^ | x | S IJ + -1. Néanmoins toute la théorie développée au Chapitre
III est valable dans une certaine mesure: M est limite de combinaisons linéaires
fjLv d'exponentielles-monômes définies par son spectre, la convergence ayant lieu
au moins dans ( —-1, +-1) M L > 3-1. Son spectre est contenu dans la partie
commune A aux co-spectres A, des <pt .

Nous voulons montrer que / \p dp, — 0; comme \p est portée par ( — Ay +A)

et que les y.v convergent uniformément vers /x dans cet intervalle, cette quantité

est la limite des / \pdp.l = {\p * M»)X=O , quantités qui sont nulles puisque le co-

spectre A ,̂ contient A, c.q.f.d.
On a ainsi toute une gamme d'intermédiaires entre ^ c et LF . On peut en

particulier énoncer ceci:
THÉORÈME 18. *S? <p (t \f/ sont 2 fonctions continues à noyaux compacts, ç ^ 0,

?/ existe toujours des combinaisons linéaires /2 av<p(x — hy) qui convergent )un-
fonnément vers \p sur tout Vaxe réel et même vérifient uniformément

lim [ (2 aMr ~ h,)) - t(x)]R(x) - 0

{quand Vintégrale I dx/H(x) est divergente). Si R(x) croit plus vite que toute

exponentielle pour x —> ce , une telle approximation, à partir de <p, n'est plus jamais
possible pour toute fonction \p.

Par contre, si <pi et & sont 2 fonctions à noyaux compacts et dont les transformées
de Fourier sont sans racine (complexe) commune, .alors quelle que sait la fonction
continue \p à noyau compact, il existe des combinaisons linéaires

qui connrgoit umfonncnunt vos \p, en rcstaiü nulUs en dehors d'un compact lue.

CHAPITRE QUARTIEML

§22. Extension à d'autres groupes.

Naturellement tous le* résultats obtenus sont valables pour n'importe quel
groupe isomorphe à R. C'est le cas du groupe des homothéties de rapport > 0
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sur le demi-axe réel > 0 ]Ox[ (sans l'origine). Une fonction continue sur ]Ox[
permet, par les combinaisons linéaires de ses homothétiques, d'approcher toutes
les fonctions continues; ou bien elle est moyenne-périodique pour les homothéties,
et 3"/ admet pour base l'ensemble des "puissances-logarithmes" £a(log x-Y
(a complexe, fi entier ^ 0) qu'elle contient. Les résultats que j'ai obtenus dans
ma thèse sur les fonctions limites de polynômes dans le cas de non totalité du
théorème de Muntz76 peuvent s'interpréter d'une façon nouvelle: les fonctions
limites sont moyenne-périodiques pour les homothéties. On peut aussi traiter
d'une façon complète le cas ou intervient le produit du groupe R par un groupe
compact. Par exemple dans l'espace euclidien En à n dimensions, les fonctions
moyenne-périodiques pour le groupe des similitudes de centre donné peuvent
s'exprimer par des développements qu'on peut déterminer complètement.

Remplaçons le groupe additif R des nombres réels par sa puissance RT\ n
entier > 1, qui est le groupe additif des vecteurs d'un espace à n dimensions.

Voyons ce que donnerait une extension à Rn des propriétés précédentes.
&v sera l'espace des fonctions continues ƒ (xi , .r«> , • • •, xn), avec la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

Une exponentielle sera encore un caractère (non borné) exp (r\Xi + r2x2

+ • • • + rnxn)j ri , ?-2 , • • •, in étant des nombres complexes quelconques.
Il faudrait d'abord démontrer que: toute variété invariante ^ (0) de & contient

au moins une exponentielle.
Il faudra esuite considérer les exponentielles-monômes:

exp ixiXi + • • • + rnxn) xi1 xi2 • • • x? .

Une différence capitale s'introduit ici entre n = 1 et n > 1. Pour n > 1,
les exponentielles-monômes d'une variété invariante ^ o ne jorment plus, en gén-
éral, un système libre.

Soit en effet \i une mesure à noyau compact. Sa transformée de Fourier
M(\i , • • • , Xn) est analytique entière de type exponentiel, bornée pour Xi ,
X2 , • • •, X„ réels. L'ensemble des zéros do M(\i , • • -, X,,) n'est plus discret,
c'est une var iété analytique à n — 1 dimensions. Tout point (Xj. , X2 , • • -, XH)
de cette variété déiinit une exponentielle orthogonale à fi: oxp (2nr(\iXi - ) - • • •
+ \nXn)). L'adhérence de lVspacc vectoriel on gondré par ces exponentielles
est invariante et 9e E. Or ces exponentielles no forment évidemment pas un
système libre, chacune d'elles, définie par lo point (Xj)o, (XJ0 , • • • , (Xr)0 est
limite de celles qui sont définies par \x , X2 , • • •, X, lorsque Xi , X2 , • • •, Xn con-
vergent vers (Xi)o , 1X2)0 , • • -, (Xr)o •

Cotte différence mise à part , on pont se domandor M: tuuU tariété invariante
est lyadhérence de Vespaa nctond engendré par Us txponattu les-monômes qu'elle
eontient, doric caraetênm par son spectre, (lo spectre non nécessairement discret,
étant convenablement défini).

Il m'est absolument împo^ible <le dire M CIN théoirine^ ^ont exacte. La

[1]
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difficulté vient de ce qu'il faut passer des fonctions analytiques d'une variable
aux fonctions analytiques de plusieurs variables, incomparablement plus com-
pliquées!

J'ai obtenu, par des procédés un peu différents de ceux qui sont exposés ici,
des résultats fragmentaires qui présent nt un intérêt certain mais ne per-
mettent aucune conclusion générale. Je les publierai ultérieurement tels quels
si je ne parviens pas à faire le théorie générale.

Passons maintenant à un groupe abélien G quelconque et à l'espace &(G)
des fonctions continues sur G, avec la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact. Une exponentielle polynôme sera un élément moyenne-péri-
odique d'ordre fini, engendrant une variété invariante ne contenant qu'un seul
caractère. Il faudra alors voir si:

toute variété invariante 9^ (0) contient au moins un caractère. Elle est Vadhérence
de Vespacc vectoriel engendré par Vensemble des éléments moyenne-périodique dJordre
fini qu'elle contient.

Remarquons qu'un élément moyenne périodique d'ordre fini est une com-
binaison linéaire de coefficients d'une représentation linéaire de degré fini
du groupe G.

Si en effet /i(x) est moyenne-périodique d'ordre p, et si fi(x), /2(z), • • •, fp(x)
est une base de la variété cSjx , on aura des formules

fi - 1,2 . . . p
(75) Ux - h) = Z mj-hlf+x) • _ 1 o

J [3 — *y " ' ' ' V'

Si M (h) est la matrice des mtJ(h), on voit immédiatement que

M(h)M(k) = M (h + k),

les mtJ(h) sont donc les coefficients d'une représentation de degré p de G. Or,
en faisant x = 0 dans (75) et en remplaçant —h par x on trouve:

J

ce qui prouve bien que jx , est combinaison linéaire de coefficients d'une repré-
sentation de G.

Comme G est abélien, dans toute variété invariante de dimension finie il
existe une droite invariante, donc un caractère/7

§23. Fonctions analytiques moyenne-périodiques.

Môme pour G = R2, nous ne savons pas répondre aux questions posées. Mais
on peut y répondre complet ment dans le sous-espace fermé de &(R2) formé
des fonctions f(x, y) analytiques en x + iy. Nous désignerons ce sous-espace
par ïKXR2) ou simplement fK. Les exponentielles qui en font partie sont de la

77 Conséquence du lemme de Schur. toute représentation d'un groupe abélien, de degré
fini, est réductible, et laisse môme une droite invariante.
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forme exp (r(x + ??/)), r complexe, et elles engendrent bien 3C Nous allons
maintenant étudier les variétés invariantes de fK\ ce qui revient à étudier les
fonctions moyenne-périodiques analytiques d'une \ ariable complexe.

Soit JL une forme linéaire continue sur TK\ D'après le théorème de Hahn-
Banach' elle peut être prolongée en une forme linéaire sur &(R2). Il existe
donc au moins une mesure p(x, y) à noyau compact telle que, pour ƒ e :X

( 7 6 ) .$?(ƒ) = M - ƒ = ƒ fk)d'£.

Mais il existe une infinité de telles mesures; deux d'entre (Iles diffèrent d'une
mesure orthogonale à toutes les fonctions analytiques. Aussi est-il intéressant
de pouvoir définir JL autrement que par /x.

On utilisera une "transformée de Fourier" de JSL'*

(77) M(\) = £ (exp (2iir\z)) = ƒ exp (-2iw\z) rfM.

D'après sa définition même, elle est connue quand £* est connue, quel que soit
/x; par ailleurs elle détermine X\ car si on connaît M(\), on connaît i?(/) pour le
système total des ƒ — exp(2?*7r\c), donc pour toutes les ƒ e ."/('.

M(\) est une fonction analytique entière de type exponentiel.80 Réciproque-
ment toute fonction entière de type exponentiel est la transformée de Fourier
d'une forme linéaire continue £\ Car d'après un théorème connu de Borel,
il existe une fonction <p(z), et une seule, holomorphe pour , z \ assez grand et
nulle à F ce , telle que l'on ait

(78) M(\) = / exp (-2i7r\z)<p(z) dz.
J r

C étant n'importe quelle courbe fermée parcourue dans le sens direct, entourant
une fois l'origine, et assez éloignée pour être dans le domaine d'holomorphie
de (p au voisinage de l'ce . On peut alors prendre d\± = <p(z)dz sur C.

On peut donc caractériser £ e ;7l ' (dual de fk ) soit })ar sa transformée de Fourier
M(\), qui est n'importe quelle fonction analytique entière de type exponentiel,
soit par l'unique fonction «̂ (2) holomorphe pour z , assez grand et nulle à l ' x ,
telle que

<C(f) =

On a les formules

(79) M(\) = / e\p (-2'nr\;)<p(z> dz

78 DlEUDONNÉ [1].
79 P o u r c e t t e t r a n s f o r m a t i o n , qui s ' a p p a r e n t e à la t r a n s f o r m a t i o n d e L a p l a e e e t d e B o r e l ,

voir Polyà [1] pages 57S et Minantes. Borel 1, chap IV. Dot \>c\\ {\] chap. V.
8 0 S C H W A R T Z [2] §1, et §G.
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(80) <p(z) = - f exp (+2ÎT\Z)M(\) dX

(81) M(X) = Z(onXn/n!)
n

(82) <p(z) = £ ((-1)"a»/(2e«)-+1).
n

L'intégrale (80) est prise sur un chemin qui varie suivant les valeurs de z,
de façon qu'elle soit absolument convergente. Si

lim. sup v'j an | = 2TT/?,

M(\) est de type exponentiel 2TTR, et ç>(z) a le domaine d'holomorphie \ z \ > R
au voisinage de Poo. D'ailleurs

^83) an = f (-2iirz)n<p(z) dz = £((2iicz)n).
Je

La suite des an , astreinte à le seule condition lim. sup y/\ an\ < + °°, carac-
térise également «£ e fTCv, et Pon a

On peut alors considérer dans X et TfC l'ensemble U' des translations complexes

T,J = f(z - h)

et tout ce qui a été dit pour &(R) dans ce chapitre ê transpose avec peu de
changement dans TK ; les exponentielles-monômes sont les fonctions analytiques

(2iwz)p~1 exp (2iir\z), p entier, X complexe.

La relation (14) s'écrit sans modification ju * ƒ = 0. On peut aussi utiliser
£ *f = 0 en posant

(85) £> * ƒ = *>,(ƒ(* + l)) = I ^ - ( ^ .

La formule (85) montre qu'une équation AN/ = 0 n'est autre qu'une équation
différentielle linéaire à coefficients constants d'ordre infini, en }{z).

Lorsqu'on aura à "composer" 2 formes linéaires ou ce qui revient au même
2 mesures n et v qui les définissent,81 on effectue une multiplication ordinaire ^ur
les transformées de Fourier.

La définition du co-spectre de i?, ou ju> ou J/(X), du spectre de ƒ, du spectre
d'une variété invariante V de fX'ou du co-spectre de l'orthogonale V' dansTifi',

M Nous définirons la composition de 2 formes linéaires par la composition sur le groii} e
R2 de mesures qui les définissent; la forme linéaire obtenue e t̂ indépendante des mesur< s
choisies.
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ne demande aucune modification. Il faut seulement remarquer que le co-spectre
de i¥(X) offre plus de généralité que dans le cas de £(/?), car Af(X) est de type
exponentiel mais n'est plus astreinte à être bornée sur une droite. Aussi les
zéros de M(\) ont-ils une densité supérieure finie (si n(r) est le nombre des X,
de modules S r, chacun compté autant de fois que l'indique son ordre de mul-
tiplicité, n(r) /r est borné pour r —• x ) mais ils peuvent s'accumuler indifférem-
ment dans toutes les directions.

Si en effet les \v sont des nombres complexes de densité supérieure finie,
la fonction M(\) = 1 1 ( 1 - X2 7X2J les admet tous comme zéros, elle est entière
de type exponentiel.

Le Théorème 7 se démontre sans difficulté, les Mv ,(X) ont lu même définition,
et permettent de calculer le développement formel d'une fonction moyenne-
périodique ƒ. Pour montrer la nat un» intrinsèque du développement formel,
on utilisera exactement la même méthode. Il suffit de remarquer qu'il existe
une forme linéaire continue sur fK qu'on peut désigner par dUlz, définie par

'ƒ•(ƒ) =ƒ'( '»•
dz

Sa transformée de Laplace est 2Z'TTX, et la fonction <p(z) associée est — \/2iirz".
Quelle que soit j(z) e /H, on a d'ailleurs f'(z) = d /dz * ƒ. Si 3L est une forme

linéaire sur TK', de transformée1 de Fourier M(X), la forme d/dz * ̂  a pour trans-
formée de Fourier 2i-K\M(\). Et en vertu de la eommutativité du produit de
composition, ((d/dz) * iC) * ƒ = ^J * f'(z) • Par ailleurs la forme linéaire S£ s'écrit :
\* = 2Z (an/n\)(dn/dzn), et si à .^ correspond <p(z), à d/d.v * ,V correspond la
dérivée <p'(z). Ce sont dv^ formules analogues à celles doh §11 et 12, et elles
servent à démontrer que pour ƒ moyenne-périodique, on a la formule (39), qui
est à la base de la démonstration de l'unicité du développement formel.

La démonstration du théorème fondamental 9 est ensuite identique à celle
que nous avons faite; elle repose encore sur la considération de — 2iirz/jL =
-r2i'irz&> dont la transformée de Fourier est J/'(X). On montre, comme au §15
(îue si ƒ a tous ses coefficients formels nuls, on a, quel que soit le polynôme ƒ'(-:),

P(z)n*f = 0

ou on considérant la fonction ç(z) associée à la mesure M

quels que soient z et P('Ç). Prenons une valeur fixe de z et Mipposons j(z) ^ 0.
Pour P(f) = f", on trouve que le coefficient de 1 'çn 'l du développement de
Laurent de la fonction analytique <p('ç)f(z — f ) (au voiMnaçe du point essentiel
f = cc) est nul. Cela prouve que, quoi que soit c, la fonction de f: <p(Ç)f(z — f)
est entière; <p(0 est alor> une fonction méromorphe, (|uotient de 2 fonctions
entières ^(f)fU — '0 'f(z ~ ^} ' e t s e s s0l l^s pôles sont le> : — a, les a étant les
zéros de f; ee^ p(Mes devant être fixes (juand z varie, n'existent pas, donc c( O
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est une fonction entière; comme elle est holomorphe et nulle à l'°o, <p = 0, ce
qui est contraire à l'hypothèse. Xous en déduisons bien que ƒ ^ 0 ne saurait
avoir tous ses coefficients nuls. (Les égalités (55) et suivantes subsistent; ce
qu'il faut montrer ici c'est que la série (55) converge uniformément sur tout
compact, la somme de la série des modules restant majorée quel que soit z par
une fonction ^ 0 de type exponentiel, exp A \ z |).

Par contre sur la convergence du développement formel, il n'est pas sûr qu'on
puisse dire quoi que ce soit d'analogue au Théorème 11.

On peut donc seulement dire que:
toute fonction moyenne-périodique est limite de combinaisons linéaires des ex-
ponentielles-monômes de cSf; toute variété invariante de 3C a pour base l'ensemble des
exponentielle-monômes qu'elle contient;

toute solution d'une équation différentielle d'ordre infini linéaire à coefficients
constants, définie par (85), est limite de combinaisons des exponentielles-monômes
qui sont solutions de l'équation différentielle. C'est là un résultat déjà trouvé
par M. M. Ritt et Valiron, ainsi que plusieurs autres de ce chapitre.

Tous les théorèmes corrélatifs du §20 sont également valables. On peut comme
au §21 introduire dans 30 des topologies fortes ou la décomposition des idéaux
en facteurs premiers reste valable. D'où une série d'études intéressantes
d'algèbre sur le produit de composition de Hurwitz, etc.

Si f(x) est une fonction complexe de la variable réelle x, prolongeable en une
fonction entière /(z), la moyenne-périodicité sur l'axe réel entraîne a fortiori
la moyenne-périodicité dans le plan complexe. En effet si ƒ est moyenne-
périodique dans 6C , il existe une mesure n ^ 0 sur l'axe réel telle que la fonction
ƒ * y. soit nulle pour les valeurs réelles de la variable; alors elle est aussi nulle pour
les valeurs complexes car elle est analytique, donc ƒ est moyenne-périodique dans
3C Le spectre (dans 6C comme dans 3C) est contenu dans le co-spectre de M;
les coefficients du développement sont calculés dans les 2 cas de la même manière
à partir des MA.J , donc le spectre de ƒ et son développement sont identiques dans
6C et dans 3C On peut alors démontrer que ce développement converge uni-
formément sur tout compact du plan complexe vers ƒ par le procédé de sommation
des groupements de termes (sans facteurs de convergence).

Par contre ƒ peut être moyenne-périodique dans TK' sans l'être dans 6C. Ainsi
si ƒ est moyenne-périodique dans 3C et si son spectre A/ dans 3C comprend des
éléments s'accumulant indéférement dans toutes les directions avec une densité
(lim nj | Xn |) finie ^ 0, elle ne peut pas être moyenne-périodique dans 6C,
sans quoi Ay serait aussi son spectre dans &r , ce qui est impossible. Voyons
les choses autrement, ƒ est moyenne-périodique dans TK) et supposons que les
A„ du spectre rendent la somme 2x„^o pv/\ X„ | infinie. Les \„ peuvent s'ac-
cumuler dans toutes les directions de droites (nous disons toujours que les \v

s'accumulent dans une direction si ceux qui sont intérieurs à un angle quelconque
entourant cette direction rendent la somme 23 Pv/\ X, | infinie).

Si les \„ s'accumulent dans plus d'une direction, ƒ n'est moyenne-périodique
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sur aucune droite du plan complexe. S'il* ne .^accumulent que dans une direc-
tion, sur toute droite non parallèle1 à la direction symétrique par rapport à
l'axe réel, ƒ n'est pas moyenne-périodique. En Minime, ƒ. moyenne-périodique
dans fX, ne peut l'être sur toute droite du plan complexe que M la série ]T P^\ ^ \
est convergente.

Lorsque ƒ est moyenne-périodique dans -K, la recherche dv^ compacts sur
lesquels elle n'esf pas moyenne-périodique (Ve*t-à-dire des compact* sur les-
quels le système des f(z — /<), // com])lexe quelconque, e*t total parmi les fonctions
analytiques) n'est autre que la recherche de* compacts sur lesquels le système
des exponentielles monômes de Uf est total.'2

Remarquons que l'existence de fonctions analytiques non moyenne-périodiques
n'est pas triviale. On peut donner comme exemple exp. (z2).^ La fonction
(23), si les \r, sont réels, de densité infinie4, et si les rH décroissent a**ez vite pour
que ƒ soit analytique entière, n'est pas moyenne-périodique dan* -K\ Car
les combinaisons linéaires des translatées de ƒ permettent d'approcher uniformé-
ment, non seulement sur tout compact, mais dans toute bande parallèle à l'axe
réel, les exponentielles exp. (2?V\,~\ qui forment dans TK' un système total.
D'ailleurs toutes les formules du §18 ont des généralisâtioi s aux fonctions moy-
enne-périodiques de fK', elles donnent des moyens faciles de reconnaître qu'une
fonction n'est pas moyenne périodique. Ce sont, au fond, vc^ formules qui sont
à la base des recherches de M. Mandeîbrojt^ et des mièvres sur la théorie
des séries de Dirichlet lacui aires.

Pour terminer, disons que dans fK\ Uf HV.S7 autre <jU( Vadhércncc de l'espace
vectoriel engendré par les dérivées f ' "' de ƒ. Car d'une part, quel que soit ?i,
f(n) e UJ; d'autre part la formule de Taylor

prouve que f//est l'adhérence de l'espace vectoriel engendré par les f(n).
Une variété invariante n'est autre qu'une variété fermée invariante par

dérivation.
Naturellement il n'en est pas de même dans &r ou E. Ainsi si ƒ est à noyau

compact, toutes ses dérivées ont leur noyau contenu dan un même compact
et ne permettent pas de couvrir tout Taxe réel, comme les translatées.

Cette définition de ff/dans -'T permettrait d'étudier les fonctions analytiques
moyenne-périodique:? sur un ouvert 9. du plan complexe, pour la convergence
uniforme sur tout compact de Q: ƒ sera movene-périodique si le système des
f{n)(z) n'est pas tot al. Néanmoins la généralisation de la theori faite dans /X pré-
sente des difficultés, .l'y reviendrai ultérieurement.

82 S C H W A R T Z [2 ] , §6 .
83 Voir §8.
S4 MANDELBROJ r [1], [2].
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§24. Fonctions harmoniques moyenne-périodiques de 2 variables.

Nous n'en dirons qu'un mot. Si U(x, y) est une fonction harmonique de 2
variables on a

\x + iy = z
U(x, y) = f(x + iy) + g(x — iy). Posons i

[x — iy — z.

Dans T(7, se trouvent dU/dx et dll/dy.

dV = df + dg =df + dg
dx dx dx dz dz

d_U = df ^ dg _ df __dg
i dy i dy ' i dy dz dz '

Donc 'SU contient df/dz et dg/dz.
La théorie des fonctions harmoniques moyenne-périodiques de 2 variables

se ramène à la théorie des fonctions analytiques moyenne-périodiques d'une
variable complexe.
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