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858 LAURENT SCHWARTZ

INTRODUCTION

C’est M. Delsarte’ qui a introduit la notion de fonction moyenne-périodique.
11 a ainsi désigné toute fonction f(z) complexe continue de la variable réelle x,
vérifiant au moins une équation intégrale

) [k - 0f0dt =0 ou [ 1@~ ok at = 0

k étant une fonction » 0 & noyau compact® (c’est-a-dire nulle en dehors d’un
intervalle fini (@, b)). L’équation (1) peut s’écrire en utilisant la notation du
produit de composition®

(2 k+f=0.

1l existe une infinité d’exponentielles qui sont, en général, solutions de (1):

fk(t) exp r(z — 1)) dt =0

fk(t) exp (—7t) dt = 0.

Les valeurs correspondantes de » sont les racines de l’indicatrice (fonction
caractéristique dans la théorie des équations différentielles linéaires & coefficients
constants)

@) K@) = f k() exp (—rt) dt,

K(r) est une fonction analytique, les racines forment donc une suite discréte.
11 y a lieu aussi de rechercher les exponentielles-monémes z* " exp (rz) qui sont
solutions de 1’équation intégrale; cela revient & chercher si r est racine multiple
de K(r).

Dans la théorie classique des équations différentielles linéaires & coefficients
constants, toute solution est une combinaison linéaire des exponentielles-
mondmes qui sont solutions de ’équation. Est-ce encore vrai pour toute équa-
tion intégrale du type (2)? Effectivement, toute solution de (2) admet un
développement en série suivant les exponentielles-mondmes solutions de (2),
développement convergent si f est assez réguliére et si k elle-méme satisfait &

1 Delsarte [1]. Ayant une fois pour toutes renvoyé & ce mémoire je ne séparerai désor-
mais plus ses résultats des miens.

2 Le noyau d’une fonction, d’une mesure, d’une distribution, est le complémentaire du
plus grand ouvert dans lequel elle est nulle; ¢’est donc un ensemble fermé. Ici (a, b) est
le plus petit intervalle contenant le noyau.

3 Le produit de composition de 2 fonctions f(z) et g(x) est défini par la formule h(z) =

f*g= ff(:c — t) g(t) dt. Voir préliminaires, 4°.
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certaines conditions; les unes sont des conditions de régularité (k est une fonc-
tion & variation bornée sans partie singulitre), les autres au contraire des condi-
tions de discontinuité: k, qui est 3 noyau compact, est discontinue aux extrémités
du noyau, autrement dit k(a) = 0, k(b) > 0. Tels sont les résultats de M.
Delsarte. Les démonstrations utilisent la théorie des fonctions analytiques,
et sont assez compliquées; mais il ne semble pas qu’on puisse les simplifier avec
les méthodes actuelles.

Les résultats de M. Delsarte sont entidrement & l’origine de ce mémoire.
J’al essayé d’appliquer les théorémes que j’avais démontrés sur les sommes
d’exponentielles (Schwartz [2]) & I’étude de P’équation (2) dans le cas général.
On arrive alors 4 des conclusions curieuses: les conditions posees par M. Del-
sarte relativement & k, qui paraissent assez normales lorsqu’on s’attaque aux
équations intégrales usuelles, sont trés restictives si 1’on considere leur influence
sur les racines caractéristiques de K(r)! Elles entrainent en particulier qu’il
n’y en ait qu’un nombre fini dans tout angle ne contenant aucun demi-axe
purement imaginaire, et d’autre part qu’elles soient assez réguliérement dis-
tribuées, ce qui n’est plus du tout vrai dans le cas général. La condition de
discontinuité de k est la plus restrictive; plus & est régulier, plus le probléme
est difficile; c’est lorsque k est une fonction indéfiniment dérivable (done nulle
avec toutes ses dérivées aux extrémités du noyau) que se produisent les phé-
nomeénes les plus compliqués.

La conclusion générale & laquelle on aboutit est la suivante: si dans (2) on
prend pour % une mesure ou méme une distribution® quelconque & noyau com-
pact, toute solution f admet un développement en série suivant les exponentielles-
mondmes solutions de (2), convergent par le procédé des groupements de termes
et des facteurs exponentiels d’Abel (comme les développements en série d’ex-
ponentielles imaginaires que j’avais étudiés dans Schwartz [2]) uniformément
sur tout compact.

Mais je me suis apergu d’une autre circonstance trés intéressante qui résulte
des formules de composition que j’ai utilisées (voir §11 de ce mémoire). Les
coeflicients du développement de f dépendent de f seulement et non de 1’équation
intégrale (2) que ’on considére. Il est donc important de trouver une définition
wnirinséque d’une fonction moyenne-périodique f et de trouver son développe-
ment sans faire intervenir les équations intégrales dont elle est solution. C’est
sous cet angle nouveau que j’ai traité la question ici:

Une fonction moyenne-périodique f(z) est une fonction telle que U'on ne puisse
pas approcher, uniformément sur tout compact, toute fonction continue, avec les
combinaisons linéaires des translatées f(x — h) de f(z).

L’ensemble Jf des fonctions que Pon peut approcher est done plus petit que
I'ensemble de toutes les fonctions continues. Si f est solution de (2), Jf ne
contient que des solutions de (2); si f est périodique, Jf ne contient que des
fonctions périodiques.

4 Voir préliminaires, 5°.
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Les exponentielles-monémes du développement de f ne sont autres que celles
qui appartiennent i Jf.

Ainst toute fonction moyenne-périodique est la somme d’une série formée avec
les exponentielles-monomes qui sont limites de combinaisons des translatées de la
Jonction. Clest 13 le théoréme fondamental démontré dans le présent mémoire.

Les Préliminaires indiquent rapidement les notions qui seront indispensables.
Le Chapitre I traite de la moyenne-périodicité en général (avec une définition
plus générale encore que celle qui est donnée plus haut). Le Chapitre II étudie
la moyenne-périodicité dans les groupes; il se borne & rappeler des résultats de
M. M. Wiener, Beurling, Godement, et & les faire rentrer dans le cadre de
la théorie générale ici exposée. Le Chapitre III traite des fonctions moyenne-
périodiques d’une variable réelle.

Le §20 traite des théordmes correlatifs de ceux-ci obtenus par dualité. Ils
constituent une étude de I’algébre topologique des mesures & noyaux compacts
(le produit de 2 mesures u, » étant leur produit de composition u * »); on montre
que tout idéal fermé est caractérisé par une décomposition en facteurs premiers,
en tout point analogue 3 celle des idéaux de polynomes 3 une variable et qui
la généralise.

Le Chapitre IV traite des fonctions analytiques moyenne-périodiques d’une
variable complexe. :

Les resultats essentiels de ce mémoire ont paru dans une note aux Comptes-
rendus de 1’Académie des Siences [Scawarrz [5]).

PRELIMINAIRES

Les notions qui seront utilisées dans ce mémoire seront de natures diverses.

1°—Des notions de topologie générale (ensemble ouvert, fermé, convergence,
continuité, dans un espace topologique quelconque). La terminologie em-
ployée est celle de N. Bourbaki [1}.

2°—Des notions d’analyse fonctionnelle (espaces vectoriels topologiques de
dimension infinie). J’utilise des théorémes classiques, qu’on trouvera dans
Banach {1], Kaczmarz-Steinhaus [1], Stone [1]. Le résumé le plus moderne
figure dans Dieudonné [1]. J’ai donné moi-méme dans des précédents mémoires
(Schwartz [1] et [2], préliminaires) la plupart des définitions et propriétés que
j’utilise ici.

Je rappellerai simplement ceci:

un systéme de vecteurs e, d’un espace vectoriel topologique & est dit fotal
si I’espace vectoriel engendré par le systéme est dense dans &;

un systéme de vecteurs e, est dit lzbre si aucun n’est adhérent au sous-espace
vectoriel engendré par les autres. Tout vecteur e adhérent au sous-espace
vectoriel engendré par tous les vecteurs a alors un développement formel unique

4 e S,ce,

Les signes « et S au lieu de = et = indiquent qu’il ne s’agit que d’une somme
formelle. ¢ est une forme linéaire continue de ¢, et I’on a
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0 si k#j

cilej) = 8f = . .

1 si k=j.

Les prolongements & tout ’espace & de ces formes linéaires continues définis-
sent dans le dual & un systéme biorthogonal normal associé au systéme e, .

Un systéme 2 la fois total et libre s’appelle une base.

3°—Des notions relatives & la transformation de Fourier, notamment sur
les fonctions entiéres de type exponentiel, transformées de Fourier des mesures
a noyau compact. Dans Titchmarsh [1], Bochner [1], Wiener [2], Paley-Wiener
[1], Carleman'[1}], on trouvera tous les renseignements nécessaires, ainsi que
dans les préliminaires de Schwartz [1], [2]. Je rappellersi seuelement ici le
théoretme de Paley-Wiener:

Pour qu’une fonction F(A) soit transformée de Fourier d’une fonction f(x)
de carré sommable & noyau compact’ il faut et il suffit qu’elle soit analytique
entiére, de type exponentiel, de carré sommable sur ’axe réel des \.

4°—Des notions de la théorie générale des groupes topologiques, de I'intégra-
tion dans les groupes localement compacts, du produit de composition (Faltung).
Le produit de composition joue un rdle essentiel dans ce qui va suivre; en par-
ticulier la régularisation, opération qui fait correspondre 3 toute mesure u sa
régularisée u * p qui est une fonction continue si p est une fonction continue
(lorsque p varie, en restant = 0, nulle en dehors de voisinages de plus en plus

petits de 'unité du groupe, f p(z) dx gardant la valeur 1,  * p converge vers

u dans la topologie faible des mesures). Le livre d’André Weil [1] contient
largement les outils nécessaires; un court article de H. Carten [1] sur une autre
question, celle des potentiels, contient un résumé de ces questions essentielles.

5°—Des notions sur une théorie des “distributions,”” généralisant les fonctions
et les mesures, que j’ai mise sur pied I’année derniére, et qui n’est pas encore
publiée sous forme compléte. Un trés court résumé, contenant le sirict in-
dispensable, a paru aux Anales de la Faculté des Sciences de Grenoble (Schwartz
[4D.

Dans cette théorie, la dérivation et le produit de composition ont un réle
primordial; toute distribution (en particulier toute mesure ou toute fonction)
est indéfiniment dérivable, et composable avec toute distribution & noyau com-
pact. Cela introduit de remarquables simplifications dans les démonstrations,
notamment dans la théorie de la moyenne-périodicité. J’ai ici utilisé le moins
possible les distributions, pour étre plus clair. Mais sans aucun doute, c’est
dans le domaine des distributions que la moyenne-périodicité a le plus d’interét,
c’est la considération des distributions moyenne-périodiques qui est la plus
féconde; quand on résout 1’équation intégrale

s*f =0

5 Voir notes.
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(ot s, & noyau compact, est donnée, f inconnue) le cas le plus général est celui
ol s est une distribution queleonque, et ot l'inconnue f elle-méme est une dis-
tribution; ce cas général englobe alors des équations intégrales et des équations
différentielles).

Je vais ici donner seulement des indications sur une question qui n’a pas été
traitée dans Schwartz [4], celle de la transformation de Fourier. Si s est une
distribution & noyau compact, sa transformée de Fourier est définie par

(5) S(\) = s(exp (—2imAx)).

On démontre que toute distribution & noyau compact est une somme finie
de dérivées de mesures & noyaux compacts:

s = E; P

La transformée de Fourier de u; est M,;()), fonction analytique entiere de
type exponentiel, bornée pour A réel. La transformée de Fourier de la dérivée
u$®® est (26xN) M (\), Aot

SO\ = le (2imN) ™ My (N).

S()) est donc une fonction analytique entiére de type exponentiel, “‘a croissance
lente” sur ’axe réel, ce qui signifie que pour A réel — =+

(6) S(\) = 0(| A |"), p entier convenable.

Réciproquement, soit S(\) une fonction analytique entiére de type exponen-
tiel, & croissance lente sur 1’axe réel. Si elle n’a qu’un nombre fini de racines,
elle est de la forme

SO = [2 a;(2ix\)] exp (—2ixa)
1
a réel, la somme £ ayant un nombre fini de termes. Elle est alors la trans-
formée de Fourier de la distribution obtenue en translatant de la longueur a
la distribution ponctuelle
d )
E a; (E:E) .

Si S(A) a une infinité de racines, on peut la mettre sous la forme d’un produit
d’un polynéme par une fonction entiére de type exponentiel, de carré sommable
sur I’axe réel:

SO = (X a;(2imN))F().

Alors F()\) est la transformée de Fourier de f(z), fonction de carré sommable
4 noyau compact, d’apres Paley-Wiener (voir-ce-dessus), et S(A) est la trans-

formée de Fourier de
F)
(Zal(@))s \



FONCTIONS MOYENNE-PERIODIQUES 863

On peut donc dire ceci:

TaforREME 1. Pour que S(\) soit la transformée de Fourier d’une distribution
d noyau compact, il faut et il suffit qu’elle soit analytique entiére de type exponentiel,
d croissante lente pour N réel.

Le méme théordme est vrai pour plusieurs variables quoique plus délicat &
démontrer.

Les démonstrations utilisées dans ce mémoire sont autant que possible,
indépendantes d’autres travaux. Mais dans certains cas, il m’a été indispen-
sable de me borner & compléter ou modifier des démonstrations longues et déli-
cates de ScuwarTz [2], pour ne pas étre obligé de les retranscrire intégralement.
Pour suivre tous les détails du présent mémoire, il sera beaucoup plus facile de
consulter les travaux antérieurs que j’ai indiqués.

CHAPITRE PREMIER
§1. Variété invariante.—Ensemble moyenne-périodique.

Soit & un espace vectoriel topologique sur le corps des complexes, dont e
désignera 1’élément générique. J sera un ensemble d’applications linéaires
continues T de & dans lui-méme. Chacune de ces transformations T fera done
correspondre 3 tout élément e de & un nouvel élément Te de telle sorte que

(T(e + f) = Te + Tf
T(xe) = A(Te), A nombre complexe quelconque
Sie—0,Te — 0.

D’autre part, pour nous borner au seul cas intéressant, nous supposerons
toujours que si S et 7 sont deux transformations appartenant & ’ensemble T,
il en est de méme de ST et que la transformation identique appartient & .

Pour e fixe, lorsque 7 parcourt J, les transformés T'e engendrent un sous-espace
vectoriel de & dont nous désignerons l’adhérence par J¢; Je est le plus petit
sous-espace vectoriel fermé de & contenant tous les Te. Chaque élément de
Te est donc limite de combinaisons linéaires finies 2 ¢.Tw¢ (T: ¢ &, ¢; nombres
complexes) de transformées de e, et réciproquement.

Plus généralement, si A est un ensemble quelconque d’éléments de &, TA
sera le plus petit sous-espace vectoriel fermé de & contenant tous les transformés
Te des éléments e de A ; chaque élément de T A est donce limite de combinaisons
linéaires finies ., ¢;T'¢: (c; nombres complexes, T: € S, e; ¢ A) et réciproquement.
En vertu de I’hypothése faite plus haut sur ’ensemble J de transformations,
J(TA) est identique & TA. Nous pouvons dire que SA est un sous-espace
vectoriel fermé de & invariant par toutes les transformations T (c’est-3-dire ap-
pliqué en lui-méme par chacune d’elles) et que c’est le sous-espace le plus général
possédant cette propriété, puisque si V est un sous-espace vectoriel fermé in-
variant par toutes les transformations T, JV est identique & V. Nous nous
proposons une étude de ces A que nous appellerons par abréviation variétés
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tnvariantes; A sera un ensemble originel® de TA (¢ un élement originel de Je)
et TA est la plus petite variété invariante contenant A. 11y alieu de rechercher
dans chaque variété invariante le nombre minimum d’éléments constituant un
ensemble originel.

Une partie A de & sera dite moyenne-périodique si TA est distincte de I’espace
entier &; toute partic de A est alors elle-méme moyenne-périodique, enpar-
ticulier tout élément ¢ de A est moyenne-périodique, Je étant distincte de
P’espace entier. Il existe toujours une partie A non vide qui est moyenne-
périodique: la variété (0) réduite & 1’é1ément origine (0) de &. S'il n’en existe
pas d’autre, cela signifie qu’il n’y a pas de variété invariante “non triviale,”
distincte de (0) et de I’espace entier &; on dit alors que l’ensemble de trans-
formation J est ¢rréductible ou simple.

Une variété invariante est dite mazimale si elle est distincte de & et si elle
n’est contenue dans aucune autre variété invariante qu’elle-méme ou &; une
variété invariante est minimale si elle est distincte de la variété (0) et ne contient
aucune autre variété invariante qu’elle-méme et (0). Si J est irréductible,
& est minimale, (0) est maximale. Sur toute variété invariante distincte de
(0) I définit un ensemble de transformations; pour que cet ensemble soit ir-
réductible, il faut et il suffit que la variété soit minimale. Si V est une variété
invariante distincte de &, chaque transformation 7' définit une transformation
linéaire continue de 1’espace topologique quotient &/V dans lui-méme (car les
éléments d’une méme classe de & modulo V ont pour transformés par T les
éléments d’une méme classe); pour que J soit irréductible sur &/V, il faut et
il suffit que V. soit maximale.

La notion d’élément moyenne-périodique a été introduite par M. Delsarte,’

dans un cas particulier, & partir de la théorie des équations intégrales.
- Nous montrerons plus loin® que sa définition est équivalente a la suivante:
une fonction moyenne-périodique f(z) est une fonction telle qu’on ne puisse
pas approcher uniformément sur tout intervalle fini toute fonction continue
par des combinaisons linéaires finies des “translatées” f(x — h) de f(x). Si
done nous appelons & 1’espace vectoriel des fonctions continues complexes d’une
variable réelle, avec la topologie de la convergence uniforme sur tout intervalle
fini (des f; seront dites converger vers f si les fi(x) convergent vers f(z) uniformé-
ment sur tout intervalle fini); si d’autre part nous appelons J le groupe des
translations 7'

) Tf@) = flx — k),

un élément moyenne-périodique de &, par rapport au groupe de transforma-
tions I, est une fonction moyenne-périodique au sens de M. Delsarte.
Voice le genre de problémes auxquels nous nous attacherons dans ce mémoire:

¢ Ne pas confrondre ensemble total et ensemble originel. Voir préliminaires, 2°.
7 DELSARTE [1].
8 Formule (14).
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1°. Rechercher toutes les variétés invariantes. Pour chacune d’elles trouver
le nombre minimum d’éléments originels. Existe-t-il das variétés invariantes
minimales, maximales, et lesquelles?

2°. Existe-t-il des variétés invariantes de dimension finie p? de dimension I
en particulier? Un élément originel d’une variété invariante de dimension
p sera dit moyenne-périodique d’ordre p.

3%, Y a-t-il dans toute variété invariante des €léments moyenne-périodiques
d’ordre 1, d’ordre fini? Ces éléments forment-ils un systéme total dans toute
variété invariante? Toute variété invariante est-elle somme’ des variétés
invariantes minimales qu’elle contient?

11 est évidemment impossible de donner des réponses 4 ces questions, valables
dans tous les cas. Aussi allons-nous particulariser le probléme, en supposant
que J est un groupe, et que & est isomorphe 4 un espace vectoriel de fonctions
définies sur le groupe.

§2. Cas d’un groupe de transformations.

Donnons d’abord quelques remarques générales valables lorsque J est un
groupe. Allors toute transformation T ¢ J est un automorphisme de &, c’est-a-
dire une transformation biunivoque et bicontinue de & sur lui-méme; la trans-
formation inverse T existe et T * ¢ J. Alors, si V est une variété invariante, T'
définit dans ¥V un automorphisme. C’est en effet une application biunivoque
et bicontinue de V dans elle-méme; et I'image de V est V tout entitre car si
eeV,e = T(T '¢), T 'e étant bien un élément de V puisque V est invariante.
Lorsque J est un groupe il y a une nouvelle maniére d’obtenir les variétés
invariantes. Soit F un sous-espace vectoriel fermé quelconque. L’intersection
gF de toutes les transformées TF est un sous-espace vectoriel ferme. Il est
aisé de voir que JF est une variété invariante. En effet sie ¢ JF,on ae e TF
quel que soit 7' ¢ T ; alors Se ¢ STF. En posant T = S™'T" on voit que Se ¢
T'F quel que soit 7" ¢ F, donc Se € IF; ce que prouve bien que toute transforma-
tion S de J transforme JF dans elle-méme. JF est la plus grande variété in-
variante contenue dans F. S définit, comme il est dit plus haut, un automorph-
isme de JF, SIF = JF, et par suite, J(9F) = JF. On peut d’ailleurs obtenir
par ce procédé toute variété invariante car si V est une telle variété, SV = V
quelle que soit S € J, done V = V.

Le procédé 5A et le procédé IF pour définit une variété invariante sont
“corrélatifs.” )

Corrélativement & la notion d’ensemble moyene-périodique A on pourra
considérer les variétés fermées F telles que IF = (0). Corrélativement aux 3
questions posées au §1 on pourra poser les questions suivantes:

1°—Pour toute variété invariante V, trouver des espaces vectoriels fermés
F aussi ‘“grands’’ que possible tels que JF = V.

? La variété somme d’une famille de variétés sera la plus petite variété fermée qui les
contient.
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2°—Existe-t-il des variétés invariantes de co-dimension® finie p? des hyper-
plans invariants en particulier?

3"—Toute variété invariante est-elle contenue dans des variétés invariantes
de co-dimension finie? est-elle l'intersection des variétés invariantes de co-
dimension finie qui la contiennent? des variétés invariantes maximales qui
la contiennent?

La corrélation entre les deux catégories de problémes est mise en évidence par
la dualité entre espaces vectoriels. Soient &, & deux espaces vectoriels en
dualité réciproque, appelons (¢/, e) le produit s:alaire qui établit la dualité. A
toute transformation continue 7 de & dans lui-méme on peut associer sa trans-
posée T'", transformation continue de &’ dans lui-méme, définie par 1’égalité
fonctionnelle

(8 (T’ -€) = (e’ Te)

valable pour tout couple ¢’ € &, ¢ € &.

Si donc J est un ensemble de transformations de &, son transposé I’ sera
un ensemble de transformations dans &’. 1l sera utile d’étudier en méme temps
& et J d’une part, &’ et J’ d’autre part. Soit V une variété invariante de &,
V'’ son orthogonale. V' est une variété invariante de &’. Pour le voir, il
suffit de montrer que, quel que soit e’ ¢ V/, 7" ¢ 37, on a T’¢’ ¢ V’, ou encore
(T'¢’-¢) = 0 quel que soit ¢ ¢ V; mais cela revient 4 ¢/-Te = 0, qui est bien
exact puisque ¢’ € V/, Te ¢ V. En vertu de la dualité réciproque, toute variété
invariante V’ de &’ est orthogonale d’une variété invariante V de &. Si on
a défini V par A, son orthogonale V' pourra étre définie par 9’'A’, A’ étant la
variété orthogonale 4 A. A tout probléme dans (&, J) correspond bien ainsi
un probléme corrélatif dans (&7, J”’). Par exemple:

Si V est une variété invariante qui est I’adhérence de l’espace vectoriel
engendré par les éléments moyenne-périodiques d’ordre fini qu’elle contient,
son orthogonale V'’ est une variété invariante qui est I'intersection des variétés
invariantes de co-dimension finie qui la contiennent et réciproquement.

Si & est un espace vectoriel topologique quelconque, &’ son dual topologique,
la dualité entre & et &’ n’est pas né.-essairement réciproque. Dans ce cas on
pourra se contenter des “topologies faibles’” associées de & et &', ce qui ne
modifiera rien aux recherches que 1’on veut faire dans (&, J); car les transforma-
tions T, fortement continues sont aussi faiblement continues, et une variété
fortement fermée de & est aussi faiblement fermée et réciproquement.

Il y a un cas général ot 'on peut répondre a toutes les questions posées dans
ce paragraphe: celui ot J est définie par une représentation d’un groupe compact.
Supposons plus généralement que J soit un groupe quelconque de transforma-
tions, & complet 4 base dénombrable de voisinages, et que tout élément de &

10 Un sous-espace vectoriel V est de co-dimension p 8’il posséde un sous-espace vectoriel
supplémentaire de dimension p. Sip = 1, V est un hyperplan.

11 Voir DiEUDONNE, [1}, page 118.

12 Voir DIEUDONNE, [1}, page 112.
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soit ‘‘presque-périodique” par rapport & J, autrement dit que, quel que soit
e €&, ’ensemble des Te, T € S, ait une adhérence compacte. On connait alors
toutes les variétés invariantes minimales, qui sont de dimension finie (et de
dimension 1 si J est un groupe abélien) ; toute variété invariante est somme libre
des variétés invariantes minimales qu’elle contient. Toutes les variétés in-
variantes maximales sont de co-dimesion finie (de co-dimension 1 si J est un
groupe abélien), toute variété invariante est intersection des variétés invariantes
maximales qui la contiennent. Ces résultats sont une conséquence facile de
la théorie de Peter-Weyl des groupes compacts et constituent la théorie générale
de la presque-périodicité.”

Dans les paragraphes qui suivent, nous étudierons un cas de groupe abélien
non compact. Des difficultés nouvelles surgissent alors, que nous verrons en
cours de route.

CHAPITRE DEUXIEME
§3. Espaces L” sur un groupe abélien localement compact. Cas p = 2.

Soit G un groupe topologique abélien localement compact noté additivement,
dz I’élément de mesure de Haar'; LG sera ’espace vectoriel des fonctions &
valeurs complexes sur (7, de puissance p-iéme sommable par rapport 3 la mesure

de Haar, avec la norme
Yp
1911 = ([ 1517 az)

(pour p = o« L®G est I’espace des fonctions mesurables bornées, || f || étant
le maximum vrai de | f ). _

L”G est un espace vectoriel & de fonctions sur G. Chaque élément h de G
définit sur & une transformation T, une translation
Q) Twf = fulx) = flx — k)
qui est une transformation conservant la norme.

Les transformations T forment un groupe J isomorphe 3 G de transforma-
tions sur & C’est pour de tels couples (&, ) = (L°G, G) que la question de
moyenne périodicitée s’est posée d’abord.

La théorie ne présente aucune difficulté lorsque p = 2, & est l’espace de
Hilbert L’G' que nous identifierons avec son dual, en utilisant le produit scalaire
et D’orthogonalité dans L’G. Nous allons exposer complétement la question,
bien qu’elle soit classique, pour monter dans le détail ce qui se produit et per-
mettre de comprendre plus facilement la suite.

Soit ¥V un variété invariante de L’G, V' la variété orthogonale supplémentaire
dans L’G. SifeL’G,appartienta V,etoe L’GA V', ona

® f F@e(z) dz = 0.

13 Bibliographie dans weiL {1]. Ce que nous énongons ici se trouve sous une forme voisine
dans BocaNER et voN NEUMANN (1].
4 WeiIL [1], Chapitre II.
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Mais on a aussi f(z — h) e V quel que soit h, puisque 1~ est une variété in-
variante, donc

jf(.L — h)p(x) dz = 0O quel que soit k,
ou, en utilsant le produit de composition”
) Jre=0

f étant la fonction f(—2).
Mais la transposée de la transformation

f— T =flx —h)
est la transformation
¢ — T = olx + h)

puisque

[ et + 0 de = [ o = helo) d

on a donc aussi (2 + h) € V', et (9) est équivalent &
9 S =0

Drailleurs chacune des variétés est I'orthogonale de U'autre; V'’ est I’ensemble
de toutes les fonctions ¢ € L* qui vérifient (9) pour toute f € V, et V I’ensemble
des f € L* qui vérifient (9) pour toute ¢ € V.

Utilisons la transformation de Fourier qui permet de remplacer le produit de
composition par le produit'® de multiplication ordinaire. Désignons par (z, )
la fonction établissant la dualité entre G et son groupe dual G'. Si G est le
groupe additif des nombres réels il en est de méme de G et

(x, \) = exp (ZirAx), A\ réel.

Si F(\) et &(\) sont les transformées de Fourier de f(z) € V et o(x) € T dé-
finies respectivement par

F(\) = f (z, Nf(x) dx ot ®(\) = f(l'h,?\_)@(l') dr, X parcourant G

r(n) e LG7, d\) e LG

(10) FOO)2(\) = 0 (presque partout).

18 WeIL {1}, Chapitre III.
18 WEIL (1], page 111.
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Soit Ar Pensemble (défini & un ensemble de mesure nulle prés) des A pour
lesquels F'(A\) ¢ 0. A, sera “I’ensemble spectral ou spectre'™” de f; f(x — h)
a aussi le méme spectre quel que soit /; de méme soit Ag le spectre de ¢. Pour
que (10) soit vérifiée il faut et il suffit que intersection de Ar et A soit de
mesure nulle.  Pour que ¢ € L’G soit e 17 il faut et il sufht que Ag et Ar n’aient
en commun qu'un ensemble de mesure nulle quelle que soit f ¢ ¥V. Bornons-
nous au cas oi G’ est réunion dénombrable d’ensembles de mesures finies de
sorte qu’il existe une fonction ¥(A) e LG’ qui ne s’annule en aucun point.'*
Elle est transformée de Fourier de ¢(x) € L'G, et comme 1 et ¥V’ dans L*G' sont
2 variétés orthogonales supplémentaires on peut écrire

Y(x) = fo@) + eolx), fola) € V, @ofa) € 17,

Soient Ag et Aq les spectres de fy et gy .

L’intersection de Ay et A¢ est vide (& un ensemble de mesure nulle pris),
mais comme ¥(A) = Fo(A) + $4(A) et que ¥(A) ne s’annule pas, leur réunion est
tout ’ensemble G’ (& un ensemble de mesure nulle pres); Ao et Agq sont com-
plémentaires.

Mais nous avons vu que pour toute ¢ € 1/, A% ne coupe pas 3o (3 un ensemble
de mesure nulle pres), done A% C Ap dun cnsemble de mesure nulle pros; de
méme pour toute f e 1, Ar C Ay & un ensemble de mesure nulle pres.

Réciproquement si f e LG est une fonction dont le spectre est contenu dans
Ao & un ensemble de mesure nulle prés, on voit bien que Ar N Ay = ¢ & un en-
semble de mesure nulle pres, quelle que soit ¢ € V!, done fe V.

Ainst chague variété invariante V. de 1°G est caractérisée par un ensemble A
de G’ qu’on appellera “ensemble spectral” ou *‘spectre” de V et qui est défini a
un ensemble de mesure nulle prés; V est Uensemble de toutes les fonctions f e L'G
dont la transformée de Fourier F(N) est presque partout nulle sur le complémentaire
A de A. A’ est le spectre de la variété invariante V' orthogonale supplémentaire.

Le spectre de Uune des variétés s’appelle ausst co-spectre de Pautre.

On remarquera alors les propriétés suivantes:

1"—Si tout ensemble réduit & un point dans 7/ est de mesure nulle, il n’y
a ni variété invariante maximale ni variété invariante minimale, distincte de
(0) ou &.

On voit en effet aisément que cela revient & dire que si .\ est un ensemble de
mesure > 0 de ¢/, on peut trouver un ensemble contenu dans \ et de mesure
strictement plus petite.

2" On peut trouver, pour toute variété invariante 17 un élement originel
ftel que 5f = 1, et aussi un hyperplan /1 tel que 91 = V. Soit en effet

! L’ensemble spectral de f n’est pas le noyau de F(X\) (qui est toujours un ensemble
fermé). Si Aget ,\‘; sont denses, leurs adhérences, identiques a ¢’, ne seraient pas complé-
mentaires.

18 C’est seulement pour simplifier, le résultat est général.
1° I ’hvpothése restrictive dont il est parlé, note 18. est ici indispensable.
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A le spectre de 17, A’ celui de la variété orthogonale 17. Soit F(A) ¢ L’G, une
fonction nulle sur A/, £ 0 partou sur A. Elle est transformée de Fourier de
f € L’G; f est un élément originel de V car le spectre de I qui est A, est identique
au spectre A de V.

Pour V' on peut ausi trouver un élément originel ¢; alors si H est hyperplan
orthogonal & ¢, T = 17 est équivalent par dualité 3 IH = V.

3"—Pour que f € L’G soit moyene-périodique, il faut et il suffit que sa trans-
formée de Fourier F(\) s’annule sur un ensemble de mesure > 0 de G’. Pour
qu’un ensemble A de fonctions f, de L’G soit moyenne-périodique, il faut et
il suffit que les transformées de Fourier F,(\) s’annulent toutes sur un méme
ensemble de mesure > 0 de G'.

§4. Espace L'G.

Passons maintenant au cas de p = 1, & = L'G, G étant toujours un groupe
. 1
abélien localement compact. Le dual de L'G est L*G. Pour fe L' et ¢ € L
nous écrirons le produit scalaire sous la forme

foo = [ @) de = [ fp() dz,

f(x) et ¢(x) désignant f(—=) et p(—1).*
Qi V est une variété invariante de L'G, V' la variété orthogonale dans LG,
f eV, peV ona cette fois la formule

(11) f*eo =0.

Il existe cependant une différence importante avec le cas p = 2: la dualité
n’est pas réciproque entre L'G et L™G. Si I’on part d’une variété invariante V
de L'G, les fonctions ¢ € V' sont bien toutes les fonctions de L*G qui vérifient
(11) quelle que soit f e V, et réeiproquement les fonctions f € V sont toutes les
fonctions de L'G qui vérifient (11) quelle que soit ¢ = V’; mais si V' est une
variété invariante de L*G, V sa variété orthogonale dans L'G, Porthogonale
de V dans L™G est une nouvelle variété V' qui contient ¥’ mais ne lui est pas
en général identique, de sorte que les f ¢ V seront bien toutes les fonctions de
L'G qui vérifient (11) quelle que soit ¢ € V’, mais les ¢ € ¥/ ne sont qu’une partie
des fonctions de L¥G qui vérifient (11) quelle que soit f ¢ V. Pour conserver la
réciprocité entre les deux espaces, il faut introduire dans L”G la “topologie
faible” définie en considération L®G comme dual de L'G; autrement dit la
réciprocité n’est valable que si 'on parte d’une variété V' faiblement fermée
dans L°G.

20 Nous aurions le choix entre 3 définitions possibles du produit scalaire: ff(p da:,ff&: dz,

ff;a dz; dans la formule de composition (14) on aurait respectivement f+2, fxe, f+3. La

formule de composition jouant dans tout le mémoire un réle essentiel, nous avons voulu
avoir ’expression la plus simple soit f*¢; d’ot notre définition du produit scalaire.



FONCTIONS MOYENNE-PERIODIQUES + 871

Il existe d’autre part une grande difficulté qui ne se présentait pas dans le
cas p = 2: une fonction ¢ ¢ LG n’a pas de transformée de Fourier en général.
Si G est le groupe additif R”™ puissance n-ieme du groupe additif R des nombres
réels, on peut bien définir,”" une “distribution” transformée de fourier ®(A),
mais le maniement en est heaucoup plus difficile que celui d’une fonction, et
cela ne résoud pas de toute facon le cas de G quelconque. Les premiers résultats
dans ce domaine ont été donnés par M. N. Wiener,” relatifs au groupe additif
R des nombres réels. D’autres auteurs ont modifié cette démonstration;
M. Wiener avait raissonné dans L'R, M. A. Beurling” a introduit un raissonne-
ment dans LR qui redonne en méme temps les résultats de M. Wiener; enfin
récemment M. R. Godement,™ en s’appuyant sur la théorie des anneaux normés
de M. Gelfand,” a étendu les théorémes de Wiener et Buerling & un groupe
quelconque G abélien localement compact.

Soit V une variété invariante de L'G. TUne fonction f ¢ V a une transformée
de Fourier F(N), continue sur G/ (et “nulle & P'infini” d’aprés un théoréme de
Lebesgue). L’ensemble Ay des points de G’ o4 F(\) = 0 sera appelé le spectre
de f, ¢’est un ensemble ouvert; contrairement & ce qui se passait dansle casp = 2,
il est tres bien défini, et non pas seulement A un ensemble de mesure nulle preés.
La rtunion A des A correspondant 4 tous les f € 7 est un ensemble ouvert A qui
sera le spectre de V. Quant au spectre de V’, on ne peut pas le définir par la
transformation de Fourier, puisque ¢ ¢ V' n’a pas en général de transformée
de Fourier.

Le spectre A’ de V' sera par définition le complémentaire de A donc un en-
semble fermé de '.  Le théoréme général de Wiener-Godement peut s’énoncer
aingsi :

TriorEME 2. St V' n'est pas réduite @ (0), son spectre A’ nest pas vide, et
réciproquement.”®

On peut done encore ’énoncer de la fagon suivante: si V est distincte de & =
L'G, il existe au moins un point X € G’ sur lequel s’annulent les transformées
de Fourier de toutes les fonetions f ¢ V. Alors pour qu’une fonction f ¢ L'G
soit moyenne-périodique, il faut et il suffit que sa transformée de Fourier F())
s’annule en au moins un point. Pour qu’un ensemble A de fonctions f.(x) e
L'G soit moyenne-périodique,il faut et il suffit que les transformées de Fourier
F.(\) s’annulent en au moins un point commun.

Ces théortmes attirent lesremarques suivantes:

111 y a dans L'G des variétés invariantes maximales: ce sont des hyper-
plans dont le spectre est dans G’ le complémentaire d’un point. L’hyperplan

21 La théorie de la transformation de Fourier des distributions sera publiée dans un
mémoire ultérieur.

22 WIENER (1], ou (2] Chapitre II. Carleman (1] page 71.

23 BEURLING [1].

24 GopEMENT [1].

25 GELFAND [1]

26 T] est bien évident que si 1" n’est pas réduite & (0), A n’est pas vide et réciproquement.
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invariant le plus général est formé de toutes les fonctions f e L'G dont la trans-
formée de Fourier s’annule en un point donné X\ de G’.

2’—Le théortme 2 exprime que toute variété invariante distincte de & est
contenue dans au moins un hyperplan invariant.

3°—Si G’ n’est pas discret il n’y a pas dans L'G de variété invariante minimale.
Car A étant un ouvert quelconque de ' il existe dex ouverts strictement plus
petits.

+*—O0n ne sait pas si une variété 1 est caractérisée par son spectre A.  Autre-
ment dit on ne sait passi ¥ est Pensemble de toutes les f e L'G dont la transformée
de Fourier s’annule sur le cospectre A’.  Ou encore on re sait pas & ’heure actu-
elle (méme lorsque G est le groupe R des nombres réels) si toute variété invari-
ante est U'intersection des hyperplans invariants qui la contiennent.

11 existe dans L'G; une structure d’anneau (“anncau normé” de Gelfand®)
ot le produit est le produit de composition.

St h = f*h ona

hoe LGy h i S i G i

On démontre immédiatement™ que si [ e L'G, f est aussi Padhérence de tous
les produits f * p, p € L'(7 quelconque.

Une variété invariante V est done tout simplement un idéal fermé quelconque
de Panncau. Un hyperplan invariant est I'idéal fermé maximal ou idéal fermé
“‘premier” le plus général; le théoreme de Wiener-Godement exprime que tout
idéal fermé est contenu dans au moins au idéal fermé premier.

§6. Espace .°(\.

11 est maintenant possible de passer de I’étude de L'G A celle de LG muni;
de la topologic faible. I.’élément X de 7 définit sur ¢ un “caractere” (z, \),
qui est une fonction sur ¢, € L,”G. A quelle condition le caractere (x, \) est-il
e V'?

11 faut et il suffit, pour ccla, qu’il soit orthogonal & V, ¢’est-a-dire que

(12) f (—z, N flx) dv = f (x, N f(x) de = 0 quelle que soit fe V.

Mais le premier membre de (12) n'est autre que la valeur au point X de
de la transformée de Fourier F(A\) de f; done (&, N) € V7 si les transformées de
Fourier de toutes les fonctions f € V' s’annulent au point A, ¢’est-a-dire st X e A'.
Ainsi le speetre A" d’une variété invariante faiblement fermée de L.°G indique
exactement tous les caractires de (7 qui appartiennent & V',

Le théortme de Wiener-Godement donne dans L*G celui de Beurling-
Godement:

Tri:orEME 3: Dans towte tariélé invariante farblement fermée V' de LG,
distinete de (), existe an moins un caractére de (5.

2 Voir, note 2.

28 Voir plus loin, §6.
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In particulier si ¢ € L™G est # 0, il existe au moins un caractére qui est limite
faible des combinaisons linéaires des translatées (2 — h) de ¢.

L.es remarques corrélatives de celles du §4 sont les suivantes:

1°—11 y a fans LG faible des variétés invariantes minimales: elles n’ont
qu’une dimension et sont engendrées par un caractere de G.

2°—Le théoréme 3 exprime que toute varicté invariante contient au moins
une variété invariante minimale.

3°—8i G’ n’est pas discret, il n’y a pas de variété invariante maximale.

4"—O0n me sait pas si une variété invariante est ’adhérence de Vespace vee-
toriel engendré par tous les caractéres qu’elle contient.

Ajoutons que, comme on le voit aisément,pour que ¢ € L* soit moyennec-
périodique il faut et il suffit que son spectre ne soit pas G’ tout entier.

Nous n’avons pas pu définir le spectre A’ de ¢ € L*G par la transformée de
Fourier de ¢, qu’on ne peut pas définir en général. Cependant si ¢ = ¢/
est le groupe R”, la théorie des “distributions” permet de définir une distribution
#(\) transformée de Fourier de ¢. On démontre * que Ag est encore en quelque
sorte Uensemble sur lequel & # 0: ¢’est tout simplement le “noyau’ de la dis-
tribution ®, ensemble nécessairement fermé.

Le produit de composition de deux fonctions de L*G n’a pas de sens en général;
L7@ n’a pas de structure d’anneau. IL’étude faite par M. M. Godement-
Beurling dans L”G considére une topologie intermédiaire entre la forte et la
faible. Nous n’insisterons pas ici.

Endehorsdescasp = 2, p = 1, p = =, on n’a pratiquement aucun renseigne-
ment.

§6. Nouveaux espaces fonctionnels sur un groupe.

Le but essentiel du présent mémoire est d’examiner les problemes posés
dans les pages précédentes, dans d’autres espaces vectoricls de fonctions sur
un groupe.

& sera Pespace vectoriel des fonctions continues sur un groupe G abélien
localement compact, avee la topologie suivante: des f, € & convergent vers
f e &, siles fonctions f,(x) convergent vers la fonction f(x) uniformément sur
tout compact. &, n'est pas normé, c’est un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe.” TUn systéme fondamental de voisinages de la fonction 0 est
défini de la fagon suivante:

K étant un compact arbitraire de G, € un nombre > 0, U(A, €) est Pensemble
de toutes les fonctions continues bornées en module par e sur K.

Le dual & de &, est Pespace vectoriel de toutes les mesures u sur G- & noyan
compact. La forme bilinéaire ou produit scalaire qui définit la dualité entre
Eoot & est:

(13 pef = jf(1ﬁ= fj'd;z.
# La démonstration sera publiée ultérieurement dans un mémoire sur la théorie générale

des distributions.
2 YVoir DievpoNNE [1] page 110,
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Si en effet £(f) est une forme linéaire continue il existe un voisinage U(K, ¢€)
tel que f e U(K, €) entratne | £(f) | < 1. Alors si f est nul sur K, £(f) = 0, ce
qui prouve que £(f) ne dépend que des valeurs de fsur K. Elleen dépend linéaire-
ment et continuement, donc il existe une mesure g portée par K telle que

) = ffd,z.

Pour que la dualité entre &, et &, soit réeiproque, il faudra munir &, de la
topologie faible: des mesures u, convergeront vers la mesure g, si, quelle que soit
la fonction continue f, u,-f converge vers u-f.

Si Vet V' sont deux variétés invariantes orthogonales dans &, et &,. on aura

_/f(:c — h)di(z) =0 quel que soit A

pour f e V, u e V’ arbitraires, ou
(14) f*u=20

le produit de composition f * p ayant toujours un sens lorsque p est & noyau
compact.

Ici encore V est P'ensemble des f € &, qui vérifient (14) quelle que soit p e V’,
V' est ’ensemble des u € &, qui vérifient (14) quelle que soit f e V.

Soit p une mesure & noyau compact. Sife V,onau*f = 0 quelle que soit
weV’ donc aussi u * (f* p) = 0, ce qui prouve que f * pe V. Autrement dit
toutes les “‘composées”” d’une fonction de V appartiennent & V. En particulier
quelle que soit f e &, , les composées de [ appartiennent & Jf; on peut méme
voir que S est ’adhérence de Uensemble des composées f * p de f avec des fone-
tions continues p & noyaux compacts. Car st les p, sont des fonctions continues
= 0, dont les noyaux sont dans des voisinages “de plus en plus petits” de 0,

et que f p(x)dx = +1, les f * p, convergent vers f uniformément sur tout

compact, et les [ * p,(x — h) vers f(x — h). En particulier si ¢ est le groupe
R™, on peut aussi prendre pour p des fonections indéfiniment dérivables &
noyaux compacts, alors f * p est indéfiniment dérivable: dans toute variété
invariante, les fonctions indéfiniment dérivables sont denses.

Mémes propriétés dans Gl-Sipel’ uwxpeV’. \ais sipest une fonction
continue, g * p est aussi une fonetion continue.

On voit done que dans toute variété invariante 17 les fonctions continues
sont denses; si G = R”, dans toute variété invariante 17 les fonctions indéfini-
ment dérivables & novaux compacts sont denses.

Remarquons que & est un anneau, car on peut définir le produit p * v € &,
de ue & par ve & . Une variété invariante ¥/ n’est pas autre chose, d’aprés
ce qui vient d’étre dit, que P'idéal fermé le plus général.

On congoit que la transformation de Fourier joue encore ici un grand role et
permette de définir des spectres de 17 et de V', Mais des propriétés tout a
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fait nouvelles vont intervenir, dont le cas du groupe G = R (groupe additif des
nombres reels) va donner une idée. Le cas de ¢ = R est le seul que nous ayons
pu traiter completement. Les résultats ne peuvent pas s’étendre sans modifi-
cation aux autres groupes, méme aux groupes R", n > 1; cepcndant on voit
facilement quelle forme ils prennent dans R” et dans n’importe quel groupe abé-
lien localement compact; mais je n’al pas pu les démontrer et le groupe K est
le seul pour lequel j’aie pu répondre aux questions posées. Le lecteur pourra
constater que les démonstrations utilisent la technique de la théorie des fone-
tions analytiques. Il en était ainsi initialement des théordmes de Wiener et
Beurling,” ce qui empéchait de les étendre & d’autres groupes que R; la démon-
stration de M. Godement écarte la théorie des fonetions analytiques et généralise
aux groupes abéliens localement compacts quelconques. Il v aurait lieu ici
de faire le méme progreés; mais cela semble incomparablement plus difficile,
la théorie des fonctions analytiques semble directement liée au probleme posé.

Nous supposons done désormais dans tout de Chapitre ITII que (7 est le groupe
additif topologique R des nombres réels. Les espaces étudiés seront toujours
&. ou &, ; pour simplifier nous les appellerons & et &',

CHAPITRE TROISIEME

§7. Variétés invariantes de dimension finie dans .

11 existe manifestement dans & des fonctions moyenne-périodiques d’ordre 1.
Si f(z) est 'une d’elles, on a

(15) e = h = x(=h)f().

On voit immédiatement que x(h + &') = x(h)x(h). D’autre part f(x — h)
est un élément de & qui dépend continument de h, done x(h) est une fonction
continue de h. Comme x(0) = 1, il est bien connu que x(#) est une exponentielle

x(h) = exp (rh), r nombre complexe quelconque.
1.’égalité (15) pour z = 0 montre alors cue
J(=h) = x(—=h)f(0) ou
(16) fa) = A exp (ra).

On voit icl 'intervention essentielle des fonctions analytiques. ILes exponen-
tielles qu’il faut considérer ne sont pas seulement les caracteres exp (2imAx)
bornés pour z € B, mais des caractéres quelconques, bornés ou non; r parcourt
tout le plan complexe.

Sirm (K =1,2, -+, n) sont n nombres complexes distinets, 1a fonction

Sy = > diexp ()

est moyenne-périodique d’ordre £ n:on peut méme voir facilement que si tous
les 4, sont # 0 elle est exactement movenne-périodique d’ordre n, Jf étant

3 Voir §4.
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P’espace de dimension n ayant pour base l’ensemble d’éléments exp (r@)
(k = 1)27 ;n)'

Mais il existe d’autres fonctions moyenne-périodiques d’ordre fini que celles-
la. Considérons en effet

an f(x) = +" exp (rx), p entier, = 1,7 complexe.

On voit immédiatement que f(x) est moyenne-périodique d’ordre p et que
f est Pespace de dimension p ayant pour base ’ensemble d’élémente =’ exp(rz)

(3=0,1,2,--- ,p — 1). En effet, parmi les limites des combinaisons linéaires
des translatées de "', figurent toutes ses dérivées, donc les mondmes z’,
Jj=p—1
Une fonction telle que
ke=n
(18) f@) = E Py(x) exp- (r2)

ot 2 est une somme d’un nombre fini de termes, les », étant des nombres com-
plexes distinets quelconques, les P.(z) des polynomes de degrés respectifs pr — 1
(k = 1,2, -+, n), est une fonction moyennc-périodique d’ordre < D =7p ;
on peut méme montrer qu’elle est exactement moyenne-périodique d’ordre
> k=rpr, I étant espace ayant pour base 'ensemble des éléments z” exp (riz)
(k =1,2, -+ n;jentier = p; > 1). Pour le voir il suffit de montrer que Jf
contient chaque fonction z’exp (ri2) car Jf est évidemment contenu dans
D’espace engendré par ces fonctions. On peut le voir par des méthodes tres
élémentaires de déterminants, nous ne le ferons pas ici, car nous verrons dans
la suite des propriétés beaucoup plus générales.”

Qu’appellera-t-on le “spectre” d’une fonction telle que f(z), définie par (18)?
Si ’on se reporte au cas d’une fonction ¢ de L”G, nous avions appelé spectre
I’ensemble des X € G’ telles que (@, N) € T (voir §5). Ici le spectre de f serait
alors I’ensemble des \ tels que exp (2imAx) e f, done les Ay = r¢/2ir:4l y a lieu
deprendre un spectre complexe, car les ri n’étant pas nécessairement des imaginaires
purs, les A\x ne sont pas nécessairement réels. Mais ce n’est pas tout. If
n’est pas caractérisée seulement par les nombres complexes 7., mais par l'en-
semble des r; et des entiers p; .

Nous dirons alors que le spectre de la variété invariante f se compose des
éléments, en nombre fini, N\, chacun compté avec Vordre de multiplicité pi .
Justifions cette notion. ILa variété V invariante ayant un spectre a éléments
“simples’ obtenu en remplagant chaque . par p, nombres complexes distincts

O e P est formée de Pensemble des fonctions

T s s T
2
2- Ap;exp(ndz).

A la limite, lorsque chaque systéme des 71 (j = 0, 1, -~ pe_1) tend vers la
valeur unique 7%, la variété 1 tend vers la variété {7f (démonstration classique

32 Voir Théoréme 8.
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de la théorie des équations différentielles linéaires & coeflicients constants).
f est don bien naturellement une variété dont le spectre est & ‘‘éléments
multiples,”” A multiple d’ordre p;. Le spectre de Jf ne peut pas se définir
par la transformée de Fourier de f qui n’existe pas en général.
Soit maintenant 17 une variété invariante quelconque de &. Nous dis-
tinguerons:
a) l'ensemble spectral [A], ensemble des X (complexes) tels que
exp (2imAx) e V.
b) le spectre A, ensemble de points multiples, A\, € [A] étant multiple d’ordre
pi. dans A si les (2iwx)’ exp (2¢wr\x) appartiennent & V pourj < p, — 1
et non pour j = p; . Nous écrirons symboliquement

)\L 61’): A

A est défini par 'ensemble des couples A\, pi . On dit qu’un spectre A’ contient
un spectre A (ou est plus grand qu’un spectre A) et on éerit A’ D Aou A’ = Asi

)\k epk A.
entraine

M € A, Dp Z P

On en déduit immédiatement la notion d’intersection ou borne inférieure,
de réunion ou borne supérieure d’une famille de spectres.

Considérons maintenant la variété V' orthogonale &4 V. Chaque u ¢ V'
a une transformée de Fourier

(19) ) = [ exp (~2imhe) duta).

el encore il est naturel de considérer les valeurs complexes de A, car A{(\)
est une fonction analytique entitre, du fait que g est & noyau compact. u
étant ¢ V' tous les éléments de V lui sont orthogonaux. Done

(20) f (2imz)’ exp (2irhx) di(ar) = 0

quels que soient A, e [A] -+ et j £ pp — 1.

¥n faisant 7 = 0 on trouve

M) = 0.

Avee j queleonque, (20) s’éerit
(21) M0\ = 0
MP () étant la dérivée d’ordre j de M(N). On voit alors que si p e V' chaque
M est racine multiple d’ordre = p, de la transformée de Fourier M(\) de pu.
Réciproquement si \; est racine multiple d’order = pi de toutes les M(A) trans-

formées de Fourier des ue, V' chaque exponentielle mondme (2irr)’ exp (2iwN2),
J = pi — I.est orthogonale & 1" done appartient 4 1.
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& et & peuvent ainsi étre comparés respectivement & L” et L'. Pour une
variété invariante de L” nous avons appelé spectre I’ensemble des A (réels)
tels que exp (2iwAx) appartienne & la variété; c’est aussi l’ensemble des zéros
communs aux transformées de Fourier (continues) des fonctions (sommables)
de la variété orthogonale dans L'. Ici le spectre de V C & est I’ensemble des
A: (complexes) tels que exp (2iwAx) appartiene & ¥V, A, étant compté avec
Pordre de multiplicité p, si (2imr)’ exp (2iwhx) appartient & V pourj £ pr — 1
et non pour j = p; ; c’est aussi I’ensemble des zéros communs aux transformées
de Fourier (analytiques) des mesures (& noyau compact) pdelavariétéorthogonale
dans &', chaque zéro étant compté avec son ordre de multiplicité. Nous démon-
trerons dans la suite que les seules variétés invariantes V de dimension finie
de & sont celles que nous avons trouvées, & spectres finis.”

[A] ensemble spectral de V sera aussi appelé ensemble co-spectral de V/;
A sera le spectre de 17, le co-spectre de V'. Le co-spectre de Ty, si u € & sera
aussi appelé, par abus de langage co-spectre de u ou co-spectre de M (\).

Si V = &, son spectre est composé de tous les nombres complexes chacun
multiple d’ordre infini. On dit que c’est le “‘spectre plein.”

Si V = (0), son spectre est vide.

Dans tout autre cas, soit A le spectre de V. Les \; € [A] sont une partie des
racines d’'une quelconque M(A) transformée de Tourier de p ¢ V'. Comme
M(\) est analytique, les A, forment une suite diseréte, chaque ordre de multi-
plicité p, est fini; nous dirons que A est un spectre diseret. On démontre dans
ce cas (voir §9) que les (2i7x)’ exp (20a\x), 7 £ o — 1, A e [A], forment un
systeme libre dans &.

Le théoréme fondamental que nous démontrerons dans ce mémoire est le
suivant:

TutorEME 4. Le spectre A caractérise les variétés invariantes orthogonales
VetV'.

Il en résultera un théoréme analogue & celui de Wiener-Beurling démontré
pour L°G et L'G: dans toute variété invariante V = (0) de & existe au moins
une exponentielle exp(rz); toutes les mesures p ¢ & d’une variété invariante
V' # & ont des transformées de Fourier M (\) qui ont au moins un zéro com-
plexe commun. Mais naturellement le théoréme va beaucoup plus loin, puisque,
comme nous ’avons vu aux §4 et 5 on ne sait pas, dans L” et L', sl une variété
est caractérisée par son spectre.

Soit Vo I’espace vectoriel fermé le plus petit contenant tous les (2¢rz)’ exp
(2imMz), M€y, A, J = pr — 1. Vyest une variété invariante C V et de méme
spectre . C’est la plus variété invariante ayant pour spectre A. Le théoréme
4 est équivalent & celui-ci: |7 est identique & V .

Comme les (2i72)’ exp (2¢w\2) forment une base de V), le théoréme peut étre
mis sous la forme:™

3 Voir Théoréme 5.
3 Pour V = & le mot base serait inexact, le systéme de toutes les exponentielles monémes
qui est total, n’est pas libre.
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TrEOREME 5. Toute variélé invariante V. = & admet une base formée des
exponentielles mondmes x’ exp (r,x) qu'elle contient.

Cela nous redonnera une expression générale de toutes les fonctions g ¢ V
par un développement en série formel suivant les exponentielles monémes de V.

Sile théoréme est vrai pour toute variété invariante V, il est aussi pour toute
variété Jf engendrée par une fonction moyenne-périodique f quelconque.
Réciproquement s’il est vrai pour toute variété Jf il Pest pour toute variété
invariante V; car pour démontrer le théoreme pour V', il faut montrer que toute
f € V est limite de combinaisons linéaires d’exponentielles-monémes de V,
ce qui sera vrai si elle est limite de combinaisons linéaires des exponentielles-
monomes de Jf C 1.

Nous aurons donc simplement 4 démontrer ceci dans la suite.

THEOREME 6.  Touie fonction moycnne-périodiguc f € & est limite de combinaisons
linéaires des exponenticlles-monémes de 5 f.

§8. Les fonctions moyenne-périodiquesde &.  Propriétés générales des spectres.

Pour qu’une fonetion f e & soit moyene-périodique il faut et il suffit que la

variété orthogonale & I/ soit # (0), done qu’il existe au moins une mesure
p e &, ¢’est-a-dire & noyvau compact et = 0 vérifiant

(14) w*f=0.

(est bien la définition donnée par M. Delsarte.” En prenant pour u un
systéme de 2 masses apposées en 2 points distinets on voit que f est alors péri-
odique: toute fonction périodique est moyenne-périodique, ce qui était pré-
visible.

Il existe des fonctions f qui ne sont pas moyenne-périodiques, par exemple
une fonction f de carré sommable # 0. Car elle a une transformée de Fourier
F(\) de carré sommable sur I'axe réel des N, Alors (14) s’éerit

MMNFQX) =0

Ce qui est impossible si F(A\) n’est pas presque partout nulle puisque M()\)
n’a qu’une suite disercte de zéros.

Pour la méme raison une fonction continue f e L”, p < 2 n’est pas moyenne-
périodique si elle est # 0. Nous montrerons (voir §18, 1°) qu’il en est encore
ainsi pour p fini queleonque = 1. Nous verrons aussi qu'une fonction f = 0
tendant vers 0 pour r — =+ = n’est pas moyenne-périodique. De méme exp(z®)
n’est pas moyenne-périodique. Car Jf contient toutes ses dérivées, donc les
produits de exp (27) par tous les polvnomes; or ces fonctions sont denses dans 8.
Une fonction telle que exp (2irar), a réel, est moyvenne-périodique et bornée
(mais elle n’a pas de limite pour & — =+ = ).

Une fonction telle que eap (ar), a réel est movenne-périodique non bornée,
et ce sera le cas général.

% DEL<ARTE (1]
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On voit par ces exemples, comme on pouvait le prévoir, que le mot de
“moyenne-périodique’” doit étre précisé par espace dans lequel on considére
la fonction. TUne fonction continue sommable f(z) dont la transformée de
Fourier (continue) a au moins un zéro (réel) est moyenne-périodique dans L',
d’aprés Wiener, mais ne est pas dans & Avec les combinaisons linéaires de
ses translatées, on ne peut pas approcher dans L' toute fonction continue som-
mable mais on peut approcher toute fonction continue uniformément sur tout
compact.

Comme nous ’avons vu au §7, la transformée de Fourier M(\) de u ¢ &
est une fonction analytique entiére de la variable complexe A. Elle est de plus,
de type exponentiel < 274 si p est contenue dans lintervalle (—4, +A4),
et bornée sur tout I’axe réel des A ou méme dans toute ‘“‘bande horizontale.”
Rappelons 'inégalité:

(22) (Mo +17) | £ <f ]dui)e.\p (271 1),

La décroissance de M(s + i7) pour ¢ — =+ = dépend de la régularité de pu.
On sait en effet que si p est une fonction, M (e + i7) converge vers 0 pour ¢ — == =,
uniformément dans toute bande horizontale | 7 | < 74 ; si ¢’est une fonction p
fois continuement dérivable, | ¢ |?M (¢ + 27) converge lui aussi vers 0 pour ¢ —
=+ oo, uniformément dans toute bande horizontale; si u est une fonction indé-
finiment dérivable,’”® & noyau compact, M(c + +7) pourra é&tra appelée a “dé-
croissance rapide, & I’ | dans toute bande horizontale” puisque | o |"M{(e + 77)
convergera vers () pour ¢ — ==« quel que soit p.

Le co-spectre d’une M(A) = 0 n’est pas du tout quelconque. 1l est d’abord
discret, comme nous ’avons vu. Ensuite il a une “densité” finie.*’ Autrement
dit le nombre des éléments du spectre de module = r (chacun compté autant
de fois que l'indique son ordre de multiplicité) est équivalent & kr, k > 0, pour
r— . On sait aussi que les A s’accumulent “surfoul” au voisinage angulaire
immédiat de Paxe réel. I’ensemble de ceux qui sont extérieurs A un angle
entourant I’axe réel rend finie la somme 2 pi/ , M . Mais tout cela ne con-
stitute pas une caractérisation du spectre d’une mesure u € & et nous ne con-
naissons pas de caractérisation simple d’un tel spectre.

Si V est une variété invariante = &, son spectre est le co-spectre de V7,
done contenu dans le co-spectre d’une mesure u de V', # 0, dont nous venons
de voir certaines propriétés. Réciproquement soit A, le co-spectre de p = 0.

Si A est contenu dans .\, , A est le spectre d’une variété invariante. Car les

3 Attention, nous employons ici le langage de la théone des distributions! u, mesure,
est une fonction f si, quel que soit ¢ continue & noyau compact, fq: dy = f(pf dr. pest

indéfiniment dérivable st c’est une fonction indéfimment dérivable 4 noyau compact:
ses dérivées sont nulles aux extrémités du noyau.
¢ Scnw ArTZ [2] page 121-122
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exponentielles mondmes orthogonales & p forment un systéme non total, done
libre™; alors la variété invariante ayant pour éléments originels les exponen-
tielles-mondémes définies par A ne peut contenir aucune autre exponentielle-
mondme, son spectre est .\.

Cela nous permet déja de voir certaines propriétés importantes. Si .\ est
un ensemble de points multiples (A; ., multiple d’ordre pi), qui n’est contenu dans
le co-spectre d’aucune fonction M (X\) # 0, toute variété V" fermée qui contient
toutes les exponentielles-monomes (207x)™ " exp (2irhr) est Iespace entier &.
Si f est une fonetion continue queleonque, 'ensemble des exponentielles-monomes
de Jf est tres raréfié (spectre discret, de densité maxima finie, s’accumulant
angulairement surtout au voisinage de ’axe récl) ou bien il se compose de toutes
les exponentielles-mondmes (5 = &). Cela prouve qu’une série queleconque
d’exponentielles n’est pax nécessairement moyenne-périodique. Par exemple
si f est 1a fonetion presque-périodique

(23) f(x) = 2 an exp (2irA,2)

les N, 6tant réels, de densité infinie on sait que les combinaisons linéaires de
ses translatées peuvent approcher uniformément sur tout 1’axe réel (done sur
tout compact) toutes les les exponentielles exp (2¢7X.x) ; mais celles-c¢i forment
un systeéme total dans &, done Jf = & et f n’est pas moyenne-périodique dans &.
(Par contre dans Pespace (7 formé des fonctions continues bornées avee la to-
pologie de la convergence uniforme sur tout P’axe réel, une telle fonctions presque
périodique est moyenne-périodique et Ff ne contient dans €’ d’autres exponen-
tielles que celles du développement (23); ce qui prouve une fois de plus qu’il
faut bien spécifier dans quel espace fonetionnel une fonction est moyenne-
périodique).

§9. Indépendance des exponentielles-mondmes d’une variété invariante = &.

THEOREME 7. L’ensemble des exponenticlles-mondmes conlenues dans une
variété tnvariante V7= & est libre.

Remarquons bien que cela ne signifie nullement que tout systéme non fotal
d’exponentielles-mondémes soit libre.  Ainsi les #*” (p = 0, 1, 2, ---) forment
bien un systéme non total; le plus petit sous-espace vectoriel fermé U de & qui
les contienne est en effet Pespace vectoriel des fonetions patres, done # &.
Or ce systéme est non-libre: toute fonetion 2*” (p # 0) est en effet limite uni-
forme sur tout compact de combinaisons linéaires des autres.

Mais la variété U des fonetions paires n’est pas une variété invariante; et la
variété invariante ¥ = S 1" n'est autre que 'espace entier &, ce qui explique
que le systéme des " ~oit non libre.

Nous avons vu §7, que si (2¢rr)” ' exp (2erhr) € 1V, variété invariante, il en
est de méme de (2iwx) exp (217Ax), 7 = p — 1. Nous avons done & démontrer
cecl: st N\ est un spectre, d'éléments Ny multiples respectivement d’ordres py, le systéeme
des (20wx)’ exp (2irhixd. . = p — 1, est libre.

3 Voir Théoréme 7
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Il suffira naturellement de démontrer le théoréeme en supposant que A est
le co-spectre A, d’une mesure u # 0. Soit V la variété de & orthogonale A p.
Nous montrerons que, quels que soit A, € [Av], ] = pv — 1, il existe une forme
linéaire continue sur &, définie par une mesure u;, € &', qui est orthogonale a
toutes les exponentielles-mondmes de V, sauf (2i72) exp (2iv\2).  Cela prouvera
bien qu’aucune exponentielle mondéme de 1 n’est adhérente au sous-espace
vectoriel engendré par les autres.

La démonstration est une généralisation immédiate de celle que j’ai donnée
dans un précédent mémoire,” relative au cas ovi tous les A, sont réels et simples
(px = 1).

Nous devrons choisir p;,, € & de fagon & vérifier
(24) w,[(2irx)! exp (2imh,2)) = 8, pour N, € (A, [ £ p, — 1

le symbole 87} représentant 0, sauf pour » = k, [ = j auquel cas il représente 1.
Soit My ,(\) la transformée de Fourier de u; , et MY (N) sa dérivée d’ordre .
D’apres les formules (20) et (21), (24) est équivalent &

(25) M) = ol
Donce My, ,(A) admet chaque A, % \; comme zéro multiple d’ordre p, , comme
M(N) elle-méme.
Par contre pour A = N\, ses dérivées d’ordre 0,1, 2, ---,j— 1,74+ 1, ---
pr — 1 sont nulles comme celles de A7(M\), tandis que sa dérivés d’ordre j vaut +1
Au voisinage de A = X\, , on peut écrire

*

— A J
(26) 21,00 = A2 00-an
le symbole 0 ayant la signification classique: O(a) est une quantité dont le
quotient par a reste borné en module.

La fonction My ,(N)/M(N\) est holomorphe pour toute valeur de X, sauf A =
M\ ; au voisinage de N = A, , on peut éerire

M, 1 (v=»)
Moy oyt Tow

11 y a lieu d’introduire ici une notation qui sera trés employée dans la suite.
Si E(\) est une fonction méromorphe, ayant a pour pdle, nous appellerons
{E(N)} . la “partie singulitre” de E(\) au voisinage de N = a, c¢’est-a-dire la
fraction rationnelle (polynéme en 1/(A — «)) ayant pour unique pole «, nulle
Al et telle que EQ\) — {E(M)}. soit holomorphe pour A = «. La formule
(27) revient & dire que la partie singulitre de M; ,(A) "M (\) au voisinage de
A = A est la méme que celle de (A — \)7/(GIM (V).

La difference

(27)

M, [ 1 (= xk)’}
NSRS Y

¥ Scaw ARTZ (2] page 133, Théoréme 6.
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est une fonction entiere; reciproquement, s’il en est ainsi, on a bien (25). Et
dire que la fonction précédente est entitre, c’est dire que la fonction

f 1 (\—= )\k)J}
(28) My, (N RVAON] ITI(—)\) ~—7— \
est une fonction entitre multiple de J/()\).

Nous avons ainsi ramené le probleme de la recherche de pi,; & un probléme
plus simple: trouver w,,, telle que si M, ,(\) est sa transformée de Fourier, la
fonction (28) soit une fonction entiere multiple de 3/(N). Or on peul la prendre
nulle: cela revient a prendre

1= a7\

C RTINS

ce qui sera possible si la foncetion M, ,(X) ainsi définie est bien la transformée de
Fourier de w , ¢ &, Or c’est evident. Dans (29), la partie singulitre admet
pour unique pole A, , multiple d’ordre p, — j = pi- le produit par M (\) est une
fonction entiere. Comme, pour X Infiniment grand, une partie singuliére est
infiniment petite au moins de Pordre 1, M, () est de type exponentiel comme
M(M\) et majorée par elle.  D’autre part, pour | N | — =,

PM 0 = M) X O/,

et comme M(A) est hornée pour X réel, M, ,(N) est de carré sommabl~ sur I’axe
réel. Done d’apris le théortme bien connu de Paley-Wiener, 3, ,(\) est
transformée de Tfourier, non seulement d’une mesure, mais méme d’une fonction
de carré sommable g, & noyau compact, c.q.f.d. Le noyau de g, est, comme
on le voit aisément, contenu dans le plus petit intervalle (e, ) contenant le
noyau de pu.

Dans le cas particulier od p, = 1, on aurait, avec j = 0

(
(29) M, = M) /\ﬁ

[ 1 1

WIN L T OG0 = )
et

o A,\I()\)ﬂ
RTMONDIONE NS

. 1: 2 41 TN
(Vest, bien la formule utilisée™ dd¢ja dans ce cas.

Jl;_n()\) =

§10. Le développement formel.

81 f est alors une fonction queleconqgue moyenne-périodique de &, les exponen-
tielles-monodmes de ¥ f définies par le spectre A, de f forment un systéme libre;
ellcs engendrent une variété invariante Vo C 7. Les exponentielles-mondémes

# Voir preliminaires 3 , et PaLLy-Wienkr 11] page 12.

41 Scuw arTZ [2], page 133, formule (2f).
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forment une base de V. D’aprés ce que nous avons vu d’une fagon générale
pour les systémes libres,” toute fonction g € Vo admet un développement formel

(9~ 8.1 dra(2im2)" exp (2imhsz)
)\yep,A/, { é Pr — 1

Nous rappelons encore une fois que nous avons mis le symbole ~ et non =,
S et non 2, parce qu’il ne s’agit que d’une somme formelle. Cela signifie seule-
ment que c’est une somme véritable lorsqu’elle ne contient qu’un nombre fini
de termes, et que chaque d;,; est une forme linéaire continue de g; cette forme
linéaire continue vaut 1 si g est (2i7x)’ exp (2iwA\ur) et vaut O si g est I’une quel-
conque des autres exponentielles-mondémes de V,. Rappelons qu’il est #rés
possible, a priori, que tous les d,,; soient nuls méme si ¢ % 0. Soit p 1’une
quelconque des mesures € V', variété orthogonale & Jf. La mesure u,; définie
plus haut associée & u et & P’exponentielle-monome (2i7x)’ exp (2iw\.x) possiéde
alors, en tant que forme linéaire sur V, les méme propriétés que la forme liné-
aire dy ;. Il existe une infinité de telles formes lindaires sur &, mais toutes
coincident sur V,, on peut éerire, quelle que soit la mesure p e V' dont on est
parti

(30)

b (0) = [ 0@ dhir) = du.

Nous ne savons pas si un développement analogue & (30) existe aussi pour
S elle-méme, car nous ignorons si f € Vi ; f € Vi signifie que Jf = V, et c’est en
cela que consiste justement le théoréme fondamental 6 qui est ’objet essentiel du
présent mémoire. Le systéme des u,,; € & est un systéme biorthogonal normal
associé au systéme des exponentielles-mondmes de V.

Naturellement la quantité

pea(g) = f g(z) di, ()

a toujours un sens quelle que soit g € &, en particulier si ¢ = f; mais en général
si g ¢ Vo, le nombre trouvé dépend non seulement de g mais de la mesure u e V'
qui a servi de point de départ; il n’a aucune signification intrinséque relative a g.
C’est néanmoins & partir de ce calcul formel que toute la théorie pourra

étre faite:

[f étant unc tonction moyenne-périodique de &,

p une mesure e & orthogonale & f

| (done telle que pu * f) = 0,

L Ay étant le co-spectre de p.

%)\;ep,‘ Ay, J=p - 1, ur., défime par (29)

| on posera ¢, = ff(.r)dm,](x)
i{ et on étudiera le développement formel

;(31) I~ S, e (2rx) exp 2emha0.

2 Préliminaires, 2°; et Scaw arrz (1] page 11.
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Ce développement va dépendre, a priori, non seulement de f, mais de p®
Les exponentielles-mondmes qui y interviennent sont non seulement celles de
Jf, mais toutes celles qui sont orthogonales & u. Il se peut, a priori, que tous
les coeflicients soient nuls, ce qui s’écrira f ~ 0, sans que cela entraine f = 0;
les coeflicients pourraient méme trés bien, a priori, étre tous nuls pour une
fonction f donnée et une certaine mesure u orthogonale 4 Jf, sans ’étre pour
la méme fonction f et une autre mesure » # u. Une fois pour toutes dans le
développement nous n’inscrirons que les coefficients = 0.

§11. Développement formel par les produits de composition.

Nous montrerons d’abord que le développement formel trouvé pour f est
unique, ¢’est-a-dire indépendant de la mesure w choisie, orthogonale 4 5 f.  Pour

.

cela nous serons amenés 4 donner aux coefficients ¢, ; une autre forme plus
maniable,
Reprenons la formule, analogue & (19)

j exp (—20eNt) due, (1) = My, (N).
Effectuons un produit de composition:

pio s exp 2imha) = [ exp 2ieMz — O] dusa(®

= exp (2ir\r) f exp(— 2¢wAt) dug,o(t)
et finalement

(32) Mig ((‘Xp 211r)\:l‘) = (exp 2’L1\')\l‘) JI; n(}\) .

Dérivons [ fois par rapport a X:
( d*
‘IMO *-——oxp (DwAT) = ueo * (2trx)' exp (2iwAr)
(330

1
= ;i% lexp (2emAz) M o(N)].

A\

Cela nous montre certaines propriétés:

1°- Soit A, e [A ], N, = N 2 M, o) sannule pour A = X, ainsi que ses dérivées
jusqu'a Vordre p, — 1.

Alors, pour X, ¢, Ay A, =X [ =p, — |

woo* (2irr)t exp (im0 = 0.

2 Pour A= N ; Mi0= MM —1—1 prend la valeur 1, toutes ses dérivées
‘Jl()\); A

# Ce n'est méme pas tout  \ partir d’'une méme mesure g, on peut trouver une infinité de
mesures ayant les mémes propriétés que u, ; nous avons seulement pris la plus simple
(formule (29)) en annulant (2%)  Les autres auraient donoé pour g7 e V5 le méme développe-
ment formel, mais peut ¢tre pas, a priori, pour f.
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d’ordres 1, 2, -+, p» — 1 étant nulles. Alors, pour I £ p — 1,
dl

P lexp (2imh\x) M41o(N)]

prend pour N = A, la valeur
(2irz)! exp (2im\ix).

D’ot

pio » (Zimz)' exp (2irhz) = (2urx)’ exp (2imAer).
On peut, si I’on veut, résumer les 2 formules ci-dessus en une seule

uro * (2irx)t exp (2imha) = 64(2irx) exp (2iTh\x)

(34) Osiv #Fk
M, Ay, [SEp— 1 o =
1siv =k
Soit alors g une somme finie d’exponentielles-mondmes orthogonales & u:
(¢ =D P,(x) exp (2im,x), e [Ay]
(Po(e) = 22207 duy (2um)’.

La formule (34) done immédiatement
(35) peo * g = Pi(x) exp (2ianz).

Cette formule est fondamentale dans toute la suite. Elle montre qu’on
peut obtenir d’un seul coup ensemble des termes du développement de g¢
contenant en facteur U'exponentielle exp (2imA\x) par le produit de composition
pro*g. On reconnait 13 le procédé classique dans la théorie des développe-
ments de Fourier ou des développements suivant les coefficients des représenta-
tions unitaires sur un groupe compact (théorie de Peter-Weyl™): les termes
du développement ont des coefficients définis par des produits scalaires, et
s’expriment eux-mémes par des produits de composition avec les caractéres.
Cette formule montre de plus que 1’on connait le développement de g dés que
I’on connait g sur un intervalle dont la longueur égale la dimension du noyau
de pu.

La formule (35) reste évidemment valable pour toute fonction g € Vy ; car
les 2 membres dépendent continuement de g variant dans Vo C & (les coef-
ficients cx,; étant comme nous 'avons vu des formes linéaires continues de
g € Vo) et comme ils sont égaux sur un ensemble dense dans V, , ils sont égaux
sur Vo. Les ¢,,; sont alors les coeflicients du développement formel (30) de g¢.

Et maintenant, est-ce encore vrai pour f? Ce n’est nullement certain, puisque
nous ne savons pas st f e V,.

Nous allons démontrer que néanmoins cette formule (35) reste vraie, st 'on rem-
place g par f.

4 WEgIL [1]) Chapitre V.
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Montrons d’abord que

(36) pro*f
est bien une fonction de la forme
37) wo*f = Pi(x) exp (2txhix)

Pi(z) étant un polynoéme de degré < p; — 1.

f 1
Rappelons que M, ,(\) = M) {m)} ; alors (W — M)™E My o)) est le
“ ak

produit de M (N\) par un polyndéme Q(\):
(38) M oM =X = QNMM).

Utilisons une propriété classique de la transformation de Fourier. Si U(\)
est la transformée de Fourier de u, AU(X) est la transformée de Fourier de
w' /2w, w' étant la dérivée de u. Cette propriété est vraie méme si u n’a pas
de dérivée au sens usuel, 3 condition d’employer la langage des “distributions”.'s

. 1 d Pr

Alors M; ¢(A\)(A — A)P* est la transformée de Fourier de<(§;‘r i )\k>> B0,
la double parenthése indiquant qu’il s’agit d’une puissance symbolique de
dérivation; on peut aussi écrire cette expression comme un produit de composi-
tion avec une distribution & noyau ponctuel réduit 3 origine:

1 d *pk
(-27; i )\k€> * k.0

¢ étant la masse +1 A Dorigine (distribution de Dirac), * p; en exposant indi-
quant une puissance de composition.

De méme Q(7), polyndme, est le transformé de Fourier d’une distribution ¢
ayant son noyau a P'origine (la composition avec ¢ étant encore une opération
de dérivation); on a alors, d’apres (38)

1 d * Pk
(ﬂa_z_h‘e> ¥ Upo = q*pu.

1 d *Pr
(-* o= )\k6> *(uroxf) = g*x(u*f) =0
en vertu de (14) de sorte que la fonction

(36) 2 = moxf

est solution de 1’équation différentielle

1 d -
(é;r iz~ “) :=0

4 Préliminaires, 5°.
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On voit bien alors, d’aprés la théorie élémentaire des équations différentielles
linéaires & coefficients constants, que z est le produit de exp (2¢aM\iz) par un
polynéme pi(z) de degré < p, — 1.*°

Montrons maintenant que

Pi(z) = 28 era(2ima)’.

I suffit de montrer que

.1 ( 1 )’ <d~’Pk(—L)) . = C,; = ff(l‘) dﬂk’i(x} = (f % wr;)emn.

7' \2ir dx!
Plus généralement nous montrerons
1 (1Y (dPiz) ) L
(39) N (2—27—) <~ o exp (2ix\ x) = f* i, -
1 d *7

Partons de (37) et composons les 2 membres avec (iw dr Me) . Re-

marquons que d’une fagon générale
1 d o . L LdP )

(40) <2_1;;r e i e) * P(x) exp iahz) = Sin dx exp (2N )

quelle que soit la fonction ou méme la distribution I’(z). On obtient donc

1d .\ (1) d’Pk(x)> .
(ﬂ e A e) * ppo k[ = (%) ( T exp (2iwALz).

I1 reste done & montrer que

(41) l<l 4 ne) S = s
I\ dx ) TRV T R
Utilisons la transformation de Fourler
A— ) 1
29 Mooy = ey {& = 1 L
(29) 5N ()\)I i M()\)}M
Mais

[ = 1
T M(N)
difféere d’un polynome en A,

, A= 1
[1()\), de —-———j! {]T[—()T)}xk.

4 Cette propriéte, vraie lorsqu’on cherche une fonction-solution, est eneore vraie lors-
qu’on cherche une distribution-solution. 11 n’y a pas d’autres solitions que les solutions
usuelles, exponentielles-polyndémes.
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Alors

_ =N (1
M, () = e MO \ﬁ(ﬂ}xk + ROOVMO)

IO WE

MioN) + ROVMDN).

.l

R(\) est la transformée de Fourier d’une distribution ponctuelle r concentrée

a Dorigine.
1(1 d »
Bk, = <~— - >\k€> *peo + 7 p

La différence entre les 2 membres de (41) est done bien nulle puisqu’elle vaut
r* (u=*f), c.qfd.

§12. Unicité du développement formel.

La formule (37) généralisation de (35) va nous permettre maintenant de
montrer que le développement formel de f est lié intrinséquement & f, indé-
pendant de la mesure g orthogonale 4 I f qui a servi de point de départ.

Précisons. Soient p et » deux mesures orthogonales & Jf. Les co-spectres
Ay et Ay sont peut étre, & priori, sans élément commun (si le spectre Ay de f
est vide, par exemple). Alors gqu’entendons-nous quand nous disons que le
développement formel de f est le méme & partir de p et »?

Roit Ay un élément multiple d’ordre p;, dans Ay, ¢ dans Ay, done d’ordre
< 7 dans A; (si 7. est la borne inférieure de py , ¢i) ; nous allons montrer que le
cocflicient de (2iwr)’ exp (2irN2), j = 1 — 1, est le méme que on parte de u
oude v;pourn — 1 < j = p — 1, le coeflicient déterminé & partir de p est nul;
pour r, — 1 < j = ¢/ — 1, le coeflicient déterminé & partir de » est nul. La
chose restera vraie s1 'un des 2 entiers py , g, est nul; par exemple si Ay € [Ay]
et ¢ [Ax], tous les coefficients correspondants, déterminés A partir de g, sont nuls.
Pour résumer: si dans le développement formel on n’éerit que les coefficients
# (), on trouve les mémes dans les 2 cas.

Pour A élément d’ordre p, de Ay, ¢ de Ay (T'un des deux nombres pr, ¢
pouvant étre nul), on trouve dans les développements formels des ensembles
de termes qu’on peut éerire

(r () exp (2ixh, 1),
Py, (x) exp (2ir\
et dont nous voulons démontrer l'identit é
Prin(x) exp (2irhix) = p, g% f
Py () exp (2ioN\ 00 = v g% f.
Nous allons montrer que

(42) u, n*f:l/, O*lf:#v n*V,()*f
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en montrant que la premiére de ces quantitds est égale a la troisieme.””  Nous
supposerons que p, # 0 et méme que w0 *f # 0 sans quoi ¢’est évident.
On peut appliquer les résultats indiqués formule (39)

1 1 & Py )(”E)
39 =1 - 2 T exp (2 .
(39) i, *f F1 (Bin) = exp (2o )
Ainsi parmi les composés de f, donc dans Pespace vectoriel I, se trouvent les
produits de exp (2ewh2) par Py () et par toutes ses dérivées. Sid est le degré
de P, (z), on peut obtenir, avec les combinaisons linéaires de P (x) et de

ses dérivées, tous les mondmes 1, z, - - - 2”; done
(43) (2irz)" exp (2urhiz) e 9f pour [ £ d.

Done les exponentielles mondmes définies par (43), appartenant a Tf, sont
orthogonales & », ce qui prouve que A, est au moins multiple d’ordre d dans le
co-spectre Ay .

Alors pro*f = Pi o (2) exp (2i7nx) est une exponentielle polynéme formée

d’exponentielles mondémes orthogonales & »; on peut lul appliquer la formule
(35) avec la mesure » ce qui donne

J 770 *f = PL(”) (13) exXp (2’1.70\/\1') = Vi ¥ IJA,<”)(CC> exp (21,7!'}“%) = V0¥ ML0 *f
c.q.f.d.

§13. Les exponentielles-mondémes de J7.

Les résultats trouvés au §12 sont essentiels. Pour étudier le développement
formel de f, nous pouvons utiliser n’importe quelle mesure g orthogonale 4 J7.
En particulier celles des exponentielles-monémes qui interviennent dans le
développement formel avee des coefficients # 0 sont liées intrinséquement 3 f,
indépendamment de p: ce ne sont autres que celles qui appartiennent & J7.
Plus précisément:

THEOREME 8.  Pour que 2’ exp (2imhx) € If, ol faut et il suffit qu'il y ait, dans
le développement formel de f, aw moins une exponentielle mondme

r

2% exp (2urhi), pr — 1

IV

s
ayant un cocfficeent #= 0.

En réalité, 2’ exp (2iw\2) peut done appartenir & Jf méme si elle a un coef-
ficient nul dans le développement formel de f: Pimportant est qu’il y ait, avee
un coeflicient # 0, une exponentielle monéme de degré au moins égal, 2!
exp (2em\e).  La démonstration est maintenant immédiate: Supposons que
dans le développment formel de f, pr — 1 soit le degré le plus éléve d’une ex-
ponenticlle-mondme formée sur cxp (Zerhx). Nous poserons comme préeé-
dement, u 5 0 ¢tant orthogonale a Sf et N e, A, ¢ 2 p,

woo*f = Pi(x) exp (2irha),

47 Calcul valable méme si px = 0. Car alors w0 = 0.
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degré de Pr = p; — 1 (Pour p; = 0, p:(z) = 0).
1°—Pour ¢ € 7, (done orthogonale & u), posons

pro* g = Qu(z) exp (2irhx).

Le polyndme Q.(x) dépend linéairement et continuement de g. Or pour
g = f, 1l est de degré < p, — 1;il en est de méme pour ¢ = f(x — h), pour
toute combinaison linéaire finie de translatées de f, et méme pour toute com-
posée f % p. Car

pio* (f%p) = p* (o *f) = p* P(x) exp (2im\ia)

qui est bien le produit de exp (2¢w\;z) par un polynoéme de degré < pr — 1.
Les fonctions f * p ¢tant denses dans 97, le degré de ), est £ p, — 1 pour toute
g € Jf. Alors (2imx)’exp (2imna) € U entraine bien j £ pe — 1. Sipe = 0,
exp (2imhiz) ¢ Jf (méme si ¢, > 0).

2"—TRéciproquement si j < p — 1, (2irx)’ exp (2irhz) appartient 3 J7.%°

La d{monstration a été faite (avee p. — 1 = d) (formule (43)).

RemarquE. Le développement formel de f ¢tant li¢ intrinséquement 3 f,
on peut nen sculement d¢terminer directement, comme nous venons de le voir,
les exponentielles-monémes de ce d¢veloppement, mais méme leurs coefficients.
Nous ne ferons le caleul que dans le cas ot M\, est (1dment simple du spectre de f.
Pour g € 97, le coeflicient de exp (2¢7\2) est une forme lindaire continue de g.
Si pour f, ce cocflicient est ¢; , pour f(x — &) il est ¢, exp (—2iw\ ) et pour la
combinaison linéaire Za,f(;v -~ Ih,) 1l est ¢ Zn, exp (—277Ah,). Si donc on
connait des combinaisons linéaires de translatées de S qui convergent vers
exp (2im\ix), on doit avoir

lime, O a exp (—2 7hchy) = 1
ou
, 1
(44) ¢ = lim > a exp (=2 anh,)’

On peut done construire le développement formel de la fagon suivante: les
exponentielles monoémes de ce dévcloppement sont celles qui sont limites de com-
binaisons inéaires des translatées de f; le cocfficient de chaque exponentielle-monéme

se calcule si Uon connail des combinarsons linéaires de translatées de f qui con-
vergent vers celte exponentielle-mondme.

§14. Coefficients d’une composée de f.

Toute composée f * p de f appartient & Jf, elle est done moyenne-périodique
et admet un développement formel.  Soit u # 0 orthogonale & Jf.

Pilx) exp (2imhie) = wo*f

Q,I (’l) exp (2?.71'/\1.1') = i * (f * p).

48 Voir note 32.
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D’ot comme nous I’avons vu plus aut
Qi(z) exp (2imhx) = p * Pr(z) exp (2iwhix).

Reprenons les formules (33)
dl
dx!

R(\) étant la transformée de Fourier de p.
Si done nous posons Pi(z) = 2 ¢ (2iwz)’, on aura

p* (2ixx)t exp (2imhez) = [ (R(\) exp (2i1r)\x))]

o) k.

(45) Qi(z) exp (20w )

i

[Z Ch,t —dit (R(N) exp (21'1r>\x)):|
d\ Ame g

Prenons un cas particulier: p, = 1,1 = 0.

f ~ crexp (2emhx) + .- -
Alors

F*p ~ cR(\) exp (i) +

La formule (45) montre que si le co-spectre A, de p contient le spectre Ay
de f, f * p a tous les cocflicients de son développement formel nuls. Mais rien
ne nous dit encore qu’elle soit nulle.

On peut chercher le développement formel de f * ¢, = f(x — h) (e désignant
toujours la masse + 1 au point h); il suffit de remplacer & par x — h dans le
développement formel. De méme la formule

d d
iz * (upo*f) = pro * (Il *f)

prouve que les développements formels peuvent se dériver terme 4 terme. Ils
peuvent aussi s’intégrer indéfiniment terme A terme, & condition d’introduire
d’abord une constante, puis un polyndéme arbitraire; toutes les primitives d’une
fonction moyenne-périodique sont moyenne-périodiques.

On peut généraliser. Toute solution d’une équation intégrale avec 22 memhre

/l-*f=:’1

ol le 2¢ membre est movenne-périodique, est eclle-méme moyene-périodique.
En effet il existe v € & telle que v * .1 = 0 done (v * p) * f = 0. Le développe-
ment de f s’obtient & partir de coeflicients indéterminés qu’on porte dans I'équa-
tion intégrale, en utilisant (45) (sous-réserve, naturellement, de Pexistence de
la solution f).

§15. Démonstration du théoréme fondamental.

Nous allons maintenant démontrer le théoreme fondamental 6. Montrons
d'abord qu’il est conséquence du théoréme suivant :
TuEorEME 9. Toute fonction moyenne-périodique dant le déreloppement forme«!
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a tous ses coefficients nuls, est elle-méme nulle. Par conséquent 2 fonctions qui
ont le méme développement formel coincident, le développement formel est carac-
téristique de f.

Supposons en effet démontré ce théoréme. Alors soit f moyenne-périodique,
Vy Padhérence de I’espace vectoriel engendré par les exponentielles-mondmes
de Jf. Pour prouver que f ¢ V,, il faut montrer que toute mesure p € & ortho-
gonale & V), est orthogonale 4 f.  Dire que p est orthogonale & V,, c’est dire que
le co-spectre Ay de p contient le spectre A, de f; alors d’apres ce qui st dit ci-
dessus (formule (45)), p * f a tous ses coefficients formels nuls; si le Théoréme

i est supposé démontré, p * f = 0 et par suite ffdb =0, c.q.f.d.

Démontrons maintenant le Théoréme 9. Soit x # 0 une mesure orthogonale
4 J fonetion moyenne-périodique quelconque; nous pouvons supposer que u
est une fonction indéfiniment dérivable & noyau compact, car si elle ne ’est pas
on peut la remplacer par une régularisée u * p.

La démonstration du Théoréme 9 pourrait résulter des démonstrations que
j’ai données dans mon mémoire sur les exponentielles imaginaires.*”  Mais ces
démonstrations sont tris compliquées, sans espoir de généralisation possible
au groupe R”. Nous cn reparlerons plus loin. Nous allons donner ici une
démonstration qui, quoique peut-étre non susceptible de généralisation, est
tout de méme beaucoup plus élémentaire. Reprenons la formule (45) et cher-
chons le développement formel de

(46) (—2iwxp) * f.
La transformée de Fourier de —2imzu est M (N), dérivée de M(N). On
a alors,
(0 st [ < p— 1

!
[%\—[ (M(N) exp (er)\.r))] = \‘V(WO") exp (2iah; 1)
« A=)

Lsi [ =p — 1
On a alors, formellement
(47 (=2maw) * f ~ S, 0 0 M (N) exp (2imh2)
In observant cette formule, on aper¢oit son énorme intérét:
1" 1.e 22 membre ne contient plus d’exponentielles-mondémes; mais seulement
des exponentielles pures.

2°__La série formelle du 2* membre a beaucoup plus de chances d’étre con-
vergente que la série formelle de f elle-méme. Voyons le en nous bornant au cas

ot tous les N, sont des ééments simples du spectre. Alors ¢, = ¢, = p,0
+ = p,*f. Mais g, a pour transformée de Fourier
MO\ .
M, ) (voir §9).

=N

¢ ScawaARTZ [2].
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On voit done que les ¢, ont d’autant plus de chance d’étre grands que les
M'(\,) sont petits. Et effectivement s’il y a des groupes de A, trés resserrés,
M'(\,) devient trés petit, et ¢, trés grand: la série formelle de f ne peut alors
converger que par groupements de termes. Mais les coefficients formels de (47)
sont les ¢, '(\,): ils ont toutes les chances de ne plus introduire aucune dif-
ficulté. On peut démontrer effectivement ceci:

TutoriME 10. Si f est plusieurs fois différentiable et u quelconque,” la série
formelle de (47) est effectivement convergente, uniformément sur tout compact,
vers (—2imxy) * f.

Si f est une fonction continue quelconque, la convergence uniforme sur tout
compact est aussi assurée en supposant p assez réguliére: il nous suffira de nous
borner 4 ce cas, en supposant que g, comme il est dit plus haut, est une fonction
indéfiniment dérivable. La démonstration du Théoréme 10 est la clef de celle
du Théoréme 9. Supposons-le en effet démontré.

L’équivalence (47) est alors une égalite vraie, ~ peut se remplacer par =
S par Z.

Cela nous prouvera que, si f a tous ses coefficients formels nuls, elle vérifiera
non seulement u * f = 0, mais encore

Y

(48) zuxf = 0.

Mais rien n’empéche de continuer, f est une fonction moyenne-périodique solu-

tion de (48) et & coefficients formels tous nuls; elle vérifiera donc aussi
Puxf=0

et plus généralement

(49) P(x)u xf = 0,

P(x) polyndme quelconque. Soit a un poit tel que p(e) # 0. On peut prendre
une suite de polyndmes P,(x), = 0 sur le noyau [a, b] de u, convergeant uniformé-
ment vers 0 sur [a, b] en dehors de tout voisinage du point «, et vérifiant

f PUx)dz = 1/ulc).

Les fonctions P,(x)u convergent alors, das l'espace des distributions, vers
€q distribution formée d’une masse + 1 au point a.
De (49) on tire alors

ea*f =0, ouflx — a) =0,

équivalent & f = 0, c.q.f.d.
Finalement toute la démonstration repose sur celle de la vraie convergence
dans (47.)

5 Je n’ai pas cherché les meilleures conditions possibles, inutiles ici. Il suffit que f soit
3 fois différentiable.
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Ecrivons autrement le terme général de la série. Appliquons la formule
(39) pour 7 = pr — 1:

1 LY* ! e
pepr *f = (pe — 1) (277‘_) PP (x) exp (2imh 1) = €4 pm exp (2umhc ).
L’égalité (47) peut done s’écrire
(50) 20 M2 N gy *f) = — 2map*f.

Pour la démontrer il surfliait de montrer que I’on a

—Qurap = P M7 N kevrpyr 5

puisque toutes les fonetions qui interviennent dans cette égalité ont le méme
noyau compact, la convergence uniforme du 2¢8 membre donne le droit de com-
poser avec f terme & terme, ce qui démontrerait le théoréme.

Mais cette égalité est fausse. Mais si 'on peut trouver une suite de dis-

tributions p1, - -, pr, - - - et une distribution p 4 noyaux ponctuels concentrés
4 Dorigine tels que
(51) —2umap + prp = 2 [P Mps + povid]

la série du 2¢ membre étant uniformément convergente, le Théoréme sera dé-
montré; car lorsqu’on compose avec f pour obtenir (50), p * u * fet p, * u *
qui sont nuls, disparaissent.

Prenons les transformés de Fourier des 2 membres. En appelant R(A),
<o, RyN), - - - les polynémes transformés de p - -+ p., --- on obtient I’égalité
a démontrer

(52) MO + ROVMO) = 2 (MW, 5 i) + ROV

Pour assurer la convergence uniforme du 2* membre de (51) il suffira de la
convergence du 2¢ membre de (52) sur L' de Paxe réel des A\. D’aprés (29),
en faisant j = p, — 1,ona

Vil
‘1lk.mp1(x) — JI( f()\ —_— AI\) 1 }
Ak

N\ = 1 MO

TAMUPO0N = N,
et (52) s’écrit

(53) M) + ROOMON = 2 [J[()\) Yf"x

»

+ R,o\).\m\)].

Nous tomb ons, & peu de chose frés, sur une formule classique de la théorie
des fonctions méromorphes. JM(X), fonetion entitre d’ordre 1 s’exprime par
un produit canonique de Weierstrass-Hadamard:

. )\ Pe
M) = N exp (AN 4 B II [(1 — >0\p<)\> .
X,i{\v} L N s
0

I2
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En prenant la dérivée logarithmique

w0 _ ] 1
oy Ta AT (x_— x, ﬁ)

la somme du 2! membre étant convergente uniformément sur tout compact
du plan complexe, ne contenant aucun des \,. Naturellement « n’est # 0
que si 0 € [A,], « est Pordre de 0 dans le co-spectre A y,.

(54) M'(\) = al[@ + AMO) + Z ()\U (N UO\))

A, %0

La série du 22 membre est cette fois convergente uniformément sur tout com-
pact du plan complexe, sans exception; ceci grace & la convergence de Z ./ I\ .

L’égalité connue (54) n’est autre que 1’égalité & démontrer (53) s1 'on prend
RO\ = —A4, R,(\) = pJ/\ .

Néanmoins (53) n'est pas démontrée, car la série du 28 m mbre de (54)
doit converger, non seulement uniformément sur tout compact complexe des A,
mais dans L' de P’axe réel des A.

Remplacons (54) par

M'(\) — AMQO) + )\M(A)XZ (p,/2)
170
(55)

o M)EA} + 3 (&O‘) + M0 2 amy Ez)
W0 \A — N\, v A

(55) est évidemment une conséquence de (54) ; encore une fois elle est équivalente
a I’égalité & démontrer (53) en prenant

RO = 1 +2p/A et RO ==+ b
Mais nous allons pouvoir démontrer que la série du 28 membre de (55) converge
dans L' de axe récl des \.  Son terme général est

D
NA—AC

A
(56) p, M(N) <)\ )\—%) = M()\)

Sur un compact en A, la série converge comme Z L, A7
terme général (56)

a) ou bien | X — A, | = 1, alors il est majoré par | M(\) | p, , M, Pour
 fixe réel, la somme des modules de tous les termes pour lesquels ' X — X, =1
est majorée par

Majorons le

MO, NP2 p/ A=A MW

b) oubien | A — X\,, < 1. Si nous appelons D(A) le maximum de ' 3/’(\) |
dans le cercle de centre A et de rayon 1,0n a

MO |

<
e SR
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le terme général (56) est alors majoré par

x 2
X D).

D>

Si nous laissons de cote les ), en nombre fini pour lesquels |\, | < 2, on aura
pour tous les autres | \/A, | < 2 si |\ — A, | < 1, ce qui majore le terme général
par 2p,D()).

Pour ) fixe réel, 1a somme des modules de tous les termes pour lesquels A =2,
< 1 est majorée par (2 p,)D().

La somme Y, p, étendue & tous ces termes est au plus égale & N(| 2] + 1),
N(r) étant le nombre des zéros de M(\) de modules < r, comptés chacun autant
de fois que I’indique son ordre de multiplicité.

D’oil la majoration finale de la somme des modules de ces termes:
N(|IA| + 1DO.

Pour montrer que la série du 2° membre de (55), qui converge uniformément
sur tout compact, converge dans L', il suffit de montrer que la somme de la
série des modules est sommable sur tout axe réel.

Montrons done que la fonction = 0 de A

AINPIMO) | + NN+ DDOY

est sommable.

D’aprés ’hypothese faite sur ¢ (fonction indéfiniment dérivable), M(A) et
M’'(\) convergent vers 0 plus vite que toute puissance de 1/ || lorsque A
s’éloigne indéfiniment dans une bande horizontale du plan complexe (voir §8).
Done, pour A réel — &+ «<,

FMON) | =0 1/ INY
DO = 0 (1/{x]P).
Iit comme les A, ont une densité finie,

NN+ D = 0(IAD

de sorte que
ANFIMON |+ NON 4+ DDA =01/ I,

Ce qui prouve que cette fonction est sommable, c.q.f.d.
Ainsi nous avons démontré le théoreme fondamental annoncé §7 (Théortme
6), avec toutes les conséquences qui en résultent.

§16. Convergence du développement formel.

lLe développement formel de chaque fonction moyenne-périodique f a été
construit & partir d’une mesure u # 0 orthogonale & '/ f, d’une fagon tris par-
ticuliere (en annulant la fonction (28)). Nous avons ensuite montré que le
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développement trouvé était indépendant de u, pourvu qu’s partir de chaque
mesure p on le détermine toujours de la méme maniére, en annulant (28).
Mais maintenant que nous avons démontré que f ¢ V; (§15), nous savons que
le développement est absolument unique, et lié intrinseéquement & f; toutes les
méthodes pour ’obtenir donneront toujours le méme. C’est le développement
associé d un élément d’un espace vectoriel d Pcide de ses coordonnées suivant une base.”
Mais nous ne savons toujours rien de la convergence du développement formel.
Cela n’a, il est vrai, qu’une importance secondaire pour la plupart des questions
théoriques qu’on est amené 4 traiter sur f; nous savons que f est limite de com-
binaisons linéaires finies ) ,.; (¢, ) «(2i7z)" exp (2irA,x) dépendant d’un indice
a et que, de plus, lim, (¢,,))« = ¢,,; pour toutes valeurs de », I; c’est cela qui
est Vessentiel. Mais la naturc de la convergence du développement formel
présente tout de méme un certain intérét. J’ai étudié dans un précédent
mémoire” les systémes d’exponentielles exp (2irA,z) non toleux sur un intervalle
fini (a, b) de longueur 2L. J’ai montré que pour toute fonction f(x), continue
sur cet intervalle (a, b), et limite uniforme de combinaisons linéaires de ces
exponentielles; le développement formel de f suivant le systéme libre des ex-
ponentielles était uniformément convergent sur tout compact de la, bl par la
méthode des groupements de termes et des facteurs exponentiels d’Abel:"

(f(x) ~ Se¢, exp(2im\, )

(57) ﬁtf(x) =1lim 2 ( 2= ¢ exp(2inhx) exp(—2r | M| 9).

y—=0 n A, eGp
y>0

On multiplie done chaque terme ¢, exp (2iwA,x) par le ““facteur de convergence
d’Abel” exp (—2x | A, |y); on réunit les éléments N, “tres serrés’” en un méme
groupement &, ; la somme des groupements G, est absolument convergente pour
y > 0 vers une fonction harmonique f(z, y) dont la limite (uniforme pour a + 7
= x =b— n 7> 0quelconque) quand y — 0 est f(z).

Ces formules n’ont été démontrées que pour un systéme non total d’exponen-
tielles exp (27xA,x), correspondant & des A, réels. Voyons si cette condition
était essentielle. La non-totalité du systéeme d’exponentielles résulte de exis-
tence d’une mesure p # 0, dont le noyau est de longueur £ 2L, et qui est ortho-
gonale & toutes les exponentielles:

f exp(2imh, 2) dix) = 0

ce qui revient 3 dire que la transformée de Fourier M (\) de p s’annule pour tous
les A\, : Ce sont les propriétés de I/(N\) qui ont servi dans la démonstration.

51 Préliminaires, 2°.
52 ScHWARTZ [2].

53 ScHWARTZ [2] pages 146 et 155. Les roles de z et y sont ici intervertis et les )\, changés
de signe.
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Or elles peuvent étre utilisées aussi bien si les A, sont des nombres complexes
quelconques; le lecteur pourra de lui-méme vérifier qu'il n’v a qu'a changer
quelques points:

ln—Nolxs avons dii supposer que M(X) était réelle pour X réel, autrement dit
vérifiait M(X) = M(N)." Celarevient & supposer que u a la symétrie hermitienne,
g = penappelant gla mesure 7. Tl n’y a aucune raison pour qu’il en soit ainsi
en général. J’ignore si cette condition est indispensable. Mais cela n’a ici aucune
importance, car la longuer 2L n’aura, pour notre théorie actuclle, aucune im-
portance. Orsiles\, sont racines de M (), les ), et X, sont racines de (N IT(R),
transformée de Fourier de la mesure hermitienne g * 4. It s une fonction
moyenne-périodique f vérifie p * f = 0, elle vérific aussi (p* @) * f = 0. Nous
supposerons done désormais que g est hermitienne, de novau contenu dans
lintervalle (—L, +L). Naturellement les résultats sont valables, par trans-
lation sur tout intervalle de longueur 2L.

2°—Le facteur exponentiel exp (=2 |\, | ), y > 0, est égal A exp (F27\y),
le signe — étant pris pour A\, > 0, et le signe + pour A, < 0. Cela revient &
dire que I’on remplace exp (2i7\,x) par exp (2im\,(x %+ 1y)).

C’est sous cette forme que le facteur exponentiel va subsister pour desA,
complexes: non pas comme exp (—27 |\, |y), mais comme exp {F2rA\.y),
le signe — ou + dépendant des valeurs de A, .

De la sorte la somme des termes correspndant au signe — est une fonction
analytique de x -+ ¢y pour y > 0; la somme des termes correspondant au signe
-+ est une fonction analytique de x — 7y pour ¥ > 0, et la somme de toute la
série une fonction harmonique de z et ¥.

Quand prendra-t-on le signe —, quand le signe +? Posons \, = o, + 7,
L’idée naturelle sera de prendre — si ¢, > 0, + si g, <0, (et de ne pas mettre.
de facteur de sommation st ¢, = 0). Mais supposons qu’il existe des groupes
de A, “trés serrés,” en nombre infini, qui soient “coupésendeux” par 'axe des 7:
dans chacun de ces groupes, il y aura des N, & partie réelle ¢, > 0, et d’autres
4 partie réelle o, < 0. Alors le choix des signes indiqués plus haut aboutirait
a séparer les A, d’un groupe et empécherait la convergence.

Nous serons amenés 3 partager les A, en 2 secteurs.  Le premier seraun secteur
angulaire S; entourant I’axe 0 — ¢ réel = 0 défini par exemple, pour si A = p
exp (10) par —a £ 0 £ 3

(0 <a<mT

]kﬂ <3< T
Le deuxiéme sera un secteur angulaire S; entourant 'axe 0 ¢’ réel = 0, défini par
B <6< 2r— a

Lorsque ), est dans le secteur S1 , on prendra le facteur exponentiel exp(—2n\,y),
dans le secteur Ss , exp (4+27\,y). Si et S seront 2 secteurs complémentaires

5 ScuwARTZ [2], page 130 en haut et page 141 en bas.
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quelconques astreints seulement & une condition: les demi-droites limites de ces
secteurs § = a et 6 = B, ne coupent en 2 qu’un nombre fini de groupements G,
et méme plus précisément, on a la relation:

o] Y [0 = a
(58) lim @M, = 2rL Isin g, pourj .
=g

{

Cette relation n’est autre que la formule (1, y) page 123 du mémoire cité. Elle
est vérifiée pour presque toutes les valeurs de 8; on peut done pour « et 3,
choisir presque toutes les valeurs possibles. On peut donc dire que le choix
indiqué plus haut, signe 4+ pour ¢, < 0, — pour o, > 0, est presque toujours
possible. Remarquons d’ailleurs que les facteurs de sommation d’Abel ne sont
nécessaires que pour les N, angulairement voising de 1’axe réel des N qui sont,
il est vrai, la majorité. Si S est un secteur angulaire ne contenant ni ’axe des
o ni l'axe des ¢/, tel que

p—x P

vy =6 =9, 0<y<s<m,

4 condition que (58) soit vérifiée pour § = vy et 6§ = §, les termes pour lesquels
X, € S forment une série absolument et uniformément convergente par groupe-
ments de termes, mais sans facteurs exponentiels d’Abel, et la somme est une
fonction analytique. $Si par exemple, tous les A, sont de la forme 77,, 7, > O,
la séric formelle de f est convergente par groupements de termes et représente
une fonction analytique de x pour = complexe de partie réelle > —L. Clest
le résultat essentiel de ma thése.”® D’ailleurs il est bien évident qu’en prenant
des A, complexes quelconques, on retrouve comme cas particuliers 3 la fois le
cas des exponentielles réelles (\, = 77,) et celui des exponentielles purement
imaginaires (\, = ¢,).

Une fois ces modifications {aites, la convergence par groupements de termes
et facteurs exponentiels d’Abel a lieu méme si les N\, sont complexes. Mais
nous pouvons encore généraliser en étudiant les A, “‘multiples’’; & un A, multiple
d’ordre p, correspondront les exponeentielles-mondmes (2irz)' exp (2im\,x),
! = p, — 1, et A, sera racine multiple d’ordre p, de M(A).

11 s’agira alors d’'un systtme d’exponentielles-mondémes non total dans un
intervalle de longueur 2L. Les groupements de termes seront évidents, toutes
les exponentielles-mondmes correspondant & un méme A, seront évidemment
dans un méme groupement; c¢’est un groupement de \, ‘‘confondus,” cas par-
ticulier d’un groupement de A, trés serrés.  Que signifiera le procédé de somma-
tion d’Abel? 1l signifiera qu’on remplace x par x & 1y, y > 0, le signe + ou—
ayant été fixé comme plus haut. Ainsi le terme ¢ ;(2imx)’ exp (2imhr) sera
remplacé par:

(59) o, i{2im)” (@ = 1)’ exp Qieh(z £ ).

85 Scawartz [1]. Il en résultera que toute fonction f(z) dont le spectre est entiérement
contenu dans des angles ne contenant pas les demi-axes réels, est analytique entiére.
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C’est donc une modification de chaque terme et non une multiplication par un
facteur de convergence.

Remarquons que si ’on développe (59) (en v considérant v comme une con-
stante) on trouve le produit de exp (2imAx) par un polynéme de degré j en z,
faisant intervenir fous les monémes r', | < j: cela nous prouve encore une fois
que f est limite de combinaisons d’exponentielles-mondémes qui sont, non seule-
ment celles de son développement formel, mais aussi toutes celles qui sont de
degré inférieur (Théoreme 8).

Nous avons vu que

Ly = ff(/) d i, (0.
Sion posez = x + 7y, on aura

r,(20wz)’ exp(2imh,z) = ff({)[(2z7r:)’ exp(2imh,2) diy (1]

Puz) = 2 ena(2imz)! exp(2imhz) = ff(l)[z (2im2)" exp(2iah, 2) diiea(1)]
que on éerira
ff(() dii; z),
avec
well, 2) = 21 (2inz)’ exp(2imhg 2) pia(l).
La transformée de Fourier de u(¢, 2) est alors

M\, 2) = 2o (2ir2)" exp(imhez) M (N).

Mais
A=) 1)
My = M f
e M(x)b,
differe, comme nous ’avons vu, du prodmt (%c JI(N) par un polynéme (ce qui
o )\x) i

n’a aucune importance)®® de M (N) de sorte qu’en négligeant

F U/O\), M
une fois pour toutesle produit de M (X) par un polynéme ct en représentant par =
Iégalité au produit prés de M (\) par un polyn(‘)mc on peut écrire

QA0 = SRV S I 1
MM\ = Z (2in3) T —exp(2imA; 2 )<AI(>\)J)‘,

12 pp—1

Mais 2 (2i7z)'(A — M)'/U! est le début du développement de Taylor, au voisin-
age de A = M\, de exp (2iwr(N — Ax)z); on a donc

U2 = MO {e\.p erh)k

MO

56 Voir §15.
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que l’on peut représenter par une intégrale dans le plan complexe des A, en-
tourant uniquement le zéro A\; de J/(A) et n’entourant pas \:

(N f exp(2iw¢z)
2ir Jr, MO = ¢)

C’est 1a formule (3. m) de la page 142 de mon mémoire des annales de Toulouse.’
Vraie lorsque A, était un zéro simple de 3{(N), nous voyons qu’elle ’est encore
pour un zéro multiple.

Soit f une fonction moyenne-périodique; u # 0 une mesure orthogonale & J7,
hermitienne, dont le noyau est de dimension 2. Les exponentielles-monomes
de Jf forment done un systéme non total sur lintervalle (—L, +L); toute
fonction continue, définie sur cet intervalle, et qui est limite uniforme de com-
binaisons des exponentielles-mondémes de J7, est développable en série suivant
ces exponentielles-mondmes, série uniformément convergente dans tout com-
pact intérieur & Vintervalle, par le procédé de sommation d’Abel et des groupe-
ments de termes. La série ainsi convergente est une série formelle déterminée

(60) (N 2) = ds.

7

par les formules ¢, , = f Sdi,, . Mais f est, d’aprés ce que nous avons vu au

§15, limite uniforme de combinaisons des exponentielles-monémes de Jf sur
tout compact, done sur U'intervalle (— L, 4 L) ; et 1a série associée & f est toujours
la série associée & la fonetion moyenne-périodique f, quelle que soit la mesure
w orthogonale & Jf.

Par ailleurs en remplacant p par p*” = psp *p --- *p qui est encore ortho-
gonale & Jf, on remplace L par nL. On peut done conclure.

TutoriMe 11 S la fonction f moyenne-périodique dans & a le développement
formel
(31) f~=8 [1 > e (Zuwr)t exp(2imh, )|

v I£p,—1
elle est représentée par cetie série, convergente dans & par le procédé de sommation
d’Abel et des groupements de termes:

. f@) =lim [ [ 2 exp@inh(z £ iy)) X (25 ea@inlz = a)))]].
(61) y=0 m AeGn 1< o1

y>0
La ot il y a le signe =+, 1l faut prendre le signe + ou le signe — suivant la valeur
de ), ; les \, sont séparés en 2 catégories par un partage convenable en 2 secteurs
du plan des \.

On aurait pu directement démontrer ce Théoréme 11 ce qui aurait rendu
inutile le §15.

J’al en effet démontré, dans mon mémoire des annales de Toulouse, le théoréme
suivant (note', page 157 de ce mémoire): si u est une mesure de l'intervalle
(=L, +L), et si f est une fonction continue quelconque sur (—L, +L) (non
nécessarement limite de sommes d’exponentielles), le développement formel de f

5" SCHWARTZ [2].
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suivant les (2¢mx)” exp (2im\2) définies par le co-spectre de u et par les formules
C,y; = f fdi,,, converge vers f par le procédé de sommation d’Abel et des

groupements de termes, uniformément sur tout compact de [—L, +1.).

Mais comme f est moyenne-périodique, ces coefficients ¢, , sont indépendants
de p dis que u est orthogonale & J7F, et ce sont les coefficients de la série formelle
de f; comme d’ailleurs en remplagant u par x*" on r. mplace L par nL, le dévelop-
pement converge hien vers f, par le procédé de sommation indiqué, uniformé-
ment sur tout compact, done dans &; cela prouve i la fois les résultats des §15
et 16. Si j’ai tenu & donner quand méme le §15 dont on aurait pu par consé-
quent se passer, c¢’est qu’il est beaucoup plus élémentaire que ce paragraphe.
Il est en particulier généralisable & d’autres questions que celles qui sont traitées
ici, ot la convergence par le procédé de sommation d’Abel et des groupements
de terme n’a plus lieu. J’v reviendrai dans un travail ultérieur.

§17. Récapitulation.

Nous avons exposé la plupart des résultats par une méthode analytique:
ayant en vue le résultat final, nous 'avons ramené de proche en proche & des
propriétés de plus en plus simples.  Donnons rapidement un aper¢u synthétique
des propriétés obtenues.

Nous avons d’abord montré comment f étant une fonction moyenne-périodi-
que, on pourrait obtenir les exponentielles-monomes de f et nous avons intro-
duit les notions de spectre et de co-spectre (§§7 et 8); si u € & est orthogonale &
Jf, le co-spectre Ay de u contient le spectre Ayde f. Les exponentielles-mondmes
de ¥f forment un systéme libre (§9). f étant cnsuite une solution de I’équation
intégrale de composition u * f = 0, nous avons construit un dé eloppement formel
de f suivant les exponentielles-mondmes orthogonales & u(§10). Nous avons
montré comment on pouvait calculer les termes de ce développement par des
formules de composition (§11) et de 13 nous avons déduit P'unicité du développe-
ment, lié intrinséquement d f (§12); les exponentielles-mondémes qui interviennent
dans ce développement sont celles de Jf (§13). .\u §15, nous avons montré
que le développement formel de f caractérise f, autrement dit que si ce développe-
ment est nul, f = 0. On en déduit alors que f appartient 4 'adhérence du sous-
espace vectoriel engendré par les exponentielles-monomes ff (Théoréme 6).
C’est le plus important des théortmes obtenus; il prouve que chaque variété in-
variante V de & est caractérisée par son spectre (theoréme 4), chaque variété
invariante V' de &' par son co-spectre: V- admet pour base l'ensemble des ex-
ponentielles-mondmes qu’elle contient (Théoréme 5).

Au §16, nous avons montré que le développement formel de f converge dans
& vers f, par le procédé de sommation des groupements de termes et des facteurs
de convergence d’Abel. ]

On congoit toutes les applications qu’on peut tirer de ces résultats. Nous ne
chercherons pas ici & en donner le maximum, voulant rester dans le cadre de la

théorie étudiée.
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On peut répondre complétement A toutes les questions posées §2.

1°—Nous connaissons toutes les variétés invariantes de &. Chacune d’elles
est définie par son spectre, par les exponentielles-monémes qu’elle contient.

Tne variété invariante minimale est de dimension 1; elle est engendrée par
une exponentielle pure, exp(rz), r complexe.

Il n’y a pas de variété invariante maximale. Car si V est une variété in-
variante, la variété engendrée par V et une exponenticlle qu’elle ne contient
pas, est invariante ct strictement plus grande que V.

2°—-La variété invariante de dimension finie la plus générale est engendrée
par un nombre fini d’exponentielles-mondmes.

3° - Dans toute variété invariante # (0) il ¥ a au moins une exponenticlle.
Toute variété invariante admet pour base Pensemble des exponentielles-
mondmes qu’elle contient; elle n’est done pas somme des variétés invariantes
minimales qu’clle contient (sauf si elle ne contient que des exponentielles
pures); mats clle est adhérente d Uespace vectoriel cngendré par Pensemble des
éléments moyenne-périodiques d’ordre fini qu’elle contient.

Pour completer la 1°™ question ajoutons:

TutorEME 12. Toute variété invariante admet d’une infinité de maniéres un
seul élément originel.

C’est évident si V = & car une fonction non moyenne-périodique est un
élément originel de &, Si1V £ &, elle a un srectre A.  Considérons la fonction

flz) = > Qop, 2 (20m0)” Fexp(2ah, 1), A €, A;

tous les coefficients a,,,,-1 seront pris £ 0, ct assez rapidement déeroissants pour
assurer la convergence de la série dans &. On a f e V; la série du 2° membre
coincide avee le développement formel de f puisque f est limite des sommes
partielles de la série et comme chaque a,,,,-1 est = 0, Jf contient, d’aprés le
Théoréme 8, toutes les exponentielles mondmes de V, done §f = V.

Une variété invariante étant caractérisée par son speetre, les opérations sur
les variétés sc traduisent par des opérations sur les spectres:

1> Le speetre A de Pintersection V d’une famille de variétés invariantes 17,
est lintersection des spectres A, ;

2°— Le spectre A de la somme™ d’une famille de variétés invariantes 17, est
la réunion des spectres A, .

Il existe cependant une préeaution & prendre. Deux cas sont possibles:
ou bien le spectre A ainsi obtenu représente un systéme total d’exponentielles-
mondmes dans &, alors le vrai spectre de V7 o<t le spectre plein, V = &, Ou
bien il représente un systéme non total d’exponentielles-mondmes, alors 1l est
effectivement le spectre de 7. Clest ce eas qui ~e produit toujours si les 1,
sont & et en nombre fini; car alors si g, ¥ 0 est orthogonale 4 V,, le produit
de composition des u,, qui est % 0, est orthogonal 4 V. En particulier la
somme d’un nombre fini de fonctions moyenne-périodiques est toujours moyenne-
périodique.

% Voir §1, note 9.
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Ta .présente théorie donne évidemment la solution la plus générale d’une
équation intégrale du type

(14) prf =0,

N

u # 0 étant une mesure & noyau compact donnée, f une fonction continue qui
constitute I’inconnue.  La solution est une série formée avec les exponentielles-
monomes solutions de 1'équation intégrale, séric restreinte seulement a étre
convergente dans & par le procédé de sommation des facteurs de convergence
d’Abel et des groupements de termes.

Réciproquement, si f est une fonction continue donnée, elle n’est en général
sulution d’aucune équation intégrale de ce type; elle ne Uest que si elle est moy-
enne-périodique, et alors on peut prendre pour g toute mesure dont le co-spectre
contient le spectre de f.

§18. Propriétés asymptotiques des fonctions moyenne-périodiques.

Soit p € & une fonction indéfiniment dérivable orthogonale & ff. Nous utili-
serons systématiquement la formule

37 pre*f = Pi(x) exp (2imn0).

Soit, 2L la dimension du noyau de p.  La borne inféricure 214 des nombres
2L possibles est ce qu'on pourra appeler la moyenne-période de f, elle possede
certaines propriétés analogues i la période d’une fonction périodique: en par-
ticulier, si f est connue (ou nulle) sur un intervalle strictement plus long qu’une
moyenne-période, elle est connue (ou nulle) sur tout Paxe réel ((37) donne tous
ses coefficients). En particulier une fonction moyenne-périodique nulle sur
un demi-axe réel est nulle sur tout 'axe réel.

(—L, + L) est le plus petit intervalle contenant le novan de u, done de g, ,.
Une majoration donne

+1 1p
(62) | Pr(x) exp (2irhr) = pro oo <[ iy (lt)
x—1
Sipr — 1estledegré de Py et sih, = ax + i7, on voit que pour ¥ — ===
px+L
(63) a2l exp (—2rma) =0 <] fln m)‘” .
-~ L

On en déduit un grand nombre de conséquences asymptotiques:

1°—11 est impossible, si f # 0. que f appartienne & L7 p' fini = 1. En effet
sifeL?, le 2¢ membre de (63) tend vers 0 pour & - £ = ce qui oblige le spectre
A A é8tre vide, car quel que soit 7, le premier membre de (63) ne saurait jumais
tendre vers 0 4 1a fois pour # — + « et pour x — — =.

Pour la méme raison une fonction moyenne-périodique 1 = 0 ne peut pas
tendre vers 0 & la fois pour x — + = et pourr— — ~.

2°—Si f est moyenne-périodique hornée. on a nécessairement 7, = 0, p = 1:
le spectre est réel et simpl:.
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Il y a alors certaines analogies entre la notion de fonction presque-périodique et
moyenne-périodique: mais pas plus que des analogies, & savoir existence com-
mune d’un développement suivant des exponentielles purement imaginaires.
Mais:

a) une fonction presque-périodique n’est pas forecément moyene-périodique
(voir exemple de la formule (23)). Pour qu’elle le soit, il faut et il suffit que
les exponentielles qui interviennent dans son développement forment un systéme
non total dans &.

b) sans en étre sfr, je pense qu’une fonction moyenne-périodique bornée
n’est pas forcément presque périodique (rien n’indique, par exemple, que les
coefficients du développement soient bornés dans leur ensemble).

3°—Si f est moyenne-périodique “‘4 croissance lente,” c’est-d-dire si, pour
z— oo, |[f@)| =0({2""]), pentier > 0on arn = 0, p. £ p: toutes les
exponentielles sont purement imaginaires et les degrés des mondmes sont bornés.

4°—Plus généralement, une majoration de la croissance de f permet de majorer
chacun de ses termes. On a 14 une espéce de généralisation (déja signalée dans
ma thése™) de la formule de Cauchy qui permet de majorer chaque terme d’une
série de Taylor par la majoration de la fonction elle-méme sur une circonférence
de centre origine.

Si par exemple | f(z) | = Olexp 27ra |2 ])), @ > 0, on a nécessairement, pour
tous les termes, | 7+ | < a ou alors 7 = =a, pr = 0: il 0’y a dans le développe-
ment de f, que les exponentielle-mondémes qui ne croissent pas plus vite qu’elle-
méme.

On pourrait ensuite envisager des ordres de croissance pour f(z), ce qui limiter-
ait la croissance des coefficients des exponentielles.

5°—Si I’on envisage seulement le comportement de f # 0 pour x — -+ o,
les circonstances sont différentes. f peut par exemple tendre vers 0. On en

déduit alors 7 > 0. Mais cela entraine alors, pour * — — «, que f croisse,
z+L

‘““en moyenne,” indéfiniment: im f | f(H) | dt = 4+ o, et méme au moins aussi

z—— Yr—L
vite qu’une exponentielle exp 2r7 | z |).
Plus f tend rapidement vers 0 pour x — -+ o, plus elle est astreinte & tendre
rapidement vers « pour £ — — . Ainsiz — + = |f(z) | = O exp(—2razx)),
a > 0 entraine

z+ L
z— 4 oo f_L F0) 1t = 2 (exp (F2ma iz )

(parce que 1x = «).
6°—On voit alors qu’il est impossible que pour z — + =, f tende vers 0 plus
vite que toute exponentielle, sans étre nulle. Carsion a

z— 4, | flx) | = O (exp(—27rax)) quelque soit « > 0,

8 ScawARTz [1] page 65 formule (14 a), page 66.
80 O (a) est une quantité dont le quotient par a est borné inférieurement en module par un
nombre > 0 fixe.
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on doit avoir 7; 2 a quel que soit a, ce qui est impossible: le spectre est vide
etf = 0.

Alnsi une fonction # 0 majorée par exp( —ri* pour.r — + = n'est pas moyenne
périodique.

7°—Si f(2) ter.d vers une limite a pour r — + = f(or — a— 0, done tend vers
= pour r — — =, sauf si f(2) = «: une fonetion movenne périodique bornée
ayant une limite pour + — 4 = est constante.

8°-—Si maintenant pour * — =+ %, fler est équivalente & exp(2irAr), la fone-
tion exp(—2imAzrif(x) est encore moyenne périodique et — | pour x — =+ %,
done elle est = 1 et f(&) = exp(2imAr).  Toutes ces propriétés permettent de
former sans difficulté des foncetions non movenne-périodiques.

Terminons ce paragraphe par une remarque sur la transtormation de Fourier.
TUne fonction f moyenne-périodique n’a pas en général de transformée de Fourier.
Cependant la théorie des distributions® permet d’attribuer une distribution
transformée de Fourier & toute fonetion f “4 eroissance lente” e’est & dire véri-
fiant pour @ — £ =, 1 f(x) = O( x "7, p entiecr = 1 convenable Quel
rapport existe alors entre cette distribution transformée de Fourier F(A) et le
speetre A, de f, si f est movene-périodique? Si N est réel, Dexponentielle
exp(2imiz) a pour transformée de Fourier e, masse + 1 au point A\; nous ne
pourrons done comparer [7(A) et le spectre A, que si tous les N, € [A;] sont réels.
Mais justement nous avons vu plus haut que si f(a) est & croissante lente, [A/]
était entiérement réel. On peut alors démontrer aisément que Uensemble
spectral [A ) n’est autre que le noyaw de la distribution I'(N), r¢sultat analogue & celui
que nous avons indiqué dans L% (voir §5 et note 29).  Par ailleurs Pexponentielle
mondéme (2imr)’ exp (2i7A,2) a pour transiormée de Fourier la couche multiple
ponctuelle (—1)7(d7/dN7) * ¢, , de sorte que si f a le développement

flr) = 2 P.lr)exp (2iahx),
Ply) = Z r-,',t217r.r)’,

1< py—1
On soupgonne que f aura pour transformée de Fourier une distribution discréte
. . N
F(\), comp.enant au point X, la couche multiple ponetuelle S (=D d Jd\
x¢, . Clest ce qu'on peut démontrer effectivement.

11 est alors bien plus élémentaire d’étudier la convergence vers f de son dévelop-
pement formel. Tous les p, sont bornés par p, la convergence a licu par groupe-
ments de termes, mais sans facteurs de convergence, sinon dans &, du moins dans
Pespace topologique des distributions.  Nous ne ferons pas cette étude iei;
elle est aussi valable pour des fonctions moye. ne-périodiques de plusieurs vari-
ables, nous en reparlerons dans une ¢tude surla théorie générale des distributions.

Si f est moyenne-périodique bornée, son spectre A, dans & est réel et simple,
on voit sans difficulté qu’il coincide avee =on spectre dans L*, défini par la
théorie de M. Beurling (voir encore §5.

61 ScHWARTZ [4].



908 LAURENT SCHWARTZ

§19. Distributions moyenne-périodiques.

Toute la théorie faite ici pour espace &, aurait pu étre faite sans changements
notables pour d’autres espaces analogues: &, espace des fonetions de puissance
p-iéme sommable sur tout compact, p fini 2 1 avec la topologie de la convergence
dans L” de tout compact. Le dual est espace &) = ,.& p' = p/lp —1)
des fonctions & noyau compact, et de puissance p’-iéme sommable.

Mais le plus intéressant est Uespace E des distributions, avec la topologie
que nous lui avons donnée™; J distribution moyenne-périodique, vérifiera alors

¢ étant un élément du dual E’, ¢’est-a-dire une fonction indéfiniment dérivable
a noyau compact. Plus généralement si f est une distribution queleconque, s
une distribution quelconque = 0 A4 noyau compact et que f soit solution de
I’équation intégrale ou plutdt intégro-différentielle.

(65) s*¥f=0

alors f est moyenne-périodique dans E et si elle ¢st continue, dans &,. Car
on a aussl, en régularisant par une fonction indéfiniment dérivable p & noyau
compact:

(p*s)xf=0
et pxseE etebl.

La transformée de Fourier®™ S(\) de s est encore une fonction analytique
entiere de type exponentiel. Mais cette fois elle n’est plus bornée sur ’axe
réel des N\. Elle est & “croissance lente,” autrement dit elle vérifie pour \
réel — +

[ SO | =0(|r), p > 0 assez grand

et chacune de ses dérivées posséde la méme propriété; et cela non sculement
pour A réel mais dans toute bande horizontale du plan desA.  Nous avons montré
que réciproquement toute fonetion S(A) analytique entitre, de type exponentiel,
& croissance lente sur 'axe réel, est la transformée de Fourier d’une distribution
4 noyau compact. S(\) posstde des propriétés tres analogues & H(A). On
peut construire de la méme fagon les fonctions Sy, ,(A), qui sont les transformées
de Fourier de distributions s; , & noyaux compacts. Les coefficients du dé-

82 ScuwarTz [4). Des distributions f, convergent vers 0 si les f,(¢) convergent vers 0
quelque soit ¢, (fonction indéfiniment dérivable & noyau compact), et uniformément par
rapport 4 tout ensemble de fonctions ¢ & noyaux contenus dans un compact fixe et bornées
dans leur ensemble, ainsi que chacune de leurs dérivées. I est le dual de 'espace pseudo-
topologique E’, mais alors E’ est le dual de Pespace topologique E.

8 Préliminaires, 5°.
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veloppement formel de la distribution f se calculent pur les produits de composi-
tion

I)L(I.l‘\) CeXp (21-11'1\1.” = & * f

qui ont toujours un s.ns puisque s, o est & novau compact.  Ce développement
est indépendant de «.  Le développement formel trouvé pour f converge dans
E par le procédé de sommation des facteurs de convergence d’Abel et des groupe-
ments de termes.  Ainsi:

d’une part les variétés invariantes de £ ont exactement les mémes propriétés que
celles de &, : une variété invariante de E est Padhérence dans E d’une variété
invariante de & et inversement; d’autre part, les distributions solutions d’une
équation intégrale (65) o « elle-méme est une distribution 4 noyau compact,
ont les mémes propriétés de développement en séries d’exponentielles-mondmes
solutions de 1’équation intégrale que dans le cas des fonctions continues f et
des mesures . & pouvant étre une distribution de nature trés compliquée on
réunit dans un méme tout des équations intégrales, différentielles, et intégro-
différentielles.

Terminons par une derniére remarque.  Si f est moyenne-périodique, il existe
des composées f * p qui sont des exponentielles-monomes (d’apres (39)); on
n’obtient naturellement ainsi que les exponentielles-monomes de Jf. Si au
contraire f n’est pas moyenne-périodique, 'adhérence des f * p comprend toutes
les exponetielles mondmes, mais jamais f * p n’est une exponentielle mondéme:
sans quol, ¢ étant une mesure € & orthogonale A cette exponentielle-mondme,
on aurait (f*p) xo = 0ouf* (p x o) = 0; [ serait moyenne-périodique.  On
peut done dire si 'on veut que, pour qu’une fonction ou une distribution # 0
soit moyenne-périodique, il faut et il suffit qu'une de ses composées soit une
exponentielle.

§20. Théorémes corrélatifs.

Les théoremes corrélatifs de ceux de & sont relatifs & &', La variété l';,,
orthogonale & Uexponentielle exp (2imAor) est 'hyperplan invariant le plus
général, la variété invariante maximale la plus générale de &. On pourra la

i
irdr
présentation indiquée «'interpréte ainsi: pour que u e VS, L il faut et Gl osuflit
quelle soit de 1a forme

(66) u = < bod_ ,\n,e) * . ve&.

représenter symboliquement par <2 )\g() ou par (ho). La premitre re-

2im dx

In effet

1 . ..
’—N g = ( T M€ ) * v, on o en transformant par Fourier (A =
' 21 dr
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(A — X)N(\) ce qui prouve bien que M(¥y) = 0, donec que u est orthogonale a
exp (2imhex).

2°—Réciproquement, si u est orthogonale & exp (2imhox), M () = 0, donc
NN = MV /(M — No) est une fonction analytique entieére de type exponentiel,
de carré sommable sur I’axe réel; elle est transformée de Fourier d’une mesure »
4 noyau compact, qui est méme une fonction de carré sommable.*

On voit encore une autre manidre de noter la variété Vy, : c’est Iensemble
des u dont la transformée de Fourier M (N\) contient A — A en facteur, done on
peut la représenter par (A — Ao).

Considérons maintenant la variété orthogonale i la variété invariante d’élé-
ment originel (2i7z)” " exp (2imhor). C’est une variété invariante de co-dimen-

*p
sion p. On pourra la représenter par (\)”, ou (A — N\p)”, ou (2—; a% — >\0e> ;
cela signifie ceci: pour que p e & soit élément de cette variété, il faut et il suffit
que p contienne en facteur (au sens du produit de composition) la distribution

Lod A\
% dx ) O

1 d T ,
-—<—2‘1;rdx-—)\oe> ¥y, Vé&

ou encore il faut et il suffit que la transformée de Fourier M(A) contienne
(A — Ag)” en facteur.
Avant de continuer, faisons une remarque. Quand nous disons que p contient

1 d . .
<27 qr Mo e) en facteur, cela veut dire que le ‘‘quotient” » est 4 noyau compact.
™

Car autrement toute mesure u est bien de la forme (66)! En effet si on appelle
Y (2) la fonction égale 4 0 pour x = 0,1 poura > 0,ona Y’ = e

1 d . 1, S e
(5’[—1 o )\0e> # (Y exp (2tmrhox)) = 5 Y’ exp (2imho )

1 o (0r 86 €
= 5 € €XD (2imrex) *° = Sim

de sorte que

2ir dr

uo= [< 1 d_ )\oe> * Y exp (2i1r)\ox):l * 2

= (,14 4 _ )\oe> * [2imu * Y exp (2imhor)].
27 dx

64 Voir théoréeme de Paley-Wiener, préliminaires 3°.

8 Voir formule (40).

86 Si «(x) est une fonction indéfiniment dérivable, la distribution a(z)e n’est autre que
a(0)e. Voir ScHW ARTZ (4]
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Mais si 4 est une mesure quelconque la fonction

(67) v = 2iru * ¥ exp (2imhx) = 22’#[ exp (2ien(a — 1)) dult)

X . . . 1 d
n'est pas & noyau compact. Au lieu de dire que p contient <2*— P o€
ir dr
en facteur, on pourrait aussi bien dire que: expression (67) est & oyau compact;
cela revient exactement i dire que M () = 0.

. . . ’ 'I' " .
De méme au lieu de dire que u conhent( e ,\(,e> en facteur, on pourrait

2w
aussi bien dire que

po (Y exp (Zimhar) ™

est & noyau compact, ce qui revient exactement i dire que Ay est racined’ordre

Considérons maintenant la variété orthogonale & la variété invariante ayant
pour ensemble originel un ensemble fini d’exponenticlles-mondomes (2¢rz)™* !
exp (2imnx), tous les Ay étant distinets.  Pour toute mesure u de cette variété,
la transformée de Fourier M (X) contient en facteur [, (A — X)) et réciproque-
ment. Alors u contient en facteur le produit de composition

*pi
H ( 1 (1 -)\k e) .

S \2im dx

ou encore la fonetion
{H (Yoexp (2imhe ) ™ ] * p
est & noyau compact.
Nous représenterons done tout naturellement une telle variété par 'une
des notations

- 1 d Pk
IIow™:  ITo— ™. H( o m) _

Passons maintenant a4 une variété invariante V7 quelconque = (0) et = &,
Soit A son co-spectre, formé d’éléments N multiples d’ordres pi en nombre
en général infini. Pour u e V7, U(\) contient en facteur chaque polyndéme
(A — A)™, mais on ne peut pas dire qu’elle contienne en facteur le produit
H (r — A)™, en ce ses quiclle n'est pus dgale & ce produit multiplié par une
fonction N(\) transformée de Fourier d'une mesure.  Néanmoins il sera logique
de continuer A représenter 17 par le produit =vmbolique infini:

(68) H {J\k)“ ou
(69) IT = a0 ou

1 '[ \ *Pk
(70) II 2w dr ToME )
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Cela n’exprime jusqu’d présent rien de plus que la correspondance entre variété
invariante et co-spectre. Si V' = (0), son co-spectre est “plein,” on pourrait
prendre la méme représentation avec toutes les valeurs de Ay et p, = o, mais
¢’est sans intérét. 8117 = &) son co-spectre est vide: on pourra la représenter
par

1 (en raissonant sur (X)) ou € (en raisonnant sur w); car les A(A\) n’ont
d’autre facteur commun que 1, les p d’autre tacteur que e.  Le produit [] est
le produit d’une famille vide d’éléments.

Ce qui fait U'intérét de cette représentation par un produit, c’est la structure
d’anneau de &', définie par le produit de composition.””  Une variété invariante
V7 est idéal fermé le plus général. Comme nous ne considérerons jamais
d’autres idéaux que des idéaux fermés, nous dirons toujours <déal au lieu d’idéal
fermé; Vidéal engendré par une famille d’éléments désignera pour nous le plus

petit idéal fermé qui les contienne.

Un hyperplan invariant <2“:7r Jdr — )\Ue> n’est pas autre chose que P'idéal
premier ou maximal le plus général. L’expression (70) ou les expressions ana-
logues ne sont autres qu'une décomposiiion en factewrs premaers de Uidéal V' > (0).

Awnst dans Panneau & toul idéal = (0) a une décomposition en facteurs pemiers
et une seule (qui est vidc pour Uidéal unité &).

Ce qu’il y a d’intéressant ¢’est que nous trouvons des déecompositions en unc
infinité de facteurs premiers.

Sur ces décompositions, on peut faire les opérations classiques de Palgebre:

1°—Un idéal V| est divisible par un autre V. ,si Vi C Vs, ; ce qui donne, pour
les co-spectres, Ay D A, , ¢’est bien la condition classique de divisibilité didéaux
déecomposés en facteurs premiers.

2 —Le PPCM d’une famille d’idéaux est leur intersection. Il s’obtient en
prenant la réunion des co-spectres, ce qui revient a appliquer la régle classique
pour le PPCA d’une famille d’idéaux décomposés en facteurs premiers.

Il y a seulement une précaution & prendre (voir §17): si le co-spectre réunion
n’est pas un vrai co-spectre, autrement dit s’il correspond 4 un systéme total
d’exponentielles-mondmes, le PPCI est alors idéal (0), son co-spectre est
plein. Cette circonstance ne se produira jamais pour le PPCM d’un nombre
finl d’idéaux = (0).

3°~Le PGCD d’une tamille d’idéaux est lewr somme, son co-spectre est
D'intersection des co-speetres, ce qui revient & appliquer la régle classique pour le
PGCD d’une famille d’idéaus décomposés en facteurs premiers. lei il n'yv a
jamais aucune difficulté; s1 on trouve le PGCD 1 wou e, ¢’est 'idéal unité &',
les idéaux sont premiers entre eux.

Donnons un exemple  Solent @, 3,v, 3 mesures ¢ & Pour que U'ensemble des

a R B x4+ oy o, (n, v, w, e &

¢ Voir §6.
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(ou, ce qui revient au méme, I'ensemble des combinaisons linéaires des trans-
latées de a, B, v) soit dense dans & il faut et il suffit que les idéaux engendrés
par a, B, y soient premiers entre eux, ¢’est-a-dire que les transformées de Fourier
AN, B(V), C(\) soient sans zéro commun.

1% Te produit d’un nombre fini d’idéaux V1, Ve, -+, 17, est I'idéal engendré
par les produits uy * p: * - -+ = 4, de mesures prises une dans chaque idéal. On
voit immédiatement que la décomposition en facteurs premiers du produit
s’obtient classiquement par le produit des décompositions en facteurs premiers.

Le produit d’une famille infinie d’idéaux est défini comme intersection des
produits finis; sa décomposition en facteurs premiers est encore le produit des
décompositions, sauf comme toujours si le produit des idéaux est 'idéal nul.

La décomposition d’un idéal 5 (0) en facteurs premiers est alors un vrar produit
de puissances d’idéaux premiers, et le symbole [] du produit est entiérement justifié.

On voit aussi que si un idéal # 0 est divisible par un autre, il existe un idéal
rapport, dont le produit par le diviseur donne le dividende; on obtient sa dé-
composition en facteurs premiers par le quotient des décompositions.

On voit combien toute cette théorie est harmonieuse et simple. Si on passe
dans le plan complexe, & 'espace des M(A), on a unc théorie qui généralise
immédiatement celle des anneaux de polynémes (notation (69)). Il s’agit icl
d’anneaux et d’idéaux de fonctions analytiques entieres de type cxponentiel.

On peut apporter quelques modifications intéressantes. Remplacons &.
par &, , Pespace des fonetions indéfiniment dérivables, avec la topologie suivante:
des f, € &, convergent vers 0, si les f, convergent uniformément vers 0 sur tout
compact et 8’1l en est de méme de leurs dérivées de n’importe quel ordre. Les
variétés invariantes de &, ont les mémes propriétés que celles de &.. Soit en
effet Vy une telle variété; considérée comme contenue dans &, elle a une ad-
hérence V3 = V. 1 est caractérisée par ses exponenticlles mondmes; or celles-ci
appartiennent & Vy. Sif eV, est limite (avec la topologie de &) de f., com-
binaisons de ces exponenticlles-mondmes, alors, p étant une fonction indéfini-
ment dérivable, les f, * p qui sont encore des combinaisons des exponentielles
mondmes de V., convergent vers f * p dans &g ; mais f est limite dans &y de
ses régularisées f * p, donc finalement f est limite dans & de combinaisons des
exponentielles mondmes de 175, de sorte que 17y a bien dans & une base formée
de ses exponentielles-mondomes.

Le dual &; est Pespuce des distributions a noyaux compacts.  On peut d’ailleurs
Je munir, non seulement de la topologie faible, mais méme de la topologie forte
de dual: des s, € &; convergeront vers 0 si, quel que »oit [ e & les s,(f) convergent
vers 0, et cela uniformément pour tout ensemble de fonctions f qui sur chaque
compact sont bornées dans le ur ensemble ainst que chacune dqleurs dérivées.
On demo’ntre en effet que Gy et &g ]oris sont en dualité /(’(‘zpmqu{’

&, , faible ou fort, possede alors ’toute.s lr s propriétés de &, faible pour la
décomposition en facteurs premiers.  Mais il a sur lui une supériotité.  Lidéal

s La démonstration set prbivte ultérieurement dans une théorie générale de< distribu-

tions.



914 LAURENT SCHWARTZ

1 d . .
<§z; e )\ee>*p , quel que soit p, est en effet I'idéal engendré par un élément,

. . e 1 d P . . .

asavoir ladistribution| ==~ — — N ] . Lesidéaux promiers et 1-urs puissances
2T dx

ont un élément générateur. En raisonnant sur les transformées de Fourier,

Pidéal (A — Xg)” admet un élément générateur, a savoir le polynéme S(\) =

2w dx
étudié est alors celui des fonctions S(N) entitres de type exponentiel, & croissance
lente sur ’axe réel; I’anneau des polyndmes en est un sous-anneau.

Dans &, comme dans &; quel est le nombre minimum d’éléments générateurs
d’un idéal V' quelconque? En général on ne peut pas trouver une seule fonc-
tion M(\), transformée de Fourier d’une mesure (ou S(A\) d’une distribution)
4 noyau compact, ayant exactement le co-spectre de I'idéal 1. Ainsi les zéros
de M(\) ou S(\) ont nécessairement une densité exacte > 0. Or les éléments
d’un co-spectre ont une densité maxima finie, mais non nécessairement une
densité exacte; ils peuvent aussi avoir une densité nulle. Mais:

TutorEME 13. Tout idéal a des ensembles générateurs ou originels de 2 élé-
ments au p us.

Soit en effet M;(A) une fonction entiere transformée de Fourier d’une mesure,
dont le co-spectre A; contienne le spectre A de V’. Nous pourrons supposer
méme que M;(\) ¢ L'(—», 4+ =) en la multipliant au besoin par sin wA/A.
Sans toucher aux zéros de ;(\) qui appartiennent au spectre A, nous déplacer-
ons un peu chaque zéro de A;(N) qui nappartient pas & A, d’une quantité trés
petite, et ceci de proche en proche pour tous les zéros, de fagon & obtenir une
nouvelle fonction A7;()), encore analytique de type exponenticl et € L*(—o0, ).
(Nous n’insistons pas en détail sur la construction de As(N), lc lecteur se con-
vaincra qu’elle est facile). Si A est d’ordre p dans A, ¢ > p dans A, , on devra
remplacer les ¢ éléments confondus en N\, par p éléments confondus en Aq et
g — pvoisins de Ay , confondus ounon). I ;(A) et M2(\) sont les transformées de
Fourier de 2 mesures u; et g (qui sont méme des fonetions de carré sommable).
Les co-spectres A; el As ont pour intersection exactement le co-spectre A, de
sorte que V'’ est l'idéal PGCD des idéaux engendrés respectivement par u et
ue, c.q.f.d.

Le fait que, dans &, ou E, toute variété invariante admette d’une infinité
de manitres, 1 élément originel, tandis que dans & ou & toute variété invari-
ante admette une infinité d’ensembles originels de 2 éléments au plus,” peut
§’éerire comme suit:

1°—I’ensemble des solutions communes 4 une famille d’équations intégrales
du type (65) (s donné, f inconnue) est identique & ensemble des solutions
communes & 2 équations intégrales convenablement choisies.

2" I.’ensemble des équations intégrales du type (65) avant une famille de

. ./ d ,
(A — N\)”, transformé de Fourler de la distribution (*" - = /\0e>*‘p . L’anneau

8 Voir Théoreme 12.
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solutions communes données est identique & Vensemble des équations intégrales
ayant 1 solution commune donnée convenablement choisie.

Remarquons que e est la seule distribution € & & ne pas étre moyvenne-péri-
odique. Mais 2 distributions choisies au hasard, étant **premieres” entre elles,
engendrent A elles deux I'idéal unité & .

Lorsqu’un idéal est engendré par un seul ¢lément s, S(\) est déterminée 3
un facteur prés de la forme

exp (/.1x + B), A rdel.

Donc s cst déterminée 2 une translation prés et & un facteur constant pres.
Si on veut prendre 2 ¢éléments géndrateurs d’un idéal, il v a au contraire une
indétermination beaucoup plus grande.

§21. Quelques théorémes d’approximation.

Considérons Pespace L des fonctions continues 4 noyaux compacts. Con-
sidérons le d’abord comme un sous-cspace topologique de &. . Alors la théorie
de la moyenne-périodicité y est facile: une fonetion & noyau compact, étant
sommable, n’est jamais moyenne-périodique,™ et les seules variét(s invariantes
de L sont (0) et L. Ainsi:

TrEOREME 14.  Si ¢ ¢l  sont 2 fonctions continucs d noyaux compacts, ¢ # 0,
¥ est limate, uniforme sur tout compact, de combinaisons linéaires des {ranslatées
de ¢.

Mais on peut essayer d’aller plus loin. ¢ ¢tant nulle en dehors d’un compact,
il serait intéressant de chercher la convergence uniforme sur tout 'axe réel.
Nous allons voir que le théortme subsiste.  NMais compliquons encore.  Soit
R(z) une fonction continue > 0, paire, croissante pour x 2 0. Nous appellerons
Ly Pespace vectoriel L muni de la topologie suivante: des ¢, € L tendent vers 0
dans Lz si les fonctions ¢, (x)R(x) e L convergent uniformément vers 0 sur tout
Paxe réel. La convergence uniforme des ¢, sur tout Paxe réel correspond &
R(z) = 1. Cette topologie est 'autant plus fine que R(x) est, pour 2 = 0,
une fonction plus rapidement croissante.  Un systéme de foncetions ¢,(x) € Lg
est non total s’l existe unce mesure g = 0, sommable une tout Paxe réel

+0
<[ [dut < 4+ x) vérifiant pour tout ¢

—c0 /

[ e iRy dute) = 0.

€K
. dx . .
TrEOuEME 15. N1 R = = foutc fonction ¢ e Ly, # 0, est 1in élément
e ar
P veog7 N U . Tre . R
originel de tout Uespace: st [ Ri) < 4. dya dans Lides fonctions ¢ # 0

qut sont moyenne-périodiques.

70 Voir §8.
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1°—Montrons que si f [dz/R(x)] < 4 =, 1l y a des fonctions ¢ # 0 qui

sont moyenne-périodiques. 11 suffit de prendre pour ¢ n’importe quelle fonction
continue & noyau compact, dont le co-spectre ait au moins un élément réel,
autrement dit dont la transformée de Fourier ®(\) ait au moins une racine
réelle. La convergence dans Ly entraine la convergence dans L' & cause de
Phypothese faite sur R: ®()\;) = 0 entraine alors, d’aprés le théoréme de M.
Wiener,” la moyenne-périodicité de ¢ dans L', donc dans Ly .

Prenons par exemple ¢ telle que ®(0) = 0. Alors ¢ * Ry = 0si Ry = 1,
c’est-d-dire u = 1/R (dans le langage des distributions! nous voulons dire dp =
dz/R(x)), qui est bien une mesure sommable sur tout I’axe réel: le systtme des
o(x — h), h réel, est non total.

2°—Montrons que s’il existe une fonction ¢ = 0 de L, qui est moyenne-
périodique, f [dz/R(z)] est convergente. ¢ étant moyenne-périodique dans
L, de noyau contenu dans l'intervalle (— A4, +A) il existe une mesure p > 0
sommable sur tout ’axe réel telle que ¢ * Bu = 0. Comme ¢ est & noyau com-
pact, cela signifie que Ru est moyenne-périodique dans I’espace des distributions,
E. Nous pouvons lui appliquer la formule (63), un peu modifiée puisqu’il
s’agit d’une mesure et non d’une fonction; si Ay = ax + 774 €5, As

—A4

z+A
(71) 2™ exp (=2rmx) = O <f | R() | | du(t) 1) pour & — H0,

En faisant tendre z, soit vers 4+ o, soit vers — « .suivant le signe de i)

on voit que
2(n+1)4 ,
1:()(f R() | du(t) i>, oy T
2n4

n— —x,

Supposons, pour fixer les idées, que cette majoration soit vraie pour n — + o,
Elle peut s’écrire

2(n+1) 4

R(2(n + 1).1) f fdu(t) = Q)™
2nA4
ou

2{n+1 4
1/RE@ + 1).0) =0 (f it >
2nA

2n

Comme lintégrale f (du(t) est convergente, Ia <érie ST 1/R2(n + 1)A) est

-]
convergente, donc aussi I'intégrale [ dr/R(c), c.q.b.d.

‘1 Théoréme 2. Il s'agit 11 de la partie évidente du ¢! éoreme de Wiener, ¢’est la récei-
proque qui est délicate.
"2 Voir note 60.
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Prenon.s, un exemple: R(x) = (1 + z°) exp (27a r{), o = 0. Considérons
une fonction ¢ # 0. Si elle est moyenne-périodique, il existe une mesure u # 0
sommable telle que ¢ * Ry = 0. Ona, si M ¢, Ao,

P exp (2rrex) = () (/.P‘ T4 exp 2ra ) dull) )
o z+A
= O((l + 5 exp (2ra 1) -/;_4 L dull) i) .
x+A
Comme u est sommable, Ia quantité f dutt)  tend vers 0 pour 1 — £+ =
et méme on peut trouver une suite de \7;i(:11rs de r tendant vers 4+ = et une autre
tendant vers — = pour lesquelles fz“ Pdu(h = o(1/1x),” ce qui donne
finalement h‘
(72) | 2™ exp(—2rrr) = o (exp(2ra, D1+ 5/iz))

73 s . [P, - N
pour z — =+« inégalité équivalente &
(73) 7 < aj;ou T = +a, pp = 1.

Ainsi la fonction ¢ n'est moyenne-périodique dans L., pour R ainsi choisie,
que si son co-spectre Ay (dans £)) contient au moins un élément dans la bande
i1, £ «. Supposons qu'il en soit ainsi; cherchons alors Jo dans Le. Toute
mesure Ku (u sommable sur tout Uaxe réel) orthogonale & Jp a tout son spectre
dans la bande | 7| £ a, ¢t les ¢dléments du speetre situés sur la limite 7 = +a
sont simples. 81 A, = o, — (7 €, A¢, on peut prendre Ry = (2irx)’
exp (2ixha), (st 7 S aravee ) S pp— 18l 7 <acetj=0s7 = %a);
cela donne
wo= (Zimr) exp 2Umner/ (1 4+ 15 exp Cra ¢ )

qui est bien une fonction sommable sur tout 'axe réel.  On ne peut avoir
¥ € $o que si ¢ est orthogonale & toutes ces exponentielles-mondmes: le co-spectre
de ¢ doit done contenir toute la partie du co-spectre de ¢ contenue dans 7| < «
et Densemble co-speetral de ¢ contenir toute la partiec de ensemble co-
spectral de ¢ située sur les droites limites 7 = +a.  Réciproquement, supposons
cette condition vérifiée.  Alors st Ru est une mesure vérifiant ¢ * Ry = 0, elle
est moyenne-périodique dans £ et son spectre vérifie (730, en méme temps qu'il
est contenu dans le co-spectre de ¢ alors le co-speetre de ¢ contient le spectre
de Rpu, done Ru * ¢ = 0, ce qui prouve bien que ¥ e Ye. /

Ainsi dans L ainsi choisi, la théorie co-spectrale de & est encore valable,
ainsi que toute la décomposition en facteurs premiers des idéaux fermés, avec
cette seule modification: le cospectre de ¢ dans Ly sera la partie de son co-
spectre dans & contenue dans lu bande 7 £ a. chaque élément des droites

3 ¢(a) est une quantité dont le quotient par 4 tend vers 0.
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limites 7 = 4« étant toujours compté simple dans le co-spectre de ¢ dans Lg .
Cela introduit 2 différences importantes avec &, :

1°~Dans le produit d’une famille d’idéaux. chaque facteur premier (Ax)
sur les droites limites ne sera jamais compté qu’une fois dans le produit méme
81l intervient dars plusieurs facteurs;

2°—Le co-spectre d’une fonction ¢ dans Ly peut étre vide si son co-spectre
dans E, est extérieur  la bande. Elle engendre Uidéal unité.

Ceci nous méne au théoréme suivant:

TutorimE 16. St Uintégrale f da/R(x) étant convergente, R(x) crott moins

vite qu'une exponentielle, ol y a dans Ly des fonctions ¢ # 0 qui sont moyenne-
pértodiques et d’autres qui ne le sont pas

St R(x) croit plus vite que toute exponentielle, toute fonction ¢ de Ly est moyenne-
pértodique et la théorie co-spectrale dans Ly (théorie de la décomposition des 1déaux
en facteurs premiers) est identique d celle de &, .

1°—Soit R(z) = O (exp(2ra | 2])),@ = 0. Alors d’aprés ce que nous avons
vu au Théoréme 15, toute fonction ¢ dont le co-spectre dans &, a des éléments

réels est moyenne-périodique dans L pourvu que f dx/R(z) < 4. Par

contre une fonction ¢ dont le co-spectre est extérieur 4 la bande | 7| £ « est
un élément originel de Ly ; car sl p * Rp = 0, on voit que le spectre de Ru
(dans E) ne peut contenir que les éléments de la bande (& cause de la limitation
de la croissance de R) et ne peut contenir que des éléments extérieurs A la bande
(il est contenu dans le co-spectre de ¢), done il est vide, et Ry = 0, c.q.f.d.

2°—Soit au contraire R(z) = Q (exp(2ra |2 ])), quel que soit « > 0, toute
fonction ¢ € L est moyenne-périodique.  En effet soit A, un élément quelconque
du co-spectre de ¢: si on pose Rp = exp(2imha), p est bien sommable sur tout
I’axe réel, et on a bien ¢ * Ry = 0.

Soit ¥V’ un sous-espace vectoriel (non nécessiarement fermé) invariant de
Lr, A son co-spectre défini comme dans &, (intersection des co-spectres des
¢ € V'). Pour montrer que la théorie co-spectrale dans Lg est 1a méme que dans
&, , il faut montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ e V'
(adhérence de VY est Ay D A, Or:

a) siy e ¥, on a nécessairement Ry * ¢ = 0 dos que l'ona Ry * ¢ = 0 pour
tout ¢ € V'; prenons Ru = (20m2)” ™" exp(2izh2) (A €, A), on voit que néces-
sairement A\, €, Ay, g4 = pi,done Ay D Al

b) Réciproquement supposons que Ay D A, Pour montrer que ¢ e V7,
il faut montrer que Ry * ¢ = 0 pour toute ¢ € 17" entraine Ru * ¢ = 0. Or sl
Ru * ¢ = 0, Ru est moyennc-périodique dans E, son spectre est contenu dans
le co-spectre de ¢; il est done contenu dans les co-speetres de toutes les ¢ € V7,
donc dans Aj; alors le co-spectre de ¢ contient le spectre de Rp et on a bien
Ru ¢ = 0, c.q.fd.

Soit alors ¢ une fonetion de L., ¢ une fonction dont le co-spectre contient le
co-spectre de ¢. 1l existe des combinaisons lindaires des translatées de ¢ qui
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convergent vers y dans Lg , quelle que soit la rapidité de la croissance de R. On
pel'lt se demander s'il n’existe pas aussi des combinaisons des translatées de ¢
qui convergent encore plus fortement vers W: cn restant nulles en dehors d’un
compact fize.

Appelons L la topologie. plus forte que toutes les Lz . sur Uespace I, définie
comme suit:

@ € L convergent vers 0 dans Ly si elles convergent uniformément vers O et restent
nulles en dehors d’un compact fixe.

Ce n’est pas une véritable topologie, dont on puisse définir les voisinages;
c’est seulement une pseudo-topologie, dont on peut définir les filtres™ ou suites
convergents, les ensembles fermés (contenant toutes leurs limites) et par con-
séquent les variétés invariantes (fermées). I’adhérence d’un ensemble sera
le plus petit ensemble fermé qui Ie contienne.

TutorEME 17. Dans L, , toute fonction est moyenne-périodique et la théorie
co-spectrale (théorte de la décomposition en facteurs premiers des idéaux fermés)
est identique d celle de &, .

Nous ne donnerons que les principes directeurs de la démonstration, qui est
simple dans son essence mais dont le détail est compliqué. Ta difficulté tient
a impossibilité d’appliquer le théoréme de Hahn-Banach™ parce qu’il ne s’agit
que d’une pseudo-topologie.

Soit ¥’ un ensemble quelconque de ¢, € Lg. Il faut montrer que ¢ € SV’
est équivalent & Ay D A, comme dans le précédent théoréme. 1.une des parties
de cette proposition est évidente; démontrons l'autre. Supposons Ay D A et
montrons que ¢ e TV,

1°—~Supposons le théoreme dé montré lorsque les noyaux de toutes les ¢ € V/
sont de dimensions bornées dans leur ensemble.  Alors il est démontré dans tous
les cas.

11 est en effet démontré pour en ensemble V' d’l fonetion ou de 2 fonctions
seulement. Si V'’ est un ensemble queleonque de fonctions on choisira une
d’elles ¢y , et on remplacera chaque fonction ¢, par une fonction de (¢, @),
soit ¥, ; on peut choisir ¢, de fagon que d’une part I'intersection des co-spectres
des ¢, soit encore A, d’autre part que tous les noyaux des ¢, soient contenus
dans (—Ag , +Ag), Ao > Ao, si 24, est la dimension du noyau de ¢ .

2°__Démontrons donce le théoréme dans les conditions suivantes: toutes les
les ¢, et ¥ ont leur noyau contenu dans un méme intervalle (—.1, +.1).

Nous considererons alors une partic sculement des translatées de chaque fon-
tion ¢, : les gi(x — R), [ h | £ Lfixe. 1l est probable que L > .1 suffirait (c’est
vrai si toutes les ¢, sont hermitiennes, @, = ¢,), mais en tout cas on voit que
L > 34 convicnt toujours. On cherchera alors & approcher ¢ uniformément
avee ces translatées seulement; on est bien sir alors que toutes les fonetions qui
que interviennent ont leur novau contenu dans (— A ~L. +A4L). 1l faut

7 BoURBAKI [1]
5 DIEUDONNE (1]
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montrer que si p, mesure portée par (—A—L, +A+L), est orthogonale &
toutes les ¢.(z — k), elle est orthogonale & ¢. On peut (par régularisation
u * p) se ramener au cas ol p est une fonction continue.

3°—I1.orthogonalité de p aux ¢,(x — h) se traduit par

f(,o,(.l — h)ilz) dx =0

(74) ouweg *u =0 pour ;ax! =L

p est en somme une fonction particllement moyenne-périodique dans & puisque
0. € &, et que Végalité (74) a lieu pour |z | < L. Mais elle n’est pas compléte-
ment moyenne-périodique (puisqu’elle est & noyau compaet): ¢, * p est # 0
pour L < |z | = L+ .1. Ndéanmoins toute la théorie développée au Chapitre
11T est valable dans unc certaine mesure: g est limite de combinaisons linéaires
u,» d’exponentielles-mondmes définies par son spectre, la convergence ayant lieu
au moins dans (—.1, +.1) i . > 3.4, Son spectre est contenu dans la partie
commune A aux co-spectres .\, des ¢, .

Nous voulons montrer que f Y di = 0; comme ¢ est portée par (—A, +A)
et que les u, convergent uniformément vers u dans cet intervalle, cette quantité
est 1a limite des f Y, = (Y * w,).—, quantités qui sont nulles puisque le co-
spectre Ay contient A, c.q.f.d.

On a ainsi toute une gamme d’intermédiaires entre &, et Ly . On peut en
particulier énoncer ceci:

THEOREME 18. S7 ¢ (¢t Y sont 2 fonctrons continues @ noyaux compacts, ¢ # 0,

1l extste toujours des combnaisons Linéaires > alr — h,) qua convergent nni-
Jormément vers  sur tout Uaxe réel et méme vérifient uniformément

lim (2 a,0(e — 1)) — ¢(@)]R() =0

(quand intégrale f dx/R(x) est divergente). St R(x) croll plus vite que toule

cxponentielle pour x — « | une telle approximation, @ partir de ¢, n'est plus jamars
possible pour toute fonction .

Par contre, st @1 ot ¢ sont 2 fonctions & noyaux compacts et dont les transformées
de Fourier sont sans racine (complexe) commune, alors quelle que soit la fonction
continue ¥ d noyan compact, 1l existe des combinaisons linéaires

(Z (IJ‘PI(I - h’J) + Z bMp‘z(fU - }I;\))

qui convergent untformément vers , en restant nulles en dehors d'un compact fuae.
CHAPITRE (QUARTIEML

§22. Extension a d’autres groupes.

Naturellement tous les résultats obtenus sont valables pour n’importe quel
groupe isomorphe & 2. (Vest le cas du groupe des homothéties de rapport > 0
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sur le demi-axe réel > 0 J0z{ (sans I'origine). Une fonction continue sur ]0z|
permet, par les combinaisons linéaires de ses homothétiques, d’approcher toutes
les fonctions continues; ou bien elle est moyenne-périodique pour les homothéties,
et Jf admet pour base I’ensemble des *puissances-logarithmes” z*(log z)°
(e complexe, B entier = 0) qu’elle contient. ILes résultats que j’al obtenus dans
ma these sur les fonctions limites de polynémes dans le cas de non totalité du
théoréme de Muntz™® peuvent s’interpréter d’une facon nouvelle: les fonctions
limites sont moyenne-périodiques pour les homothéties. On peut aussi traiter
d’une fagon compléte le cas ot intervient le produit du groupe R par un groupe
compact. Par exemple dans Vespace euclidien E™ & n dimensions, les fonctions
moyenne-périodiques pour le groupe des similitudes de centre donné peuvent
s’exprimer par des développements qu’on peut déterminer compldtement.

Remplagons le groupe additif R des nombres réels par sa puissance R", n
entier > 1, qui est le groupe additif des vecteurs d’un espace & n dimensions.

Voyons ce que donnerait une extension 4 R" des propriétés précédentes.
&, sera 'espace des fonetions continues f(x,, 22, - - -, «.), avec la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

Une exponenticlle sera encore un caractive (non borné) exp (nzy + 7o
4+ - A4 Tka), 11, T2, -, 1, ¢tant des nombres complexes quelconques.

11 faudrait d’abord démontrer que: toute variété invariante £ (0) de & contient
au moins une exponenticlle.

11 faudra esuite considerer les exponentielles-mondmes:

exp (nx + -+ -+ + Tazn) Tt o0 T

Une différence capitale s’introduit ici entre n = 1 et n > 1. Powr n > 1,
les exponentielles-mondmes d’une variété invariante = & ne forment plus, en gén-
éral, un systeme libre.

Soit en effet g une mesure & noyau compact. Sa transformée de Fourier
M(Q\, <+, X)) est analytique entiére de type exponentiel, bornée pour \p,
A2, -+, Ax réels.  L’ensemble des zéros de M, -+, N\, n'est plus discret,
¢’est une variété analytique & n — 1 dimensions.  Tout point (Ay, Ny, -+, N)
de cette variété définit une exponentielle orthogonale & u: exp (2ir(Ar;, +
+ Antn)).  Lladhérence de Vespace vectoriel en gendré par ces exponentielles
est invariante et # [.  Or ces exponenticlles ne forment évidemment pas un

systéme libre, chacune d’elles, définie par le pomt (As, (Ao, -+, (A)o est
limite de celles qui sont défimies par Ay, Ao -, N Jorsque Ao N, - -4, X, con-

vergent vers (Ao . (A2)o . -~ -, (N .

Clotte différence mise & part, on peut se demander si: toutc cariété mvariante
est Uadhérence de Uespace vectoncdd cngendré par les crponcntic les-mondmes qu’elle
contient, done caractériséc par son spectre, (le spectre non nécessairement diseret,
¢tant convenablement défim.

Il mlest absolument impossible de dive < cos théortmes sont exacts. La

6 ScEWARTZ (1]
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difficulté vient de ce qu'il faut passer des fonctions analytiques d’une variable
aux fonctions analytiques de plusieurs variables, incomparablement plus com-
pliquées!

J’ai obtenu, par des procédés un peu différents de ceux qui sont exposés ici,
des résultats fragmentaires qui présent nt un intérét certain mais ne per-
mettent aucune conclusion générale. Je les publierai ultérieurement tels quels
sl je ne parviens pas a faire le théorie générale.

Passons maintenant & un groupe abélien G quelconque et & espace &(G)
des fonctions continues sur G, avec la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact. TUne exponenticlle polyndéme sera un élément moyenne-péri-
odique d’ordre fini, engendrant une variété invariante ne contenant qu’un seul
caractére. Il faudra alors voir si:

toute variété invariante #~ (0) contient au moins un caractére.  Elle est Padhérence
de Uespace vectoriel engendré par Uensemble des élémcnts moyenne-périodigue d’ordre
fint qu’clle contient.

Remarquons qu’un élement moyenne périodique d’ordre fini est une com-
binaison linéaire de coefficients d’une représentation linéaire de degré fini
du groupe G.

Si en effet fi(x) est moyenne-périodique d’ordre p, et si fi(x), fo(z), - - -, fo(2)
est une base de la variété Jf; , on aura des formules

1 =1,2---p

(
(75) fz(fl/ —h) = Z 'mz,(—h)f](m) i] 1,2 p

Il

Si M (h) est la matrice des m,,(h), on voit immédiatement que
MMME) = Mh + k),

les m,,(h) sont donc les coefficients d’une représentation de degré p de . Or,
en faisant x = 0 dans (75) et cn remplagant —h par x on trouve:

fila) = 22 £,(0)my,(x)

ce yui prouve bien que f;, est combinaison linéaire de coeflicients d’une repré-
sentation de G.
Comme ( est abélien, dans toute variété invariante de dimension finie il

existe une droite invariante, done un caractére.””’

§23. Fonctions analytiques moyenne-périodiques.

Méme pour ¢ = R*, nous ne savons pas répondre aux questions posées. Mais
on peut y répondre complétment dans le sous-espace fermé de &(R) formé
des fonctions f(x, y) analyvtiques en x 4 7y. Nous désignerons ce sous-espace
par J((R®) ot simplement JH. Les exponentielles qui en font partie sont de la

= Conséquence du lemme de Schur. toute représentation d’un groupe abélien, de degré
fini, est réductible, et laisse méme une droite invariante.
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fo"{“e exp ("(x 4 7y)), r complexe, et elles engendrent bien K. Nous allons
malnﬁenant étudier les variétés invariantes de 7K, ce qui revient & étudier les
fonctions moyenne-périodiques analytiques d’une 1 ariable complexe.

Soit & une forme linéaire continue sur K. D’apres le théoréme de Hahn-
Banach™ elle peut étre prolongée en une forme linéaire sur &(R%). 1 existe
donc au moins une mesure u(z, ¥) A novau compact telle que, pour f e K’

(76) () = pf = ff(:)d;i.

Mais il existe une infinité de telles mesures; deux d’entre clles different d’une
mesure orthogonale & toutes les fonctions analytiques.  Aussi est-il intéressant
de pouvoir définir £ autrement que par .

On utilisera une “transform¢e de Fourier” de £7

(77) MO) = £ (exp (2imry)) = j exp {—2iw\z) du.

D’apris sa définition méme, elle est connue quand £ est connue, quel que soit
p; par ailleurs clle détermine £, car si on connait M (N), on connait £(f) pour le
systeme total des f = exp(2imAz), done pour toutes les f € K.

M(N\) est une fonetion analvtique entiere de type exponentiel Réciproque-
ment toute fonction enticre de type exponentiel est la transformée de Fourier
d’unc forme lindaire continue L. Car d’apris un théoréme connu de Borel,
il existe une fonction ¢(z), et une scule, holomorphe pour | z | assez grand et
nulle 4 '« | telle que Pon ait

80

(78) M\ = f exp (—2imhzielz) dz.

(' ¢tant n’importe quetle courbe fermée parcourue dans le sens direct, entourant
une fois Porigine, et assez (loignée pour étre dans le domaine d’holomorphie
de ¢ au voisinage de’«< . On peut alors prendre du = ¢(z)dz sur C.

On peut done caract ériser £ e ' (dual de 7K1 soit par sa transformée de Fourier
M), qui est n’importe quelle fonction analytique entiere de type exponentiel,
soit par Punique fonetion ¢(z) holomorphe pour 2 assez grand et nulle a ',
telle que

Lf) = [ fiz)e =) de.

Jo

On a les formules

(79) MN) = j oxp (—2imNe¢lti dz

s DigvpoNNE [1]. ‘ . -
7 Pour cette transformation, qui s'apparente i la transformation de Laplace et de Borel,
voir Polva [1] pages 578 et ~uivantes. Borel 1, chap IV, Doctsch (1} chap. V.

so Scawartz 2] §1, et 6.
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(80) o(&) = — fo " exp (+2imAa) M) d
(81) MO = 2 (@ \"/n)
(82) e(z) = 2, (=D an/(2ix2)"").

I’intégrale (80) est prise sur un chemin qui varie suivant les valeurs de z,
de fagon qu’elle soit absolument convergente. Si

lim. sup \"/m = 27R,

M(N\) est de type exponentiel 2R, et ¢(2) a le domaine d’holomorphie |z | > R
au voisinage de ’w. D’ailleurs
(83) an = [ (~2im2)" ole) dz = L((2in2)").

o
La suite des a, , astreinte & le seule condition lim. sup v/ lan| < 4 oo, carac-
térise également £ € 'K, et ’'on a

a, 1™0)

(2m)* n!
On peut alors considérer dans H et K’ ’ensemble S des translations complexes
If = flz — k)

et tout ce qui a été dit pour &(R) dans ec chapitre se transpose avec peu de
changement dans K ; les exponentielles-mondmes sont les fonetions analytiques

(84) e =2

(26w2)"" exp (2im\z), p entier, X complexe.
p P

La relation (14) s’éerit sans modification u * f = 0. On peut aussi utiliser
£+ f = 0en posant

)
(55) erf= e+ ) =X L8
(2im) n!

La formule (85) montre qu'une équation £ * f = (O n’est autre qu’une équation
différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre infini, en f(2).

Lorsqu’on aura 4 “composer” 2 formes linéaires ou ce qui revient au méme
2 mesures g et » qui les définissent,” on effectue une multiplication ordinaire <ur
les transformées de Fourier.

La définition du co-spectre de £, ou g, ou M(N), du spectre de f, du spectre
d’une variété invariante 1 de K ou du co-spectre de Vorthogonale V7 dans 7K’,

* Nous définirons la composition de 2 formes linéaires par la composition sur le grouj e
R? de mesures qui les définissent; la forme linéaire obtenue est indépendante des mesures
choisies.
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ne demande aucune modification. 11 faut seulement remarquer que le co-spectre
de M()) offre plus de généralité que dans le cas de &(R), car M) est de type
exponentiel mais n’est plus astreinte & étre bornée sur une droite. Aussi les
zéros de M(\) ont-ils une densité supérieure finie (si n(r) est le nombre des X,
de modules < r, chacun compté autant de fois que 'indique son ordre de mul-
tiplicité, n(r) /r est borné pour r — =) mais ils peuvent s’accumuler indifférem-
ment dans toutes les dircctions.

Si en effet les A, sont des nombres complexes de densité supérieure finie,
la fonetion M(\) = IT (1 = A*/2%) les admet tous comme zéros, elle est entitre
de type exponentiel.

Le Théoréme 7 se démontre sans difficulté, les M, (A ont la méme définition,
et permettent de caleuler le développement formel d’une fonction movenne-
périodique f.  Pour montrer la nature intrinséque du développement formel,
on utilisera exactement la méme méthode. 11 suffit de remarquer qu’il existe
une forme linéaire continue sur H qu’on peut désigner pur o /dz, définie par

{ )
) =1
([n

Sa transtormée de Laplace est 20mh, et 1a fonction ¢{z) associée est — 1/2umz’

Quelle que soit f(z) € K, on a d’ailleurs f'(z) = d/dz = f. 51 £ est une forme
linéaire sur 7, de transformée de Fourter M (M), la forme d/dz * £ a pour trans-
formée de Fourier 2imAM(N).  Et en vertu de la commutativité du produit de
composition, ((d/dz) * L) * f = £ * f'(z). Parailleurs lu forme linéaire £ s’écrit :
L = D (an/nN(d"/dz", et si & L correspond o(z), & d/dx + £ correspond la
dérivée ¢'(2). Ce sont des formules analogues 4 celles des §11 et 12 et clles
servent & démontrer que pour f moyenne-périodique, on a la formule (39), qui
est 4 la base de la démonstration de Punicité du développement formel.

L.a démonstration du théoreme fondamental 9 est ensuite identique A celle
que nous avons faite; elle repose encore sur la considération de —2irzu =
+ 2728 dont la transformée de Fourter est W’(AN).  On montre, comme au §15
cue si f a tous ses coefficients formels nuls, on a, quel que =oit le polynome P(2),

P@uxf=0

ou en considérant la fonetion ¢(2) associée A la mesure p
[ﬁ: — OPQe(t) dr = 0

quels que soient z et ({1, Prenons une valeur fixe de = et supposons f(z) # 0.
Pour P(¢) = ¢7, on trouve que le coefficient de 1 ¢ ' du développement de
Laurent de la fonetion analyvtique ¢(Of(z — ¢) (au voisinage du point essentiel
¢ = =) estnul. Cela prouve que, quel que soit 2, la tonction de ¢ o($)f(z — §)
est entidre; (&) est alors une fonetion méromorphe. quotient de 2 fonctions
entivres o(Of(z — O Tz — ¢, et ses seuls poles sont les = — a, les a étant les
zéros de f: ces poles devant étre fixes quand z varie. n'existent pas, done (O
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est une fonction entiére; comme elle est holomorphe et nulle 4 ’w, ¢ = 0, ce
qui est contraire & ’hypothese. Nous en déduisons bien que f > 0 ne saurait
avoir tous ses coefficients nuls. (Les égalités (55) et suivantes subsistent; ce
qu’il faut montrer ici c’est que la série (55) converge uniformément sur tout
compact, la somme de la série des modules restant majorée quel que soit z par
une fonction = 0 de type exponentiel, exp 4 |z |).

Par contre sur la convergence du développement formel, il n’est pas sir qu’on
putsse dire quot que ce soit d’analogue au Théoreme 11.

On peut donc seulement dire que:
toute fonction moyenne-périodique est limite de combinaisons linéaires des ex-
ponentielles-mondmes de I f; toute variété invariante de JC a pour base ensemble des
exponentielle-mondémes qu’elle contient;

toute solution d’une équation différentielle d’ordre infini linéaire a coeffictents
constants, définte par (85), est limite de combinaisons des exponentielles-mondémes
qut sont solutions de Uéquation différenticlle. C’est 1a un résultat déja trouvé
par M. M. Ritt et Valiron, ainsi que plusicurs autres de ce chapitre.

Tous les théorémes corrélatifs du §20 sont également valables. On peut comme
au §21 introduire dans JH” des topologies fortes o la décompositior des idéaux
en facteurs premiers reste valable. D’o une série d’études intéressantes
d’algebre sur le produit de composition de Hurwitz, ete.

Si f(x) est une fonction complexe de la variable réelle x, prolongeable en une
fonction entiere f(z), la moyenne-périodicité sur I’axe réel entraine a fortior:
la moyenne-périodicité dans le plan complexe. En effet si f est moyenne-
périodique dans &, , il existe une mesure g # 0 sur ’axe réel telle que la fonction
f * u soit nulle pour les valeurs réelles de la variable; alors elle est aussi nulle pour
les valeurs complexes car elle est analytique, done f est moyenne-périodique dans
. Le spectre (dans &, comme dans J) est contenu dans le co-spectre de u;
les coefficients du développement sont calculés dans les 2 cas de la méme maniére
4 partir des p;,, , donc le spectre de f et son développement sont identiques dans
&, et dans J.  On peut alors démontrer que ce développement converge uni-
formément sur tout compact du plan complexe vers f parle procéd é de sommation
des groupements de termes (sans facteurs de convergence).

Par contre f peut étre moyenne-périodique dans K sans 1'étre dans &, . Ainsi
si f est moyenne-périodique dans K et si son spectre A; dans H comprend des
éléments s’accumulant indéférement dans toutes les directions avec une densité
(lim n/ | X, |) finic # 0, elle ne peut pas étre moyenne-périodique dans &.,
sans quoi A, seralt aussi son spectre dans &., ce qui est impossible. Voyons
les choses autrement. f est moyenne-périodique dans 7K et supposons que les
A, du spectre rendent la somme Y, .o p,/| X, | infinie. Les \, peuvent s’ac-
cumuler dans toutes les directions de droites (nous disons toujours que les A,
s’accumulent dans une direction si ceux qui sont intérieurs 4 un angle quelconque
entourant cette direction rendent la somme ) p,/| \, | infinie).

Si les N, s’accumulent dans plus d’une direction, [ n’est moyenne-pdériodique




FONCTIONS MOYENNE-PERIODIQUES 927

sur aucune droite du plun complexe. N'ils ne ~accumulent que dans une direc-
tion, sur toute droite non parallele A la direetion <vinétrique par rapport a
Paxe réel, f n’est pas moyenne-périodique.  En somme. f. moyenne-périodigue
dans 7, ne peut Uétre sur toute droite du plan complene que =i la <érie - p, /1A,
est convergente.

Lorscue f est moyenne-périodique dans H. la recherche des compacts sur
lesquels elle n'est pus movenne-périodique (¢est-i-dive des compacts ~ur les-
quels le systtme des f(z — ), b complexe quelcongue., est total parmi les fonetions
analytiques) n’est autre que la recherche des compucts sur lesquels le svstéme
des exponentielles monomes de 9 5 est total.”

Remarquons que Pexistence de fonetions analytiques non moyvenne-périodiques
n’est pas triviale. On peut donner comme exemple exp. (217" La fonetion
(23), si les A, sont réels, de densité infinie, et siles o, déeroissent assez vite pour
que f soit analytique entiére, n'est pas movenne-périodique dans K. Car
les combinaisons linéaires des translat ées de f permetient d’approcher uniformé-
ment, non seulement sur tout compact, mais dans toute bande parallele & I'axe
réel, les exponentielles exp. (2iwX, ). qui forment dans JH un systeme total.
Drailleurs toutes les formules du §18 ont des généralisatior s aux fonetions moy-
enne-périodiques de 71 elles donnent des moyens faciles de reconnaitre qu’une
fonetion n’est pas movenne périodique.  Ce sout, au fond, ces formules qui sont
4 la base des recherches de M. Mandelbrojt™ et des mienres sur la théorie
des séries de Dirichlet lacur aires.

Pour terminer, disons que dans 7K, Jf n'est autre que Ladhérence de Pespace
vectoriel engendré par les dérivées [ de f. Car d'une part, quel que soit n,
FO € 9f; d’autre part la formule de Taylor

flz—h) =2 (—1)" h'_f“‘ (z)

n.

prouve que Jf est adhérence de 'espace veetoriel engendré par les £

Une variété invariante n'est autre qu'une variété fermée invariante par
dérivation.

Naturellement il n'en est pas de méme dans & ou £, Ainsi st f est & noyau
compact, toutes ses dérivées ont leur noyau contenu dan un méme compact
et ne permettent pas de couvrir tout T'axe réel, comme les translat ées.

Cette définition de I dans JH permettrait d'étudier les fonetions analyvtiques
moyenne-périodiques sur un ouvert € du plan complexe, pour laconvergence
uniforme sur tout compact de Q: f sera moyene-périodique =i le =vsteme des
7 (2) n’est pastotal. N éanmoins la généralisation de Ta théort faite dans K pré-
sente des difficultés.  J'v reviendrai ult Gvienrement.

82 ScHwARTZ (2], §6.
5 Voir §8.

s \[anpELBROJT (1], [2].
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§24. Fonctions harmoniques moyenne-périodiques de 2 variables.

Nous n’en dirons qu’un mot. St U(z, y) est une fonction harmonique de 2
variables on a

jx 4y =
Ulx,y) = fle + 7y) + gl — 2y). Posons ¢ _
lr — iy =2

o

Dans J U, se trouvent U /dx et U /dy.
(E':af f’)é]:df_%_dg

dx ax ar dz ' dZ
al/_af_‘_agmdf_dg

19y  1dy {3y dz dE

Donc SU contient df/dz et dg/dz.

I.a théorie des fonctions harmoniques moyenne-périodiques de 2 variables
se rameéne 4 la théoric des fonctions analytiques moyenne-périodiques d’une
varigble complexe.
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