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MÉMOIRE 
SUR 

LE MOUVEMENT VIBRATOIRE 

D'UNE MEMBRANE DE FORME ELLIPTIQUE; 

PAR M. EMILE MATHIEU [*]. 

Imaginons une membrane tendue également dans tous les sens, et 
dont le contour, fixé invariablement, est une ellipse. Notre but, dans 
ce Mémoire, est de déterminer par l'analyse toutes les circonstances 
de son mouvement vibratoire; nous y calculons la forme et la position 
des lignes nodales et le son correspondant. Mais ces mouvements sont 
assujettis à certaines lois générales qui peuvent être définies sans le 
secours de l'analyse. 

Lorsqu'on met la membrane elliptique en vibration, il se produit 
deux systèmes de lignes nodales qui sont, les unes des ellipses, les 
autres des hyperboles, et toutes ces courbes du second ordre ont les 
mêmes foyers que l'ellipse du contour. 

Tous ces mouvements vibratoires peuvent être partagés en deux 
genres. Dans l'un de ces genres, le grand axe reste fixe et forme une 
ligne nodale, et si l'on considère deux points symétriques par rapport 
au grand axe, leurs mouvements sont égaux et de sens contraire. Dans 
l'autre genre, au contraire, les extrémités du grand axe situées entre 
les foyers et les sommets forment des ventres de vibration, tandis que 
la partie située entre les deux foyers offre un minimum de vibration, 

[*] Ce Mémoire a été exposé au mois de janvier 1868 dans un cours à la Sor-
bonne. 

Tume XIII série). — Avrii. iSGS. I 3 
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de sorte que si l'on prend un point M sur la droite des foyers, et un 
point très-voisin sur une perpendiculaire en M,l'amplitude de la vibra-
tion est moindre pour le premier que pour le second point; si l'on 
considère deux points quelconques de la membrane, symétriques par 
rapport au grand axe, leurs mouvements sont égaux et de même 
sens. 

Définissons ligne hyperbolique les deux branches d'une hyperbole 
terminées au grand axe qui possèdent la même asymptote, de ma-
nière qu'une hyperbole est comptée pour deux lignes hyperboliques; 
mais si l'un des axes de la membrane est immobile, il sera compté 
pour une seule ligne nodale hyperbolique. Alors les mouvements des 
deux genres peuvent être groupés deux à deux d'un manière fort re-
marquable. En effet, à un nombre a de lignes nodales elliptiques et à 
un nombre b de lignes nodales hyperboliques correspond un état 
vibratoire de chaque genre. Or, quoique ces états vibratoires diffèrent 
à la fois par les deux systèmes de lignes nodales et par le son résul-
tant, ils se confondent cependant dans la membrane circulaire pour 
donner, comme lignes de nœuds, a cercles concentriques et b dia-
mètres, qui les divisent en parties égales. On comprend, d'après cela, 
que si l'excentricité est très-petite, les sons de ces deux états vibratoires 
différeront très-peu. 

Il faut mettre à part le cas où il ne se produit pas de lignes nodales 
hyperboliques; tarie mouvement ne peut alors être que du second 
genre, et il n'y a qu'un état vibratoire qui produise a ellipses nodales. 

Le mouvement vibratoire d'une membrane renfermée entre deux 
ellipses homofocales, dont tous les points sont parfaitement fixés, est 
aussi soumis à des lois fort simples. 

Les lignes nodales de cette membrane sont encore des ellipses et des 
portions de branches d'hyperbole qui ont les mêmes foyers que les 
deux ellipses des contours. Et il y a encore deux genres de mouve-
ments vibratoires : dans l'un, les portions du grand axe renfermées 
entre les deux contours sont des nœuds; dans l'autre, des ventres de 
vibration. Mais lorsqu'on étudie les états vibratoires des deux genres 
qui donnent pour nœuds a ellipses et b lignes hyperboliques, on 
trouve, si le nombre b est assez grand et si l'excentricité n'est pas très-
grande, que le son est à très-peu près le même, ainsi que la disposition 
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des ellipses nodales. Or, les deux sons différant excessivement peu, on 
sait que dans l'expérience on produira ensemble les deux états vibra-
toires, et, dans le mouvement résultant, la disposition des b lignes 
nodales hyperboliques peut varier d'une infinité de manières. 

M. Bourget a donné la théorie de la membrane circulaire [dnnales 
de l'Ecole Normale, t. III) et a fait les expériences propres à la véri-
fier ; il a trouvé des sons un peu plus élevés que ne l'indique le calcul. 

1. Considérons une membrane plane, homogène, également tendue 
dans tous les sens, et dont le contour est fixé invariablement. Traçons 
dans le plan de celte membrane deux axes de coordonnées rectangu-
laires quelconques, Ox et Oj, et menons un axe des ζ perpendiculaire 
à ce plan. Si nous communiquons un mouvement vibratoire à cette 
membrane, un point de sa surface dont les coordonnées sont x, j et 
ζ — ο éprouvera un déplacement normal w régi par l'équation 

(a) 
d2iv liVw d'tv\ 
dt' m \ d.v l ' dy - / ' 

où m2 désigne le rapport de la tension à la densité de la membrane [* J. 
Et l'on a à intégrer cette équation, en s'imposant la condition que w soit 
nul sur le contour. 

Nous devons supposer dans ce Mémoire que ce contour est une 
ellipse. Mais nous allons d'abord le prendre circulaire et présenter 
très-succinctement la solution de ce cas particulier, qui nous sera en-
suite quelquefois utile comme moyen de comparaison. 

Membrane circulaire. 

2. Plaçons l'origine des coordonnées au centre du cercle et passons 
des coordonnées rectilignes χ et jr aux coordonnées polaires r et α par 

[*] Théorie de Τ Élasticité de M, Lamé, IXe Leçon 
l8.. 



ιί\θ JOURNAL· DE MATHÉMATIQUES 
les formules 

,x = rcosa, j- = rsina, 

eu prenant arbitrairement la direction de l'axe polaire. 

L'équation (et) devient 

dl2 \ dr2 r dr r2 dy.· ]' 

et si Ton pose tv = »sinaXm/, on a 

d1u ι du ι d'à 
dr² + rdr + r²d&² = 4y²u 

Posons u = PQ, en désignant par Ρ une fonction de a et par Q une 
fonction de r, et nous aurons une équation qui peut s'écrire 

rd²Q/Qdr²+ + ̂  Γ·=- Ρ Λ?1 

comme le premier membre ne dépend que de r et le second que de a, 
ils sont égaux à une même constante n2, et Ton a 

(0 —: -+- 7Γ Ρ = Ο, 

(2) '''ΐβ·+ '•^-("ï-4X2c2)Q = o. 

Nous avons pris pour la constante une quantité positive, afin d'ob-
tenir pour Ρ la fonction périodique 

Ρ = A cosrca -t- Β sin/za, 

et, afin que Ρ ne change pas quand on y remplacera a par « -t- an, 
il faut que η soit un nombre entier. 

Si Ton intègre l'équation (2) par séries, on obtient les deux solu-
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tions particulières : 

(3) 
Q = Cr" Γι + r

J
~ r 

yr6 
-1. 2. 3 (n 4-l) (»4- 2) (« 4- 3) * · ■ J ' 

(4) 
Q'= cν-» Γ ι + 4

 R^RR—Î 

(yr)-
+1.2.3 (n — 1) («— 2)(«—3) ' ' j ' 

dont la seconde se déduit de la première par le changement de n 
en —n. Si on fait leur somme, on obtient la solution générale; mais 
comme évidemment le mouvement vibratoire doit rester fini au centre 
du cercle, et que Q'devient infini pour / ==0, on doit se bornera 
prendre pour Q la première solution particulière, que l'on portera dans 

(5) r/ = PQ, w = u s\n2lrnt. 

Enfin, pour que w soit une solution possible, il faut que Q soit nul 
le long du cercle de contour r = h, et λ est déterminé par l'équation 

(IhY (M)4 

I -ι(«4-ι) ι.α (n 4-1) (n 4- 2)- ... = 0 

Posons cette équation 

' ' 1 i(«4-l) 1.2 [η 4-1) («4- 2) ι .2.3 («4-1 ) (η 4- 2) [η 4- 3)+ .... = 0 

elle a une infinité de racines r,, τ
2

, r
s
,..., que nous supposerons 

rangées par ordre de grandeur croissante, et λ peut obtenir l'une quel-
conque des valeurs 

y1 = t1 / h, λ
2
-

Τ
 /

3
= t3 /h, ..... 

Ainsi la formule (5) représente une infinité de mouvements vibra-
toires possibles qui dépendent de n et de λ; n est susceptible de toutes 
les valeurs entières, et à chaque valeur de n correspondent une infinité 
de valeurs de λ. 
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5. Considérons l'un de ces états vibratoires et voyons quelles sont 
les lignes nodales. Le mouvement vibratoire satisfait à l'équation 

w — (A cosna + Bsinna) Q sin2).wi; 

η et λ sont connus, et la hauteur du son, ou le nombre des vibrations 

qui s'effectuent dans l'unité de temps, est Ν = ~· Pour obtenir les 

lignes de nœuds, on fera ιν = o, à quoi on peut satisfaire, quel que 
soit t, en posant 

(7) A cosna. -f- Β sinna = o, 

ou en posant 

(8) Q = o. 

De l'équation (7) on tire tangna = — donc si l'on désigne par πα, 

le plus petit des arcs dont la tangente est — —? et par k un nombre 

entier quelconque, w est nui pour 

h 77 U sss CCj — 1 

et par conséquent on a pour lignes nodales η diamètres qui divisent la 
circonférence du cercle en parties égales. 

Passant à l'équation (8), nous remarquons d'abord queQ est nul au 
centre de la membrane, à moins que η ne soit nul à cause du facteur'/", 
et ensuite il est nul pour différentes valeurs de rqui sont 

,, *' 'S...., 
y y y 

ce sont les rayons des cercles nodaux qui ont même centre que la 
memhrane. 

Le nombre de ces valeurs de r pour lesquelles Q s'annule est infini; 
mais on doit rejeter toutes celles qui sont plus grandes que le rayon 
de la membrane. Quand dans la formule (&) on s'est donné la valeur 
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de ra, λ est susceptible d'une infinité de valeurs — ·, —, · · · ; supposons 

que celie que nous avons adoptée soit la sieme, 

\ r<. 
Λ ' 

alors les cercles nodaux au nombre de s — 1 auront pour rayons 

Il — Ts_l 

X X X 

On voit, par ce qui précède, que, dans l'examen de ces mouvements 
vibraioires, il n'y a d'autres difficultés de calcul que la recherche des 
racines de l'équation [b), dans laquelle varie le nombre entier ra. 
M. Bourget a donné, dans son Mémoire, une méthode pour calculer 
aisément les racines de cette équation, et il a donné les valeurs numé-
riques de ces premières racines pourra = 0, 1, 2,..., 7. 

Les mouvements vibratoires représentés par la formule (b) sont ap-
pelés mouvements simples, et ce sont ceux que l'on constate par l'expé-
rience. Enfin tout mouvement vibratoire que l'on peut imaginer est la 
superposition d'u 11 nombre fini ou infini de ces mouvements simples. 

Passage des coordonnées rectilignes à des coordonnées de l'ellipse. 

4. Désignons par À le demi-grand axe de la membrane elliptique, 
et par c la demi-distance des foyers; prenons pour axes des X et desj" 
les axes de symétrie de l'ellipse; puis adoptons un second système de 
coordonnées déterminé par les ellipses et les hyperboles qui ont les 
mêmes foyers que le contour de la membrane. 

L'une quelconque de ces ellipses est donnée par l'équation 

(0 
x2 y2 

p² + p² - e² = 1 

dans laquelle ρ est > c, et si l'on pose 

p==C
 , ρ

 =
^

p
-_c*

=C
 , 
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ρ et ρ' sont le demi-grand axe et le demi-petit axe de celte ellipse, et β 
ce que M. Lamé appelle le paramètre thermométrique (Sur les Fonc-
tions inverses des transcendantes, Ire Leçon). 

L'une quelconque des hyperboles homofocales a pour équation 

\21 - - - I 

où v est < c, et si l'on pose 

y = c cos a, ν' = \c2 — y2 = c sin α : 

y et v' sont les demi-axes de cette hyperbole, et a son paramètre ther-
mométrique. 

Ou passe des coordonnées χ et y aux coordonnées v et ρ ou α et β 
au moyen des foi-mules 

, 3 ) 

fi — 1 
χ — — = c cos a, C "i 

pV tP — e-P .in&, 
J c ι 

que l'on déduit des équations (i) et (2). Si l'on voulait avoir des for-
mules cpii pussent s'appliquer immédiatement au cercle, 011 adopterait 

4) x = pcosa, j~—p'tiina. 

Soit M un point qui provient de l'intersection tie l'ellipse β = β, et 
de l'hyperbole y = y,. Prolongeons l'ordonnée du point M jusqu'à sa 
rencontre en Ν avec le cercle décrit sur le grand axe. On voit d'après 
les équations (4) que l'angle a est égal à l'angle que fait le rayon mené 
du centre au point Ν avec l'axe des ur, et comme cet angle a pour 

cosinus ̂  il est aussi celui que fait avec l'axe des χ l'asymptote à la 

branche d'hyperbole qui contient le point M, et le rayon mené du cen-
tre au point Ν est cette asymptote. 

Il résulte encore des formules (4)ι φ|(ΐ l'on obtiendra tous les points 
du plan en supposant ρ et p' positifs, et faisant varier ρ' de ο à 00 , et 
α rie ο à in. 
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Quand 011 fait varier ainsi les coordonnées, l'équation β = const, 
représente une ellipse entière, mais α = const, ne représente plus que 
l'une des quatre branches de l'hyperbole terminée à l'axe transverse, 
et l'hyperbole entière est donnée par les quatre équations 

α — χ,, α —π — a,, a —π-i-a,, a = ιπ — a,, 

qui sont celles des quatre branches. Nous supposons dans ce qui va 
suivre que β est positif; cependant non-seulement cette hypothèse n'est 
pas indispensable, mais nous aurons occasion de reconnaître dans la 
suite qu'il peut être utile de faire varier le signe de cette coordonnée. 

Il est bon aussi de considérer les positions limites de ces ellipses et 
deces hyperboles; pour β = ο, l'ellipse se réduit à la droite qui joint 
les foyers F et F'; l'équation a — 0 représente la ligne Fx bornée en F 
et indéfinie dans le sens des χ positifs, a — η représente la ligne F'x' 

indéfinie dans le sens des χ négatifs ; enfin α = ^ détermine l'axe entier 

des y positifs, et α — — la partie négative de l'axe des y. 

5. Reprenons l'équation 

(5) m²\ dx1 dy'1 J dt2 ' 

qui par la substitution de 
w = m sin 2 λ mi 

devient 

(6) 
d2u d2u ,^„ 
dx² dy² 

et substituons à χ et y les coordonnées α et β. 
Pour simplifier, posons 

E(/3) = , e(j3) = 

et 
H2 = E2 (|3)sin2a -1- δ2 {β) cos2a = Ε2 (β) — cos2a. 

Tome XIII (ae série). — AVRIL 186S. 
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on a (IIe Leçon des Coordonnées curvilignes de M. Lamé) 

d.r2 dy2 lArfxJ ' \Φ/ dp2J 

et en différentiant les équations (3), on trouve 

<7 β __ da C ( β ) cos α da <7β — Ε (β) sin α 
dx dy ch² dx dy ch² 

/da\ 1 /ι7α\ ' ι 
(dx)\dy) c5H2' 

et on a, au lieu de l'équation (6), 

?Κ·\ΊΪ· + 7p) = -&"■ 
Posons 

u — PQ, 

et regardons Ρ comme fonction delà seule α et Q comme fonction de 
la seule β, et nous aurons, au lieu de l'équation précédente, 

S Q + P W = - 4λν [E»f/S) — cos3 a I 

OU 

~ Ψ S + 4λ"c1 cos2α = -+ ~ + 4X2caE2 (β). 

Comme le premier membre ne peut renfermer que a, et le second 
que β, ils sont égaux à une même constante Ν ; de sorte qu'on a, au 
lieu d'une équation aux différences partielles, deux équations diffé-
rentielles du second ordre 

g
 +

 (N-4X2c2cos2a)P = o, 

Jp — [N — 4X3c3E3(|3)]Q — o. 

La première de ces équations convient à la membrane circulaire, si 
l'on y fait c — o, et nous savons que l'on doit alors prendre pour la 
constante Ν le carré d'un nombre entier; il ne s'ensuit pas que la 
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même chose ait lieu ici ; car on ne voit pas qu'elle ne dépende pas 
de Xc; mais on est assuré que si la constante dépend de cette quantité, 
elle se réduit du moins au carré d'un nombre entier pour c = o. 

Supposons que nous connaissions une des valeurs de N, et que nous 
ayons trouvé des valeurs de Ρ etQ, qui satisfassent à ces deux équa-
tions ; alors la formule 

w = PQsin2Xm£ 

représentera un mouvement vibratoire possible de la membrane, si on 
détermine λ par la condition que Q soit nul pour la valeur de j3 rela-
tive au contour. 

Sur la détermination de la constante N. 

6. Le premier objet que nous devions nous proposer est donc de 
déterminer la constante N. Or, pour que l'expression dew puisse être 
admise, il faut que lorsqu'on y changera α en a -I-2π, w reste le 
même, puisque w continuera à donner le déplacement du même point 
de la membrane; ainsi Ρ est nécessairement une fonction périodique 
et dont la période est m, et cette condition doit déterminer la con-
stante N. 

Rappelons des résultats obtenus par Sturm sur les équations diffé-
rentielles linéaires du second ordre. Toute équation de ce genre peut 
être mise sous la forme 

(0 
<(ι±) 
dx + Gy = 0 

L et G étant deux fonctions de x. Concevons que G renferme aussi un 
paramètre h, et donnons-lui un accroissement âh·, alors G prendra la 
valeur G -+- c?G, et y se changera en la fonction y, qui satisfait à l'é-
quation 

y ψ) 
dx ( G+ dG) y1 = 0 

Multiplions les équations (1) et (2) par y, et y, et retranchons, nous 
19.. 

(2) 
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obtenons 

y1Tr (L l) - y Tr, (L S) - = °-

Multiplions par dx, et intégrons entre les limites x
0
 et X, nous au-

rons 

/V.£(Ls)dx

-f*-rs(
L
%)

dx -£rr>*six = »; 

appliquons l'intégration par parties aux deux premiers termes, et sup-
posons iïh infiniment petit, l'accroissement de^ le sera aussi, et nous 
aurons, en remplaçant y, par y -t- ùy, 

(A) [ L (dy / dx dy - y d dy/dx]X) 

— / y2â(\dx = o. 

Sturm suppose alors que la quantité L y subisse pour χ — x
0

, 

par l'accroissement de h, une variation d'un signe donné ; pour la re-
cherche que nous nous proposons, imaginons en la place que y soit 
nul ou maximum ou minimum pour χ — x

0
, et quelle que soit la va-

leur du paramètre h. Donc pour χ — x
0

, il faut faire ou y = o, ây — o 

ou % = o, et â = o: dans les deux cas, le second crochet est nul, 

et il reste 

(3) [L dxdy dx - yd dy dx] 

le premier membre est donc de même signe que l'accroissement que 
prend G par la variation du paramètre. 

On peut maintenant reconnaître si les racines en χ de l'équation 
y, = o sont plus petites ou plus grandes que celles de l'équation y = o. 
y est une fonction de χ et de h, et si pour χ = X on a 

J' = o, 
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dès qu'on donnera à h un accroissement âh, y ne sera plus nul, à 
moins que l'on ne donne aussi à χ un accroissement âx tel, que l'on 
ait 

iL»x + %»h = o, 

OU 

d£ âx + ây = o, 

et par conséquent la racine subit un accroissement égal à 

(4) âx = — -y— 
dx 

Supposons L positif; y étant nul pour χ — X, il résulte de la for-

mule (3) que si t?G est positif, ^ ây est aussi positif, et, par suite de 

la formule (4), que âx est négatif; donc les racines de y, — ο sont 
plus petites que celles de y — o, et de même on voit que si c?G est 
négatif, les racines de y, = o sont plus grandes que celles de y — o. 

Si nous imaginons ensuite que l'on donne au paramètre h, non plus 
un accroissement infiniment petit, mais un accroissement fini, et que 
h croisse de h à h,, si en même temps G va en croissant tout du long 
de cet intervalle, ou va tout du long en décroissant, les conclusions 
précédentes, relatives aux racines de y = o et de y

t
 = o, sont appli-

cables, comme on le reconnaît en divisant l'intervalle de A à A, en 
parties infiniment petites. 

Ces considérations sont dues à Sturm (Journal de M. Liouville, 
ire série, t. I, p. 106); mais nous allons montrer comment elles 
peuvent servir à reconnaître si une fonction est périodique, et nous 
obtiendrons des résultats nouveaux. 

7. Essayons d'abord de supposer que Ν est le carré d'un nombre 
entier g2, et, substituant la lettre Λ à le, Ρ est donné par l'équation 

(S) ^-7 -l- (g2 — 4 A2 cos2 α) Ρ = ο. 
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Il est très-aisé de reconnaître que la solution générale d'une équation 
différentielle linéaire du second ordre, telle que les précédentes, peut 
ordinairement être partagée en deux solutions particulières, dont l'une 
soit nulle, et l'autre soit maximum ou minimum pour la valeur zéro 
donnée à la variable. Posons donc 

P = P, + Ps, 

P, étant une solution qui s'annule pour α = ο et P
2
 une solution qui 

est maximum ou minimum pour cette valeur. 
Ce sont les deux fonctions P, et P

2 que nous allons examiner. Dans 
le cas où h s'annule, elles satisfont à l'équation 

(β) d²P' / dx²+ βΡ=°' 

et Ρ, se réduit à A sin g se, P
3
 à Bcosga. 

P, s'annule pour α = ο, comme P'=Asinga; or le coefficient 
de P', dans l'équation (6), est toujours plus grand que celui de P dans 
l'équation (5); il résulte donc de ce que nous avons vu ci-dessus que 
les racines de Ρ'= ο sont plus petites que celles de Ρ = ο ; or les 
racines de Ρ' = ο sont de ο à 27Γ, 

O — 1 ir Ö *r b J <r Ö 

Donnons à h une valeur excessivement petite, et divisons, à partir 
de l'axe des x, une circonférence qui a son centre à l'origine en 
2g parties égales, puis menons aux points de division les rayons Oa, 
Οb, Oc,... ; les racines de Ρ' = ο sont égales aux angles aOb, aOc,..., 
et les racines de Ρ, = ο sont plus grandes et représentées par les 
angles aOb', aOc', Mais lorsque après un tour sur la circonférence 
on revient au point a, P' s'annule de nouveau par la valeur α = ιπ, 
tandis que P,, qui est nul pour α = o, ne l'est pas pour u — ιπ, 
mais pour une valeur un peu plus grande. P, ne reprend donc pas la 
même valeur quand on augmente l'arc α d'une circonférence. 

Pour démontrer que P
2

, tirée de l'équation (5), n'a pas 2π pour 
période, appliquons la formule (3), en remplaçant χ par a, L et G 



PURES ET APPLIQUÉES. 151 
par ι et g- — 4 A2 cos2 a, y par P2, ,r0 et X par ο et απ, et nous 
aurons 

( dp²/d&)"^PJ —

 Ρ 2 <? +4 (2// âh 4- <?A
2

) Ç Ρ G cos2 α r/ et = o, 

formule où l'on ne doit tenir compte de âh2 que lorsque h est nul. 
Supposons que nous fassions varier h de la valeur zéro à la valeur 

infiniment petite ci h ; P2, pour h ~ o, se réduit à Bcosga, et il est 
alors maximum pour α~2π comme pour a = o; ainsi, en faisant h = o 

dans cette formule, s'annule, et l'on a 

(P
2

 â -^)
a

^ = 4 {$hy J P
2cos2«ùa; 

le second membre est essentiellement positif, donc &n'est pas nul 

pour α = απ, ou n'est pas nul pour « = 2π quand on fait h = àh-, 

donc enfin P
2

, qui est maximum pour α = o, ne Test pas pour a. = απ, 
et la fonction n'est pas périodique. 

Si Ton prenait pour la constante 

Ν = g1+ 4 AS 

en désignant encore par g un nombre entier, l'équation qui donne Ρ 
deviendrait 

d² P/ dx²+ (g2 4- l\h2 sin2 α) Ρ = ο. 

En définissant les solutions particulières P, et P
2
 comme ci-dessus, 

on reconnaîtra que les racines de Ρ, = o et de P
2
 = o sont plus petites 

que celles de Asinga = o et de Bcosga = o, et Ton démontrera 
aussi, comme tout à l'heure, que P, et P

â
 ne sont pas des fonctions 

périodiques. 

8. Enfin, prenons pour Ν l'expression 

Ν = g2 4- a A2, 
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nous aurons l'équation 

d²P/d&²+ (g2 — ïA2 COS2Cc) P = o, 

et nous allons démontrer que Ρ est alors une fonction périodique si h 
est excessivement petit, c'est-à-dire si on peut négliger les puissances 
de A2 supérieures à la première [*]. 

Si nous ne considérons que les solutions qui sont nulles, ou maxima 
ou minima pour ct = o, et que nous avons désignées par P, et P

2l 

nous avons, d'après (3), l'équation 

(7) ^ c?P — Pc? = — 2 (2 h âh + c?A2)j" P2cos2arfa. 

Au lieu de laisser A quelconque, prenons-le égal à zéro, et donnons-

lui l'accroissement c?A; puis appliquons la formule (7) en faisant α = ^· 

Si c'est P, que nous considérons, nous aurons 

Ρ, cos2 α = sin2gacos2a = — — ^ - > 

et si g n'est pas égal à 1, on aura 

1C 

y P2 cos lada — o. 

Si nous considérons P
2

, nous avons 

et si g n'est pas égal à 1, on a encore 

P2 cos2α = cos2ga cos2 a = — 1 2 >_— 12 l_, 

π 

J P2 cos2 a da = ο; 

[*] Toutefois, si g— 1, il faut prendre Ν = ι 4- A1 ou = i-t-3A3, selon qu'il 
s'agit de P, ou de P,. 
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donc l'équation (7) se réduit dans les deux cas à 

(8) (^<?P - p*^) =0; 

2 

mais pour h = ο, P, et P2 deviennent singa et cosga, et l'une des 

deux fonctions est nulle et l'autre maximum pour a = or de cette 

formule on conclut que si Ρ est nul pour α = c?P l'est aussi, et que 

si — est nid pour a — -, a— l est en meme temps. Donc, pour une 

valeur très-petite de h et pour a = -, P, est nul ou maximum 

comme singa, et P2 est nul ou maximum comme cosga. 
Supposons maintenant que h ne soit plus excessivement petit, mais 

qu'il ait une valeur quelconque ; et, posant Ν = R + 2 A2, considérons 
l'équation 

(9) d²P/d&²H- (R — 2 A2 cos 2α) P = o, 

dans laquelle R dépend de A, et se réduit au carré g2 d'un nombre 
entier pour A = o; par l'application de l'équation (3), on a 

dP/d&c?P — P â ~ = J* P2 (ciR — Î\h âh cos 20c) da\ 

alors imaginons que l'on sache déterminer la constante R de manière 
que l'intégrale 

7Γ 

ί P2 (<ÎR — L\h èh cos2<*) de 
ν O 

soit nulle, quel que soit A : la propriété que nous venons d'obtenir 
quand A est très-petit a lieu pour une valeur quelconque de A, car on 

aura encore l'équation (8), et P sera nul ou maximum pour « =r/2 

selon que singa et cosga, auquel il se réduit pour h — o, est nul ou 
maximum. 

Tome XIII (2E série). — MAI 1868. 20 
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Remarquons dès à présent que rien n'indique que, pour une même 
valeur de g, la constante R soit la même dans les fonctions P, et P

2
; 

elle est en effet différente, et la solution générale de l'équation (9) ne 
peut être périodique. Pour fixer les idées, choisissons la constante de 
manière que l'on ait 

7Γ 

I P,(<?R— 4 h à h cos ICF.) do. = o, 

et je dis que la fonction P, reprendra les mêmes valeurs ou des valeurs 
égales et de signe contraire dans chaque quadrant, en sorte que « étant 

compris entre ο et les quatre quantités 

Ρ, (α), Ρ, (π — χ), Ρ, (π -h a), P, (an — «) 

sont égales, au signe près, et que P, est périodique. 
Comme nous aurons occasion de le voir plus tard, si on pose ν = cos«, 

la solution générale de l'équation différentielle qui donne P est la 
somme de deux solutions particulières qui se développent ainsi 

P' = A
0
 4- A, p2 + Aaes + A3ce -+-..., 

P" =: Βμ + Β(μ' + Ba es B, e7 .... 

La première est maximum et la seconde nulle pour ν = ο, ou pour 
77 

1 
Il résulte de là que P, est égal à P' ou à P", selon qu'il est nul ou 

maximum pour a = or, si l'on change ν en — ν ou α en π — a, 

P' reste invariable et P" change de signe seulement; donc P, reste le 
même, au signe près, quand on remplace a. par π — α. 

Pour passer au troisième quadrant, on remarque que la solution gé-
nérale de P peut être partagée en deux solutions dont l'une est paire, 
et dont l'autre est impaire, suivant les puissances de v' = sin α ; P,, qui 
est nul pour CF. — π, est égal à la solution impaire en v', et on en con-
clut 

Ρ, (π + A) — —- Ρ, (π — CF.), Ρ, (Π α) = ± P, (CF.). 
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Enfin, on peut obtenir de la même manière les valeurs de P, dans le 
quatrième quadrant. Donc la fonction P, reprend les mêmes valeurs 
au signe près dans chaque quadrant, et se comporte dans les change-
ments de signe comme siuga, et elle a 2 π pour période. 

Si l'on détermine la constante R de manière que Ton ait 

7Γ 

/P² (dR/dh~~ 4 h cos 20^ da. = o, 

on arrive à des conclusions semblables pour P
2
, qui se comporte dans 

le passage d'un quadrant au suivant comme cosga. Il n'est donc né-
cessaire d'étudier les fonctions P, et P

2
 qu'entre les limites a — ο et 

π a = — 
2 

9. Si nous regardons d'abord h comme très-petit, la constante R se 
réduit à très-peu près à g2, et l'équation différentielle à 

~ + (g2 - 2h2cos2 κ) Ρ = ο. 

Si Ton donne à h l'accroissement âh, toute racine de 

Ρ, = ο ou de Ρ
2
 = ο 

subit une variation dont la valeur est 

àa= - c?P ;dP/ a a 

On a la formule générale 

dP dP - Pd dP 
\ α α u α 

(10)| = <?P — Pc? —2(nhàh 4- iïh
2
)j* P

2
cos2adoc. 

Faisons a — o; supposons que Ρ représente P, ou P
2

, et que α soit 

une racine deP = o, renfermée entre o et l'équation précédente 

20,. 
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devient 

-j- tiP = — ·ι (2 Ac? Λ -+- à h2) P2 cos a ad a. 

Tous les éléments de l'intégrale sont positifs; donc — ci Ρ est négatif 

et la variation des racines positives, quand on donne à h l'accroisse-
ment c?A. 

Faisons a = et supposons que α soit maintenant une racine de 

Ρ = ο, renfermée entre 5 et -> on déduit de la même formule 

7Γ 

~ c?Ρ = 2 {ahâh H- â/ι2) f P2cosaada\ 
vu 

le second membre est négatif; donc l'accroissement de la racine est 
encore positif. 

Supposons par exemple qu'il s'agisse de P
2

, et que g soit pair; alors 

la fonction P est maximum comme cosga pour α = ο et α = Si OA, 

Oc, Oc/,... font avec 0.r des angles égaux aux racines de l'équation 
cosga = o, ces droites pourront représenter des lignes nodales de la 
membrane circulaire, et les arcs Ac, ce/,... sont égaux entre eux et 
doubles des arcs extrêmes ab et ef du quadrant af. 

Considérons une ellipse dont l'excentricité est très-petite, et menons 
les asymptotes des lignes nodales hyperboliques OA', Oc', Oc/',...; il 
résidte de ce que nous avons démontré que les angles nOb', aOc', 
aOd',... sont respectivement plus grands que aOb, ciOc,.... Mais il 
y a plus : les angles A'Oc', c'Oc/',... sont >■ AOc, cOd,... dans la 
première moitié du quadrant et sont moindres daus la seconde moitié. 

Pour le prouver, désignons par a, et a2
 deux racines consécutives 

de l'équation P., = o, et considérons la fonction 

Π = A sing (α — a,), 

qui s'annule pour a ~ a, ; P
2
 ne se réduit pas à Π pour h = o; mais 

on peut imaginer une fonction P qui satisfasse à l'équation différen-



PURES ET APPLIQUÉES. ι 57 

tielle du second ordre, et qui parla variation de h passe de ΓΙ à P, en 
restant constamment nulle pour α = α,. Alors pour se = a,, 011 aura 

Ρ = ο, ίΡ = ο, 

et en faisant α = α, et a — a, dans l'équation (10), on oblient 

(/-τ-$p) — — 2 [ihùh + dh2) f P2 cosααί/α; 

si <x, et a2
 sont moindres que l'intégrale du second membre est po-

sitive, et le premier membre est négatif; donc la variation de la ra-
cine a, 

ία, = — ί Ρ ; ̂  > 

mais cette fois comptée à partir de α,, est positive ; donc l'intervalle des 

deux racines «, et a
2
 a augmenté; il est donc plus grand que — · On 

verrait qu'au contraire si a, et a
2
 sont compris entre ^ et l'intégrale 

est négative, et que l'intervalle entre deux racines diminue quand 

h croît, tout, en gardant de très-petites valeurs. 

10. Mais quelle que soit la grandeur de h et quel que soit le sens 
dans lequel varie la constante R, quand on donne un accroissement 
infiniment petit à h, les racines subissent des modifications infiniment 

petites, et celles qui étaient comprises entre ο et ^ y resteront constam-

ment; car Oa et Ci/sont des lignes 011 P
2
 est maximum et ne peut 

s'annuler, et que par conséquent ces racines en changeant de grandeur 
ne peuvent franchir. Ensuite cette propriété appartient dans tous les 
cas aux fonctions P, et P

2
, dont la première est nulle, et la seconde 

maximum pour α = o, tandis que l'une s'annule et l'autre est maximum 

pour α — ï, suivant la parité de g. Ainsi, par exemple, si P
2 s'annule 

pour a = —, il est impossible que par l'accroissement de h une racine 



158 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

comprise entre ο et ^ franchisse la limite car si pour une valeur de h 

une racine comprise entre ο et ^ devenait égale à l'équation P
2
 = ο 

aurait une racine double pour α = donc Ρ et par suite les 

dérivées de tous les ordres, s'annuleraient ensemble pour une même 
valeur de a; ce qui est impossible. 

Or pour h = ο les fonctions P, et P
2
 se réduisent à singa et cosga, 

et s'annulent g fois de ο à π ; donc quel que soit h, les équations Ρ, = ο 
et P

2
 = ο ont aussi g racines de ο à π (en admettant parmi ces racines 

celle qui serait zéro, mais non celle qui serait égale à π). 

Développements des fonctions P, et P
2
 suivant les puissances de h. 

11. Pour développer suivant les puissances de Λ les solutions P, 
et P2 de l'équation 

d²P/d&²+ (R — 2 Λ2 cos 2a) P = o, 

qui ont 2π pour période, et dont la première est nulle, la seconde 
maximum pour α = ο, nous poserons 

R = g2 + βΐί" -+- γΛ6 + dh* + ..., 

en désignant par g un nombre entier quelconque, et nous chercherons 
à déterminer les coefficients d'après la condition que P, et P

2
 soient 

périodiques. 
Considérons d'abord P

2
; posons dans l'équation différentielle 

P = p
2
 = cosga + Λ2 p, R == g2 -4- Β Λ4, 

et nous aurons 

dP/d&1-+- (g2 — 2 Λ2 cos 2 χ + ΒΛ4) ρ — (acosaacosga — ΒΛ2 cosga) = ο. 

Posons ensuite 
p =p -f- Λ2p,, 
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et nous aurons 

(M o — -r -h s Ρ — 2 cosicc cosira, 

(b) 
ο = + (g2 — ih2cosa<x -h B h") p, 

H- (— 2 cos2a -H B/î2) ρ -H B cosga. 

Pour résoudre l'équation (I), nous remplacerons 2 cos2« cosga par 
cos (g + 2 ) α -l- cos (g — 2 ) α, et nous poserons 

ρ — a cos (g + 2) α b cosga + c cos (g — 2) a ; 

on trouve immédiatement 

-1 1 
a =4 (£ + ')' 6 ~ 4 U' — ') ' 

pour b, il n'est pas déterminé, et en effet P
2
 se réduit à cosga pour 

h — o; mais si l'on suppose que l'on ait obtenu son expression, et 
qu'on la multiplie par 1 -4- ΒΛ2, cette nouvelle expression peut encore 
représenter P

2
, et le coefficient b change par là d'une manière arbi-

traire. 
Puisque nous pouvons donner à b la valeur que nous voulons, nous 

ferons 
b — o. 

Dans l'équation (b), posons 

P< = P< -H H* P2, B — /3 -F C H2, 

et nous aurons les deux équations 

(H) "77^ + §2 Ρ1 — a cos 2 ce ρ + β cos g α — ο, 

ο = -γ-γ -t- (g2 — 2 Λ2 cos 2 α -h- β h1 -h Cha) ρ
2 

(c) -t- (— 2 cosaa H- β/ι2 + Cfi' jp, 

H- [β -+- G h2) ρ + C cosga. 
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Pour résoudre l'équation (II), on doit remplacer 2 cos2aρ par sa 
valeur 

rtcos(g + l\)a-f- beos (g -+- a) a 

-t- (a 4- c) cos g a 4- δ cos (g — 2) a 4- ccos(g — /4) a, 

puis substituer pour p, 

ρ
4
 = de os (g H- 4) a 4- ecos(g 4- 2) a 

4-/cosga -h Λ cos (g — 2) a 4- A cos (g — 4) «> 

et on trouve, en égalant à zéro les coefficients des cosinus des arcs dif-
férents, 

(*■ — tt~: > β = — — ? h = -7— î A" = — Γ 5 

β = a -t- c. 

b est laissé arbitraire dans ces formules; si l'on y suppose b — o, on a 

d
 3

2
(g-t-0(g-t- a)'

 6
 °' ^

 k 3%{g — i)(g — 2)' 

j3 = ·—— 

Le coefficient f reste encore indéterminé, et en effet, si l'on imagine 
obtenue l'expression de P

2
 et qu'on la multiplie par ι 4- B A2 -+- C h*, 

on changera non-seulement le coefficient b d'une manière arbitraire, 
mais aussi le coefficient^; ce qu'il y a de plus simple est donc de faire 
/= o. 

Dans l'équation (c), posons 

P2 = Pi + h2 p
8

, G — 7 -H D/i2, 
et nous aurons 

η 
(III) 4- g2P2 — 2 COS2ocp

t
 + βρ-h y cosga = o, 

1 ° = + ~ 2^2cOS2a + β h* -h C/je)p
3 

^ i 4-(—acosaa 4-|3δ
2
 4-Οδ

4
)ρ

2 

4- (β + Cht)p, 4- Cp -t- Dcosga. 
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Remplaçons dans l'équation (III) 2 cos2ap, par 

d cos (g + 6) α + e cos (g -f- 4) -f- (d 4- f) eos (g 4- 2) a 4- (e 4- h) cos g α 

4- (k 4- /)cos(g — 2) α 4- h cos (g — 4)'« + kcos(g — 6) a, 

et posons 

p
2
 = I cos (g 4- 6) a 4- m cos (g 4- 4) « + ucos (g 4- 2) a 

4- σ cosga -+- <7 cos (g — 2) a 4- rcos (g — 4) a 4- £ cos (g — 6) a ; 

nous aurons 

Ί
 — d — β h k 

12 (g+ 3) 8 (g 4- 2) 8(g—2) 12 (g- —o) 
n= — rf—/4-8« Ί +·/— β c » e/= 0 

4(g + 1) 4(g-1) 

Telles sont les expressions de /, m, quelles que soient les va-
leurs données à b elf', et si on les suppose nulles, on obtient 

- 1 1 
l~ 2\ 3 (g-4-1) (g-4-2) (£4-3)' m — °' r-°-> s — a'. 3(g- — ï) (g- — — 3)' 
- (g² + 4g +7 ) g² - 4g + 7 

n =2: (gr 4- if (g — I) (g 4- 2)' y 2:(éT— I)3(g,4-i)(g·— 2)'y = 0 

sr est indéterminé, comme b et j\ et nous le ferons nul aussi. 
Maintenant que l'on voit quel genre de simplification amène l'hypo-

thèse de la nullité des constantes arbitraires, et que l'on reconnaît 
qu'elle amène l'évanouissement des termes de rang pair dans p, p

n 

p
2

, etc., faisons immédiatement ces réductions dans les calculs sui-
vants. Posons dans l'équation (d) 

p
3
 = p

3 4- h2 p
4

, D = <?4-EA2, 

nous obtiendrons les deux équations 

(IV) d3p3/dx²+ g3 Pi — 2 COS 2 ap
2
 -4 β Pi 4- c?cos got = ο, 

(e) 

ο =■ 4- (g2 — 2A2 cos2Cf 4- β h* 4- G A6) p
4 

-h (— 2 cos 2 α 4- |3Α2 4- C A4) p
3
 4- (β 4- G h2) p.

2 

4- Ch2p, 4- (ci 4- Eh2) ρ + E cos g α 

Tome XIII (2« série). — MAI 1868. 21 
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Remplaçons dans l'équation (IV) acosap
î
 par 

/ cos (g' ~h 8) a -f- (/ 4- n) cos (g 4- 4) α + {<] + tl) cosg<x 

4- (q 4- s) cos (g — 4 )« + « cos (g — 8 ) a, 

et posons 

Pi = R, cos (g 4- 8) « 4- R
2
 COS (g + 4) « A- R3

 cos g a 

-f- R,, cos(g — 4) » + RsCos(g — 8) a; 

nous aurons 

R11
 Î6(g + 4)'

 2
~ "8 (g+ 2)" ' 8(^-2)' ' -<! * Î 

è = η 4- H, 

ou, en effectuant les calculs, 

R1 = 1/ (2².3(g + 1) (g + 3) (g + 4)) 

R2 = g3 + 7 g² + 20g R4 = g3 - 7g² 

d = 5g²+7 / 32(g² - 1) ²(g² - 2²) 

ajoutons à ces valeurs R3 == o. 
Si nous posons encore 

Ρ* = p.·, A- ^2p
5

1 Ε = ε 4- H42, 

ρ s, nous sera donné par l'équation 

D
-~ A- g2p> — 2COSQ.Cr.pi 4- /3yP

2
 4- C?/> 4- £ COS g a. = O, 

et nous aurons 

p
t
 ----- S, cos (g 4- ίο) a 4- S

2
 cos (g- 4- 6) « 4- S

3
 cos 'g 2) « 

— S, cos (g — 2 ) α 4- S
5
 cos (g — 6) a -4 S

e
 cos (g — 2 ) a, 
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en prenant 

S1 = R1 / 4.5(g + 5 S2= 

S4 = R4 - Bq 

ε — ο, 
OU 

2''.3.4.5(g-+-i)(g-t-2)(g-t-3)(g-+-4)(g-t-5)' 8 2".3.4.5(g— i)(g—a) (g—3) [g—4)^—5)' 

c _ — fg" H- 11 gs -I- 4gg2 -+-'°ι g H- 78) „ g4 — 1 ig3 + 4gg2 —101 g + 78 
2 13(g + 1)3 (g + 2) 

g — (g' + 7ge + 18g5 -t- 24gj -+- 63g3 -+- 81 g7 4- 2.06g· + 4^4) 
2 10. 3 (g + 1)5(g + 2) ²(g+3)() 

e g1 — 7ge + i8gs — 24gs -+- 63g·3 — 81 g3 H- 206g — 464 
2,0.3 (g — i)5(g — 2)2(g- — 3J(^"H-i)a(g"-+- 2) 

Pour terminer ce calcul, remarquons que le coefficient vj de /d2 dans 
la constante a pour valeur 

ν; — S3 S4, 

et, en remplaçant S
8
 et S

4
 par leurs expressions, 

9 g6 + 22 g4 - 203 g2 - 116 
Ά —

 a
0(g.2 _ i)^g

4
_ 2'i/i(g3 — 32) 

Ainsi, en mettant dans R les valeurs des premiers termes, 011 obtient 

R = g² + 1 / 2(g² - 1) h² + 5g² + 7 h8 
(0 

+ 9 g6 + 22g4 - 203 g² -116 + §... 

12. Il est temps de remarquer que l'on 11e peut continuer ainsi le 
développement de P

2
 et de la constante R sans se préoccuper de la 

valeur du nombre entier g; car le coefficient de hk contient en dénomi-
nateur le facteur g — 1, le coefficient de Λ8 le facteur g — 2, le coeffi-
cient de h{i le facteur g — 3, et ainsi de suite; de sorte que, quel que 

21.. 
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soit le nombre entier pris pour g, on finira par trouver un terme infini. 
On doit même arrêter le développement de R avant la rencontre d'un 
terme infini; car, pour qu'un terme de la constante puisse être 
accepté, il faut que le terme de même ordre de P

2
 puisse lui-même 

l'être. 
Pour plus de clarté, considérons un cas particulier, celui de g — 4 par 

exemple. Les coefficients de A8 et de A'2 dans R conservent une valeur 
finie et doivent cependant être rejetés. Pour le reconnaître, reprenons 
le calcul de p

z
, qui demande à être modifié, car la valeur de R

5
 qui y 

figure devient infinie. 
L'expression de xcosxxp

2
 devient 

I cos 12α + (/ -+ η) cos8α -+- {q -t- η ■+- s) cos4« + 7 -t- ί, 

el les termes en cosga et cos (g— 8) a se réunissent en un seul, en cos4«. 
Nous substituerons dans l'équation (IV) 

p
3
 = R, cos ι ία. + R

2
 cos8α -I- R

3 cos4α -I- R»ι 

pour déterminer les coefficients; mais dans le résultat de la substi-
tution, le coefficient de cos4« devant être nul, on obtient 

â = q -+- η + s ; 

la valeur de è doit donc être augmentée de la quantité s ; on a 

q + n = 87 / 27 . 3 4 5 3 

et par suite 

* = -£!-. 

On voit clairement comment on continuerait ce développement. 
Si g est >> 4» les trois premiers termes de R sont ceux que l'on 

trouve dans l'expression (/); si g est Ο 6, on doit encore prendre dans 
Je développement (/) le terme en A'2, et ainsi de suite. 

Nous allons considérer le développement de P
2
 et les premiers 

termes de R quand g est inférieur à 4· 
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Si g est égal à zéro, le développement que nous avons trouvé pour P
2 

est applicable, et c'est même le seul cas où l'on puisse l'appliquer aussi 
loin que l'on veut. 

Si g = 2, 011 obtient, par un calcul spécial, 

P
2
 = cos2a -+ A

2
 cos4a + + 3^ cos6« 

— Ae ( ' , cosSa h—cos/ja H——) 

-+- A8 ( -57- cos 10« H . cosCoA 

+ h*° ( r. COS 120C rcaosi COS 8« 

+—a a* r COSq# ô"7 ) -f- . . . ^ 

(A) ' r = 4 + 1;,«~ 4^h8 + 100247h12 

Si g — 4 ; on a 

P, — cos 4 α -l· fr ( -—- cos 6 α H—— cos 2 α j -f- A* ( -ί- cos 8« H—— ^ 

-h A6 (.. cos 1 οα cosfia -ι cos2 τ. | 

-4- A8 ( —5— cos 12a + .*/ cos8a ] 

— h*° { or ■'/■e-f cos '4» H 5— COS 10 a 

-1—7-2—i— cosoa + 7.—Lj3— cos2a ) 4- ... ; 

(B) 
R
 =

 ,6
 +
 jL

+
 jjgL./," + ,... 

Les développements (A) et (B) ne contiennent que des puissances 
paires de h% et nous démontrerons plus loin que R jouit de cette pro-
priété toutes les fois que g est pair. 
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Pour g — ι, on a les formules suivantes : 

P, = cosa — 4 cos3a -h A4 ( cos5a — cos3a ) 

" A* (9^6 cos7* - 7ïk cos5a +
 Tk

 cos3a) 

-l-/,,(^85cos9a-4ikcos7a 

+

 2
45^

cos5a +
 M4

cos3a
)+ ...... 

H — 1 4- A2 — 5 A' — A6 ^ A8 μ A<0 -4 .... 

Pour g = 3, on a 

P., — cos3α 4- A3 ( Vcos 5 α -f- — cosa ) 

+ h
* (ëfe cos

7

a-
+
-^cosa) 

- (4^fccos9a - COs5a +
 ^8

 Cosa
) 

4 A' ( ,
 c

—cos 11 a H—cos 7 a 

-^cosDa -—cosaj+.....; 

R = 9 + -7· h> + if h6 + Λτ h8 - -4 h'° A- ■ ■ ■ · 

15. Proposons-nous maintenant de développer P,, et comme pour 
une même valeur de g la constante R a une valeur différente dans P, 
et P

2
, représentons-la maintenant par R'. Ainsi nous avons l'équation 

différentielle 

{m) d²P1/dx4- (R' — 2 A2 cos 2α) P, — o, 

et il faut trouver la solution qui s'annule pour α = ο et choisir 

R' — g·2 4 jSA" 4- yh" 4- ci A8 4- ε A10 -4 -η A12 -4 ... 
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de manière qu'elle soit périodique. Posons 

P, = sing-α -+- h2 p + h*p
t
 -4- A°/?2

 -h h*p
3

+..................................... 

et nous aurons exactement les mêmes calculs que pour P
2

, avec le 

seul changement des cosinus en sinus; ainsi nous aurons 

ρ = a sin (g -1- 2) α -H c sin ( g — 2) a, 

p
t
 = dsin (g -+- 4) a -+- k sin (g — 4) a, 

p
3
 — I sin (g + 6) a + η sin (g -+- 2) a 4- q sin (g — 2) a 

+ J sin (g — 6) a, 

............................................................ 

et a, c, c/, A- ont les mêmes valeurs que dans l'expression île P2; on a 
donc encore pour la constante 

R' ο2 H ' IP _| 5gi+ ? lp 

9g6 ■+· 22g·1 — 9.03g' — 116 7t2
+ 

+ 64(g²— OMg·2 — 4)2 (g-2 — 9) 

et ce développement doit être arrêté au même terme que dans R ; 

ensuite, quoique les premiers termes de R et de R' soient les mêmes, 

ces deux constantes ne sont pas égales, et les deux séries se séparent 

dès le terme à partir duquel on est obligé de remplacer g par sa valeur 
particulière. 

14. Quand on a obtenu la valeur de P
2
 pour une valeur impaire 

de g, il est aisé d'en déduire celle de P, pour la même valeur deg. 

En effet, si P2
 est donné par l'équation 

(M) + hi> ~
 tWcosia] Ρ = ο, 

en changeant h2 en — h
2
 et et en ^ - a, on aura une fonction pério-

dique qui satisfera à l'équation 

(p) 7^ -T- [
R

(G% -
 HÎ

) — TOS2«] Ρ = O, 
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de même forme que (m), et si g est impair, les cosinus de P
2
 se changent 

eu sinus; on a donc l'expression de P
(
, et de plus on voit qu'on 

obtient la constante R', qui convient à P,, en changeant dans R 

A2 en — A2. 

D'après cela, pour g = ι on a 

P, — sina — sin3a -t- h'' ( —— sin 5a -t- -É
 s

j
n
 3

α
 ] 

~
 Λβ

 (^T6
 sin

7« + Tik
 sin 5α +

 7^6
 sin3a

) 

-+* ( η ' u sinna -t- , ' sin η a 

+

 3Ρ·>"
5

«-safer -·-···< 

R = [ _ h
2
 — ^ A

1
 -4- A° — ^6 ̂  ~~ 36864 ^'°

 +

 ' " ' ' 

Et pour g = 3 on a 

P, — sin3a -+- A
2
 sin5α -f- sinor^ 

+ h4 (I/640 sin7&+ 1/64 ) 

+
 (^fe

sin9a
 ~ 764ïï7

sin5a +
 ^8

sina
) 

+ h8
 (

a
".3'.5.

7

 81,1
 "

 α + sin 7« 

-+- 4- sin 5a -t- 4- sina ) 4- . . . ; 

R

'
=

 9
 +

 16 ~ 64
 +

 6^7^ 16784
 h

'°
+

 " ' ' " 

Si g est pair et que P
2
 soit donné par l'équation (n), en changeant 

h2 en — h2
 et α en ^ — α dans P

2
, on aura une fonction P qui satisfera 

à l'équation (/>); mais les cosinus restent des cosinus dans ce change-

ment; donc la nouvelle expression appartient encore à P,, et on 

en conclut 
R(g2, _A') = R(g2,A2). 
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Le même raisonnement est applicable à Ρ, ; par conséquent, si g est 

pair, P, ne change pas quand on remplace α par ^ — α et h2 par — Λ2, 

et R' ne renferme que des puissances quatrièmes de h. ' 

Par un calcul spécial, on trouve, pour g = 2, 

Ρ, = sinaa sin4« 4- ^777 sinoa 

+

 (s4;
!in8c(+

'7355
 s
'"

4

") 

4- Λ8 ( ~ô7~ sin χ ο a ''7 , sin 6 a ) 

4- Λ'° ( 5——sin 12« 4- ' ',,— sin8α 

-^63Ϊ55
8,,

"
1
4

+
· ··' 

-R/ /. 1_ /,4 , 5 J
 s

 289 Al 2 ι 

Pour g = 4» on a 

P. = sin4α 4- h2 ( sin6a 4 sin2a ) 4- -5- sin8a 

— Λβ (
 0

 sin ιοα H- sin6α — sin 2α j 

+ h8 (^
 sin r 2 α -H τττ— sin8& 

-t- Λ
10 ( „ ■ ■ sin J4« 5-^ sin 10a 

_t_ . j
 2

9- sin6a 4 — sin 2«) 4- ... ; 

o' . Γ , L A4 ^'7 A8 I 4^07 ^12 , 

» 

Sur les fonctions Q qui doivent être associées à Ρ, et P
2

. 

15. On passe de l'équation 

(Q — 4- (R — 2Λ
2 cos2α) Ρ = ο 

Tome XIII (2
E série). — MAI 1868. 22 
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à celle qui donne Q 

(2) ^-[R-
a
A'E(

2
f3)]Q = o, 

en changeant α en βί et Ρ en Q, et R a la même valeur dans l'une et 

l'autre; donc si dans les valeurs de P, et P
2
 on change α en β/, on 

aura des solutions de l'équation (2). Or il est aisé de comprendre que 

si la membrane se plie dans un mouvement vibratoire le long des 

droites FA et F'A', comprises entre les foyers et les sommets du grand 

axe, et qui ont pour équations α = ο et α = π, elle doit aussi se plier 

tout le long de la droite FF' menée entre les foyers et qui est donnée 

par β = ο. Donc 

Ρ, = singa -|- A2 [a sin (g 4- 2) a 4- b sin (g — 2) a] -1- ..., 

qui s'annule pour a = ο et α = ττ, doit effectivement s'associer à la 

fonction 

Q< = A ; + /> ; J + ...j. 

qui se déduit de P, en changeant α en βί, et qui s'annule pour β = ο. 
De même 

P
2
 = cosga + A

2
 [a cos(g 4- 2) a 4- b cos (g — 2) a] 4-, 

qui est maximum ou minimum pour α = ο, doit s'associer avec 

Q
2
 = A j Ε (/3g) 4- A

2 [ΛΕ (g 4- a /3) 4- AE (g — 2 /3)] F 4-..., 

qui est maximum ou minimum pour β = ο. 

Toutefois les expressions de P, et P
2
 pourront être convergentes, 

sans que celles de Q, et Q
2
 le soient, pour toutes les valeurs que peut 

prendre β dans l'intérieur de la membrane ; mais, pour le moment, 

nous voulons plutôt faire remarquer les caractères des fonctions Q, 

et Q
2 que de donner un moyen de les calculer. 
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Sur les lignes nodules. 

16. Nous pouvons déjà faire quelques réflexions sur la nature des 

lignes nodales d'une membrane elliptique. Nous avons vu que dans un 

mouvement vibratoire simple le déplacement d'un point de la mem-

brane est donné par la formule 

w — PQ sin 2 λ/hî, 

où Ρ et Q satisfont aux deux équations (1) et (2) du numéro précé-

dent, et où λ est déterminé par la fixité du contour. Et Ρ étant une 

fonction de α à période 2 π, on ne peut prendre pour elle que P(
 et P

2
, 

de sorte que Q, et Q
2
 étant les valeurs correspondantes de Q, on a 

deux genres de solutions donnés par les formules 

w = P, Q, sin 2λ( mt, 

w = P2 Q2 sin2X2 mt, 

et les lignes nodales ont pour équations, dans le premier genre, 

P, = o, Q, = o, 

et, dans le second genre, 

Po = o, Qo = o, 

Dans le premier genre, le grand axe est une ligne nodale; dans le 

second genre, il est en maximum ou en minimum de vibration. 

Les équations Q, = o et Q
2
 = o donnent des ellipses qui ont les 

mêmes foyers que le contour de la membrane. Les équations Ρ, = o 

et P
2
 = o déterminent les asymptotes des lignes nodales hyperboliques 

qui ont encore les mêmes foyers; et le nombre entier g qui entre dans 

P, et P
2
 indique combien de fois ces fonctions s'annulent de o à π, 

c'est-à-dire le nombre des lignes nodales hyperboliques, en désignant 

par ligne nodale hyperbolique les deux branches d'une hyperbole ter-

minées au grand axe qui ont la même asymptote. Dans cette manière 

de voir, une hyperbole est comptée pour deux de ces lignes; mais si le 

22 . 
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grand axe ou le petit axe sont sans mouvement, ils ne sont comptés 

que pour une seule ligne hyperbolique. 

Si g est nul, le mouvement ne peut être que du second genre, et il 

n'existe aucune ligne hyperbolique. 

Si g— i, on n'a de ligne nodale hyperbolique que le grand axe 

dans le premier genre et que le petit axe dans le second genre. 

Si g — 2, dans le premier genre on a pour ces lignes le petit et le 

grand axe, et dans le second genre une hyperbole. 

Si g = 3, on a pour ces lignes nodales une hyperbole et soit le grand 

axe, soit le petit axe, suivant que le mouvement est du premier ou du 

second genre. Et ainsi de suite. 

Quand les séries trouvées pour P, et P
2
 seront très-convergentes, 

comme on connaît exactement le nombre des racines comprises de 

ο à nos formules seront très-commodes, et il sera aisé de séparer 
1. 

ces racines par des substitutions et de les calculer avec l'approximation 

voulue par l'expérience. 

Mais si h, qui est proportionnel à l'excentricité de la membrane et 

à la hauteur du son, est assez grand, ces séries ne sont plus conver-

gentes ou le sont trop peu pour être d'un usage commode; on ne peut 

même plus se servir des développements de R et R' suivant les puis-

sances de h et l'on est obligé de recourir à d'autres méthodes. 

Développements des jonctions P, et P
2
 suivant les puissances de sin α 

et de cos a. 

17. Si nous posons 
ν - cos α 

et que nous prenions ν pour variable, l'équation 

(■) d²P/ dx²-+- [R(g2, h2) — 2h2 cos2et] Ρ = ο 

se transforme en la suivante : 

(a) d²P/dv²-*'
ϊ
)-"ϊ

1
'
 +

 [
Β

(ίΛ
 h

')
 + 2f}2

~ 4^,2]P = o; 
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et si nous prenons 

ν' — si 11 α 

pour variable, elle se change en cette antre : 

W (* — t,'a) — •''-ί- [R (ff"» A") -aAa + 4AV»]P=o. 

Supposons d'abord g pair : la constante R(g
2

, A2), comme bous 

avons vu, ne dépend que des puissances paires de A2; donc on passe 

de l'équation (a) à l'équation (A) en changeant t> en v' et A2 en — A2, 

et l'on en conclut cette propriété remarquable que, lorsque g est pair, 

P, et P
2
 sont des fonctions de v qui restent invariables lorsqu'on y 

change v en e' et A en — A2. 

Supposons g impair : si P, est solution de l'équation (i), nous savons 

que la valeur de P
2
 correspondant à la même valeur de g est solution 

de la même équation dans laquelle on remplace R(g
2

, A2) par 

R(g2, —A2); alors P, satisfait aussi aux deux équations (a) et (A), 

et P2 aux deux suivantes : 

i''J [11 's'. —!>') h- ■>!>' - ί/r.·' 11' = o, 

(<0 £?(·- ·■'") - £[Β(»·.-*·)- »*» + 4AV]P = ο. 

On passe de (a) à (il) ou de (c) à (A) en changeant v en v' et te 

en —A2; donc, par les mêmes changements, on passe de l'expres-

sion de P, à celle de P
2

, ou inversement de celle de P
2
 à celle de P,. 

Considérons l'équation (a) et posons, pour simplifier l'écriture, 

R (g2, A2) -+- ι A2 = m. 

La solution générale de cette équation est la somme de deux solutions 

particulières, l'une Π
2
 paire en v et l'autre Π, impaire. Pour la fonc-

tion Π2, posons 

(e) IT
a
—Ao + A

(
e2-f-A

2
v* + k

3
ve-Jr·.·■+-*-+· k

s
v~s~+-k

s+x
v-s^2... 
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et nous déterminerons, en substituant dans (a), les coefficients 

; mk
a
 , m (m — 4) 4-8A* . 

^ — m [m — 4)[
m

 — '6) — 56Λ'm -+- tl8h' jko ..... 
3 ~~ ».3.4.5.6 

En égalant à zéro le coefficient de v2S dans le résultat de la substi-

tution, on obtient la formule 

(a) ι. ( — m ) L 4- 4^' 1 
(2s + 1)(2s +2) 

qui montre comment chaque terme se déduit des deux précédents. 

Pour la fonction Π4, posons 

■'/> 

Ι Π, = a, ν 4- o2 ο
3 -l- 17, e5 4- as v

1 -t-... 

+ as-1v²s-3 

et nous aurons pour les coefficients des premiers termes 

(m-1) (m - 9) + 24h² 
α2 = -ΊΓΤά" ~ fl" 

a1 = - (m - 1) (m - 9) (m - 25 ) + (170 - 25m) 

et chaque terme se déduit des deux précédents par la relation 

(3) 
[(21 — 1 )2 — m] a

s
 -h 4ΛΆ,_, 

ί+Ι 21 (21 -t- i) 

Supposons la constante R choisie de manière que P, satisfasse à l'é-

quation («); P, est nul ou maximum pour a = et se comporte en 

cette propriété comme singa, auquel il se réduit, à un facteur constant 

près, pour h = o; par conséquent il est nul si g est pair, et il est maxi-

mum si g est impair. Or, pour ν — ο ou a, = Π, est nul et Π2
 est 

maximum; donc si g est pair P, est égal à Π
Η
, et si g est impair P, est 

égal à IIj, à un facteur constant près. Imaginons, au contraire, R choisi 



PURES ET APPLIQUÉES. 17Γ» 

de manière que P
2 satisfasse à l'équation (a), et nous voyons de même 

que P
2
 est nul ou maximum pour α = ^ selon que g est impair 011 

pair; et on en conclut que P2 est égal, à un facteur près, à Π, si g est 

impair, et à Π2
 si g est pair. 

18. Venons à l'équation [b), et posons 

R — a h2 = m' ; 

la solution générale de cette équation est encore la somme de deux so-

lutions particulières, dont l'une est paire et l'autre impaire en e'. Si R 

est choisi de manière que P
2
 soit solution de cette équation, alors P

2
, 

qui est maximum pour v' — o, se confond avec la solution particulière 

qui jouit de cette propriété, et on a 

(e') P
2
 = k'

0
 + k\ e'a + k'af/* +... -f- k'

s
_, v'2s-2 -+- k'

s
e'2i ·+ k[,, e'Si+2 

expression où A:'
0

, k'n se déduisent de kt, ku
 parle chan-

gement de h2 en — k2. Ainsi on a 

A<~ Τ7Γ' I,2 3.4 °'· ·' 

et la loi qui lie entre eux les coefficients de trois termes consécutifs est 

(4) 
U (4^ — m') k'

s
 — 4Λ2^-, ^ 

Si, au contraire, R est choisi de manière que P, soit solution de l'é-

quation (1), P,, devant s'annuler pour e' = o, se confond avec la solu-

tion impaire en v' de (b), et on a 

{J'') Vi — a'l(/ + a\v'3-\-a3v's-h...-\- a'
s
_t-t- a

s
v'2s~' + ά,

ΛΛ
 v'Si+ ' H-..., 

a\, a's, étant des quantités qui se déduisent de Λ,, «
2
, α

3
,... par 

le changement de h1 en — h2 ; ainsi 011 a d'abord 

«2— HTF"
1
' "

3
~ 2717475 «!>···! 
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et ensuite la formule générale 

(5) 
(2 s - 1)² - m'sas - 4 h²as -1 

Ω,+1 2J(2f-t-ij 

Ici il est bien important de remarquer que si l'on remplace R par un 

nombre quelconque, la fonction (e') ou la fonction [f) n'est égale à 

aucune des deux fonctions (e) et (J ) ; car la fonction (/'), par exem-

ple, qui est nulle pour ν' — ο ou « = o, n'est ni nulle ni maximum 

pour a = et ne saurait, par conséquent, se confondre avec l'une ni 

l'autre des deux fonctions (e) et (f)· C'est seulement si R est déter-

miné de manière que l'équation (i) ait une solution de période ι π, 

que, cette solution devant être nulle ou maximum pour α = ο et α = ^ 

l'une des deux expressions (e') et(J'), qui lui est égale, est identique, 

à un facteur près, à l'une des deux expressions (e) et (/). 

Par exemple, supposons g pair, et, par suite, P
2
 égal au produit de Π

2 

par une constante A, si R a été pris convenablement. Par la considé-

ration des valeurs de ces fonctions pour α = 45°, 3o°, 6o°, on obtient 

les formules 

A + ̂  + J + 75 +···) =
 k

'o + 7 + J +.··. 

A l^/ι'ο -+- k, | + 4
2
 +...) = /4 + ^-t- 75+···* 

Γ (
A(l + k>i \ + A

'
2
 "Û "*"···)

 = h°+
 τ

 +
 7δ

 +

···' 

dont chacune peut déterminer le facteur A. 

Nous avons admis jusqu'à présent que R était connu; mais s'il ne 

l'est pas, en éliminant A entre deux de ces formules, on obtiendra une 

équation dont les deux membres seront les produits de deux séries, qui 

ne renfermera d'inconnue que R et pourra servir à la déterminer. 

11 est extrêmement aisé de reconnaître que les séries (e), (f ), (e'), 

(f) sont convergentes, tant que ν ou v' est <1. Soit plus générale-

ment la série 

k
0
 -+- k

t
 χ -+- k

2
 a?2 -f-... -+- k

n
 af -t- k

n+
, ccn+K -4-..., 
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dans laquelle χ est < r, et dont trois coefficients consécutifs sont liés 

par la relation 

(7) ^S-t-1 , 

en outre la limite de AJ5 quand s grandit indéfiniment, est moindre 

que l'unité ou lui est au plus égale, et la limite de a
s est zéro; alors la 

série est convergente. 

En effet, la limite du rapport est égale à la limite τ de As quand s 

grandit indéfiniment; donc la limite du rapport d'un terme au précé-

dent dans la série est τχ, nombre <[ t, et elle est convergente. Or les 

relations (2), (3), (4), (5), satisfaisant aux mêmes conditions que la re-

lation (7), les séries sont convergentes tant que cet v' sont <[ 1, c'est-

à-dire quel que soit a. 

Au contraire, si e et v' étaient > 1, ces séries seraient diver-

gentes. 

Cependant pour avoir des séries bien convergentes, on préférera les 

formules (e') et (f) quand a sera compris entre ο et 45 degrés, et les 

iormules (e) et (f ) quand α sera compris entre 45 et 90 degrés. 

19. On voit facilement que, à partir d'un terme suffisamment éloi-

gné, tous les termes suivants ont le même signe dans les quatre séries 

(e), ( f'), (e'), (/'); mais nous allons de plus étudier le nombre des 

variations de ces deux dernières. Si nous supposons d'abord h = o, R 

et m' se réduisent à ga, et les deux séries (e') et [f) à 

P
2
-A

(
,^-

7
e + a_3_4 e

 7X47575
 v +

·'·]' 

^-7LG a-3 + 2-3.4 5 "Τ 

ce sont à des facteurs près les valeurs de cosga et de sing a. 

Si nous faisons successivement 

g = 1, 2, 3,..., 

Tome XIII ( 2E série). — MAI i8t>8. a3 
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le facteur entre crochets de Pa devient 

cosa = 1 — — e - - 7 2 3 ^ e -
 1-2 3^ 5 -■·■> 

cos 2 a = 1 — 2 c'2, 

cos3a = 1 5</2 + — 5-7-V 4 H 5
, V Λ, —V6-f-.., 

COS4« = f — --L- "+" T-7- ' 

........................ 

La série qui donne cosa possède une seule variation et une seule ra-

cine positive en v', e' = sin cos2a ne possède aussi qu'une variation 

et qu'une racine positive e' = sin cos3a a deux variations et denx 

racines positives, e' = sin g et sin ^ ; cos 4 α a deux variations et deux ra-

cines positives v' = sin g et sin-g-· Et en général la série qui donne 

cosga au moyen de v' possède autant de variations que l'équation 

cosg α = ο a de racines positives en e'. 

On reconnaît pareillement que la série qui exprime sing α a un nom-

bre de variations égal au nombre de ses racines en e'. 

Ainsi quand h est nul, P, et P
2
 exprimés par 0' possèdent le même 

nombre de variations que de racines positives, et nous allons démon-

trer que cette propriété subsiste pour une valeur quelconque de h. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de P2 ; nous avons entre les 

coefficients de trois termes consécutifs de 

P, = 4'0 + /t>'2 +. 

la relation 

'i+l (24· -+- lj(2.V -t- 2) ' 

et imaginons que l'on fasse croître la quantité h. Il résulte de cette for-

mule que pour aucune valeur de h (zéro excepté), deux coefficients 

consécutifs ne peuvent s'annuler. En effet, si A'
(
 et étaient nuls, A\_, 



PUKES ET APPLIQUÉES. '79 

le serait aussi, puis pour la même raison A\._
2
, et ainsi de suite, de sorte 

que tous les termes de la série s'annuleraient. 

En second lieu, si le coefficient d'un des termes s'annule pour une 

certaine valeur de h, les coefficients des deux termes qui l'entourent 

sont de signe contraire, comme on le voit par la même formule. 

Il résulte de là que, tandis que h grandit, P
2
 ne peut acquérir ni 

perdre aucune variation, et qu'il en possède par conséquent le même 

nombre que pour h = o. Mais, comme nous l'avons démontré (n° 10), 

P
2
 s'annule toujours le même nombre de fois de a = ο à a = quel 

que soit h ; donc enfin l'équation 

P2(t/) = o 

a précisément autant de racines réelles, positives et <A, qu'elle a de 

variations. 

20. Cette propriété permet de séparer les racines de cette équation. 

Considérons d'abord une équation algébrique 

/(.r) = o, 

qui a autant de racines positives que de variations; formons la suite 

des dérivées Aef(x) 

(A) f{x), J'{x), j"(x),..., 

qui pour a: = o présente les mêmes signes que la suite des coefficients 

de f(x); il est aisé de prouver que, tandis que l'on fait croître x, il est 

impossible que cette série gagne jamais de variations; mais que lors-

que_/(a:) s'annule, il se perd une variation du premier au deuxième 

terme. Donc si l'équation j [χ) = o a autant de variations que de ra-

cines positives, comme la série (A) pour χ = o a ce nombre de varia-

tions, que lorsque χ grandit, elle en perd une à chaque fois que J (x) 

s'annule, et qu'elle n'en peut gagner, elle ne peut en perdre que lors-

que x passe par une racine de l'équation j\x) = o, et en comptant le 

nombre des variations de la suite (A) pour χ = α et x = b, et faisant 

la différence, on a précisément le nombre des racines comprises entre 

α et b. 
23 . 
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Tous ces raisonnements sont applicables à l'équation P
a
 (</) = o, 

formée d'une série d'un nombre infini de termes, et on aura à exa-

miner la suite infinie 

(15) 
T. , dP

2
 d> P, d'P, 

dv' dv'² dv'3 

les deux premiers s'obtiendront par les séries 

Ρ2 — ^ o-'- ^t v'3 Έ ^2 v'k "Ρ · · · ·> 

~~τ = A', 2 e' -t- λ „ 4(J'3 -1- · ■ ■ j 

puis 011 calculera les dérivées suivantes au moyen de l'équation 

'£1 (1 _ e'
2

) - + (R - 2Λ
2
 + 4/iV

2
) Ρ = ο 

et de celles que l'on en déduit par la différentiation. 

Le nombre infini fies termes de la suite (B) n'offre pas d'embarras; 

car on sait combien l'équation P
2
 ( ν') = ο a de racines entre ο et 1 ; 

elle en a autant que cosga = ο entre ο et - : c est - 011 ̂
5
 suivant 

que g· est pair ou impair; Ρ2(^') possédera autant de variations; 011 

calculera donc seulement un nombre η de termes de la série qui 

donne P2, suffisant pour y compter toutes ces variations, et il résulte 

des premiers principes de l'algèbre que la série (B)'n'aura pas de va-

riations au delà de ses η premiers termes quand on donnera à v' une 

valeur positive. 

21. Tout ce que nous venons de dire de P
2
 peut être répété pour P,. 

Nous pouvons maintenant nous faire une idée plus précise de la con-

stante R. Cette quantité, pour h = o, se réduit au carré d'un nombre 

entier : elle est par conséquent positive quand h est très petit; mais 

nous allons démontrer cpie la constante R relative à P
2
 est non-

seulement positive, mais aussi plus grande que xh-, quel que soit h. 

Nous venons d'examiner les changements dans le nombre des va-

riations de la suite (B) quand 011 fait varer v' de o à 1 ; mais comme 



PURES ET APPLIQUÉES. 181 

P, et P
2
 sont l'une une fonction impaire en v' et l'autre une fonction 

paire, il en résulte que la série (B) jouit de la même propriété entre 

— ι et ο qu'entre ο et i, et par conséquent si l'on fait croître v' de — ι 

à -i-i,'il se perd une variation seulement à chaque fois que v' passe 

par une racine de P
2
(e') = o. Pareille chose a lieu pourP, (e'). 

P
2
 est donné par l'équation 

(") S <■ - ('>h' - - R
>
p
-

faisons-y v' — o, nous avons alors ■=. ο, et par conséquent P
2
 etd²P2/dv² 

sont de signe contraire; car s'ils étaient de même signe, faisons croître 

U depuis une quantité très-petite négative jusqu'à une quantité très-

petite positive, en s'annulant, passera d'un signe contraire à celui 

de Ρ
2
 à un signe pareil, et la série perdrait deux variations, tandis 

qu'elle n'en doit point perdre. Donc le coefficient de P
2
 est négatif, 

et l'on a 

2 h2 — R < o, 
ou R 2 h2. 

Désignons, comme nous l'avons déjà fait, par R' la constante R 

quand elle appartient à la fonction P,, et nous allons démontrer 

qu'elle est ]> — 2Λ2 toutes les fois que le nombre entier g est > 1. En 

effet, -jJ- s'annule nécessairement pour une valeur de v' comprise 

de o à 1, et, pour cette valeur, P, et sont de signe contraire, et 

puisque P, satisfait à l'équation («), lorsqu'on y remplace R par R', 
on a 

2 h2 — !\ h2 v'2 — R'< o 

ou 

R' > 2Λ2 (1 — 2 c'1), 

et à plus forte raison R' est >- 2/A 

11 est bon de remarquer que l'équation (η) cesse d'être applicable à 

la limite v'— 1, par cette raison que v\ étant le sinus d'un angle déter-

miné, ne peut prendre des valeurs plus grandes que l'unité. Et en 
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effet, pour P'=I, Ρ ou — est nul. Supposons que ce soit P, il ré-

suite de cette equation que — serait nul, et par suite aussidP / dx 

d'après l'égalité 
RFP d Ρ 

^ =
 i
77cosa; 

ce qui est impossible. 

Des équations différentielles qui déterminent la jonction Q. 

22 Nous savons que Q est donné par l'équation 

^-[R-a/t'E(a|3)l = o, 

et si l'on pose 
ei3-+- ρ β — e & p = C — , p=c__—, 

et qu'on prenne ρ et p' pour variables, on obtient les deux équations 

a) + + R-rf)Q = o, 

·» ^(p" + e) + ̂ p'
+

(4e
f

"-R + ̂ I)Q = o. 

Lorsqu'on fait c — o dans ces équations, elles se réduisent à une 
seule, relative à la membrane circulaire; les deux demi-axes ρ et p' 
d'une quelconque des ellipses homofocales à la membrane se chan-
geant en le rayon r d'un cercle, on a 

13) ^r'+§r+(il'r'-S')Q = o, 

équation trouvée au n° 2. Nous avons vu que sa solution générale est 
la somme de deux solutions particulières, dont l'une devient infinie 
pour r = o. Il faut s'expliquer comment la solution du cercle peut se 
déduire de celle de l'ellipse. 

Pour cela, supposons d'abord λ nul dans les équations (i), (2) et (3); 
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elles deviennent, en remarquant que R se réduit à g2 pour l'hypo-
thèse λ = ο, qui donne h = o, 

(O d²Q/dp²(p² - c²) + dQ /dp - g²Q = 0, 

(*') p(p', + c,) + ̂ p'-&,Q = ^ 

(3') ^
 r

2
 + _ „2 Q — ο 

L'intégrale générale de (3') est 

Q = A rs + Br~<% 

et devient infinie pour r — o, c'est-à-dire au centre du cercle. Mais les 
intégrales des deux équations (i') et (2') sont 

Q _ A (ρ + ,/p' -c>Y+ -3__, 

Q
=A

(i
.'+VrT7?)'+

if
,-B / (p' + Vp'² + c²) 

et l'on voit que la seconde partie de leur expression n'est pas infinie 
pour ρ = c ou ρ' = o, excepté dans le cas où c est nul. 

Ainsi la solution générale des équations (1) et (2), quand on y fait 
λ = o, renferme deux constantes arbitraires et ne devient pas infinie 
pour ρ' = o. 

Nous avons vu que le déplacement d'un point de la membrane est 
représenté par 

w — A.11 sin slmt, u = PQ, 

et pour une même valeur de g, Ρ peut s'annuler ou être maximum 
pour α = o, et a deux expressions, P, et P

2
, qui correspondent à deux 

valeurs différentes de la constante R, qui deviennent seulement iden-
tiques pour h = o ; de là, pour M, deux expressions, 

u = P, Q(, u — P
2
 Q

2
, 
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dans lesquelles Q, est une valeur de Q qui s'annule pour β = ο, et Q
2 

une valeur qui devient maximum pour cette valeur de β. Voyons à 
quoi se réduisent Q, et Q

2
 quand on y fait λ = o. 

Exprimons que 

Q = A (p'-h \ip'2 4- c2)8 4- Β (p'-t- y'?'2 + c2)~s 

est nul pour ρ' = o, et nous aurons — = — c2g; donc 

Q, - A [
(p
'
+ v

'
p
"
 + C

'
Y
 ~

 1 

et si nous exprimons que -p est nul pour ρ = o, nous avons — = c * ; 

donc 

Q
2
 = A [(p'+ vV

2

 + oy +c²S /(p' + Vp'² + c²)g 

Enfin, si l'on fait c = o, les deux valeurs de Q, et Q
2
 pour une même 

valeur de l'entier g sont identiques. 
Ces explications étaient utiles pour faire comprendre comment la 

théorie de la membrane circulaire est renfermée en celle de la mem-
brane elliptique; car il est évident que ce que nous venons de trouver 
lorsque λ est nul, est vrai pour une valeur quelconque de λ. 

25. Revenons aux équations (j) et (2). Si nous posons 

p/ c = u, 

nous aurons, au lieu de l'équation (Jj, 

2 ("' -■)-§ + W·'"· — R — '!») Q = o, 

et cette équation se déduit de celle qui donne Ρ au moyen de ν par le 
seul changement de Ρ en Q et de ν en u. Or nous avons vu que P

2
 est 

donné par la série 

Ρ2 == A'o 4- 4', v2 4- k.
2
 e4 4- . .. , 
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et P, par cette autre 

P, = a, e -+- a2 v* -4- a3
 vs ■+■... , 

ko,k,, k
2
,..., α

Η
, a

2
,... ayant les valeurs calculées au n°17; donc 

les valeurs correspondantes de Q sont 

Q
2
 — A'o -+- k, ^ -t- k

2
 ^ + ..., 

Q _ a, ~ -t- a2 — -t- a% - -+-

Toutefois ces séries ne peuvent être employées; car elles ne sont 
jamais convergentes si p est > c; ce qui a toujours lieu dans notre 
problème. 

Mais posons 

4 = «', 

nous aurons au lieu de l'équation (2) 

^(ω'2+.,)+ ~
r
u'+ (4AV

3
 — R + aA')Q = o, 

qui se déduit de l'équation qui donne Ρ au moyen de v' (n°17), en 
changeant v' en u' sj— 1 · Donc Q

2
 et Q, seront donnés par les formules 

Q2 = k'o - k1' p'²/c² 

Q. = ~ + «',Ç -, .... 

Nous savons que les séries qui donnent P, et P
2
 au moyen de v' sont 

convergentes tant que V est < 1 ; les précédentes s'en déduisent par 

le changement de c' en — y/— 1 ; il résulte donc du théorème du cercle 

de convergence que ces séries sont convergentes, tant que p' est < c. 
Ces séries seront très-commodes, si l'on considère une membrane très-
excentrique en sorte que p' soit beaucoup plus petit que c. 

Tome XIII (ae série). — Jura 1868. ^4 
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Lorsque p' sera > c, on pourra ordinairement obtenir Q avec assez 
d'approximation de la manière suivante. Posons 

p -+- sjf — c2 ce$ 
2 2 

et en prenant ζ pour variable, nous aurons 

z² d²Q / dz² , [ ] Q = 0 

Or, si p' = sjp'1 — c* est > c, on aura 

P'>C\J2,c /z < 2 

ι ι 
-g-j < ι ^ y/a ou <^o,o3o56 

Done si dans l'équation différentielle précédente, on réduit le fac-
teur de 4λ2ζ2 à l'unité, celle qui en résultera fera connaître Q en gé-
néral avec une certaine approximation. Or l'équation prend alors la 
forme que l'on a trouvée pour le cercle 

^ +
 Κ

<<2 = °· 

et en posant R = η2, on aura pour valeur approchée l'expression 

Q = Cz" Γι -i —^, 

(yz)6 
-ι .2.3 [η —I-1) (n -t- 2) (« -t- 3) J' 

où η toutefois n'est plus un entier comme dans le cas du cercle, mais 
dépend de h. Au reste nous donnerons plus loin un autre moyen de 
développer Q. 

Développements de Q, et Q
t

. 

24. Les fonctions Q etQ, satisfont à l'équation 

d²Q / dB²= [R-Λ'(β"+ «,-'*)] Q; 
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posons 
r _ A» + = T, 

et formons les dérivées 

^ = - aA» (e2*3 - e-2'3), ^ = -
 2

2Λ2 (e2^ + e"1*),.... 

Si l'on fait β — ο, toutes les dérivées d'ordre impair s'annulent, et 
désignant les autres par A

a
, A

4
,..., posons 

l-A(" --a ft — Α,,..., ^ 2 Λ= A2i; 

puis développons Q d'après la formule 

Q-Qo+ + \"rf^/077â ' 

et formons les dérivées au moyen des formules 

ί/β2 ί/β3 ^ ίίβ dp ' 

£^._0£2Τ + 2^- + τ^, 

............................................. 

Occupons-nous d'abord deQ, ; comme il est nul pour β = ο, toutes 
les dérivées d'ordre pair de Q s'annulent, et les dérivées d'ordre im-
pair ont pour valeurs, en désignant la première par Β : 

(^)„=Β· (^).= BA·· (ÎF)O =
 b

(
4

»
 + 3a

·'· 

(f)„=
B
H+^

4
·
4
·-^

4
·)· 

(^Q) _Β/Λ4
 +

 a - 3 -t- 4 5 + 6.
7

 Λ 2 A ι a · 3 ■ 4 · 5 -+- 4 5.6.7AoA1 

+ ,.3.4.5.6 7 \ 

................................................ 
2 4·. 
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Indiquons maintenant la forme générale de l'expression delà dérivée 

(/5 2»+? ; ' d'abord si on ν trouve un terme qui renferme A'\ ' 'A~-

en facteur, c'est qu'on a 

( A -t— 2 ) -4- ( / -f- 2 ) . . -f- ( t -t— 2 ) — 2 11. 

Reste à déterminer le coefficient de A*A/' '—; ce coefficient est com-
posé de différentes parties réunies par le signe de l'addition, et on ob-
tient l'une quelconque d'entre elles de la manière suivante. 

Écrivons les nombres consécutifs 

(A) 3, 3,..., 2 τι I, 

puis supposons que l'on mette dans une parenthèse A consécutifs de 
ces nombres, puis dans une deuxième parenthèse l autres nombres con-
sécutifs pris parmi les nombres (A); mettons ensuite dans une troi-
sième parenthèse m antres nombres consécutifs, et ainsi de suite. Ima-
ginons de plus que ces parenthèses soient séparées au moins par deux 
des nombres (A), et toujours par un nombre pair de nombres (A); en-
fin faisons encore cette restriction, que si la première parenthèse à la 
gauche ne commence pas par le facteur 2, il se trouve avant elle un 
nombre pair de nombres (A). On aura l'une quelconque des parties 
du coefficient cherché, en multipliant entre eux les produits des nom-
bres renfermés dans chaque parenthèse. 

Passons an développement de Q
2

. La dérivée première de Q
2
 est nulle 

pour = o, et on reconnaît qu'il en est de même de toutes les dérivées 
d'ordre impair, et en représentant par D la valeur de Q

2
 pour β = ο, 

on a pour les dérivées d'ordre pair 

(d²Q/ dB²) = AoD 

(ΐϊψ) ο =
 D (A« + ''V.a

3

'
4 A

0

 A
2

 + A,), 

/11Q\ -NÎA» - 1.3 + 3.4 + 5.6 , . ?..3.4 + 3.4-5.6 .AoA1 

1.2 χι.2 ^ + 1.2.3.45 6 e/ * 
............................................ 
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Indiquons la forme générale de la dérivée - Pour que l'on y 
rencontre le terme 

AoAbAc 
1 Îia.nb.nc. .' 

a, b, c,... étant égaux ou inégaux, il faut qu'on ait 

(Λ 4- 2 ) 4— (b 4- 2) 4- ... — 2 η ; 

il ne reste plus qu'à donner la valeur du coefficient M. A cet effet, écri-
vons les nombres 

(B) I, 2, 3, /4,..., 2Π — 2; 

ce coefficient sera composé de plusieurs parties différentes entre elles, 
dont l'une quelconque s'obtiendra de la manière suivante. Mettons 
dans une parenthèse a consécutifs des nombres (B), puis dans une 
deuxième parenthèse b autres nombres consécutifs, et ainsi de suite. 
Imaginons de plus que ces parenthèses soient séparées au moins pat-
deux nombres, et toujours par un nombre pair des nombres (B); enfin 
ajoutons cette restriction, que si la première parenthèse ne commence 
pas par le nombre 1, il se trouve avant elle un nombre pair de nom-
bres (B). On aura la partie cherchée du coefficient M, en multipliant 
entre eux les produits des nombres renfermés dans chaque parenthèse. 

25. Nous pouvons développer P, et P
2
 de la même manière que les 

fonctions Q, et Q
2

. 
Les séries obtenues pour Q, et Q

2
 peuvent s'écrire en posant 

M = R - 2 h\ 

Q. = B [f + M
 dh> + <

M
' " 7^x4-5 

+ (M· - .o/,/,'Μ - ,6o/C) ,3 ξ' 5 „ . 1. 

Q- = D[,+MC7 + (M'-8'''>XTÎ 

+
 (Μ.-56/,Μ-327..,—3EL__

+
...| 
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En changeant β en ai, on a 

''· = "·[«-M
 7X3 + («' - **·) 7XÏTÏ 

- (M3 - IO4 A2M — 160A2)
 t

 ^+....], 

P, = n'[. — +( M²- - 8 h²) &/ 1 2 6 

- (M3 + 56AM - 3ah3) ^ *"
 fi +··■]· 

La valeur de R on de M doit être choisie de manière que P, et P
2 

aient an pour période ; donc les valeurs de ces deux expressions doi-
vent rester invariables, quand on y remplace a par a -t- 2π ; un moyen 
très-simple de déterminer M, c'est de remarquer que P, doit s'annuler 
pour « = π comme pour « = o, et que P

2
 doit rester le même pour ces 

deux valeurs de a; on a ainsi l'une des deux équations 

[a) 
π-ΜΤ^3-+-(Μ2-^2)7^?Τ5 

— (M3 — io/|7Î2M — 160A2) -j—^= o, 

(ft) 

! _ M — + (M2 - 8A2) —^-7 

- (M3 - 56 A M - 3a A8)
 )

 J1' + ... = 1. 

Supposons par exemple qu'il s'agisse d'un mouvement vibratoire du 
premier genre donné par la formule 

iv = P, Q, sin almt. 

Soit β = § l'équation du contour qui est fixe, M et A seront fournis 
par (a) et l'équation 

(0 
C+ 1.2.3 + ^ — 24 A ) , ,

2
. 3,4/5 

4- (M3 — IO4A2M — 160A2) — h... = o. 
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Si on a surtout en vue la comparaison de la théorie avec l'expérience, 
on pourra procéder comme il suit. Après avoir produit expérimenta-
lement un état vibratoire de la membrane, on notera la hauteur du son, 

et, par suite, la valeur de λ = -· Alors l'équation (a) ne renfermera 

plus que l'inconnue M, et il restera à vérifier que M et h = \c satis-
font à (c). 

Les expressions précédentes de P
2
 et Q

a
 permettent de reconnaître 

que les parties du grand axe situées entre les foyers et les sommets voi-
sins produisent des vibrations d'amplitude maximum et la partie située 
entre les foyers des vibrations d'amplitude minimum. En effet, la va-
leur de M qui y entre est positive ; car nous avons démontre (n° 21) que 
R est )> ih2. Prenons donc sur le grand axe entre le foyer et le som-
met voisin un point n pour lequel a est nul ; considérons un point ή 
très-voisin sur l'ellipse homofocale qui passe par n ; β est le même pour 
ces deux points et α est nul pour n, très-petit pour n'; donc le dépla-
cement vibratoire est plus grand pour n que pour n'. 

Prenons un point m sur la ligne FF' qui joint les foyers, et aussi un 
point m' très-voisin sur l'hyperbole homofocale qui passe par m ; α est 
le même pour m et m', β est nul pour m, très-petit pour /?i'; donc la 
grandeur de la vibration est plus petite en m qu'en m'. 

On a de nouvelles expressions de P, et P
2
 en changeant dans les va-

leurs précédentes de P, ouP
2

, suivant la parité deg(n° 14) α en ^ — «, 

h2 en — h2 (par suite M en R + ih2), et on en conclut aisément que 
le petit axe de la membrane est immobile ou en maximum de vibration. 

Membrane annulaire. 

26. Dans les deux équations 

^ + e-β 
?~C ï ' 

ÎL«_[
R
_

2
/,>E(

2
,9)]Q = O, 

faisons 

/3 = 6-/—, 
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et nous aurons les deux antres équations 

ρ — a (es 4-qe-E) 

d² Q /dE- LR ~P Q = O, 

en posant 
2>«=/. 4^=?' 

et les deux dernières ont cet avantage sur les premières qu'elles s'ap-
pliquent immédiatement au cercle en y faisant q = o. 

Supposons que Q soit nul sur l'ellipse ρ = X, déterminons η de 
manière que ε soit nul sur cette ellipse, il faudra poser 

cl -t- -γ— — Ά>, 
d'où 

a — — ± 
2 2 

Imaginons une membrane en forme d'anneau dont les deux bords 
fixes sont des ellipses homofocales; si nous désignons par ρ = Λ> le 
contour intérieur, la fonction Q se développe ainsi : 

Q - ε
 (S).

 + 77 (77)0 +
 ΤΤΤΓ3 (tf)o

 +
 · · ■ ' 

et il reste à déterminer les expressions de ces dérivées. Quoique nous 
ayons ici des dérivées d'ordre pair et d'autres d'ordre impair, on peut 
les former identiquement comme les dérivées de Q, par rapport 
à β pour β = o. Cependant contentons-nous d'écrire les premiers 
coefficients de cette série sous la forme la plus commode au calcul 
numérique : 

(dQ / dE ) = B,(^)
0

:-0' δ(^)ο
 + 9)+ R' 

1 / B (d² Q /dE) = - 4 

IÏ (SI = /'(' + P- *P(R + 6) (' + 1) + R2< 
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S (S), = I2/S (' - ?2) - 4/2 (' - <?) (3R + 8)' 

S (τ7^)ο
 = + ,)3 h-/4 [3R(i 4- ,)2 4- 4 (23 4- 6, 4- 23,')] 

-/2(Ϊ + ?) (3R2 + 5ÎR 4- 8o) 4- R3, 

S (??)„ = - ^4y6 (1 - 7) (I + ,)24- 48/4 (ι - ,2) (R -+· 12) 

-a4/2(i-
9
)(R2 + 8R+8), 

δ (£?). =/8(f + ?)' - 4/β(« + 7) [R(< + <?)2 + 86 - 36? + 86,·] 

-h/4 [6R2(x + ,)2 + 3aR (i5 4- 4<? 4-I5,2) 

4- L6 (201 4- 107 -+- 201 ,2) ] 

- 4/2(I + ,) (R3 -+- 34R2 + 160R 4-112) + R4, 

1 / B ( d10 Q / dE 10) o = 40 / 8 (I - q ) (I + q) 

-/'(' - Î)(I + Ï)'[
I2OR

 +
 3AO

° +64° (ΤΤ?)'] 

-t-/4 (1 — ,') (120R2 -t- 384oR 4- 16704) 

— f2{ 1 — ,) (4oR3
 4- 640R2 -+- 1984R 4- 1024), 

K^)o=_/i0(l+^ + 5-/8(,+<?)2[R(l+,?)2+l84~l44i+l84?'JJ 

—/e(]4-,)[ioR2(j-f-,)2 + 4oR(53- 23, -t- 53,2) 

4- 36912 — 29216, -t- 36912,2] 

4-f* [ioR3(I 4- ,)
2
 4- R2

 (1480 4- 4oo, 4-1480,
2

) 

-4- R ( 26896 4- i44o, 4- 26896,
2
 ) 

4- 82624 4- 896, 4- 82624,
2

] 

—y2(i 4-,)(5R44- 280 R3 4- 2656R24-5824R4-23o4) + Rs. 

Suivant que la constante R est relative à une fonction P< ou P
2

, on a 
pour lemouvement vibratoire tie la membrane annulaire 

w = P, Q sin 2\mt 
ou 

w = P2 Q sin 2Imt, 
Tome Xlll (SE série).— JOIN 1868. 25 
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en donnant à Q la valeur que nous venons de calculer; puis on achève 
de déterminer le mouvement en calculant la quantité λ d'après la 
condition que Q soit nul sur le contour extérieur ρ = A. 

27. Ainsi on a deux genres de solutions : dans l'une, les portions 
du grand axe situées entre les deux contours fixes sont des nœuds, et 
dans l'autre, sont des ventres de vibration, et les lignes nodales sont 
encore des ellipses et des portions d'hyperboles homofocales. 

Lorsqu'il s'agit d'une membrane pleine, on a deux solutions dis-
tinctes 

w = P, Q, sinaXmi, w — P2 Q2
 8πΐ2λ>ηί, 

et Q, et Q
2 ont deux formes distinctes, comme P, et P

2
. Au contraire, 

lorsque la membrane est annulaire, les deux fonctions Q qui s'associent 
à P, et P

2
 ne diffèrent plus que par la constante R qui y entre. 11 suit 

de là que si le nombre entier g, qui désigne le nombre des lignes nodales 
hyperboliques, est assez grand, et surtout si en même temps l'excen-
tricité est assez petite, la constante R différera très-peu pour une 
même valeur de g dans les deux fonctions P, et P

2
, et les deux fonc-

tions Q qui leur sont associées seront à très-peu près identiques. Les 
deux états vibratoires correspondants rendront donc à très-peu près le 
même son, et, d'après un fait d'expérience, ils se superposeront, et 
l'état résultant sera représenté par la formule 

w = (AP, -+- BP2) Q sin 2 λ mi ; 

alors les lignes nodales hyperboliques seront données par l'équation 

AP, + BP2 = ο 

et seront encore au nombre de g. Mais précédemment une même 
hyperbole fournissait des portions de ces quatre branches; maintenant 
une hyperbole ne fournit plus que deux portions de branches qui ont 
une même asymptote; car la fonction AP, -+- BP

2 n'est pas symétrique 
par rapport aux axes de l'ellipse, mais si on y change α en η -+- α, 
elle reste la même ou change de signe suivant que g est pair ou-
impair. 



PURES ET APPLIQUÉES. '9Γ) 

On voit qu'alors le son et les lignes nodales elliptiques restant inva-
riables, la position des lignes hyperboliques qui dépend du rapport 

•g 
arbitraire — peut varier quoique leur nombre g ne change pas. 

Il est évident que les formules précédentes s'appliquent à l'anneau 
circulaire en y faisant q — o, R = g2, et elles conviennent aussi à la 
membrane elliptique pleine pour le mouvement du premier genre 

w = P, Q, sin a λ mi, 

puisqu'il suffit de supposer que le contour fixe intérieur se réduit à 
la droite des foyers, qui est la limite des plus petites ellipses homo-

focales. Il faut donc faire &> — c, a — C-i q — i, et ε se réduit à β. 

Des lignes nodales elliptiques. 

28. Considérons les valeurs de Q, et de Q
2
 données par l'équation 

(') ^
 + [

^
(e
^

+e
-^)_R]Q

 = 0; 

dont l'une est nulle et l'autre minimum pour β = ο. 
Supposons que l'on fasse croître λ et par suite h = le, puisque c 

est fixe : Q, et Qa
 varient, mais en conservant leur caractère à la 

limite β = o. R est une fonction de h, et commençons par faire cette 
hypothèse que 

— -4 h est <o; 

alors, à mesure que λ croîtra, le coefficient de Q dans (i) prendra des 
valeurs de plus en plus grandes; car de l'inégalité précédente on con-
clut que la dérivée de ce coefficient par rapport à h, 

2h(e7P-he 2Ρ) — ^5, 

est > o. Donc les racines de l'équation en β 

Q(JS,X) = O 

vont en diminuant de grandeur lorsque λ croît. 
2 5.. 
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Désignons par β = Β le paramètre de l'ellipse de contour, sur la-
quelle Q est nul, l'équation 

Q (Β, λ) = o 

détermine le nombre λ. Soient λ,, λ
2

, λ
3
,... ces racines par ordre de 

grandeur croissante : λ; étant la i""'" racine, Q(j3, λ,) est l'une des va-
leurs de Q de notre recherche, et l'équation 

Q(/3,X
F
) = O 

donnera, par ses racines en β, les paramètres des lignes nodales ellip-
tiques. Or nous allons prouver que cette équation a — ι racines, 
β,, β

3
,..., ]3;_| intérieures à B, et que par conséquent les ellipses de 

nœud sont en nombre égal à / — ι. 
Considérons l'équation en β, 

(a) Q(/3, λ) = ο, 

et représentons la courbe 
jr = Q(P» >), 

β étant pris pour abscisse et y pour l'ordonnée, qui est nulle ou maxi-
mum pour β — ο. Soit i le nombre des racines comprises entre ο et B, 
et qui sont déterminées par les points β,, β

2
,..., β

έ
. Faisons croître λ, 

y 

'J 

les points β,, β3,·-· se rapprocheront de l'origine, les sinuosités de la 
courbe iront en diminuant d'amplitude, et pour une valeur λ,·

+
, la 

courbe passera par le point B. Alors on a une valeur de λ = λ,
+)

 qui 
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satisfait à l'équation en λ 
J97 

(à) Q (Β, λ) = o; 

et si l'on donne un nouveau petit accroissement à λ, l'équation (<7 i 

aura une nouvelle racine à la gauche de B, et aura par conséquent 
i -+-1 racines entre ο et B. 

Continuons à faire croître λ, les points j3
(

, β·2,·. se rapprochent en-
core de zéro, et, pour une valeur λ = λί+ϊ, la courbe passera de nou-
veau par le point B; on aura donc encore une nouvelle valeur de λ, 
λ

ί>2
. qui satisfait à (b), et l'équation 

Q (β> X'+2 + ε) — °> 

où ε est positif et très-petit, a 1 + 2 racines entre ο et B; l'équation 

Q (β, λ
ί+2

) = ο 

elle-même eu aura i-ha, en comptant B. Or et λ,·
+2

 sont évi-
demment deux racines consécutives de l'équation (b) en λ; on en 
conclut que si X

i+t
 et λ

!+2
 sont deux racines consécutives de (i), l'équa-

tion en β 

Q (β, h+i) = ο 

a une racine de plus que 

Q {β, λ
/+ι

) = ο 

entre les limites ο et B. Ceci posé, on reconnaît aisément que 
Q (β, λ,) = ο n'a pas de racines entre ο et B; donc Q (β, λ

2
) = ο en 

a une, Q (|3, λ
3

) = ο en a deux, etc., et en général Q (β, λ,) = ο en 
a i — 1. 

Le nombre des lignes nodales hyperboliques restant le même, on 
voit que, à mesure que le son s'élève, le nombre des lignes nodales 
elliptiques augmente. Tout ce qui précède est fondé sur l'existence de 
l'inégalité 

(c) dR / dh - 4h < 0 
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An n° 8, nous avons trouvé l'équation 

dP / dx dP -Pc? g = *h£r ('§ - 4*COS2«) Hx-

pour % — o, les deux membres sont nuls; mais si on suppose α exces-

sivement petit, ̂  — l\hcos2« ne changera pas de signe entre ο et 

cetle valeur de a; donc le premier membre aura le même signe que 
,IR . 
rl h ' 

Si cette quantité peut être positive, l'expression 

dR / dh - 2h (c 23 + e-23) 

le sera aussi pour des valeurs excessivement petites de β; donc en pre-
nant Β suffisamment petit, et, par suite, la membrane très-excentri-
que, le nombre des lignes nodales elliptiques diminuerait quand, le 
nombre des lignes nodales hyperboliques restant le même, la hauteur 
des sons augmenterait. Comme ce résultat ne paraît pas admissible, il 
semble que l'inégalité (c) doit toujours avoir lieu; toutefois ce qui 
précède ne peut en être regardé comme une démonstration rigoureuse. 

Mouvement, vibratoire le plus général de la membrane elliptique. 

29. Nous ne nous sommes occupé jusqu'à présent que de mouve-
ments vibratoires simples, qui sont ceux que l'on produirait le plus 
aisément dans l'expérience. Nous allons maintenant supposer que l'on 
donne à tous les points d'une membrane des vitesses initiales quelcon-
ques, et déterminer l'état vibratoire qui en résultera. 

Mais auparavant faisons certaines réflexions sur les signes des coor-
données que nous employons. Comme nous l'avons dit au n° 4, où 
nous avons posé 

{a) 
1 x = cE (]3)cos a, 

i ï = et (/3) sin a, 

lorsque l'on emploie les coordonnées a et β, on peut supposer que β 
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est essentiellement positif, et que α n'est susceptible de varier que de 
zéro à m, ou de — π à H- -, et malgré ces restrictions on peut repré-
senter par ces coordonnées un point quelconque du plan. 

Mais il résulte des formules [a), que si l'on donne une valeur néga-
tive à β au lieu de la donner à a, le point [x, y) reste le même, et par 
conséquent aussi que les coordonnées (—α, — β) représentent le même 
point que les coordonnées (a, β). Donc une formule qui donne le mou-
vement vibratoire de la membrane doit rester invariable lorsqu'on y 
remplace a et β par — α et — β : c'est ce que l'on vérifie en effet sur 
les deux solutions simples que nous avons trouvées 

puisque P, et Q, sont des fonctions impaires de α et de jS, et que P
2
 et 

Q
2
 sont des fonctions paires, et nous aurions pu associer les fonctions 

Q, et Q
2
 aux fonctions P, et P

2
, d'après cette condition (n° 15). 

Il faut toutefois remarquer que ces considérations ne seraient pas 
applicables à la membrane annulaire. En effet, la droite menée entre 
les foyers, et qui a pour équation β — ο n'est [dus située sur la surface 
de la membrane, et si nous avons exprimé que Q est nul pour β = β, 
contour intérieur et pris j3

(
 positif, nous ne pouvons donner à β que 

les valeurs positives renfermées entre celles qui conviennent aux deux 
contours. 

Revenant au mouvement vibratoire de la membrane pleine, suppo-
sons que la vitesse initiale donnée à chaque point de la membrane soit 
exprimée par la formule 

dans laquelle Φ (α, β) est une fonction qui s'annule sur le contour tie 
la membrane β = β, et qui, d'après ce que nous avons vu, reste inva-
riable quand on y remplace a et β par — a çt — β. On en conclut 
facilement que Φ (α, β) est la somme de deux fonctions F, (α, β), 
F

2
 (a, β), qui, ordonnées par rapport aux puissances croissantes de a 

et β, sont : l'une de la forme 

w = P, Q, sin ilmt, u> — P
2
 Q

2
 sin 11mt, 

(dw / dt) o = O (a, B), 

F, = rt+ActJ + Β/32 -+- Cad -h Da2 β2 +■ Εβ1 -+- Fa6 + G a* S2 + 
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paire en « et β; et l'autre de la forme 

I', = Α'αβ + Β'α3/3 + C'a/S3-+- DV/3 +E'a3|53-f- F'αβΆ-h G'a1 β+ ....., 

impaire en α et impaire en β, mais paire par rapport à leur ensemble. 
Après donc avoir posé 

Φ (α, β)= F, β) -+- F
2

(«, /3), 

regardons le mouvement vibratoire résultant comme la somme d'une 
infinité de mouvements vibratoires simples, dont nous allons nous pro-
poser de déterminer l'amplitude. Chaque mouvement simple du pre-
mier ou du second genre donné par les formules 

ιν = aP, Q, sin a X ml, w — 6P
2
 Q

2
 sin ι \ mt 

dépend d'abord d'un nombre entier g, et, ce nombre g une fois dési-
gné, ce mouvement peut varier d'une infinité de manières par le nom-
bre λ, qui est susceptible des valeurs croissantes λ,, λ

2
,..., λ,,..., et 

nous les affecterons d'un second indice qui rappelle le nombre g, et 
nous remplacerons les deux formules précédentes par les deux sui-
vantes : 

n> = flP,(&», Xf) Q, (g, Xf) sinaXf mt, 

w = bV
2
 (g, Xf) Q

2
 (g, if) sin alfmt. 

Considérant ensuite un état vibratoire composé d'une infinité d'états 
simples, on aura 

«- = 2 figt i. P, (g, X?) Qi (g, Xf) sin a Xf mt 

+ 2 h>
 Γ>2

 fe'
 Χ

ί*) sina Xf mf, 

et on en tire pour la vitesse initiale 

(ί)
0

 = X? as. A P< fe' X?) Q' fe» X?) 

+ *?bg, A p2 fe» x'*) Q*Q2 (g, yi 18), 
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expression qui doit être identifiée à Φ (α, β)', mais nous décomposerons 
cette égalité en les deux suivantes 

(0 F, (a,/3)= a/»2 Ρ (g, Xf) Q (g, λ?), 

(
2

) F
2
(«,f3) - 2/»2X?&

ff|J
;P(g,XÎ*)Q(g,X*). 

Considérons maintenant les quatre équations 

(A) 
^ - [R(g, Xc) — aXscsE(a/3)]Q = ο, 

^ - [R(g',X'c) -
 2

X'acaE(a^]Q'= o; 

(c) 
^ -1- [R (g, le) —2λ2 c2 cos2st] Ρ = ο, 

d²p'/d&² ++ [R(g', X'c) — 2 X'
2

C
2
 COS2îz] P' = o. 

En retranchant les deux équations [b) multipliées par Q' et Q, on a 

0 = Q' ̂  - Q Ίψ- +12 (χ2 - λ'2)c2EC2/3) - (R - R')] QQ'; 

intégrons de β = ο à β = β, paramètre du contour, et nous aurons 

0 =
 (r<v£9_0^ _(Q'£9_Q^ 

+ 2(X2-X'2)c2
 f

6
E(2/3)QQ'^j3 - (R - R') f

gQQ'r//3. 

Le premier terme est nul parce que Q et Q' sont nuls pour /3 = β ; 
ensuite, si Q et Q' ont le caractère de Q

(
, ils sont nuls pour β = o, et 

s'ils ont tous deux le caractère de Q
2

, leurs dérivées sont nulles pour 
β = o; donc le second terme est aussi nul. On trouve de même 

0= (ρ'^-Ρ^
2π

4-2(λ
2 - l'2) c2 W cos2a(/a 

- (R-R')^£
2
"PP'du, 

Tome Χ1Π (2s série). — JUIN ib6S. 26 
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dont la première partie est nulle, parce que Ρ et P' sont des fonctions 
périodiques. Ainsi on a les deux égalités 

(rf> 

(R - R') />gQQW/3 = 2 (λ2 - λ'2) c2 ΓQQ'E (a/3) rf/3, 

2(y² - y'²)c²' PP'cosaaί/a = (R — R') / PP'c/«. 

Multiplions ces égalités membre à membre, et, divisant par 

ι (R — R') (λ2 - λ'2) c2, 
nous obtenons 

(e) Π [Ε (2 β) — cos2a] PP'QQ'rfjS da = o. 

Cette égalité n'est plus démontrée si λ = λ' ou si R = R'; elle est ce-
pendant encore exacte, car, si λ= λ', on déduira des équations (d) 

I QQ'rfjS = ο, f ΡΡ'ί/α=ο; 

donc les deux parties de l'intégrale (e) sont nulles Si R'= R, on voit 
encore que les deux égalités (d) entraînent (e). 

Multiplions les deux membres de l'égalité (1) par 

P< (g"' λί) Q< (ëb λ?) [M2/3) - cosia]do.d$, 

et intégrons, par rapport à a, de ο à 2π, et, par rapport à β, de 
ο à β : tous les termes disparaîtront dans le second membre d'après (e), 
excepté celui qui a pour coefficient ag i. qui se trouve déterminé. On a 
de même bg X. au moyen de (2). 

On a un calcul analogue pour la membrane annulaire fixée entre 
deux ellipses homofocales; il serait superflu d'y insister, et même 
nous n'avons fait le calcul précédent que parce qu'il exigeait des con-
sidérations relatives aux signes de α et β utiles à remarquer. 

Pour revenir à ces signes, imaginons encore que l'on ait à chercher 
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le mouvement d'une membrane elliptique dont on supprime les deux 
portions coupées par une hyperbole homofocale, et supposons tout ie 
contour fixé. On aura de nouveau un mouvement vibratoire simple 
représenté par la formule 

w = PQsiii2Xmi; 

mais Ρ n'est plus une fonction périodique de a. On ne doit faire 
varier a qu'entre les limites a, et π — a, relatives à l'hyperbole du 
contour, et l'on fera varier β entre les deux limites —β et +β rela-
tives aux deux arcs d'ellipse de la périphérie de la membrane. 

26. 


