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SUR

LLBS DIVISEURS DE CERTAINES FORMES DE NOMBRES

QuI
RESULTENT DE LA THEORIE DE LA DIVISION DU CERCLE;

Par M. E.-E. KUMMER.

(TrapucTiOoN pE M. HoOVEL.)

Si 'on partage en périodes les racines imaginaires de ’équation
: q
axf =1,

p €tant un nombre premier, et que I'on forme ainsi ¢ périodes de f
termes chacune, e et f étant tels qu'on ait

p—1=ef,

on sait que ces périodes sont les racines d’une équation algébrique du
degré e, dans laquelle le coefficient du terme le plus élevé est égal a
l'unité, tous les autres coefficients étant des nombres entiers. Soient
une racine imaginaire quelconque de P’équation

xP =1,

et g une racine primitive du nombre premier p. Ces périodes, que nous
désignerons, pour abréger, par

Ny MNiy Yay- oy Ne—y

auront les valeurs suivantes,

n=a 4+ ax8 + 28 .. 4 a8

41 281

no=af 4 &8 a8 e s

281 36— 1 o fe—t

S S,

Tome V ( 2° série’, — Ocroerg 1860, 47

Ne—1 = x5 4 8
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En posant maintenant

‘P(.?')=(J"—Yi)(}’—m)(.}"—ﬂz)--o()’—‘ﬂe—n),

on aura aussi .
e(r)=r+ay'+ayrt+...+a._, y+a,

@y,Qy, Gy - . -, @, étant des nombres entiers, que 'on peut déterminer
dans chaque cas particulier. Nous allons actuellement considérer cette
fonction rationnelle et entiére ¢ () comme une forme sous laquelle
on peut représenter certains nombres, et nous allons chercher les di-
viseurs que peut avoir cette forme. Pour cela, nous ferons usage de
congruences ol entreront non-seulement des nombres entiers réels,
mais encore les périodes irrationnelles et souvent imaginaires

Yy N4s Mgy -y Ye—ys

et, en conséquence, nous devrons commencer par fixer le sens que
I’on doit attacher & de semblables congruences. Toute fonction ration-
nelle et entiére de ces périodes, ayant pour coefficients des nombres
entiers, peut se ramener, comme on sait, a la forme linéaire

CY + CNy+CoMg+ o oo = Co Moy

et cela d’une seule maniére. Nous attribuerons donc, en vue de notre
but actuel, 4 I'idée de congruence une extension telle, que deux fonc-
tions rationnelles et entieres des périodes soient dites congruentes sui-
vantle module g (lequel doit étre un nombre premier), lorsque, apres
avoir réduit la différence de ces fonctions 4 la forme

Cn+cen+ ..o CoyNeis

tous les coefficients ¢, ¢,, ¢y . . ., €., de cette différence sont divisibles
par q. D’aprés cette définition, on peut ici, comme dans le cas des
congruences ordinaires, négliger les termes qui contiennent en fac-
teurs le module ¢; on peut aussi ajouter ces nouvelles congruences
entre elles, les soustraire, les multiplier, et les élever a des puissances.

Nous prendrons maintenant pour point de départ cette proposition
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connue, que, si ¢ est un nombre premier, les coefficients
b, b, by ..., by,
du produit développé
2(z—1)(2—2)...(3=q+1)=21— b, 2"+ 5,292 — ...+ b, 3,

sont tous divisibles par ¢, & 'exception du dernier b,_,, lequel, divisé
par ¢, donne pour reste — 1. En effet, pour toute valeur de z, ce pro-
duit, résultant de la multiplication de ¢ nombres entiers consécutifs,
est divisible par ¢. On a par suite

zq"' quq-| + bgzq;z ianadir S + bq_|ZE (8] (mOd.q),
et puisqu'on a, d’apres le théoreme de Fermat,

M=z,
il s’ensuit que :

— b, 29 = b2t — | .+ (b + 1) 2==0 (mod. g).

Mais cette congruence, de degré ¢ — 1, ne peut avoir ¢ racines diffé-
rentes. Elle doit donc étre identiquement satisfaite, d’ou résulte que
Pon a

Il

by=b=b,=...=b, ,=b, s+ 1 (mod.g).

Posons maintenant, dans I'équation précédente,
2= )y — N

et laissons de cOté tous les termes divisibles par g: on obtiendra ainsi
le congruence '

(A) r—m)r—1—=m(y—2—n). . (y—g-+1—1n (mod.g).

=(r—m'— (r —

Or on sait que, dans le développement de la puissance ¢ d'un bindme,
si ¢ est un nombre premier, tous les termes, & I'exception du premier

47..

1 b
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et du dernier, sont divisibles par ¢. Donc

O — =7 — .

De plus, 1, est un polynéme de f termes, et lorsqu'on éleve un sem-
blable polynéme 4 la puissance g, les coefficients de tous les termes
sont divisibles par ¢, excepté ceux des termes formés des puissances
g*me des f termes du polynome. Par conséquent, on a

+ o4 28 (mod. ),

g gze+ll

0= a9 4+ 218

et, si ’on suppose

g=g" (mod.p),
il résulte de i, en général,
Y)Z =Nrek (mOd 9)’

mais, dans le cas particulier ou ¢ = p,

== f (mod. p).
La congruence )
(r = mf= 7} (mod. q)

se change donc généralement en
(7 — m)f1=y — 4. (mod. 9»
et, pour le cas particulier de g = p, elle devient
r—nf=y—f (mod.p).
En donnant successivement a £, d;ms cette expression, les valeurs
0, 1, 2,..., e—1,
et faisant le produit, il vient

e (NF=(r —f) (mod. p),
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d’otr il résulte que ¢ () contient p en facteur pour y= f, mais ne le
contient pas pour toute autre valeur de y; en d’autres termes, la con-
gruence

¢ (r)=o (mod.p)
a toujours une racine réelle, savoir

y=f=0

Revenons a la recherche de la valeur générale du facteur premier ¢
pour lequel on a
g=g" (mod.p).

Au moyen de la congruence
(O — )" = 5 = gy
la congruence (A) se change dans la suivante,

(B) (J’_n_’f)(f”'l—”k)(f—ﬁ""7")"'(-7_g+l—m) (mod. ¢).

=g Npar

11 faut distinguer ici deux cas: le premier, lorsque r est divisible pare;
le second, lorsqu’il ne I'est pas. Si r est divisible par e, alors v, = v;.,,
et par suite '

=m0 (r—1—m)(y—2—mn)..(y—g+1—n)=o (mod.q.

En prenant successivement
k=o0,1,2,...,e—1,
et faisant le produit de toutes ces congruences, il vient

¢Ne(r—1elr—2)...¢(y —g+rn=o (mod.g).

1l faut donc que e de ces facteurs soient divisibles par g, ou bien que
quelques-uns d’entre eux contiennent plusieurs fois ce facteur s
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toutes les fois que 'on a
g==g" (mod. p),

et que r est divisible par e, c’est-a-dire toutes les fois que g est un
résidu de puissance e*™* pour le nombre premier. De 14 on déduit le
théoréme suivant :

Tout nombre premier qui est un résidu de puissance e*™ de p, est un
diviseur de la forme ¢ (y); ou, en d autres termes, la congruence

¢ (r)=o (mod.qg),

lorsque q est un nombre premier et en méme temps un résidu de puis-
sance €™ de p, a toujours e racines réelles, dont plusieurs peuvent
devenir égales entre elles dans des cas particuliers.

Le cas particulier ou les périodes sont composées chacune d’un seul
terme, et ot elles sont, par conséquent, égales aux racines imaginaires
elles-mémes de ’équation

xP=1,

donne ce résultat connu, que la congruence
2Pt Pt PP 4.+ x+1=0 (mod.gq)

4 toujours p — 1 racines réelles, lorsque le nombre premier ¢ est un
résidu de puissance (p — 1) de p, c’est-a-dire lorsque

q=2mp+1.

Apres avoir fait voir que tous les nombres premiers, qui sont des
résidus de puissance ¢*™ de p, sont des diviseurs de la forme ¢ (y),
il reste en second lieu 4 examiner si cette forme a encore, ou noun,
d’autres diviseurs que ceux (ue nous venons de citer et le diviseur p.
Soit donc encore

q=g" (mod. p),

mais supposons r non divisible par e. Dans ce cas, si ’on remplace
successivement, dans la congruence (B), k par

0, 1, 2,..., €—1,
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et que Pon fasse le produit des résultats, il vient

eNe(r—ne(r—2)...9(y —g+1)=P (mod.g),

en posant
P= ("7 - nr) (774 - nr+|) (ﬂz—‘ nr+2) e (ne-—l e nr+e—4)'

P, étant une fonction symétrique de toutes les périodes, sera un
nombre entier. Pour des valeurs déterminées de p et de e, lors méme
qu'on donne A r toutes les valeurs possibles, ce nombre P ne pourra
‘contenir qu’'un nombre fini, déterminé ét relativement trés-petit de
facteurs premiers différents; et comme ¢ (y) ne peut contenir d’autres
facteurs premiers différents que ceux qui entrent dans P, il s’ensuit
que c’est seulement dans des cas exceptionnels que ¢ (y) pourra con-
tenir un nombre toujours limité de ces facteurs qui ne sont pas des
résidus de puissance ¢“™ de p. Pour examiner de plus prés dans quels
cas ces facteurs premiers exceptionnels peuvent se rencontrer dans P
et par suite dans ¢ (), nous emploierons la congruence

(}7]; - nr+lr)qE Nksr ~— Ngsor (mOd q),

que 'on peut vérifier en jetant un simple coup d’céil sur les principes
établis précédemment. En élevant les deux membres de cette con-
gruence plusieurs fois de suite 4 la puissance g, on obtient la con-
gruence plus générale

(G) ('ﬂk - nr+k>qu"7}zr+k = N 1)r+k (mOd q)

Silon y fait successivement
h=o0,1,2,...,e—1,

et que 'on forme le produit, il vient

(05— )T

mod. ¢g).
= (nk - ﬂr—e—k) (nr—f-k - 7)2r+k)- --(ﬂkz—l)r - 77(e—|)r+k) ( 1/

Si maintenant r n’a aucun facteur commun avec e, les indices des pé-

riodes
Ky r+k, oar+k ..., le—=1r+k,
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pris dans un autre ordre, seront congrus aux indices
0, 1, 2,..., €—1,

suivant le module e. Le produit qui compose le second membre n’est
donc autre chose que le produit P, et comme, par hypothese, P doit
étre divisible par ¢, on a donc

(14 — Mpa) HETH T =0 (mod. g).

En élevant maintenant a la puissance ¢ — 1, ona
(14 — Do) =0 (mod. g}
puis, en multipliant par nz — ks
(& — Nrak)” =0 (mod. g),
d’ot résulterait, en vertu de la congruence (C),
x — Npx=0 (mod.q),

ce qui est impossible. Le produit P n’a donc point de facteur premier
q tel, que l'on ait

g=g (mod. p),

r n’ayant ancun facteur commun avece. Donc, dans le cas ou e est un
nombre premier, on a le théoreme suivant :

La forme ¢ (), lorsque son degré e est un nombre premier, n'a,
outre le diviseur p, que des diviseurs résidus de puissance e par rap-
port a p.

Mais dans le cas ot le degré de la forme ¢ () n’est pas un nombre
premier, le résultat trouvé peut s'énoncer comme il suit :

La forme ¢(y) na en général, outre le diviseur p, pour diviseurs
que des nombres premiers, résidus de puissance e par rapport ap;
mais elle peut, en outre, avoir encore un nombre fini et determiné
d'autres diviseurs, lesquels doivent étre, par rapport a p, des résidus
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de quelqu’une des puissances a, B3, v,..., en désignant par a, 8, y,...,
les diviseurs e autres que lunité. ‘

On pent indiquer d’une maniére encore plus précise les conditions
pour que ¢ (y) contienne des diviseurs spéciaux, qui ne soient pas
résidus de puissance ™. Soit, en effet, o le plus grand diviseur
commun de ret de e, et

r=ra, e=-éfau;
dans la congruence (C) faisons successivement
Jon— | 4
h=o0,1,2,.,¢e—1,
et multiplions entre elles les congruences ainsi obtenues; il viendra

(TAI; - 'ﬂr+k)‘+q+qz+"'+qe"l——_—:('ﬂk - ‘ﬂr-r-k)(nr+k - 7)2r+k)~ . '(n(e’-—l)r+k - ne,r+k)'

En donnant ensuite a & les valeurs
0, I, 2., o-—I,

et faisant la multiplication, le produit dans le second membre devient
égal A P, comme on peut s’en convaincre immédiatement, en remar-
quant que les nombres de la forme Zr+ %, pour

’ (L —
h=o0,1,9,.,6—1, k=o,1,2,...,0—1,

r=r'ea, e=¢a,
donnent, relativement‘au module e, tous les restes
o, I, 2,..., e'—-_ I.
On a donc, P devant étre divisible par ¢,
[0 =) (00—t} ne (i, — 0, )]0+ 4 0 =0 (mod.q)

En élevant encore a la puissance q — 1, et multipliant par

(7} - nr)(y}" - 737'+’) e (nu—-—l T M s )’

Tome V (2° série), — OcTonrE 1860. 48
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il vient
[('ﬂ - ")r>('ﬂ| _")r+|)-'~<7)“_1 _“'ﬂm_'_,._l)]qe'—:_O (modq),

relation qui, en vertu de la congruence (C), peut se mettre sous la
{orme plus simple

(0 — 07) (00 = Trct) oo (s = Npprs) =0 (mod. q).

1l faut donc déja que le produit des o premiers facteurs du produit P
contienne le facteur ¢, pour que P ou ¢ () puissent le contenir. Cette
condition restrictive pourrait faire soupgonner que ces facteurs excep-
tionnels, qui ne sont pas rési‘dus de puissance ¢, pourraient bien ne
pas exister non plus dans le cas ot e est un nombre composé. Mais on
peut s’assurer, sur uo exemple simple, qu’il n'en est pas ainsi, et
quil existe réellement de tels facteurs. Prenons

p=109, e=6.
On a, par les méthodes connues,
o(y)= "+ > — 45" —10y® + 135 y* + 9 — 27,
d’ou il est facile de tirer, pour
y=o0,1,2,3,4,5
les valeurs suivantes de ¢ (),

y==3 eln)=2% (2) = — 173,
= —2°3%, o(4)=—4871, p(5)=—2%113.

-3

i

CRC
|

Les diviseurs 2 et 3, qui se rencontrent dans ces valeurs, ne sont pas
des résidus de puissance 6° de 1093 ce sont donc des diviseurs tels
que ceux que nous avons signalés. 2 est un résidu cubique, et 3 un
résidu quadratique de 109, ce qui est parfaitement d’accord avec le
théoréme précédent. D’ailleurs, dans le cas actuel, 2 et 3 sont les
seuls facteurs premiers de 9(y) qui ne soient pas résidus de puis-
sance 6°.
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Nous allons considérer encore deux cas particuliers importants,
pour lesquels nous ferons voir qu’il ne peut jamais exister de facteurs
qui ne soient pas résidus de puissance €™ par rapport a p: ces cas
sont celui ou la période n’a qu'un terme, et celui ou elle en a denx.
Si 'on a

e=p—1 et f[f=1,
alors

par conséquent,

P={(x—as)(af — a8") .. (2 — a5'™")

et, en détachant du premier facteur x, du second x%, du troi-

sieme x¢,..., il vient .
P=(1—as)(1 — as&=") . _ a8 e
Puisque l'on a maintenant
(z—ax")(z— ") .. (z— 2™ &) = + P42+,
il viendra, en faisantz =1, m=g —1,
P=p.

P ne contenant pas d’autre facteur que p, il en résulte la proposition
connue que yP~' + yP~* +...4 y - 1 ne peut contenir, outre le divi-
seur p, que des facteurs résidus de puissance (p — 1" par rapport
a p, et représentés par conséquent par la forme linéaire

g=2amp—+1.
Si maintenant les périodes sont 2 deux termes, c’est-a-dire si 'on a

e=i(p—1) f=1

alors

o

o 2 a2
n=x+ax', n=x5Lax¥ p=xrt+aF,..,
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et I'on sait que, dans ce cas,

(e —2)(e—3) ,_
— )

FR)=roh gy =y ey

1
(e=3)(e—4) .
S A
De plus, on a

: _gr+lr

& . rk
Ut = 28 278 — 28— ™,

expression qui se décompose en facteurs de la maniére suivante,
0y — ey = 8 (1 — x(g’—arg*) (1— x—(g’wg‘).
En donnant maintenant 4 & les valeurs
0, I, 2,., p—a,
et faisantle produit, on trouve facilement

2

P2 = p?,
d’ou
P::’:[).

Donc, dans ce cas encore, P n’a pas d’autre diviseur que p; d’ou il ré-
sulte que la forme

Plr)=r+ym =yt =

I I

. . . . , . . ' —1) iéme
n’a, outre le diviseur p, que des diviseurs résidus de puissance (£T>

par rapport a p, lesquels sont par suite de la forme

amp=*x1,
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La méthode que nous avons appliquée, dans ce qui précéde, a fa
forme ¢(y), donne presque de la méme manicre les facteurs premiers
d’une forme, beancoup plus générale et tres-remarquable, du degré ¢
avec e indéterminées. En effet, sil’on multiplie entre elles les fonctions
linéaires suivantes des périodes,

F(YJ)= z +Z',7“ + 2oy 4+ ... ZoyNe—g,
Fn)) =20, 4 2/n,+ 2,05 +...+ Ze—1 M,y

F(temy) = 200y + 300+ 20, + .4 2o, foas

leur produit
Y= F(n)F(m)F(nz) v Fey)

sera une fonction homogeéne, de degrée et i coefficients entiers, des ¢
indéterminées
Zy Zy, Zaperey By

Cette forme, comme nous allons le faire voir, présente, relativement i
ses diviseurs, une analogie compléte avec la forme moins générale o(y)
que nous venons d’étudier. Nous démontrerons d’abord le théoréme
suivant :

Tout nombre premier q, résidu de puissance eéme de p, est, ains:
que p lui-méme, un diviseur de la forme ¥.

~ Considérons d’abord le diviseur p. On a, d’apres les principes dont
on a fait précédemment usage,

Flf=(2+ 2+ z2s+...4+2,,)f (modp);

si donc on choisit les indéterminées z, Zyy Zay...y Z.—y de telle sorte que
leur somme soit divisible par p, on aura alors

F(u)=0 (modp);
et en faisant successivement

k=o,1, 2,...,e—1,
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et multipliant entre elles les congruences résultantes, il vient

YP=o (mod. p),
et par suite anssi
Y=o (mod. p);

p est donc un diviseur de la forme V.

Pour démontrer ensuite que tout nombre premier ¢, résidu de puis-
sance €*™¢ par rapport & p, est toujours aussi un diviseur de ¥, je
suppose la seconde période n, mise sous la forme d’une fonction ra-
tionnelle et entiere de la premiére période n, ce qui, comme 0D sait,
est toujours possible. Soit donc

0,=0 (n);
alors on aura

/12::9@ (ﬁ), n;;——'_—@@@ ({]),.

Prenons, au lieu de 1, une quantité indéterminée y, et formons Pex-
pression

F(y).F(8r).F(88y).. F[6¢"y] -V,
laquelle sera une fonction rationnelle et entiére de y. Cette expression

sannule évidemment si 'on y fait y =», ouy =9, 00 y = N2y
elle doit donc contenir lc facteur

(r =) (¥ =0) (7 — %)+ (¥ =T,
que nous avons désigneé ci-dessus par ¢ (). On a, par conséquent,
F(]’).F(@)f).F(E)@J‘}...F[@“‘”j] — V¥ =9(y).9

® désignant encore une fonction rationnelle et entiere de y. Si I'on
prend maintenant pour y une racine quelconque de la congruence

o(y)=o (mod. q) '

(laquelle a toujours e racines réelles, comme nous I'avons prouvé lors-
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que ¢ est un résidu de puissance e par rapport 4 p), on aura
F(y).F(0y).F(009y)...F[0Yy]|=Y¥ (mod. ¢).

Si donc un facteur quelconque de ce produit devient divisible par ¢,
¥ deviendra également divisible par g. On peut donc tonjours choisir
les indéterminées

Sy By RTayeecy Zoy

de telle maniére que la forme ¥ admette le diviseur ¢4, et la condition
qui nous sert a fixer ces valeurs est simplement que, si dans I'expres-
sion

F(n) =z +2)0, + Zofat oo Bei Vet

on remplace n, ;, N3y + .5 Ne—y, NON plus par les racines de V'équa-
tion

¢(r)=o,
mais par les racines de la congruence

¢(y)=o (mod.g),

prises dans un ordre convenable, on doit avoir
F(n)==o0 (mod. q).

Les facteurs premiers, résidus de puissance ¢ par rapport a p,
forment encore ici les diviseurs les plus importants de la forme V', et
ce n’est qu’exceptionnellement qu’il peat, outre ceux-la, en exister cer-
tains autres, dont nous allons étudier de plus prés les conditinns d’exis-
tence. Soit ¢ un nombre premier tel que I'on ait

g=g" (mod. p),
r n’étant pas divisible par e. On a alors

F (n)?=F (n,) (mod. q).

Elevons cette congruence plusieurs fois de suite & la puissance ¢, ce
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qui donne
F(r,)"h—EF(nhr) (mod. ¢).

Faisant successivement
h=o, 1, 2, 3,..., e—1,
et multipliant entre elles les congruences ainsi obtenues, il vient

F ()t 9407 =TF (n) (0,) F (02r) .. F () (mod. g).

If

Si maintenant r et e n’ont aucun factear commun, les indices
o, r, ar, 3r,.., (e—1)r
seront congrus suivant le module e avec les indices
o, I, 2y..., €—1,

pris dans un autre ordre; donc le produit du second membre est égal
aV¥. Or ¥ devant admettre le diviseur ¢, il s’ensuit que 'on doit
avolr

F (n)l+q+q2+. c Tl = (mod q)’

d’ou résulte, comme précédemment,
F (y)=o0 (mod. q).

Mais, pour que F (%) soit divisible par ¢, il faut que chacun des coef-
ficients des périodes, et par suite que les indéterminées

2, Zy, Zayeesy Bey

soient toutes divisibles par g. De 14 nous concluons le théoreme sui-
vant :

S’il wexiste pas de _facteurs communs a toutes les indéterminées de
la forme ¥, cette forme wadmettra pour facteurs premiers, outre le di-
viseur p, que des résidus de puissance e par rapport a p; en dautres
termes, si e contient les diviseurs a, 8, v...., différents de Punité, la
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forme pourra aussi contenir des facteurs premiers, résidus de puissance
o, ou 3, on7y,...par rapport a p.

On en déduit encore, comme corollaire, que s'il n'existe pas de fac-
teur commun a toutes les indéterminées de la forme ¥, et que le degré e
de cette forme soit un nombre premier, alors cette forme n’admettra,
outre le diviseur p, que des diviseurs résidus de puissance e par rapport
\

a ]).

Si e n’est pas un nombre premier et que ¢ soit un diviseur de e,

solt

g=g" (mod. p),

et « le plus grand diviseur commun de r et de e, de sorte que I'on ait

r=r'a, e=¢a.

En vertu de la congruence
F(nk)thF'(n,h,rk) (mod. g),
ou l'on fera successivement
h=o0,1i,2,...,¢— 1,
et ou I'on donnera ensuite 4 & les valeurs
0, I, 2,.., O—1I,
il viendra, daus ce cas,
[F(n)F)F(0s)...F(n,_ )]0+ ""'=V¥ (mod. ¢);

car le produit des seconds membres est évidemment égal & ¥, puisque,
pour les valeurs en question de % et de %, I'expression Ar + 4 devient
congrue suivant le module e a tous les nombres

0o, 1, 2,...,, e—1I.

Si ¥ doit admettre maintenant pour facteur ¢, il-s’ensuivra que l'on

Tome V (2¢ série). — Ocrosre 1860, 49



386 JOURNAL DE MATHEMATIQUES!

devra avoir
[F(2) F (9,)... F (n,_ )]+ =0 (mod. g),
d’ou I'on conclut aisément qu’il faudra aussi que 'on ait
F(0)F(n)F(n)...F (0, _,) E.O (mod. g).

Donc, pour que ¥ admette un facteur premier ¢ qui ne soit pas ré-
sidu de puissance ¢, mais seulement résidu de puissance o par rapport
a p, a étant un diviseur de e, il faudra toujours que ce facteur ¢ divise
le produit des « premiers facteurs de ¥.



